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Úvod

Tématem diplomové práce je funkce gamma a její aplikace. Funkce gamma se

odli²uje od b¥ºných funkcí jiº svou de�nicí, nebo´ je de�nována pomocí neur£itého

integrálu.

Obsahem práce je stru£né seznámení se s historií funkce gamma. Funkce ga-

mma byla de�nována p°i zkoumání interpolace faktoriálu, coº byl úkol, na n¥mº

se podíleli výborní matematikové tehdej²í doby v £ele s Leonhardem Eulerem.

Následn¥ se v práci zam¥°íme na de�nici a existenci funkce gamma, n¥kolik al-

ternativních de�nic dané funkce a popis jejích vlastností.

Hlavním cílem je ukázat vyuºití funkce gamma v r·zných odv¥tvích matema-

tiky, a´ uº se jedná o teorii integrálního po£tu, ve které se funkce gamma hojn¥

nalézá, nebo o statistiku, v níº nalezneme n¥kolik spojitých rozd¥lení, jenº mají

s funkcí gamma souvislost, která není obecn¥ známá.
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Kapitola 1

Historie a vznik funkce gamma

V úvodní kapitole si stru£n¥ nastíníme historii funkce gamma. Historie této

funkce vychází z interpolace faktoriálu, na které se podíleli p°ední matematici

tehdej²í doby Leonhard Euler, Christian Goldbach a Adrien-Marie Legendre.

V této kapitole byly vyuºity zdroje [1], [2],[3], [4], [5], [6], [7].

Vznik gamma funkce se p°ipisuje nejslavn¥j²ímu matematikovi 18. století, Le-

onhardu Eulerovi (1707 � 1783). Tehdy pouze 22letý ²výcarský matematik p·so-

bící na ruské akademii v¥d v Petrohradu ji de�noval b¥hem vzájemné korespon-

dence s Christianem Goldbachem (1690 � 1764), n¥meckým právníkem a v¥dcem,

stýkajícím se s p°edními mysliteli tehdej²í doby p°i své práci v Moskv¥.

V 18. století byla mezi v¥dci populárním tématem teorie interpolace. Christian

Goldbach uvaºoval posloupnost faktoriál· p°irozených £ísel {1!, 2!, 3!, 4!, 5!, . . .},

tedy {1, 2, 6, 24, 120, . . .}, a snaºil se nalézt funkci, která by dala smysl i hod-

notám, které nejsou z oboru p°irozených £ísel.

Interpolací faktoriálu se zabýval také Daniel Bernoulli, ²výcarský fyzik a mate-

matik, jenº proslul zejména jako zakladatel hydrodynamiky. V dopise datovaném

6. °íjna 1729 Christianu Goldbachu navrhl Bernoulli Goldbachovi následující vý-

raz, jenº mu prezentoval jako výsledek interpolace pro faktoriál jakéhokoliv x > 0,

kde p°esnost výsledku dle Bernoulliho rostla s pouºitím v¥t²í celo£íselné hodnoty

A

x! =
(
A+

x

2

)x−1( 2

1 + x
· 3

2 + x
· 4

3 + x
· · · A

A− 1 + x

)
. (1.1)
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Aproximaci faktoriálu pak formuloval pomocí limity pro n → +∞, kde místo

£ísla A dosadil n+ 1

x! = lim
n→+∞

(
n+ 1 +

x

2

)x−1
n∏
i=1

i+ 1

i+ x
, x > 0.

Pro x = 3
2
a A = 8 dostal Daniel Bernoulli p°ibliºnou hodnotu 3

2
!
.
= 1, 329 a pro

x = 3 a A = 16 jeho formule dávala výsledek 3!
.
= 6, 0049 namísto celého £ísla 6.

S t¥mito výsledky ukon£il Bernoulli s Goldbachem svou korespondenci.

Obrázek 1.1: Dopis Bernoulliho Goldbachovi [2]

Euler se velmi £asto potkával s Danielem Bernoullim, a tak v¥d¥l mnoho o

probíhající diskuzi nad interpolací faktoriál·. Povzbuzen Danielem Bernoullim se

Leonhard Euler odhodlal napsat Christianu Goldbachovi dne 13. °íjna 1729 dopis

se svým názorem. Euler sv·j dopis uvedl vztahem nazvaným "terminum gene-

ralem", ve kterém navrhl zapsat m-tý £len posloupnosti {1, 2, 6, 24, 120, . . .}

následujícím vztahem pro m ∈ R

m! =
1 · 2m

1 +m
· 21−m · 3m

2 +m
· 31−m · 4m

3 +m
· · · (1.2)

Pro n-tou aproximaci dostáváme

1 · 2 · 3 · · ·n · (n+ 1)m

(1 +m) · (2 +m) · (3 +m) · · · (n+m)
. (1.3)
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Obrázek 1.2: Leonhard Eu-
ler [4]

Obrázek 1.3: Dopis Eulera Goldba-
chovi [5]

Euler tvrdil, ºe se vzr·stajícím n se výraz (1.3) blíºí hodnot¥ faktoriálu m. Bylo

také dokázáno, ºe Bernoulliho formule (1.1) a Eulerova formule (1.2) dosahují

shodných výsledk·.

Euler byl p°esv¥d£en, ºe jeho výraz (1.2) je vhodný pro interpolaci faktoriál·

zlomk·, respektive pro interpolaci v²ech hodnot, které nejsou z oboru p°irozených

£ísel, ale zárove¬ byl odhodlán nalézt metodu, která by poskytla p°esné výsledky.

Do své formule (1.2) dosadil m = 1
2√

2 · 4
3 · 3

· 4 · 6
5 · 5

· 6 · 8
7 · 7
· · · (1.4)

Tento výraz si Euler ihned spojil s d°ív¥j²ím výsledkem Johna Wallise, který zjis-

til, ºe obsah kruhu s jednotkovým polom¥rem m·ºe být vyjád°en jako nekone£ný

sou£in
2 · 4
3 · 3

· 4 · 6
5 · 5

· 6 · 8
7 · 7
· · · (1.5)

Euler usoudil, ºe výraz (1.4) je roven odmocnin¥ obsahu kruhu s jednotkovým po-

lom¥rem a u£inil záv¥r, ºe (1
2
)! =

√
π

2
. Toto byl p°elomový okamºik, který Eulerovi

vyvrátil jeho p·vodní my²lenku, ºe obecný výraz pro posloupnost faktoriálu bude

dán v algebraickém £i exponenciálním tvaru. Euler se rozhodl, ºe se pokusí vyjá-

d°it svou formuli (1.2) v integrálním tvaru. Vycházel op¥t z práce Johna Wallise,
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který p°i po£ítání obsahu kruhu pracoval s integrálem
∫ 1

0
xp · (1− x)q dx, p > 0,

q > 0. Euler po vzoru Wallise uvaºoval integrál
∫ 1

0
xe · (1 − x)n dx, kde n ∈ R

a p°edstavovalo pro n¥j £íslo, jehoº faktoriál hledáme, a e bylo libovolné £íslo (v

18. století e reprezentovalo jakýkoliv exponent, nikoli konstantu, která je s tímto

písmenem v dne²ní matematice spojena). Tento integrál byl pozd¥ji Legendrem

nazván Eulerovým integrálem prvního druhu, neboli také funkcí beta, pokud jej

modi�kujeme do tvaru

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1 · (1− t)b−1 dt, a, b > 0.

Euler roz²í°il (1− x)n pomocí binomické v¥ty a zjistil, ºe∫ 1

0

xe · (1− x)n dx =
1 · 2 · · ·n

(e+ 1) · (e+ 2) · · · (e+ n+ 1)
.

Vynásobil ob¥ strany výrazem (e+ n+ 1)

(e+ n+ 1) ·
∫ 1

0

xe · (1− x)n dx =
1 · 2 · · ·n

(e+ 1) · (e+ 2) · · · (e+ n)
.

Z pravé strany se pak chystal vyjád°it £itatel ve form¥ integrálu, tedy izolovat

vztah pro faktoriál. Pouºil na to sv·j vlastní trik, kdyº substituoval e = f
g
, kde f

a g jsou reálné konstanty a g 6= 0. Rovnice se tímto po n¥kolika úpravách zm¥nila

na
f + (n+ 1) · g

gn+1
·
∫ 1

0

x
f
g · (1− x)n dx =

1 · 2 · · ·n
(f + g) · · · (f + n · g)

. (1.6)

V²iml si, ºe pokud by poloºil v rovnici (1.6) f = 1 a g = 0, na pravé stran¥ by

pak zbyl pouze faktoriál a nalevo integrální zápis. Po dosazení zmi¬ovaného f a

g ale obdrºel nalevo neur£itý výraz∫ 1

0

x
1
0 · (1− x)n

0n+1
dx.

Zde vyuºil dal²í trik, který není z hlediska zna£ení úpln¥ korektní, ale vyuºijeme

jej tak, jak to ud¥lal on. Zvolil substituci

x = x
g

f+g
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Potom tedy

dx =
g

f + g
· x−

f
f+g dx

Levou stranu vztahu pak p°epsal

f + (n+ 1) · g
gn+1

·
∫
x
f
g · (1− x)n dx =

=
f + (n+ 1) · g

gn+1
·
∫
x

f
f+g · (1− x

g
f+g )n · g

f + g
· x−

f
f+g dx =

=
f + (n+ 1) · g

gn+1
·
∫

(1− x
g

f+g )n · g

f + g
dx =

=
f + (n+ 1) · g

(f + g)n+1
·
∫ ( 1− x

g
f+g

g/(f + g)

)n
dx.

Nyní dosadil uvaºované f = 1 a g = 0 a dostal

n! =

∫
(1− x0)n

0n
dx. (1.7)

Aby Euler nepracoval se jmenovatelem rovným hodnot¥ 0, uvaºoval místo nuly

n¥jakou obecnou prom¥nnou z. Op¥t se nejedná o korektní krok, ale kopíruje

Euler·v postup. Integrand (1−x0)n

0n
si zapsal jako (1−xz)n

zn
. Pro limitu tohoto výrazu

bez mocniny n platí za pomoci L'Hospitalova pravidla

lim
z→0

1− xz

z
= −xz · lnx. (1.8)

Poté se vrátil zp¥t k hodnot¥ z = 0, kterou dosadil do (1.8) a integrand nabyl

tvaru − lnx. Dosazením do (1.7) dostal vytouºený vztah

n! =

∫ 1

0

(− lnx)n dx. (1.9)

Euler·v integrál nebyl v té dob¥ chápán p°i hledání faktoriálu libovolného £ísla

jako funkce, ale spí²e jako nástroj k reprezentaci faktoriálu pro n /∈ N.
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Francouzský matematik Adrien-Marie Legendre poté p°i²el s nápadem, jak

Euler·v integrál zade�novat pomocí funkce, kterou nazval gamma funkcí

Γ(a) = (a− 1)! =

∫ 1

0

(
ln

1

x

)a−1

dx, a > 0.

Pokud uºijeme substituci t = ln 1
x
dostaneme de�nici funkce gamma ve známém

tvaru

Γ(a) =

∫ ∞
0

ta−1 · e−t dt, a > 0. (1.10)

Legendre pouºil svou de�nici (1.10), aby ukázal, ºe Γ(1) = 1, tedy 0! = 1 a

dokázal funkcionální rovnici

Γ(a+ 1) = a · Γ(a) = a!, a > 0. (1.11)

Opakovaným uºitím této funkcionální rovnice, která je zárove¬ rekurentním vzor-

cem, obdrºel Legendre hodnoty funkce gamma nejen pro p°irozená £ísla. Po-

kud do vztahu (1.11) dosadíme hodnoty 0 a −1, dostaneme následující výsledky

Γ(0) = Γ(1)
0

= ∞, Γ(−1) = Γ(0)
1

= −∞. Jelikoº je vzorec (1.11) rekurentní, platí

pro nekladné celé £íslo a

lim
a→∞

Γ(a) = ±∞.

Funkce gamma tak roz²í°ila faktoriál na v²echna reálná £ísla krom¥ nekladných

celých £ísel.

Po tém¥° dvou set letech zkoumání zjistili v roce 1922 matematikové Harald

Bohr, Johannes Mollerup a Emil Artin, ºe funkce gamma je jediná, která odpovídá

poºadavk·m k roz²í°ení faktoriálu na £ísla, jeº nejsou pouze p°irozená, gamma

funkce se dá zapsat pomocí rekurzivního vzorce a je logaritmicky konvexní funkcí.

Toto tvrzení je uvedeno ve v¥t¥ 2 v druhé kapitole. Zárove¬ p°i²li na to, ºe pro je²t¥

lep²í porozum¥ní funkci gamma je vhodné pracovat s ní v mnoºin¥ komplexních

£ísel.
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Kapitola 2

De�nice a vlastnosti funkce gamma

Ve druhé kapitole si zade�nujeme funkci gamma n¥kolika zp·soby, seznámíme

se s nejznám¥j²ími vlastnostmi této funkce, uvedeme si tabulku hodnot a graf

funkce gamma a následn¥ se stru£n¥ zmíníme o funkci beta, která je s funkcí

gamma neodmysliteln¥ spojena.

V této kapitole byly vyuºity zdroje [1],[8], [9],[11],[12], [14], [16], [17], [21] a

[22].

2.1. De�nice a existence funkce gamma

Tato podkapitola se v¥nuje r·zným de�nicím funkce gamma a d·kazu exis-

tence funkce gamma na kladné poloose.

De�nice 1. Gamma funkce, n¥kdy téº nazývána jako Euler·v integrál druhého

druhu, je de�nována jako nevlastní integrál tvaru

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1 · e−t dt, ∀x ∈ (0,+∞).

Poznámka 1. Oprávn¥nost de�nice 1 je dokázána ve v¥t¥ 1 níºe. Platí tedy, ºe

pro v²echna x ∈ (0,+∞) je integrál de�novaný jako gamma funkce konvergentní.

Vlastnost 1. P°i vyuºití substituce y = e−t dostaneme ekvivalentní de�nici

funkce gamma ve tvaru

Γ(x) =

∫ 1

0

(− ln(y))x−1 dy, ∀x ∈ (0,+∞).
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D·kaz.

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1 · e−t dt =

∣∣∣∣y = e−t, t = − ln y
dt = − 1

y
dy

∣∣∣∣ =

=

∫ 0

1

(− ln y)x−1 · y · −1

y
dy =

∫ 1

0

(− ln y)x−1 dy.

Vlastnost 2. P°i vyuºití substituce z = ln(t) dostaneme dal²í ekvivalentní de�-

nici funkce gamma ve tvaru

Γ(x) =

∫ ∞
−∞

ex·z · e−ez dz, ∀x ∈ (0,+∞).

D·kaz.

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1 · e−t dt =

∣∣∣∣∣∣
z = ln(t)
t = ez

dt = ez dz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ ∞
−∞

ez
x−1 · e−ez · ez dz =

∫ ∞
−∞

ex·z · e−ez dz.

V¥ta 1. Pro kaºdé x > 0 je nevlastní integrál

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1 · e−t dt

konvergentní.

Pro d·kaz této velmi d·leºité v¥ty je pot°eba vyslovit n¥kolik pomocných

lemmat.

Lemma 1. Nech´ a < b, kde b je reálné £íslo nebo b =∞. Nech´ f(x) a g(x) jsou

spojité a nezáporné funkce na intervalu [a, b) a f(x) ≤ g(x),∀x ∈ [a, b). Potom

platí

1. Jestliºe
∫ b
a
g(x) dx konverguje, pak konverguje také

∫ b
a
f(x) dx.
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2. Jestliºe
∫ b
a
f(x) dx diverguje, pak diverguje také

∫ b
a
g(x) dx.

D·kaz. D·kaz lze nalézt v [11].

Lemma 2. Nevlastní integrál
∫∞

0
e−s·t dt konverguje pro kaºdé s > 0.

D·kaz. Vypo£teme si

∫ N

0

e−s·t dt =

[
−e
−s·t

s

]N
0

= −e
−s·N − 1

s

Dále platí

∫ ∞
0

e−s·t dt = lim
N→∞

∫ N

0

e−st dt = − lim
N→∞

e−s·N − 1

s
=

1

s
. (2.1)

Integrál je tedy pro kaºdé s > 0 konvergentní.

Lemma 3. Nech´ n ∈ N. Potom platí

lim
t→∞

tn−1

e
t
2

= 0. (2.2)

D·kaz. Z L'Hospitalova pravidla plyne, ºe

lim
t→∞

tn−1

e
t
2

= lim
t→∞

(n− 1) · tn−2

1
2
· e t2

.

Protoºe tn−1 je mocninná funkce °ádu (n − 1), známe její n-tou derivaci, tedy

víme, ºe
dn

dtn
tn−1 = 0.

Poté ihned vidíme, ºe platí

lim
t→∞

tn−1

e
t
2

= lim
t→∞

0

(1
2
)n · e t2

= 0.
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Nyní p°istoupíme jiº k d·kazu v¥ty 1. Na²ím úkolem je dokázat konvergenci

integrálu Γ(x) =
∫∞

0
tx−1 · e−t dt pro v²echna x ∈ (0,∞).

D·kaz V¥ty 1: D·kaz si rozd¥líme na t°i podsekce.

1. P°ípad, kdy x = 1.

Chceme dokázat, ºe
∫∞

0
e−t dt je konvergentní. To plyne ihned ze vztahu

(2.1), pokud za s dosadíme hodnotu 1. Dostaneme Γ(1) =
∫∞

0
e−t dt = 1.

2. P°ípad, kdy x > 1.

Snaºíme se dokázat konvergenci integrálu
∫∞

0
tx−1 ·e−t dt pro hodnoty x > 1.

D·kaz této podsekce vychází ze vztahu dokázaného v lemmatu (2.2), který

°íká

lim
t→∞

tn−1

e
t
2

= 0.

De�nice vlastní limity v nevlastním bod¥ nám °íká, ºe funkce f(x) má v

nevlastním bod¥ limitu A, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ ∈ R takové,

ºe pro kaºdé x > δ platí |f(x)−A| < ε. V na²em p°ípad¥ zvolíme ε = 1 pro

které existuje takové δ, ºe pro v²echna t > δ platí∣∣∣∣tn−1

e
t
2

∣∣∣∣ < ε = 1.

Z toho vyplývá, ºe ∀t > δ dostáváme nerovnost 0 ≤ tn−1 < e
t
2 . Po vynáso-

bení této nerovnosti e−t dostaneme

0 ≤ tn−1 · e−t < e−
t
2 , ∀t > δ.

Z lemmatu 2 víme, ºe integrál
∫∞

0
e−

t
2 dt konverguje, dle lemmatu 1 integrál∫∞

0
tn−1 · e−t dt konverguje také, v tomto p°ípad¥ ∀n ∈ N.

Nech´ x ∈ R, x > 1. Nech´ bxc je celá £ást £ísla x. Celá £ást spl¬uje vztah

bxc ≤ x < bxc+ 1. Pro t ≥ 0 poté dostaneme

0 ≤ tx−1 · e−t < tbxc · e−t.
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Z p°edchozího víme, ºe
∫∞

0
tbxc · e−t dt konverguje, integrál

∫∞
0
tx−1 · e−t dt

konverguje také, v tomto p°ípad¥ x ∈ R, x > 1.

3. P°ípad, kdy 0 < x < 1.

V p°ípad¥, kdy 0 < x < 1, platí pro t ≥ 1 nerovnost

1

e
t
2

≤ tx−1

e
t
2

≤ t

e
t
2

.

Víme, ºe

lim
t→∞

tx−1

e
t
2

= lim
t→∞

1

e
t
2

= 0.

Dle v¥ty o t°ech limitách, která °íká, ºe jestliºe dv¥ funkce f(x) a h(x) mají

v bod¥ a tutéº limitu L

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = L,

pak funkce g(x), taková, ºe f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) na n¥jakém okolí bodu a,

má v bod¥ a také limitu L

lim
x→a

g(x) = L.

S ohledem na p°edchozí nerovnost snadno zjistíme, ºe

lim
t→∞

tx−1

e
t
2

= 0, ∀x ∈ (0, 1).

Odtud a z podsekce d·kazu pro x > 1 plyne, ºe

0 ≤ tx−1 · e−t ≤ e−
t
2 , ∀t ≥ 1, ∀x ∈ (0, 1).

Z lemmatu 2 plyne, ºe integrál
∫∞

1
e−t/2 dt je konvergentní. Z konvergence

tohoto integrálu a z p°edchozí nerovnosti nám dle lemmatu 1 plyne také

konvergence integrálu
∫∞

1
tx−1 ·e−t dt pro 0 < x < 1. Nyní nám zbývá ov¥°it

konvergenci
∫ 1

0
tx−1 · e−t dt.
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Ze znalosti exponenciální funkce e−t pro t ∈ [0, 1] plyne nerovnost

0 < e−t ≤ e.

Po vynásobení této nerovnosti tx−1 dostaneme nerovnost

0 < tx−1 · e−t ≤ tx−1 · e.

Pokud konverguje integrál
∫ 1

0
tx−1 · e dt, konverguje dle lemmatu 1 také∫ 1

0
tx−1 · e−t dt. Integrál

∫ 1

0
tx−1 dt je nevlastním integrálem druhého druhu

a má hodnotu rovnu následující limit¥

∫ 1

0

tx−1 dt = lim
b→0

∫ 1

b

tx−1 dt =

lim
b→0

[tx
x

]1

b
= lim

b→0

(1

x
− bx

x

)
=

1

x
.

Tímto jsme dokázali konvergenci integrálu
∫ 1

0
tx−1 · e−t dt, ∀x ∈ (0,+∞), £ímº je

ná² d·kaz hotov.

2.2. Vlastnosti funkce gamma

Tato podkapitola se v¥nuje nejznám¥j²ím vlastnostem týkající se funkce ga-

mma.

Vlastnost 3. Pro funkci gamma platí následující funkcionální rovnice

Γ(x+ 1) = x · Γ(x), ∀x ∈ (0,+∞). (2.3)

D·kaz. V d·kazu vyuºijeme integra£ní metody per partes. Meze se integrací ne-

zm¥ní.

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

tx · e−t dt =

∣∣∣∣u = tx, du = x · tx−1

dv = e−t, v = −e−t
∣∣∣∣ =

=
[
tx · (−e−t)

]∞
0
−
∫ ∞

0

x · tx−1 · (−e−t) =
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=
[
tx · (−e−t)

]∞
0

+ x ·
∫ ∞

0

tx−1 · e−t =

= −
[
tx · e−t

]∞
0

+ x · Γ(x) = x · Γ(x), ∀x ∈ (0,+∞).

Vlastnost 4. Pro funkci gamma platí následující vztah

Γ(x) = (x− 1)!, ∀x ∈ N.

D·kaz. S vyuºitím vlastnosti (2.3) platí následující

Γ(x) = (x− 1) · Γ(x− 1) = (x− 1) · (x− 2) · Γ(x− 2) = · · · =

= (x− 1) · (x− 2) · · · 2 · 1 · Γ(1).

P°i£emº

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−t dt =
[
−e−t

]∞
0

= 1.

Poté tedy

Γ(x) = (x− 1) · (x− 2) · · · 2 · 1 = (x− 1)!, ∀x ∈ N.

Vlastnost 5. Pro funkci gamma platí vztah

Γ(x+ n) = (x+ n− 1) · (x+ n− 2) · · · (x+ 1) · x · Γ(x),∀x ∈ (0,+∞) ,∀n ∈ N.

D·kaz. Pro n = 1 dostáváme jiº známý a dokázaný vztah

Γ(x+ 1) = x · Γ(x), ∀x ∈ (0,+∞).

Pro n ≥ 1 dostaneme s vyuºitím a opakováním tohoto vztahu °e²ení i pro obecný

tvar

Γ(x+ n) = Γ((x+ n− 1) + 1) = (x+ n− 1) · Γ(x+ n− 1) =

= (x+ n− 1) · Γ((x+ n− 2) + 1) = (x+ n− 1) · (x+ n− 2) · Γ(x+ n− 2) =

= · · · = (x+ n− 1) · (x+ n− 2) · · · (x+ 2) · (x+ 1) · Γ(x+ 1) =

= (x+ n− 1) · (x+ n− 2) · · · (x+ 1) · x · Γ(x), ∀x ∈ (0,+∞), ∀n ∈ N.
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Lemma 4. M¥jme prostor s mírou (X,Σ, µ). Nech´ funkce f a g jsou µ-m¥°itelné

na X a nech´ pro p, q ∈ [1,∞) platí, ºe 1
p

+ 1
q

= 1. Jestliºe
( ∫

X
|f |p dµ

)(1/p)

<∞

a
( ∫

X
|g|q dµ

)(1/q)

<∞, pak existuje také integrál
∫
X
f · g dµ a platí

∫
X

|f · g| dµ ≤
(∫

X

|f |p dµ
)(1/p)

·
(∫

X

|g|q dµ
)(1/q)

. (2.4)

D·kaz. D·kaz tohoto tvrzení lze nalézt v [22].

Poznámka 2. Nerovnost (2.4) se nazývá Hölderovou nerovností v integrálním

tvaru.

De�nice 2. Nech´ je funkce f de�novaná na I ⊆ R. Tuto funkci nazveme kon-

vexní funkcí, pokud pro libovolnou dvojici bod· x, y ∈ I a libovolné λ ∈ [0, 1]

platí

f(λ · x+ (1− λ) · y) ≤ λ · f(x) + (1− λ) · f(y).

De�nice 3. Nech´ je funkce f de�novaná na I ⊆ R+. Tuto funkci nazveme loga-

ritmicky konvexní funkcí, pokud pro libovolnou dvojici bod· x, y ∈ I a libovolné

λ ∈ [0, 1] platí

f(λ · x+ (1− λ) · y) ≤ (f(x))λ · (f(y))1−λ.

Vlastnost 6. Sloºená funkce ln(Γ(x)) je konvexní na intervalu (0,∞).

D·kaz. V d·kazu se vyuºívá Hölderovy nerovnosti v integrálním tvaru (2.4). Na

po£átku zvolíme p, q ≥ 1 tak, aby platil p°edpoklad pro Hölderovu nerovnost,

tedy (1/p) + (1/q) = 1. Pro v²echna x, y ∈ (0,∞) platí dle Hölderovy nerovnosti

(2.4) následující

Γ
(x
p

+
y

q

)
=

∫ ∞
0

t(x/p)+(y/q)−1 · e−t dt =

=

∫ ∞
0

(
tx−1 · e−t

)1/p

·
(
ty−1 · e−t

)1/q

dt ≤

≤
∫ ∞

0

(
tx−1 · e−t dt

)1/p

·
∫ ∞

0

(
ty−1 · e−t dt

)1/q

=
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=
(

Γ(x)
)1/p

·
(

Γ(y)
)1/q

.

Výsledkem je nerovnost

Γ
(x
p

+
y

q

)
≤
(

Γ(x)
)1/p

·
(

Γ(y)
)1/q

.

Zvolíme-li za λ = 1
p
, pak z de�nice 4 plyne, ºe 1−λ = 1

q
. S ohledem na znalost

p°irozené logaritmické funkce, která je na intervalu (0,∞) rostoucí, m·ºeme ob¥

strany nerovnice logaritmovat

ln Γ(λ · x+ (1− λ) · y) ≤ ln
(

(Γ(x))λ · (Γ(y))1−λ
)

ln Γ(λ · x+ (1− λ) · y) ≤ λ · ln Γ(x) + (1− y) · ln Γ(y).

Tento vztah spl¬uje de�nici konvexity 2, £ímº je d·kaz hotov.

Dal²í vztah nám pom·ºe získat p°edstavu o chování funkce gamma. V za-

hrani£ní literatu°e jej £asto nalezneme pod názvem "The cosecant identity"nebo

"Euler's re�ection formula"[8].

Vlastnost 7. Platí

Γ(x) · Γ(1− x) =
π

sin πx
, ∀x /∈ Z.

D·kaz. D·kaz této rovnosti je zna£n¥ zdlouhavý, proto jej zde nebudeme uvád¥t

celý, vyuºijeme z n¥j ale n¥které postupy pro hledání hodnoty funkce gamma v

bod¥ x = 1
2
, která má vyuºití v teorii pravd¥podobnosti a statistiky. Celý d·kaz

lze nalézt v [8].

P°íklad 1. Dokaºte, ºe Γ
(

1
2

)
=
√
π.

�e²ení: Z de�nice lze psát

Γ(x) · Γ(1− x) =

∫ ∞
0

tx−1 · e−t dt ·
∫ ∞

0

y(1−x)−1 · e−y dy =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tx−1 · e−t · y−x · e−y dt dy.
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Jako vhodná substituce se hodí u = t
y
. Pro pevné y dopo£ítáme du = dt

y
. Po

dosazení do vztahu dostáváme

Γ(x) · Γ(1− x) =

∫ ∞
y=0

e−y ·
[ ∫ ∞

u=0

e−u·y · ux−1 du
]
dy.

Pro zám¥nu t¥chto dvou integrál· je t°eba vzít v potaz, ºe integrální reprezentace

funkce gamma je de�nována pro kladná x. V na²em p°ípad¥ tedy musí platit, ºe

x > 0 ∧ (1− x) > 0, z £ehoº vyplývá, ºe x ∈ (0, 1). Poté lze psát

Γ(x) · Γ(1− x) =

∫ ∞
0

ux−1 ·
[ ∫ ∞

0

e−(u+1)y dy
]
du =

=

∫ ∞
0

ux−1 ·
[ [
−e
−(u+1)·y

u+ 1

]∞
0

]
du =

=

∫ ∞
0

ux−1

u+ 1
du. (2.5)

Pro x = 1
2
dosazením do (2.5) dostáváme

Γ
(1

2

)
· Γ
(1

2

)
=

∫ ∞
0

u−
1
2

u+ 1
du.

Vhodná substituce je tvaru u = z2, du = 2z dz, integra£ní meze se nezm¥ní. Po

dosazení dostáváme

Γ
(1

2

)
· Γ
(1

2

)
=

∫ ∞
0

1

z
· 1

1 + z2
· 2z dz =

= 2 ·
∫ ∞

0

1

1 + z2
dz = 2 · [arctan z]∞0 = π.

Tímto jsme odvodili hodnotu Γ(1
2
) =
√
π.

Vlastnost 8. Gauss·v integrál: Platí∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.
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D·kaz. D·kaz je zaloºen na druhé mocnin¥ vztahu pro Gauss·v integrál a ná-

sledné substituci do polárních sou°adnic.

J2 =
(∫ ∞
−∞

e−x
2

dx
)2

=

=

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx ·
∫ ∞
−∞

e−y
2

dy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(x2+y2) dx dy.

Po provedení substituce do polárních sou°adnic dostáváme

J2 =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2 · r dr dθ = 2π ·

∫ ∞
0

r · e−r2 dr.

Nyní ud¥láme substituci do prom¥nné s = −r2, pak ds = −2r dr a platí

J2 = 2π ·
∫ 0

−∞

1

2
· es ds = π ·

∫ 0

−∞
es ds = π.

Po odmocn¥ní je d·kaz hotov a ov¥°ili jsme, ºe platí
∫∞
−∞ e

−x2 dx =
√
π.

P°íklad 2. Ukaºte souvislost mezi Gaussovým integrálem a funkcí gamma.

�e²ení: Uºijeme substituci x =
√
t a toho, ºe funkce e−x

2
je sudá. Po zavedení

substituce platí∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = 2 ·
∫ ∞

0

e−x
2

dx = 2 ·
∫ ∞

0

e−t · t−
1
2 dx = Γ

(1

2

)
=
√
π.

Nyní si uvedeme vlastnost známou pod pojmem Stirlingova formule, která

nám poslouºí k vy²et°ení asymptotického chování faktoriálu, potaºmo funkce ga-

mma.

Vlastnost 9. Stirlingova formule: Pro ∀n ∈ N platí

lim
n→∞

n!√
2πn · nn · e−n

= 1.
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D·kaz. Moºností jak dokázat platnost Stirlingovy formule je hned n¥kolik. My si

ukáºeme zp·sob, který vyuºívá de�nice a vlastností funkce gamma.

Z vý²e uvedeného víme, ºe platí n! = Γ(n + 1) =
∫∞

0
e−t · tn dt. Provedeme

substituci do prom¥nné s tvaru t = n + s ·
√

2n, poté dt =
√

2n ds. Integra£ní

meze se zm¥ní na −
√

n
2
a ∞.

Po provedení substituce dostáváme

n! =

∫ ∞
−
√
n/2

e−n−s·
√

2n · (n+ s
√

2n)n ·
√

2n ds =

=
√

2n · nn · e−n ·
∫ ∞
−
√
n/2

e−s·
√

2n ·
(

1 + s ·
√

2

n

)n
ds

Integrand zapí²eme jako exponencielu

n! =
√

2n · nn · e−n ·
∫ ∞
−
√
n/2

exp
(
− s ·

√
2n+ n · ln

(
1 + s ·

√
2

n

))
ds.

Zavedeme novou funkci q(u) = 2u−2 · (u − ln(1 + u)) a spojit¥ dode�nujeme

q(0) = 1. Poté lze psát

n! =
√

2n · nn · e−n ·
∫ ∞
−
√
n/2

exp
(
− s2 · q(s

√
2/n)

)
ds.

Rovnost následujících limit platí práv¥ tehdy, kdyº existuje alespo¬ jedna z nich.

Snaºíme se tedy nalézt limitu na pravé stran¥.

lim
n→∞

n!√
2n · nn · e−n

= lim
n→∞

∫ ∞
−
√
n/2

exp
(
− s2 · q(s

√
2/n)

)
ds.

Abychom se vyhnuli integrování p°es obor závisející na prom¥nné, zavedeme cha-

rakteristickou funkci χ
(−
√
n/2,∞)

pro daný interval a integrál na pravé stran¥

upravíme do tvaru∫ ∞
−∞

exp
(
− s2 · q(s

√
2/n) · χ

(−
√
n/2,∞)

(s)
)
· χ

(−
√
n/2,∞)

(s) ds.
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Funkce q je na svém de�ni£ním oboru (−1,∞) klesající a pro hodnoty s < 0

se s rostoucím n argumenty funkce q blíºí k nule zleva a celý integrand tedy

roste. Pro integraci na oboru reálných záporných £ísel lze uºít Leviho v¥tu o

zám¥n¥ limity a integrálu [17] Pro hodnoty s > 0 se s rostoucím n argumenty

funkce q naproti tomu blíºí k nule zprava a celý integrand klesá. Ur£ujeme zde

limitu pro n jdoucí k nekone£nu, lze tedy bez újmy na obecnosti p°edpokládat,

ºe platí nerovnost 0 < k < n pro k pevné. Tímto dostaneme integrovatelnou

majorantu exp(−s2 · q(s
√

2/n)). Dle Lebesgueovy v¥ty o limit¥ majorizovaného

integrálu [17] lze zam¥nit limitu a integrál i na mnoºin¥ kladných reálných £ísel.

S vyuºitím znalostí o zám¥n¥ limity a integrálu a z Gaussova integrálu plyne

lim
n→∞

∫ ∞
−
√
n/2

exp
(
− s2 · q(s

√
2/n)

)
ds =

∫ ∞
−∞

exp(−s2) ds =
√
π.

Tímto jsme dokázali platnost Stirlingovy formule.

lim
n→∞

n!√
2n · nn · e−n

=
√
π.

Následující v¥ty a jejich d·sledek vedou k zavedení funkce gamma pomocí

mén¥ náro£né alternativní de�nice ve form¥ nekone£ného sou£inu.

V¥ta 2. Existuje práv¥ jedna funkce f de�novaná na intervalu (0,∞), která vyho-

vuje funkcionální rovnici f(x+1) = x ·f(x), podmínce f(1) = 1 a je logaritmicky

konvexní na intervalu (0,∞).

D·kaz. D·kaz lze nalézt v [11].

V¥ta 3. Nech´ f je libovolná funkce spl¬ující p°edpoklady v¥ty 2. Potom pro kaºdé

x ∈ (0,∞) existuje v R následující limita

lim
n→∞

nx · n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
= f(x).

D·kaz. D·kaz této v¥ty je uveden v [11].
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Z p°edchozích vlastností je z°ejmé, ºe funkce gamma spl¬uje v²echny p°edpo-

klady v¥ty 2, potaºmo v¥ty 3, a tak ji lze vyjád°it ve form¥ nekone£ného sou£inu.

D·sledek 1.

Γ(x) = lim
n→∞

nx · n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
, ∀x ∈ (0,∞).

Odvodili jsme n¥kolik vlastností, které nám ukazují chování funkce gamma na

kladné poloose. Nyní si ukáºeme, jak de�novat funkci gamma na záporné poloose.

Abychom toto dovedli, musíme si zavést n¥kolik pojm· z teorie funkce komplexní

prom¥nné.

De�nice 4. Nech´ G ⊂ C je otev°ená mnoºina. �ekneme, ºe komplexní funkce

f je holomorfní funkcí na G, jestliºe f ′(z) existuje ve v²ech bodech mnoºiny G.

De�nice 5. Nech´ f je holomorfní funkce v otev°ené mnoºin¥ obsahující prs-

tencové okolí U(z0, ε) \ {z0}, p°i£emº z0 ∈ C není v de�ni£ním oboru funkce f .

Bod z0 se nazývá izolovaným singulárním bodem funkce f neboli singularitou.

�ekneme, ºe z0 je

• odstranitelná singularita funkce f , existuje-li vlastní limita funkce f v bod¥

z0,

• pól funkce f , je-li limz→z0 f(z) =∞,

• podstatná singularita funkce f , jestliºe limz→z0 f(z) neexistuje.

De�nice 6. Nech´

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n

je Laurent·v rozvoj funkce f v prstencovém okolí bodu z0 ∈ C. Nech´ z0 je

singularita funkce f . Koe�cient a−1 Laurentovy °ady funkce f se st°edem v bod¥

z0 se nazývá reziduum funkce f v bod¥ z0 a zna£í se resz0f(z).
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Poznámka 3. Reziduum funkce f v bod¥ z0 se obvykle prakticky po£ítá pomocí

limity

resz0f(z) = lim
z→z0

(z − z0) · f(z).

Za£neme de�nicí funkce gamma na pravé polorovin¥ komplexních £ísel.

De�nice 7. Funkce gamma je komplexní funkcí de�novanou pro z spl¬ující

Re(z) > 0 následujícím vztahem

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1 · e−t dt.

Tato de�nice je jakýmsi zobecn¥ním de�nice funkce gamma v oboru reálných

£ísel, nebo´ platí, ºe pokud je z reálné, je reálná i hodnota Γ(z). U kaºdého

integrálu z neomezené funkce na neomezené mnoºin¥ je v²ak pot°eba ov¥°it jeho

existenci. Tímto se zde zabývat nebudeme, ale odkáºeme se na literaturu, ve které

lze dané ov¥°ení existence nalézt.

Lemma 5. Funkce Γ(z) =
∫∞

0
tz−1 · e−t dt existuje a je holomorfní pro v²echna

z, pro s Re(z) > 0.

D·kaz. D·kaz lemmatu nalezneme v [21].

Holomorfní funkce v C je obdobou diferencovatelné funkce v oboru reálných

£ísel. Tvrzení, ºe funkce gamma je pro v²echna z s kladnou reálnou £ástí holo-

morfní, nám °íká, ºe funkce gamma má derivaci ve v²ech bodech této mnoºiny. Z

existence derivace plyne spojitost funkce, takºe jsme zjistili, ºe funkce gamma je

na pravé polorovin¥ spojitá. P°edpis funkce gamma na levé polorovin¥ nedoká-

ºeme vyjád°it v integrálním tvaru, ale pouze v kombinaci sou£tu nekone£né °ady

a integrálu. K tomu nám pom·ºe následující lemma, které ukazuje, jak zapsat

funkci gamma na pravé poloose pomocí této kombinace.

Lemma 6. Funkce gamma je de�nována následujícím p°edpisem

Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

(z + n) · n!
+

∫ ∞
1

tz−1 · e−t dt

pro v²echna z, pro n¥º Re(z) > 0.
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D·kaz. D·kaz tohoto lemmatu lze nalézt v [21].

Toto lemma je pro nás velice d·leºité, nebo´ jsme díky n¥mu dokázali vyjád°it

integrál
∫ 1

0
tz−1 ·e−t dt pomocí sou£tu nekone£né °ady, díky které budeme pozd¥ji

schopni de�novat funkci gamma na záporné polorovin¥. Integrál
∫∞

1
tz−1 · e−t dt

navíc existuje pro kaºdé z ∈ C a de�nuje nám holomorfní funkci na celém C.

Vyvstává p°ed námi tedy p°irozená otázka, zda je funkce gamma holomorní a

spojitá také na levé polorovin¥.

Lemma 7. Funkce

Γ(z) =
∞∑
0

(−1)n

(z + n) · n!
+

∫ ∞
1

tz−1 · e−t dt

je holomorfní v mnoºin¥ C \ {0,−1,−2, · · · }. Body 0 ,−1 , −2 , . . . jsou póly

funkce Γ(z) a pro v²echna n = 0 ,1 , 2 , . . . je reziduum Γ(z) dáno vztahem

res−nΓ(z) =
(−1)n

n!
.

D·kaz. Celý d·kaz lze nalézt v [21]. My si ukáºeme, jak nalézt póly a reziduum.

Nech´ platí Γ(z + 1) = z · Γ(z) pro Re(z) > 0. (Tato vlastnost neplatí pouze pro

z ∈ (0,∞), jak je dokázáno v 3, ale také pro v²echna z, pro n¥º Re(z) > 0. D·kaz

vlastnosti lze najít nap°íklad v [21]). Budeme vycházet ze vztahu

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
, Re(z) > 0. (2.6)

Nech´ −1 < Re(z) ≤ 0, poté Re(z + 1) > 0 a známe Γ(z + 1) de�nované jako∫∞
0
tz ·e−t dt. Dosazením do (2.6) nalezneme hodnotu Γ(z), −1 < Re(z) ≤ 0, z 6=

0. Tato funkce je holomorfní pro Re(z) > −1 krom¥ nuly. Pro z = 0 nalezneme

reziduum

res0Γ(z) = lim
z→0

z · Γ(z) = lim
z→0

Γ(z + 1) = Γ(1) = 1.

Nula je tedy pól funkce gamma s reziduem rovným hodnot¥ jedna. Tento proces

m·ºeme následn¥ opakovat pro −2 < Re(z) ≤ −1, −3 < Re(z) ≤ −2, a tak
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dále. Zjistíme, ºe funkce gamma je holomorfní na C \ {0,−1,−2, · · · }. Reziduum

v bod¥ z = −n pro n = 0, 1, 2, . . . je

res−n(n+ z) · Γ(z) = lim
z→−n

(z + n) · Γ(z + 1)

z
=

= lim
z→−n

(z + n) · Γ(z + n+ 1)

z · (z + 1) · · · (z + n))
=

Γ(1)

(−n) · · · (−1)
=

(−1)n

n!
.

Funkce gamma v nekladných celých £íslech není holomorfní, nebo´ zde má

póly. Z de�nice pólu 5 plyne, ºe pokud je bod z0 pólem funkce Γ(z), nutn¥ platí

limz→z0 Γ(z) = ∞. V £íslech 0 ,−1 , −2 , . . . , má tedy funkce gamma limitu

rovnu hodnot¥ nekone£no. P°ikro£me záv¥rem k de�nici funkce gamma v oboru

komplexních £ísel.

De�nice 8. Funkce gamma je de�novaná na mnoºin¥ C \ {0,−1,−2, · · · } násle-

dujícím vztahem

Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

(z + n) · n!
+

∫ ∞
1

tz−1 · e−t dt.

Z de�nice vidíme, ºe za z lze dosadit i libovolné reálné £íslo krom¥ nekladných

celých £ísel. Nyní jiº máme p°edstavu o chování funkce gamma na obou poloosách,

a tak si uvedeme tabulku n¥kterých hodnot a také graf funkce gamma.

x −3
2

−1
2

1
2

1 3
2

2 5
2

3 7
2

Γ(x) 4
3

√
π −2

√
π

√
π 1 1

2

√
π 1 3

4

√
π 2 15

8

√
π
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Obrázek 2.1: Graf funkce gamma pro x ∈ R

Z grafu je moºno vy£íst, jak se r·zní chování funkce gamma na kladné a

záporné poloose. Zatímco na kladné poloose je funkce gamma spojitá, na zá-

porné poloose se chová odli²n¥. Víme, ºe v komplexní rovin¥ má funkce ga-

mma v nekladných celých £íslech póly, protoºe platí, ºe limz→0Γ(z) = ∞ pro

z0 = 0, −1, −2, · · · . Graf nám v²ak napovídá, ºe v nekladných celých £ís-

lech má funkce gamma vertikální asymptoty. V prostoru reálných £ísel vertikální

asymptoty nalezneme, nebo´ pro £ísla z0 = 0, −1, −2, · · · bude platit, ºe

lim
z→z0+

Γ(z) =∞ ∧ lim
z→z0−

Γ(z) = −∞.

Z de�nice asymptoty plyne, ºe pokud je alespo¬ jedna nevlastní limita v daném

bod¥ nevlastní, má funkce v tomto bod¥ asymptotu. Funkce gamma tak má

31



vertikální asymptoty v nekladných celých £íslech. Oborem hodnot funkce gamma

jsou v²echna reálná £ísla krom¥ nuly.

2.3. Funkce beta a její souvislost s funkcí gamma

Beta funkce, zna£ená písmenem B dle francouzského matematika, fyzika a

astronoma Jacquesa Bineta, je de�nována pomocí nevlastního integrálu a je s

funkcí gamma neodmysliteln¥ spojena. Vyuºití beta funkce nalezneme nap°íklad

v integrálním po£tu, jak je moºno vid¥t v kapitole 3, kde v¥t²inu integrál· po-

mocí této funkce spo£ítáme zna£n¥ rychleji. Nelze opomenout také beta rozd¥lení

pravd¥podobnosti a jeho uºití.

De�nice 9. Beta funkce, n¥kdy téº nazývána jako Euler·v integrál prvního

druhu, je de�nována jako nevlastní integrál B(a, b) tvaru

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1 · (1− t)b−1 dt, a > 0, b > 0.

P°íklad 3. Ov¥°te konvergenci integrálu B(a, b) =
∫ 1

0
ta−1 · (1 − t)b−1 dt pro

a > 0,b > 0.

�e²ení: Nejprve se podívejme na p°ípad, kdy a ≥ 1, b ≥ 1. V takovémto p°ípad¥ je

integrand ta−1 ·(1−t)b−1 spojitá funkce na intervalu [0, 1] a konvergence integrálu

je zaru£ena. V p°ípad¥, ºe a ∈ (0, 1), b ∈ (0, 1) si integrál p°epí²eme

∫ 1

0

ta−1 · (1− t)b−1 dt =

∫ 1
2

0

ta−1 · (1− t)b−1 dt+

∫ 1

1
2

ta−1 · (1− t)b−1 dt.

Uvaºujme integrál
∫ 1

2

0
ta−1 ·(1−t)b−1 dt. Tento integrál je pro a ∈ (0, 1), b ∈ (0, 1),

t ∈ (0, 1
2
] konvergentní, nebo´ (1 − t)b−1 je na intervalu (0, 1

2
] omezená funkce a

platí, ºe
∫ 1

2

0
ta−1 dt = 1

a·2a . Konvergence integrálu
∫ 1

1
2
ta−1 · (1 − t)b−1 dt plyne z

omezenosti funkce ta−1 na intervalu [1
2
, 1) a pro b ∈ (0, 1) platí

∫ 1
1
2
(1− t)b−1 dt =

1
b·2b .
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Vlastnost 10. Souvislost mezi funkcí gamma a beta je vyjád°ena následujím

vztahem

B(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)

Γ(a+ b)
, a > 0, b > 0.

D·kaz.

Γ(a) · Γ(b) =

∫ ∞
0

ta−1 · e−t dt ·
∫ ∞

0

ub−1 · e−u du =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ta−1 · ub−1 · e−t−u dt du.

Prom¥nné substituujeme do zobecn¥ných polárních sou°adnic

t = ρ · cos2 ϕ, u = ρ · sin2 ϕ,

J =

∣∣∣∣cos2 ϕ −2 · ρ · cosϕ · sinϕ
sin2 ϕ 2 · ρ · cosϕ · sinϕ

∣∣∣∣ = 2 · ρ · sinϕ · cosϕ

Platí, ºe t, u ≥ 0⇔ ρ ≥ 0, ϕ ∈ [0, π
2
]. Nyní vyuºijeme danou substituci

Γ(a)·Γ(b) = 2·
∫ ∞

0

∫ π
2

0

e−ρ·ρa−1·(cos2 ϕ)a−1·ρb−1·(sin2 ϕ)b−1·ρ·cosϕ·sinϕdϕdρ =

= 2 ·
∫ ∞

0

e−ρ · ρa+b−1 dρ ·
∫ π

2

0

(cos2a−1 ϕ) · (sin2b−1 ϕ) dϕ =

= 2 · Γ(a+ b) ·
∫ π

2

0

(cos2a−1 ϕ) · (sin2b−1 ϕ) dϕ.

Na zbylý integrál vyuºijeme substituci z = cos2 ϕ, dz = −2 · sinϕ · cosϕdϕ,

integra£ní meze se zm¥ní na 0 a 1.

Γ(a) · Γ(b) = Γ(a+ b) ·
∫ 1

0

za−1 · (1− z)b−1 dz = Γ(a+ b) ·B(a, b).

B(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)

Γ(a+ b)
.
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Obrázek 2.2: Graf funkce beta v prom¥nné b s r·znými hodnotami parametru a
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Kapitola 3

Aplikace funkce gamma

Funkce gamma má vyuºití v mnoha matematických odv¥tvích. Nejznám¥j²í

vyuºití funkce gamma nalezneme v integrálním po£tu, ve kterém se díky funkci

gamma m·ºeme vyhnout zna£n¥ komplikovaným integrál·m a dojít k výsledku

snadn¥j²í cestou. Nelze opominout ani pole pravd¥podobnosti a statistiky. Pomocí

funkce gamma je de�nováno gamma rozd¥lení. Funkci gamma ale nalezneme i v

dal²ích rozd¥leních pravd¥podobnosti.

V této kapitole byly vyuºity zdroje [13],[14],[15],[16], [18], [19],[20], [23],[24].

3.1. Integrální po£et

Funkce gamma má v integrálním po£tu ²iroké vyuºití. Mnohé integrály, které

bychom jinak °e²ili pomocí mnohonásobného pouºití substitucí a metody per par-

tes, se dají p°evést na funkci gamma, jenº nám zna£n¥ usnadní výpo£et. Protoºe

vzorc· a vztah· s funkcí gamma je mnoho, uvedeme zde ty nej£ast¥ji vyuºívané.

P°íklad 4. Vypo£t¥te integrál∫ π
2

0

sinp−1 x · cosq−1 x dx, p > 0, q > 0.

�e²ení: Integrand si nejprve pomocí vytýkání upravíme do vhodného tvaru a

následn¥ vyuºijeme substituci y = sin2 x.∫ π
2

0

sinp−1 x · cosq−1 x dx =
1

2
·
∫ π

2

0

sinp−2 x · cosq−2 x · 2 · sinx · cosx dx =
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∣∣∣∣y = sin2 x, 1− y = cos2 x
dy = 2 · sinx · cosx dx

∣∣∣∣ =
1

2
·
∫ 1

0

y
p
2
−1 · (1− y)

q
2
−1 dy =

=
1

2
·B
(p

2
,
q

2

)
=

1

2
·

Γ(p
2
) · Γ( q

2
)

Γ(p+q
2

)
, p > 0, q > 0.

P°íklad 5. Vypo£t¥te integrál∫ ∞
−∞

1

(1 + x2)a
dx, a >

1

2
.

�e²ení: Integrál má kone£nou hodnotu pro a > 1
2
a funkce 1

1+x2
je sudá, takºe

platí ∫ ∞
−∞

1

(1 + x2)a
dx = 2 ·

∫ ∞
0

1

(1 + x2)a
dx.

Nyní vyuºijeme substituce y = 1
1+x2

, pak platí, ºe dx = 1
2
·
√

y
1−y ·

−1
y2
dy, kde

x ∈ (0,∞), y ∈ (0, 1). Po provedení substituce dostáváme

2 ·
∫ ∞

0

1

(1 + x2)a
dx = 2 ·

∫ 0

1

ya · 1

2
·
√

y

1− y
· −1

y2
dy =

=

∫ 1

0

ya ·
√

y

1− y
· 1

y2
dy =

∫ 1

0

ya−
3
2 · (1− y)−

1
2 dy =

=

∫ 1

0

ya−
1
2
−1 · (1− y)

1
2
−1 dy = B

(
a− 1

2
,
1

2

)
=

=
Γ(a− 1

2
) · Γ(1

2
)

Γ(a)
, a >

1

2
.

P°íklad 6. Vypo£t¥te integrál∫ ∞
0

xp−1 · e(−a·x)q dx, a > 0, p > 0, q ∈ N.

�e²ení: Pro výpo£et tohoto integrálu uºijeme substituci y = a · xq, potom platí

dx = 1
q
· (y

a
)
1−q
q · 1

a
dy. Integra£ní meze se substitucí nezm¥ní.

∫ ∞
0

xp−1 · e(−a·x)q dx =

∫ ∞
0

(y
a

) p−1
q · e−y 1

q
·
(y
a

) 1−q
q · 1

a
dy =
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=
1

q
· a−(p/q) ·

∫ ∞
0

y(p/q)−1 · e−y dy =

1

q
· a−(p/q) · Γ

(p
q

)
, a > 0, p > 0, q ∈ N.

D·sledek 2. Z p°edchozího p°íkladu dostáváme p°i konkrétní volb¥ p, q násle-

dující výsledky

• p = q = 1:
∫∞

0
e−a·x dx = 1

a
· Γ(1) = 1

a
.

• p = 1, q = 2:
∫∞

0
e(−a·x)2 dx = 1

2
· a−1/2Γ

(
1
2

)
= 1

2

√
π
a
.

• p = q:
∫∞

0
xq−1 · e(−a·x)q dx = 1

aq
· Γ(1) = 1

aq
.

P°íklad 7. Vypo£t¥te integrál

∫ 1

0

xp−1 · (1− xm)q−1 dx, p > 0, q > 0, m ∈ N.

�e²ení: ∫ 1

0

xp−1 · (1− xm)q−1 dx =

∫ 1

0

xp−m · xm−1 · (1− xm)q−1 dx.

Zde vyuºijeme substituce y = xm, poté dy = m · xm−1 dx, integra£ní meze se zde

nezm¥ní. Po zavedení subtituce dostaneme∫ 1

0

xp−1 · (1− xm)q−1 dx =
1

m
·
∫ 1

0

y(p/m)−1 · (1− y)q−1 dy =

=
1

m
·B
( p
m
, q
)

=
1

m
·

Γ
(
p
m

)
· Γ
(
q
)

Γ
(
p
m

+ q
) , p > 0, q > 0, m ∈ N.

P°íklad 8. Vypo£t¥te integrál

∫ ∞
0

xp−1

(a+ x)p+q
dx, a > 0, p > 0, q > 0.
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�e²ení: ∫ ∞
0

xp−1

(a+ x)p+q
dx =

∫ ∞
0

xp+q

(a+ x)p+q
· x−q−1 dx.

Nyní vyuºijeme substituce tvaru y = x
a+x

, potom x = a·y
1+y

, dx = a
(1−y2)

dy. Dolní

integra£ní mez z·stane beze zm¥ny, horní integra£ní mez se zm¥ní na hodnotu 1.

Po substituci dostáváme∫ 1

0

yp+q ·
( ay

1− y

)−q−1

· a

(1− y)2
dy =

∫ 1

0

yp+q ·
(1− y

ay

)q+1

· a

(1− y)2
dy =

=
1

aq
·
∫ 1

0

yp−1 · (1− y)q−1 dy =
1

aq
·B(p, q), a > 0, p > 0, q > 0.

D·sledek 3. Poloºíme-li a = 1, q = 1− p, dostaneme jiº d°íve zmi¬ovaný vztah

"The cosecant identity".∫ ∞
0

xp−1

1 + x
dx = B(p, 1− p) = Γ(p) · Γ(1− p) =

π

sin πp
, p ∈ (0, 1).

3.1.1. Bernoulliho lemniskáta a eliptické integrály

Bernoulliho lemniskáta je k°ivka de�novaná Jacobem Bernoullim, o níº se

poprvé zmínil v publikaci Acta Eruditorum z roku 1694. Název "lemniscus"je

latinský výraz pro stuhu £i ma²li. Bernoulli v té dob¥ nev¥d¥l, ºe k°ivka, o které

pí²e, je speciálním p°ípadem Cassiniho ovál·, které publikoval Giovanni Domenico

Cassini jiº v roce 1680. Pozd¥ji se délkou oblouku Bernoulliho lemniskáty zabývali

významní matematikové Euler a Gauss, jenº de�novali eliptické funkce a eliptické

integrály.

De�nice 10. Nech´ F1, F2 ∈ R jsou dva pevn¥ dané body v rovin¥, kde F1 6= F2.

Bernoulliho lemniskátou pak nazveme mnoºinu bod· P v rovin¥ takových, ºe

sou£in vzdáleností od t¥chto dvou pevn¥ zvolených bod· F1, F2, je konstantní a

rovná se b2, b ∈ R, tj. platí

|F1P | · |F2P | =
( |F1F2|

2

)2

= b2,
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a platí, ºe vzdálenost bod· F1, F2 je rovna 2 · b, tedy |F1F2| = 2 · b.

Poznámka 4. Body F1, F2 z de�nice 10 se nazývají ohniska.

Implicitní rovnice Bernoulliho lemniskáty se obvykle uvádí v následujícím

tvaru

((x− b2) + y2) · ((x+ b2) + y2) = b4.

Po úprav¥ dostaneme

(x2 + y2)2 = 2 · b2 · (x2 − y2).

Po substituci do polárních prom¥nných x = r · cosϕ, y = r · sinϕ dostaneme

polární rovnici Bernoulliho lemniskáty

r2 = 2 · b2 · cos 2ϕ,

kde

ϕ ∈
(
− π

4
,
π

4

)
∪
(3π

4
,
5π

4

)
.

Pro zjednodu²ení poloºme a2 = 2 · b2, a, b ∈ R.

Obrázek 3.1: Bernoulliho lemniskáta zadána parametrickou rovnicí r2 = cos2 ϕ
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P°íklad 9. Vypo£t¥te obsah plochy vymezené Bernoulliho lemniskátou.

�e²ení:

S = 2 ·
(1

2
·
∫ π

4

−π
4

r2 dϕ
)

=

∫ π
4

−π
4

r2 dϕ =

=

∫ π
4

−π
4

a2 · cos 2ϕdϕ = a2 ·
[1

2
· sin 2ϕ

]π
4

−π
4

= a2.

Výrazné usnadn¥ní p°iná²í funkce gamma p°i aplikaci v eliptických integrá-

lech. Eliptické integrály spadají do kategorie neelementárních integrál·, kdy in-

tegrujeme spojité funkce jedné prom¥nné, jejichº primitivní funkce ale zpravidla

neumíme vyjád°it pomocí kone£ného po£tu elementárních funkcí.

De�nice 11. Eliptickým integrálem nazveme integrál tvaru
∫
R(x,

√
P (x)) dx,

kde R(x, y) je racionální funkce dvou prom¥nných a P (x) je mnoho£len t°etího

nebo £tvrtého stupn¥, který nemá násobné ko°eny.

P°íklad 10. Vypo£ítejte integrál
∫ 1

0
1√

(1−x4)
dx.

�e²ení:∫ 1

0

1√
(1− x4)

dx =

∫ 1

0

(1− x4)−
1
2 dx =

∫ 1

0

x1−1 · (1− x4)
1
2
−1 dx =

=
1

4
·B
(1

4
,
1

2

)
=

1

4
·

Γ(1
4
) · Γ(1

2
)

Γ(3
4
)

.

De�nice 12. Úplným eliptickým integrálem prvního druhu nazýváme integrál

tvaru

K(k) =

∫ 1

0

1√
(1− x2) · (1− k2x2)

dx =

∫ π
2

0

1√
1− k2 · sin2 ϕ

dϕ,

kde 0 ≤ k2 ≤ 1.

Eliptické integrály získaly své pojmenování p°i zkoumání výpo£tu délky elipsy.

Jejich vyuºití se v²ak nalézá i p°i výpo£tu dal²ích k°ivek, my se podíváme na

výpo£et délky Bernoulliho lemniskáty.
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P°íklad 11. Vypo£t¥te délku Bernoulliho lemniskáty.

�e²ení: Vycházíme z parametrické rovnice lemniskáty tvaru r2 = a2 · cos 2ϕ.

M¥jme dva body, po£átek O = [0; 0] a bod P = [r · cosϕ; r · sinϕ]. Nech´ d

je délka Bernoulliho lemniskáty v prvním kvadrantu. Pro výpo£et délky oblouku

obecn¥ platí ds2 = dr2 + r2 · dϕ2, tedy ds =
√

1 + r2 · (dϕ
dr

)2 dr. Délka lemniskáty

v prvním kvadrantu se pak spo£te následovn¥

d =

∫ P

O

√
dr2 + r2 · dϕ2 dr =

∫ a

0

√
1 + r2 · (dϕ

dr
)2 dr.

Vypo£teme si derivaci dr
dϕ

= − a sin 2ϕ√
cos 2ϕ

, potom (dϕ
dr

)2 = r2

a4−r4 , kde jsme vyuºili toho,

ºe cos 2ϕ = r2

a2
a sin2 2ϕ = a4−r4

a4
. Poté platí

d =

∫ a

0

√
1 +

r4

a4 − r4
dr =

∫ a

0

1√
1− (r/a)4 dr.

Délku celé lemniskáty ozna£íme písmenem s a bude pro ni platit

s = 4 ·
∫ a

0

1√
1− (r/a)4

dr.

Zavedeme substituci t = r
a
, potom dt = 1

a
dr. Dolní integra£ní mez se nezm¥ní,

horní integra£ní mez nabyde hodnoty 1.

s = 4 ·
∫ a

0

1√
1− (r/a)4

dr = 4 · a ·
∫ 1

0

1√
1− t4

dt =

= 2
√

2 · a ·K(1/
√

2).

Nyní je tedy na²ím úkolem vypo£ítat hodnotu K(1/
√

2).

K(1/
√

2) =

∫ π
2

0

1√
1− (1/2) · sin2 ϕ

dϕ =

Funkci sinus nahradíme ze známého vztahu sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1 funkcí cosinus a

dostaneme

K(1/
√

2) =
√

2 ·
∫ π

2

0

1√
1 + cos2 ϕ

dϕ.
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Ideální substitucí je v tomto p°ípad¥ univerzální substituce pro goniometrické

funkce tvaru t = tan(ϕ/2), pak dϕ = 2
1+t2

dt. Potom platí, ºe cosϕ = 1−t2
1+t2

.

Integra£ní meze se zm¥ní na 0 a 1. Po dosazení dostáváme

K(1/
√

2) =
√

2 ·
∫ 1

0

1√
1 +

(√
1−t2
1+t2

)2
· 2

1 + t2
dt =

= 2 ·
∫ 1

0

1√
1 + t4

dt.

Substituujeme do nové prom¥nné y = 1
1+t4

, poté dt = −1
4y2
· (1−y

y
)(−3/4) dy.

K(1/
√

2) = −2 ·
∫ 1

1
2

y(1/2) · −1

4y2
·
(1− y

y

)(−3/4)

dy =

=
1

2
·
∫ 1

1
2

y(−3/4) · (1− y)(−3/4) dy.

Prove¤me substituci do prom¥nné z tvaru z = y − 1
2
. Integra£ní meze se zm¥ní

na 0 a 1
2
a dostaneme

K(1/
√

2) =
1

2
·
∫ 1

2

0

(
z +

1

2

)(−3/4)

·
(1

2
− z
)(−3/4)

dz. (3.1)

Ozna£me f(z) =
(
z + 1

2

)(−3/4)

·
(

1
2
− z
)(−3/4)

. Tato funkce je sudá, nebo´ pro ni

platí f(z) = f(−z), ∀z ∈ R, takºe lze psát integrál (3.1) následovn¥

K(1/
√

2) =
1

2
· 1

2
·
∫ 1

2

− 1
2

(
z +

1

2

)(−3/4)

·
(1

2
− z
)(−3/4)

dz.

Substiuujeme-li zp¥t do prom¥nné y, kde z = y− 1
2
, zm¥ní se nám integra£ní meze

na 0 a 1 a tímto krokem se dostaneme k funkci beta, potaºmo funkci gamma, a

k výsledku K(1/
√

2).

K(1/
√

2) =
1

2
· 1

2
·
∫ 1

0

y(−3/4) · (1− y)(−3/4) dy =
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1

4
·B
(1

4
,
1

4

)
=

1

4
· Γ2(1/4)√

π
.

Poté jiº snadno dopo£ítáme délku k°ivky

s = 2
√

2a ·K(1/
√

2) = a · Γ2(1/4)√
2π

≈ a · 5, 2441151086.

3.2. Pravd¥podobnost a statistika

Nemalé vyuºití funkce gamma nalezneme v teorii pravd¥podobnosti a statis-

tiky. Gamma funkce se vyskytuje v mnoha spojitých rozd¥lení pravd¥podobnosti

jako je nap°íklad gamma rozd¥lení, ze kterého vychází také rozd¥lení chí-kvadrát

£i exponenciální rozd¥lení. Nem·ºeme opomenout ani beta rozd¥lení, Studentovo

rozd¥lení a Fisher-Snedecorovo rozd¥lení. Zmíníme si také rozd¥lení Weibullovo

a Wishartovo.

3.2.1. Gamma rozd¥lení

Gamma rozd¥lení je jednou z aplikací funkce gamma, které má ²iroké vyuºití.

Pouºívá se p°eváºn¥ ke zkoumání prom¥nných s asymetrickým rozd¥lením pravd¥-

podobnosti. V matematické statistice se vyuºívá k modelování pravd¥podobnosti

doby £ekání, v pojistné matematice má vyuºití nap°íklad p°i modelování vý²e

pojistného pln¥ní - nej£ast¥ji se pouºívá pro výpo£et rozd¥lení vý²e pojistných

nárok· v neºivotním poji²t¥ní, protoºe je �exibiln¥j²í neº rozd¥lení exponenciální.

Jeho nevýhodou v oblasti pojistné matematiky jsou nep°esné odhady pravd¥po-

dobnosti p°íli² vysokých pojistných pln¥ní. Vyuºití nalézá gamma rozd¥lení také

v geologii p°i analýze obsah· kov· v rudních blocích. Nemén¥ zajímavé vyuºití

nalezneme také v meteorologii, kde se p°i výpo£tu standardizovaného sráºkového

indexu vyuºívá pro výpo£et kumulativní distribu£ní funkce sráºkových úhrn·

aproximace rozd¥lením gamma. Obvykle se p°edpokládá, ºe funkce popisující roz-

loºení m¥sí£ních sráºkových úhrn· má gamma rozd¥lení, toto rozd¥lení je vhodné

pro studium sucha ve v¥t²in¥ oblastí Evropy.
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De�nice 13. Spojitá náhodná veli£ina X s hustotou fX má gamma rozd¥lení,

jestliºe existují reálná £ísla α > 0 a β > 0 tak, ºe fX je tvaru

fX(x) =

{
1

Γ(α)βα
· xα−1 · e−x/β, pro x ≥ 0

0, pro x < 0.

Poznámka 5. Gamma rozd¥lení s parametry α a β zna£íme Γ(α, β).

Poznámka 6. Gamma rozd¥lení s parametry α ∈ N a β > 0 lze v literatu°e

n¥kdy nalézt pod názvem Erlangovo rozd¥lení.[18]

V¥ta 4. Exponenciální rozd¥lení je speciálním p°ípadem gamma rozd¥lení.

D·kaz. Pokud v de�nici gamma rozd¥lení poloºíme hodnotu α = 1, dostáváme

ihned exponenciální rozd¥lení s parametrem (1/β) > 0 s funkcí hustoty tvaru

fX(x) =

{
1
β
· e−x/β, pro x > 0

0, pro x ≤ 0

V¥ta 5. Chí-kvadrát rozd¥lení je speciálním p°ípadem gamma rozd¥lení.

D·kaz. Pokud ve vztahu pro hustotu gamma rozd¥lení poloºíme hodnotu α = n
2

a β = 2, dostaneme hustotu χ2 kvadrát rozd¥lení s n stupni volnosti ve tvaru

fX(x) =

{ 1
Γ(n/2)·2(n/2) · e

−x/2 · x(n/2)−1, pro x > 0

0, pro x ≤ 0

V¥ta 6. Náhodná veli£ina X s rozd¥lením pravd¥podobnosti Γ(α, β) má E(X) =

α · β a var(X) = α · β2.

D·kaz.

E(X) =

∫ ∞
−∞

x · fX(x) dx =

∫ ∞
0

x · 1

Γ(α) · βα
· xα−1e−x/β dx =
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=
1

Γ(α) · βα
·
∫ ∞

0

xα · e−x/β dx =

∣∣∣∣t = x
β
, x = β · t

dx = β dt

∣∣∣∣ =

=
1

Γ(α) · βα
·
∫ ∞

0

(β · t)α · e−tβ dt =

=
1

Γ(α) · βα
· βα+1 ·

∫ ∞
0

tα · e−t dt =

=
β

Γ(α)
· Γ(α + 1) =

=
β

Γ(α)
· α · Γ(α) = α · β.

Jednoduchým postupem vyuºívajícím znalost substituce, základy pravd¥po-

dobnosti a znalosti de�nice funkce gamma a její funkcionální rovnice, jsme odvo-

dili st°ední hodnotu náhodné veli£iny, která má gamma rozd¥lení.

Pro odvození rozptylu náhodné veli£iny s rozd¥lením gamma spo£teme nejprve

hodnotu E(X2). Vyuºijeme stejnou substituci jako p°i výpo£tu st°ední hodnoty.

Uºijeme také znalost jiº zmi¬ované funkcionální rovnice 3.

E(X2) =

∫ ∞
−∞

x2 · fX(x) dx =

∫ ∞
0

x2 · 1

Γ(α) · βα
· xα−1 · e−x/β dx =

=
1

Γ(α) · βα
·
∫ ∞

0

xα+1 · e−x/β dx =

=
1

Γ(α) · βα
·
∫ ∞

0

(βt)α+1 · e−t · β dt =

=
1

Γ(α) · βα
· βα+2 ·

∫ ∞
0

tα+1 · e−t dt =

=
β2

Γ(α)
· Γ(α + 2) =

β2

Γ(α)
· (α + 1) · Γ(α + 1) =

=
β2

Γ(α)
· α · (α + 1) · Γ(α) = α · (α + 1) · β2.

Z pravd¥podobnosti a statistiky víme, ºe de�nice rozptylu je

var(X) = E(X − E(X))2.
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Platí, ºe

var(X) = E(X − E(X))2 = E(X − 2 ·X · E(X) + (E(X))2 =

= E(X2)− 2 · (E(X))2 + (E(X))2 = E(X2)− (E(X))2.

Poté jiº lehce dopo£ítáme rozptyl

var(X) = α · (α + 1) · β2 − (α · β)2 =

= α2 · β2 + α · β2 − α2 · β2 = α · β2.

De�nice 14. Momentovou vytvo°ující funkcí pro spojitou náhodnou veli£inu X

s funkcí hustoty fX(x) nazýváme funkci M(t) tvaru

M(t) = E[et·X ] =

∫ ∞
−∞

etx · fX(x) dx, ∀|t| ≤ b.

P°íklad 12. Odvo¤te momentovou vytvo°ující funkci pro náhodnou veli£inu X

s gamma rozd¥lením Γ(α, β).

�e²ení:

M(t) = E[et·X ] =

∫ ∞
−∞

et·x · fX(x) dx =

=
1

Γ(α) · βα
·
∫ ∞

0

e
−x·
(

1
β
−t
)
· xα−1 dx.

Nyní budeme substituovat do prom¥nné y = x ·
(

1
β
− t
)
, poté x = β·y

1−β·t , dx =

β
1−β·t dy. Integra£ní meze se nezm¥ní.

M(t) =
1

Γ(α) · βα

∫ ∞
0

e−y ·
( β · y

1− β · t

)α−1

·
( β

1− β · t

)
dy =

=
1

Γ(α) · βα
·
( β

1− β · t

)α ∫ ∞
0

e−y · yα−1 =

=
1

Γ(α)
· 1

(1− β · t)α
· Γ(α) =

1

(1− β · t)α
, ∀t < 1

β
.
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V¥ta 7. Nech´ máme n nezávislých náhodných veli£in s rozd¥lením pravd¥po-

dobnosti gamma, takových, ºe X1 ∼ Γ(α1, β), · · · , Xn ∼ Γ(αn, β). Pak náhodná

veli£ina Y = X1 + · · ·+Xn má rozd¥lení Γ(α1 + · · ·+ αn, β).

D·kaz. D·kaz provedeme pomocí momentové vytvo°ující funkce. Pro náhodnou

veli£inu Xi ∼ Γ(αi, β) je momentová vytvo°ující funkce rovna

MXi(t) = (1− β · t)−αi .

Poté momentová vytvo°ující funkce náhodné veli£iny Y = X1 + · · ·+Xn vypadá

následovn¥

MY (t) = E[et·Y ] = E
[
et ·

n∑
i=1

Xi

]
=

= E[et·X1 ] · E[et·X2 ] · · ·E[et·Xn ] =

= MX1(t) ·MX2(t) · · ·MXn(t) =

=
1

(1− β · t)α1
· · · 1

(1− β · t)αn
=

= (1− β · t)−(α1+···+αn), ∀t < 1

β
.

Momentová vytvo°ující funkce náhodné veli£iny s Γ(α, β) je tvaru 1
(1−β·t)α , z £ehoº

plyne, ºe z tvaru momentové vytvo°ující funkceMY (t) ihned zjistíme, ºe náhodná

veli£ina Y ∼ Γ(α1 + · · ·+ αn, β).
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Obrázek 3.2: Funkce hustoty gamma rozd¥lení s r·znými parametry

Tvar hustoty náhodné veli£iny s gamma rozd¥lením je dán parametrem α.

Pokud je α < 1, pak hustota má tvar klesající exponenciální funkce. Pro α = 1

dostaneme p°ímo funkci hustoty exponenciálního rozd¥lení. V p°ípad¥, ºe α > 1

má hustota vyboulený a ze²ikmený tvar. �ikmost se s rostoucím α sniºuje.

Nyní se podívejme na praktické vyuºití gamma rozd¥lení. Bu¤ X(t) Poisso-

n·v proces, tedy náhodný proces, který nám udává po£et výskyt· dané události

v intervalu [0, t]. Pro Poisson·v proces platí, ºe doby mezi výskyty jednotlivých

událostí jsou náhodné veli£iny s exponenciálním rozd¥lením s parametrem β, kde

parametr β udává st°ední po£et výskyt· dané události za jednotku £asu. Uva-

ºujme nap°íklad p°íchody zákazník· do obchodu. Tyto p°íchody tvo°í Poisson·v

proces a doby mezi p°íchody jednotlivých zákazník· jsou dány exponenciálním

rozd¥lením. Doba £ekání na α zákazník· je pak dle v¥ty 7 dána jako náhodná ve-

li£ina s rozd¥lením pravd¥podobnosti Γ(α, β), nebo´ doby mezi p°íchody jednotli-
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vých zákazník· jsou náhodné veli£iny s exponenciálním rozd¥lením s parametrem

β, p°i£emº exponenciální rozd¥lení je speciálním p°ípadem gamma rozd¥lení.

P°íklad 13. Do obchodu s domácími pot°ebami dochází 30 zákazník· za hodinu.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme na první dva zákazníky £ekat déle neº 7

minut?

�e²ení: V tomto p°ípad¥ nám parametr α ur£uje po£et zákazník·, na n¥º £ekáme,

tedy α = 2. Parametr β ur£uje pr·m¥rnou dobu £ekání na jednoho zákazníka,

zde tedy β = 60
30

= 2. S vyuºitím faktu, ºe primitivní funkce k funkci x · e−x/2 je

−2 · (x+ 2) · e−x/2 vypo£ítáme pravd¥podobnost

P{X > 7} =

∫ ∞
7

1

Γ(α) · βα
· xα−1 · e−x/β dx =

=
1

4
·
∫ ∞

7

x · e−x/2 =
1

4
·
[
−2 · (x+ 2) · e−x/2

]∞
7

=

=
9

2
· e−7/2 ≈ 0, 13589.

S pravd¥podobností 0, 13 budeme na první dva zákazníky £ekat déle neº sedm

minut.

P°íklad 14. M¥jme t°i ºárovky. P°edpokládejme, ºe £as vyho°ení kaºdé z nich

je modelován náhodnou veli£in s exponenciálním rozd¥lením se st°ední hodnotou

200 hodin. Nech´ je doba ºivota jedné ºárovky nezávislá na ostatních. Nalezn¥te

rozd¥lení pravd¥podobnosti a st°ední hodnotu doby ºivota v²ech t°í ºárovek.

�e²ení: Doby ºivota jednotlivých ºárovek jsou modelovány náhodnými veli£inami

X1, X2 a X3 s exponenciálním rozd¥lením pravd¥pdobnosti. Celková doba ºivota

v²ech t°í ºárovek bude dána náhodnou veli£inou Y = X1+X2+X3. Exponenciální

rozd¥lení je speciální p°ípadem gamma rozd¥lení pro α = 1. Náhodná veli£ina Y

pak má dle v¥ty 7 gamma rozd¥lení Γ(3, 200) a funkci hustoty tvaru

fY (x) =
1

Γ(3) · 2003
· x2 · e−(x/200), x ≥ 0.
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St°ední hodnota doby ºivota v²ech t°í ºárovek najednou je

E(Y ) = α · β = 600.

Rozd¥lení pravd¥podobnosti je Γ(3, 200) a st°ední hodnota doby ºivota v²ech t°í

ºárovek je 600 hodin.

P°íklad 15. �ivotnost za°ízení (v hodinách) je dána gamma rozd¥lením Γ(4, 100).

• Ur£ete pr·m¥rnou ºivotnost za°ízení.

• Ur£ete pravd¥podobnost, ºe za°ízení vydrºí déle neº 300 hodin.

�e²ení: Pr·m¥rná ºivotnost za°ízení je dána st°ední hodnotou náhodné veli£iny

X ∼ Γ(4, 100), tedy

E(X) = α · β = 400.

Pr·m¥rná ºivotnost daného za°ízení je 400 hodin.

Nyní je na²ím úkolem spo£ítat P{X > 300}. V tomto p°íkladu vyuºijeme

t°ikrát integra£ní metodu per partes.

P{X > 300} =
1

Γ(4) · 1004

∫ ∞
300

x3 · e−(x/100) dx =

=
1

6 · 108

∫ ∞
300

x3 · e−(x/100) dx =

∣∣∣∣ u = x3 v′ = e−(x/100)

u′ = 3 · x2 v = −100 · e−(x/100)

∣∣∣∣ =

=
1

6 · 108
·
([
− 100 · x3 · e−(x/100)

]∞
300

+ 300 ·
∫ ∞

300

x2 · e−(x/100) dx
)

=

=
9

2 · e3
+

1

2 · 106
·
∫ ∞

300

x2 · e−(x/100) dx =

∣∣∣∣ u = x2 v′ = e−(x/100)

u′ = 2 · x v = −100 · e−(x/100)

∣∣∣∣ =

=
9

2 · e3
+

1

2 · 106
·
([
− 100 · x2 · e−(x/100)

]∞
300

+ 200 ·
∫ ∞

300

x · e−(x/100) dx
)

=

=
9

2 · e3
+

9

2 · e3
+

1

104

∫ ∞
300

x · e−(x/100) dx =

∣∣∣∣u = x v′ = e−(x/100)

u′ = 1 v = −100 · e−(x/100)

∣∣∣∣ =
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= 9 · e−3 +
1

104
·
([
− 100 · x · e−(x/100)

]∞
300

+ 100 ·
∫ ∞

300

e−(x/100) dx
)

=

= 9 · e−3 + 3 · e−3 +
1

102
·
∫ ∞

300

e−(x/100) dx =

= 12 · e−3 +
1

102
·
[
− 100 · e−(x/100)

]∞
300

=

= 13 · e−3 ≈ 0, 6472.

S pravd¥podobností 0, 6472 vydrºí za°ízení funk£ní více neº 300 hodin.

3.2.2. Beta rozd¥lení

Beta rozd¥lení pat°í mezi spojitá rozd¥lení pravd¥podobnosti de�novaná na

intervalu [0, 1]. Toto rozd¥lení má stejn¥ jako gamma rozd¥lení ²iroké vyuºití

v r·zných odv¥tvích. V léka°ství se vyuºívá v oboru genetiky k popisu alelické

frekvence, jenº popisuje genetické projevy v lidské populaci a p°i zkoumání he-

terogenity v pravd¥podobnosti HIV p°enos·. Dal²ím oborem, v n¥mº nalezneme

beta rozd¥lení, je management, konkrétn¥ se jedná o rozvrºení £asu p°i tvorb¥

kontrolních systém· a projektování.

De�nice 15. Spojitá náhodná veli£ina X s hustotou fX má na intervalu [0, 1]

beta rozd¥lení, jestliºe existují reálná £ísla α > 0 a β > 0 tak, ºe fX je tvaru

fX(x) =
1

B(α, β)
· xα−1 · (1− x)β−1, ∀x ∈ [0, 1].

Neboli

fX(x) =
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· xα−1 · (1− x)β−1, ∀x ∈ [0, 1].

Poznámka 7. Beta rozd¥lení s parametry α, β ozna£me Beta(α, β).

V¥ta 8. Náhodná veli£ina X s rozd¥lením pravd¥podobnosti Beta(α, β) má E(X) =

α
α+β

a var(X) = α·β
(α+β)2·(α+β+1)

.
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D·kaz.

E(X) =

∫ ∞
−∞

x · fX(x) dx =

∫ 1

0

x · Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· xα−1 · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
·
∫ 1

0

xα · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
·B(α + 1, β) =

=
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· Γ(α + 1) · Γ(β)

Γ(α + β + 1)
=

=
Γ(α + β) · Γ(α + 1)

Γ(α) · Γ(α + β + 1)
.

Z funckionální rovnice 3 plyne, ºe Γ(α + 1) = α · Γ(α) a Γ(α + β + 1) =

(α + β) · Γ(α + β). Poté platí

E(X) =
α

α + β
.

P°i výpo£tu rozptylu budeme stejn¥ jako u gamma rozd¥lení vycházet ze vztahu

var(X) = E(X2)− (E(X))2 a nejprve si vypo£teme E(X2). Postup odvození je

tém¥° totoºný jako odvození st°ední hodnoty beta rozd¥lení.

E(X2) =

∫ ∞
−∞

x2 · fX(x) dx =

∫ 1

0

x2 · Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· xα−1 · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
·
∫ 1

0

xα+1 · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
·B(α + 2, β) =

=
α · (α + 1)

(α + β) · (α + β + 1)
.

Dopo£ítáme rozptyl náhodné veli£iny s beta rozd¥lením.

var(X) = E(X2)− (E(X))2 =
α · (α + 1)

(α + β) · (α + β + 1)
− α2

(α + β)2
=
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=
α · (α + 1) · (α + β)− α2 · (α + β + 1)

(α + β)2 · (α + β + 1)
=

=
α · β

(α + β)2 · (α + β + 1)
.

Obrázek 3.3: Funkce hustoty beta rozd¥lení s r·znými parametry

Funkce hustoty beta rozd¥lení nabývá mnoha tvar· v závislosti na parame-

trech α a β. Nap°íklad pro hodnoty α, β ∈ (0, 1) je funkce hustoty konvexní

funkcí, £ehoº se vyuºívá p°i modelování vý²e ²kody v pojistné matematice v ex-

trémních p°ípadech, jakými jsou nap°íklad zem¥t°esení £i poºár. Pro α, β > 1

má funkce hustoty beta rozd¥lení vyboulený tvar.

Vyuºití beta rozd¥lení je zpravidla v p°ípadech, kdy provádíme omezený po£et

pokus·, jejichº výsledkem mohou být pouze dva výstupy. Uvaºujeme-li experi-
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ment s výsledky typu úsp¥ch-neúsp¥ch, pak parametr α ur£uje po£et úsp¥ch· a

parametr β po£et neúsp¥ch·.

P°íklad 16. Mluv£í loterijní spole£nosti tvrdí, ºe alespo¬ 50% los· je výherních.

Z posledních p¥ti los· byly dva losy výherní a t°i nevýherní. Ur£ete pravd¥po-

dobnost, s jakou je tvrzení mluv£ího správné.

�e²ení: Parametr α ur£uje v tomto p°íkladu po£et výherních los·, tedy α = 2.

Parametr β ur£uje po£et nevýherních los·, tedy β = 3. Nyní ur£íme, s jakou

pravd¥podobností °íká mluv£í loterijní spole£nosti pravdu.

P{X ≥ 0, 5} =

∫ 1

0,5

Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· xα−1 · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(5)

Γ(2) · Γ(3)
·
∫ 1

0,5

x · (1− x)2 dx = 12 ·
∫ 1

0,5

(x− 2 · x2 + x3) dx =

= 12 ·
[1

2
· x2 − 2

3
· x3 +

1

4
· x4
]1

0,5
= 0, 3125.

Mluv£í loterijní spole£nosti mluví pravdu s pravd¥podobností 0, 3125.

P°íklad 17. P°edpokládejme, ºe výrobní linka produkuje krom¥ kvalitních vý-

robk· také zmetky, a ºe po£et zmetk· za jednotku £asu lze modelovat náhodnou

veli£inou s rozd¥lením pravd¥podobnosti Beta(2, 4). Spo£ítejte pravd¥podobnost,

ºe ve várce se nachází deset aº dvacet procent zmetk·.

�e²ení: Pravd¥podobnost, ºe ve várce se nachází 10 − 20% zmetk·, se vypo-

£ítá z integrálu funkce hustoty náhodné veli£iny s rozd¥lením pravd¥podobnosti

Beta(2, 4).

P{0, 10 ≤ X ≤ 0, 20} =

∫ 0,20

0,10

Γ(α + β)

Γ(α) · Γ(β)
· xα−1 · (1− x)β−1 dx =

=
Γ(6)

Γ(2) · Γ(4)

∫ 0,20

0,10

x · (1− x)3 dx = 20 ·
∫ 0,20

0,10

(x+ 3 · x2 − 3 · x3 − x4) dx =
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= 20 ·
[1

2
· x2 + x3 − 3

4
· x4 − 1

5
· x5
]0,20

0,10
≈ 0, 41626.

S pravd¥podobností 0,42 nalezneme ve várce deset aº dvacet procent defektních

výrobk·.

P°íklad 18. M¥jme dva prodejce zboºí A a B. Oba prodejci nabízí stejné pro-

dukty za stejné ceny, jediné kritérium, ve kterém se rozchází, je rating od zákaz-

ník·. Zákazníci p°i hodnocení prodejc· vybírají pouze ze dvou moºností, bu¤to

se jim zdál prodejce dobrý, nebo ²patný. Prodejce A obdrºel od zákazník· celkem

100 hodnocení, z nichº 90 bylo dobrých a 10 bylo ²patných. Rating prodejce A je

dán jako pom¥r dobrých hodnocení v·£i celkovému po£tu hodnocení, tudíº rating

prodejce A je 90%. Rating prodejce B je 100%, nebo´ obdrºel 3 dobrá hodnocení

a ºádné ²patné. Zjist¥te, u kterého prodejce je výhodn¥j²í nakoupit zboºí.

�e²ení: První v¥c, která v¥t²inu lidí napadne, je nakoupit u prodejce s vy²²ím

ratingem. Tento p°ístup vychází z p°edpokladu, ºe rating prodejce je dán pouze

jeho vystupováním a není dán jinými okolnostmi. Kdyº se nad tím ale zamyslíme

hloub¥ji, zjistíme, ºe i prodejce s nízkým ratingem se m·ºe vyhoupnout na chvíli

na nap°íklad rating 90%, pokud se v²e sejde, a prodejce s výborným ratingem se

naopak m·ºe dostat do situace, kdy se jeho rating sníºí, i kdyº je v tom zcela

nevinn¥ (nap°íklad po²kozené balení zboºí £i nesolventnost dodavatel·). Beta

rozd¥lení nám pom·ºe získat spravedliv¥j²í náhled na hodnocení obou prodejc·.

Nyní nahlédneme do Bayesovské statistiky. V Bayesovské statistice se uºívá

apriorní a aposteriorní rozd¥lení pravd¥podobnosti. Aprioriní rozd¥lení pravd¥-

podobnosti vychází z v²eobecného v¥d¥ní nebo na²í p°edstavy o daném tématu,

jedná se tedy o jakýsi hrubý odhad. Aposteriorní rozd¥lení pravd¥podobnosti je

pak rozd¥lení, jenº dostaneme, pokud do výpo£tu zahrneme data.

Nech´ náhodná veli£ina θA zna£í pravd¥podobnost, ºe zákazník je spokojen

se sluºbami prodejce A, θB zna£í pravd¥podobnost, ºe zákazník je spokojen se

sluºbami prodejce B. P°edpokládejme, ºe doposud neznáme rating prodejc· a

ºe pravd¥podobnost zisku dobrého a ²patného hodnocení je stejná. Poté mají
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náhodné veli£iny θA a θB rovnom¥rné spojité rozd¥lení pravd¥podobnosti, a to je

v na²em p°ípad¥ beta rozd¥lení s parametry α1 = β1 = 1.

Po provedení pozorování zjistíme, ºe prodejce A má 90 dobrých hodnocení ze

sta. Po£et dobrých hodnocení prodejce A ozna£íme s1 = 90, ²patná hodnocení

ozna£íme f1 = 10. Odhad náhodné veli£iny θA pak má beta rozd¥lení pravd¥po-

dobnosti s parametry α = α1 + s1, β = β1 + f1, tedy Beta(91, 11). Analogicky

ur£íme odhad θB, který bude mít rozd¥lení Beta(4, 1).

Pravd¥podobnost, ºe vzorek z náhodné veli£iny θA je vy²²í neº vzorek z ná-

hodné veli£iny θB je dle [24] dána vztahem

p =
Γ(a+ b) · Γ(a+ c)

Γ(a+ b+ c)Γ(a)
, (3.2)

kde a, b jsou parametry rozd¥lení náhodné veli£iny θA a c, d jsou parametry

rozd¥lení náhodné veli£iny θB. Po dosazení hodnot parametr· do (3.2) dostaneme

p =
Γ(102) · Γ(105)

Γ(106) · Γ(91)
≈ 0, 638.

Z výsledku plyne, ºe s vy²²í pravd¥podobností dostaneme v po°ádku zboºí od

prodejce A, i p°esto, ºe má niº²í rating.

Obrázek 3.4: Funkce hustoty beta rozd¥lení Beta(91, 11) a Beta(4, 1).
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3.2.3. Fisher-Snedecorovo rozd¥lení

Fischer-Snedecorovo rozd¥lení pravd¥podobnosti je jedním z nejznám¥j²ích

spojitých rozd¥lení pravd¥podobnosti. Uplatn¥ní nalézá p°edev²ím v analýze roz-

ptylu a p°i testech v regresní analýze. Ve vzorci hustoty tohoto rozd¥lení nalez-

neme funkci gammma.

De�nice 16. Nech´ X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, p°i£emº X ∼ χ2
m,

Y ∼ χ2
n, m, n ∈ N. Potom náhodná veli£ina

Z =
X
m
Y
n

(3.3)

má Fisher-Snedecorovo rozd¥lení s m a n stupni volnosti.

Poznámka 8. Fischer-Snedecorovo rozd¥lení s m a n stupni volnosti zna£íme

Fm,n.

P°íklad 19. Odvo¤te funkci hustoty fZ(x) Fisher-Snedecorova rozd¥lení.

�e²ení: Fischer-Snedecorovo rozd¥lení je de�nováno pomocí dvou nezávislých

náhodných veli£in s chí-kvadrát rozd¥lením, kde X ∼ χ2
m a Y ∼ χ2

n. Chí-

kvadrát rozd¥lení je speciálním p°ípadem gamma rozd¥lení a platí X ∼ Γ
(
m
2
, 2
)
,

Y ∼ Γ
(
n
2
, 2
)
. Tyto náhodné veli£iny mají následující funkce hustot

fX(x) =
1

Γ
(
m
2

)
· 2(m/2)

· x(m/2)−1 · e−(x/2), x > 0,

fY (y) =
1

Γ
(
n
2

)
· 2(n/2)

· y(n/2)−1 · e−(y/2), y > 0.

Sdruºená hustota na²ich dvou nezávislých náhodných veli£in je pro x > 0 a y > 0

následující

f(x, y) = fX(x)·fY (y) =
1

Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

)
· 2(m+n)/2

·x(m/2)−1·y(n/2)−1·e−(x/2)·e−(y/2).
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Nyní si odvodíme distribu£ní funkci pro X/Y a z ní poté funkci hustoty, stále

pro x > 0, y > 0.

FX/Y (x) = P{(X/Y ) ≤ x} = P{X ≤ x · Y } =

=
1

Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

)
· 2(m+n)/2

∫ ∞
0

(∫ xy

0

x(m/2)−1 · e−(x/2) dx
)
y(n/2)−1 · e−(y/2) dy.

Pak

fX/Y (x) =
d

dx
FX/Y (x) =

∫ ∞
0

fX(xy) · fY (y) · y dy =

=
1

Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

)
· 2(m+n)/2

· x(m/2)−1

∫ ∞
0

y((m+n)/2)−1) · e−y·((x+1)/2) dy.

Integrovaná funkce

y((m+n)/2)−1) · e−y·((x+1)/2)

se li²í od funkce hustoty gamma rozd¥lení pravd¥podobnosti Γ
(
m+n

2
, 2
x+1

)
pouze

o konstantu k

k =
(

Γ
(m+ n

2

)
·
( 2

x+ 1

)(m+n)/2)−1

.

Pokud vztah pro hustotu fX/Y (x) roz²í°íme zlomkem k/k, dostaneme

fX/Y (x) =
Γ
(
m+n

2

)
Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

) · x(m/2)−1

(x+ 1)(m+n)/2
,

kde jsme vyuºili vlastnosti, ºe integrál z funkce hustoty na svém de�ni£ním oboru

nabývá hodnoty jedna. Z de�nice 16 víme, ºe Z = X
Y
· n
m

a pro funkci hustoty

náhodné veli£iny Z platí

fZ(x) =
d

dx
P{(X/Y ) ≤ x · (m/n)} =

m

n
· fX/Y

(m
n
· x
)

=

=
Γ
(
m+n

2

)
Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

) · (m
n

)(m/2)

· x(m/2)−1 ·
(

1 +
m

n
· x
)−(m+n)/2

, x > 0.
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Tímto jsme odvodili funkci hustoty Fisher-Snedecorova rozd¥lení pravd¥podob-

nosti.

Obrázek 3.5: Funkce hustoty Fisher-Snedecorova rozd¥lení s r·znými stupni vol-
nosti

3.2.4. Studentovo rozd¥lení

Studentovo rozd¥lení je jedním z nejvíce uºívaných spojitých rozd¥lení prav-

d¥podobnosti, se kterými se lze setkat. Uºívá se nap°íklad k testování hypotéz

o shod¥ st°edních hodnot dvou náhodných veli£in se stejným rozd¥lením prav-

d¥podobnosti - nap°íklad k porovnání výnosnosti dvou r·zných druh· p²enice.

Stejn¥ jako Fisher-Snedecorovo rozd¥lení je Studentovo rozd¥lení uºíváno v re-

gresní analýze.

De�nice 17. Nech´ X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, p°i£emº X ∼ N(0, 1),
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Y ∼ χ2
n, n ∈ N. Potom náhodná veli£ina

Z =
X√
Y
n

(3.4)

má Studentovo rozd¥lení s n stupni volnosti.

Poznámka 9. Studentovo rozd¥lení s n stupni volnosti zna£íme tn.

P°íklad 20. Odvo¤te funkci hustoty fZ(x) Studentova rozd¥lení.

�e²ení: Nejprve se podíváme na následující pravd¥podobnost

P{−x ≤ Z ≤ x} = P{Z2 ≤ x2} = P{(X2/(Y/n)) ≤ x2}.

Levá strana rovnice lze psát

P{−x ≤ Z ≤ x} =

∫ x

−x
fZ(t) dt.

Nyní nás zajímá podíl X2

Y/n
. Náhodná veli£ina X má normované normální rozd¥-

lení. De�nice χ2-rozd¥lení °íká, ºe pokud Ui je n vzájemn¥ nezávislých náhodných

veli£in s rozd¥lením pravd¥podobnosti N(0, 1), pak náhodná veli£ina X tvaru

X =
∑n

i=1 Ui
2 má χ2-rozd¥lení o n stupních volnosti. Odtud plyne, ºe náhodná

veli£ina X2 v na²em p°ípad¥ má rozd¥lení χ2
1. Náhodná veli£ina Y má χ2- roz-

d¥lení s n stupni volnosti. Z de�nice Fisher-Snedecorova rozd¥lení (3.3) víme, ºe

náhodná veli£ina Z tvaru Z =
X
m
Y
n

má Fisher-Snedecorovo rozd¥lení, jestliºe ná-

hodná veli£ina X má χ2-rozd¥lení o m stupních volnosti a náhodná veli£ina Y

má χ2-rozd¥lení o n stupních volnosti. V na²em p°ípad¥ dostaneme F1,n a platí

P{−x ≤ Z ≤ x} =

∫ x

−x
fZ(t) dt =

∫ x2

0

f1,n(t) dt.

Oba integrály zderivujeme vzhledem k prom¥nné x

fZ(x) + fZ(−x) = f1,n(x2) · 2x
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Studentovo rozd¥lení je symetrické, jelikoº normované normální rozd¥lení je sy-

metrické, a platí

2 · fZ(x) = f1,n(x2) · 2x

fZ(x) = f1,n(x2)x =
Γ
(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

)√
πn
·
(

1 +
x2

n

)−(n+1)/2

, ∀x ∈ R.

Obrázek 3.6: Funkce hustoty Studentova rozd¥lení s r·znými stupni volnosti

3.2.5. Weibullovo rozd¥lení

Weibullovo rozd¥lení nachází vyuºití v teorii spolehlivosti pro modelování

doby ºivota a p°i popisu prvk·, p°i nichº se projevuje opot°ebení materiálu,

které je modelováno parametrem d. Funkce hustoty tohoto spojitého rozd¥lení

pravd¥podobnosti není de�nována pomocí funkce gamma, av²ak funkci gamma

nalezneme p°i výpo£tu základních charakteristik Weibullova rozd¥lení - st°ední

hodnoty a rozptylu. Rozd¥lení de�noval ²védský fyzik Waloddi Weibull v roce

1939.
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De�nice 18. Spojitá náhodná veli£ina X s hustotou fX má na Weibullovo roz-

d¥lení, jestliºe existují reálná £ísla c > 0 a d > 0 tak, ºe fX je tvaru

fX(x) =

{
c·xc−1

dc
· e−(x/d)c , pro x > 0

0, pro x ≤ 0.

Poznámka 10. Weibullovo rozd¥lení s parametry c a d zna£íme W (c, d).

V¥ta 9. Pro hodnotu parametru c = 1 dostaneme exponenciální rozd¥lení prav-

d¥podobnosti.

D·kaz. Pokud v de�nici Weibullova rozd¥lení poloºíme hodnotu c = 1, dostáváme

ihned funkci hustoty exponenciálního rozd¥lení s parametrem (1/d) > 0.

V¥ta 10. Náhodná veli£ina X s rozd¥lením pravd¥podobnosti W (c, d) má

E(X) = d · Γ
(

1
c

+ 1
)
a var(X) = d2 ·

[
Γ
(

2
c

+ 1
)
− Γ2

(
1
c

+ 1
)]

.

D·kaz.

E(X) =

∫ ∞
−∞

x · fX(x) dx =

∫ ∞
0

x · c · x
c−1

dc
· e−(x/d)c dx =

= c ·
∫ ∞

0

(
x

d
)c · e−(x/d)c dx.

Zvolíme substituci t =
(
x
d

)c
, potom dx = d

c
· t(1/c)−1 dt. Po dosazení dostáváme

E(X) = d ·
∫ ∞

0

t(1/c) · e−t dt = d · Γ
(1

c
+ 1
)
.

Pro výpo£et rozptylu op¥t vycházíme ze vztahu var(X) = E(X2)− (E(X))2. P°i

výpo£tu E(X2) uºijeme stejnou substituci tvaru t =
(
x
d

)c
.

E(X2) =

∫ ∞
0

c · xc+1

dc
· e−(x/d)c dx =

= d2 ·
∫ ∞

0

t(2/c) · e−t dt = d2 · Γ
(2

c
+ 1
)
.

var(X) = E(X2)− (E(X))2 = d2 ·
[
Γ
(2

c
+ 1
)
− Γ2

(1

c
+ 1
)]
.
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Jak jiº bylo °e£eno na za£átku této podkapitoly, Weibullovo rozd¥lení se vyu-

ºívá v teorii spolehlivosti pro modelování doby ºivota a p°i zji²´ování míry poru-

chovosti u za°ízení, která podléhají opot°ebení. Míra poruchovosti je de�nována

jako funkce prom¥nné t tvaru

h(t) =
c

d
·
( t
d

)c−1

, c > 0, d > 0.

V souvislosti se zavedením míry poruchovosti je vhodné si uvést následující vý£et

moºného uºití Weibullova rozd¥lení.

1. c < 1 - s rostoucím £asem t se zmen²uje míra poruchovosti, mén¥ sou£ástek

se porouchává. P°i modelování doby ºivota se uºívá pro modelování d¥t-

ské a kojenecké úmrtnosti, kdy platí, ºe £ím je dít¥ star²í, tím men²í je

pravd¥podobnost jeho úmrtí.

2. c = 1 - míra poruchovosti je konstantní. P°i modelování doby ºivota dochází

k náhodným úmrtím jako je nap°íklad zasaºení bleskem £i smrt p°i nehod¥.

3. c > 1 - s rostoucím £asem se zv¥t²uje míra poruchovosti - dochází k opo-

t°ebení více sou£ástek nap°íklad jejich korozí. P°i modelování doby ºivota

umírá více lidí na stá°í a nemoci s ním spojené.

Parametr d udává rozsah hodnot náhodné veli£iny s Weibullovým rozd¥lením

pravd¥podobnosti.
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Obrázek 3.7: Funkce hustoty Weibullova rozd¥lení s r·znými parametry

P°íklad 21. Výdrº baterie je modelována náhodnou veli£inou s rozd¥lením prav-

d¥podobnosti W (1
2
, 2000).

• Ur£ete pr·m¥rnou výdrº baterie.

• Ur£ete pravd¥podobnost, ºe baterie vydrºí více neº 3000 hodin.

�e²ení: Pr·m¥rná výdrº baterie je dána st°ední hodnotou a v na²em p°ípad¥

platí

E(X) = d · Γ
(1

c
+ 1
)

= 2000 · Γ(3) = 4000.

Baterie vydrºí v pr·m¥ru 4000 hodin.

Nyní spo£ítejme pravd¥podobnost, ºe baterie vydrºí funk£ní více neº 3000

hodin, tedy P{X > 3000} = 1− F (3000). Jako vhodné se jeví nalézt distribu£ní
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funkci a spo£ítat pomocí ní pravd¥podobnost výdrºe.

F (x) =

∫ ∞
−∞

fX(x) dx =

∫ ∞
0

c · xc−1

dc
· e−(x/d)c dx

Zvolíme substituci t = (x
d
)c, poté dx = d

c
· t(1/c)−1 dt. Meze integrace se nezm¥ní.

Po provedení substituce dostáváme

F (x) =

∫ ∞
0

e−t dt = 1− e−t = 1− e−(x/d)c .

M·ºeme p°ikro£it k výpo£tu pravd¥podobnosti.

P{X > 3000} = 1− F (3000) = 1− (1− e−(3000/2000)0,5) = e−(1,5)0,5 ≈ 0, 2938.

Baterie vydrºí více neº 3000 hodin s pravd¥podobností 0, 2938.

3.2.6. Wishartovo rozd¥lení

Wishartovo rozd¥lení je vícerozm¥rným zobecn¥ním χ2-kvadrát rozd¥lení a

také zobecn¥ní gamma rozd¥lení, pokud jsou stupn¥ volnosti necelo²íselné. Vyu-

ºití nalézá v hledání odhad· kovarian£ních matic ve vícerozm¥rné statistice a v

Bayesovské statistice. Toto rozd¥lení bylo popsáno Johnem Wishartem, matema-

tikem a zem¥d¥lským statistikem pocházejícím ze Skotska.

De�nice 19. Nech´ máme de�novány nezávislé náhodné veli£iny

X1 ∼ Np(µ1,Σ), · · · , Xn ∼ Np(µn,Σ)

s p-rozm¥rným normálním rozd¥lením, st°ední hodnotou µi
(p×1)

, i = 1, · · · , n a

varian£ní maticí Σ
(p×p)

. Ozna£me

M
(n×p)

=

µ1
T

...
µn

T

 , X
(n×p)

=

x1
T

...
xn

T

 , Y
(p×p)

:= XTX =
n∑
i=1

xi · xTi .

Sdruºené rozd¥lení prvk· matice Y := XTX se nazývá p-rozm¥rné Wishartovo

rozd¥lení o n stupních volnosti s parametry Σ a M .
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Poznámka 11. Wishartovo p-rozm¥rné rozd¥lení o n stupních volnosti s para-

metry Σ a M zna£íme Y ∼ Wp(n,Σ,M). Jestliºe M = 0, nazýváme rozd¥lení

centrální a zna£íme jej Y ∼ Wp(n,Σ).

Na záv¥r této kapitoly si de�nujme hustotu náhodné veli£iny s Wishartovým

rozd¥lením, ve které nalezneme funkci gamma.

De�nice 20. Hustota náhodné veli£iny Y ∼ Wp(n,Σ) je dána vztahem

fY (y,Σ) =
|y|n−p−1

2 exp{−1
2
st(yΣ−1)}

2
np
2 π

p(p−1)
4

p∏
j=1

Γ(n+1−j
2

)

,

kde y
(p×p)

je symetrická a pozitivn¥ de�nitní matice, matice Σ
(p×p)

je pozitivn¥ de-

�nitní, st zna£í stopu matice, |y| zna£í determinant matice y a p°edpokládáme,

ºe n > p− 1.

66



Záv¥r

Cílem diplomové práce bylo seznámit se s funkcí gamma, její historií, de�ni-

cemi, vlastnostmi a jejím vyuºitím.

První kapitola se v¥novala historii funkce gamma, která pro m¥ byla natolik

zajímavou, ºe jsem se ji alespo¬ ve stru£né podob¥ rozhodla do práce zahrnout.

Matematikové, kte°í se interpolaci faktoriálu, z níº funkce gamma vze²la, v¥no-

vali, nestáli s tehdej²ími znalostmi p°ed jednoduchým úkolem a p°esto dosáhli

pozoruhodných výsledk·.

Kapitola druhá obsahovala de�nice funkce gamma ve vícero podobách a ov¥-

°ení existence této funkce na kladné poloose. Zárove¬ jsme si ukázali nejznám¥j²í

vlastnosti této funkce a problémy, se kterými se m·ºeme potkat, pokud chceme

znát hodnoty funkce gamma na záporné poloose. P°enesli jsme se do funkce kom-

plexní prom¥nné a de�novali si funkci gamma v mén¥ tradi£ní podob¥, která

byla zkoumána matematiky ve 20. století. Na záv¥r druhé kapitoly byl uveden

graf funkce gamma a stru£ný vý£et hodnot funkce. Zmínili jsme se také o funkci

beta.

T°etí kapitola se zam¥°ila na nejznám¥j²í aplikace gamma funkce. V podka-

pitole o integrálním po£tu jsme si demonstrovali n¥kolik praktických uºití p°i

výpo£tu integrálu a okrajov¥ se zmínili o eliptických integrálech a Bernoulliho

lemniskát¥. Podkapitola o teorii pravd¥podobnosti a statistiky ukázala, jak ²i-

roké vyuºití má gamma funkce ve spojitých rozd¥leních pravd¥podobnosti. Zjis-

tili jsme, ºe se nejedná pouze o relativn¥ známá rozd¥lení jako gamma £i beta,

ale nap°íklad Weibullovo £i Wishartovo. Odvodili jsme funkce hustoty Fisher-

Snedecorova a Studentova rozd¥lení, se kterými se v hodinách statistiky studenti
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p°íli² nesetkají, nebo´ jsou tyto funkce hustoty pom¥rn¥ komplikované.

Díky diplomové práci jsem si osv¥ºila a prohloubila znalosti z kurz· matema-

tické analýzy £i statistiky a zjistila, jak zajímavá m·ºe být historie matematiky.

Nejvíce mne zaujalo statistické vyuºití funkce gamma, kterému v¥nuju ve své

práci velký prostor. Téma této práce splnilo má o£ekávání, kdyº jsem si za osobní

cíl stanovila lépe se seznámit s funkcí, které se v hodinách analýzy nev¥nuje p°íli²

prostoru.
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