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Uvod

Tématem diplomové prace je funkce gamma a jeji aplikace. Funkce gamma se
odlisuje od béznych funkci jiz svou definici, nebot je definovana pomoci neurcitého
integralu.

Obsahem prace je stru¢né seznameni se s historii funkce gamma. Funkce ga-
mma byla definovana pii zkoumani interpolace faktorialu, coz byl tikol, na némz
se podileli vyborni matematikové tehdejsi doby v cele s Leonhardem Fulerem.
Néasledné se v praci zaméfime na definici a existenci funkce gamma, nékolik al-
ternativnich definic dané funkce a popis jejich vlastnosti.

Hlavnim cilem je ukazat vyuziti funkce gamma v riznych odvétvich matema-
tiky, at uz se jedna o teorii integralniho poctu, ve které se funkce gamma hojné
naléza, nebo o statistiku, v niz nalezneme nékolik spojitych rozdéleni, jenz maji

s funkei gamma souvislost, kterd neni obecné znadma.



Kapitola 1

Historie a vznik funkce gamma

V tvodni kapitole si stru¢né nastinime historii funkce gamma. Historie této
funkce vychézi z interpolace faktoridlu, na které se podileli pfedni matematici
tehdejsi doby Leonhard Euler, Christian Goldbach a Adrien-Marie Legendre.

V této kapitole byly vyuzity zdroje [1], [2],[3], [1], [2], [6], [7]-

Vznik gamma funkce se pfipisuje nejslavnéjsimu matematikovi 18. stoleti, Le-
onhardu Eulerovi (1707 — 1783). Tehdy pouze 22lety Svycarsky matematik puso-
bici na ruské akademii véd v Petrohradu ji definoval béhem vzajemné korespon-
dence s Christianem Goldbachem (1690 — 1764), némeckym pravnikem a védcem,
stykajicim se s pfednimi mysliteli tehdejsi doby pfi své praci v Moskve.

V 18. stoleti byla mezi védci popularnim tématem teorie interpolace. Christian
Goldbach uvazoval posloupnost faktorialu ptirozenych &isel {11, 2!, 3!, 41, 51 ...},
tedy {1, 2, 6, 24, 120, ...}, a snaZil se nalézt funkci, ktera by dala smysl i hod-
notam, které nejsou z oboru prirozenych ¢isel.

Interpolaci faktoridlu se zabyval také Daniel Bernoulli, Svycarsky fyzik a mate-
matik, jenz proslul zejména jako zakladatel hydrodynamiky. V dopise datovaném
6. fijna 1729 Christianu Goldbachu navrhl Bernoulli Goldbachovi nasledujici vy-
raz, jenz mu prezentoval jako vysledek interpolace pro faktorial jakéhokoliv x > 0,
kde ptesnost vysledku dle Bernoulliho rostla s pouzitim vétsi celoc¢iselné hodnoty

A

oNE-l, 9 3 4 A
1= (A —) ( : : . 1.1
v < T3 142 2+2 3+ A—1+x> (L.1)
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Aproximaci faktoridlu pak formuloval pomoci limity pro n — +o0o, kde misto

¢isla A dosadil n + 1

o\ i+ 1
= li ( 1 —) > 0.
T n—l>rfoo n+ +2 Hi—f—x’x

=1

Pro x = % a A = 8 dostal Daniel Bernoulli pfibliznou hodnotu %! = 1,329 a pro

x =3 a A =16 jeho formule davala vysledek 3! = 6, 0049 namisto celého ¢isla 6.

S témito vysledky ukoncil Bernoulli s Goldbachem svou korespondenci.

St.- Pétersbourg ce 6 octobre 1729. Dan. Bernoulli

P.S. Voici le terme général pour la suite 1 +1.2+1.2 3+ete.
Soit = I'exposant duw terme, et 4 un nombre infini, je
dis que le terme général sera

x—1

(4+3) Gi stz =i
Si au lieu de prendre 4 infiniment grand, on le fait =
4 un nombre un pen grand, on aura le terme général
4 peu prés. Si x—§ et quon fait 4—28 on aura

V23591110 19=1,3005

par le moyen des logarithmes on approche trés vite-
ment. Six—=3 et A— 16, au lieu de 6 on trouve
(6-17§.17}):17. 18 — 6555

Obrazek 1.1: Dopis Bernoulliho Goldbachovi |2]

Euler se velmi ¢asto potkival s Danielem Bernoullim, a tak védél mnoho o
probihajici diskuzi nad interpolaci faktoriali. Povzbuzen Danielem Bernoullim se
Leonhard Euler odhodlal napsat Christianu Goldbachovi dne 13. fijna 1729 dopis
se svym nazorem. Euler sviij dopis uvedl vztahem nazvanym "terminum gene-
ralem", ve kterém navrhl zapsat m-ty ¢len posloupnosti {1, 2, 6, 24, 120, ...}

nésledujicim vztahem pro m € R

B 1.92m 21—m .3m 31—m L qm

= 1.2
m 1+m 24 m 3+m (12)
Pro n-tou aproximaci dostavame
1-2-3...n- 1)m
n-(n+1) (1.3)

(1+m)-(24+m)-3+m)---(n+m)
9



LETTRE I.
Buvew 4 Gorosacn,

ation des abrior & Lai varishlo, Premitoe appliesrian des safesls
ol & b docasine dne sdrles.

Vir Celeberrime.
Tewopoli d, 45 Dewsbe. A 1925,

" Cum nuper in nonnolla incidisem, quae ad interpolandss
series, legem, uti appellare sales, variabilem habentes, facare
visa sunt, ea sccurativs contemplatus sum, et multa, quae
hoc atfinent, detexi. Quae, quia Tibi, Vir Celeherrime,

ﬁ placitara esse mibi significavit Clarissimus Bernoulli, “Tibi
i L seribere, Tuoque submitters judicio stafwi, Hujus serici
-\\ 1, 2,6, 20, 120, ste, quam a Te multum tractatam esse vidi,
N hunc inveni terminum generalem
Ny Lam i o i g
4 itm B fm T SFm im0
t ex infinito factorum nemero constantem, qui terminum
ording mo™® exprimit. Is quidem in nullo case abrumpitor,
el aeque si m est numerus integer, tantum ad vermn magis
i
e A 1
Obrézek 1.2: Leonhard Eu- Obrazek 1.3: Dopis Eulera Goldba-
ler [1] chovi [7]

Euler tvrdil, Ze se vzristajicim n se vyraz (1.3) blizi hodnoté faktoridlu m. Bylo
také dokézano, ze Bernoulliho formule (1.1) a Eulerova formule (1.2) dosahuji
shodnych vysledkii.

Euler byl piesvédéen, ze jeho vyraz (1.2) je vhodny pro interpolaci faktorialu
zlomkii, respektive pro interpolaci vSech hodnot, které nejsou z oboru pfirozenych
¢isel, ale zaroven byl odhodlan nalézt metodu, kterd by poskytla ptesné vysledky.

Do své formule (1.2) dosadil m = %

24 4.6 6-8
: . 1.4
\/3-3 5-5 7-7 (14)

Tento vyraz si Euler ihned spojil s diivéjsim vysledkem Johna Wallise, ktery zjis-

til, ze obsah kruhu s jednotkovym polomérem miize byt vyjadien jako nekonecny
soucin
2-4 4-6 6-8

. . 1.5
3-3 5-5 7.7 (15)

Euler usoudil, Ze vyraz (1.4) je roven odmocniné obsahu kruhu s jednotkovym po-
lomérem a uéinil zaver, ze (3)! = ‘/TE Toto byl prelomovy okamzik, ktery Eulerovi
vyvratil jeho puvodni myslenku, Ze obecny vyraz pro posloupnost faktoridlu bude
dén v algebraickém ¢i exponencidlnim tvaru. Euler se rozhodl, Ze se pokusi vyja-

d¥it svou formuli (1.2) v integralnim tvaru. Vychazel opét z prace Johna Wallise,

10



ktery pii pocitani obsahu kruhu pracoval s integralem fol P (1 —x)9dx, p>0,
g > 0. Euler po vzoru Wallise uvazoval integral fol ¢+ (1 —z)"dx, kde n € R
a predstavovalo pro néj ¢islo, jehoz faktorial hledame, a e bylo libovolné ¢islo (v
18. stoleti e reprezentovalo jakykoliv exponent, nikoli konstantu, ktera je s timto
pismenem v dnes$ni matematice spojena). Tento integral byl pozdé&ji Legendrem
nazvan Eulerovym integralem prvniho druhu, neboli také funkci beta, pokud jej

modifikujeme do tvaru
1
Bla,b) = / Lo (1 —=t)""tdt, a,b> 0.
0

Euler rozsifil (1 — )™ pomoci binomické véty a zjistil, Ze

1 . _— 1-2.-.n
/0 - (1-x) dx—(e+1)'(e+2)-~~(e—|—n—|—1)'

Vynéasobil obé strany vyrazem (e +n + 1)

1-2...m
(e+2)---(e+n)

(e—i—n—l—l)-/o ¢ (1 —x)"de = i1

7 pravé strany se pak chystal vyjadrit ¢itatel ve formé integralu, tedy izolovat
vztah pro faktorial. Pouzil na to svij vlastni trik, kdyz substituoval e = g, kde f
a g jsou realné konstanty a g # 0. Rovnice se timto po nékolika tpravach zménila

na

f+n+1)-g 1935‘ e — 1-2--n
g / A=o)de =y g 0

Vsiml si, ze pokud by polozil v rovnici (1.6) f =1 a g = 0, na pravé strané by
pak zbyl pouze faktoriél a nalevo integralni zapis. Po dosazeni zmifiovaného f a

g ale obdrzel nalevo neurcity vyraz

1 1
zo-(1—x)"
/ z e
0 0
Zde vyuzil dalsi trik, ktery neni z hlediska znaceni tplné korektni, ale vyuzijeme

jej tak, jak to udeélal on. Zvolil substituci

xr = xftg

11



Potom tedy

Levou stranu vztahu pak pirepsal

f+(n+1)'g-/x£'(1—x)ndx:

gn+1
:f—i_(n—i_l)g/gjfig(l—xfig)n 'Zlfif'iigdllﬁ':
gnJrl f_|_g
1)- ‘
:f+(n+1)g‘/(1_qu+g)n‘ 9 g —
gt f+yg

f+n+1)- 1— 7% \n
N <f+g>n+1g'/ <g/(f+g)> -

Nyni dosadil uvazované f =1 a g = 0 a dostal

n! :/%#dw. (1.7)

Aby Euler nepracoval se jmenovatelem rovnym hodnoté 0, uvazoval misto nuly

néjakou obecnou proménnou z. Opét se nejednd o korektni krok, ale kopiruje

(1—a®)"
O’VL

(1—z*)™
Zn

Eulertv postup. Integrand si zapsal jako . Pro limitu tohoto vyrazu

bez mocniny n plati za pomoci L.’Hospitalova pravidla

=—2"-Inz. (1.8)

Poté se vratil zpét k hodnoté z = 0, kterou dosadil do (1.8) a integrand nabyl

tvaru — Inz. Dosazenim do (1.7) dostal vytouzeny vztah

n! = /1(—1nx)” dx. (1.9)

Euleruv integral nebyl v té dobé chapan pti hledani faktorialu libovolného ¢isla

jako funkce, ale spiSe jako nastroj k reprezentaci faktorialu pro n ¢ N.

12



Francouzsky matematik Adrien-Marie Legendre poté pfiSel s napadem, jak

Euleruv integral zadefinovat pomoci funkce, kterou nazval gamma funkei

[(a) = (a—1)! = /1 <1nl>a_l dz, a > 0.

T

Pokud uzijeme substituci ¢ = ln% dostaneme definici funkce gamma ve znamém

tvaru

[(a) = / t*tetdt, a>0. (1.10)
0

Legendre pouzil svou definici (1.10), aby ukizal, 7ze I'(1) = 1, tedy 0! = 1 a

dokazal funkcionalni rovnici
IFNa+1)=a-I'(a)=al, a>0. (1.11)

Opakovanym uzitim této funkcionalni rovnice, ktera je zaroven rekurentnim vzor-
cem, obdrzel Legendre hodnoty funkce gamma nejen pro prirozena cisla. Po-
kud do vztahu (1.11) dosadime hodnoty 0 a —1, dostaneme nésledujici vysledky
['0) = % =00, ['(—1) = @ = —o0. Jelikoz je vzorec (1.11) rekurentni, plati

pro nekladné celé ¢islo a

lim I'(a) = £o0.

a— 00

Funkce gamma tak rozsitila faktorial na vSechna realné ¢isla kromé nekladnych
celych cisel.

Po téméf dvou set letech zkoumani zjistili v roce 1922 matematikové Harald
Bohr, Johannes Mollerup a Emil Artin, Ze funkce gamma je jedina, ktera odpovidéa
pozadavkim k rozsiteni faktoridlu na ¢isla, jez nejsou pouze prirozena, gamma
funkce se da zapsat pomoci rekurzivniho vzorce a je logaritmicky konvexni funkei.
Toto tvrzeni je uvedeno ve vété 2 v druhé kapitole. Zaroven prisli na to, Ze pro jesté
lepsi porozuméni funkci gamma je vhodné pracovat s ni v mnoziné komplexnich

Cisel.

13



Kapitola 2

Definice a vlastnosti funkce gamma

Ve druhé kapitole si zadefinujeme funkci gamma nékolika zptisoby, seznamime
se s nejznaméjsSimi vlastnostmi této funkce, uvedeme si tabulku hodnot a graf
funkce gamma a nasledné se stru¢né zminime o funkci beta, kterd je s funkei
gamma neodmyslitelné spojena.

V této kapitole byly vyuzity zdroje [L],[8], [O,[11],[12], [14], [16], [L7], [21] a

22]-

2.1. Definice a existence funkce gamma

Tato podkapitola se vénuje rtiznym definicim funkce gamma a dikazu exis-

tence funkce gamma na kladné poloose.

Definice 1. Gamma funkce, nékdy téz nazyvana jako Euleriv integral druhého

druhu, je definovana jako nevlastni integral tvaru
I'(z) :/ t*t.e7tdt, Vo € (0,+00).
0

Poznamka 1. Opravnénost definice 1 je dokdzana ve vété 1 nize. Plati tedy, ze

pro vSechna z € (0, +00) je integral definovany jako gamma funkce konvergentni.

Vlastnost 1. Pii vyuziti substituce y = e~ dostaneme ekvivalentni definici

funkce gamma ve tvaru

INED :/o (—In(y))* ' dy, Vo € (0, +00).

14



Diikaz.

oo —t
_ _ y:e ’t:—]_ny
F(x):/ e tdt:‘
0 dt:—idy

0 1 1
=/ (—lny)””‘l-y-—dyz/ (—Iny)* ' dy.
1 ) 0
0

Vlastnost 2. Pii vyuZiti substituce z = In(¢) dostaneme dal3i ekvivalentni defi-

nici funkce gamma ve tvaru

[(x) = / e"* - e dz, Vr € (0,+00).

o0

Diikaz.
o z = In(t)
I'(z) = / thetdt=| t=¢ |=
0 dt = e* dz

o0 1 o0
x— _ o2 . _e?
:/ e* -e€~ezdz:/ e’ e dz.
—0o0 —0o0

Véta 1. Pro kazZdé x > 0 je nevlastni integrdl

[(x) = / t" et dt
0

konvergentni.

Pro dikaz této velmi dulezité véty je potifeba vyslovit nékolik pomocnych

lemmat.

Lemma 1. Necht a < b, kde b je redlné ¢islo nebo b = oco. Necht f(x) a g(x) jsou
spojité a nezdporné funkce na intervalu [a,b) a f(x) < g(z),Vz € [a,b). Potom

plati

1. Jestlize fabg(x) dz konverguje, pak konverguje také f; f(x)dx.
15



2. Jestlize fabf(z) dx diverguje, pak diverguje také fabg($) dx.
Diikaz. Dukaz lze nalézt v [11]. O
Lemma 2. Nevlastni integrdl fooo e~ 5t dt konverguje pro kazdé s > 0.

Diikaz. Vypocteme si

Dale plati

[e%S) . N . efs-N -1 1
/ e Ttdt = lim e dt=— lim — = —. (2.1)
0 N—oo J N—o0 S S
Integrél je tedy pro kazdé s > 0 konvergentni. [

Lemma 3. Necht n € N. Potom plati

n—1
tli)rgo = 0. (2.2)
Diikaz. 7 L'Hospitalova pravidla plyne, ze
tn—l —1)- tn—2
lim —— = lim %
l—oo e3 t—o0 5" e2

Protoze t"~! je mocninna funkce fadu (n — 1), zname jeji n-tou derivaci, tedy

vime, Ze
itnfl =0
dtn '
Poté ihned vidime, ze plati
n—1 0
lim — = lim — = 0.
t—00 3 t—o00 (%)n .e2

16



Nyni pfistoupime jiz k dikazu véty 1. Nasim tukolem je dokizat konvergenci

integralu I'(z) = [[°t"~! - e~" dt pro vSechna z € (0, 00).

Diikaz Vety 1: Duikaz si rozdélime na tii podsekce.

1. Pripad, kdy = = 1.
Chceme dokazat, ze fooo et dt je konvergentni. To plyne ihned ze vztahu

(2.1), pokud za s dosadime hodnotu 1. Dostaneme I'(1) = [~ e~ dt = 1.

2. Pripad, kdy = > 1.
Snazime se dokazat konvergenci integralu fooo t*=L.e~t dt pro hodnoty = > 1.
Ditkaz této podsekce vychazi ze vztahu dokdzaného v lemmatu (2.2), ktery

rika
tnfl

lim — = 0.

t—o00 e2
Definice vlastni limity v nevlastnim bodé nam #ika, Ze funkce f(z) ma v
nevlastnim bodé limitu A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § € R takové,
ze pro kazdé x > § plati |f(x) — A| < e. V nasem piipadé zvolime € = 1 pro

které existuje takové §, ze pro vSechna t > ¢ plati

<e=1.

7Z toho vyplyva, ze Vt > § dostavame nerovnost 0 < t" ! < e2. Po Vynaso-

beni této nerovnosti et dostaneme

N

0<t"t.et<e2, Vt >4

7 lemmatu 2 vime, Ze integral fooo e~z dt konverguje, dle lemmatu 1 integral

0 ,n—1 —t . ’ Ny «
fo "= - e7"dt konverguje také, v tomto pripadé Vn € N.
Necht z € R, z > 1. Necht |x] je cela ¢ast ¢isla x. Cela ¢ast spliiuje vztah
|| <x < |x]+1. Prot >0 poté dostaneme
0<t"l.et< el et

17



Z predchoziho vime, ze [;°tl*) - e dt konverguje, integral [~ t"~! - e~ dt

konverguje také, v tomto piipadé x € R, = > 1.

. Pripad, kdy 0 < x < 1.

V piipadé, kdy 0 < x < 1, plati pro £ > 1 nerovnost

Vime, ze

Dle véty o tiech limitach, ktera tika, Ze jestlize dvé funkce f(z) a h(x) maji

v bodé a tutéz limitu L

lim f(z) = lim h(z) = L,

r—a r—a

pak funkce g(z), takové, ze f(z) < g(x) < h(z) na néjakém okoli bodu a,

mé v bodé a také limitu L

lim g(z) = L.

r—a

S ohledem na ptedchozi nerovnost snadno zjistime, ze

ta:—l
lim — = O7 Vo € (0, 1)

t—oo e3

Odtud a z podsekce dikazu pro x > 1 plyne, ze

M|+

0<t"l.et<ez, Vt>1, Vze(0,1).

Z lemmatu 2 plyne, Ze integral [~ e~'/?dt je konvergentni. Z konvergence
tohoto integralu a z predchozi nerovnosti nam dle lemmatu 1 plyne také
konvergence integralu [~ t*~!-e " dt pro 0 < z < 1. Nynf ndm zbyv4 ovéfit

konvergenci fol tz=l.emtdt.

18



Ze znalosti exponencidlni funkce e~* pro ¢ € [0, 1] plyne nerovnost
0<et<e.
Po vynasobeni této nerovnosti t*~1 dostaneme nerovnost
0<tvl.et<trtoe

Pokud konverguje integral fol t*=1 . ¢ dt, konverguje dle lemmatu 1 také

fol t*=1 . e~t dt. Integral fol t*=1 dt je nevlastnim integrdlem druhého druhu

a ma hodnotu rovnu nésledujici limité

1 1
/ > Ydt =1lim | t* 'dt =
0

lim [ﬁr = lim (l — b—$> = 1

b—=0 Lx o b—0 \T X xr
Timto jsme dokazali konvergenci integralu fol t*=1.e7tdt, Va € (0,+00), ¢imZ je

nas diukaz hotov. O

2.2. Vlastnosti funkce gamma

Tato podkapitola se vénuje nejznaméjsim vlastnostem tykajici se funkce ga-

mma.

Vlastnost 3. Pro funkci gamma plati nasledujici funkciondlni rovnice
MNx+1)=a- -I'(x), Vo € (0,+00). (2.3)

Diikaz. V dukazu vyuzijeme integra¢ni metody per partes. Meze se integraci ne-
zméni.

u=t" du=uz-t""" _
dv=e¢tv=—et

F(x—i—l):/ tr e tdt =
0

[ (et - /Ooox T (et =
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= [tx . (—e_t)}go + - /0 et =

=—[t" ] +z-D(z)=2-T(z), Vz € (0,400).

O
Vlastnost 4. Pro funkci gamma plati nasledujici vztah
[(x) =(x—1)!, Vr e N.

Diikaz. S vyuzitim vlastnosti (2.3) plati nasledujici
MNz)=(z—-1)-TNz-1)=(x—-1)-(z—=2) - TN(x—-2)="--- =
=(x—-1)-(x—2)---2-1-T(1).

Pricemz
') = /00 et dt = [—e_t]go =1.
0
Poté tedy
I'z)=(z—1)-(z—2)---2-1=(z—1)|, Vxr € N.
O

Vlastnost 5. Pro funkci gamma plati vztah
Fz+n)=@+n—-1)-(z+n—-2)---(x+1) -z-T'(z),Vz € (0,4+0),Vn € N.
Diikaz. Pro n = 1 dostavame jiz znamy a dokézany vztah

I(z+1)=x T'(z), Vo € (0,400).

Pro n > 1 dostaneme s vyuzitim a opakovanim tohoto vztahu feSeni i pro obecny

tvar
MNz+n)=T(z4+n—-1)+1)=(x+n—-1)-T(z+n-1)=
=(x+n—-1)-T'((z+n—-2)+1)=(x+n—-1)-(z+n—-2)-I'(z+n—-2)=
=-=(x+n—-1)-(z4+n—-2)---(z+2)-(x+1)- Iz +1)=

=(x+n—-1)-(x+n—-2)---(z+1) -2 -T'(z), Yz € (0,4+00), ¥n € N.
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Lemma 4. Méjme prostor s mirou (X, X, p). Necht funkce f a g jsou pu-mévitelné

(1/p)
na X a necht pro p, q € [1,00) plati, Ze %—i—é = 1. Jestlize (fX | fIP du) < 00

(1/9)
a (fX lg|? du) < 00, pak existuje také integrdl [\ f - g du a plati

Jie-atdns ([ arran)™ ([ loman)™ (2.4

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [22]. O

Poznamka 2. Nerovnost (2.4) se nazyva Holderovou nerovnosti v integralnim

tvaru.

Definice 2. Necht je funkce f definovana na I C R. Tuto funkci nazveme kon-
vexni funkei, pokud pro libovolnou dvojici bodu z,y € I a libovolné A € [0, 1]
plati

x4+ 1 =X y) <A flz)+ Q=N - f(y).

Definice 3. Necht je funkce f definovana na I C R, . Tuto funkci nazveme loga-
ritmicky konvexnd funkci, pokud pro libovolnou dvojici bodu z,y € I a libovolné
A € [0, 1] plati

FO-z+ (1 =2y < (fl@)- (Fly)'

Vlastnost 6. Slozen4 funkce In(I'(x)) je konvexni na intervalu (0, c0).

Diikaz. V dikazu se vyuziva Holderovy nerovnosti v integralnim tvaru (2.4). Na
pocatku zvolime p, g > 1 tak, aby platil pfedpoklad pro Hoélderovu nerovnost,
tedy (1/p)+(1/q) = 1. Pro v8echna z, y € (0, 00) plati dle H6lderovy nerovnosti
(2.4) nésledujici

(= + Q) — /OO t@/p+y/a-1 | o~t gp —
0

:/OO (t’”‘l —t>l/p <ty b )1/q dt <

i <
(o] o0 /q

< / (ti‘l _tdt / ty Loe™t dt) —
0



= (r@) " ()"

Vysledkem je nerovnost

(20 < (1) ()

p g

Zvolime-li za A = %, pak z definice 4 plyne, ze 1 —\ = %. S ohledem na znalost
prirozené logaritmické funkce, ktera je na intervalu (0, co) rostouci, mizeme obé

strany nerovnice logaritmovat
T2+ (1= ) y) < I ((0@) - () )
Inl'A-z2+(1—=X)-y) <A-In['(z)+ (1 —y) -InT'(y).
Tento vztah spliuje definici konvexity 2, ¢imz je dukaz hotov. O

Dalsi vztah nam pomuze ziskat pfedstavu o chovani funkce gamma. V za-
hrani¢ni literatufe jej ¢asto nalezneme pod nazvem "The cosecant identity'"nebo

"Euler’s reflection formula"|[3].

Vlastnost 7. Plati

O(x) -T'(1—2) = T

, Va & 7.

sin mx

Diikaz. Diikaz této rovnosti je zna¢né zdlouhavy, proto jej zde nebudeme uvadét
cely, vyuzijeme z néj ale nékteré postupy pro hledani hodnoty funkce gamma v
bodé z = %, ktera ma vyuziti v teorii pravdépodobnosti a statistiky. Cely diikaz

lze nalézt v [3]. O

Priklad 1. Dokazte, 7e T(4) = V/7.

Regent: Z definice lze psat

I(z) T'1l—2)= / t" et dt - / Yyl eV dy =
0 0

= / / tleTt oy eV dt dy.
o Jo
2

2



Jako vhodnéa substituce se hodi u = % Pro pevné y dopoditdme du = %. Po
dosazeni do vztahu dostavame

[(z) - T(1—x)= / e V- [/ e "V .yt du| dy.
y=0 u

=0

Pro zaménu téchto dvou integrali je tfeba vzit v potaz, Ze integralni reprezentace
funkce gamma je definovana pro kladna z. V naSem piipadé tedy musi platit, ze

x>0A(1—2) >0,z ehoZ vyplyva, ze = € (0,1). Poté lze psat

[(z) - T(1—x) = / TR [/ e~(utDy dy] du =
0 0
0 —(ut1)y™>
[ T
0 u + 1 0

Ooua:—l
= du. 2.5
/0 wr1 (25)

Pro x = 1 dosazenim do (2.5) dostavame

ORORY =12

Vhodn4 substituce je tvaru u = 22, du = 2z dz, integra¢ni meze se nezméni. Po
dosazeni dostavame

() rd) - [

2.1—1—22

>~ 1
: / dz = 2 - [arctan z]° = 7.
0 1+ 22

Timto jsme odvodili hodnotu I'(3)

J7

Vlastnost 8. Gaussiv integral: Plati

/ e~ dx = /7.

o0
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Diikaz. Dikaz je zaloZen na druhé mocniné vztahu pro Gaussiv integral a na-

sledné substituci do polarnich soufadnic.

J? = </_OO em2d$>2:

:/ e dx-/ eV’ dy =
/OO /OO e~ @) d dy.

Po provedeni substituce do polarnich souradnic dostavame

27 0o oo
J2:/ / 6_7”2-rdrd9:27r-/ ree " dr.
o Jo 0

Nyni udélame substituci do proménné s = —r?, pak ds = —2rdr a plati
0 0
2 1 s s
J=2m- —-e’ds=m- e*ds =T.
—00 2 —o0
o« . o e le e « . [e'e) 2
Po odmocnéni je ditkaz hotov a ovérili jsme, Ze plati f_oo e dx = /7. O

Piiklad 2. Ukazte souvislost mezi Gaussovym integralem a funkci gamma.

xT

L . v . . « _p2 . , L,
Resend: UZijeme substituci © = v/t a toho, Ze funkce e je suda. Po zavedeni

substituce plati

[e.e] o0 o0 ) 1
/ ex2dx—2-/ eIde—Z-/ e*t.fidgy:I‘(i):\/E_
- 0 0

[e.9]

Nyni si uvedeme vlastnost znamou pod pojmem Stirlingova formule, kterd
nam poslouzi k vysetieni asymptotického chovani faktoridlu, potazmo funkce ga-

mina.

Vlastnost 9. Stirlingova formule: Pro Vn € N plati

lim =1.
n—oo 27Tn et .en



Diikaz. Moznosti jak dokazat platnost Stirlingovy formule je hned nékolik. My si
ukazeme zpusob, ktery vyuziva definice a vlastnosti funkce gamma.

Z vy$e uvedeného vime, ze plati n! = T'(n+ 1) = [~ e~ - t"dt. Provedeme
substituci do proménné s tvaru t = n + s - v/2n, poté dt = /2nds. Integracni
meze se zméni na —,/% a co.

Po provedeni substituce dostavame

n!l = / eIV (n 4 5vV2n)" - V2nds =
2

—\/2n~n"~6_"-/

Integrand zapiSeme jako exponencielu

n!:\/%-n"-e_"-/o;n_ﬂexp<—s-m+n-ln<1+s-\/%))ds.

e ¥ 2”-(1+5- —) ds

Zavedeme novou funkci ¢(u) = 2u™2 - (u — In(1 + u)) a spojité dodefinujeme

q(0) = 1. Poté lze psat

n!:\/%-n”-e_"-/o\o/mexp<—32-q(s\/2/_n)> ds.

Rovnost nasledujicich limit plati pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedna z nich.

Snazime se tedy nalézt limitu na pravé strané.

‘ o0
lim — " = lim emp(—sQ-q(s\/Q/n)> ds.

n—00 \/92n -n".-e N n—oo | n/2

Abychom se vyhnuli integrovani pies obor zavisejici na proménné, zavedeme cha-

rakteristickou funkci X JT2:00) pro dany interval a integril na pravé strané
upravime do tvaru

/_OO e:Up( — 5. q(S\/Z/_n) . X(—\/H_/Q,oo)(s)> .X(—\/n_/loo)(s> ds.

o0
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Funkce ¢ je na svém definiénim oboru (—1, 00) klesajici a pro hodnoty s < 0
se s rostoucim n argumenty funkce ¢ blizi k nule zleva a cely integrand tedy
roste. Pro integraci na oboru redlnych zapornych d¢isel 1ze uzit Leviho vétu o
zaméné limity a integralu |[17] Pro hodnoty s > 0 se s rostoucim n argumenty
funkce ¢ naproti tomu blizi k nule zprava a cely integrand klesa. Urcujeme zde
limitu pro n jdouci k nekone¢nu, Ize tedy bez Gjmy na obecnosti piredpokladat,
ze plati nerovnost 0 < k < n pro k pevné. Timto dostaneme integrovatelnou
majorantu exp(—s? - q(s\/Q/_n)) Dle Lebesgueovy véty o limité majorizovaného
integralu [17] lze zaménit limitu a integral i na mnoziné kladnych realnych ¢isel.

S vyuzitim znalosti o zdméné limity a integralu a z Gaussova integralu plyne
o o0

7}1_{20 _mexp< — 5% q(s\/2/_n)> ds = /_OO exp(—s*)ds = /.

Timto jsme dokazali platnost Stirlingovy formule.

]

Nasledujici véty a jejich dusledek vedou k zavedeni funkce gamma pomoci

méné naro¢né alternativni definice ve formé nekonec¢ného soucinu.

Véta 2. Ezxistuje prdavé jedna funkce f definovand na intervalu (0, 00), kterd vyho-
vuje funkciondlni rovnici f(x+1) = x- f(x), podmince f(1) =1 a je logaritmicky

konvezni na intervalu (0, 00).
Diikaz. Dukaz lze nalézt v [11]. O

Véta 3. Necht f je libovolnd funkce splnugjici predpoklady véty 2. Potom pro kaZdé

x € (0,00) existuje v R ndsledugici limita

_ n" - n! B
D) @

Diikaz. Dikaz této véty je uveden v [11]. O
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Z predchozich vlastnosti je ziejmé, ze funkce gamma spliuje vSechny predpo-

klady véty 2, potazmo véty 3, a tak ji lze vyjadrit ve formé nekonecného soucinu.

Disledek 1.

xT

n® - nl

['(xz) = lim

A T @tn) Vz € (0,00).

Odvodili jsme nékolik vlastnosti, které nam ukazuji chovani funkce gamma na
kladné poloose. Nyni si ukdzeme, jak definovat funkci gamma na zaporné poloose.
Abychom toto dovedli, musime si zavést nékolik pojmi z teorie funkce komplexni

promeénné.

Definice 4. Necht G C C je otevienad mnozina. f{ekneme, 7e komplexni funkce

f je holomorfni funkei na G, jestlize f’(z) existuje ve vSech bodech mnoziny G.

Definice 5. Necht f je holomorfni funkce v oteviené mnoziné obsahujici prs-
tencové okoli U(zg,€) \ {20}, pfi¢em7 zo € C neni v definiénim oboru funkce f.
Bod zy se nazyva izolovanym singuldrnim bodem funkce f neboli singularitou.

Rekneme, 7e 2, je

e odstranitelnd singularita funkce f, existuje-li vlastni limita funkce f v bodé

20,
e pdl funkce f, je-li lim, ,,, f(2) = oo,
e podstatnd singularita funkce f, jestlize lim,_,,, f(2) neexistuje.

Definice 6. Necht

o0

f(2)= ) an(z=2)"

n=—oo

je Laurentuv rozvoj funkce f v prstencovém okoli bodu zy € C. Necht zy je
singularita funkce f. Koeficient a_; Laurentovy fady funkce f se stfedem v bodé

2o se nazyva reziduum funkce f v bodé zp a znaci se res,, f(2).
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Poznamka 3. Reziduum funkce f v bodé 2, se obvykle prakticky pocitd pomoci
limity
res., f(z) = lim (z — 29) - f(2).

Z—20

Zatneme definici funkce gamma na pravé poloroviné komplexnich ¢&isel.

Definice 7. Funkce gamma je komplexni funkci definovanou pro z spliujici

Re(z) > 0 néasledujicim vztahem

I'(z) = / =t et dt.
0

Tato definice je jakymsi zobecnénim definice funkce gamma v oboru reilnych
¢isel, nebot plati, Ze pokud je z realné, je redlna i hodnota I'(z). U kazdého
integralu z neomezené funkce na neomezené mnoziné je vsak potieba ovéfit jeho
existenci. Timto se zde zabyvat nebudeme, ale odkdzeme se na literaturu, ve které

lze dané ovéfeni existence nalézt.

Lemma 5. Funkce I'(z) = fooo t*=t . e7t dt existuje a je holomorfni pro viechna

z, pro s Re(z) > 0.

Diikaz. Dikaz lemmatu nalezneme v [21]. O

Holomorfni funkce v C je obdobou diferencovatelné funkce v oboru realnych
¢isel. Tvrzeni, ze funkce gamma je pro vSechna z s kladnou redlnou ¢asti holo-
morfni, ndm ¥ika, Ze funkce gamma ma derivaci ve vSech bodech této mnoziny. Z
existence derivace plyne spojitost funkce, takze jsme zjistili, ze funkce gamma je
na pravé poloroviné spojitd. Predpis funkce gamma na levé poloroviné nedoké-
zeme vyjadrit v integralnim tvaru, ale pouze v kombinaci souctu nekonec¢né fady
a integralu. K tomu ndm pomiize nasledujici lemma, které ukazuje, jak zapsat

funkci gamma na pravé poloose pomoci této kombinace.

Lemma 6. Funkce gamma je definovdna ndsledujicim predpisem

I'(2) :Z@i_—;yfm—i-/loofl-et dt

pro vSechna z, pro néz Re(z) > 0.
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Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu lze nalézt v [21]. O

Toto lemma, je pro nas velice dulezité, nebot jsme diky nému dokézali vyjadiit
integral fol t*~1.e~t dt pomoci sou¢tu nekone¢né fady, diky které budeme pozdéji
schopni definovat funkci gamma na zaporné poloroviné. Integrél floo et dt
navic existuje pro kazdé z € C a definuje ndm holomorfni funkci na celém C.
Vyvstava pred ndmi tedy prirozend otazka, zda je funkce gamma holomorni a

spojita také na levé poloroviné.

Lemma 7. Funkce

['(2) :;%—i-/lmt’z_l-e_t dt

je holomorfni v mnozine C\ {0,—1,—2,---}. Body 0 ,—1 , =2, ... jsou pdly
funkce T'(2) a pro vSechnan =0,1, 2, ... je reziduum I'(z) ddno vztahem
_ (="
res_,I'(z) = o
Diikaz. Cely dikaz lze nalézt v [21]. My si ukdzeme, jak nalézt poly a reziduum.

Necht plati I'(z + 1) = z - I'(z) pro Re(z) > 0. (Tato vlastnost neplati pouze pro

z € (0,00), jak je dokdzéano v 3, ale také pro v8echna z, pro néz Re(z) > 0. Dikaz

vlastnosti lze najit naptiklad v [21]). Budeme vychézet ze vztahu
r 1
ri =D poy s (2.6)
z

Necht —1 < Re(z) < 0, poté Re(z + 1) > 0 a zname I'(z + 1) definované jako
J,” t7 et dt. Dosazenim do (2.6) nalezneme hodnotu I'(z), —1 < Re(z) <0, z #
0. Tato funkce je holomorfni pro Re(z) > —1 kromé nuly. Pro z = 0 nalezneme
reziduum

resol'(z) =limz - T'(2) = liH(l) I'z+1)=TI(1) =1.
Z—

z—0
Nula je tedy pol funkce gamma s reziduem rovnym hodnoté jedna. Tento proces
muzeme nasledné opakovat pro —2 < Re(z) < —1, —3 < Re(z) < —2, a tak
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déle. Zjistime, Ze funkce gamma je holomorfni na C\ {0, —1,—2,--- }. Reziduum

v bodé z=—npron=20,1,2,... je

res_,(n+z)-I'(z) = Zl_i}{ln(z +n)- @ =
o ‘ C(z+n+1) B (1) (=)
=N S e ori s oy pepripes Sl ey sy s e

Funkce gamma v nekladnych celych ¢islech neni holomorfni, nebot zde mé
poly. Z definice pdlu 5 plyne, ze pokud je bod zy pélem funkce I'(z), nutné plati
lim, ., ['(z) = o0. V ¢islech 0 ,—1, =2, ..., mé tedy funkce gamma limitu
rovnu hodnoté nekonec¢no. Piikro¢me zavérem k definici funkce gamma v oboru

komplexnich ¢isel.

Definice 8. Funkce gamma je definovand na mnoziné C\ {0, —1, —2, - - } néasle-

dujicim vztahem

I'(z) = Z % + /100 t=tet dt.

Z definice vidime, 7Ze za z lze dosadit i libovolné reélné ¢islo kromé nekladnych
celych ¢isel. Nyni jiz mame predstavu o chovani funkce gamma na obou poloosach,

a tak si uvedeme tabulku nékterych hodnot a také graf funkce gamma.

N[
N[
[a—y
nojw
(N}
[\J ]
w
[NSIEN

=
&
[SVIITN
5
s
S
I
_
[
3
g
INg[OV]
5
[\
ol
3
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graf funkce I'(x)

Obrazek 2.1: Graf funkce gamma pro x € R

Z grafu je mozno vycist, jak se rizni chovini funkce gamma na kladné a
zaporné poloose. Zatimco na kladné poloose je funkce gamma spojita, na za-
porné poloose se chova odlisné. Vime, ze v komplexni roviné ma funkce ga-
mma v nekladnych celych ¢islech poly, protoze plati, ze lim, , I'(z) = oo pro
2o = 0, —1, =2, ---. Graf ndm vsSak napovid4, Ze v nekladnych celych ¢is-
lech méa funkce gamma vertikalni asymptoty. V prostoru redlnych cisel vertikalni
asymptoty nalezneme, nebot pro ¢isla zo =0, —1, —2, --- bude platit, Ze

Z1_1>IZIO1+ ['(z) =00 A zl—i>Izrol— ['(z) = —o0.
7 definice asymptoty plyne, ze pokud je alespoii jedna nevlastni limita v daném

bodé nevlastni, mé& funkce v tomto bodé asymptotu. Funkce gamma tak ma
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vertikalni asymptoty v nekladnych celych ¢islech. Oborem hodnot funkce gamma

jsou vSechna redlné ¢isla kromé nuly.

2.3. Funkce beta a jeji souvislost s funkci gamma

Beta funkce, znacena pismenem B dle francouzského matematika, fyzika a
astronoma Jacquesa Bineta, je definovana pomoci nevlastniho integralu a je s
funkci gamma neodmyslitelné spojena. Vyuziti beta funkce nalezneme naptiklad
v integralnim poctu, jak je mozno vidét v kapitole 3, kde vétSinu integrali po-
moci této funkce spocitdme znacné rychleji. Nelze opomenout také beta rozdéleni

pravdépodobnosti a jeho uziti.

Definice 9. Beta funkce, nékdy téz nazyvana jako Euleruv integral prvniho

druhu, je definovana jako nevlastni integral B(a,b) tvaru
1
Bla,b) = / t (1=t dt, a >0, b> 0.
0

Priklad 3. Ovérte konvergenci integralu B(a,b) = fol ta=t . (1 — t)>Ldt pro
a > 0,0 > 0.

Resent: Nejprve se podivejme na pripad, kdy a > 1, b > 1. V takovémto piipadé je
integrand t*~!- (1 —1)*"! spojita funkce na intervalu [0, 1] a konvergence integralu

je zaruCena. V piipadg, ze a € (0,1), b € (0,1) si integral prepiseme
1 : 1
/ (1=t dt = / (=)t dt +/ (1 —t)tdt,
0 0 1

Uvazujme integral foé t2= 1. (1—t)>~1 dt. Tento integral je pro a € (0,1), b € (0,1),

!] omezena funkce a

t € (0, 1] konvergentni, nebot (1 —¢)’~! je na intervalu (0, 3

a-29°

1
plati, ze [2t*' dt = —=. Konvergence integralu fll ta=1 . (1 — )L dt plyne z
2

omezenosti funkce t*~! na intervalu [3,1) a pro b € (0,1) plati [l =)t dt =
2

1
b2t

32



Vlastnost 10. Souvislost mezi funkci gamma a beta je vyjadiena nasledujim

vztahem
I'(a) - T'(b)

B(a,b) = T(a+b)

a>0,b>0.

Diikaz.
[(a)-T(b) = / ttoetdt - / ut e du =
0

0
= / / b et 4t d.
o Jo

Proménné substituujeme do zobecnénych polarnich soufadnic
_ 2 _ .2
t=p-cos”p,u=p-sin” p,

cos’p —2-p-cosp-singp
sinf¢ 2-p-cose-sing

‘:2-p-sing0-coscp

Plati, Ze t,u > 0 < p > 0, € [0, 7]. Nyni vyuZijeme danou substituci

[(a)-I'(b) = 2-/ /2 e P p 1 (cos® )Pl (sin? )Pt pecos p-sin p dp dp =
o Jo

INIE]

=2 / e ptlap . / (cos® 1 p) - (sin® ! @) dp =
0 0

jus
2

=2-T(a+0)- / (cos® 1 p) - (sin® ! ) de.
0

Na zbyly integral vyuZijeme substituci z = cos?p,dz = —2 - singp - cos p dyp,

integrac¢ni meze se zméni na 0 a 1.
1
['(a) - T'(b) =T(a+0) - / 271 (1— 2 dz =T(a+b) - B(a,b).
0

[(a) - T'(b)

B(a,b) = Tt
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graf funkce B(a b)

? T T T T T T T T T
—— RS )
5l ——B(lb]
——R(15h)
— R(25h)
5 - -
— ar 7
\ﬂ_S i 1
2 - .
1 - -
0 1 L = |
0 1 2 3 4 5 B 7 8B 9 10

Obrazek 2.2: Graf funkce beta v proménné b s ruznymi hodnotami parametru a
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Kapitola 3

Aplikace funkce gamma

Funkce gamma ma vyuziti v mnoha matematickych odvétvich. Nejznameéjsi
vyuziti funkce gamma nalezneme v integralnim poctu, ve kterém se diky funkci
gamma miizeme vyhnout zna¢né komplikovanym integraluim a dojit k vysledku
snadnéjsi cestou. Nelze opominout ani pole pravdépodobnosti a statistiky. Pomoci
funkce gamma je definovano gamma rozdéleni. Funkci gamma ale nalezneme i v
dalsich rozdélenich pravdépodobnosti.

V této kapitole byly vyuzity zdroje [13],[14],[15],[16], [18], [19],]20], [23],]24]-

3.1. Integralni pocet

Funkce gamma ma v integralnim poctu Siroké vyuziti. Mnohé integraly, které
bychom jinak fesili pomoci mnohonasobného pouziti substituci a metody per par-
tes, se daji prevést na funkci gamma, jenz nam znac¢né usnadni vypocet. Protoze

vzorcl a vztahu s funkcei gamma je mnoho, uvedeme zde ty nejcastéji vyuzivané.

Piiklad 4. Vypoctéte integral

NIE]

/ sin” 'z - cos® 'z dx, p>0, ¢ >0.
0

Regent: Integrand si nejprve pomoci vytykdni upravime do vhodného tvaru a

nasledné vyuzijeme substituci y = sin® z.

J

INIE]

1 2
sin? ! x - cos? 1$dx:§- sin”2x-cos?22-2-sinx - coszdr =
0
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y =sin’z,1 —y =cos’x
dy =2-sinx-cosxdr

1 ! P_1q qa_1
=5 [y (A-y)Edy =
0

1 gy 1 I(E)-TE)
:E'B<§7§>:§‘#7P>O’Q>O'

Piiklad 5. Vypoctéte integral
e 1 1
—d > —.
/oo (T+a2)e 072

Reseni: Integral ma konec¢nou hodnotu pro a > % a funkce ﬁ je suda, takze

plati
o° 1 ° 1
Y o E
o (L 2%) o (I+a?)

Nyni vyuzijeme substituce y = ﬁ, pak plati, ze dx =

N
Ju
<

x € (0,00), y € (0,1). Po provedeni substituce dostavame

o0 1 0 1 -1
2./ —2dx_2./ya’._. L.—Qdy:
o (L+22) 1 2 -y y

z/oly“ 1 (1-y)? 1dy=B(a—%,1>=
Ma-3)-T(})
T T >3

Piiklad 6. Vypoctéte integral

/ 2P ey a >0, p>0, g €N.
0

Resent: Pro vipotet tohoto integralu uzijeme substituci y = a - 9, potom plati

q “ - .z
de=1.(%)a - Ldy Integratni meze se substituci nezméni.

q
1 = 1

.e_y_ . <g> . _dy:
g \a a

p—1

[osira [
0 0 a
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_ 1w /OO YOI o gy —
q 0

1
_.a—(P/Q)-F(Zz), a>0,p>0 geN
q q

Disledek 2. Z predchoziho prikladu dostavame pii konkrétni volbé p, g nasle-
dujici vysledky

Piiklad 7. Vypoctéte integral

1
/ Pt (1 — 2™ N de, p>0, ¢ >0, mEN.
0

1 1
/ Pt (1 — 2™ N dr = / P g™ (1 — ™)
0 0

Zde vyuzijeme substituce y = 2™, poté dy = m - z™ ! dx, integra¢ni meze se zde

nezméni. Po zavedeni subtituce dostaneme

1 1 1
/ Pt (1 =™y = — / y /=l (1—y)tdy =
0 mJo

————=, p>0,¢>0, meN.
m

1oy o1 tE) )
“ ) r(%+a)

Piiklad 8. Vypoctéte integral

o) .Z'p_l
/O mdw,a>0,p>0,q>0.
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Resent:

00 =1 q 00 rPta 1y
/0 (a —+ x)p+q = /O (a -+ x)p+q " L

Nyni vyuZijeme substituce tvaru y = -, potom x = %, dr = u_;“yg) dy. Dolni

integrac¢ni mez zistane beze zmény, horni integra¢ni mez se zméni na hodnotu 1.

Po substituci dostavame

1 1
pra (_WY T 0 d :/ pra . (LZY)"__a dy =
/oy (1—y) T Y < ay ) 1—y2 "

IR _ 1
:_/ypl(l_y)q 1dy:53<p7Q>7a>07p>07q>0
0

ad

Diisledek 3. Polozime-li a = 1, ¢ = 1 — p, dostaneme jiz dfive zminovany vztah

"The cosecant identity".

o] xpfl d B . - - 1
— 1 —_ — . — — .
/0 1 +x v <p7 p) (p) ( p> Siﬂﬂ'p, p € (07 )

3.1.1. Bernoulliho lemniskata a eliptické integraly

Bernoulliho lemniskata je kiivka definovanad Jacobem Bernoullim, o niz se
poprvé zminil v publikaci Acta Eruditorum z roku 1694. Nazev "lemniscus'je
latinsky vyraz pro stuhu ¢i magli. Bernoulli v té dobé nevédél, ze kiivka, o které
piSe, je specidlnim piipadem Cassiniho ovali, které publikoval Giovanni Domenico
Cassini jiz v roce 1680. Pozdéji se délkou oblouku Bernoulliho lemniskaty zabyvali
vyznamni matematikové Euler a Gauss, jenz definovali eliptické funkce a eliptické

integraly.

Definice 10. Necht Fy, F5» € R jsou dva pevné dané body v roviné, kde F} # F5.
Bernoulliho lemniskdtou pak nazveme mnozinu bodi P v roviné takovych, ze
soucin vzdalenosti od téchto dvou pevné zvolenych bodu Fi, F5, je konstantni a

rovna se b, b € R, tj. plati

|F1F2|>2:b2

FP|-|RP| = (=
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a plati, ze vzdalenost bodu Fy, Fy je rovna 2-b, tedy |F1Fy| =2 - b.
Poznamka 4. Body Fy, F5 z definice 10 se nazyvaji ohniska.

Implicitni rovnice Bernoulliho lemniskaty se obvykle uvadi v néasledujicim

tvaru
((z =0 +y°) - (& + %) +y°) = b
Po upravé dostaneme

(ZEQ +y2)2 —9. b2 . (ZL‘2 . yQ).

Po substituci do polarnich proménnych x = r - cosp, y = r - sin ¢ dostaneme

polérni rovnici Bernoulliho lemniskéaty
r? =2 b% - cos2p,

kde
e(_ﬂ' 7T>U(37T 57T>
14 17 14 )

Pro zjednoduseni polozme a? =2 -2, a, b € R.

Bernoulliho lemniskata

oaft .
0t .
o4} .

0z2r E

0zt .
04t .
OB .

Ne8t+ -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
X

Obrazek 3.1: Bernoulliho lemniskata zadéana parametrickou rovnici 72 = cos? ¢
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Piiklad 9. Vypoctéte obsah plochy vymezené Bernoulliho lemniskatou.

INE]
]

ay ]

% 1 =
:/ a2-0032g0d<p:a2.[§.sin290}4 = a’.

_
4

r2dgo> :/ r2dgpz

s
4

Lk}

%

Vyrazné usnadnéni ptinasi funkce gamma pii aplikaci v eliptickych integra-
lech. Eliptické integraly spadaji do kategorie neelementarnich integrali, kdy in-
tegrujeme spojité funkce jedné proménné, jejichz primitivni funkce ale zpravidla

neumime vyjadiit pomoci koneé¢ného poctu elementarnich funkei.
Definice 11. Eliptickym integrdlem nazveme integral tvaru [ R(z,/P(z))dx,

kde R(z,y) je racionélni funkce dvou proménnych a P(x) je mnoho¢len tietiho

nebo ¢tvrtého stupné, ktery nema nésobné kofeny.

Piiklad 10. Vypocitejte integral f01 dx.

S S
V(1=z*)

_lpd o1 TG

Definice 12. Uplngm eliptickgm integrdlem proniho druhu nazyvame integral

tvaru

! 1 2 1
K(k) = / dx = / de,
0 (1 —a2) (1— k2a22) 0 \/1—k2-sin?p
kde 0 < k* < 1.

Eliptické integraly ziskaly své pojmenovani pii zkouméni vypoctu délky elipsy.
Jejich vyuziti se v8ak naléza i pfi vypoctu dalsich kiivek, my se podivime na
vypocet délky Bernoulliho lemniskaty.
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Piiklad 11. Vypoctéte délku Bernoulliho lemniskaty.

Reseni: Vychézime z parametrické rovnice lemniskaty tvaru r? = a? - cos 2.

Mgjme dva body, pocatek O = [0;0] a bod P = [r - cosp; 7 -sing|. Necht d
je délka Bernoulliho lemniskaty v prvnim kvadrantu. Pro vypocet délky oblouku
obecnd plati ds® = dr? + 12 - dy?, tedy ds = /1 + 12 - (2£)2 dr. Délka lemniskaty

v prvnim kvadrantu se pak spocte nasledovné

P a ng
:/ \/dr2+7‘2~dg02dr:/ \/ 1472 (5=)2 dr.
o 0 dr

dr __ _ asin2p dp\2
Vypocteme si derivaci g5 = —Z22=2F, potom (2)° =

= a4r_2r47 kde jsme vyuzili toho,

v 2 .
ze cos2p = 5 a sin®2p = 45

a T4 a 1
= \/1+—dr:/
/o at —rt 0o V91— (r/a)*dr.

Délku celé lemniskity oznac¢ime pismenem s a bude pro ni platit

524./0“ﬁdr

Zavedeme substituci t = =, potom dt = %dr. Dolni integra¢ni mez se nezméni,

horni integra¢ni mez nabyde hodnoty 1.

a 1 L |
s:4-/0 WdT:Zl.a‘/O\/l—Tﬁdt:
= 2V/2-a- K(1/V?2).

Nyni je tedy nasim tikolem vypoéitat hodnotu K (1/4/2).

KQ/v2) = / V1= 1/2 - sin? gpd(p:

Funkci sinus nahradime ze znamého vztahu sin® ¢ + cos? ¢ = 1 funkci cosinus a

dostaneme

K(l/\/§) :\/E'/OZ\/#WCZQO
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Ideélni substituci je v tomto piipadé univerzalni substituce pro goniometrické

funkce tvaru t = tan(y/2), pak dp = 1+t2 dt. Potom plati, ze cosp = 12

1+¢2°
Integra¢ni meze se zméni na 0 a 1. Po dosazeni dostavame

K(1/v2) = \/_/ \/ 2'1jt2dt:

t2
1-|-t2

1
=2 | ——
[ =

Substituujeme do nové proménné y = 14}#7 poté dt = 4—1 . (1;;,)(73/4) dy.

! -1 /1 —y\(3/9)
= —-2. (1/2) . :
K(l/\/§) 2 /; Y Ayy? < " ) dy

N | —

1
. [ Y (1= ) gy

2

Provedme substituci do proménné z tvaru z = y — % Integracni meze se zméni
na 0 a % a dostaneme

K(1/V2) = % : /0% (z + %)(_3/4) : (% - z)(_3/4) dz. (3.1)

NG Z I T2 , L
Ozna¢me f(z) = <z + 5) . (5 — z) . Tato funkce je suda, nebot pro ni
plati f(z) = f(—

z), Vz € R, takze lze psat integrél (3.1) néasledovné

( 1)(3/4) <1 )(3/4) d
z+ 5 5 -z z.

Substiuujeme-li zpét do proménné y, kde z = y— 5, zméni se ndm integrac¢ni meze

NI

K(1/v/2) = ;;/

=

na 0 a 1 a timto krokem se dostaneme k funkci beta, potazmo funkci gamma, a
k vysledku K(1/v/2).

1 1 L B
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o) -5

Poté jiz snadno dopocitame délku kiivky

s=2v2a- K(l/\@) =a- M ~ a-H,2441151086.
\ 2T 7

3.2. Pravdépodobnost a statistika

Nemalé vyuziti funkce gamma nalezneme v teorii pravdépodobnosti a statis-
tiky. Gamma funkce se vyskytuje v mnoha spojitych rozdéleni pravdépodobnosti
jako je naptiklad gamma rozdéleni, ze kterého vychézi také rozdéleni chi-kvadrat
¢i exponencialni rozdéleni. Nemtzeme opomenout ani beta rozdéleni, Studentovo
rozdéleni a Fisher-Snedecorovo rozdéleni. Zminime si také rozdéleni Weibullovo

a Wishartovo.

3.2.1. Gamma rozdéleni

Gamma rozdéleni je jednou z aplikaci funkce gamma, které ma Siroké vyuziti.
Pouziva se pfevazné ke zkoumani proménnych s asymetrickym rozdélenim pravdeé-
podobnosti. V matematické statistice se vyuziva k modelovani pravdépodobnosti
doby c¢ekani, v pojistné matematice ma vyuziti napiiklad pfi modelovani vyse
pojistného plnéni - nejcastéji se pouziva pro vypocet rozdéleni vyse pojistnych
naroki v nezivotnim pojisténi, protoze je flexibilnéjsi nez rozdéleni exponencialni.
Jeho nevyhodou v oblasti pojistné matematiky jsou neptesné odhady pravdépo-
dobnosti prili§ vysokych pojistnych plnéni. Vyuziti nalézd gamma rozdéleni také
v geologii pii analyze obsahu kovu v rudnich blocich. Neméné zajimavé vyuziti
nalezneme také v meteorologii, kde se pii vypoctu standardizovaného srazkového
indexu vyuzivd pro vypocet kumulativni distribu¢ni funkce srazkovych thrni
aproximace rozdélenim gamma. Obvykle se pfedpokladé, ze funkce popisujici roz-
lozeni mésicnich srazkovych thrnii m4 gamma rozdéleni, toto rozdéleni je vhodné

pro studium sucha ve vétsiné oblasti Evropy.
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Definice 13. Spojitd ndhodna veli¢ina X s hustotou fx ma gamma rozdélent,

jestlize existuji realné ¢isla @ > 0 a § > 0 tak, ze fx je tvaru

1 | ol —z/B
Frlz) = O e , prozxz >0
0, pro z < 0.

Poznamka 5. Gamma rozdéleni s parametry « a § znacime I'(«, ).

Poznamka 6. Gamma rozdéleni s parametry o € N a g > 0 lze v literatuie

nékdy nalézt pod nazvem Erlangovo rozdélend.| 18|
Véta 4. Fzponencidlni rozdeéleni je specidlnim pripadem gamma rozdélend.

Diikaz. Pokud v definici gamma rozdéleni polozime hodnotu o = 1, dostavime

ihned exponencialni rozdéleni s parametrem (1/5) > 0 s funkei hustoty tvaru

1. -/
-e prox >0
_JB )
€T =
fx(@) {O, prox <0
O]
Veéta 5. Chi-kvadrdt rozdélent je specidlnim pFipadem gamma rozdélend.
Diikaz. Pokud ve vztahu pro hustotu gamma rozdéleni polozime hodnotu a = 3
a B = 2, dostaneme hustotu y? kvadrét rozdéleni s n stupni volnosti ve tvaru
1 —z/2 2)—1
fX(:L,) _ F(n/2)-2("/2) e CE/ . .I'("/ ) , pro xr > O
0, prox <0
O]

Véta 6. Ndhodnd velicina X s rozdélenim pravdépodobnosti I'(a, ) md E(X) =
a-Bavar(X)=a- 3%

Diikaz.

o > . > 1 a—1_-z/ o
E(X)_/_ fo(I)de—/O xwx e BdI—



Jednoduchym postupem vyuzivajicim znalost substituce, zaklady pravdépo-
dobnosti a znalosti definice funkce gamma a jeji funkcionalni rovnice, jsme odvo-

dili stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, kterd ma gamma rozdéleni.
Pro odvozeni rozptylu nahodné velic¢iny s rozdélenim gamma spocteme nejprve
hodnotu E(X?). VyuZijeme stejnou substituci jako pii vypoctu st¥edni hodnoty.

Uzijeme také znalost jiz zmihované funkcionalni rovnice 3.

)= [t e [Tt S

1 /OO +1, o~/
=——" e dr =
I'(a)- B Jo

LTl ey =

1 o)
:r(a).ﬁa'/o (Bt)* et Bdt =
1 lo} Ooa —t .
:—F(a).ﬁa.ﬁ-ﬂ./o totl o=t gt =

P s P s Ty
=ty Do+ 2 = gy 0+ )T+ 1)

et T =a (atl) 5

7 pravdépodobnosti a statistiky vime, ze definice rozptylu je
var(X) = BE(X — E(X))%
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Plati, ze
var(X) = B(X — E(X))? = E(X —2- X - B(X) + (E(X))? =
= E(X*) =2 (BE(X))* + (E(X))* = B(X?) — (B(X))".
Poté ji7 lehce dopoditame rozptyl
var(X) = a-(a+1) - f° = (a-p)’ =
= FPra-f-a® FP=ap
O

Definice 14. Momentovou vytvorujici funkci pro spojitou ndhodnou veli¢inu X
s funkei hustoty fx(z) nazyvame funkci M (t) tvaru

M(t) = BEle"Y] = / e - fx(x) dx, Y|t| <b.

—0oQ0

Piiklad 12. Odvodte momentovou vytvoiujici funkci pro ndhodnou veli¢inu X

s gamma rozdélenim I'(a, f).

Reseni:
M(t)—E[etX]:/oo " fx(x) do =
_ 1 . * = %725 a—1
“ ), ¢ ) o

Nyni budeme substituovat do proménné y = x - (— — t), poté x = B'y, , dxr =

B
15t

dy. Integracni meze se nezméni.

M) = W/omey' (1 €Ey~t>a_l ' (1 —Bﬂt) =




Véta 7. Necht mdme n nezdvislijch ndhodnijch velicin s rozdélenim pravdépo-
dobnosti gamma, takovych, ze X1 ~ I'(ay, B), -+, Xp ~ I'(an, B). Pak ndhodnd
velicina Y = X1+ -+ + X, md rozdéleni I'(ay; + -+ - + iy, B).

Diikaz. Diikaz provedeme pomoci momentové vytvorujici funkce. Pro nadhodnou

veli¢inu X; ~ T'(ay, B) je momentova vytvorujici funkce rovna
My, (t)=(1—p[-t)"*.

Poté momentova vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny Y = X; +--- + X, vypadé

nasledovné

1
= (1= f-t)y (atton) yp < =
s
Momentova vytvorujici funkce ndhodné veliciny s I'(«, ) je tvaru W, z CehoZ
plyne, Ze z tvaru momentové vytvorujici funkce My (¢) ihned zjistime, ze ndhodna

veli¢ina Y ~ I'(ag + -+ + ap, f). O
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funkce hustoty gamrma rozdéleni

I:I5 T T T T T T T
— 1 2
naf HEAL 4
—7 500
035} -
03t -
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02t -
015} g -
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OiEL k\k\ -
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e
0 il | ] -
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Obréazek 3.2: Funkce hustoty gamma rozdéleni s riznymi parametry

Tvar hustoty nadhodné veli¢iny s gamma rozdélenim je dan parametrem a.
Pokud je o < 1, pak hustota ma tvar klesajici exponencidlni funkce. Pro o =1
dostaneme piimo funkci hustoty exponencidlniho rozdéleni. V pripadé, ze a > 1
méa hustota vybouleny a zeSikmeny tvar. Sikmost se s rostoucim o snizuje.

Nyni se podivejme na praktické vyuziti gamma rozdéleni. Bud X (¢) Poisso-
niiv proces, tedy ndhodny proces, ktery nam udava pocet vyskyti dané udalosti
v intervalu [0,t]. Pro Poissoniv proces plati, ze doby mezi vyskyty jednotlivych
udalosti jsou nahodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem (3, kde
parametr § udava stiedni pocet vyskyti dané udalosti za jednotku c¢asu. Uva-
7zujme napiiklad ptichody zdkaznikid do obchodu. Tyto ptichody tvoii Poissoniv
proces a doby mezi ptichody jednotlivych zdkazniki jsou dany exponencidlnim
rozdélenim. Doba ¢ekani na « zakazniku je pak dle véty 7 dana jako ndhodna ve-

li¢ina s rozdélenim pravdépodobnosti I'(«, ), nebot doby mezi p¥ichody jednotli-
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vych zakazniku jsou ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem

B, pricemz exponencialni rozdéleni je specidlnim piipadem gamma rozdéleni.

Priiklad 13. Do obchodu s domécimi potfebami dochézi 30 zakazniku za hodinu.
Jaké4 je pravdépodobnost, Zze budeme na prvni dva zakazniky cekat déle nez 7
minut?

Resent: V tomto pifpads nam parametr o uréuje pocet zakazniki, na néz tekame,
tedy a« = 2. Parametr § urcuje prumérnou dobu ¢ekani na jednoho zékaznika,
zde tedy 0 = % = 2. S vyuzitim faktu, 7e primitivni funkce k funkci = - e=%/2 je

—2 . (z +2) - e7/2 vypoéitame pravdépodobnost

& 1
P{X >7 :/ — gl e By =
K== Ty e

1 o 1 o0
21/7 x‘e_x/QZZ‘[_2‘(1'“1“2)‘6_3:/2]7:

= g . e”7? %~ 0,13589.

S pravdépodobnosti 0,13 budeme na prvni dva zdkazniky ¢ekat déle nez sedm

minut.

Piiklad 14. M¢jme tii zarovky. Predpokladejme, Ze ¢as vyhoteni kazdé z nich
je modelovan ndhodnou veli¢in s exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou
200 hodin. Necht je doba zivota jedné zarovky nezavisld na ostatnich. Naleznéte

rozdéleni pravdépodobnosti a stfedni hodnotu doby zivota vSech tii zarovek.

Regent: Doby zivota jednotlivych zarovek jsou modelovany ndhodnymi veli¢inami
X1, X5 a X3 s exponencidlnim rozdélenim pravdépdobnosti. Celkova doba zivota
vSech t¥i zarovek bude ddna ndhodnou veli¢inou Y = X+ X5+ X3. Exponencialni
rozdéleni je specidlni pripadem gamma rozdéleni pro o = 1. Nahodna veli¢ina Y
pak ma dle véty 7 gamma rozdéleni I'(3,200) a funkci hustoty tvaru

1

__ e e s
(@) = Ty 200 ¢ € =

Iy
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Stredni hodnota doby Zivota vSech tii Zarovek najednou je
E(Y)=«-p=0600.

Rozdéleni pravdépodobnosti je T'(3,200) a stfedni hodnota doby Zivota vSech t¥i
zarovek je 600 hodin.

Priklad 15. Zivotnost zafizeni (v hodinach) je dana gamma rozdélenim T'(4, 100).
e Urcete priumérnou zivotnost zafizeni.

e Urcete pravdépodobnost, Ze zafizeni vydrzi déle nez 300 hodin.

Reend: Priumérna zivotnost zafizeni je déna stfedni hodnotou nahodné veliciny
X ~T'(4,100), tedy
E(X) = a- = 400.

Primérnd zivotnost daného zafizeni je 400 hodin.
Nyni je nasim tkolem spoc¢itat P{X > 300}. V tomto piikladu vyuzijeme

trikrat integrac¢ni metodu per partes.

1 o
P{X>300} = — — 3. —(@/100) g
{ } T'(4) - 100" /300”” € &

u=z> v =e"

W =3 2%v=—100e @100~

1 o0 (/100)

_ 3 —(x/100) _
= — x°-e dx =
6 * 108 300

1 o0 o
— (1 =100 23 —(z/loo)} 300./ 2, ,—(2/100) 4 ) _
6 * 108 ([ 'T € 300 + 300 v ¢ *

9 1 o _(/100)
— . . r d —
28 T 20 /30095 ‘ v

u = 12 v = e (

W =2 1v=—100-¢ /100 =

x/100)

9 1 2 —(a;/loo)ro - —(x/100) ) _
_2-e3+2-106 ([ 100 - 27 - e 300+200 300206 dr) =

U=7 v = e—(z/100)

W=1v=-100-¢ /100

9 9 1 o
e €T - 67(1‘/100) dx —

+ + =
2 ° 63 2 * 63 ].04 300
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[e.9]

—9. et — . ([— 100 - - e—WlOO)} +100 / ¢~ (@/100 da;) -
300 300

1 [e.9]
:9-6_3+3-e_3+—2-/ e~ (@/100) g —
102 J300

1 [e's)
=127 4 o [ =100 ¢

102 300

= 13.e3 ~0,6472.

S pravdépodobnosti 0,6472 vydrzi zafizeni funkéni vice nez 300 hodin.

3.2.2. Beta rozdéleni

Beta rozdéleni patii mezi spojita rozdéleni pravdépodobnosti definovana na
intervalu [0, 1]. Toto rozdéleni ma stejné jako gamma rozdéleni Siroké vyuziti
v ruznych odvétvich. V lékafstvi se vyuziva v oboru genetiky k popisu alelické
frekvence, jenz popisuje genetické projevy v lidské populaci a pii zkouméani he-
terogenity v pravdépodobnosti HIV pfenostu. Dalsim oborem, v némz nalezneme
beta rozdéleni, je management, konkrétné se jedn& o rozvrzeni ¢asu pfi tvorbé

kontrolnich systémi a projektovani.

Definice 15. Spojita nahodna veli¢ina X s hustotou fy méa na intervalu [0, 1]

beta rozdélent, jestlize existuji redlna ¢isla o > 0 a 8 > 0 tak, ze fx je tvaru

Ix(x) = Bla, ) St (1-— x)ﬂ_l, Vo € [0, 1].
Neboli
fx(z) = —FIE((IC; +Ff;) o (1 —2)P Vo e [0, 1.

Poznamka 7. Beta rozdéleni s parametry «, 8 ozna¢me Beta(a, [3).

Véta 8. Ndihodnd velicina X s rozdélenim pravdépodobnosti Beta(a, ) md E(X) =

« _ a-f
ars 0 var(X) = orpparary
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B0 = [Caeptado= [o JO Dy

_P@+B) e e =
‘r<a>-r<5>/o S

_ F(a+ )
I'(a) - T(B)
_ I+ P) ‘F(&+1)-I‘(ﬂ) _
['(a)-T(B) T(a+B+1)

Tla+8) T(a+1)
CD(a) T(a+B+1)

-Bla+1,8) =

Z funckiondalni rovnice 3 plyne, ze I'(a +1) = a-I'(a) a o+ S+ 1) =
(a+ B)-I'(a+ B). Poté plati

a
a+ 3

E(X) =

Pti vypoctu rozptylu budeme stejné jako u gamma rozdéleni vychazet ze vztahu
var(X) = E(X?) — (E(X))? a nejprve si vypofteme F(X?). Postup odvozeni je

témeér totozny jako odvozeni stfedni hodnoty beta rozdéleni.

B0 = [ o= [ RO e e

o0

~ T(a+p) ) lxa+1_ Ay —
_____T'A (1—2)1d

() T3
CT@B) o
=Ty Btz

a-(a+1)

T (a+f)-(a+B8+1)
Dopocitame rozptyl ndhodné veli¢iny s beta rozdélenim.
a-(a+1) ot
(a+8)-(a+f+1) (a+p)?
52

var(X) = BE(X?) — (B(X))? =



_a~(oz—|—1)-(a—|—ﬁ)—oz2'(oz+6+1)
(a+8)? (a+8+1)

= Oé'ﬁ
(a+B8)? - (a+8+1)

funkce hustoty beta rozdéleni

35 T T T T T T T T T
Betal0 5 0.5)
2 [ Beta(2,2)
Beta2 o)
Betafs 2)
2a81 /’_t_‘\\ g
2 - -
b
156F .
1 - -
05 ‘Hf/// .
0 R, o 1 1 1 1 1

0 0.1 02 0.3 04 05 o 07 08 049 1

Obrézek 3.3: Funkce hustoty beta rozdéleni s riznymi parametry

Funkce hustoty beta rozdéleni nabyva mnoha tvari v zavislosti na parame-
trech o a (. Napfiklad pro hodnoty «, 8 € (0,1) je funkce hustoty konvexni
funkci, ¢ehoz se vyuziva pii modelovani vyse Skody v pojistné matematice v ex-
trémnich piipadech, jakymi jsou napiiklad zemétieseni ¢i pozar. Pro a, 8 > 1
mé funkce hustoty beta rozdéleni vybouleny tvar.

Vyuziti beta rozdéleni je zpravidla v piipadech, kdy provadime omezeny pocet

pokusti, jejichz vysledkem mohou byt pouze dva vystupy. Uvazujeme-li experi-
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ment s vysledky typu dspéch-netaspéch, pak parametr a urcuje pocet tispéchu a

parametr [ pocet neuspéchi.

Piiklad 16. Mluvci loterijni spolecnosti tvrdi, ze alespoit 50% lost je vyhernich.
Z poslednich péti lost byly dva losy vyherni a tii nevyherni. Urcete pravdépo-

dobnost, s jakou je tvrzeni mluvciho spravné.

Regeni: Parametr o urcuje v tomto piikladu pocet vyhernich losi, tedy o = 2.
Parametr [ urcuje pocet nevyhernich losi, tedy f = 3. Nyni ur¢ime, s jakou

pravdépodobnosti fikd mluvci loterijni spole¢nosti pravdu.

P{X > 0,5}:/1 Dlat5) 2>t (1 —2)tdr =

0,5 [(a) - T'(B) .

T ! 2 . ' RN N
_m-/o z-(1—x) d:B-lQ-/ (x—=2-2°+2°)de =

0,5

1 2 1 !
:12|:— 2_—~ 3 — 4:| 203125
5 T 3 x +4 x 05 P

Mluv¢éi loterijni spole¢nosti mluvi pravdu s pravdépodobnosti 0, 3125.

Piiklad 17. Predpokladejme, Ze vyrobni linka produkuje kromé kvalitnich vy-
robki také zmetky, a Ze pocet zmetkill za jednotku ¢asu lze modelovat nahodnou
veli¢inou s rozdélenim pravdépodobnosti Beta(2,4). Spocitejte pravdépodobnost,

7e ve varce se nachazi deset az dvacet procent zmetki.

Resent: Pravdépodobnost, Ze ve varce se nachéazi 10 — 20% zmetku, se vypo-
¢ita z integralu funkce hustoty ndhodné veli¢iny s rozdélenim pravdépodobnosti

Beta(2,4).

0,20
20T
P{0,10 < X < 0,20}:/ (a+5) 2 (1 —2)P N de =

0,10 [(a) - T(B) .

L) /0’20 (1— ) dz = 20 /0’20( +3-2° - 3.2 —a%)d
= —— z-(1—2)dr=20- x crxt =32 —2Y)dr =
['(2) - T'(4) Jo10 0,10

o4



20. [1 2 4 g8 3o L 1" L0 41626
2 4 5 0,10 ’

S pravdépodobnosti 0,42 nalezneme ve varce deset az dvacet procent defektnich

vyrobki.

Piiklad 18. Mé&jme dva prodejce zbozi A a B. Oba prodejci nabizi stejné pro-
dukty za stejné ceny, jediné kritérium, ve kterém se rozchazi, je rating od zékaz-
nika. Zakaznici pfi hodnoceni prodejctt vybiraji pouze ze dvou moznosti, budto
se jim zd&l prodejce dobry, nebo Spatny. Prodejce A obdrzel od zédkazniki celkem
100 hodnocenti, z nichz 90 bylo dobrych a 10 bylo Spatnych. Rating prodejce A je
dén jako pomér dobrych hodnoceni viici celkovému poctu hodnoceni, tudiz rating
prodejce A je 90%. Rating prodejce B je 100%, nebot obdrzel 3 dobra hodnoceni

a zadné Spatné. Zjistéte, u kterého prodejce je vyhodnéjsi nakoupit zbozi.

Resend: Prvni véc, kterd vétsSinu lidi napadne, je nakoupit u prodejce s vySsim
ratingem. Tento pfistup vychazi z predpokladu, Ze rating prodejce je dan pouze
jeho vystupovanim a neni dan jinymi okolnostmi. Kdyz se nad tim ale zamyslime
hloubéji, zjistime, Ze i prodejce s nizkym ratingem se mize vyhoupnout na chvili
na napiiklad rating 90%, pokud se v§e sejde, a prodejce s vybornym ratingem se
naopak miize dostat do situace, kdy se jeho rating snizi, i kdyz je v tom zcela
nevinné (napiiklad poskozené baleni zbozi & nesolventnost dodavateli). Beta
rozdéleni ndm pomiuze ziskat spravedlivéjsi nahled na hodnoceni obou prodejcii.

Nyni nahlédneme do Bayesovské statistiky. V Bayesovské statistice se uziva
apriorni a aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti. Apriorini rozdéleni pravdé-
podobnosti vychazi z vSeobecného védéni nebo nasi predstavy o daném tématu,
jednéa se tedy o jakysi hruby odhad. Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti je
pak rozdéleni, jenz dostaneme, pokud do vypoc¢tu zahrneme data.

Necht nadhodné veli¢ina 0,4 znaci pravdépodobnost, ze zdkaznik je spokojen
se sluzbami prodejce A, 6p znaci pravdépodobnost, ze zakaznik je spokojen se
sluzbami prodejce B. Predpoklddejme, zZe doposud nezname rating prodejct a

ze pravdépodobnost zisku dobrého a $patného hodnoceni je stejna. Poté maji
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nahodné veli¢iny 64 a 6 rovnomérné spojité rozdéleni pravdépodobnosti, a to je
v naSem piipadé beta rozdéleni s parametry ay = 1 = 1.

Po provedeni pozorovani zjistime, ze prodejce A ma 90 dobrych hodnoceni ze
sta. Pocet dobrych hodnoceni prodejce A oznac¢ime s; = 90, Spatn& hodnoceni
oznac¢ime f; = 10. Odhad nahodné veli¢iny 6,4 pak méa beta rozdéleni pravdépo-
dobnosti s parametry a = a3 + s1, f = f1 + fi1, tedy Beta(91,11). Analogicky
ur¢ime odhad 6, ktery bude mit rozdéleni Beta(4,1).

Pravdépodobnost, 7ze vzorek z ndhodné veli¢iny 04 je vySsi nez vzorek z né-

hodné veli¢iny 0 je dle [21] dana vztahem

~ T(a+b) -T'(a+c)
p= I'(a+b+c)l'(a)’ (32)

kde a, b jsou parametry rozdéleni nahodné veli¢iny 64 a ¢, d jsou parametry

rozdéleni ndhodné veli¢iny 6p. Po dosazeni hodnot parametri do (3.2) dostaneme

T(102)-T(105) _
P= T06)-T(on) 0%

7 vysledku plyne, ze s vyssi pravdépodobnosti dostaneme v potadku zbozi od

prodejce A, i presto, ze ma nizsi rating.

—Beta{®1,11)
Beta(4,1)

hustota

n I L i ' 1 1
0 0.1 02 03 04 05 0B 0OF 08 09 1
pravdépodobnost

0

Obrazek 3.4: Funkce hustoty beta rozdéleni Beta(91,11) a Beta(4,1).
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3.2.3. Fisher-Snedecorovo rozdéleni

Fischer-Snedecorovo rozdéleni pravdépodobnosti je jednim z nejznaméjsich
spojitych rozdéleni pravdépodobnosti. Uplatnéni naléza pfedevsim v analyze roz-
ptylu a pii testech v regresni analyze. Ve vzorci hustoty tohoto rozdéleni nalez-

neme funkci gammma.
Definice 16. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny, pficemz X ~ x2,,

Y ~ x2, m, n € N. Potom nahodn4 veli¢ina

Z = (3.3)

33 I

mé Fisher-Snedecorovo rozdéleni s m a n stupni volnosti.

Poznamka 8. Fischer-Snedecorovo rozdéleni s m a n stupni volnosti znac¢ime

Fon.

Piiklad 19. Odvodte funkei hustoty fz(x) Fisher-Snedecorova rozdéleni.

Reseni: Fischer-Snedecorovo rozdéleni je definovano pomoci dvou nezévislych

nahodnych veli¢in s chi-kvadrat rozdélenim, kde X ~ x2 a Y ~ x2. Chi-

kvadrat rozdéleni je specidlnim piipadem gamma rozdéleni a plati X ~ F(%, 2),

Y ~ F(%, 2). Tyto ndhodné veli¢iny maji nasledujici funkce hustot

1

F(g) . 9(m/2)
1

N T s RN TR}
F(%) . 2(n/2)

fr(y) =

Sdruzend hustota nasSich dvou nezavislych nahodnych veli¢in je proxz > 0ay > 0

néasledujici

—_

/2y /21 ~(@/2), o~ (w/2)

I3

flx,y) = fx(x)-fy(y) = F(%) -F( ) . 9(m+n)/2

o7



Nyni si odvodime distribu¢ni funkei pro X/Y a z ni poté funkci hustoty, stéle

prox >0, y > 0.

Fxpy(r) = P{(X/Y) <z} =P{X <z-Y}=

_ 1 /oo </$y x(m/2)_1 .6_@/2) dx)y(”/2)_1 . e—(y/2) dy.
[‘(%) p(g) . 9m+n)/2 Jo 0

Pak

d

fxyv(x) = @FX/Y(JJ) = /OOO fx(xy) - fy(y) -y dy =

_ ! . plm/2)-1 / et 2-0) | @) g,
9(m+n)/2 0

r() 1)

Integrovana funkce

y((m+n)/2)*1) ey ((@+1)/2)

se lisi od funkce hustoty gamma rozdéleni pravdépodobnosti F(m;", ﬁ) pouze

() ()

Pokud vztah pro hustotu fx,y(z) rozsitime zlomkem k/k, dostaneme

o konstantu k

r(me) om/2)1
P Ly () e

2 2

kde jsme vyuzili vlastnosti, ze integral z funkce hustoty na svém defini¢nim oboru
nabyva hodnoty jedna. Z definice 16 vime, 7e Z = % - = a pro funkci hustoty

nahodné veli¢iny Z plati

o) = LYY < () = 2 pe () =

(m/2) —(m+n)/2
@) "T(m/2)71' (14_@.3;) , I>O
n



Timto jsme odvodili funkei hustoty Fisher-Snedecorova rozdéleni pravdépodob-

nosti.
funkce hustoty Fisher-Snedecorova rozdéleni
D? T T T T T T T T T
F3,1
06 \ F3.2 i
F5,3
045 Fw,s 5
04F .
=
L
03 .
0.2 .
01 .
I:I 1 1 1 1 1 1 1 | 1

Obrazek 3.5: Funkce hustoty Fisher-Snedecorova rozdéleni s riiznymi stupni vol-
nosti

3.2.4. Studentovo rozdéleni

Studentovo rozdéleni je jednim z nejvice uzivanych spojitych rozdéleni prav-
dépodobnosti, se kterymi se lze setkat. Uziva se napiiklad k testovani hypotéz
o shodé stiednich hodnot dvou ndhodnych velic¢in se stejnym rozdélenim prav-
dépodobnosti - napiiklad k porovnani vynosnosti dvou rtznych druht pSenice.
Stejné jako Fisher-Snedecorovo rozdéleni je Studentovo rozdéleni uzivano v re-

gresni analyze.

Definice 17. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny, pricemz X ~ N(0, 1),
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Y ~x2, n € N. Potom nahodna veli¢ina

7 =

Tl -

mé Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti.
Poznamka 9. Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti znac¢ime t,,.

Piiklad 20. Odvodte funkei hustoty fz(x) Studentova rozdéleni.

Regent: Nejprve se podivame na nasledujici pravdépodobnost
P{—z < Z <z} =P{Z* <2*} = P{(X?/(Y/n)) < 2°}.

Leva strana rovnice lze psat
Pz <7<z} - / F2(8) dt.

Nyni nés zajima podil g—/i Néahodnéa veli¢cina X ma normované norméalni rozdé-
leni. Definice y2-rozdéleni ¥k, Ze pokud U; je n vzajemné nezavislych nahodnych
veli¢in s rozdélenim pravdépodobnosti N(0,1), pak nahodna veli¢ina X tvaru
X=>" U;? ma x%-rozdéleni o n stupnich volnosti. Odtud plyne, Ze ndhodna
veli¢ina X? v nafem piipadé m4 rozdéleni y?,. Nahodna veli¢ina Y ma y%- roz-

déleni s n stupni volnosti. Z definice Fisher-Snedecorova rozdéleni (3.3) vime, Ze

X
nahodné veli¢ina Z tvaru Z = % méa Fisher-Snedecorovo rozdéleni, jestlize na-

T

hodn4 veli¢ina X méa y?-rozdéleni o m stupnich volnosti a ndhodné veli¢ina YV

mé y?-rozdéleni o n stupnich volnosti. V naSem piipadé dostaneme Fj,, a plati

Plex<Z<at= [ fo00) dt = / Fun(t) dt.
—x 0
Oba integraly zderivujeme vzhledem k proménné x

fz2(z) + fz(=2) = fi.(2?) 22
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Studentovo rozdéleni je symetrické, jelikoZ normované normélni rozdéleni je sy-

metrické, a plati

(
Faw) = frae Egﬁ (1) wer

0.4

0.35

0.3

0.25

0.05

Obrazek 3.6: Funkce hustoty Studentova rozdéleni s riznymi stupni volnosti

3.2.5. Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni nachazi vyuziti v teorii spolehlivosti pro modelovani
doby zivota a pii popisu prvki, pii nichZ se projevuje opotiebeni materialu,
které je modelovano parametrem d. Funkce hustoty tohoto spojitého rozdéleni
pravdépodobnosti neni definovana pomoci funkce gamma, avsak funkci gamma
nalezneme pii vypoctu zakladnich charakteristik Weibullova rozdéleni - stiedni
hodnoty a rozptylu. Rozdéleni definoval $védsky fyzik Waloddi Weibull v roce
1939.

61



Definice 18. Spojitd ndhodna veli¢ina X s hustotou fx ma na Weibullovo roz-

délent, jestlize existuji redlna ¢isla ¢ > 0 a d > 0 tak, ze fx je tvaru

cxcl . ef(av/d)c

_ e , prox >0
Fx(2) {0, pro z < 0.

Poznamka 10. Weibullovo rozdéleni s parametry ¢ a d zna¢ime W (c, d).

Véta 9. Pro hodnotu parametru ¢ = 1 dostaneme exponencidlni rozdéleni prav-

dépodobnosti.

Diikaz. Pokud v definici Weibullova rozdéleni polozime hodnotu ¢ = 1, dostavame

ihned funkci hustoty exponenciélniho rozdéleni s parametrem (1/d) > 0. O

Vé&ta 10. Ndhodnd velicina X s rozdélenim pravdépodobnosti W (c,d) md

Diikaz.

c—1

E(X):/ a?-fx(x)dmz/ x-csc e @D gy =
0

—00

:C./O (g)c.e—u/d)c i,

(&
Zvolime substituci t = (%) , potom dz = 4. ¢(1/9=1 dt. Po dosazeni dostéavame

> 1
B(X) = d-/ $1/0) . o=t dt:d-F<—+1>.
0 ¢
Pro vypodet rozptylu opét vychazime ze vztahu var(X) = E(X?)— (E(X))?. Pii

C
- v 2 v . . . _
vypocétu E(X?) uzijeme stejnou substituci tvaru ¢ = (%) .

o . e+l
E(X?) :/ Cr @/ g,
o

= 2
_d2-/ t<2/0>-e-tdt:d2-r(—+1).
0 C

var(X) = E(X?) — (B(X))? = d* - [r(% + 1) - r?(% + 1)}
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Jak jiz bylo fec¢eno na zac¢atku této podkapitoly, Weibullovo rozdéleni se vyu-
7ivé v teorii spolehlivosti pro modelovani doby Zivota a pfi zjistovani miry poru-
chovosti u zafizeni, ktera podléhaji opotiebeni. Mira poruchovosti je definovina

jako funkce proménné t tvaru

h(t) = c. (2)6_1, c>0,d>0.

V souvislosti se zavedenim miry poruchovosti je vhodné si uvést nasledujici vycet

mozného uziti Weibullova rozdéleni.

1. ¢ < 1-srostoucim ¢asem t se zmensuje mira poruchovosti, méné soucastek
se porouchava. Pii modelovani doby 7Zivota se uziva pro modelovani dét-
ské a kojenecké umrtnosti, kdy plati, ze ¢im je dité starsi, tim mensi je

pravdépodobnost jeho umrti.

2. ¢ = 1 - mira poruchovosti je konstantni. Pfi modelovani doby Zivota dochazi

k ndhodnym tmrtim jako je naptiklad zasazeni bleskem ¢i smrt pii nehodé.

3. ¢ > 1 - s rostoucim ¢asem se zvétsuje mira poruchovosti - dochazi k opo-
tfebeni vice soucastek naptiklad jejich korozi. P¥i modelovani doby Zzivota

umiré vice lidi na staif a nemoci s nim spojené.

Parametr d udava rozsah hodnot nahodné veli¢iny s Weibullovym rozdélenim

pravdépodobnosti.
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funkce hustoty Weibullova rozdéleni
5 T T T T T

—W(1,0.5]
451 — W12 ]
—— W25
——Wi(2,10) ||

=
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1

0 0.5 1 15 2 25 3

Obrézek 3.7: Funkce hustoty Weibullova rozdéleni s riznymi parametry

Piiklad 21. Vydrz baterie je modeloviana ndhodnou veli¢inou s rozdélenim prav-

dépodobnosti W (3, 2000).
e Urcete primérnou vydrz baterie.

e Urcete pravdépodobnost, Ze baterie vydrzi vice nez 3000 hodin.

Reseni: Primérna vydrz baterie je dana stfedni hodnotou a v naSem piipadé

plati

1
B(X)=d- F(E + 1) — 2000 - T'(3) = 4000

Baterie vydrzi v priméru 4000 hodin.
Nyni spocitejme pravdépodobnost, zZe baterie vydrzi funkéni vice nez 3000

hodin, tedy P{X > 3000} =1 — F'(3000). Jako vhodné se jevi nalézt distribu¢ni
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funkci a spocitat pomoci ni pravdépodobnost vydrze.

> ® gl e
F(z) = / [x(x) do = / pE em @D gy
—00 0

Zvolime substituci ¢ = (£)°, poté dz = 2 - t1/971 dt. Meze integrace se nezméni.

Po provedeni substituce dostavame
F(z) = / etdt=1—et=1—e @
0

Miuzeme piikrocit k vypoctu pravdépodobnosti.
P{X > 3000} =1 — F(3000) = 1 — (1 — ¢ (3000/20000%%y _ =(15)** () 2938.

Baterie vydrzi vice nez 3000 hodin s pravdépodobnosti 0, 2938.

3.2.6. Wishartovo rozdéleni

Wishartovo rozdéleni je vicerozmérnym zobecnénim x2-kvadrat rozdéleni a
také zobecnéni gamma rozdéleni, pokud jsou stupné volnosti necelosiselné. Vyu-
ziti naléza v hledani odhadi kovarian¢énich matic ve vicerozmérné statistice a v
Bayesovské statistice. Toto rozdéleni bylo popsano Johnem Wishartem, matema-

tikem a zemédélskym statistikem pochéazejicim ze Skotska.
Definice 19. Necht mame definovany nezavislé nahodné veli¢iny

Xl ~ Np(ﬁ“?z)? T 7Xn ~ Np(:una E)

s p-rozmérnym normalnim rozdélenim, stfedni hodnotou p; , 7 = 1,---,n a
(px1)
varian¢ni matici Y . Oznac¢me
(pxp)
T T
H1 1 n
_ . _ .  vTv _ T
M = : , X = : , Y =X X= XTi- T .
(nxp) 7| (nxp) 7| (xp) =
Hn Tn -

Sdruzené rozdéleni prvki matice Y := X7 X se nazyva p-rozmérné Wishartovo

rozdéleni o n stupnich volnosti s parametry ¥ a M.
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Poznamka 11. Wishartovo p-rozmérné rozdéleni o n stupnich volnosti s para-
metry ¥ a M znacime Y ~ W,(n,X, M). Jestlize M = 0, nazyvame rozdéleni

centralni a znac¢ime jej Y ~ W,(n, ).

Na zavér této kapitoly si definujme hustotu ndhodné veliciny s Wishartovym

rozdélenim, ve které nalezneme funkci gamma.

Definice 20. Hustota ndhodné veli¢iny Y ~ W,(n, X) je dana vztahem

ly| % exp{—Lst(y= 1)}
fY(yyz) = np p(p—1) P 2 11 9
2% ;111(71_23)

J

kde y je symetrickd a pozitivné definitni matice, matice X je pozitivné de-
(pxp) (pxp)

finitni, st znadi stopu matice, |y| zna¢i determinant matice y a predpokladame,

zen>p—1.
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo seznamit se s funkei gamma, jeji historii, defini-
cemi, vlastnostmi a jejim vyuzitim.

Prvni kapitola se vénovala historii funkce gamma, kterd pro mé byla natolik
zajimavou, Ze jsem se ji alesponn ve stru¢né podobé rozhodla do prace zahrnout.
Matematikové, ktefi se interpolaci faktoridlu, z niz funkce gamma vzesla, véno-
vali, nestali s tehdejsimi znalostmi pied jednoduchym tikolem a pfesto dosahli
pozoruhodnych vysledkii.

Kapitola druha obsahovala definice funkce gamma ve vicero podobéch a ové-
feni existence této funkce na kladné poloose. Zaroven jsme si ukdzali nejznameé;jsi
vlastnosti této funkce a problémy, se kterymi se miizeme potkat, pokud chceme
znat hodnoty funkce gamma na zaporné poloose. Prenesli jsme se do funkce kom-
plexni proménné a definovali si funkci gamma v méné tradi¢ni podobé, ktera
byla zkouméana matematiky ve 20. stoleti. Na zavér druhé kapitoly byl uveden
graf funkce gamma a stru¢ny vycet hodnot funkce. Zminili jsme se také o funkci
beta.

Tieti kapitola se zaméfila na nejznadméjsi aplikace gamma funkce. V podka-
pitole o integralnim poctu jsme si demonstrovali nékolik praktickych uziti pii
vypoctu integralu a okrajové se zminili o eliptickych integralech a Bernoulliho
lemniskaté. Podkapitola o teorii pravdépodobnosti a statistiky ukazala, jak Si-
roké vyuziti ma gamma funkce ve spojitych rozdélenich pravdépodobnosti. Zjis-
tili jsme, Ze se nejedn& pouze o relativné znamé rozdéleni jako gamma ¢i beta,
ale napiiklad Weibullovo ¢i Wishartovo. Odvodili jsme funkce hustoty Fisher-

Snedecorova a Studentova rozdéleni, se kterymi se v hodinach statistiky studenti
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prili§ nesetkaji, nebot jsou tyto funkce hustoty pomérné komplikované.

Diky diplomové praci jsem si osvézila a prohloubila znalosti z kurzi matema-
tické analyzy ¢i statistiky a zjistila, jak zajimava muze byt historie matematiky.
Nejvice mne zaujalo statistické vyuziti funkce gamma, kterému vénuju ve své
praci velky prostor. Téma této prace splnilo mé oc¢ekavani, kdyz jsem si za osobni
cil stanovila lépe se seznamit s funkei, které se v hodinéch analyzy nevénuje piilis

prostoru.
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