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Seznam pouzitych symboli

C*[a, b] prostor spojité diferencovatelnych funkei az do fadu k

na intervalu [a, ]

N mnozina prirozenych ¢isel

R mnozina realnych c¢isel

R™ mnozina vSech redlnych vektoru délky n
(- -) diskrétni nebo spojity skaldrni soucin
Il norma

l.] dolni celd ¢ast
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Uvod

Problematika aproximace dat je nedilnou soucasti matematické discipliny.
V dnesni dobé jiz existuje mnoho zpiisobi, jak spravné aproximace docilit, a
jednim z nich je pomoci takzvanych splajni.

Splajn se da strucné popsat jako funkce, ktera je po castech slozena z po-
lynomii. Za zakladatele matematické splajnové teorie se povazuje Isaac Jacob
Schoenberg, jenz poprvé pouzil slovo splajn v matematickém smyslu ve svém
clanku v poloviné 20. stoleti. Pivodné vsak tento termin byl znam pod jinou de-
finici. Jiz v 19. stoleti se ke konstrukci lodi vyuzivalo pruzné pravitko, které se po
upevnéni v urcitych bodech prohybalo tak, ze vytvarelo hladkou kfivku. Tomuto
pravitku se v anglictiné fikalo ,spline“. Pozdéji se zjistilo, ze takova kiivka je po
castech polynomem tretiho stupné, cili kubickym splajnem.

Splajny lze matematicky zapsat jako linearni kombinaci bazovych funkci.
Jedny z takovych bazovych funkei jsou i bazové splajny (zkracené B-splajny).
Ty maji spoustu uzitecnych vlastnosti, ale obecné nejsou ortogonélni. Cilem mé
diplomové prace je ¢tenare s ortogonalnimi bazovymi splajny seznamit a ukazat
jejich vypocet ¢i vyuziti na prikladech v softwaru MATLAB.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole se seznamime ¢i pri-
pomeneme pojmy z numerickych metod, které bude nutné znat v nasledujicich
kapitolach. Konkrétné se bude jednat o definice a vlastnosti splajnii ¢i B-splajnt
a jejich vyuziti k aproximaci dat. Ve druhé kapitole se podivame na ortogonalni
B-splajny a zakladni metody, jak takové ortogonalizace dosahnout. Tyto zakladni
metody budou celkem dvé. Téma tieti kapitoly bude o novém zptisobu ortogona-
lizace B-splajnt pomoci tzv. splinetii. Zavérecna ¢tvrta kapitola se bude zabyvat
nazornym vyuzitim ortogonalnich B-splajnt k aproximaci dat.

Prace je doplnéna o koédy a obrazky prikladii jednotlivych metod ortogona-
lizaci ¢i aproximaci, které byly vytvoreny v matematickém softwaru MATLAB
R2017a. V danych kédech byly hlavné vyuzity funkce z balicku spline. V praci

se predpokladd, ze je ¢tenar alespon obeznamen se zaklady softwaru MATLAB.



Kédy se nachézeji na CD, které je soucasti prilohy.
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1. Pripravna kapitola

Tato kapitola slouzi k seznamenti ¢i zopakovani pojmi, které budeme potiebo-

vvvvv

se zakladnimi poznatky z linearni algebry a numerickych metod.

1.1. Splajny

Poznatky a definice z podkapitoly 1.1 byly ¢erpany z [2] a [3].

Definice 1.1. Necht je dan interval [a,b] na R a na ném n + 2 bodu A;, kde
n € N. Jestlize pro tyto body plati

a=X <A << A, <Ay =0,

pak je muzeme nazyvat siti uzla. Sit uzla tvorenou body A\;, i = 0,...,9 + 1,
budeme znacit (AN).

Definice 1.2. Necht je na intervalu [a, b] dana sit uzlu
(AN ta=X <A <+ <Ay < Agp1 =0

Na dané siti (A)X) budeme polynomickym splajnem stupné k s defektem d rozumét

funkei sgq(x), pro kterou plati:
1. sga(x) je na kazdém intervalu [\;, \i11], @ = 0,..., g, polynomem stupné
nejvyse k
2. spa(w) € C*a,b], tj. v uzlech ma syq(z) spojité derivace az do fadu m —d

Symbolem S} zna¢ime linedrni prostor splajnii sgy(x) na dané siti uzlit (AN).
Jestlize jsou v bodech x; € [a,b] pfedepsany hodnoty y;, kde j = 1,...,m, pak

splajn spq(r) € Say spliujict
ska(zj) =y;, j=1,...,m,

nazyvame interpola¢nim splajnem.

11



® Uzly splajnu

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A,=0 1 )\1=2 3 )\2=4 )\3=5 6 A, =7 8 )\5=9

Obrazek 1.1: Polynomicky splajn stupné 3 s defektem 1

Poznamka 1.1. Priklad polynomického splajnu stupné 3 s defektem 1 lze vidét

na obrazku 1.1.

Poznamka 1.2. Pro uréeni dimenze prostoru S je nutno vzit v potaz nésle-
dujici:

e Na kazdém intervalu [A;, A;11] je splajn ddan polynomem stupné nejvyse k.

Kazdy takovy polynom je tedy urcen k—+1 koeficienty. Jelikoz na [a, b) mame

celkem ¢ + 1 takovych intervali, dohromady potfebujeme (g + 1)(k + 1)

parametri.

e V g vnitinich uzlech sité pozadujeme splnéni podminek na hladkost splajnu,
tj. pozadujeme, aby v danych uzlech mél splajn spojité derivace az do radu
k — d. Kazdy vnitini uzel tedy musi splnovat k — d + 1 podminek. Celkem
mame g(k —d + 1) podminek.

Pro dimenzi S5 pak plati
dim Sgt = (g+ 1) (k+1) —glk —d+1) =
=gk+g9g+k+1—gk+gd—g=
=gd+k+1

12



Poznamka 1.3. Prostor S5 budeme pro jednoduchost znacit S£* a funkce z

takového prostoru budeme znacit si(x).

1.1.1. Splajny jako linearni kombinace bazovych funkci

Vzhledem k tomu, jak jsou polynomické splajny definované, je prirozené uva-
zovat nad béazovou reprezentaci téchto funkci. Budeme proto chtit splajny si(z)
z prostoru S&A jednoznacéné vyjadfit jako linedrni kombinaci bazovych funke.
Typt bazovych funkci je mnoho, ale ne vSechny je z numerického hlediska vhodné
zvolit. Pro nase ucely bude nejvyhodnéjsi zvolit takové bazové funkce, jejichz in-
tervaly, na kterém jsou funkce nenulové, jsou pomérné malé. Interval, na kterém
funkce nabyva nenulovych hodnot, nazyvame nosi¢ dané funkce. Jednou z tako-
vych funkei je napiiklad takzvand useknutda mocnina.

Nésledujici definice 1.3 a véta 1.1 byly prevzaty z [3].

Definice 1.3. Funkci (¢ —u)* proménné ¢ a pevné danym u nazyvame useknutou

mocninou, jestlize pro ni plati:

Véta 1.1. Funkce 27, j = 0,....k a (x — N)%, i = 1,...,g spolu tvor bdzi

AX
prostoru S

Je tedy zfejmé, Ze sy(x) € SA 1ze jednoznacné vyjadiit jako
k ) g
sp(x) = D ba? + 3 (=N
=0 =1

Z dtvodu nestability pfi numerickych vypoctech vsak neni vhodné s touto bazo-
vou reprezentaci pracovat. Pomoci useknuté mocniny si vSak muzeme definovat

vhodnéjsi bazi a to takzvané B-splajny.
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1.2. B-splajny

Nyni se podivame na vyhodnéjsi reprezentaci bazovych funkeci. Definice 1.4 a
1.5, véta 1.2, poznamka 1.4, poznatky a véty z podkapitoly 1.2.1 byly cerpany z
[2] a [3], zatimco poznatky z podkapitol 1.2.2 — 1.2.4 byly ¢erpany z [5] a [0].

Definice 1.4. Necht je na intervalu [a, b] dand sif uzlu (Azx) a necht je funkce
f v téchto bodech definovand. Pomérna diference 1. fddu funkce f na (Az) je
definovana vztahem

f($i+1) - f(l’z)

Lit1l — X4

f[l’z‘, l’z‘+1] =

prot=20,...,n.

Pomérna diference k-tého radu funkce f na (Az) je definovand vztahem

Flan . i) = flzivas s wigk]) — floiy oo Tig—a]

Litk — L4
proi=0,...,n—k+ 1.
Definice 1.5. B-splajn BFf!(z) stupné k s uzly \i, ..., Aiyxs1 je definovan jako
BffH(x) = Ny — M) (t — l’)ﬁ[)\z‘» coos Akt
Véta 1.2. BFY(x) md ndsledujici viastnosti:

1. B¥Y(2) je na kazdém intervalu (\;, \iy1] polynomem stupné nejuyse k
¢ 70 N+

NS}

. Bf“(l’) € C* N, Nijres 1]

3. BF(z) >0 pro z € [a, 1]

4. Nosicem Bf“ (x) = 0 je interval [N, Niyxi1]. Tedy:
Bf“(l’) =0 prox & [N, Nitpi1]
U] U]
5. <Bf+1> (M) = <Bf+1> (Misnst) =0 pro¥i=0,... k-1

14



; (Bf%))':k(ff@ B )

itk — Ai Nkl — Aig1

7. Proi=0,...,9+ 1 plati nasledujici rekurentni vztahy:

Bl(z) = {1 Ai <x < A

! 0 jinak
-\ i -
(@) Ntk — A (z) + Aipht1 — Aig1 (o), Y

Poznamka 1.4. B-splajny jsou linearné nezavislé funkce.

1.2.1. Splajny jako linearni kombinace B-splajnii

Vzhledem k linearni nezavislosti B-splajnii jsou tyto funkce vhodné k vytvoreni
béze. Na dané siti uzli (A)) lze vSak sestrojit pouze g — k41 linedrné nezavislych
B-splajnit Bf*(x), kde i = 0, ..., g — k. Abychom pomoci B-splajnti obdrZeli
celou béazi prostoru S2*, budeme muset sestrojit celkem 2k linedrné nezavislych B-
splajnti navic. Zavedeme tedy 2k pomocnych uzlt Ay, ..., A1 a Agia, ..., Agyigo

splnujici nasledujici nerovnosti:
A <A g1 << A <N =a

b=XAgr1 < Agyo < -on < Agpp1 < Aggrae

Na téchto uzlech lze pak zkonstruovat B-splajny Bftl(z),...,B*{'(z) a

B (@), B¥ Y (z). Celd baze prostoru Sf* bude tvofena B-splajny
B¥{ (), ..., B¥!(z). Kazdy splajn s; € S 1ze pak vyjadrit jako linedrni kom-

binaci téchto B-splajni. Tedy

@)= 3 0B (),

i=—k
coz lze maticové zapsat jako

sp(z) = Crya(z)b

15



Kazdy splajn je pak jednozna¢né urcen vektorem B-splajnovych koeficientli
b= (b_p,b ji1,-..,b,)" a takzvanou koloka¢ni matici, kterd pro bod z vypada

jako Cy () = (B* (2), B¥jL (2), ..., B (2)).

Poznémka 1.5. Pro vektor & = (21,29, ...,2,)" kolokaén{ matice vypada jako

Bﬁzl (Z’l) e B§+1(l’1)
Crii(x) = : :
B ay) ... BMY(x,)

Poznamka 1.6. Uzltim na rozsifené siti uzli, pro které plati \; = \;, ¢ # j, se

rika nasobné uzly.

Véta 1.3. Necht B¥}!(x),... ,Bg“(x) jsou B-splajny tvorici bdzi prostoru S&.

Poté plati ndsledujici rovnosti:

g
S BFf(z) =1, Vz € [a,b],
1=k

respektive

J
Z lec_‘—l(x) =1, Vo e [)‘j7)‘j+1]'

i=j—k

Véta 1.4. Necht B¥['(z),... ,Bg“(a:) jsou B-splajny tvorici bdzi prostoru SH

a s, € SAN. Poté l-tou derivaci splajnu sy, kdel € {1,... k —1}, lze zapsat jako
3

g
(k+1—1t) > bV BEHIL pricemi
1 — (k1)

—~

[
s¢(x) =

o~
II

b; prom =0

(m) _ m—1 m—1
b =y o —pr Y

prom >0
)\H—k—l—lfm - )\z

16



1.2.2. Interpolace

Pro danou sit uzli (AX), dané k a dané body (z;,y;),a <x; <b, j=1,...,n,
chceme nalézt si(z) € Sf*a, b] tak, aby platilo

sp(zg) =y, 7=1,...,n.

Jinymi slovy, chceme nalézt splajn na (A)), ktery by prochazel body (x;,y;). Jak
jiz. vime, takovy splajn si(x) lze zapsat jako linedarni kombinaci B-splajnu a je
urcen jednoznacné vektorem b. Budeme se tedy snazit nalézt takovy vektor b,

ktery bude Tesit soustavu
Cii1(z)b =y,
kde © = (21,72, ..., 2,)", ¥y = (y1,¥2, .-, Yn)? a Cri1(x) je kolokacni matice.

o Jestlize je matice Cyi1(x) reguldrni, existuje pravé jedno feSeni soustavy,

které lze najit jako

b=[Crn@)] 'y

o Jestlize je Cii1(x) plné radkové hodnosti, pak tato soustava mé nekonec¢né
mnoho feseni. V tomto pripadé nas miize zajimat feseni, které navic mini-

malizuje funkciondl

Ji(sk) = /ab <5§€l)(1’)>2d1’ = /ab << i biBfH(x))(l))zdx, le{0,1,...,k—1}

i=—k

Splajnu, ktery interpoluje zadana data a minimalizuje funkcional J;(sy), se

k& optimalni interpolac¢ni splajn.

e Jestlize je Cy11 () plné sloupcové hodnosti, pak tato soustava nema feSeni.

Lze vSak najit vektor b*, ktery minimalizuje normu rezidua
HCkH(m)b - y”

Takovy vektor 1ze ziskat uzitim Moore-Penroseovy inverze.

17



® Uzly
* Zadang data
10 ' ‘ ‘ : ‘
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Pouzité B-splajny (b) Polynomidlni interpolaéni splajn

Obrazek 1.2: Priklad interpolace

Poznamka 1.7. Moore-Penroseovymi inverzemi jsem se zabyval v bakalarské

praci Zobecnénd Moore-Penroseova inverze a jeji vypocet.

P¥iklad 1.1. Necht mame v R? zadana data {(0, 2), (0,5, 6), (1, 6), (2, 0), (3,-1),
(4,-2), (5, 3)} a chceme nalézt splajn stupné 3, ktery by danymi body prochéazel.

Jako sit uzli si zvolime 5 bodu {0, 1,5, 2,5, 4, 5 }. Tuto sit v MATLABu rozsi-
fime nasobnymi krajnimi uzly pomoci piikazu augknt. Déle sestrojime B-splajny
na rozsirené siti uzli prikazem spmak a vytvorime koloka¢ni matici pomoci spcol.
Jelikoz je kolokacni matice regularni, existuje pravé jeden interpolacni splajn a
z poznatkt podkapitoly 1.2.2 ho muzeme nalézt. Na obrazku 1.2 je znazornén

vysledek.

1.2.3. Metoda nejmensich ctverci

Pro danou sif uzlt (A)), dané k, dané body (z;,y;), a < x; < b, a vdhové koe-
ficienty w; > 0, kde j = 1,...,n, chceme nalézt si(z) € SH*[a, b] minimalizujict

vyraz

ile (v - 5k($j)>2

18



Jinymi slovy, chceme nalézt takovy splajn, pro ktery plati, Ze soucet ¢tverct
odchylek si(x;) od y; pro vSechna j je minimalni.

Splajn si(z) z prostoru SaMa, b] 1ze zapsat jako linedrni kombinaci B-splajnii,
tudiz tlohu mizeme prepsat na hledani takového vektoru b, ktery minimalizuje

vyraz

1=—

5@=iw@—imﬁﬂmﬁ

coz lze zapsat maticové jako

5(b) = (y — Cra(@)b) W(y — Crpa(@)b)

=b"Cl,(x)WCip1(2)b — 2yW C 1 ()b + y" Wy,

kdex = (z1,...,20)", y = (y1,- - Un)T, b= (b, ..., by)", Cry1(z) je kolokacni
matice a W je diagonalni matice typu n x n, kterd ma vahové koeficienty w;,
J =1,...,n na diagonéle.

Funkce 0(b) je kvadratickou funkci proménné b. Z numerickych metod vime,
ze pokud hessian této funkce bude pozitivné definitni, pak bude existovat prave
jedno jeji minimum. Hessian funkce 6(b) je

926 (b)
ObT b

= CI?H(“?)WCkH ()

Ctvercova matice CF, ()W Cj11(z) typu (g +k +1) x (g + k + 1) je pozitivné
definitni pravé tehdy, kdyz Cj1(z) je plné sloupcové hodnosti. K urceni, zdali
matice je plné sloupcové hodnosti, nam pomuze nasledujici véta 1.5 prevzata z

o).

Véta 1.5. (Schoenberg-Whitney) Necht je ddna rozsirené sit uzli (AN) a vektor
x € R™. Pak pro kolokacni matice Cyyi(x) B-splajni BF'(z), i = —k,...,g

plati ndsledujici tvrzeni:

1. Cii1(x) je plné sloupcové hodnosti prave tehdy, kdyin > g+ k+ 1 a kdyz

existuje mnozina bodi {p_g, ..., ptg} C {z1,...2,}, pricemz plati:
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(a) M’L<M’L+17 Z:_k77g_1

(b) Ni < pi <Nigig1, 1=—k,...,g
2. Ciy1(x) je requldrni prave tehdy, kdyzn = g+ k + 1 a kdyz plati:
(a) )\i—k—l <z < )\i7 1=1,...,n

3. Cry1(x) je plné radkové hodnosti pravé tehdy, kdyin < g+ k + 1 a kdyz

existuje mnozina bodi {pu, ..., pn} C{ Ak, ... N}, pricemZ plati:

(a) i <p;+1,i=1,....n—1

(b) i < i < hitk+1, 1::1,...,’]1

Véta ndm jinymi slovy k4, ze aby byla matice Cj1(x) plné sloupcové hod-
nosti, tak se v kazdém nosic¢i B-splajnii musi nachazet alespon jeden z bodu z;

puvodnich dat.

Piiklad 1.2. Necht je ddna sit uzli (A)) a data € R® a y € R®. Ukolem je
zjistit, zdali jsou koloka¢ni matice Ciii(x) ¢i Ciiq(y) plné sloupcové hodnosti
aniz bychom jejich hodnost pocitali numericky.

Jestlize si vykreslime B-splajny na rozsifené siti uzli a body z; ¢i y; do jednoho

grafu, pak lze feseni vycist rovnou z obrazki. Viz obrazky 1.3a a 1.3b.

Predpokladejme, ze Cii1(x) je plné sloupcové hodnosti. Pak hessidn funkce
d(b) je pozitivné definitni a tak pro tuto funkci existuje pravé jedno minimum.
Nejjednodussi zpusob, jak takové minimum najit, je funkci 6(b) zderivovat podle
hledané proménné a polozit ji rovnou nule. V daném pripadé tedy cely vyraz
zderivujeme podle vektoru b.

O0=—7p = =205, (x)Wy + 207, ()W Cpp1 ()b
CI?H(“?)WCkH (z)b = C;Ql (z)Wy

Na levé strané rovnice se nachdz{ matice CL ()W Cj1(x), kterou si pro jedno-

duchost oznacime jako B. Na pravé strané rovnice mame po roznasobeni vektor

20


file:///t-k-i

1 1
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X % X3 XX Xg X7 Xg Yi Y2 Y3 Yo YsY¥e Y7 Vg
(a) Ci+1(x) neni plné sloupcové hodnosti (b) Cr+1(y) je plné sloupcové hodnosti

Obrazek 1.3: Priklad dat, jejichz koloka¢ni matice maji nebo nemaji plné
sloupcové hodnosti

velikosti n, ktery si oznac¢ime naptiklad v. Tedy

C,ZH(:E)WC;CH(:E) b= C;fﬂ(w)Wy

B v

Bb=wv

Danou soustavu nazyvame normalni soustava rovnic. Pokud je matice B regu-
larni, pak k ni existuje i matice inverzni a feSeni norméalni soustavy lze pak urcit

jednoznacné. Takové TeSeni vypada jako

b=B

Za predpokladu plné sloupcové hodnosti matice Cii1(x) plati, Ze je matice B
pozitivné definitni a tudiz je i regularni. K urceni jednoznac¢ného teseni soustavy
nam tedy staci pouze plnd hodnost matice C41 ().

Jestlize bude vektor b* resenim normalni soustavy, potom hledany splajn,
ktery aproximuje dana data ve smyslu MNC, bude vypadat jako

@)= 3 BB ()

i=—k
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Poznamka 1.8. Matici B a vektor v lze zapsat pomoci skalarnich soucinii jako
(B, BREY) o (BEYL BRLY) (y, B
B = e U= )
k1 pk k k k
(BE( BEY) L (BEYL BE (y,Bi*)

pricemz si skalarni soucin v pripadé aproximace diskrétnich dat pomoci metody
nejmensich ¢tverci definujeme jako tzv. diskrétni skalarni souciny. Diskrétni ska-

larni sou¢in mezi dvéma B-splajny vypada jako

(BEVLBYT) = 3w B () BEY (),
=1

zatimco diskrétni skalarni souc¢in mezi vektorem a B-splajnem vypada jako
k+1 - ket 1
(y, B = 3" wy; BE (),
=1

V kapitole jsme se zabyvali diskrétnimi daty, nicméné pokud bychom chtéli apro-

ximovat data spojita, stacilo by si dodefinovat spojity skalarni soucin.

Poznamka 1.9. Metoda nejmensich ¢tvercii (zkracené MNC) se pouziva hlavné
v piipadech, kdy mame o hodné vyssi pocet danych bodt z; jako pocet uzli sité.

V pripadé, kdy n < g+ k + 1, je vhodnéjsi pouzit interpolaci.

P¥iklad 1.3. Necht mame v R? zadana data {(0, 2), (0,5, 8), (0,9, 0), (1,3, -1),
(1,7, -2), (2,1,3), (2,5, -3), (2,9, -7), (3,3, -4), (3,7, 6), (4,1, 7), (4,5, 2), (5,4)} a
chceme nalézt splajn stupné 3, ktery by dand data aproximoval ve smyslu MNC.

Jako sit uzli si zvolime 5 bodu {0, 1,5, 2,5, 4, 5 }. Tuto sit v MATLABu rozsi-
fime nasobnymi krajnimi uzly pomoci piikazu augknt. Déle sestrojime B-splajny
na rozsirené siti uzli prikazem spmak a vytvorime koloka¢ni matici pomoci spcol.
Jelikoz je kolokacni matice plné sloupcové hodnosti, existuje pravé jeden splajn
stupné 3, ktery minimalizuje odchylky c¢tverci od dat. Z poznatki podkapitoly
1.2.3 pak muzeme nalézt aproximujici splajn. Na obrazku 1.4 je znazornén vysle-

dek.
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® Uzly
* Zadang data
10 : : : : :
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Pouzité B-splajny (b) Polynomidlni splajn aproximujici data ve

smyslu MNC

Obrazek 1.4: Piiklad MNC

1.2.4. Vyhlazovani

Pro danou sit uzli (AMX), dané k, dané body (z;,v;), a < x; < b, vdhové
koeficienty w; > 0, kde j = 1,...,n, a vyhlazujici parametr o € (0, 1) chceme
nalézt sy (x) € Sp*[a, b minimalizujici

b 2 n 2
Jels) = (1 =a) [ (s(@) dw + a3 w(yy = on(a))
=
kde [ € {0,1,...,k — 1}. Jednd se o kompromis mezi optimalni interpolaci dat a
metodou nejmensich ¢tverci. Pro a — 0 se si(x) blizi aproximaci dat, zatimco
pro a — 1 se s(x) blizi splajnu ve smyslu MNC.

Splajn s(x) € S&Ma, b] 1ze zapsat jako linedrn{ kombinaci B-splajnii, tudiz

ulohu muzeme prepsat na hledani vektoru b. Oznacime-li si navic

L(b) = /1’(%2[)3%1 )( S b, B (2) >dx

=k j:—k

n ; 2
=D w; (yj - > bz‘BfH(%))
j=1

i=—k
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pak ptvodni tlohu mizeme prepsat jako hleddni minima vyrazu

J(b) = (1 —a)l1(b) + aly(b)

Vyraz I5(b) jiz vime jak rozepsat z predchozi podkapitoly 1.2.3. Budeme se
tedy zabyvat vyrazem I (b).

b

[ g
aaxl Z b k+1 ><axl Z b Bk+1 >dl‘

(2

z al B4 (g z kL
Z B Z JaxlB (x) |dx

b=,
/
(

1 k+1—t>2/ab< S OB )( S B ))dx,

t=1 i=—k+l J=—Fk+l
kde jsme vyuzili véty 1.4.
Definujeme ¢tvercovou matici My, := <mw> typu (g+k+1—1) %
i, j=—k+L,....g

(g+k+1-1), kde

b
mij :/a Bf_‘_l_l(l’)BJk_‘—l_l(l’)dl’

Tato matice je pasova a pozitivné semidefinitni, protoze BF*'"!(z) > 0 a B-
splajny B*[17!(2), ..., BA17!(z) jsou bazové splajny s koneénymi nosiéi. I; mi-

zeme poté maticové prepsat jako

L(bY) = <fl[(k +1- t)>2<b(l)>TMklb(’)

t=1
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Déle je si mozné vyraz vice zjednodusit, kdyz si definujeme matice

1
Dl:(k—l—l—l)diag{ ,i:—(k—l),...,g}
Nitht1-1 — A
-1 1 0 O 0 0
—1 0 0 0
0— 1 0 O
Ll: . . . 5
o 0 o0 o ... 1
0O 0 0 O . —1

kde D; je diagondlni matice typu (¢9+k+1—10) x (9+k+1—1) a L; je typu
(g+k+1—1)x(g+k+2—1). b mizeme poté psat jako

b = DL,V = D,L,D;, \L; b"? =...= D|L; --- DyLsD,L.b

Jestlize si oznaéime

S =D/ LD, L, --- DyLyD Ly,

pak

l 2 T
[1 = <H(k5 + 1-— t)) <b(l)> Mklb(l) — bTSlTMlelb — bTNklb,

t=1

kde Ny = S My,S;. Pivodni funkci, kterou chceme minimalizovat, lze pak

prepsat jako
« T T
Ji'(b) = (1 — a)b” Nyub + a(y — Ck+1($)b> W(y — Ck+1(m)b> =
= b"((1— )Ny + aC, (@)W Cpa (2))b — 2ab" CT,, (x) Wy +

+ay'Wy

Jelikoz je J*(b) opét kvadratickou funkei proménné b, tak plati, ze pokud hessian

téhle funkce je pozitivné definitni, pak existuje prave jedno jeji minimum. Hessian
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funkce J(b) je

D2 Jx(b)

bT0b (1— )Ny + aC/ ()W Crpi ()

Jelikoz je My, pozitivné semidefinitni, pak i Ny je pozitivné semidefinitni. Po-
zitivni definitnost celého vyrazu bude tedy zaviset na hodnosti matice Cj1 ().
Pokud bude matice plné sloupcové hodnosti, tak hessian bude pozitivné definitni.

P¥i hleddni minima postupujeme podobné jako u MNC. Funkci J(b) zderi-

vujeme podle hledané proménné a polozime ji rovnou nule.

aJ (b
0= albgf ) - 2((1 — @)Ny + aC[, (m)WCkH(m))b 2004, (2)Wy

(1= @)Nu + aCy ()W Cpia () )b = aCf (2) Wy

Na levé strané rovnice je ¢tvercovd matice (1 — a)Ny + aCL ()W Cry1 (),
kterou si pro jednoduchost oznac¢ime jako A. Na pravé strané rovnice mame po

roznasobeni vektor, ktery si oznac¢ime napriklad w. Tedy

(1~ @)Nu + aCly ()W Cria(@)) b= oLy, (@) Wy
D ——
A u

Ab=1u

Jestlize bude matice A regularni, pak bude existovat pravé jedno feSeni soustavy.

Toto Teseni by vypadalo jako
b*=Alu
Jestlize bude C},1(x) plné sloupcové hodnosti, pak A bude pozitivné definitni,

¢ili regularni, a reseni soustavy bude urceno jednoznacné.

Priklad 1.4. Nechf mame v R? zadana data {(0, 2), (0,5, 8), (0,9, 0), (1,3, -1),
(1,7, -2), (2,1,3), (2,5, -3), (2,9, -7), (3,3, -4), (3,7, 6), (4,1, 7), (4,5, 2), (5, 4)} a

chceme je aproximovat splajnem stupné 3.
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Stejna data jsme jiz aproximovali ve smyslu MNC v piikladu 1.3. Data tedy
nyni aproximujeme pomoci vyhlazovani a srovname s MNC. Jako sif uzli si opét
zvolime 5 bodu {0, 1,5, 2,5, 4, 5} a derivace pro srovnani zvolime 1 a 2. Je-
likoz je kolokac¢ni matice plné sloupcové hodnosti, existuje pravé jeden splajn
stupné 3, ktery minimalizuje Ji*. Z poznatkt podkapitoly 1.2.4 pak mizeme na-
lézt aproximujici splajn. Pomoci kédu vyhl.m, jenz byl poskytnut pani docentkou
Machalovou a ktery lze nalézt v ptiloze, vypocitame. Na obrazku 1.5 je znazornén

vysledek.

SN T
. —MNC

—der=1

der=2
® Uuzly
® Zadanadata
-10 : : : : ‘
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) B-splajny (b) Srovnani MNC a vyhlazovéni prol=1a
=2

Obrazek 1.5: Aproximace dat pomoci splajnu stupné k = 3
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2. Ortogonalni B-splajny

Konstruovat splajny jako linearni kombinaci nezavislych B-splajni tvorici bazi
daného prostoru nam prinasi fadu vyhod. Jednou z nich je naptiklad vlastnost
lokalniho nosice, ktera nam 1ika, ze jednotlivé B-splajny jsou nenulové pouze na
urcitych konec¢nych intervalech. Pracujeme-li tedy na uzsim intervalu, tak staci
brat v potaz pouze ty B-splajny, které jsou na daném intervalu nenulové. Ta-
kova baze tvorena B-splajny vsak obecné neni ortogonalni. Pokud by byla, tak
by se nam prace s ni zjednodusila v pripadech, kdy bychom vyuzivali spojité
skalarni souciny. Jelikoz jakoukoliv bazi lze zortogonalizovat, je mozné uvazovat
nad metodami ortogonalizace baze tvorené B-splajny. Rizné metody samoziejmé
vedou k riznym vysledkim. V této kapitole si uvedeme nékolik takovych metod
a nakonec jejich vysledky srovname.

B-splajny stupné 0 jsou jiz prirozené ortogonalni, coz je dano disjunktni po-
vahou jejich nosicii. Budeme se proto zajimat pouze o B-splajny stupné vyssiho
nez 0.

Vsechny informace této kapitoly byly cerpany z [1].

2.1. Gramova-Schmidtova metoda

Gramova-Schmidtova ortogonalizacni metoda je jedna z nejznaméjsich me-
tod ortogonalizace bazi. Metoda spoc¢iva v postupné ortogonalizaci prvki (v na-
sem piipadé B-splajnii) vzhledem k tém predchazejicim. Abychom zortogonalizo-
vali vsechny B-splajny, bude tedy vhodné zac¢it v jednom z krajnich B-splajnt.
V zavislosti na tom, ktery z krajnich B-splajni zvolime, mizeme metodu na-
zvat Gramova-Schmidtova metoda zleva doprava ¢i Gramova-Schmidtova metoda
zprava doleva. Pouziti téchto dvou alternativ dosdhneme odlisnych vysledk.

Pro uplnost si uvedeme obecnou Gramovu-Schmidtovu metodu zleva doprava.

Budeme tedy chtit zortogonalizovat nezavislé funkce hq,..., h, z néjakého Hil-
bertova prostoru H. Vysledné ortogonalni prvky si oznacime ey, ..., e,.

28



Algoritmus 2.1. Nejprve urcime ey:

hy
€1 =
[
Proi=1,...,n—1 postupné vypocitame:
a; = —Biv1(e, hit1)
1

Bi—‘—l =

\/||hi+1||2 - <€z‘7 hi+1>2

eit1 = e + Biv1hipa

Dany algoritmus lze vyuzit i pro nase tucely dosazenim B-splajnt za prvky
hi,..., hy, nicméné je nutné nejprve definovat jejich skalarni soucin. Konkrétné

si v pripadé B-splajnii skalarni souc¢in definujeme jako spojity skalarni soucin.
b
k+1 ph+1y k+1 E+1
(BEL B = [ B @)B @) do

Poznamka 2.1. 7Z duvodu vlastnosti lokdlniho nosice si staci skalarni soucin
definovat jako integraci sou¢inu B-splajnti pres interval [A;, Ajx11]. Tento interval
lze jesté vice zhzit na prunik intervalt [\, A\iyxr1] a [Aj, Ajir+1]. Mimo prinik
téchto intervali je totiz funkéni hodnota alespon jednoho z danych B-splajnt

nulovd, tudiz jejich soucin se téz bude rovnat nule.

Kéd 2.1. Pro vypocet skaldarniho souc¢inu dvou B-splajni jsem v MATLABu

vytvoril kod skalar.m. Kéd je k nalezeni v priloze diplomové prace.

Kéd 2.2. Pro vypocet matice skalarnich soucinu B-splajnu jsem v MATLABu

vytvoril kod skalarmatice.m. Kod je k nalezeni v ptiloze diplomové prace.

Koéd 2.3. Pro ortogonalizaci B-splajni pomoci Gramovy-Schmidtovy metody
zleva doprava jsem v MATLABu vytvofil kody gramsch.m a gsorto.m. Kody

jsou k nalezeni v priloze diplomové prace.

Poznamka 2.2. Piimou interpretaci algoritmu 2.1 pro B-splajny je vytvoreny

kéd gramsch.m. Pouzitim pouze tohoto kédu k ortogonalizaci B-splajni stupné
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vétsiho jak 1 sice ziskame B-splajny, jez jsou ortogonélni s jejich sousedy, nicméné
s primo nesousedicimi B-splajny jiz ortogonalni obecné nejsou (respektive jejich
skalarn{ souéin se pouze blizi nule s toleranci 1072). Proto jsem vytvoiil kéd
gsorto.m jez ve svém textu kédu gramsch.m vyuziva. Funguje tak, ze po or-
togonalizaci vsech B-splajni pomoci funkce gramsch.m pak jesté jednotlivé zor-
togonalizujeme nesousedici dvojice pravé zortogonalizovanych B-splajni pomoci
gramsch.m. Vysledek je pak sice presnéjsi, ale zato se nam zvysi vypocetni naroc-
nost. B-splajny stupné 1 takové problémy s neortogonalitou vsak nemaji, tudiz

je pro né vyhodnéjsi vyuzit kédu gramsch.m.

Poznamka 2.3. Kéd Gramovy-Schmidtovy metody zprava doleva je totozny
s kédem Gramovy-Schmidtovy metody zleva doprava. Jediny rozdil je zptisob
zadani B-splajnt na vstupu, kde abychom dostali Gramovu-Schmidtovu metodu
zprava doleva, tak misto B-splajnt sefazenych zleva doprava zadame B-splajny
sefazené zprava doleva. B-splajn prvni v poradi ve formé struct bude tedy B-
splajn nejvice vpravo. Jestlize jiz mame B-splajny ve formé struct serazené zleva

doprava, 1ze je v MATLABu seradit zprava doleva naptiklad pomoci funkce f1ip.

Piiklad 2.1. Necht mame zadanou sit uzla {0,1,2,3,4,5,6,7} a na ni defino-
vané B-splajny stupné 1: B2(z),..., B2(z). Ukolem je tyto B-splajny viici sobé
zortogonalizovat.

K feseni vyuzijeme MATLAB a vytvoreny kod gsorto.m. Uzly zapiseme jako
vektor do proménné knots a pomoci funkce spmak vytvorime B-splajny. Ty si
zapiseme do proménné s ve formé struct. Ortogonalizacni funkci zavolame pomoci
orto=gsorto(s). Vysledky a srovnani se symetrickou Gramovou-Schmidtovou
metodou lze najit v podkapitole 2.2 na obrazku 2.1.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad_gs.m
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2.2. Symetricka metoda

Nevyhodou jednostranné Gramovy-Schmidtovy metody je asymetrie B-splaj-
nl i pro ekvidistantni uzly a ztrata vlastnosti kone¢ného nosice. S kazdym krokem
algoritmu se intervaly nosicii rozsifuji. Proto byla navrzena takzvana oboustranna
metoda. Princip oboustranné metody je B-splajny jednostranné dvakrat ortogo-
nalizovat kolem zvoleného centralniho bodu z.. Tento bod je obecné uzel. Ten
muzeme volit nékolika zpusoby, ale nejvyhodnéjsi je zvolit prostiedni uzel ce-
1ého intervalu (nebo jeden z prostrednich uzli v pfipadé sudého poctu uzli), na
kterém konstruujeme B-splajny. Jestlize je sif uzli ekvidistantni, je mozné jako
centralni bod zvolit pravé prostredni bod celého intervalu, ktery ani uzlem byt
nemusi.

Konkrétné muzeme pouzit Gramovu-Schmidtovu metodu zleva doprava na
B-splajny vlevo od centralniho bodu z. a Gramovu-Schmidtovu metodu zprava
doleva na B-splajny vpravo od x., pricemz presko¢ime B-splajny, jez maji x. ve
svém nosici. Vysledkem budou dvé skupiny B-splajnti. Skupinu B-splajni vlevo
od centralniho bodu si pro jednoduchost oznac¢ime LB-splajny a skupinu vpravo
si oznacime RB-splajny.

Samoziejmé se jesté budeme muset vypotradat s B-splajny, které jsme presko-
c¢ili. Oznacime si je napriklad s, ..., s,. Po téch budeme chtit, aby po zortogo-
nalizovani byly pro ekvidistantni sif uzlt symetrické kolem centralniho bodu. Po
B-splajnech na neekvidistantni siti uzli vlastnost symetrie pozadovat nebudeme.

Existuje vice pristupt, jak takové ortogonalizace prostiednich B-splajnt do-

sahnout. Jednim z nich je s pomoci nasledujici véty.

Véta 2.1. Necht S je symetricky operdtor na linedrnim prostoru a necht x a

y jsou linedrné nezdvislé funkce z méjakého Hilbertova prostoru, pro néz plati
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y = Sx. Definujme:

Tr =

<

1 1 T 1 1
(\/1+<l’,y>+\/1—<l’,y>)2+<v1+<l’,y> \,1—(1’,y>)2
( 1 ) +< Lo, )

\/1 + (x,y) \/1 - (x,y) \ 1+ (x,y) \/1 - (x,y) 2

Pak funkce T a y jsou ortonormdlni a symetrické. Tedy (T,y) =0 a ST = .

RS

CCRRS

Kod 2.4. Jako interpretaci véty 2.1 jsem v MATLABu vytvoril kod symlemma . m.

Kéd je k nalezeni v ptiloze diplomové prace.

Nez vétu 2.1 vyuzijeme, rozdélime si sq, ..., s, do dvojic, pricemz sparujeme
prvni a posledni B-splajn, druhy a predposledni, atd. Prvni péar (s1,s,) zorto-
gonalizujeme vuci jiz zortogonalizovanym B-splajntim, ¢imz dostaneme dvojici
(21, z,). Tu poté symetricky zortonormalizujeme pomoci Véty 2.1 a pridame do
odpovidajicich skupin zortogonalizovanych B-splajni. Prvni z dvojice tedy pri-
fadime mezi LB-splajny a druhy z dvojice mezi RB-splajny. Takto postupné po-
kracujeme s nasledujicimi dvojicemi (s;, Sy—iy1), @ = 2,..., EJ, az dokud nam
nezbyde zadny nebo pouze jeden B-splajn. Ve druhém pripadé zbyvajici B-splajn
pouze zortogonalizujeme vici vSem jiz zortogonalizovanym B-splajntm.

Kombinaci Gramovy-Schmidtovy metody se symetrizaci pari dostaneme sy-
metrickou Gramovu-Schmidtovu metodu. Jeji postup lze shrnout v nasledujici
veéte.

Véta 2.2. Necht © = (x;)?, je posloupnost linedrné nezdvislijch funkci. Defi-

nujme & a =¥ jako

L __ L L L L L L _
T = (xl sy Lons Loy Lop_1y - - ,l‘n,l'n+1> - gS(l‘l, Lony, L2, Loap—1y - - - 7xn7xn+l>

R (zB R R

R R Ry _
T Loy 15 Ty 1, T s oy Ty 15 Ty ) = G5 (Ton, T1, Top—1, Ty -+, Tpg1, Tny)

kde gs(...) znaci aplikaci Gramovy-Schmidtovy metody na dané funkce. Ddle de-

finujme posloupnost funkci y = (y;)2", tak, Ze kaZdd dvojice (i, Yan—iv1) venikne
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zortonormalizovdnim dvojic (z, xen_i11) pomoci VEty 2.1. Potom y je posloup-

nost symetrickijch ortogondlnich funkci.

Poznamka 2.4. Véta 2.2 plati pouze pro posloupnost funkci, jejiz pocet je sudy.
Pro lichy pocet funkci je potfeba vétu upravit, coz nam ukazuje nasledujici véta

2.3.

Véta 2.3. Necht © = (x;)?"1" je posloupnost linedrné nezdvisljch funkci. Defi-

nujme & a =¥ jako
L _ (L L L L L L L\ _
T = (X7, X5, T, Ty s Ty Tyt 0, Tl q) = GS(T1, o, - -+, Ty T2, Ty 1)
R_ (R R .R R R Ry _
x' = (15,7 7x2n—17x27“‘7xn+17xn> = 95(Ton, T1, Tan—1, T2, - - ., Tn1, Tn)

kde gs(...) znaci aplikaci Gramovy-Schmidtovy metody na dané funkce. Ddle de-
finujme posloupnost funkci y = (y;)2", tak, Ze kaZdd dvojice (i, Yan—iv1) venikne
zortonormalizovdnim dvojic (x¥, 2, _i11) pomoci Véty 2.1. Prostredni funkci de-
finujme jako yp1 = xt, .. Potom y je posloupnost symetrickyjch ortogondlnich

funkci.

Kéd 2.5. Pro ortogonalizaci B-splajntt pomoci symetrické Gramovy-Schmidtovy
metody jsem v MATLABu vytvoril kod gssymcor.m. Kéd funguje pro oba pri-
pady lichého ¢i sudého poc¢tu B-splajni na vstupu. Kéd je k nalezeni v priloze

diplomové prace.

Piiklad 2.2. Necht mame zadanou sit uzla {0,1,2,3,4,5,6,7} a na ni defino-
vané B-splajny stupné 1: B2(z),..., B2(z). Ukolem je tyto B-splajny viici sobé
zortogonalizovat.

K teseni vyuzijeme MATLAB a vytvoreny kdd gssymcor.m. Uzly zapiSeme
jako vektor do proménné knots a pomoci funkce spmak vytvorime B-splajny. Ty si
zapiseme do proménné s ve formé struct. Ortogonalizacni funkci zavolame pomoci
symorto=gssymcor (s). Do symorto se nam pak ve formé struct zapisi vysledné
ortogonalni B-splajny. Vysledky a srovnéni s obecnou Gramovou-Schmidtovou

metodou lze najit na obrazku 2.1.
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Obrazek 2.1: Srovnani obecné a symetrické Gramovy-Schmidtovy metody



Jak 1ze vidét, nosice B-splajnt zortogonalizovanych pomoci Gramovy-Schmid-
tovy metody zleva doprava se postupné rozsituji, ¢im vice se blizime k posled-
nimu B-splajnu. Nosice zortogonalizovanych B-splajni pomoci symetrické me-
tody se naopak rozsifuji ¢im vice se blizime ke stfedu intervalu, od stredu ke
kraji se naopak zuzuji. V pruméru jsou vsSak intervaly nosict uzsi po pouziti
symetrické Gramovy-Schmidtovy metody. Jelikoz je sif uzli ekvidistantni, tak
jsou navic zortogonalizované B-splajny pomoci symetrické Gramovy-Schmidtovy
metody symetrické vzhledem k prostrednimu bodu intervalu.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad_gs.m.
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3. Splinety

Termin splinet poprvé zaznél v [1]. Jedna se o skupinu B-splajnu zortogona-
lizovanou urcitym zpusobem, kde je hlavni diraz kladen na to, aby se po jejich
zortogonalizovani strukturou co nejvice podobaly ptuvodnim B-splajnim.

Cilem symetrické ortogonalizace bylo co nejvice zredukovat velikosti intervali
nosicu jednotlivych B-splajnii a zachovat pripadnou symetrii. Chtéli bychom, aby
tyto vlastnosti mély i vysledné B-splajny ve splinetech.

Konstrukce splinetti byva slozitéjsi ¢im vyssitho stupné dosahuji ptvodni B-
splajny. V této kapitole si proto nejprve predvedeme konstrukci na B-splajnech
stupné 1 a az poté se podivame na B-splajny obecného stupné k.

Vsechny informace této kapitoly byly cerpany z [1].

Poznamka 3.1. Pro jednoduchost budeme vysledné zortogonalizované B-splajny

ve splinetu znacit jako OB-splajny.

3.1. Splinety stupneé 1

Konstrukei splinet stupné 1 1ze nejjednoduseji provést na siti uzla (A\), pro
kterou plati, Ze mé g = 2V — 1 vnitinich uzl, kde N € N. Piedpokldddme navic,

ze zadny z uzli neni nasobny. Tudiz
(AXN) : Ao <AL < oo < Agv_ g < Agw

Takovému pripadu budeme fikat tplny dyadicky a interval [Ag, Aon] nazveme

dyadicky interval.

3.1.1. Dyadicky pripad

Necht mame sit uzli (A)), jejiz pocatecéni a koncovy bod tvori dyadicky
interval. V trivialnim pripadé N = 1 se na siti nachazi pouze jeden B-splajn. Ten
staCi pouze znormalizovat, ¢imz dostaneme zadany splinet. Déale budeme tedy

predpokladat, ze N > 1.
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Dana sif uzli ndm prirozené rozdéluje interval [a, b] na podintervaly. Jelikoz
nosice puvodnich B-splajni a OB-splajnii jsou obecné rozdilné, budeme chtit
predem najit takové intervaly, které budou nosi¢i vyslednych ortogonélnich B-
splajni. Nazveme je nosice trovné s, kde s € {0,1,..., N — 1}. Nejmensi nosice
budou trovné 0. Ty se jednotlivé skladaji ze dvou sousednich intervali, jejichz
pocatecni a koncové body jsou sousedni uzly, poc¢inaje intervaly nejvice vlevo.
Nutno podotknout, ze kazdé dva nosice stejné irovné jsou disjunktni. Prvni nosic¢
urovné 0 se tedy bude skladat z prvniho a druhého intervalu sité, druhy nosic¢
ze tretiho a ¢tvrtého intervalu, atd. Takto muzeme pokracovat az po nosi¢ s
poradovym &islem 2V~1, ktery se bude sklddat z predposledniho a posledniho
intervalu. Tyto nosice tirovné 0 oznacime I,o, kde r = 1,...,2""!. Konkrétnd
Lo = (Aar—2, Ao, priCemz Ao, nazveme centralni uzel, coz je spoletny uzel
sjednocenych intervali.

Nosice obecné drovné s si oznacime I, ;. Levy krajni uzel nosice si oznacime
AL, a pravy krajni uzel si oznac¢ime A[,. Dilezitou roli bude hrét i prostfedni uzel
intervalu, ktery si oznacime AS,. Tudiz I, = (AL, AL, kde r = 1,... 2871,
Pros=0 tedy bude platit )\7{:0 = )\QT_Q, )‘SO = )\27-_1 a )\50 = )\QT.

Pro nosice vyssi urovné postupujeme rekurentné. Necht tedy mame defino-
vané nosice obecné urovné m. Nosice urovné m + 1 dostaneme sjednocenim dvou
sousednich nosic¢t irovné m pocinaje levymi krajnimi nosici. Nosice budeme sjed-
nocovat podobnym zptisobem, jako jsme sjednocovali intervaly na vytvofreni no-
sictt arovné 0. Sjednoceni prvniho a druhého nosice trovné m bude tvorit prvni
nosic¢ arovné m + 1, sjednoceni tretiho a ¢tvrtého nosice irovné m bude tvorit
druhy nosic¢ trovné m + 1, atd. Vysledné nosic¢e arovné m + 1 tedy budou opét
disjunktni. Takto mtizeme pokracovat pro vsechna s, az dokud nedosdhneme po-

sledniho nosice trovné N — 1, ktery bude pokryvat cely dyadicky interval. Obecné
c _

pak plati )\7{:5 = )\(27‘—2)237 )\735 = )\(QT_l)Qs a )\55 = )\(27“)23-
Jakmile mame nalezené nosic¢e pro vysledné OB-splajny, budeme chtit kaz-
dému takovému nosici pritadit prave jeden puvodni B-splajn. Toho dosdhneme

porovnanim prostiednich uzli jednotlivych nosi¢tt OB-splajnti s prostiednimi uzly
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B-splajni. Jestlize se takovy uzel intervalu I, s prostfednim uzlem néjakého B-
splajnu shoduje, dany B-splajn k intervalu pfifadime a oznac¢ime ho B, .

Ortonormalizace takto oznacenych B-splajnti probihd néasledovné. Zacneme
B-splajny na nejmensich nosi¢ich, coz budou B-splajny na nosic¢ich trovné 0.
Konkrétné se tedy bude jednat o B-splajny B,q, kde r = 1,...,2¥1 Tyto B-
splajny pouze jednotlivé znormalizujeme a oznacime je jako vysledné OB-splajny
OB,..

B-splajny na vyssich urovnich s > 1 (pri¢emz budeme po trovnich postupovat
vzestupné) pak postupné zortogonalizujeme vici vSem jiz zortogonalizovanym
OB-splajntm, jejichz nosice se celé nachazi v intervalu I, ;. Z divodu dyadické
struktury sité je vSak staci zortogonalizovat vici tém OB-splajntim, jejichz nosice
maji s nosicy pravé ortogonalizovanych B-splajni neprazdny prinik. Na kazdé
predchozi drovni jsou takové OB-splajny dva. Obecné tedy staci B-splajn B, g,

kde s > 1, zortogonalizovat pouze vici 2° OB-splajnim.

Kéd 3.1. Pro ortogonalizaci B-splajnt stupné 1 na dyadickém intervalu pomoci
splinett jsem v MATLABu vytvoril kéd splinetl.m. Kéd je k nalezeni v priloze

diplomové prace.

Priklad 3.1. Necht mame zadanou neekvidistantni dyadickou sit uzli, jez ma
24 — 1 vnitinich uzli. Nasim tikolem je na této siti vytvotit ortogonalni B-splajny
stupneé 1.

K teseni vyuzijeme MATLAB a vytvoreny kdd splinetl.m. Uzly zapiSeme
jako vektor do proménné knots a funkci zavoldme pomoci 01=splinetl (knots).
Do 01 se ndm pak ve formé struct zapisi vysledné OB-splajny.

Pivodni B-splajny rozdélené do trovni lze vidét na obrazku 3.1. Vysledné
ortogonalni OB-splajny jsou pak na obrazku 3.2.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad_daydic_1.m.
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Obrézek 3.1: Rozdéleni B-splajnii do trovni
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Obrazek 3.2: Ortogonalni B-splajny - dyadicky pripad
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3.1.2. Obecny pripad

JestliZe se pocet vnitinich uzli g v siti nerovna 2% — 1 pro z4dné N € N, pak
se jednd o obecny pifpad. Mizeme iici, ze 2V < g < 2¥+*1 — 1, kde N € N. Pro
g = 2N+ — 1 bychom opét dostali dyadicky piipad.

Provedeni ortogonalizace obecného pripadu lze rozdélit do ¢tyr krokii:

1. Rozdélime puvodni sif uzlil na co nejvétsi dyadické sousedni disjunktni
intervaly tak, aby byly symetrické vzhledem k prostfednimu uzlu (nebo
vzhledem k prostfednimu bodu intervalu mezi prostfednimi dvéma uzly v
pripadé sudého poctu uzli) a aby se jejich velikosti postupné zuzovali ¢im
vice bychom se blizili ke stfedu. Nejvétsi takové intervaly tedy pokryvaji
krajni uzly. Takto pokracujeme, dokud nam nezbyde prostiedni interval,

ktery obsahuje pouze 2 az 4 uzly.

2. Na jednotlivych intervalech ziskanych v predchozim kroku zkonstruujeme

dyadické splinety pomoci postupu uvedeného v podkapitole 3.1.1.

3. Mezi kazdymi dvéma sousednimi dyadickymi splinety se nachazi takzvané
nepravidelné B-splajny, jejichz nosice jsou soucasti dvou vedlejsich dyadic-
kych intervali. Tyto B-splajny vici témto splinetiim zortogonalizujeme. Je
nutné vsak podotknout, Ze je staci zortogonalizovat vici tém OB-splajnim
ve splinetech, které maji neprazdné pruniky nosic¢i s pravé ortogonalizo-
vanymi nepravidelnymi B-splajny. Déle je zortogonalizujeme vuci vsem
predchozim nepravidelnym OB-splajnim. Opét je vSak staci zortogonali-
zovat viici tém nepravidelnym OB-splajnim, jejichz pruniky nosict s nosici
prave ortogonalizanych B-splajni jsou neprazdné. Staci je tedy zortogonali-
zovat vuci posledné zortogonalizovanému nepravidelnému OB-splajnu vlevo

¢i vpravo.

4. Po provedeni prvnich tii krokti nam zbyva zortogonalizovat 1 az 4 pro-
strednich B-splajnt. V zavislosti na tom, kolik jich zbyva, provedeme jeden

z nasledujicich kroki:
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(a) Pokud zbyva pouze jeden B-splajn, tak ho zortogonalizujeme vici po-
sledné vytvorenym splinetim vlevo a vpravo a vuci posledné zorto-
gonalizovanym nepravidelnym OB-splajnim vlevo a vpravo. Pokud
zadné takové splinety ¢i nepravidelné OB-splajny neexistuji, B-splajn

pouze znormalizujeme.

(b) Pokud zbyvaji dva B-splajny, tak levy B-splajn zortogonalizujeme vuci
posledné vytvorenému splinetu vlevo a posledné zortogonalizovanému
OB-splajnu vlevo a pravy B-splajn vici posledné vytvorenému splinetu
vpravo a posledné zortogonalizovanému nepravidelnému OB-splajnu
vpravo. Déle tyto dva zbyvajici B-splajny jesté symetricky zortogona-

lizujeme.

(c¢) Pokud zbyvaji tii B-splajny, tak levy B-splajn zortogonalizujeme vuci
posledné vytvorenému splinetu vlevo a posledné zortogonalizovanému
nepravidelnému OB-splajnu vlevo a pravy vici posledné vytvorenému
splinetu vpravo a posledné zortogonalizovanému nepravidelnému OB-
splajnu vpravo. Prostiredni B-splajn pak zortogonalizujeme vici témto

dvéma pravé zortogonalizovanym B-splajntim.

(d) Pokud zbyvaji ¢tyfi B-splajny, tak B-splajn nejvice vlevo zortogona-
lizujeme vici posledné vytvorenému splinetu vlevo a posledné zorto-
gonalizovanému nepravidelnému OB-splajnu vlevo a B-splajn nejvice
vpravo vici posledné vytvorenému splinetu vpravo a posledné zorto-
gonalizovanému nepravidelnému OB-splajnu vpravo. Zbydou nam dva
prostredni B-splajny. Levy z nich zortogonalizujeme vici praveé zorto-
gonalizovanému B-splajnu nejvice vlevo a pravy vici pravé zortogo-
nalizovanému B-splajnu nejvice vpravo. Tyto posledni dva B-splajny

navic jesté symetricky zortogonalizujeme.

Poznamka 3.2. Jestlize ma ptvodni sit uzli pouze 4 uzly, tak B-splajny na

dané siti staci pouze symetricky zortogonalizovat.

Kéd 3.2. Pro ortogonalizaci B-splajnti stupné 1 na nedyadickém intervalu po-
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moci splineti jsem v MATLABu vytvoril kod splinet2.m. Kod je k nalezeni v

priloze diplomové prace.

Priklad 3.2. Necht mame zadanou neekvidistantni nedyadickou sif uzli, jez ma
24413 vnitinich uzli. Nasim tikolem je na této siti vytvorit ortogonalni B-splajny
stupneé 1.

K feseni vyuzijeme MATLAB a vytvoreny kdd splinet2.m. Uzly zapiSeme
jako vektor do proménné knots a funkci zavoldme pomoci 02=splinet2 (knots).
Do 02 se ndm pak ve formé struct zapisi vysledné OB-splajny.

Pivodni B-splajny rozdélené do trovni lze vidét na obrazku 3.3. Vysledné
ortogonalni OB-splajny jsou pak na obrazku 3.4.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad nd_1.m.
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Obrazek 3.3: Zortogonalizované B-splajny stupné 1 - obecny ptipad
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3.2. Splinety stupné k

Princip tvoreni splinett stupné k spociva v tom, Ze si puvodni B-splajny
roztiidime do nékolika skupin, s kterymi budeme pracovat jako s jednim celkem.
Jako nosice splajnii v jedné skupiné tedy budeme brat sjednoceni vsech nosici v
daném celku. Po rozdéleni do celkti budeme postupovat podobné jako u splinetii
stupneé 1.

Konstrukei splinet stupné k lze nejjednoduseji provést na siti uzla (AN), pro
kterou plati, Ze mad ¢ = k2" — 1 vnitinich uzld, kde N € N. Piedpokladdme

navic, ze zadny z uzli neni nasobny. Tudiz
(AX) : Ao < A1 <+ < Apov g < Apon

Takovému pripadu budeme fikat tplny dyadicky a interval [\, Agon| nazveme

dyadicky interval.

3.2.1. Dyadicky pripad

Nejprve puvodni B-splajny rozdélime do jiz zminénych celki, pricemz kazdy
celek bude obsahovat pravé k sousednich B-splajni. Kazdy takto rozdéleny B-
splajn musi patrit pravé do jednoho celku. Abychom rozdélili vSechny B-splajny
do celkti, za¢neme k krajnimi B-splajny. Celkii dohromady bude 2V — 1.

Nosice vyslednych ortogonalnich celkit budou opét rozdéleny do trovni. Nej-
mensi takové nosice budou trovné 0. Jestlize celky ocislujeme zprava doleva od
jednicky po 2V — 1, tak pravé nosice celki s lichym ¢islem budou nosice irovné 0.

oN=1 " Konkrétné

Tyto nosice oznac¢ime jako intervaly I,o, kde r = 1,...,
IRO = ()\Qk(r_l), )\ri], pfiéemi )\ri_k je centralni uzel.

Nosice trovné s > 1, s € N dostaneme jako sjednoceni dvou sousednich
nosicti urovné s — 1, poc¢inaje levymi krajnimi nosi¢i. Tedy prvni nosi¢ trovné
s bude sjednocenim prvniho a druhého nosice tirovné s — 1, druhy nosi¢ trovné

s bude sjednocenim tretiho a c¢tvrtého nosice trovné s — 1, atd. Konkrétné

I s = (Aok(r—1)25, AM2r)2s), kde r = 1, ... ,2N — s — 1. Nutno podotknout, ze kazdé
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dva nosice stejné irovné budou disjunktni. Takto budeme pokracovat az dokud
nedostaneme posledni nosi¢ trovné N — 1, ktery bude pokryvat cely dyadicky
interval.

Jakmile mame nosice pro vysledné ortogonalni celky, budeme chtit kazdému
puvodnimu celku priradit pravé jeden takovy nosi¢. Toho dosdhneme porov-
nanim prostrednich uzli jednotlivych nosi¢t pro ortogondlni celky s prostied-
nimi uzly celkii. Jestlize se prostfedni uzel intervalu I, s prostfednim uzlem
néjakého celku shoduje, B-splajny v daném celku postupné oznacime B, ,, kde
t=kr—k+ 1,... kr.

Ortogonalizace probiha nasledovné. Nejprve si vezmeme celky na nejmensich
nosicich, coz budou celky na nosic¢ich drovné 0. Konkrétné se tedy bude jednat
o B-splajny B;o. B-splajny v jednotlivych takovych celcich symetricky zorto-
gonalizujeme pomoci symetrické Gramovy-Schmidtovy metody a oznacime jako
OB-splajny OBy .

B-splajny na vyssich trovnich s > 1 v jednom celku pak postupné zorto-
gonalizujeme vici vsem OB-splajnim, jejichz nosice trovni se celé nachézi v
intervalu I, 5, a symetricky je zortogonalizujeme vici samy sobé. Z divodu dya-
dické struktury sité vsak staci B-splajny ortogonalizovat vici tém OB-splajnim,
jejichz nosice maji s nosici pravé ortogonalizovaného celku neprazdny priunik. Na
kazdé predchozi tirovni je takovych OB-splajnti 2k. Obecné tedy staci B-splajny

na vyssich trovnich zortogonalizovat pouze vici (2k)° OB-splajntim.

Kéd 3.3. Pro ortogonalizaci B-splajnti obecného stupné £ na dyadickém intervalu
pomoci splineti jsem v MATLABu vytvoril kdd splinet_k_dyadic.m. Kéd je k

nalezeni v priloze diplomové prace.

Piiklad 3.3. Necht mame zadanou ekvidistantni dyadickou sit uzli, jez mé (3 x
24 —1) vnitinich uzli. Nasim tkolem je na této siti vytvorit ortogondlni B-splajny
stupné 3.

K feseni vyuzijeme MATLAB a vytvoreny kod splinet_k_dyadic.m. Uzly

zapiseme jako vektor do proménné knots a funkci zavolame pomoci
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OKD=splinet_k_dyadic(knots,3). Do OKD se nam pak ve formé struct zapisi
vysledné OB-splajny.

Pivodni B-splajny rozdélené do turovni lze vidét na obrazku 3.5. Vysledné
ortogonalni OB-splajny jsou pak na obrazku 3.6.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad_dyadic_k.m.

3.2.2. Obecny pripad

Jestlize se pocet vnitinich uzlii ¢ v siti nerovna k2 — 1 pro zadné N € N,
pak se jedna o obecny piipad. Mizeme fict, ze k2N < g < k2¥*!1 —1 pro N € N.
Pro g = 2¥*! — 1 bychom opét méli dyadicky piipad.

Provedeni ortogonalizace obecného pripadu lze rozdélit do ¢tyr krokii:

1. Rozdélime puvodni sif uzlil na co nejvétsi dyadické sousedni disjunktni
intervaly tak, aby byly symetrické vzhledem k prostfednimu uzlu (nebo
vzhledem k prostfednimu bodu intervalu mezi prostfednimi dvéma uzly v
pripadé sudého poctu uzli) a aby se jejich velikosti postupné zmensovali ¢im
vice bychom se blizili ke stfedu. Krajni body nejvétsich takovych intervali
tedy jsou krajni uzly. Takto pokracujeme, dokud nam nezbyde prostredni

interval, ktery obsahuje pouze 2 az 4k uzli.

2. Na jednotlivych intervalech ziskanych v predchozim kroku zkonstruujeme

dyadické splinety pomoci postupu uvedeného v podkapitole 3.2.1.

3. Mezi kazdymi dvéma dyadickymi splinety pak jesté zbyvaji takzvané ne-
pravidelné B-splajny, jejichz nosice jsou soucasti dvou vedlejsich splinetii.
Tyto B-splajny budeme chtit zortogonalizovat vici témto splineti, vuaci
predchozim nepravidelnym OB-splajnim a symetricky vic¢i samy sobé, coz

provedeme néasledovné:

(a) Chceme nepravidelné B-splajny zortogonalizovat vuéi vedlejsim spli-

netim. Je nutné vsak podotknout, ze je opét stac¢i zortogonalizovat

48



051 \
0 \

_05 I e e |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 48
B-splajny na trovni 3
1 |-
051
i \
_0-5 I I e e e v
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 48
B-splajny na trovni 2
1 |-
051
i \
_05 S e A ey o |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 48
B-splajny na trovni 1
1 |-
051
0
_05 1 e S A ey N A o |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 48

B-splajny na trovni 0
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vici tém OB-splajnim ve splinetech, které maji neprazdné pruniky

nosicu s pravé ortogonalizovanymi nepravidelnymi B-splajny.

Chceme nepravidelné B-splajny zortogonalizovat vici vSem predcho-
zim nepravidelnym OB-splajnim. Opét je vSak staci zortogonalizovat
vici tém nepravidelnym OB-splajntim, jejichz priniky nosi¢ti s no-
Si¢i pravé ortogonalizovanych B-splajni jsou neprazdné. Staci je tedy
zortogonalizovat vici k posledné zortogonalizovanym nepravidelnym

OB-splajnim vlevo ¢i vpravo.

Chceme nepravidelné B-splajny zortogonalizovat vici samy sobé. Toho

dosdhneme pomoci symetrické ortogonalizace.

4. Po provedeni prvnich t¥i krokti ndm jesté zbyva zortogonalizovat k az 5k —1

prostfednich B-splajnt. k prostrednich B-splajnii nejvice vlevo zortogona-

lizujeme vuci poslednimu splinetu vlevo a vuci k posledné zortogonalizo-

vanym nepravidelnym OB-splajniim vlevo. Obdobné to probéhne i s k B-

splajny nejvice vpravo, tj. zortogonalizujeme je viuci poslednimu splinetu

vpravo a vuci k posledné zortogonalizovanym nepravidelnym OB-splajnim

vpravo. V zavislosti na tom, kolik ndm zbyvalo zortogonalizovat B-splajnt

na zacatku kroku, provedeme jeden z nasledujicich kroki:

(a)

(b)

Pokud zbyvalo k az 2k prostiednich B-splajnti, tak je jesté symetricky

zortogonalizujeme vii¢i samy sobé.

Pokud zbyvalo 2k+1 az 3k —1 prostrednich B-splajnt, tak pravé zorto-
gonalizované B-splajny jesté symetricky zortogonalizujeme vici samy
sobé. Zbyvajici jesté nezortogonalizované B-splajny zortogonalizujeme
vici tém pravé zortogonalizovanym a posléze i symetricky vici samy

sobé.

Pokud zbyvalo 3k az 5k — 1 B-splajnt, tak jesté nezortogonalizované
B-splajny zortogonalizujeme viic¢i tém praveé zortogonalizovanym a po-

sléze i symetricky viaci samy sobé.
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Poznamka 3.3. Jestlize ma ptuvodni sif uzli pouze 2k + 1 az 4k uzla, tak pri

ortogonalizaci mtzeme rovnou preskocit na krok 4a ci 4b.

Koéd 3.4. Pro ortogonalizaci B-splajni obecného stupné k na nedyadickém in-
tervalu pomoci splinetu jsem v MATLABu vytvoril kod splinet_k_general.m.

Kéd je k nalezeni v ptiloze diplomové prace.

Priklad 3.4. Necht mame zadanou ekvidistantni nedyadickou sit uzli, jez ma
25 + 4 vnitinich uzlt. Nasim tikolem je na této siti vytvotit ortogonalni B-splajny
stupné 3.

K teseni vyuzijeme MATLAB a vytvofeny kod splinet_k_general.m. Uzly
zapiseme jako vektor do proménné knots a funkci zavolame pomoci
OB=splinet_k_general (knots,3). Do OB se nam pak ve formé struct zapisi
vysledné OB-splajny.

Pivodni B-splajny rozdélené do trovni lze vidét na obrazku 3.7. Vysledné
ortogonalni OB-splajny jsou pak na obrazku 3.8.

Priklad vypracovany s pomoci MATLABu lze nalézt v priloze pod nazvem

priklad nd_k.m.
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4. Prakticka cast

V kapitole 1 jsme si ukazali, ze jsou B-splajny uzitecné pri hledani polynomic-
kych splajni, které by interpolovaly ¢i aproximovaly zadana data. V dané kapitole
jsme vsak po B-splajnech vzajemnou ortogonalitu nepozadovali. Je prirozené se
tedy zeptat, zdali by se ortogonalni B-splajny také daly vyuzit k aproximaci dat
a jestli by nam prace s ortogonalnimi B-splajny nezjednodusila vypocet.

Logicky by nam ortogonalni B-splajny mély pomoci v problémech, kde mi-
zeme jejich ortogonality vyuzit. Ortogonalita se nam tedy miize hodit napriklad
v pripadech, kdy pracujeme se spojitymi skalarnimi souciny. Matice takovych
skalarnich souc¢inii B-splajnt by pak byla diagonalni jednotkova, ¢imz by se nam
meély zjednodusit vypocty v soustavach, kde ji vyuzivame.

Jako data k ilustraci uziti ortogonalnich B-splajnt jsem si zvolil volné do-
stupnd data z [8]. Jednd se o denni prehled osob nakazenych onemocnénim
COVID-19. Konkrétné jsem si vybral denni pocty nové nakazenych osob za rok
2021. Celkem se tedy jedna o 365 hodnot, které jsou reprezentovany dvojicemi
(i, y:), i = 1,...,365. Vektor & postupné nabyva hodnot od 1 do 365, ¢imz re-
prezentuje jednotlivé dny roku. Pod cislem 1 si tedy predstavime den 1. 1. 2021,
pod ¢islem 2 den 2. 1. 2021, atd. Pod vektorem y se pak nachézi poc¢ty nové na-
kazenych osob v odpovidajici dny. Uzita data jsou soucasti prilohy pod nazvem

covid_prehled.csv.

4.1. Interpolace

Nejprve se podivame na interpolaci. Data budeme chtit prolozit splajnem
stupné 3. Aby byl interpolac¢ni splajn jediny, tak koloka¢ni matice musi byt regu-
larni, ¢ehoz dle véty 1.5 docilime tak, kdyz baze prostoru bude slozena prave
z 365 B-splajni a v kazdém B-splajnu se bude nachazet alespon jeden bod
x;. Sit uzla, kterd tomuto pozadavku vyhovuje, je napriklad sif skladajici se
pravé ze vSech bodu vektoru x. Abychom dostali celou bazi prostoru, tak sit

bude jesté nutné rozsirit o 2k uzli navic. Jako pomocné uzly zvolime napriklad
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{-3,—-2,—1,366,367,368}. Zamérné jsme nevolili ndsobné uzly, protoZze ortogo-
nalizovat B-splajny pomoci splinetii lze pouze na siti uzli s jednoduchymi uzly.

Pomoci kédu splinet_k_general.m na rozsifené siti vytvorime ortogonalni
bazi B-splajnt, sestrojime kolokac¢ni matici a z poznatkl kapitoly 1.2.2 vypoci-
tame vektor b, diky némuz bude interpola¢ni splajn urc¢en jednoznacné. Vysledny
splajn vypocitame a znazornime. Vysledek lze vidét na obrazku 4.1. Jelikoz se
mimo interval [1,365] Zddné dalsi data nenachézi, tak je splajn vykreslen pouze
na tomto intervalu. Jak splajn vypada na celé rozsirené siti uzli uz pro nas neni
relevantni.

Jak lze z obrazku vypozorovat, pro vyssi pocet dat se splajnova funkce chova
ponékud chaoticky a volba jiného stupné splajnu k& by nam v tomto ohledu ne-
pomohla. Je proto vhodnéjsi vyuzit jednu z metod aproximace s mensim poctem
uzl.

Nutno podotknout, Ze se vlastnost ortogonality B-splajnii ve vypoc¢tu nevyu-
zila, nicméné jak jsme si pravé ovérili, interpolacni splajn se dé zjistit i s pomoci

ortogonalnich B-splajnii.

Poznamka 4.1. Splajn z obrazkia 4.1 byl vykreslen pomoci MATLABu a jeho

vypocet se nachazi v priloze pod ndzvem priklad_inter.m.

4.2. Metoda nejmensich ctverci

Nyni se pokusime data aproximovat ve smyslu nejmensich ¢tverct.

Jak jiz vime z podkapitoly 1.2.3, splajn, pro néjz je hodnota vyrazu d(b) mini-
malni, je urcen jednoznacné pravé tehdy, kdyz je kolokacni matice plné sloupcové
hodnosti. Dle véty 1.5 bude tedy vhodné zvolit takovou sit uzli, ve které se mezi
kazdymi dvéma sousednimi uzly bude nachazet alespon jeden bod z vektoru x.

Nejprve si pomoci kédu splinet_k_general.m vytvorime bazové ortogonalni
B-splajny a zkonstruujeme kolokac¢ni matici. Jakmile mame kolokac¢ni matici plné

sloupcové hodnosti, miizeme najit jednoznacné reseni normalni soustavy rovnic:

56



><104

3/
ol
1
0r - -
Zadand data a uzly

50 100 150 200 250 300 350

Obrazek 4.1: Interpolace dat

CIZH(m)WCkH(m) b= Cl?—&-l(m)Wy
B v

Bb=wv

jako

b=B

Dle poznamky 1.8 lze matici B a vektor v zapsat pomoci skalarnich sou-
¢int. Jestlize bychom méli zadana data spojitda a namisto vahovych koeficienti
bychom méli spojitou vahovou funkci, tak by nam diky ortogonalité B-splajnt
matice skalarnich souc¢ini B vychézela jako jednotkova diagondalni, ¢imz by se
nam zjednodusil vypocet. U konkrétnich diskrétnich dat, které vyuzivame, se
vsak ortogonalita neuplatni.

Na rozdil od interpolace jiz ma vétsi smysl se podivat, jaky mé vliv volba sité
uzli ¢i volba stupné vysledného aproximacniho splajnu. Navic jesté musime navo-

lit vahové koeficienty, coz muze také ovlivnit vysledek. V nasledujicich pripadech
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Obrazek 4.2: Metoda nejmensich ¢tverct pro 8 uzla

je vsak jako vektor vahovych koeficientl volen jednotkovy vektor.
V nasledujicich nékolika bodech se pokusime sestrojit splajny na siti uzli s 8,

13, 30 a 50 uzly.

e Nejprve se podivame na aproximaci pomoci metody nejmensich ¢tverct na
ekvidistantni siti 8 uzli. Jako stupné splajni si postupné navolime 1,2 a
3 a sif uzld rozsifime o 2k uzli, pricemz jako pomocné uzly opét volime
pouze jednoduché uzly, abychom B-splajny mohli zortogonalizovat pomoci
splinetii. Vysledné splajny vykreslime do jednoho grafu, coz lze vidét na
obrazku 4.2. Umisténi uzll je tentokrat znazornéno svislymi carkovanymi
primkami. Datové body byly zobrazeny az za dané funkce, aby byly funkce
co nejlépe vidét.
Jiz pro sit s pouze 8 uzly jsme v pripadé splajni stupné 2 a 3 dostali
pomérné dobrou aproximaci dat. Presto se podivame, jestli se nam situace

nezlepsi na siti s vice uzly.

e Vzhledem k tomu, jaké mame data, tak neni Spatny napad si zvolit takovou

sit uzlla, kde sousedni uzly tvori intervaly, které odpovidaji pravé jednomu
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Obréazek 4.3: MNC pro 13 uzlt

kalendainimu mésici v datech. Jednd se tedy o neekvidistantni sif uzla s
13 uzly, pricemz prvnim dvanécti uzlim se priradi body z dat odpovidajici
prvnim dnim v mésicich, zatimco poslednimu uzlu prifadime bod odpovi-
dajici poslednimu dnu roku. Opét jako stupné splajnii postupné navolime
k = 1,2,3 a vykreslime do jednoho grafu. Graf je znédzornén na obrazku

4.3.

Jak lze z obrazku vypozorovat, nyni i splajn stupné 1 pomérné pékné apro-

ximuje dana data. Z takového grafu lze navic zietelné vycist, v kterych

vvvvv

Zkusime opét pocet uzli navysit a jako sit zvolime 30 ekvidistantnich uzli.
Splajny stupnii 1,2 a 3 nakreslime do jednoho grafu, jenz je znézornén na
obrazku 4.4. Splajny jsou v takovém pripadé jiz hodné podobné a uz neni
nutné hledat lepsi aproximujici splajny. Pro zajimavost jsou vsak na ob-
razku 4.5 vykresleny splajny na siti s 50 ekvidistantnimi uzly. Svislé primky
znazornujici polohu uzld jiz neni nutné vykreslovat, jelikoz jsou uzly prilis

blizko u sebe. Splajny na takové siti uzli uz témér splyvaji.
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Poznamka 4.2. Splajny z obrazku 4.2-4.5 byly vykresleny pomoci MATLABu

a jejich vypocet se nachazi v priloze pod nadzvem priklad_mnc.m.

4.3. Vyhlazovani

Nyni se budeme snazit dand data aproximovat pomoci vyhlazovani. Pro pri-

pomenuti hleddme vektor b, jenz minimalizuje vyraz

T b) = (1 - a) / ' (% zg; b,Bf“(x)) (%ék b Bl (1’)) dz +

i=—k

I, (b)

n g 2
+a) w; (yj - > bz‘BfH(%))
j=1

i=—

Ji1(b) = (1 — a)L1(b) + aly(b)

V podkapitole 1.2.4 jsme si ukazali, Ze lze pomoci véty 1.4 vyraz I, (b) upra-
vit na soucin jednodussich matic. Toho tentokrat nevyuzijeme, protoze bychom
museli pfepocitat vsechny koeficienty. Navic bychom museli zkonstruovat ortogo-
nalni B-splajn nizstho stupné, ¢imz by se nam jenom zvysil ¢as vypoctu. Derivaci
B-splajnu ve vyrazu I;(b) budeme namisto toho pocitat rovnou v MATLABu

pomoci funkce fnder.
Definujeme ¢tvercovou matici Hy; := <hij> typu (¢ +k+1) x (g +
,j=—k,...,g
k+1), kde

b al al
hij :/a @Bfﬂ(?ﬁ)@f};ﬁl(ﬁ)dl}

coz vlastné bude matice skalarnich soucinii [-tych derivaci B-splajnti. K vypoctu
matice Hj; muzeme tudiz pouzit kod skalarmatice.m.

Vyraz I;(b) pak bude vypadat jako

I;(b) = b"Hyb
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Celkem tedy muzeme J{*(b) zapsat jako
« T T
J(b) = (1 — a)b” Hyb + CY(Z/ - Ck+1($)b> W(Z/ = Cry1 (m)b)

Nyni budeme postupovat obdobné jako v podkapitole 1.2.4. Vypocitame si
hessian funkce J?(b) a zjistime, kdy je pozitivné definitni. Jelikoz je matice Hy,
pozitivné semidefinitni, tak pozitivni definitnost hessianu bude opét zaviset na
plné sloupcové hodnosti koloka¢ni matice.

Pokud méame koloka¢ni matici plné sloupcové hodnosti, tak existuje jediné

minimum funkce J(b), které muzeme hledat jako feseni soustavy

(1= a)Hy + oGy ()W Crn (@) b = aCYlyy (1) Wy
N——————
A u

Ab=1u

Jestlize bude matice A regularni, pak bude existovat pravé jedno feSeni soustavy.
Pozitivni definitnost a tim i regularita matice A plyne z plné sloupcové hodnosti
koloka¢ni matice C1().

Co se tyce konstrukce splajnu, nejprve pomoci koédu splinet_k_general.m
vytvorime bazové ortogonalni B-splajny a zkonstruujeme kolokac¢ni matici a ma-
tici Hy,.

V nasledujicich nékolika bodech se pokusime sestrojit splajny na siti uzli s 8,

13 a 30 uzly. Jako vektor vahovych koeficienti bude volen jednotkovy vektor.

e Stejné jako u metody nejmensich ¢tverct se nejprve podivame na aproxi-
maci vyhlazovanim na ekvidistantni siti 8 uzli. Budeme aproximovat splaj-
nem stupné k = 3 a jako derivaci postupné navolime [ = 0,1,2 a a = 0.5. Sit
uzli rozsitime o 2k uzld, pricemz jako pomocné uzly opét volime pouze jed-
noduché uzly, abychom B-splajny mohli zortogonalizovat pomoci splinetii.
Vysledné splajny vykreslime do jednoho grafu, coz lze vidét na obrazku
4.6. R4d derivace v legendé grafu jsem pojmenoval jako der, protoze [ v

MATLABu vypadalo spise jako I.
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Obrazek 4.6: Vyhlazovani pro 8 uzli, kde k = 3

Jak lze z obrazku vypozorovat, splajn vyhlazovani, pro néjz je [ = 0, je pro
volbu aproximace nevhodny. Nutno podotknout, Ze se ve vypoctu takového

splajnu ptimo vyuzije ortogonalita B-splajnii.

Na stejné siti uzli zkusime data aproximovat pomoci vyhlazujiciho splajnu,
jenz bude mit stupen k = 2 a jako rad derivace bude zvolena [ = 1. Navic
jako a zvolime 0.1, tudiz by se vysledny splajn mél blizit dostatecné hladké
aproximaci. Srovnani vyhlazovaciho splajnu a splajnu vytvoreného pomoci

MNC lze vidét na obrazku 4.7.

I pres volbu pomérné malého « je aproximace pomoci metody nejmensich
¢tverci a vyhlazovani témér totozné. Je to pravdépodobné dano volbou

pomérné péknych dat.

Na neekvidistantni siti 13 uzli, jejiz intervaly mezi sousednimi uzly odpo-
vidaji kalendainim meésicim v roce, budeme chtit aproximovat dana data
pomoci vyhlazujicich splajni stupné k = 3, pficemz postupné navolime
l=1,2aa=0.1. Splajny navic srovnhame s aproximac¢nim splajnem sestro-

jenym pomoci metody nejmensich ¢tvercti. Graf je znazornén na obrazku

63



100 150 200 250 300 350

50

Obrazek 4.7: Srovnani MNC a vyhlazovani pro 8 uzli, kde k = 2
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Obrazek 4.8: Vyhlazovani pro 13 uzli, kde k = 3
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Obrazek 4.9: Vyhlazovani pro 30 uzli, kde k = 3
4.8.

Jak lze z obrazku vypozorovat, splajny jsou témér identické, pricemz splajn

aproximovany ve smyslu MNC dokonce jeden ze splajnti prekryva.

e Jako sit jesté zvolime 30 ekvidistantnich uzli. Splajny budeme konstruovat
jako vyhlazujici splajny stupné k& = 3, kde postupné vyuzijeme rady deri-
vaci [ = 0,1,2. Vysledek nakreslime do jednoho grafu, jenz je znazornén
na obrazku 4.9. Vyhlazovaci splajny se pro [ = 1 a [ = 2 lisi pouze na

pocatecnich intervalech.

Poznamka 4.3. Splajny z obrazku 4.6-4.9 byly vykresleny pomoci MATLABu
a jejich vypocet se nachazi v priloze pod nazvem priklad_vyhl.m. Jedna se o
upraveny kod vyhl.m, jenz byl poskytnut pani docentkou Machalovou a ktery
Ize také nalézt v priloze. U obrazki, kde jsme vyhlazovani srovnavali s metodou

nejmensich ¢tverci, jsme jesté navic vyuzili priklad mnc.m
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4.4. Shrnuti

Snazili jsme se prolozit data [38] splajnem pomoci interpolace, metody nejmen-
sich ¢tvercu a vyhlazovani, pricemz jsme jako bazové funkce pouzivali ortogonalni
B-splajny. Jak jsme se presveédcili, interpolace se k prolozeni vétsitho mnozstvi dat
nehodila. Aproximaci pomoci metody nejmensich ¢tvercti a pomoci vyhlazovani
jsme dochazeli k dobrym, ale podobnym vysledkiim. K dostatecné dobré aproxi-
maci danych dat by nam vsak pravdépodobné stacila aproximace pomoci metody
nejmensich ¢tverct na siti o 13 uzlech. Obecné je vSak vhodnéjsi pouzit vyhlazo-
vani, jelikoz se metoda snazi nejen aproximovat dana data, ale i eliminovat nédhlé
zmény funkcénich hodnot aproximujiciho splajnu.

K aproximaci jsme pouzivali ortogonalni B-splajny, nicméné vzhledem k tomu,
ze jsme meli diskrétni data, tak jsme vlastnost ortogonality casto nevyuzili. Jak
jiz bylo zminéno, v pripadé spojitych dat by tomu bylo jinak. Alespon jsme si

vsak ukézali, ze metody funguji i pro ortogonalni B-splajny.
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ld v
Zaver

Kdyz mé pani docentka Machalova polozila dotaz, zdali bych nemél zajem
vypracovat diplomovou praci na téma ortogonalnich B-splajni, tak jsem jesté
nemél tuseni, co to vibec B-splajn je. Nastésti se béhem mého studia otevrel
predmét, jez se splajny a B-splajny zabyval, takze jsem zékladni teorii mohl
vstfebat na prednaskach, coz mi vyrazné usnadnilo psani. Tyto zédkladni poznatky
jsem se snazil shrnout v prvni pripravné kapitole. Velkou oporou k psani prvni
kapitoly mi také byla skripta [3], z nichz jsem cerpal vétsinu zékladnich definic.
Tato skripta mi navic byla sympaticka tim, ze byla jedina skripta o splajnech,
které jsem nasel psand cesky.

Cilem této diplomové préace bylo ¢tenafe seznamit s ortogonalnimi B-splajny
a Tict si o jejich vyuziti. Problematika ortogondlnich B-splajnii uz bylo poné-
kud specificteéjsi téma, jez bylo zapotiebi si poradné nastudovat sam. K tomu mi
hlavné poslouzil ¢lanek [1]. Predstavenim ortogonalnich B-splajnu a jejich meto-
dami vypoctu jsem se zabyval ve druhé kapitole. Z metod se jednalo o Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizacni metodu a jeji symetrickou alternativu. Kapitolu jsem
navic doplnil o priklady a kédy jednotlivych metod, jez byly vytvoreny v softwaru
MATLAB.

V tfeti kapitole se mluvilo o hlavnim tématu jiz zminéného ¢lanku a to o spli-
netech. V kapitole jsem zminil, Ze se jednalo o pomérné novy zpusob ortogonali-
zace, jenz byl urc¢itym zpusobem vyhodnéjsi, nez predchozi metody. V zavislosti
na volbé sité uzli a stupné B-splajni na dané siti byly v kapitole popsany cel-
kem 4 alternativy vypocti splinetii. VSechny tyto alternativy jsem navic doplnil
o priklady a kédy vytvorené v MATLABu.

Ve ¢tvrté a zaverecné kapitole jsem se podival na vyuziti ortogonalnich B-
splajni v aproximaci dat. Konkrétné se jednalo o prolozeni dat pomoci interpo-
lace, metody nejmensich ¢tverct a vyhlazovani. K predvedeni danych metod jsem
vyuzil MATLAB a volné dostupna data [3]. Jelikoz se jednalo o pomérné pékna

data, tak nam k dobré aproximaci dat stacilo pouze mensi pocet uzla v siti.
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Seznam priloh
Kody

vyhl.m — vyhlazovani dat (kéd byl vytvoren pani docentkou Machalovou)

matice_fcionalu.m — matice skalarnich soucinti potiebna k vyhlazovani
(kéd byl vytvoren pani docentkou Machalovou)

matder.m — vytvareni pomocnych matic k vyhlazovani (kod byl vytvoren
pani docentkou Machalovou)

gramsch.m — algoritmus Gramovy-Schmidtovy metody

gsorto.m — presnéjsi Gramova-Schmidtova metoda (viz poznamku 2.2)
skalar.m — spojity skalarni souc¢in mezi dvéma B-splajny
skalarmatice.m — vypsani skalarni matice B-splajnt

symlemma.m — symetrickd ortonormalizace dvou normalizovanych B-splajni
gssymcor.m — symetrickd Gramova-Schmidtova metoda

splinetl.m — tvofeni splineti stupné 1, dyadicky pripad

splinet2.m — tvofeni splineti stupné 1, obecny ptipad

splinet_k_dyadic.m — tvofeni splineti obecného stupné k, dyadicky pri-
pad

splinet_k_general.m — tvoreni splineti stupné k, obecny pripad

Priklady vypocitané v MATLABu

priklad_gs.m — vypracované priklady 2.1 a 2.2
priklad_daydic_1.m — vypracovany priklad 3.1
priklad _nd_1.m — vypracovany piiklad 3.2
priklad_dyadic_k.m — vypracovany priklad 3.3
priklad _nd_k.m — vypracovany piiklad 3.4
priklad_inter.m — interpolace dat covid_prehled.csv

priklad_mnc.m - aproximace dat covid_prehled.csv pomoci metody nej-
mensich ¢tverci
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e priklad_vyhl.m — aproximace dat covid_prehled.csv pomoci vyhlazo-
vani (jedna se o upraveny kéd vyhl.m, jenz byl poskytnut pani docentkou
Machalovou)

Data

e covid_prehled.csv — data o poc¢tu nakazenych osob onemocnénim CO-
VID-19 (prevzato z [3])
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