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Optické svazky se strukturami menš́ımi
nežli vlnová délka

Abstrakt

Předmětem této diplomové práce bylo studium a vývoj nového
druhu pseudo-nedifrakčńıho optického svazku, známého jako struk-
turovaný optický svazek. Ćılem práce bylo vytvořit generátor těchto
svazk̊u a optimalizovat jej pro generaci struktur o velikosti menš́ı
než vlnová délka. V rámci experiment̊u byla provedena měřeńı sub-
pixelových struktur svazku pomoćı metody zakrýváńı pixel̊u foto-
detektoru, na které tyto struktury dopadaly. Dosáhli jsme úspěšné
generace nedifrakčńıho pole o š́ı̌rce 0,89λ a délce 1185λ. Dále jsme
provedli experiment s totálńım vnitřńım odrazem, který ukázal sig-
nifikantńı změnu rozložeńı polarizace v jádře svazku. Diskutovali
jsme také limity generace sub-vlnových strukturovaných svazk̊u a
jejich potenciál využit́ı. Źıskané výsledky a jejich možné aplikace
byly předmětem analýzy a diskuse. Na základě těchto výsledk̊u
je patrný potenciál strukturovaných optických svazk̊u jako nového
nástroje pro optické manipulace, mikroskopii a vytyčováńı prosto-
rové př́ımosti pro ultrapřesnou justaci.

Kĺıčová slova: Strukturovaný svazek, Gaussovský svazek, pseudo-
nedifrakčnost, vlnová délka, subpixelové struktury, metoda
překrýváńı
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Optical beams with subwavelenght
structures

Abstract

The subject of this thesis was the study and development of a new
type of pseudo-non-diffractive optical beam, known as a structu-
red optical beam. The aim of the thesis was to create a generator
for these beams and to optimize it for the generation of structu-
res smaller than a wavelength. The experiments involved measu-
rements of sub-pixel beam structures using a method of covering
the pixels of the photodetector on which these structures were in-
cident. We achieved successful generation of a non-diffraction field
with a width of 0.89λ and a length of 1185λ. We also performed
a total internal reflection experiment, which showed a significant
change in the polarization distribution in the core of the beam. We
also discussed the limits of sub-wavelength structured beam gene-
ration and their potential applications. The obtained results and
their possible applications were analyzed and discussed. Based on
these results, the potential of structured optical bundles as a new
tool for optical manipulation, microscopy and delineation of spatial
straightness for ultraprecision alignment.

Keywords: Structured beam, Gaussian beam, pseudo-non-
diffraction, wavelength, subpixel structures, covering method
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1.3 Polarizace světla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Seznam obrázk̊u
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výše prob́ıraných svazk̊u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.29 Axikon generuje vlnoplochy naznačené červeně a dává vzniku Besse-
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3.1 Vizualizace metody zakrýváńı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Seznam symbol̊u a zkratek

SLB strukturovaný laserový svazek (z anglického: structured laser beam)
STED stimulovaná emise deplece
u(r⃗, t) vlnová funkce
△ Laplace̊uv operátor
I(r⃗, t) optická intenzita
⟨·⟩ oprátor středováńı
c0 fázová rychlost světla ve vakuu
c fázová rychlost světla v médiu
n index lomu média
A0(r⃗) amplituda vlnové funkce
r⃗ polohový vektor

ω Úhlová frekvence vlny

k⃗ vlnový vektor
ν̃ vlnočet

Û(r⃗, t) komplexńı vlnová funkce
i komplexńı jednotka, topologický index
ℜ reálná část komplexńıho č́ısla
ℑ imaginárńı část komplexńıho č́ısla
λ vlnová délka
ρ pr̊uměr svazku
p hybnost
Θ0 vrcholový úhel kužele rozb́ıhavosti svazku
W0 poloměr svazku v jeho pasu
W (r, ϕ) polynomický rozvoj popisuj́ıćı obecné čelo vlnoplochy
Zm

n (r, ϕ) Zernikeho polynom
Nm

n normalizačńı váhový koeficient Zernikeho polynomu

R
|m|
n radiálńı složka Zernikeho polynomu

E⃗(r⃗, t) intenzita elektrického pole

B⃗(r⃗, t) magnetická indukce

D⃗(r⃗, t) elektrická indukce

H⃗(r⃗, t) intenzita magnetického pole
Q elektrický náboj
ρ(r⃗, t) hustota náboje
I elektrický proud
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j⃗(r⃗, t) proudová hustota
ϵ0 permitivita vakua
µ0 permeabilita vakua
Φ magnetický indukčńı tok
S plocha

∇⃗ vektorový operátor nabla
T (t) časová komponenta řešeńı vlnové rovnice
S(r⃗) prostorová komponenta řešeńı vlnové rovnice

S⃗ Poynting̊uv vektor
ε vzájemná fáze dvou kmit̊u
P stupeň polarizace
S0S1S2S3 Stokesovy parametry
a velikost hlavńı poloosy v Berryho formalismu
b velikost vedleǰśı poloosy v Berryho formalismu
c normála k elipse v Berryho formalismu
m topologický náboj v́ıru
E∗ komplexně sdružená intenzita elektrického pole
HGm,n Hermite - Gausovský př́ıčný mod
LGp,l Laguerre - Gaussovský př́ıčný mod
BGβ Bessel - Gaussovský svazek
(x, y, z, t) kartezská soustava souřadnic
(r, ϕ, z, t) cylindrická soustava souřadnic
(ζ,Θ, r) poloidně - toroidńı soustava souřadnic
2z0 ohnisková hloubka svazku
z0 Rayleghova vzdálenost
zr vzdálenost samoobnoveńı
D pr̊uměr překážky, apertura čočky
Φ(x, y) fáze v́ırového svazku
←→
L moment hybnosti
f ohniskový vzdálenost čočky
Z4

0 sférická vada prvńıho řádu
Z6

0 sférická vada druhého řádu
dV K vzdálenost vzorek - kamera
dPK vzdálenost plankonvexńı čočka - sférická čočka
dSLB vzdálenost počátku generace SLB
r1, r2 polohy ukazuj́ıćı překryt́ı pixelu
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1 Teorie popisu světla

Počas historíı poznáváńı povahy světla bylo vyvinuto několik fyzikálńıch pohled̊u
popisuj́ıćıch jeho chovańı. Prvńı exaktńı formulaćı se stala paprsková optika, která
formulovala světlo jako soubor př́ımočaře se š́ı̌ŕıćıch paprsk̊u světla. Pr̊ukopńıky pa-
prskové optiky byly Pierre de Fermat formulaćı Fermatova principu a Sir Isaac New-
ton, který tvrdil, že světlo je množinou př́ımočaře se pohybuj́ıćıch částic tvoř́ıćıch
paprsky. Paprsková optika věrně popisuje př́ıpady kdy se světlo š́ı̌ŕı předměty je-
jichž rozměry jsou mnohonásobě větš́ı než vlnová dělka světla [1]. Když popis světla

Obrázek 1.1: Schema vzájemných
vztah̊u mezi jednotlivými
př́ıstupy k chápáńı světla,
inspirováno [1]

pomoćı paprsk̊u začal selhávat a narazil na
jevy jež nebyly paprskovou formulaćı možny
vysvětlit, kupř́ıkladu difrakce či interference,
přǐsel nový revolučńı pohled na popis světla
a to ten, že světlo se š́ı̌ŕı ve formě vln,
které popisuje skalárńı vlnová funkce. K roz-
voji vlnové optiky přispěl svým slavným ”Youn-
govým”experimentem Thomas Young, který
jako prvńı ukázal interferenci světelných vln,
a dále Christiaan Huygens formulaćı Huygen-
sova principu. Avšak s objeveńım jev̊u, které vl-
nová optika neńı schopna popsat, např́ıklad po-
larizačńı stavy světla, přǐsla na řadu nová for-
mulace světla, tentokrát se o ni zasloužil James
Clerk Maxwell. Pomoćı čtyř slavných ”Maxwellových”rovnic popsal nejen viditelnou
oblast ale celé spektrum elektromagnetického vlněńı. Základńı myšlenkou bylo, že
elektromagnetické vlněńı se š́ı̌ŕı ve formě dvou vzájemně kolmých vektorových vln,
vlny intenzity elektrického pole a vlny intenzity magnetického pole. Posledńım, nej-
moderněǰśım a zat́ım nejexaktněǰśım popisem světla, potažmo elektromagnetického
spektra se stala kvanotvá optika, jej́ıž předpokladem je, že elektromagnetické pole je
kvantováno a výměna energie prob́ıhá po diskrétńıch skoćıch sprostředkovávaných
částicemi, fotony. Pr̊ukopńıky těchto př́ıstup̊u se stali zejména Max Planck, který
při studiu absolutně černého tělesa ukázal, že vyzařovańı se děje po diskrétńıch
tzv. kvantech. Obzory kvantového chápáńı světla rozš́ı̌ril Albert Einstein při popisu
fotoelektrického jevu.
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1.1 Vlnový popis

Vlnová optika přistupuje k popisu světla formou vln, tyto vlny matematicky vy-
jadřujeme takzvanou vlnovou funkćı, jde o skalárńı funkci polohy a času.

u(r⃗, t) (1.1)

Vlnová funkce je řešeńı vlnové rovnice.

∆u(r⃗, t) =
1

c2
∂2u(r⃗, t)

∂t2
(1.2)

Zde ∆ vyjadřuje Laplace̊uv oprátor definovaný jako ∆ = ∂
∂x2 + ∂

∂y2
+ ∂

∂z2
a c vy-

jadřuje fázovou rychlost vlny v homogenńım prostřed́ı. Jde o hyperbolickou parciálńı
diferenciálńı rovnici druhého řádu a je lineárńı, tud́ıž plat́ı princip superpozice, tedy
máme-li dvě vlnové funkce u1(r⃗1, t1) a u2(r⃗2, t2) splňuj́ıćı vlnovou rovnici, pak i
funkce u3(r⃗3, t3) = u1(r⃗1, t1) + u2(r⃗2, t2) splňuje vlnovou rovnici. Vlna je dále cha-
rakterizována optickou intenzitou,

I(r⃗, t) = 2 · ⟨u2(r⃗, t)⟩[Wm−2] (1.3)

kde ⟨·⟩ je oprátor středováni definován jako ⟨f(t)⟩ = 1
T

∫ T

0
f(t)dt. Každé homogenńı

optické prostřed́ı je jednoznačně popsáno indexem lomu.

n =
c0
c

(1.4)

Kde c0
.
= 3 · 108m

s
je fázová rychlost světla ve vakuu. Index lomu nám tedy ukazuje

mı́ru sńıžeńı fázové rychlosti vlny v optickém prostřed́ı oproti jej́ı fázové rychlosti
ve vakuu. Tato práce pojednává o laserových svazćıch, tedy o monochromatických
vlnách s velkou koherenčńı délkou. Monochromatické vlny jsou z pohledu výpočtu
výhodným řešeńım vlnové rovnice s harmonickou časovou základnou.

u(r⃗, t) = A0(r⃗)cos(ωt− k⃗r⃗) (1.5)

Zde A0(r⃗) představuje amplitudu vlny v mı́stě polohového vektoru r⃗, ω je frekvence

vlněńı, t je čas, k⃗ představuje vlnový vektor, který vyjadřuje směr š́ı̌reńı vlněńı a jeho
velikost je tzv. vlnočet vlny ν̃, který vyjadřuje počet vln připadaj́ıćıch na jednotku
dráhy, typicky na 1 cm. V obecněǰśım komplexńım vyjádřeńı,

Û(r⃗, t) =A0(r⃗) · eiωt · e−ik⃗r⃗ (1.6)

u(r⃗, t) =ℜ{Û(r⃗, t)} (1.7)
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1.1.1 Difrakce vlněńı

Difrakce je vlastnost vlněńı plynoućı z Huygensova principu [2]. Difrakce je su-
perpozice velkého množstv́ı vln se spojitě proměnným fázovým rozd́ılem, může být
chápána jako ohyb světla za překážkou. Překážkou může být jak hrana nějákého ob-
jektu tak i otvor, intenzitńı struktura za takovým objektem se pak nazývá difrakčńım
obrazcem [1]. Struktura difrakčńıho obrazce záviśı na velikosti objektu (otvoru),
vzdálenosti st́ıńıtka a na vlnové délce. Matematicky můžeme intenzitńı rozložeńı
určit pomoćı difralčńıho integrálu [3]

(a) Přibĺıžeńı situace pro použit́ı
difrakčńıho integrálu.

(b) Ilustrace Huygensova principu, kde
každý bod vlnoplochy se stává novým
zdrojem vlněńı.

Obrázek 1.2: Difrakce vlněńı

E(x′, y′, z′) =− i

λ

x

apertura

E(x, y, 0)
eikR

R
dxdy (1.8)

R =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + z2 (1.9)

Bav́ıme-li se o laserových svazćıch, jediným d̊usledkem difrakce, který má na chováńı
svazku vliv, je divergence. Divergence u svazku představuje rozptyl d́ılč́ıch vlnových
vektor̊u k⃗. Použijme analogii s Heisenbergovými relacemi neurčitosti,

∆ρ∆p ≥ℏ (1.10)

p =ℏk⃗ (1.11)

∆ρ∆k⃗ ≥1 (1.12)

Zde △ρ představuje odchylku od správné hodnoty radiálńı vzdálenosti, △p je od-
chylka od správné hodnoty hybnosti. Vztáhneme-li tuto relaci k vlně, jej́ıž hybnost je
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1.12, kde ℏ je redukovaná Planckova konstanta, pak dostáváme relaci pro přesnost
určeńı radiálńı vzdálenosti a přesnost určeńı rozb́ıhavosti. Ze třet́ı rovnice plyne,
že zmenšováńı pr̊uměru svazku je na úkor zvyšováńı jeho divergence. V řeči Hei-
senbergových relaćı, zvyšováńım přesnosti pr̊uměru svazku snižujeme přesnost ne-
rozb́ıhavosti. A zvětšovańım nepřesnosti pr̊uměru snižujeme nepřesnost rozb́ıhavosti.
Optimálńı je mı́t neurčitost vlnového vektoru k⃗ a neurčitost radiálńı vzdálenosti ρ
rovny, tento předpoklad splňuje pouze gausovský svazek, jehož př́ıčný intenzitńı pro-
fil i vlnové vektory jsou popsány Gaussovou funkćı. Exaktńım popisem divergence

(a) Typický př́ıčný intenzitńı profil gaus-
sovského svazku. Převzato a upraveno z
[1]

(b) Rozděleńı intenzity v př́ıčném řezu
svazkem, zde ρ představuje radiálńı
vzdálenost od středu svazku.

Obrázek 1.3: Intenzitńı profil Gaussova svazku Gaussovou funkćı.

(a) Rozb́ıhavost vlnových vektor̊u lase-
rového svazku.

(b) Rozděleńı vlnových vektor̊u, zde Θ
představuje vrcholový úhel d́ılč́ıho vl-
nového vektoru.

Obrázek 1.4: Rozb́ıhavost d́ılč́ıch k⃗ popsána Gaussovou funkćı.
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laserového svazku je určeńı vrcholového úhlu vyzařovaného kužele [1].

Θ0 =
2

π

λ

2W0

(1.13)

Zde λ označuje vlnovou délku a W0 je středový poloměr svazku, tedy jeho pr̊uměr
v mı́stě, kde svazek opoušt́ı dutinu rezonátoru.

17



1.1.2 Aberace vlnoploch

Vlnoplocha je množina mı́st se stejnou fáźı světelné vlny popsané vlnovou funkćı 1.1.
V ideálńıch př́ıpadech se mluv́ı např́ıklad o sférických či rovinných vlnách to jsou
však jen limitńı stavy za podmı́nky propagace vlny dokonalým vakuem. Š́ı̌ŕı-li se vlna
látkovým prostřed́ım, optickou soustavou, nebo kombinaćı oboj́ıho je pak vlnoplocha
zat́ıžena vadami - aberacemi v d̊usledku r̊uzných př́ıčin jako např́ıklad fluktuace
indexu lomu (anizotropni materiály nebo lokálńı anizotropie vlivem fyzikálńıch poĺı
maj́ıćıch vliv na index lomu), nedokonalé zklenut́ı fokálńıch vzdálenost́ı soustavy
čoček, zakřiveńı pole a mnoho daľśıch, bĺıže rozebráno ńıže.

Obrázek 1.5: Ilustrace odstupu reálné vlnoplochy od ideálńı.

Reálnou vlnoplochu lze popsat obecným polynomickým rozvojem,

W (r, ϕ) = W020r
2+W040r

4+W131hr
3 cosϕ+W222h

2r2 cos2 ϕ+W220h
2r2+W311h

3r cosϕ+...
(1.14)

kde h znač́ı výšku objektu, polynom je vyjádřen v polárńıch souřadnićıch z d̊uvodu
uvažováńı kruhové pupily. V polynomu 1.14 pojmenujeme takzvané primárńı Seide-
lovi aberace.

• r2 . . .Defokus - V systému dvou čoček k defokusu docháźı, pokud druhá čočka
nelež́ı přesně v ohnisku čočky prvńı.

• r4 . . . Sférická vada - Paprsky na okraji čočky se lámou v́ıce a t́ım docháźı k
roztažeńı mı́sta ohniska.

• hr3 cosϕ . . . Koma - Parsky vstupujíıćı do čočky nejsou paralelńı s optickou
osou.

• h2r2 cos2 . . . Asigmatismus - Různá ohniska pro paprsky v r̊uzných rovinách,
jde o d̊usledek nedokonalost́ı v rotačńı symetrii čočky.

• h2r2 . . . Zakřiveńı pole - Střed detektoru se nenacháźı přesně na optické ose.
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• h3r cosϕ . . . Zkresleńı pole - Obrazové body se zobrazuj́ı v nesprávné vzdálenosti
od optické osy. Pokud se vzdálenost zvětšuje rychleji než u objektu, mluv́ıme o
poduškovitém zkresleńı, pokud se vzdálenost zvětšuje pomaleji než u objektu,
pak máme soudkovité zkresleńı.

Pro vyšš́ı přesnost popisu je možno polynom 1.14 rozš́ı̌rit o členy vyšš́ıch řád̊u
(sekundárńı, terciálńı atd.), to ale do popisu vnáš́ı problém, členy vyšš́ıch řád̊u jsou
totiž lineárńımi kombinacemi řád̊u nižš́ıch což znamená, že nejsme schopni přesně
určit př́ıčinu aberaćı.
A proto se pro věrněǰśı jednoznačný popis aberaćı zaváději Zernikeho polynomy.
Zernikeho polynomy tvoř́ı kompletńı sadu bázových funkćı, které jsou ortogonálńı
přes jednotkovy kruh a slouž́ı tedy jako vhodný a přesný popis aberaćı vlnoploch
[4].

Obrázek 1.6: Vizualńı mapa základńıch Zernikeho polynomů. převzato z [4]
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Zm
n (r, ϕ) =

{
Nm

n R
|m|
n (r) cos(mϕ) pokud m ≥ 0, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

−Nm
n R

|m|
n (r) sin(mϕ) pokud m < 0, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

(1.15)

ZdeNm
n znač́ı normalizačńı váhový koeficient, R

|m|
n je radiálńı složka závislá pouze na

vzdálenosti od středu a člen cos(m,ϕ) respektive sin(m,ϕ) vyjadřuje jak se polynom
měńı celou otáčkou okolo kruhu m = 1, 2, . . .. Matematická formulace koeficient̊u je
podrobně rozebrána v [4].
Popis aberaćı vlnoploch má pak tvar,

W (r, ϕ) =
k∑

n=0

n∑
m=−n

Wm
n Zm

n (r, ϕ) (1.16)
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1.2 Elektromagnetický popis

V druhé polovině 19. stolet́ı formuloval J. C. Maxwell nový revolučńı popis světla
a potažmo celého elektromagnetického spektra formou po něm pojmenovaných Ma-
xwellových rovnic, ty ale zprvu formuloval v č́ıselném oboru kvaternion̊u, takže
možná i d́ıky tomu se za sv̊u život nesetkal s uznáńım a pochopeńım tohoto kon-
struktu. Maxwellovy rovnice jak je dnes známe, převedli do řeči vektorového di-
ferenciálńıho počtu až později O. Heaviside a H. Hertz. Proměnné vystupuj́ıci v
Maxwellových rovnićıch jsou obecně časově proměnná vektorová pole popisuj́ıćı
chovańı poĺı elektromagnetických. Pole elektrické popisujeme vektorem intenzity
elektrického pole E⃗(r⃗, t) a pole magnetické vektorem magnetické indukce B⃗(r⃗, t).
V př́ıpadě poč́ıtáńı poĺı v dielektrických prostřed́ıch popisujeme pole elektrické
vektorem elektrické indukce D⃗(r⃗, t) a pole magnetické vektorem intenzity magne-

tického pole H⃗(r⃗, t). Daľśımi členy užité v Maxwellově formulaci jsou zdroje výše
skloňovaných poĺı, elektrický náboj Q, respektive jeho hustota ρ(r⃗, t), elektrický
proud I a jeho hustota j⃗(r⃗, t). Výše diskutovaná vlnová optika popisuje světlo po-
moćı vlnové rovnice 1.2, j́ıž vyhovuje skalárńı vlnová funkce 1.1. Avšak elektromag-
netický popis zobecňuje problematiku a uvažuje vektorová pole, která mohou být
stacionárńı, nebo se š́ı̌rit formou vektorových vln. Maxwellovy rovnice mohou být
interpretovány ve formě integrálńı, což nám dává informaci o toćıch veličin poĺı, ne-
lokálńı vyjádřeńı. Druhým zp̊usobem interpretace je diferenciálńı tvar rovnic, kterým
zkoumáme veličiny lokálně. {

S

E⃗dS⃗ =
Q

ϵ0
(1.17)

∇ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(1.18)

Obrázek 1.7: Elektrické pole elek-
trického dipólu

Gaussova věta elektrostatiky a prvńı Maxwellova
rovnice. V integrálńım tvaru 1.17 nám ř́ıká,
že tok intenzity elektrického pole libovolnou
uzavřenou orientovanou plochou je roven cel-
kovému náboji uvnitř plochy dělenému ϵ0. Trans-
formace z integrálńıho tvaru do diferenćıálńıho
je prováděna za pomoci Gauss-Ostrogradského
věty [5] [6], tohoto teorému můžeme využ́ıt za
předpokladu, že plošný integrál operuje přes plo-
chu, která je libovolná, uzavřená a orientovaná. Z
těchto předpoklad̊u źıskáme z plošného integrálu
2. druhu integrál objemový z divergence daného
vektorového pole, tedy diferenciálńı formulaci 1.
Maxwellovy věty. V diferenciálńım tvaru 1.18 se

setkáváme s operaćı divergence, která je matematický aparát na test zdroj̊u vek-
torových poĺı. Rovnice v tomto tvaru nám ř́ıká, že zdroje elektrického pole jsou
prostorově rozložené náboje. Také zřetelné na obr. 1.7.
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{

S

B⃗dS⃗ = 0 (1.19)

∇ · B⃗ = 0 (1.20)

Druhá Maxwellova rovnice v integrálńım tvaru 1.19 ukazuje, že magnetický indukčńı
tok libovolnou, uzavřenou, orientovanou plochou je roven nule. Analogicky dife-
renciálńı tvar 1.20 ř́ıká, že neexistuj́ı zdroje magnetického pole, tzv. magnetické
monopóly. Toto mužeme ilustrovat na magnetickém poli tyčového magnetu 1.8.

Obrázek 1.8: Magnetické pole tyčového magnetu.

Zaměř́ıme-li se na oblast označenou dV vid́ıme, že indukčńı čáry jsou uzavřené a
do oblasti vstupuj́ı i z ńı vystupuj́ı. To plat́ı ve všech bodech magnetického pole. V
prvńı a druhé Maxwellově rovnici jsme řešili zdroje poĺı a toky poĺı. V daľśıch dvou
Maxwellově rovnićıch se zaměřujeme na rotace těchto poĺı.∮

k

E⃗d⃗l = −dΦ

dt
(1.21)

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t
(1.22)

Pro slovńı interpretaci třet́ı Maxwellovy rovnice užijeme jej́ı diferenciálńı tvar 1.22.
Ř́ıká nám, že časově proměnné magnetické pole v jednom bodě vytvář́ı rotuj́ıćı
elektrické pole v okoĺı tohoto bodu. V transformaci z integrálńıho do diferenciálńıho
tvaru je využito Stokesovy věty a následně komutativnosti derivace a integrace. V
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rovnici 1.21 Φ označuje magnetický indukčńı tok, jehož fyzikálńı význam je hustota
indukčńıch čar v ploše. ∮

k

B⃗d⃗l = µ0(I + ϵ0S
dE

dt
) (1.23)

∇⃗ × B⃗ = µ0(⃗j + ϵ0
dE⃗

dt
) (1.24)

Analogicky i u čtvrté rovnice použijeme pro slovńı formulaci diferenciálńı tvar 1.24
ta nám ř́ıká, že rotuj́ıćı magnetické pole je generováno bud’ protékaj́ıćım elektrickým
proudem I, nebo časovou změnou elektrického pole (v dielektrických látkách ještě
jejich polarizaćı). µ0 = 4π · 10−7[H/m] je permeabilita vakua a ϵ0 ≈ 1

36π
· 10−9[F/m]

je permitivita vakua [1].

1.2.1 Vlnové vyjáďreńı elektromagnetického formalismu

Každý nový př́ıstup k chápáńı světla je vždy zobezněńı popisu předcházej́ıćıho. Tedy
všechny předešlé popisy muśı být s jistými omezeńımi odvoditelné z popisu nového.
Z Maxwellových rovnic odvod’me vlnovou rovnice 1.2 s předpokladem propagace
vlněńı ve vakuu, tedy j⃗ = 0⃗ a stejně tak P⃗ = 0⃗, dále plat́ı vektorová identita
∇⃗ × (∇⃗ × E⃗) = ∇(∇⃗ · E⃗) − △E⃗, ta se však za předpokladu Q = 0 (vakuum)

zredukuje do tvaru ∇⃗ × (∇⃗ × E⃗) = −△E⃗.

∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t
/ · ∂

∂t
(1.25)

∇⃗ × ∂B⃗

∂t
= µ0ϵ0

∂2E⃗

∂t2
(1.26)

Z rovnice 1.22 dosad́ıme za ∂B⃗
∂t
.

−∇⃗ × (∇⃗ × E⃗) = µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
(1.27)

△E⃗ − 1

c2
∂2E⃗

∂t2
= 0 (1.28)

Dostáváme zde vlnovou rovnici popisuj́ıćı š́ı̌reńı elektromagnetické vlny v prostoru
a čase. Zde c = 1√

µ0ϵ0
je fázová rychlost š́ı̌reńı elektromagnetické vlny ve vakuu.

Obdobně lze vyjádřit pro složku B⃗. Obecným řešeńım vlnové rovnice,

E⃗(r⃗, t) = u(r⃗)ei(k⃗r⃗−ωt) (1.29)

kde u(r⃗) znač́ı komplexńı amplitudu elektomagnetické vlny.
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1.2.2 Helmholtzova rovnice

Rovnice 1.28 nám popisuje š́ı̌reńı elektromagnetické vlny v prostoru i čase zároveň,
avšak chceme-li popsat pouze vývoj v čase, respektive pouze vývoj v prostoru
(Př́ıčná struktura intenzity svazku) muśıme odvodit tzv. Helmholtzovu rovnici. Od-
vozeńı vycháźı z požadavku, že hledáme řešeńı vlnové rovnice ve tvaru E = S(r⃗) ·
T (t), kde T (t) je funkce času nezávislá na S(r⃗) a funkce S(r⃗) je funkćı polohy a je
nezávislá na funkci T (t). Ve vlnové rovnici tedy Laplace̊uv oprátor △ bude p̊usobit
pouze na funkci S(r⃗) a oprátor ∂2

∂t2
bude p̊usobit pouze na funkci T (t).

T · △S − µ0ϵ0S ·
∂2T

∂t2
= 0 (1.30)

△S

S
= µ0ϵ0

∂2T

∂T 2

1

T
(1.31)

Z pohledu prostorové části (levá strana rovnice) je pravá strana konstanta závislá
na r⃗, tedy

△S − µ0ϵ0ω
2(r⃗)S = 0 (1.32)

člen−µ0ϵ0ω
2(r⃗) vyjadřuje kvadrát vlnového č́ısla. Touto upravou dostáváme vyjádřeńı

vlnové rovnice pouze pro prostorovou část, takzvanou Helmholtzovu rovnici.

△E⃗ + k2E⃗ = 0 (1.33)

Obdobným postupem bychom z rovnice 1.31 mohli źıskat vyjádřeńı vlnové rovnice
pouze pro časovou složku.

1.2.3 Energie elektromagnetické vlny

Obrázek 1.9: Poynting̊uv vektor
ve vakuu.

Směr š́ı̌reńı a velikost energie nesené elektromag-
netickou vlnou určuje Poynting̊uv vektor.

S⃗ = E⃗ × H⃗ (1.34)

S⃗ =
1

µ0

E⃗ × B⃗ (1.35)

Ve vakuu plat́ı, že S⃗∥k⃗. V obecném dielektrickém

prostřed́ı tvoř́ı E⃗, H⃗, S⃗ pravotočivý systém. Ve-
likost Poyntingova vektoru je vyjádřena jako,

∥S⃗∥ =
ϵ0∥E⃗∥2 + ∥B⃗∥2

µ0
c

2
(1.36)

to znamená, že elektromagnetické vlněńı nese
stejnou část magnetické energie a elektrické energie. Poynting̊uv vektor je č́ıselně
roven intenzitě světla.

24



1.3 Polarizace světla

Polarizace je charakteristická vlastnost elektromagnetického vlněńı, které je tvořeno
kmitáńım elektrického pole E⃗ a k němu kolmého pole magnetického B⃗, oba tyto
vektory lež́ı v rovině kolmé ke směru š́ı̌reńı, viz Poynting̊uv vektor 1.2.3 a tvoř́ı
pravotočivou soustavu. Proto pro popis smyslu kmitáńı stač́ı jeden z vektor̊u E⃗, B⃗.
Konvence veĺı uvažovat pro popis E⃗. Polarizace světla je dána smyslem kmitáńı
E⃗ počas propagace médiem. Prvńı známky př́ıtomnosti povahy světla, které dnes
ř́ıkále polarizace si všiml ve druhé polovině 17. stolet́ı R. Bartholin když si při stu-
diu islandského vápence všiml, že krystal produkuje dvoj́ı obraz. O necelé stolet́ı
později se polarizačńımi jevy hojně zabývali zejména E. Malus, který zkoumal ob-
razy tvořené světlem odraženým od krystal̊u vápence [7] a D. Brewster, který se
proslavil studiem polarizace světla krystaly za př́ıtomnosti vnitřńıho napět́ı. Avšak
převratné objevy v oblasti polarizace světla jsou představovány dodnes [8].
Polarizačńı stavy světla můžeme rozčlenit do dvou hlavńıch kategoríı, a to ”kla-
sická”- prostorově homogenńı polarizace a ”neklasická”- vektorová polarizace.

Obrázek 1.10: Lorenz̊uv model
atomu, elektrony jsou s jádrem
spojeny pružnou vazbou.

1.3.1 Klasická polarizace

Nejprve se věnujme světlu s klasickou pola-
rizaćı. Uvažujme jakožto zdroj elektromagne-
tického vlněńı kmitaj́ıćı dipól reprezentovaný
jádrem atomu. Náhodně vibruj́ıćı dipól generuje
světlo nepolarizované, tedy E⃗ kmitá náhodně
ve všech směrech v rovině kolmé ke směru pro-
pagace. Dipól může ale kmitat kontrolovaně
třemi r̊uznými základńımy druhy kmit̊u. Pro
dobrou představu vzniku těchto uniformńıch
kmit̊u uvažujme dipól jako kuličku gumičkou
spjatou s pevným bodem. Tato kulička může
kmitat bud’ po trajektorii lineárńı 1.11a, tra-
jektorii kruhové 1.11b nebo po trajektorii elip-
tické 1.11c. Elektromagnetické vlněńı genero-

vané těmito kmity má polarizaci koresponduj́ıćı s tvary těchto kmit̊u.

(a) Kulička kmitá v
lineárńım směru.

(b) Kulička kmitá po kru-
hové trajektorii.

(c) Kulička kmitá po elip-
tické trajektorii.

Obrázek 1.11: Představa kmitáńı dipólu jako kmitáńı kuličky na gumičce okolo
pevného bodu.
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(a) Lineárně polarizované
světlo.

(b) Kruhově polarizované
světlo.

(c) Elipticky polarizované
světlo.

Obrázek 1.12: Klasické druhy poalrizace světla.

Pro následuj́ıćı matematický popis budeme uvažovat obecně pole E⃗ rozložené
do bázových složek a z-ovou složku prohláśıme za nulovou z d̊uvodu popisováńı
transverzálńıho pole. Z-ová složka je uvažována za nulovou z d̊uvodu zkoumáńı
transverzálńıho pole.

Ex = E0 cos(k⃗r⃗ − ωt) (1.37)

Ey = E0 cos(k⃗r⃗ − ωt+ ε) = E0 cos(k⃗r⃗ − ωt) cos(ε)− sin(k⃗r⃗ − ωt) sin(ε) (1.38)

Ez = 0 (1.39)

V rovnici 1.38 ε označuje fázový posun Ey od Ex. Hledáme vyjádřeńı, jak kmitá

E⃗ v rovině xy, tady Ey(Ex). Použit́ım goniometrického sč́ıtaćıho vzorce v rovnici

1.38 dostáváme člen cos(k⃗r⃗ − ωt), který je roven Ex/E0, Algebraickými úpravami
a přeskupeńım člen̊u [9] dostaneme analytický předpis elipsy, takzvaná polarizačńı
elipsa, viz Obr. 1.12c.

E2
x + E2

y − 2EyEx cos(ε) = E2
0 sin(ε) (1.40)

Z předpisu elipsy je snadno ukázat daľśı dva výše uvedené klasické polarizačńı stavy.
Jsou-li kmity ve fázi, tedy ε = 0, pak dostáváme předpis př́ımky, viz Obr. 1.12a.

E2
x + E2

y − 2EyEx = (Ex + Ey)
2 = 0 (1.41)

A je-li ε = π/2, dostáváme rovnici kružnice, viz Obr. 1.12b.

E2
x + E2

y = E2
0 (1.42)
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Z pohledu kvantitativńıho můžeme polarizaci popsat takzvaným stupněm pola-
rizace.

P =
IP

IP + IU
(1.43)

Zde IP znač́ı maximálńı intenzitu prošlou polarizátorem natočeným úhlem korespon-
duj́ıćım s polarizaćı daného světla (polarizátor umı́stěný v cestě optického svazku
je iterativně natáčen a při dosažeńı úhlu, při kterém je propuštěno maximum inten-
zity, tato intenzita je pak námi uvažovanou hodnotou IP ). IU je pak doplňkem k IP ,
takže součet ve jmenovateli dává celkovou intenzitu popisovaného světla. V laserové
technice se zavád́ı jednodušš́ı definice stuně polarizace,

P =
I∥
I⊥

(1.44)

kde I∥ znač́ı intenzitu prošlou polarizátorem propouštěj́ıćım paralelně s polarizaćı
laseru a I⊥ je intenzita prošlá polarizátorem propouštěj́ıćım ortogonálně s polarizaćı
laseru. Stupeň polarizace pak uvád́ıme t́ımto zlomkem, kde nejkvalitněǰśı lasery
maj́ı stupeň polarizace 1000 : 1, tedy intenzita podd́ılu světla polarizovaného ve
vertikálńım směru je 1000× větš́ı než intenzita podd́ılu světla polarizovaného ve
směru horizontálńım [9].
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1.3.2 Jones̊uv formalismus

Obrázek 1.13: Rozložeńı vektoru
E⃗ do směr̊u x a y.

Exaktńım popisem klasických polarizačńıch
stav̊u ve takzvaný Jones̊uv formalismus [10].
Nutno dodat, že Jones̊uv popis umı́ zacházet
pouze s monochromatickým plně polarizovaným
světlem.

E⃗⊥ =

(
Ex

Ey

)
(1.45)

Jones̊uv formalismus smysl kmitáńı vektoru
transverzálńıho pole E⃗⊥ popisuje pomoćı dvousložkového
vektoru - Jonesova vektoru, jehož složky jsou
pr̊umět vektoru E⃗ do směru x, E⃗x a do směru
y, E⃗y. Jones̊uv formalismus je vhodný zejména
pro popis světla polarizovaného a nav́ıc polarizo-
vaného klasickými polarizacemi viz obr.1.12, Lze
však zobecnit i pro popis vektorových polarizaćı
[11]. Ukažme popis těchto klasických polarizaćı

pomoćı Jonesových vektor̊u.

Lineárńı polarizace

Uvažujme, že elektrické pole osciluje pouze v ose x, potom Jones̊uv vektor popisuj́ıćı
tento polarizačńı stav vypadá následovně.

E⃗ =

(
Ex

Ey

)
=

(
E0xe

iφx

0

)
=

(
A
0

)
= A

(
1
0

)
(1.46)

Obdobně pro př́ıpad, kdy elektrické pole osciluje pouze podel osy y, bude Jones̊uv
vektor vypadat následovně.

E⃗ = A

(
0
1

)
(1.47)

Pro pole osciluj́ıćı pod úhlem α vzhledem k ose x

E⃗ = A

(
cosα
sinα

)
(1.48)

Kruhová polarizace

Uvažujme jednotnou amplitudu A a Ex je fázově posunuto o π/2 v̊uči Ey. Ve chv́ıli
kdy složka Ex dosáhne svého maxima (+A), Ey = 0 a o čtvrtinu periody později je
Ex = 0 a složka Ey = +A. Jones̊uv vektor popisuj́ıćı kruhovou polarizaci, kde Ex

vede před Ey vypadá následovně.

E⃗ =

(
A

Aei
π
2

)
= A

(
1
i

)
(1.49)
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Tento tvar vyjadřuje kruhově polarizované světlo, kde E⃗ rotuje proti směru hodi-
nových ručiček (LCP). Popis pravotočivého systému (RCP) je analogický.

E⃗ = A

(
1
−i

)
(1.50)

Eliptická polarizace

Obdobně poṕı̌seme Jonesovým formalismem i systém, kde vektor E⃗ svými oscilacemi
opisuje elipsu. Změńı se pouze předpoklad jednotné amplitudy a amplituda x složky
bude A a amplituda y složky bude B. Pro pravotočivý eliptický systém, kde hlavńı
poloosa lež́ı na ose x a vedleǰśı poloosa na ose y, vypadá jones̊uv vektor následovně

E⃗ =

(
A
iB

)
(1.51)

A pro levotočivý systém má Jones̊uv vektor popisuj́ıćı eliptickou polarizaci tvar ńıže.

E⃗ =

(
A
−iB

)
(1.52)

Jones̊uv formalismus dodává i popis optických komponent a to formou transformačńıch
matic.

J =

(
j11 j12
j21 j22

)
(1.53)

1.3.3 Stokes̊uv formalismus

Jak bylo řečeno výše, Jones̊uv popis funguje pouze na plně polarizované světlo.
Začátek 19. Stolet́ı přinesl mnoho neúspěšných pokus̊u o popis světla částečně pola-
rizovaného nebo dokonce nepolarizovaného, až konečně v polovině 19. Stolet́ı přǐsel
Sir G. G. Stokes s velmi odlǐsným př́ıstupem a ukázal, že stav polarizace může být
popsán pomoćı měřitelných intenzit. Přeskupeńım rovnice polarizačńı elipsy 1.40
dostaneme rovnici složenou z takzvaných Stokesových parametr̊u.

(E2
x + E2

y)
2 − (E2

x + E2
y)

2 − (2ExEy cos(ε))
2 = (2ExEy sin(ε))

2 (1.54)

Zde Ex představuje intenzitu elektrického pole v ose x a jeho kvadrát E2
x je úměrný

intenzitě, která by prošla polarizátorem odpov́ıdaj́ıćım ose x. Dosazeńım parametr̊u
do vektoru dostáváme Stokes̊uv vektor.

S0

S1

S2

S3

 =


E2

x + E2
y

E2
x − E2

y

2ExEy cos(ε)
2ExEy sin(ε)

 =


I(0°) + I(90°)
I(0°)− I(90°)
I(45°)− I(135°)

I(RCP )− I(LCP )

 =


↕ +↔
↕ − ↔
↗ −↖
⟲ − ⟳

 (1.55)

29



Vid́ıme, že parametry S1,2,3 jsou všechny rozd́ılem dvou vzájemně ortogonálńıch
polarizaćı a parametr S0 vyjadřuje celkovou intenzitu analyzovaného světla. Pomoćı
stokesových paramet̊u jsme již schopni popsat i částečně polarizované světlo i světlo
nepolarizované. Vztahy jednotlivých parametr̊u koresponduj́ıćı s polarizačńımi stavy
jsou následuj́ıćı.

• Nepolarizované světlo . . . S0 = 1, S1 = S2 = S3 = 0

• Částečně polarizované světlo . . . S2
0 > S2

1 + S2
2 + S2

3

• Kompletně polarizované světlo . . . S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3

• Kruhově polarizované světlo . . . S0 ̸= 0, S1 = 0, S2 = 0, S3 ̸= 0

Hlavńım závěrem Stokesova př́ıstupu je, že mı́sto popisováńı polarizačńıho stavu
pomoćı dvou obecně komplexńıch člen̊u Ex a Ey, jak je tomu u Jonesova př́ıstupu,
použijeme čtyři výše definované reálné pozorovatelné a pomoćı polarimetrie měřitelné
1.55.

1.3.4 Vektorová polarizace

Vedle výše popsaných klasických polarizačńıch stav̊u existuj́ı daľśı možné polari-
zace elektromagnetických poĺı. Omezme se pro daľśı postup na optické svazky na
nichž budeme neklasické polarizačńı stavy ukazovat a to z d̊uvodu, že tyto polari-
zace se v drtivé většině př́ıpad̊u generuj́ı právě v oblastech svazkové optiky. Prvńı a
bezpochyby nejvýznaměǰśı tř́ıda vektorových polarizaćı se vyskytuje u takzvaných
cylindrických vektorových svazk̊u [12, 8] , tyto svazky se vyznačuj́ı rotačńı syme-
tríı intenzity a hlavně polarizace. Svazek s radiálńı polarizaćı je takový svazek v
němž E⃗ osciluje v př́ıčné řezu svazkem radiálně, viz obr. 1.14a. Obdobně v svazku
s azimutálńı polarizaćı osciluje E⃗ ve směru azimutálńım, viz obr. 1.14b. Superpo-
zićı těchto mod̊u můžeme dostat obecný stav, takzvanou spirálńı polarizaci, viz obr.
1.14c.
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(a) Svazek s radiálńı pola-
rizaćı.

(b) Svazek s azimutálńı po-
larizaćı.

(c) Svazek se spirálńı po-
larizaćı.

Obrázek 1.14: Ilustrace vektorových cylindrických svazk̊u. B́ılá šipka označuje směr
kmitáńı polarizace, která je prostorově proměnná a úhel ϕ0 znač́ı odklon polarizace
od radiály. Převzato z [12]

Generace radiálně polarizovaných svazk̊u, ńıže značených E⃗r a azimutálně pola-
rizovaných svazkú, ńıže značených jako E⃗ϕ, můžeme matematicky formulovat prin-
cipem superpozice dvou lineárně a vzájemně ortogonálně polarizovaných HGm,n

svazk̊u (tento typ svazk̊u je podrobně rozebrán v kapitole 1.5.1).

E⃗r = HG10e⃗x +HG01e⃗y (1.56)

E⃗ϕ = HG01e⃗x +HG10e⃗y (1.57)

Obrázek 1.15: Vizualizace generace radiálně a azimutálně polarizovaných svazk̊u na
základě principu superpozice.

V dnešńıch laboratorńıch aplikaćıch se však výše popsané interferenčńı generováńı
nahrazuje sofistikovaněǰśımi optickými prvky jako jsou prostorově strukturované
p̊ulvlnové destičky.
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Ačkoliv vektorové cylindrické svazky uvažované výše disponuj́ı zaj́ımavou polari-
zaćı, jejich polarizace je stále všude lineárńı a pouze polarizačńı rovina se prostorově
měńı. Světelné paprsky se mohou vyznačovat také v́ıce r̊uznými typy polarizace, od
lineárńı přes eliptickou až po kruhovou, přičemž všechny jsou př́ıtomny v jednom
pr̊uřezu. Takto polarizované svazky se většinou kategorizuj́ı jako takzvané Poincaré
svazky. Poincarého svazek je tedy svazek s prostorově proměnlivými polarizačńımi
stavy, který pokrývá bud’ celou Poincarého sféru nebo jej́ı část. V určitém smyslu
se mohou radiálně a azimutálně polarizované svazky považovat za triviálńı verze
Poincarého svazk̊u, protože pokrývaj́ı celý rovńık.

Obrázek 1.16: Řez Poincarého svazkem, převzato z [13].
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1.3.5 Poincarého sféra

Pro kompletńı vizualizaci všech možných klasických polarizaćı přǐsel Henri Poin-
caré koncem 19. stolet́ı s geometrickou reprezentaćı pomoćı sféry. Poincarého sféru
později rozvinuli a použ́ıvali daľśı vědci v oblasti optiky a elektromagnetismu, včetně
P. Druda a A. Sommerfelda. Na počátku 20. stolet́ı byla sféra použita ke studiu vlast-
nost́ı krystalové optiky a chováńı světla v anizotropńıch prostřed́ıch a v polovině 20.
stolet́ı se Poincarého sféra stala d̊uležitým nástrojem v oblasti kvantové mechaniky,
zejména při studiu kvantových stav̊u a kvantového provázáńı (viz Blochova sféra).

Obrázek 1.17: Poincarého sféra vizualizuje všechny možné klasické polarizačńı stavy
a jejich spojitosti. Převzato z [14]

Na rovńıku Poincarého sféry najdeme r̊uzné natočeńı linearńıch polarizaćı. Mimo
rovńık se polarizace lineárńı měńı na polarizaci obecně eliptickou, se vzdálenost́ı od
rovńıku se snižuje elipticita. Na pólech sféry je elipticita sféry rovna nule a jde tedy
o polarizaci kruhovou. Body uvnitř sféry koresponduj́ı s nerovnoměrnými polariza-
cemi, které pro sv̊uj popis vyžaduj́ı Stokesova formalismu. Ṕısmena H, V, L, R, D
a A představuj́ı pravě popsané stavy, tedy horizontálńı polarizace, vertikálńı pola-
rizace, levotočivá kruhová polarizace, pravotočivá kruhová polarizace, diagonálńı a
antidiagonálńı lineárńı polarizace.
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Pro ukázáńı Poincarého sféry vyšš́ıch řád̊u, která vizualizuje i azimutálńı a
radiálńı polarizace a jejich kombinace muśıme zahrnout v potaz i takzvanou Blo-
chovu sféru, která dává do souvislosti strukturu optického svazku a orbitálńı moment
hybnosti nesený fotony daného modu. Celkový moment hybnosti je mı́ra rotačńıho
pohybu částice a ten má dvě hlavńı komponenty, spin⊂ ⟨1,−1⟩ a orbitálńı moment
hybnosti.

Obrázek 1.18: Blochova sféra ukazuje druhy optických svazk̊u a jimi nesený orbitálńı
moment hybnosti. Převzato z [14]

Blochova sféra je analogíı sféry Poincarého a parametrizuje nám strukturované op-
tické svazky. Zde póly sféry koresponduj́ı s čistě LGpl mody, na rovńıku jsou HGmn

mody a ostatńı body povrchu sféry koresponduj́ı s kombinacemi právě popsaných
mod̊u.
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Obrázek 1.19: Poincarého sféra vyšš́ıch řád̊u. Převzato z [14]

Poincarého sféra byla rozš́ı̌rena [15] pro vizualizaci svazk̊u s vektorovými polariza-
cemi. Tenzorovým součinem prostor̊u Poincarého sféry a Blochovy sféry dostáváme
zmiňovanou Poincarého sféru vyšš́ıch řád̊u, kde analogicky póly stále představuj́ı z
hlediska polarizace klasické stavy a prostor mezi póly popisuje výše popsané vekto-
rové polarizačńı stavy.

1.3.6 Polarizačńı singularity a nehomogenńı polarizace

Pro pochopeńı singularit objevuj́ıćıch se v rozložeńı polarizace v př́ıčném řezu svaz-
kem se vrat’me k polarizačńı elipse, která je geometrickým konceptem pro popis
polarizačńıho stavu. Polarizačńı elipsa je definována jej́ı orientaćı a délkami hlavńı
a vedleǰśı poloosy a a b. M. V. Berry zavedl novou úplnou definici polarizačńı elipsy
[16], jinak než jak jsme ji definovali v kapitole 1.3.1. Berryho formulace přidává k
výše zmı́něným parametr̊um a a b parametr daľśı c, který je orientován normálou k
elipse a definuje orientaci rotace elipsy. Berryho formulace parametr̊u je následuj́ıćı.

a =
ℜ(E⃗

√
E⃗∗ · E⃗∗)

|
√
E⃗ · E⃗|

(1.58)

b =
ℑ(E⃗

√
E⃗∗ · E⃗∗)

|
√
E⃗ · E⃗|

(1.59)

c = ℑ(E⃗∗ × E⃗) (1.60)
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c je také úměrné spinové hustotě, která definuje lokálńı stupeň kruhové polarizace.
Pokud je a = b polarizačńı elipsa se měńı v kružnic a pole je tedy lokálně kruhově
polarizováno, orientace elipsy tedy již neńı definována, jelikož nejsme schopni rozlǐsit
hlavńı a vedleǰśı poloosu, takový bod se obvykle označuje jako polarizačńı singula-
rita, nebo také bod C. Analogicky, je-li pole lokálně lineárně polarizováno, měńı se
elipsa v př́ımku a vedleǰśı poloosa a parametr c jsou rovny nule, jde tedy rovněž o
singularitu označovanou jako bod L. Mocný nástroj pro zápis polarizačńıch singu-
larit a jejich okoĺı ve 2D řezu optickým svazkem (i obecných 2D poĺı) byl zaveden a
podrobně studován autory M. V. Berry, J. V. Hajnal, M. R. Dennis, J. F. Nye, M.
S. Soskin a I. Freund [16, 17, 18, 19]. Mimo jiné bylo ukázáno, že v okoĺı bodu C
lokálńı pole s eliptickou polarizaćı nabývaj́ı specifického rozložeńı, viz obr. 1.20a a
1.20b, vzhledem k orientaci elipsy. Tyto zvláštńı rozložeńı elips spolu s polarizačńı
singularitou v jejich středu formuj́ı topologické struktury, obdobnými vlastnostmi
disponuje i fáze, tedy fázové singularity a rozložeńı fáze v jej́ım okoĺı.
Polarizačńı elipsy nejobecněǰśıch poĺı rotuj́ı o ±π při ch̊uzi po kruhové trajekto-
rii okolo centrálńıho bodu C, definujeme tedy takzvaný topologický index i, který
pro právě uvedený př́ıpad je i = ±1

2
, znaménko topologického indexu udává smysl

otáčeńı elipsy.

(a) Vizualizace pole v okoĺı singularity s
topologickým indexem i = 1/2

(b) Vizualizace pole v okoĺı singularity s
topologickým indexem i = −1/2

Obrázek 1.20: Dvě základńı rozložeńı elips v okoĺı bodu C.

Tento popis tedy umožňuje exaktńı popis polarizačńıch poĺı ve výše zmiňovaných
Poincaré svazćıch [8].

36



1.3.7 Fáze a fázové singularity

V minulé sekci jsme řekli, že v rozložeńı polarizace ve svazku může existovat pola-
rizačńı singularita a že podobnými jevy disponuje také fáze vlněńı. Rozeberme si tedy
co je fáze elektromagnerické vlny a jej́ı roli v problematice neklasických optických
svazk̊u, které budou předmětem následuj́ıćıch kapitol. Fáze elektromagnetické vlny
označuje polohu bodu na vlnovém cyklu vzhledem k libovolnému referenčńımu bodu,
obvykle se měř́ı ve stupńıch nebo radiánech. Určuje, zda jsou dvě vlny ve fázi nebo
mimo ni, což ovlivňuje interferenčńı vzor při jejich vzájemném p̊usobeńı.

Obrázek 1.21: Struktura S-
destičky. Převzato z [20]

Pro generaci některých neklasických svazk̊u,
které nesou orbitálńı moment hybnosti, takzvané
v́ırové svazky (bĺıže rozebráno v kapitole 1.5),
je za potřeb́ı použ́ıt s-destičku, která zp̊usob́ı
v́ırovitě proměnou fázi a takzvaný v́ırový svazek
v jehož středu je fázová singularita. Optický v́ır
a potažmo i př́ıslušná destička jsou charakteris-
tické svým topologickým nábojem. Topologický
náboj m v́ırového paprsku je mı́rou množstv́ı or-
bitálńıho momentu hybnosti, který paprsek nese
v d̊usledku př́ıtomnosti fázové singularity neboli
v́ıru ve vlnoploše. Topologický náboj je kvan-
tovaný, což znamená, že může nabývat pouze
určitých diskrétńıch hodnot, a je dán č́ıslem vi-
nut́ı fáze vlnoplochy kolem singularity.

Obrázek 1.22: Charakterizace v́ırových svazk̊u pomoćı topologického náboje m.
Převzato z [21]
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1.4 Evanescentńı pole

Evanescentńı pole je elektromagnetické pole, jehož energie se neš́ı̌ŕı jako konvenčńı
výše diskutovaná elektromagnetická vlna, ale je soustředěno v bĺızkém okoĺı povrchu
na němž je generováno a exponenciálně klesá jeho amplituda se vzdálenost́ı od roz-
hrańı [22]. V optice se s evanescentńı vlnou setkáme v př́ıpadě totálńıho vnitřńıho
odrazu.

1.4.1 Úplný vniťrńı odraz

Zákon lomu vln při pr̊uchodu rozhrańım dvou materál̊u nám udává Snell̊uv zákon,

n1 sin(θ1) = n2 sin(θ2) (1.61)

kde n1 je index lomu média z nějž vlna pod úhlem θ1 přicháźı, n2 je index lomu
média do nějž se vlna láme pod úhlem θ2. Je-li n1 > n2, pak v́ıme, že se vlna láme
od kolmice, tedy úhel θ2 se zvětšuje. Přesáhneme-li kritický úhel daný

θkriticky = arcsin(
n1

n2

) (1.62)

pak dojde, podle Snellova zákona, k takzvanému úplnému vnitřńımu odrazu a veškerá
energie bude odražena a k pr̊uchodu do druhého materiálu nedojde.

1.4.2 Okrajové podḿınky Maxwellových rovnic v dielektrických
medíıch

Z hlediska Maxwellových rovnic neexistuje řešeńı na rozhrańı dvou médíı, které
by umožňovalo nulový pr̊uchod energie. Maxwellovy rovnice kladou v dielektrickém
prostřed́ı okrajovou podmı́nku spojitosti pro složky poĺı E∥, H∥, D⊥, B⊥. Dejme této
okrajové podmı́nce smysl pomoćı myšlenkového experimentu [23]. Třet́ı maxwelova
rovnice 1.22, podrobně vysvětlená v kapitole 1.2, nám ř́ıká, že časově proměnné
magnetické pole B⃗ v jednom bodě dává za vznik rotaci pole elektrického E⃗ v okoĺı
tohoto bodu.

Na obrázku obr. 1.23a vid́ıme vizualizaci výše vyřčeného výroku, rotačńı elek-
trické pole generované časově proměnným polem magnetickým. Co když se ale
s daným bodem přibĺıž́ıme rozhrańı medíı viz obr. 1.23b, pole generované se s
přihlédnut́ım na zákon zachováńı energie nemůže ztratit a to tedy znamená, že pole
v druhém médiu nemůže být nulové.
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(a) Vizualizace 3. Maxwellovy
rovnice ve volném prostoru.

(b) Vizualizace 3. Maxwellovy rov-
nice v okoĺı rozhrańı dvou medíı.

Obrázek 1.23: Souvislost 3. Maxwellovy rovnice a evanescentńıho pole.

1.4.3 Matematická formulace

Mějme obecné monochromatické řešeńı vlnové rovnice E(r, t) = E0e
(i(kr−ωt)) a uvažujme

vlnový vektor k⃗ plně imaginárńı, k = iβ, kde β ∈ R, potom řešeńı vlnové rovnice
přejde do tvaru

E(r, t) = E0e
i(iβr−ωt) = E0e

−βre−iωt (1.63)

v tomto novém vyjádřeńı vid́ıme dva exponenciálńı členy, prvńı člen e−βr ukazuje, že
vlna neosciluje jako funkce polohy, ale exponenciálně klesá. Druhý člen e−iωt ukazuje,
že funkce osciluje jako funkce času.

ℜ{E0e
−βre−iωt} = E0e

−βrcos(ωt) (1.64)

Obrázek 1.24: Vizualizace pr̊uběhu nově źıskané funkce ve významných časových
intervalech.

Zbývá zjistit, zda funkce 1.63 je řešeńım vlnové rovnice 1.2.

∂2E

∂r2
= E0β

2e−βre−iωt = β2E(r, t) (1.65)

∂2E

∂t2
E0ω

2e−βre−iωtω2E(r, t) (1.66)

Jelikož je vlnová rovnice lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice a v́ıme, že pokud
je oprátor lineárńı, pak muśı být aditivńı a homogenńı. A tedy funkce je řešeńım
vlnové rovnice.
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1.5 Neklasické optické svazky

Optické svazky, kterými se tato práce bĺıže zabývá jsou vektorová řešeńı Maxwellových
rovnic disponuj́ıćı osovou symetríı amplitudy i fáze. Typické paraxiálńı svazkové
řešeńı ve vakuu s harmonickou časovou závislost́ı źıskáme řešeńım Helmholtzovy
rovnice 1.33 separaćı proměnných a za předpokladu pomalu se měńıćı komplexńı
amplitudy (obálky) [12].

∂2u(r⃗)

∂z2
≪ k2u(r⃗)

∂2u(r⃗)

∂z2
≪ k

∂u(r⃗)

∂z
(1.67)

Volbou soustavy souřadnic, ve které řešeńı separaćı proměnných provád́ıme př́ımo
urč́ı jaký druh svazku (z pohledu př́ıčného intenzitńıho profilu) dostaneme [24, 12].
Každý tento druh je samozřejmě invariantńı v̊uči zvolené soustavě souřadnic, avšak
výpočet v neoptimálńı soustavě je analyticky velmi složitý.

Obrázek 1.25: Souvislosti vybraných druh̊u optických svazk̊u. Zde (x, y, z, t) znač́ı
kartézský souřadný sytém, (r, ϕ, z, t) cylindrický souřadný systém, (ζ, θ, r) poloidně-
toroidńı souřadný systém, SLB označuje strukturovaný laserový svazek, z anglického
”structured laser beam”. Dlaš́ım zkratky jsou popsány v následuj́ıćıch kapitolách.
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1.5.1 Hermite-Gaussovské svazky

Separaćı v kartezském souřadném systému dostaneme Hermite-Gaussovské svazky
HGmn,

u(r⃗) = E0Hm

(√
2

x

w(z)

)
Hn

(√
2

y

w(z)

)
w0

w(z)
exp(−iφmn(z))exp

(
i

k

2q(z)
r2
)
(1.68)

kde E0 je amplituda elektrického pole, Hm jsou Hermitovské polynomy [25], w(z) je

š́ı̌rka svazku ve vzdálenosti z, w0 je centrálńı š́ı̌rka svazku, z0 =
πw2

0

λ
je Raylighova

vzdálenost, ta nám ř́ıká v jaké vzdálenosti se velikost pr̊uřezu paprsku zdvojnásob́ı.
q(z) = z − iz0 je komplexńı parametr svazku, φmn(z) = (m + n + 1) tan−1(z/z0) je
Gouẙuv fázový posun [26] a r =

√
x2 + y2 je vzdálenost př́ıslušného bodu od osy z.

Za úvahy m = n = 0 se řešeńı 1.68 zredukuje do formy takzvaného Gaussovského
svazku,

u(r⃗) = E0
w0

w(z)
exp(−iφmn(z)exp

(
i

k

2q(z)
r2
)

(1.69)

jde o nejrozš́ı̌reněǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı druh laserového svazku, jehož výkon je soustředěn
uvnitř vyzařovaného kužele, jehož vrcholový úhel ϕ0 −→ 0◦, rozložeńı intenzity v
př́ıčné rovině je dáno podle osy svazku kruhově symetrickou gaussovou funkćı, bĺızko
osy propagace jsou vlnoplochy téměř rovinné, dále se postupně zakřivuj́ı, až ve velké
vzdálenosti se bĺıž́ı vlnoplochám sférickým. Př́ıčné intenzitńı profily HGmn svazk̊u
a taktéž redukci na svazek Gausovský vid́ıme na obr. 1.26a

(a) Př́ıčné řezy HGmn svazky. (b) Př́ıčné řezy LGpl svazky.

Obrázek 1.26: Intenzitńı struktury prob́ıraných svazk̊u. Převzáno z [27]
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1.5.2 Laguerre-Gaussovské svazky

V cylindrických souřadnićıch má obecné řešeńı 1.29 předpis

E(r, ϕ, z, t) = u(r, ϕ, z)ei(kz−ωt) (1.70)

dosazeńım tohoto do Helmholtzovy rovnice a aplikaćı aproximace pomalu se mněńıćı
komplexńı obálky 1.67, dostaneme

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+ 2ik

∂u

∂z
= 0 (1.71)

a separaćı r a ϕ dostaneme řešeńı ve formě takzvaných Laguerre-Gaussovských
svazk̊u,

u(r, ϕ, z) = E0

(√
2
r

ω

)l
Ll
p

(
2
r2

ω2

)
w0

w(z)
exp(−iφpl(z))exp

(
i

k

2q(z)
r2
)
exp(ilϕ)

(1.72)
kde Ll

p jsou Laguerreho polynomy [25] a Gouẙuv fázový posun má v tomto př́ıpadě
tvar φpl(z) = (2p+ l+1) tan−1(z/z0) a stejně jako HGmn svazky, tak i LGpl svazky
přecházej́ı do formy svazk̊u Gaussovských za splněńı podmı́nky l = p = 0. Pro l ̸= 0
se v řešeńı 1.72 vyskytuje v́ırový fázový člen eilϕ. Ilustraci př́ıčného intenzitńıho
profilu LHpl svazk̊u je na obr. 1.26b.

1.5.3 Bessel-Gaussovské svazky svazek

Existuje daľśı řešeńı vlnové rovnice v cylindrických souřadnićıch 1.71 disponuj́ıćı
rotačńı symetríı (u ̸∝ ϕ) .

u(r, z) = E0
w0

w(z)
exp(iφ(z))exp

(
i

k

2q(z)
r2
)
J0

(
βr

1 + iz
z0

)
exp

(
−

β2z
2k

1 + iz
z0

)
(1.73)

Obrázek 1.27: Př́ıčný řez BG
svazkem.

Zde β je konstantńı škálovaćı parametr, J0 je
Besselova funkce nultého řádu. Stejně jako u
výše uvedených řešeńı i Bessel-Gaussovský sva-
zek se za podmı́nky β = 0 stává svazkem Gaus-
sovským. BG svazky se svými vlastnostmi řad́ı
mezi pseudonedifrakčńı optické svazky. Charak-
teristiky takovýchto svazk̊u budou rozebrány v
následuj́ıćıch sekćıch.
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(a) Hermiteho polynomy.

(b) Laguerreho polynomy.

(c) Besselovy funkce.

Obrázek 1.28: Ilustrace polynomů a funkce, figuruj́ıćıch v matematických předpisech
výše prob́ıraných svazk̊u.
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Obrázek 1.29: Axikon generuje vlnoplochy naznačené červeně a dává vzniku Besse-
lovskému svazku.

Pro generováńı Bessel-Gaussovských svazk̊u je v́ıce možnost́ı, např́ıklad za po-
moci konkávńıho konického zrcadla s vrcholovým úhlem 90° jak uvád́ı M. Zhu,
Q. Cao a H. Gao v [28], ti využili toho, že interference dvou cylindrických vlno-
ploch dá vznik super úzkého axiálńıho pole. Lépe uchopitelnou metodou generace
je využit́ı axiconu. Axicon je konická čočka, která generuje vlnoplochy, jej́ıž čelo má
tvar ukázaný na obrázku obr. 1.29. Interferenćı těchto dvou vzájemně nakloněných
vlnoploch vzniká interferenčńı pole, jemuž ř́ıkáme Gauss-Besselovský svazek. Př́ıčný
profil Gauss-Besselova svazku má tvar soustředných světelných trubic s vysokoin-
tenzitńım centrálńım jádrem o poloměru ρ0 [29].

ρ0 = 0, 3826
λ

sin2θ
(1.74)

Zde λ je vlnová délka a θ úhel krajńıch vrchol̊u generovaného pole. Pokud interferuj́ı
vlny, jejichž E⃗ jsou ve fázi, pak lokálńı polarizace bude nadále ve transverzálńım
směru dána vztahem E⃗ = 2Ecos(α), kde α je vrcholový úhel axikonu. Avšak budou-
li interferovat vlny v protifázi, pak bude výsledné lokálńı elektrické pole oscilovat
ve směru podelném a lokálńı pole magnetické bude nulové, tedy mluv́ıme o podelně
polarizované elektromagnetické vlně. Jde o zvláštńı typ elektromagnetického pole,
jež má nenulovou složku pole elektrického, ale podle rovnice 1.34 nenese energii.

44



1.5.4 Strukturovaný svazek

Daľśı typ laserového svazku je hlavńım tématem této práce. Takzvaný strukturovaný
laserový svazek (dále SLB z anglického structured laser beam) je relativně novým
druhem laserového svazku, který poprvé popsali M. Šulc a J. Ch. Gayde [30]. Nejde
př́ımo o př́ıčný rezonátorový mod, jako tomu bylo u svazk̊u výše prob́ıraných, ale
jde o interferenčńı pole vykazuj́ıćı chovańı svazkové optiky. SLB se řad́ı do rodiny
pseudo nedifrakčńıch laserových svazk̊u a je charakteristický svým př́ıčným inten-
zitńım profilem, který je podobný jako BGβ svazku.

Př́ıčný intenzitńı profil

U výše diskutovaných svazk̊u jsme ukázali, že funkce př́ıčného intenzitńıho pro-
filu svazku je řešeńım Helmholtzovy rovnice v př́ıslušném souřadném systému. V
př́ıpadě SLB svazku jde o poloidně-toroidńı souřadný systém [23], analytické řešeńı
Helmholtzovy rovnice v tomto souřadném systému ještě nebylo naleznuto. Experi-
mentálně bylo však ukázáno [30], že př́ıčný intenzitńı profil SLB svazku je velmi
podobný profilu BGβ svazku, tedy Besselově funkci nultého či druhého řádu. Dispo-
nuje velmi úzkým vysokointenzitńım středem, který je obklopen stř́ıdavě tmavými a
světlými soustřednými kružnicemi. Tato struktura může být modulována ve smyslu
generováńı nových soustředných kružnic ve středu svazku a tedy sám střed může
přej́ıt do stavu kompletně tmavého bodu, neboli světelné trubice. Této modulace se
dociluje použit́ım vstupńı radiálńı polarizace.

Obrázek 1.30: Př́ıčný intenzitńı profil strukturovaného svazku.
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Srovnáńı SLB a Gaussovského svazku

O Gaussovském svazku jsme se zmı́nili okrajově v kapitole 1.5.1. Gaussovský svazek
je jeden z elementárńıch př́ıčných mod̊u klasického optického rezonátoru a to přináš́ı
několik zásadńıch limit, kterými SLB nedisponuje. Každý Gaussovský svazek je

Obrázek 1.31: Situace v okoĺı pasu Gaus-
sovského svazku.

charakterstický svým poloměrem v tak-
zvaném pásu svazku W0 (mı́sto, kde
svazek opoušt́ı aktivńı medium, nebo
obdobně, poloměr v ohnisku čočky j́ıž
svazek procháźı). Axiálně se od to-
hoto bodu svazek symetricky rozb́ıhá,
vzdálenost podél které je poloměr stopy
svazku menš́ı nebo roven

√
2W0 je tak-

zvaná ohnisková hloubka svazku, nebo
také konfokálńı parametr [1].

2z0 =
2πW 2

0

λ
(1.75)

Vid́ıme, že ohnisková hloubka svazku je rovna dvojnásobku Rayleghovy vzdálenosti.
Ohnisková hloubka je př́ımo úměrná obsahu stopy svazku a nepř́ımo úměrná vl-
nové délce. Odtud vycháźı základńı limitace Gaussovských svazk̊u z pohledu veli-
kosti stopy, tedy fokusaćı svazku do menš́ı stopy má za následek snižováńı ohniskové
hloubky a tedy velmi strmému nárustu rozb́ıhavosti v okoĺı pasu svazku. To tedy zna-
mená, že č́ım menš́ı stopu svazku chceme źıskat, t́ım větš́ı muśı být numerická aper-
tura fokusovaćıho objektivu. Kdybychom tedy chtěli doćılit Gaussovského svazku
s š́ı̌rkou pasu rovnou vlnové délce např́ıklad helium-neonového laseru, 633nm, pak
by ohnisková hloubka činila přibližně 4µm, což je v běžné optice takřka nemožné.
Jak jsme zmı́nili výše, SLB je interferenčńı pole vykazuj́ıćı svazkové chovańı. SLB
svazky podléhaj́ı téměř nulové rozb́ıhavosti, odtud pseudo-nedifrakčńı, tyto vlast-
nosti bĺıže rozebereme v následuj́ıćıch kapitolách. Proto u SLB svazk̊u neńı potřeba
definovat pas svazku, jelikož má téměř neměnné rozměry po celé délce propagace.
Velikost středu svazku je př́ımo zav́ıslá na vzájemné poloze element̊u generuj́ıćıch
pole a t́ım pádem jsme schopni generovat svazek, jehož střed je menš́ı nežli vlnová
délka použitého laseru.
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Princip generace SLB

V kapitole 1.5.3 jsme ukázali princip generace Bessel-Gaussovského pole pomoćı
axikonu. Vynálezci strukturovaných svazk̊u SLB ukázali, že efektivńım vyhlazeńım
generuj́ıćı vlnoplochy dojde k prodloužeńı pole. Zjemňováńı struktury axikonu vede
po n-té iteraci na komponentu sférickou, která do systému vnáš́ı sferickou aberaci, viz
(1.1.2). S přihlédnut́ım na úvahu ohledně aberaćı je žádoućı, aby obě strany kom-
ponenty byly sférické, tedy pro efektivńı prodloužeńı pole, ve kterém se generuje
strukturovaný svazek je žádoućı použ́ıt sféru/kuličku. Pro transformaci plochy axi-
konu na plochu sférickou iteračńım procesem zjemňováńı, by teoreticky bylo potřeba
nekonečně mnoho iteraćı, odtud plyne asi nejpodivuhodněǰśı vlastnost SLB svazk̊u
a to, že teoreticky jsou tyto svazlky propagovány do nekonečna.

Obrázek 1.32: Zjemňováńı struktury optické komponenty.

Obrázek 1.33: Prodloužeńı pseudo-nedifrakčńıho pole.
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(a) Svazek generovaný čistě
sférickou aberaćı.

(b) Kombinace sférické
aberace s defokusem.

(c) Kombinace sférické
aberace s defokusem.

Obrázek 1.34: Př́ıčné struktury svazk̊u koresponduj́ıćı s danými aberacemi.

Dále bylo ukázáno, že takto generované pole je možno dále modulovat přidáńım
daľśı aberace - defokusu do systému. Přidáńım této aberace se změńı čelo vlnoplochy,
na vlnoplochu ukázanou na obr. 1.35b, respektive 1.35c tato vlnoplocha je také
úměrná rotačńımu systému dvou axikon̊u vyhlazených výše popsaným myšlenkovým
iteračńım postupem viz obr. 1.37.

(a) Svazek generovaný čistě
sférickou aberaćı.

(b) Kombinace sférické
aberace s defokusem.

(c) Kombinace sférické
aberace s defokusem.

Obrázek 1.35: Fotky výše rozebraných svazk̊u odpov́ıdaj́ıćıch kombinaćım sférické
aberace a defokusu
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Přesným vzájemným nastaveńım prvku zodpovědného za sférickou abveraci a
prvku zodpovědného za defokus můžeme také snižovat velikost centrálńıho jádra až
do rozměr̊u menš́ıch nežli vlnová délka.

(a) ∅střed ≈ 8pix ≈ 14µm (b) ∅střed ≈ 5pix ≈ 9µm (c) ∅střed ≈ 4pix ≈ 7µm

Obrázek 1.36: Zmenšováńı středu jemnou změnou vzájemné vzálenosti generuj́ıćıch
element̊u

Fyzicky tedy pro generaci použ́ıváme sferickou čočku, která maximalizuje sférickou
aberaci a pro maximalizaci defokusu za sferickou čočku vlož́ıme ještě plankonvexńı
čočku.

Obrázek 1.37: Principielńı schema generátoru strukturovaných svazk̊u. Laserové
světlo dopadá na sferickou čočku za ńıž je ve vzdálenosti d vložena plankonvexńı
čočka. Modulaćı vzdálenosti d modulujeme velikosti vnitřńıch struktur svazku,
zejména š́ı̌rku centrálńıho jádra.

1.5.5 Vlastnosti pseudonedifrakčńıch svazk̊u

Jak už bylo naznačeno v předešlé sekci, nedifrakčńı svazky maj́ı řadu intuitivně
zvláštńıch, avšak fyzikálně vysvětlitelných vlastnost́ı. Pojem plně nedifrakčńı svazek
je pouze matematická formulace pole, které zdánlivě nepodléhá difrakci, je schopno
držet neměnný př́ıčný intenzitńı profil a obnovit jej za překážkou v ose propagace.
Tato pole vykazuj́ı spirálńı tok energie a některá mohou nést orbitálńı moment
hybnosti, d́ıky které mohou silově intereagovat s objekty. Námi studované svazky
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jsou však takzvaně pseudonedifrakčńı, jde o omezeńı výše zmı́něných vlastnost́ı na
překážky a vzdálenosti konečných rozměr̊u [29].

Neměnnost p̌ŕıčného profilu

Hlavńı vlastnost́ı př́ımo plynoućı z nedifrakčnosti, respektive pseudonedifrakčnosti
svazk̊u je invariantnost př́ıčného intenzitńıho profilu,

E(x, y, z, t) =⇒ E(x, y, t) (1.76)

tato vlastnost nacháźı d̊uležité využit́ı v oboru vysoce přesného uspořádávańı ele-
ment̊u sestav do př́ımky (viz high precision alignment) [30]. U pseudonedifrakčńıch
svazk̊u plat́ı tato vlastnost pouze v prostoru propagace, tedy v prostoru překryvu
generuj́ıćıch vlnoploch.

Samoobnoveńı za p̌rekážkou

Daľśı vlastnost́ı pseudonedifrakčńıch svazk̊u je jejich schopnost samoobnoveńı za
překážkou v ose propagace, tato vlastnost plyne z principu generace svazk̊u. Na

Obrázek 1.38: Ilustrace samovolného obnoveńı svazku za překážkou ve vzdálenosti
zr.

obrázku obr. 1.38 vid́ıme, že svazek se neobnov́ı př́ımo za překážkou, ale až ve
vzdálenosti zr za ńı [29, 31].

zr =
D

2tanθ
(1.77)

V rovnici znač́ı D pr̊uměr překážky a θ úhel krajńıch vrchol̊u generovaného pole.
Samoobnoveńı za překážkou přináš́ı mnohé výhody v mikromanipulaci, skutečnost,
že se svazek za manipulovanou částićı znovu obnov́ı umožňuje manipulaci ve v́ıce
rovinách najednou. Ze simulace 1.39b, je zřetelno, že u SLB svazku docháźı k sa-
moobnoveńı ve znatelně větš́ı vzdálenosti než je tomu u Bessel-Gaussova svazku
generovaného axikonem.
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(a) Simulace samoobnoveńı struktury
generované axikonem.

(b) Simulace samoobnoveńı strukturo-
vaného svazku.

Obrázek 1.39: Simulace samoobnoveńı svazku generovaného dvěma r̊uznými zp̊usoby.

Orbitálńı moment hybnosti

Jak bylo řečeno v úvodu této sekce, některé pseudonedifrakčńı svazky mohou nést
orbitálńı moment hybnosti, tuto vlastnost vykazuj́ı svazky, které obsahuj́ı v́ırový
člen a jsou charakteristické fázovými singularitami, o kterých byla částečně řeč v
sekci 1.3.6. Singularity fáze se vyznačuj́ı t́ım, že křivkový integrál přes křivku je
obeṕınaj́ıćı nabývá celoč́ıselných násobk̊u 2π.∮

k

∇Φ(x, y) · dk = 2πm m ∈ Z (1.78)

Zde Φ(x, y) označuje fázi, která je funkćı př́ıčných souřadnic a m je takzvaný topo-
logický náboj v́ıru. Typickým př́ıkladem v́ırových svazk̊u s fázovými singularitami
jsou Gauss-Besselovské svazky prvńıho druhu a nenulového řádu viz 1.28c. S těmito
vlastnostmi př́ımo souviśı nenulový orbitálńı moment hybnosti, kterým může svazek
silově p̊usobit na objekty a zp̊usobovat jejich rotaci či posuv. Moment hybnosti je
mı́ra rotace objektu a zaviśı na soustavě souřadnic.

←→
L = r⃗ × p⃗ (1.79)

Hybnost p⃗ elektromagnetické vlny lze popsat pomoćı Poyntingova vektoru,

p⃗ =
1

c2
S⃗ (1.80)

Celkový moment hybnosti má dvě složky, spinovou a orbitálńı složku. Při interakci s
objektem se složka spinová projev́ı rotaćı objektu kolem své osy a složka orbitálńı ro-
taćı objektu podel osy v́ıru [29]. Superpozićı svazk̊u s r̊uznými topologickými náboji
může být orbitálńı moment hybnosti modulován [32].
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1.6 Aplikace SLB

Dı́ky vlastnostem diskutovaným ke konci minulé kapitoly nacházej́ı neklasické a
pseudonedifrakčńı optické svazky široké a d̊uležité využit́ı ve vědě, technice, ale i
třeba v medićınské technice. Nejvyuž́ıvaněǰśı vlastnosti jsou zejména invariantnost
př́ıčného profilu a možnost modulace velikosti centrálńıho jádra do rozměr̊u menš́ıch
nežli vlnová délka a přenos orbitálńıho momentu hybnosti.

1.6.1 Překonáváńı difrakčńıho limitu v mikroskopii

Optická mikroskopie hrála velmi d̊uležitou roli od začátku studia menš́ıch a menš́ıch
biologických vzork̊u. Avšak od počátk̊u studia takových vzork̊u v 17. stolet́ı došlo
k obrovským zlepšeńım z pohledu rozlǐseńı a tedy možnosti studia menš́ıch vzork̊u.
Tento vývoj ale vedl k nevyhnutelnému dosažeńı limitu. Na základě experimantálńıch
evidenćı a základńıch fyzikálńıch princip̊u byly koncem 19. stolet́ı (Abbe, 1873 a
Rayleigh, 1896) formulovány tyto rozlǐsovaćı limity dané difrakćı světelných vln.
Rayleigh̊uv limit udává nejmenš́ı možnou vzájemnou vzdálenost dvou pozorovaných
bod̊u, která je ještě možna rozlǐsit.

dmin ≈ 1, 22
λf

D
(1.81)

Zde λ znač́ı vlnovou délku, f je ohnisková vzálenost zobrazovaćı čočky/objektivu
a D je pr̊uměr apertury čočky. Faktor 1, 22 je odvozen z výpočtu polohy prvńıho
tmavého prstence obklopuj́ıćıho centrálńı Airyho disk difrakčńıho obrazce. Naproti
tomu Abbeho limita udává nejmenš́ı možný rozlǐsitelný jednobodový detail.

dmin =
λ

2nsin(α)
(1.82)

Abbeho limit lze slovně interpretovat, že detail ve vzorku je rozlǐsitelný, pokud
je numerická apertura objektivu dostatečně velká, aby zachytila difrakčńı obrazec
prvńıho řádu.
Tyto dvě základńı difrakčńı limity tedy udávaj́ı, že velikost studované strutury je
př́ımo úměrny vlnové délce světla, j́ımž je vzorek nasv́ıcen. A tedy mikroskopie ve
viditelném světle nemůže zobrazovat vzorky menš́ı než přibližně 0,4 µm. Tento limit
byl postupem času obejit nástupem elektronové mikroskopie, ta stoj́ı na principu
přisouzeńı částićım (objekt̊um) s nenulovou klidovou hmostnost́ı vlnovou délku (viz
De Broglieho vlnová délka).

λ =
h

p
(1.83)

Zde h znač́ı Planckovu konstantu, a p hybnost částice. Elektronová mikroskopie
přináš́ı rozlǐseńı přibližně 10−11m, má však háček, elektrony maj́ı př́ılǐs velkou ener-
gii a znemožňuj́ı studium živých buněk. V roce 1994 přǐsl Stefan W. Hell s revolučńı
novou mikroskopickou metodou takzvané stimulované emise deplece (dále jen STED)
[33], ve které využil fluorescence jakožto nesitelku informace o vzorku.
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Obrázek 1.40: Princip fluo-
rescence.

Fluorescence je jev, ke kterému docháźı, když
excitovaná molekula, atom nebo nanostruktura
přejde do nižš́ıho energetického stavu (obvykle
stavu základńıho) prostřednictv́ım emise fo-
tonu bez změny spinu elektronu, pokud dojde
i ke změně spinu, jev se nazývá fosforescence.
Když excitujeme fluorescenčně aktivńı materiál
světlem o vlnové délce λ0, které zapř́ıčińı exci-
taci na energetické hladiny s dostatečně krátkou
dobou života, pak materiál začne emitovat světlo
o zpravidla deľśı vlnové délce λi, trakže fotony s
nižš́ı energíı. Plocha emise fluorescenčńıho zářeńı
je stejná jako plocha excitace, ale emitované
zářeńı je nejintenzivněǰśı ve středu excitované
plochy. Hell̊uv objev stimulované emise deplece

(a) Excitace fluorescence laserem. (b) Zintenzivněńı fluorescence metodou
stimulované emise deplece.

spoč́ıval v tom, že excitaci fluorescenčně aktivńı látky prováděl laser o vlnové délce
λ0 a tedy látka začne emitovat zářeńı o vlnové délce λi, ilustace na obrázku obr. 2.3a.
Fokusaćı druhého laseru o vlnové délce právě λi do stejného mı́sta zp̊usob́ı potlačeńı
fluorescence na okraji excitované plochy, kde je emise ńızká, Zákon zachováńı ener-
gie ale znemožňuje zmizeńı fluorescence, energie, která by byla emitována na okraji
plochy a přejde do vysokointenzitńıho středu excitované plochy, což zp̊usob́ı mno-
honásobné ześıleńı a zúžeńı, viz Obr. 2.3b. T́ımto mechanismem můžeme generovat
fluorescenčńı vyzařovaćı peak mnohem menš́ı než je např́ıklad studovaná živá buňka
a proskenováńım celého vzorku źıskáme kvalitńı obraz. Metoda STED umožňuje
studium živých organismů s rozlǐseńım pohybuj́ıćım se v jednotkách deśıtek nano-
metr̊u. Metoda STED fluorescenčńı mikroskopie je metodou relativně novou a stále
se vyv́ıjej́ıćı. Byla vyvinuta a popsána v situaci, kde je excitačńı i potlačuj́ıćı svazek
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Gausovský a tedy poloměr těchto svazk̊u,

W0 =

√
λz0
π

(1.84)

zde z0 je takzvaná Rayleighova vzdálenost, vzdálenost, ve které je pr̊uměr jeho
př́ıčného profilu dvojnásobkem pr̊uměru v mı́stě jeho fokusace. Důležitým po-
znatkem z̊ustává, že ačkoliv metoda STED obcháźı difrakčńı Abbeho limit skrze
generaci ultra úzké fluorescenčně vyzařuj́ıćı oblasti, tato oblast je př́ımo definována
pr̊uměrem excitačńıho svazku a v rovnici 1.84 vid́ıme, že ten je také úměrný vlnové
délce. V kapitole 1.5.4 jsme zmiňovali, že spránou konfiguraćı prvk̊u generuj́ıćıch SLB
svazek, může jeho centrálńı jádro mı́t rozměry menš́ı nežli vlnová délka a pr̊uměr
SLB svazku neńı zavislý na vlnové délce. Použit́ım SLB svazk̊u v metodě STED by
vedlo k mnohonásobnému zvýšeńı rozlǐseńı.

1.6.2 Optické pinzety

Obrázek 1.42: Ilustrace principu
optické pinzety koliduj́ıćı s die-
lektrickou částićı. Převzato z [34]

Optické pinzety jsou schopny vysokointenzitńım
fokusovaným světlem (laserovým svazkem) mani-
pulovat s dielektrickými částicemi. Principy ma-
nipulace jsou jednoduché bud’ pro objekty menš́ı
nežli vlnová délka, nebo pro objekty mnohem
větš́ı oproti vlnové délce. Malé předměty vy-
vinou v reakci na elektrické pole světla elek-
trický dipolový moment, který je obecně řečeno
přitahován gradientem elektrického pole směrem
k ohnisku svazku. Na druhé straně, velké ob-
jekty funguj́ı jako čočky a lámou světelný pa-
prsek a tedy měńı kolektivńı směr hybnosti toku
foton̊u uvnitř svazku. Výsledný zpětný ráz ob-
jekty přitahuje k vyšš́ımu toku foton̊u v bĺızkosti
ohniska. Tento zpětný ráz je pro klasické čočky
takřka nepozorovatelný a zanedbatelný, ale může
mı́t podstatný vliv na objekty mezoskopické. Na-
proti těmto př́ıtažným silám p̊usob́ı śıla tlaku
zářeńı, ta p̊usob́ı axiálně ve směru š́ı̌reńı svazku.
Stabilńı zachyceńı objektu vyžaduje, aby gradi-
entńı śıla převažovala nad tlakem zážeńı. Zprvu byly pro aplikace optických pinzet
použ́ıvány výhradně svazky Gaussovské, v jejichž možnostech je zachyceńı částic
o velikostech přibližně 5 nm a p̊usobeńı silou přesahuj́ıćı 100 pN, což je výhodný
rozsah pro p̊usobeńı sil na biologické systémy a studium jejich reakćı [34]. Využit́ı
pseudonedifrakčńıch svazk̊u pro optickou manipulaci přináš́ı mnoho výhod spjatých
s vlastnostmi těchto svazk̊u, např́ıklad optická manipulace Besselovským svazkem
popsaná Arltem v [35]. Skutečnost, že tyto svazky nemaj́ı přesně definované oh-
nisko znemožňuje zachyceńı částice ve třech rozměrech, může být ale zachycena ve
dvou rozměrech a za pomoci tlakovou silou zážeńı s ńı manipulovat. Výše jsme řekli,
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že př́ıtažná optická śıla je úměrná zápornému gradientu optické intenzity v př́ıčné
rovině svazku. Intenzitńı gradienty v okoĺı centrálńıho jádra pseudonedifrakčńıch
svazk̊u jsou řádově vyšš́ı než gradienty př́ıtomné ve fokusovaném Gaussovském
svazku. Daľśı již diskutovanou vlastnost́ı je samoobnoveńı svazku za překážkou,
uvažujeme-li touto překážkou naši částici, pak vlastnost samoobnoveńı implikuje
možnost manipulace s objekty ve v́ıce paralelńıch rovinách za sebou [29].

1.6.3 Vytyčeńı prostorové p̌ŕımosti

Téměř dokonalá invariantnost př́ıčného profilu pseudonedifrakčńıch, zejména SLB
svazk̊u vede k jeho využit́ı pro vytyčeńı referenčńı př́ımosti. Tato téměř nediver-
guj́ıćı př́ımka může dokonale posloužit k velmi přesné justaci optických, či jiných
senzorických sestav. Tématem vysokopřesnostńıho uspořádáńı za pomoci referenčńı
př́ımky tvořené SLB svazkem pojednává [30].
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2 Generátor SLB

Jak bylo zmı́něno v sekci zabývaj́ıćı se principem generace 1.5.4, pro generováńı
SLB svazku se může využ́ıt kombinace sférické aberace a defokusu v tomto pořad́ı.
Z hlediska generátoru svazku tedy jde o systém sférické čočky a plankonvexńı čočky.

Obrázek 2.1: Schema generátoru

Helium - Neonový laserový zdroj emituj́ıćı Gaussovský laserový svazek na vlnové
délce λ = 632, 8nm, který dále procháźı šedým filtrem kv̊uli sńıžeńı intenzity, dopadá
na sférickou čočku o pr̊uměru ∅sfera = 1, 5mm. Ta do systému vnáš́ı a zároveň ma-
ximalizuje zmiňovanou sférickou abreaci. Vlnoplocha Vystupuj́ıćı ze sférické čočky
zauj́ımá tvar Z0

4 , viz obr. 1.6. Dále se vlna š́ı̌ŕı plankonvexńı čočkou o ohniskové
vzdálenosti f = 7mm a pr̊uměrem apertury ∅cocka = 5mm, která ji obohacuje o de-
fokus Z0

2 a následně ve vzdálenosti dSLB docháźı ke generaci strukturovaného svazku.
Ten poté procháźı vzorkem, který rozebereme v následuj́ıćı kapitole, ten je upevněn
na lineárńım piezo-mikroposuvu. Nakonec svazek popadá na čip kamery, pomoćı ńıž
jsou dále v PC vyhodnocovány velikosti struktur.
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Obrázek 2.2: Generátor strukturovaných svazk̊u a měř́ıćı stanovǐstě.

(a) Uchyceńı plankonvexńı
čočky v držáku LM1XY od
firmy Thorlabs.

(b) Uchyceńı sférické čočky v držáku
SPT1C od firmy Thorlabs, který byl
následně nahrazen rovněž držákem
LM1XY.

Dvě hlavńı komponenty, kterými jsou sférická a plankonvexńı čočka jsou vloženy
do jednoúčelových držák̊u zhotovených 3D tiskem a následně uchyceny do držák̊u od
firmy Thorlabs s možnost́ı pohybu komponenty v rovině xy. Tento pohyb umožňuje
modulaci polohy SLB svazku na čipu kamery.
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Obrázek 2.4: Uchyceńı vzorku k mikroposuvu

Obrázek 2.5: Vzorek na piezo-mikroposuvu
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2.1 Optimalizace paramert̊u generátoru SLB

V této podkapitole probereme pár nezbytných krok̊u, které byly třeba podniknout
pro doćıleńı strukturovaného svazku o co nejlepš́ı kvalitě z hlediska ostrosti struktur
a z hlediska minimalizace struktur, zejména pak vysokointenzitńıho středu.

2.1.1 Uchyceńı komponent

Stabilizace všech komponent generátoru byla prvńı a kĺıčovou formou optimalizace.
Cage systém od firmy Thorlabs zajistil polohu všech komponent v jedné př́ımce

Obrázek 2.6: Zajǐstěńı prostorové př́ımosti komponent pomoćı cage systému

Jak bylo řečeno výše, obě čočky jsou umı́stěny v držáku LM1XY. Pro velmi jem-
nou modulaci vzdálenosti dSP byl držák kuličky nahrazen držákem CXYZ05A, jehož
rozsah je ±1, 5mm a jemnost 500µm/cyklus. Posuvem na cage systému jsme tedy
hrubě nastavili optimálńı vzdálenost dSP a následně mikroposuvem zoptimalizovali.

(a) Mikroposuv sférické čočky (b) Minimalizovaný střed svazku pomoćı
jemné modulace dSP
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2.1.2 Aberace vyš̌śıho řádu

Dále se pro minimalizaci centrálńıho jádra svazku ukázalo být vhodné vnést do
systému sférickou aberaci druhého řádu. Tato aberace se na Zernikeho mapě vad,
viz obr. 1.6 označuje Z0

6 .

(a) SLB generovaný za pomoci sférické
aberace druhého řádu, Z0

6 .
(b) SLB generovaný za pomoci sférické
aberace prvńıho řádu, Z0

4 .

Obrázek 2.8: Generace svazku sferickou aberaćı druhého řádu.

(a) Přibĺıžeńı centrálńı oblasti svazku ge-
nerovaného pomoćı Z0

6 .
(b) Přibĺıžeńı centrálńı oblasti svazku
generovaného pomoćı Z0

4 .

Obrázek 2.9: Bližš́ı pohled na minimalizaci středu svazku použit́ım sferické aberace
druhého řádu pro generaci.

Svazek generovaný za použit́ı sférické aberace druhého řádu disponuje lépe měřitelným
jádrem svazku. Je patrné, že tento svazek má lépe určitelný střed, který v této kon-
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figuraci zauj́ımá s vysokou přesnost́ı pouze jeden pixel kamery o straně 1, 67µm.
Zat́ımco svazek generovaný sférickou aberaćı řádu prvńıho má sice celkově menš́ı
rozměr, ale do středu se nedostane tolik intenzity jako u svazku na obrázku vedle.
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3 Mě̌reńı vlastnost́ı SLB svazku

Hlavńımi charakteristikami, které chceme měřit a které byly probrány v sekci 1.5.5,
jsou pr̊uměr vysokointenzitńıho středu svazku a délka nedifrakčńıho pole, tedy délku
po které SLB vykazuje nulovou divergenci. Generace struktur menš́ıch nežli vlnová
délka nás přivád́ı k hlavńımu problému a to, jak takto malé velikosti determino-
vat. Jelikož se bav́ıme o pseudo-nedifrakčńıch svazćıch, tak běžné metody jako jsou
např́ıklad metoda posuvné hrany, metoda D4σ, bĺıže pospané v [36] nefunguj́ı. Jde
o velikosti menš́ı než je jediný pixel i velmi kvalitńıch kamer. Metod měřeńı se
subpixelovým rozlǐseńım je hned několik. Kupř́ıkladu v astronomii je určováńı veli-
kosti zdánlivě bodových zdroj̊u častý a d̊uležitý proces. Před př́ıchodem moderńıch
kamer s velmi jemným rozlǐseńım bylo potřeba zapojit čistě optické postupy, je-
dena z nejčastěji použ́ıvaných metod byl Michalson̊uv stelárńı interferometr, který
v kombinaci s Van Cittert-Zernike teorémem [37] umožňuje v astronomii určovat
úhlový pr̊uměr zdánlivě bodového zdroje. Dnes je sub-pixelové rozlǐseńı v́ıceméně
otázkou vhodné numerické metody použité ve výpočetńım vyhodnocovaćım soft-
waru, viz [38, 39], kupř́ıkladu metoda kř́ıžové korelace, metoda využ́ıvaj́ıćı dekon-
voluce a mnoho daľśıch. Pro naše účely a laboratorńı podmı́nky jsme zvolili metodu
využ́ıvaj́ıćı nanočástic zastiňuj́ıćıch měřené subpixelové struktury.
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3.1 Mě̌reńı š́ı̌rky sťredu svazku

Pro určeńı velikosti subpixelové struktury budeme po diskrétńıch kroćıch piezo-
posuvu zakrývat nanočásticemi měřenou strukturu a z gradient̊u v intenzitě dopa-
daj́ıćı na zakrývaný pixel a velikosti kroku posuvu následně urč́ıme velikost struk-
tury. Je nutno podotknout, že metoda, ač se tak může zdát neńı v rozporu s vlast-
nost́ı samoobnoveńı. Vzorek je umı́st’ován do těsné bĺızkosti čipu kamery, takže sva-
zek nemá možnost se samoobnovit, Na Obr. 2.6 tedy parametr dV K −→ 0. Nejprve

Obrázek 3.1: Vizualizace metody zakrýváńı.

začněme zjednodušeným modelem, uvažujme měřenou strukturu jej́ıž velikost je
rovna velikosti pixelu, viz Obr.3.1. V intenzitńı odezvě pixelu na zastiňovaćı proces
uvid́ıme dva gradienty intenzity, prvńı odpov́ıdá vstupu částice do oblasti nad pi-
xelem a druhý ukazuje, že částice monitorovanou zónu opoušt́ı. Oblast mezi těmito
gradienty, na obrázku výše ohraničena hodnotami r1 a r2 v součtu s pr̊uměrem
částice udává velikost struktury, v tomto př́ıpadě pixelu.

∅struktura = (r2 − r1) +∅castice (3.1)

Velikost kroku piezo-posuvu je již implicitně obsažena ve vyč́ıtáńı hodnot r1 a r2.
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Metodu překrýváńı můžeme zobecnit na subpixelové struktury, v našem př́ıpadě
vysokointenzitńı střed SLB svazku. Rozd́ılem bude jen poloha výskytu dvou signifi-
kantńıch gradient̊u intenzity pixelu, viz obrázek ńıže.

Obrázek 3.2: Vizualizace metody zakrýváńı pro př́ıpad sub-pixelové struktury.

3.1.1 Laboratorńı realizace metody p̌rekrýváńı

Nejprve jsme od koleg̊u Ing. S. Abdallah a R.O. Torres Mendieta Ph.D. z ústavu pro
nanomateriály, pokročilé technologie a inovace obdrželi vzorky železných nanočástic
na skleněném substrátu. Tyto vzorky byly za pomoćı jednoúčelových součást́ı

Tabulka 3.1: Naměřené velikosti
nanočástic pomoćı elektronového mi-
kroskopu

Naměřené velikosti [nm] Nejistoty [nm]
61,97 ± 20
57,69 ± 19,47
65,39 ± 20,97

zhotovených 3D tiskem uchyceny na pie-
zoposuv P-212.10 od firmy Phisik In-
strumente, viz Obr. 2.5. Piezoposuv byl
použit v takzvaném open− loop režimu,
ve kterém umožňuje posuv v rozsahu
15µm na 10 otoček vstupńıho trimru na
zesilovači E-470.20. Ke sńımáńı obrazu
byla použita kamera acA3800 − 14uc −
Baslerace od firmy Basler s velikost́ı pi-
xelu 1, 67×1, 67µm. Schema sestavy pro
měřeńı metodou překrýváńı viz Obr. 2.6 a laboratorńı uspořádáńı sestavy Obr. 2.2.
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Překrýváńı prob́ıhalo po kroćıch o velikosti krok = 1
16
otáčky = 93, 75nm. Je

d̊uležité podotknout, že zjemňováńı krokováńı by vnášelo značněǰśı chybu odeč́ıtáńım
a tato velikost kroku se ukázala jako optimem z hlediska minimalizace chyby a ma-
ximalizace źıskáńı d̊uvěryhodných výsledk̊u. Po každém kroku byl poř́ızen sńımek
svazku a tyto sńımky následně zpracovány v programuMATLAB. Zpracováńı nasńımaných
fotek svazku prob́ıhá v několika kroćıch, nejprve dojde k oř́ıznut́ı fotka pouze na ob-
last vyhodnocováńı.

% Enter the path to the folder containing the BMP

images and output

% folder to store cropped images

imageFolder = 'C:\Users\Ideapad\Desktop\DP\fotoLab
\26.4\15 um shift_1 ';

outputFolder = 'C:\Users\Ideapad\Desktop\DP\fotoLab
\26.4\15 um shift_1\cropped ';

x = 2060; % starting x-coordinate - center

y = 1220; % starting y-coordinate

width = 330; % width of the crop region

height = 330; % height of the crop region

% Get a list of all the BMP files in the image folder

fileList = dir(fullfile(imageFolder , '*.bmp'));

% Loop through each BMP file

for i = 1: length(fileList)

imagePath = fullfile(imageFolder , fileList(i).name);

image = imread(imagePath);

% Crop the image

croppedImage = imcrop(image , [x y width height ]);

% Construct the output file path and save the cropped

image with the same name

[~, name , ext] = fileparts(fileList(i).name);

outputFilePath = fullfile(outputFolder , strcat(name ,

'_cropped ', ext));

imwrite(croppedImage , outputFilePath);

end
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Následně ze všech fotografiı źıskáme hodnotu RED složky pixelu, který vyhodno-
cujeme (v našem př́ıpadě jde o pixel na nějž dopadá vysokointenzitńı střed svazku).
Program pro extrakci těchto hodnot je obohacen o vizualizaci ve formě rychlého
po sobě jdoućıho zobrazováńı fotek ve správném pořad́ı, viz ukázka kódu na daľśı
straně.

Obrázek 3.3: Oř́ıznut́ı svazku, na kterém prob́ıhalo měřeńı pouze na vyhodnocovanou
oblast odpov́ıdaj́ıćı Z6

0 .
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myFolder = 'C:\Users\Ideapad\Desktop\DP\fotoLab \26.4\15
um_shift\cropped ';

if ~isfolder(myFolder)

errorMessage = sprintf('Error: The following folder

does not exist:\n%s', myFolder);

uiwait(warndlg(errorMessage));

return;

end

redComponentArray = [];

filePattern = fullfile(myFolder , '*.bmp');
bmpFiles = dir(filePattern);

position = -0.09375;

for k = 1: length(bmpFiles)

position=position +0.09375;

baseFileName = bmpFiles(k).name;

fullFileName = fullfile(myFolder , baseFileName);

fprintf(1, 'Now reading %s\n', fullFileName);

imageArray = imread(fullFileName);

redComponent=imageArray (105, 106, 1);

redComponentArray(k) = redComponent;

imshow(imageArray ," InitialMagnification " ,5000); %

Display image.

title(position);

drawnow; %Force display to update immediately.

%pause (0.1);

end
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Z extrahovaných dat RED složky pixelu počas posuvu lze naj́ıt výše zmı́něné
překryvy středu svazku. Extrakce RED složky jsme provedli i pro dva pixely vlevo
od středového a dva pixely vpravo od středového.

Obrázek 3.4: Pr̊uběh překryvu 2. pixelu vlevo od centrálńıho dvěma vedle sebe
deponovanými částicemi

Obrázek 3.5: Pr̊uběh překryvu pixelu vlevo od centrálńıho dvěma vedle sebe depo-
novanými částicemi
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Obrázek 3.6: Pr̊uběh překryvu pixelu vlevo od centrálńıho dvěma vedle sebe depo-
novanými částicemi

Tabulka 3.2: Naměřené velikosti středu
svazku

Č́ıslo měřeńı pr̊uměr struktury [nm]
1 468,75
2 562,5
3 562,5
4 562,5
5 656,25
6 468,75

Na obrázku výše vyd́ıme odezvu
překryt́ı středového pixelu, která uka-
zuje, že střed svazku, který na něj do-
padá má skutečně poloměr menš́ı nežli
vlnová délka. Zástin prob́ıhal dvěma
vedme sebe deponovanými částicemi
a fakt, že obě částice nebyly přesně
stejné velikosti zp̊usobuje rozd́ılnost
naměřených vysledk̊u. Zástin prvńı
částićı (intenzitńı propad vpravo v
grafu) ukazuje, že struktura má velikost
∅struktura = 468.75nm a zástin druhou
částićı ukazuje ∅struktura = 562, 5nm. Experiment byl proveden šestkrát a všechna
měřeńı ukazovala, že struktura má velikost odpov́ıdaj́ıćı šesti krok̊um plus minus
jeden krok piezoposuvu, jak je videt v tabulce. Intervaly pr̊uběh̊u mezi inten-
zitńımi gradienty byly vyhlazeny pomoćı Savitzky-Golayova (polynomiálńıho) filtru
z d̊uvodu eliminace fluktuaćı intenzit dopadaj́ıćıch na detektor, které jsou d̊usledkem
výstřelového šumu [40]. Dále si všimněme, že pokles intenzity je v řádu jednotek
deśıtek a že v pr̊uběhu neńı žádná gradientńı rampa, jako byla uvedena na Obr. 3.1,
respektive na Obr. 3.2. Oba tyto d̊usledky maj́ı stejnou př́ıčinu, velikost částice je
znatelně menš́ı než pixel a je i menš́ı než krok posuvu. Ilustrace metody na Obr. 3.1
uvažuje systém kdy krok piezoposuvu je znatelně menš́ı než velikost částice.
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Obrázek 3.7: Pr̊uběh překryvu 2. pixelu vpravo od centrálńıho dvěma vedle sebe
deponovanými částicemi

Obrázek 3.8: Pr̊uběh překryvu pixelu vpravo od centrálńıho dvěma vedle sebe de-
ponovanými částicemi

Sńımáńı pr̊uběhu RED složky pixel̊u okolńıch středovému počas překrýváńı bylo
z d̊uvodu přesné lokalizace částic a ukázalo se také efektivńı vizualizaćı přesnosti
metody. Firma BASLER garantuje š́ı̌rku pixelu kamery 1, 67µm. V grafu Obr. 3.9 je
vidět, že metoda velmi přesně měř́ı velikost pixelu. Nejodlehleǰśı naměřená velikost
čińı 1,567µm, což je odchylka od výrobcem dané velikosti přibližně 6%.
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Obrázek 3.9: Pr̊uběh naměřených velikost́ı pixelu.

3.2 Mě̌reńı délky nedifrakčńıho pole

V kapitole 1.5.4 jsme řekli, že SLB se řad́ı do rodiny pseudo-nedifrakčńıch svazk̊u,
jelikož rozb́ıhavost tředu se bĺıž́ı k nule po dlouhou dráhu propagace. Avšak ve
vzdálenosti dSLB, viz Obr. 2.6, docháźı ke generaci krátkého kompletně nedifrakčńıho
pole. I v př́ıpadě měřeńı délky nerozb́ıhavého pole z̊ustaneme u metody překrýváńı,
tentokrát bude postup měřeńı trochu jiný. Generátor z̊ustává naladěn pro generaci
středu svazku s pr̊uměrem menš́ım nežli vlnová délka a vzorek se zastiňuj́ıćı částićı
bude staticky upevněn před čip kamery a kamera i se vzorkem jsou upevněny na
systém tř́ı mechanických mikroposuv̊u LNR50M od firmy Thorlabs. Tento mikropo-
suv nám umožňuje krokovat s měř́ıćı stanićı po kroćıch o velikosti 10µm. V pozici

Obrázek 3.10: Schema sestavy pro měřeńı délky nedifrakčńıho pole.

kamery z0 = dSLB provedeme překrýváńım měřeńı š́ı̌rky středu a následně se budeme
s měř́ıćım celkem od generátoru vzdalovat a určit přibližně délku nedifrakčńıho pole.
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Tabulka 3.3: Naměřené velikosti středu
svazku v šesti vzdálenostech od dSLB.

Vzdálenost od dSLB pr̊uměr struktury [nm]
z0 = 0µm 562,5
z1 = 100µm 562,5
z2 = 250µm 562,5
z3 = 500µm 562,5
z4 = 750µm 562,5
z5 = 1000µm 656,25
z6 = 1500µm 843,75

Pr̊uběhy nameřených dat Obr. 3.11,
které jsou přehledněji ukázány v tabulce
Tab. 3.3, ukazuj́ı, že střed svazku, který
ve vzdálenosti dSLB nabývá pr̊uměru
562,5 nm na dráze 750 µm nepodléhá
rozb́ıhavosti. Jinými slovy generujeme
0, 89λ širokou optickou jehlu o délce
1185λ. Pro potlačeńı šumu v okoĺı
intenzitńıho propadu byl opět použit
Savitzky-Golaẙuv filtr a pro lepš́ı vizu-
alizaci poloh r1, r2 byly vyneseny kóty.

Obrázek 3.11: Pr̊uběh RED složky středového pixelu ukazuj́ıćı velikost a rozb́ıhavost
středu svazku menš́ıho nežli vlnová délka.
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4 Vlastnosti evanescentńı a odražené vlny
generované SLB

Vlastnostmi, kterými se tento experiment zabýval byla hlavně polarizace a jej́ı změna
vlivem totálńıho vnitřńıho odrazu (viz 1.4) ve skleněném hranolu. Jelikož v tomto ex-
perimentu nešlo o minimalizaci struktury centrálńıho jádra, ale naopak bylo žádoućı,
aby jádro zauj́ımalo v́ıce pixel̊u pro lepš́ı vizualizace distribuce polarizace, tak byly
v generátoru použity komponenty s lepš́ı možnost́ı manipulace. Pro utlumeńı in-
tenzity laseru je opět použit běžný ND filtr, dále svazek procháźı Glan-Taylorovým
polarizátorem (hranolem), který určujeme vstupńı lineárńı polarizaci. Sferická čočka
byla použita o pr̊uměru ∅sfera = 10mm a plankonvexńı čočka f = 50mm.

4.1 Mě̌reńı vstupńıho rozložeńı polarizace

Experiment měl dvě fáze, nejprve byla potřeba za pomoci polarizačńı kamery CS505MUP1
od fitmy Thorlabs zaznamenat referenčńı rozložeńı polarizace ve svazku vtupuj́ıćım
do hranolu, který následně zp̊usob́ı totálńı vnitřńı odraz. Generátor byl nejprve

Obrázek 4.1: Schema uspořádáńı pro sńımáńı vstupńıho rozložeńı polarizace

laděn na maximalizaci centrálńıho jádra pomoćı kamery acA3800-14uc-Basler ace,
použité v předešlých experimentech. Centrálńı jádro svazku vstupuj́ıćıho do experi-
mentu mělo pr̊uměr přibližně 16 pixel̊u (cca 27µm).
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(a) Rozložeńı prvńıho Stokesova parame-
tru v jádru vstupuj́ıćıho svazku.

(b) Rozložeńı druhého Stokesova para-
metru v jádru vstupuj́ıćıho svazku.

Obrázek 4.2: Stokesovy parametry S0, S1 středu SLB svazku.

(a) Rozložeńı třet́ıho Stokesova parame-
tru v jádru vstupuj́ıćıho svazku.

(b) Rozložeńı čtvrtého Stokesova para-
metru v jádru vstupuj́ıćıho svazku.

Obrázek 4.3: Stokesovy parametry S2, S3 středu SLB svazku.

Měřeńı rozložeńı polarizace ukázalo, že již samotný generátor v jistých mı́stech
jádra svazku měńı elipticitu polarizace. Při justaci komponent byla zřetelná značná
speklová pole, která mohou poukazovat na nečistoty na komponentách, které se t́ım
značněji projev́ı č́ım je komponenta menš́ı.
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(a) Rozložeńı polarizace v jádru vstu-
puj́ıćıho svazku.

(b) Rozložeńı elipticity polarizačńı elipsy v jádru
vstupuj́ıćıho svazku.

Obrázek 4.4: Rozložeńı polarizace a jej́ı elipticity v jádru svazku.

4.2 Mě̌reńı rozložeńı polarizace vlny odražené
totálńım odrazem

Druhou fáźı experimentu bylo vložit svazku do cesty hranol s vrcholovým úhlem 90°
a doćılit totálńıho vnitřńıho odrazu.

Obrázek 4.5: Schema uspořádáńı pro sńımáńı polarizace vlny odražené totálńım
odrazem.
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(a) Rozložeńı prvńıho Stokesova parame-
tru v jádru odraženého svazku.

(b) Rozložeńı druhého Stokesova para-
metru v jádru odraženého svazku.

Obrázek 4.6: Stokesovy parametry S0, S1 středu SLB svazku po totálńım odrazu.

(a) Rozložeńı třet́ıho Stokesova parame-
tru v jádru odraženého svazku.

(b) Rozložeńı čtvrtého Stokesova para-
metru v jádru odraženého svazku.

Obrázek 4.7: Stokesovy parametry S2, S3 středu SLB svazku po totálńım odrazu.

Na prvńı pohled je zřetelný úbytek intenzity oproti vstupuj́ıćımu svazku, ten je
nejpravděpodobněji d̊usledkem zpětných odraz̊u a rozptylu na rozhrańıch. Pr̊uměr
svazku se zredukoval z p̊uvodńıch přibližně osmi pixel̊u na šest pixel̊u. Dále je vidět
že polarizace v pravých horńıch sekćıch svazku vykazuje ještě vyšš́ı elipticitu, ale
jej́ı orientace z̊ustává v́ıce méně nezměněná. Je nutno si uvědomit, že do hranolu
vstupuj́ı složky polarizace Ex, Ey pod jiným úhlem, což udává i rozd́ılné amplitudové
odrazivosti a tedy x-ová a y-ová složka podléhaj́ı jinému fázovému posunu což může
být d̊uvodem změny distribuce polarizace ve svazku.
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(a) Rozložeńı polarizace v jádru
odraženého svazku.

(b) Rozložeńı elipticity polarizačńı elipsy v jádru
odraženého svazku.

Obrázek 4.8: Rozložeńı polarizace a jej́ı elipticity v jádru svazku po totálńım odrazu.
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5 Diskuze

5.1 Limity SLB

V experimentálńı části jsme ukázali zp̊usob generace relativně nového druhu op-
tického svazku, takzvaného strukturovaného svazku pomoćı kombinace sferické abe-
race s defokusem. Svazek při správné justaci a správné vzájemné poloze generuj́ıćıch
komponent měl pr̊uměr centrálńıho jádra menš́ı nežli vlnová délka použitého lase-
rového zdroje. Měřeńı bylo však př́ımo závislé na velikosti kroku piezoposuvu a tedy
výsledný naměřený pr̊uměr byl vždy celoč́ıselným násobkem velikosti kroku. Logic-
kou možnost́ı pro zpřesněńı měřeńı by bylo doćılit spojitého posuvu. Zde bychom
však museli uvážit vzorkovaćı frekvenci pořizováńı sńımk̊u což by znovu vedlo na
nepřesnost nespojitého záznamu. Při volbě velikosti kroku jsme byli nuceni přihlédnout
na faktor velikosti poř́ızených fotografiı, jaden sńımek svazku čińı zhruba 30,1MB
dat. V našem př́ıpadě prob́ıhalo měřeńı ve 160 kroćıch, tedy jeden měř́ıćı cyklus
znamenal zhruba 5GB naměřených dat, p̊uleńım kroku by se tedy zdvojnásoboval
objem dat ke zpracováńı. Daľśı limitaćı měřeńı byla nepřesnost určných velikost́ı
nanočástic použitých pro překryv.

5.1.1 Porovnáńı mě̌reného SLB svazku s Gaussovským svazkem

Nejúčiněǰśım parametrem srovnáńı SLB svazku a svazku Gaussovského je jejich di-
vergence. Srovnejme tedy rozb́ıhavost SLB svazku měřeného v kapitole 3.2 a Gaus-
sovského svazku rovněž o š́ı̌rce stopy 2W0 = 0, 89λ na dráze d = 750µm. Po této
dráze SLB nevykazuje žádnou divergenci. Pro Gaussovský svazek plat́ı:

W (z) = W0

[
1 +

( z

z0

)2]1/2
(5.1)

Zde W (z) znač́ı pološ́ı̌rku svazku ve vzdálenosti z od pasu svazku, W0 je pološ́ı̌rka
svazku v jeho pasu, z0 je Rayleighova vzdálenost a z je vzdálenost, ve které pološ́ı̌rku
svazku určujeme. Š́ı̌rka stopy Gaussovského svazku tedy činilaW (750µm) = 1, 07µm,
v měř́ıtku vlnové délky 1679λ, zat́ımco SLB svazek stále zauj́ımá š́ı̌rku 0, 89λ.
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Obrázek 5.1: Pr̊uběh rozb́ıhavosti Gaussovského a SLB svazku na dráze 750µm.

5.1.2 Modulace vzájemné vzdálenosti sferické a plankonvexńı
čočky

Jak je vidět na Obr. 1.36, jemnou modulaćı vzdálenosti sferické čočky a plankon-
vexńı čočky modulujeme velikost centrálńıho jádra. Při optimalizaci generátoru (viz.
kapitola 2.1) byla sferická čočka uchycena do držáku, viz Obr. 2.7a, s posuvem v
optické ose 500µm/otočku. T́ımto posuvem se podařilo nastavit svazek se středem
menš́ım nežli vlnová délka, avšak při snaze o daľśı minimalizaci středu byl i tento
posuv už moc hrubý. Pro daľśı minimalizaci by bylo za potřeb́ı generátor obohatit
o daľśı piezo-posuv pro jemněǰśı minimalizaci struktury.
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5.2 Použit́ı p̌ri studiu nanoobjekt̊u

Ukázali jsme, že jsme schopni generovat optický nástroj o š́ı̌rce 0, 89λ a délce 1185λ.
Uzké vysokointenzivńı optické pole představuje významný nástroj s mnoha výhodami
a širokým spektrem aplikaćı v r̊uzných oblastech. Jeho schopnost koncentrovat ener-
gii na malém prostorovém rozsahu v kombinaci s v́ırovou destičkou umožňuje přesné
ovládáńı interakce světla s materiály a objekty na mikro a nanoškálách. To se proje-
vuje v manipulaci s mikročásticemi, jako jsou buňky, mikrokuličky nebo nanočástice,
a nacháźı využit́ı v oblastech jako optická pinzeta nebo optické zaostřováńı mikro-
skopie.
Daľśı významnou aplikaćı je v oblasti fluorescenčńı mikroskopie, jej́ıž problematiku

(a) SLB svazek ve stavu optické
strubice.

(b) SLB svazek ve stavu s vysokoin-
tenzitńım jádrem.

Obrázek 5.2: Dva opačné stavy jádra SLB svazku.

jsme probrali v kapitole 1.6.1. Na myšlenky uvedené ve zmı́něné kapitole navažme
s předpokladem schopnosti generovat nejen optické svazky v jejichž středu je vy-
sokointenzitńı jádro Obr. 5.2b, ale rovněž svazky v jejichž středu sice elektrické
pole je, ale nenese energii (o tomto fenoménu jsme se zmiňovali ke konci kapitoly
1.5.3), střed takového svazku tvoř́ı optickou trubici Obr. 5.2a. Mezi těmito vzájemně
opačnými stavy svazku můžeme při správné konfiguraci generátoru snadno přeṕınat.
Toto přeṕınáńı stav̊u by mohlo umožňovat buzeńı a následné kontrolované zhášeńı
fluorescence ve fluorescenčně aktivńım vzorku [23]. V oblasti fyziky a chemie může
dále poskytovat vysoká intenzita možnost manipulace s atomy a molekulami, včetně
chlad́ıćıch efekt̊u, ř́ızeńı chemických reakćı a zkoumáńı atomového chováńı v kvan-
tových systémech. Uzké vysokointenzivńı optické pole nalézá uplatněńı také jako
zdroj světla pro citlivé optické senzory a detektory [14]. T́ımto zp̊usobem může
sloužit v oblastech spektroskopie, laserových diagnostik a bioanalytiky k detekci a
analýze r̊uzných materiál̊u a biomolekul. Daľśı zaj́ımavou aplikaćı je vysokorych-
lostńı optická komunikace, kde je uzké vysokointenzivńı optické pole využ́ıváno pro
přenos dat s vysokou rychlost́ı a kapacitou, což je kĺıčové pro moderńı telekomu-
nikačńı systémy [41].
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6 Závěr

Hlavńım ćılem této diplomové práce bylo generovat a následně př́ıslušnou měř́ıćı
metodou ukázat, že jsme schopni budit psudo-nedifrakčńı optický strukturovaný
svazek se strukturami menš́ımi nežli vlnová délka světla svazek generuj́ıćı. Nejprve
bylo tedy nuté sestrojit generátor strukturovaných svaz̊u a následně vytyčit para-
metry pro jeho optimalizaci z hlediska minimalizace centrálńıho jádra svazku.

Generace strukturovaného svazku je založena na kombinaci sferické aberace a
defokusu. Sferická aberace je maximalizována použit́ım sferické čočky a defokus
do systému vnáš́ı palnkonvexńı čočka. Ukázali jsme že vzájemná vzdálenost gene-
ruj́ıćıch komponent se př́ımo vpisuje do tvaru vlnoplochy a účině modulujem veli-
kost centrálńıho jádra svazku. Následná optimalizace systému generátoru spoč́ıvala
v uchyceńı komponent do speciálńıch držáku umožňuj́ıćıch jemné nastaveńı polohy
komponet v př́ıčné rovině propagace svazku yx a rovněž velmi jemný vzájemný posun
čoček. Při korektńım nastaveńı zmı́něné vzdálenosti byla do systému vnesena sferická
vada druhého řádu Z0

6 , která ještě zmenšila pr̊uměr centrálńıho jádra svazku. Pro
měřeńı velikosti menš́ı nežli vlnová délka a tady i subpixelové velikosti byla použita
metoda překryvu, kdy jsme piezoposuvem v diskrétńıch kroćıch překrývali pixel na
nějž centrálńı jádro svazku dopadalo. Pro vyhodnoceńı byly extrahovány červené
komponenty bitmapových sńımk̊u v každém kroku překryvu. Zástin byl aplikován
i na okolńı pixely pro určeńı přesnosti metody, která ukázala maximálńı odchylku
naměřené velikosti pixelu od hodnoty dané výrobcem 6%. Měř́ıćı metoda potvrdila
předpoklad existence jádra svazku s pr̊uměrem menš́ım nežli vlnová délka. Daľśım
krokem bylo měřeńı délky nedifrakčńıho pole, tedy po jak dlouhé dráze jádro svazku
nevykazuje rozb́ıhavost. Měřeńı prob́ıhalo znovu metodou překryvu, ale celá měř́ıćı
sekce byla upevněna na jemném mikro posuvu a bylo provedeno v šesti r̊uzných
vzdálenostech od referenčńı pozice z0. Po zpracováńı výsledk̊u a jejich konzultaćı s
vedoućım práce můžeme prohlásit, že jsme schopni generovat nedifrakuuj́ıćı optické
pole o š́ı̌rce 0, 89λ a délce 1185λ.

Daľśım krokem bylo podrobit SLB svazek vnitřńımu totálńımu odrazu ve skleněném
hranolu a pokusit se analyzovat vlnu odraženou a evanescentńı, bohužel se ne-
podařilo realizovat vyvázáńı evanescentńı vlny do vněǰśıho optického komponentu,
takže byla sńımána pouze vlna odražená. Ta vykazovala značné zvýšeńı elipticity v
rozložeńı polarizace v jádru svazku.

Dále byly diskutovány limity generace svazk̊u se sub-λ strukturami. Jako hlavńı
limity se počas experiment̊u ukázala nespojitost piezo-posuvu v metodě překrýváńı a
dále limitace mechanického mikro posuvu. A nakonec byly rozebrány možné aplikace
a pole využit́ı SLB svazk̊u jak ve vědě, tak např́ıč technologickým pokrokem.
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Magnetismus Maxwellovy rovnice. Technická univerzita v Liberci, 2008. isbn
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https://books.google.cz/books?id=sksEEAAAQBAJ.

10. JONES, R. Clark. A New Calculus for the Treatment of Optical SystemsI.
Description and Discussion of the Calculus. J. Opt. Soc. Am. 1941, roč. 31, č.
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Orbital angular momentum of mixed vortex beams. Proceedings of SPIE - The
International Society for Optical Engineering. 2007. Dostupné z doi: 10.1117/
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s. 810–6. Dostupné z doi: 10.1038/nature01935.

35. ARLT, J; GARCES-CHAVEZ, V; SIBBETT, W; DHOLAKIA, K. Optical
micromanipulation using a Bessel light beam. Optics Communications. 2001,
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