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Anotace

Nazev: Zaklady geometrie pro studenty oboru UCcitelstvi pro prvni stupen zékladnich
Skol.

Vypracoval: Lukas Filip

Vedouci prace: doc. RNDr. Helena Binterova Ph.D.

Klic¢ova slova: geometrie, cvi¢eni, ulohy, konstrukce

Cilem diplomové prace je pfipravit studijni materidly k predmétu Zaklady
geometrie pro studenty oboru Ugitelstvi pro prvni stupeii ZS. Jde o materialy, které
obsahuji vymezeni zdkladnich pojml geometrie zakladni a stfedni Skoly. Soucasti
pfipravenych materialil jsou feSené tlohy a cviceni s vysledky. Pocitacové programy typu
DGS jsou soucasti podpory vyuky a vytvofené materialy soubory tohoto typu obsahuji.
Na zavér kazdé kapitoly jsou zatazeny testové tlohy vytvoiené ve shodé s Bloomovou

taxonomii edukacnich cilu.

Abstract

Title: Basics of geometry for students of Teacher Training for primary school.
Author: Lukas Filip

Supervisor: doc. RNDr. Helena Binterova Ph.D.

Key words: geometry, exercise, problem, construction

The aim of the diploma thesis is to prepare study materials for a subject Basics of
geometry for students of Primary school teaching. The materials should define the core
concepts of secondary school geometry. Part of the materials are also problems with
solutions and exercises with results. Software like DGS are an important support for
teaching and will be also part of these materials. At the end af each chapter, there are quiz

problems which follow Bloom's taxonomy.
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1 UvoD

Je spolecensky neakceptovatelné, aby se nekdo chlubil neznalosti a ignoraci
literatury, ale je spolecensky prijatelné honosit se neznalosti védy a hrdé priznavat
neschopnost v matematiky.* (R. Dawkins)

Takovyto pohled na matematiku dlouhodobé sdili spole¢nost. Na stiednich
Skolach dokonce matematika vypadla z povinnych maturitnich predméti a dava se

pfednost naptiklad znalosti historie ¢eské literatury nebo nékolika svétovych jazyki.

,Kdyby inteligentni pozorovatel sledoval matematiky pri praci, mohl by usoudit,
Ze jde o stoupence jakési podivné sekty hledacii ezoterickych klicii k vesmiru.* (P. Davis

a R. Hersh)

Obecné je matematika vnimana jako védecka disciplina, ktera je pro vétSinu lidi
velice abstraktni a nesrozumitelnd. Proto chci svou praci pfiblizit a objasnit ¢ast
matematiky studentkam a studentim predmétu Zaklady geometrie v oboru U¢itelstvi pro
prvni stupen zékladni Skoly, kteti budou své znalosti o0 matematice Sifit dal mezi déti.

Prace nemusi slouzit jen studentiim VS, ale i v§em ostatnim zajemciim o geometrii.

»~Matematika nam dava oci, kterymi miZeme spatrit to, co by nasemu zraku zustalo
jinak skrito. V tomto smyslu Ize Fict, Ze matematika je zuiisob, jak zviditelnit neviditelné.*

(K. Devlin)

Slovo matematika vzniklo z feckych slov mathematikés = milujici pozndni
a mathema = véda, védeni, poznani. Takze matematika je véda pro vSechny, kteti miluji

poznani.

., VZdy se sméji, kdyz nékdo rika, ze neni chtry na matematiku, ale Ze je chytry na
déejepis nebo na cokoliv jiného. Smutnd pravda je, Ze kdo neni chytry na matematiku, neni

chytry vitbec. “ (M. Cermak)



2 ZAKLADNi GEOMETRICKE UTVARY

Matematika jako obor vznikla z potieb spole¢nosti fesit realné problémy. Pojmy
a vztahy matematiky jsou abstrakci ze skutecnosti a jsou tak odrazem realného svéta.
Podnéty k rozvoji matematiky vyplyvaji z pozadavkil praktického Zivota, ale také

Z nutnosti fesit nékteré tlohy samotnou matematikou.

Geometrie (fecky yempetpia, z g€ — zeme a metria — méteni) je matematicka véda,
ktera se zabyva otazkami tvart, velikosti, proporci a vzajemnych vztahii obrazct a utvara
a vlastnostmi prostorti. Geometrie byva povaZzovana za jeden z nejstarSich védnich oborti
vibec. V Ottové slovniku nauéném heslo Geometrie zacina slovy: ,,Geometrie, méticstvi,
jest nauka o veli¢inach a itvarech prostorovych. Pojmi téchto utvari nabyvame abstrakci

z ptredméth hmotnych.*

Jednoduché geometrické utvary byly zndmy jiz v paleolitu a podrobnéji zkoumany
ve vSech starovékych civilizacich. Geometrie slouzila pivodné pro praktické ucely

vV zemémeticstvi a stavebnictvi. Na védecké tirovni se jim poprvé vénovali stati Rekoveé.

2.1 Bod

Body jsou velice malé geometrické utvary. MliZeme si je znazornit te€Ckou nebo
ktizkem. Body obvykle zna¢ime velkymi pismeny A, B, K, X. Pomoci bodi vytvarime
ostatni geometrické utvary. Pokud dva body leZi na sobé¢, fikdme o nich, ze jsou totozné
(A = B) . Pokud se pohybujeme v roving, tak mtiizeme fict, ze bod je dvojice Cisel, ktera

soufadnice daného bodu v roviné.

Obrazek 1 - Body



2.2 Pfimka

Definice: Pfimka je nejkrat$i spojnice mezi dvéma body, kterd neni témito body
ohranicena a pokracuje déale na ob¢ strany.

Ptimka mize byt zaddna dvéma body nebo jednim bodem a smérem (vektorem).

Ptimku miizeme oznacit dvéma zptsoby:
a) pomoci malych pismen pfimka &, £, p, ...

b) pomoci dvou bodu, které nalezi piimce piimka AB, KL, ...
Vzijemna poloha dvou piimek v roviné:

a) Rovnobézné ptimky - rovnobézné piimky nemaji zadny spolecny bod. Maji

mezi sebou konstantni vzdalenost

Obrazek 2 — rovnobézné primky

b) Totozné piimky — protinaji se ve vSech bodech ,,lezi na sob&*

a=h

Obrazek 3 - totozné primky

€) Ruaznobézné ptimky — riznobézné piimky maji vzdy jeden spolecny bod



Obrazek 4 - riznobézné pfimky

d) Kolmé piimky - zvlastni pfipad riznobéznych piimek, které sviraji tthel 90°.

Obrazek 5 — kolmé pFimky
Vzijemna poloha dvou pfimek v prostoru:

a) Rovnobézné ptimky — rovnobézné piimky nemaji zadny spoleény bod. Maji

mezi sebou konstantni vzdalenost.
b) Totozné piimky — protinaji se ve vSech bodech ,,lezi na sob&*.
€) Raznobézné ptimky — rtiznobézné piimky maji vzdy jeden spole¢ny bod.
d) Kolmé piimky - zvlastni pfipad riiznobéznych piimek, které sviraji tthel 90°.

e) Mimobézné piimky — nemaji zadny spole¢ny bod



2.3 Poloprimka

Definice: Polopfimka je nejkratsi spojnice mezi dvéma body, ktera je ohrani¢ena pouze
jednim z bodl. Za druhym z bodl pokracuje do nekonecna. Poloptimku zapisujeme

— AB.

Obrazek 6 - Polopfimka

2.4 Usecka

Usecka je nejkratsi spojnice dvou bodil. Je vyznaena dvéma krajnimi body.
U usecky mizeme méfit jeji délku, coz je vzdalenost mezi krajnimi body.
U tse€ky rozeznavame:

a) Krajni body — ohrani¢uji tisecku a nese podle nich pojmenovani

b) Vnitini body — nachazeji se mezi krajnimi body, je jich nekone¢né mnoho

2.4.1 Scitani a odeditani usecek

Grafické scitani a od¢itani — Zvolime si krajni bod isecky a timto bodem vedeme
polopiimku. Do kruzitka si vezmeme velikost prvni usecky, kruZitko zabodneme do
zvoleného krajniho bodu a velikost naneseme na poloptimku. Vznikne nam prisecik, do
kterého zabodneme kruzitko a naneseme velikost druhé usecky ve stejném smeéru jako

pfedchozi. Vysledna usecka je souctem dvou zadanych tsecek.

A B

[ .
a

C D

L . ]
b

L . &

A B=C D

Obrazek 7 — grafické scitani usecek



Pokud bychom velikost druhé Gsecky nanaseli v opacném smeéru, vznikla usecka

by byla rozdilem dvou zadanych usecek.

A B

L L
=

C D

L &
b
L L »
D B=C

Obrazek 8 — grafické odcitani usecek

Pocetni sc¢itani a odc¢itani — Pokud mame zadané velikosti useCek, tak ndm staci
provést numericky soucet velikosti, anebo numericky rozdil velikosti. Kone¢né hodnosta

udava vyslednou velikost tsecky.

F] - A8 - CD

2.4.2 Osa usecky

Osa tusecky je pfimka, ktera je kolma na tsecku a zaroven prochazi stfedem

usecky. Proto ji rozdé€luje na dvé stejné casti.

Obrazek 9 - osa usecky



2.5 ROVINA

Rovina muze byt uréen ttemi body nebo pfimkou a bodem, ktery lezi mimo ni

nebo dvéma smeéry.
Vzijemna poloha dvou rovin:

a) Rovnobézné roviny — roviny nemaji zadny spole¢ny bod, maji od sebe

stalou vzdalenost

=
5

Obrazek 10 - rovnobézné roviny

b) Identické roviny — roviny jsou rovnobézné a lezi na sobé, splyvaji

=
-
X

Obrazek 11 - Totozné roviny

C) Raznobézné roviny — jejich prisecnici je ptimka

Obrazek 12 - Riznobézné roviny



2.6 UHEL

Definice: Uhel je ¢ast roviny ohrani¢ena dvéma polopiimkami se spoleénym

pocatkem.

jsou minuty a vtefiny. Stejné jako u jednotek Casu se u jednotek uhlu pouziva

Jednotkou uhlu je jeden stupen 1°, ktery mizeme dal délit na mensi casti, jako

,,Sedesatkova‘ soustava.

Uhel a se nazyva konvexni (je mensi nez 180°). Uhel g je vnéjsim uhlem a nazyva se

Na Obrazek 13 vidite, Ze poloptimky VA a VB tvoii ramena Uhlu, ktery sviraji.

nekonvexni (je vétsi nez 180°).

Obrazek 13 - thel

2.6.1 Rozdéleni podle velikosti

Uhel nulovy — o = 0°
Uhel ostry — 0° < 3 < 90°
Uhel pravy — » = 90°
Uhel tupy — 90° < & <180°

Uhel piimy — ¢ =180°



e Uhel nekonvexni — 180° < 1 < 360°

e Uhel plny - ¢ =360°

Obrazek 14 - typy uhlt

2.6.2 Rozdéleni podle vzajemné polohy

Uhly miizeme dale rozdélovat podle vzajemné polohy mezi nimi. Pokud dva uhly
maji spole¢né rameno a vrchol, nazyvaji se styéné uhly. Pokud soucet téchto dvou tihli
je roven 90°, pak se jedna o dopliikové uhly. Pokud soucet téchto dvou uhli je roven
180° (zbyla ramena tvoii pfimku), pak se jedna o uhly vedlejsi. Na Obrazek 15 jsou to
uhly y ad.

Dva uhly, které maji spole¢ny vrchol a jejich ramena lezi v opa¢nych smérech, se

nazyvaji vrcholové uhly. Jejich velikost je stejna. Na Obréazek 15 jsou to thly a a f.

Uhly s riiznymi vrcholy o a y maji stejnou orientaci a nazyvaji se tihly souhlasné.

Jejich velikost je stejna.



Uhly s rtiznymi vrcholy £ a y maji opagnou orientaci a nazyvaji se uhly st¥idavé.

Jejich velikost je stejna.

Obrazek 15 - Vzajemna poloha uhli

2.6.3 Grafické operace s uhly

Scitani thla:

I|
"ﬁ: 110°
o= 30°
y=140°

10



Odcitani uhla:

g=110°

Nasobeni thla:

E=110°

a=30°

y=60°

Déleni Ghla:

p=110°
o=30°
y=55°

11



2.6.4 Stredovy a obvodovy uhel
Body A, B rozd¢€luji kruznici k(S,r)na dva oblouky. Polopfimky SA a SB pak

rozdéluji rovinu na dva tihly. Vrcholy obou tihlti lezi ve stiedu kruznice. Rikame, Ze jde

o0 stiedové uhly prislusné k oblouku AB.

Stfedovy thel mize byt konvexni, pfimy i nekonvexni.

e

Obrazek 16 - stiedovy tihel a) konvexni, b) pfimy, c) nekonvexni

Body A, B rozdé€luji kruznici k(S, r) na dva oblouky. Zvolime-li bod X na kruznici

K, ktery nalezi jednomu z obloukd AB. Potom tthel AXB nazyvame obvodovym tihlem

ptislusnym k oblouku AB ve kterém bod X nelezi.

Pokud vSechny tfi body lezi na stejné pulkruznici, bude obvodovy thel tupy.
k ; ;
Obrazek 17 - tupy obvodovy uhel

Pokud dva body tvoti primér kruznice, potom bude obvodovy uhel pravy.



Obrazek 18 - pravy obvodovy thel

Této vlastnosti vyuziva Thaletova véta, ktera zni: ,,Mnozina vSech pravych uhli

sestrojenych nad use¢kou AB, tvoii kruznici s primérem AB — Thaletova kruZnice.*

. k
C;

S

Obrazek 19 - Thaletova kruznice

Pokud dva body lezi na jedné ptilkruznici a tfeti bod na opa¢né piillkruZnici, potom

obvodovy uhel je ostry.

Obrazek 20 - ostry obvodovy uhel

13



V kazdé kruznici je velikost stfedového uhlu dvojnasobkem libovolného

obvodového thlu ptislusného k témuz oblouku.

Obrazek 21 - stfredovy a obvodovy uhel

2.7 Priklady

1. Pomoci kruzitka pfeneste thel £XVY tak, aby vrchol uhlu leZel v bodé V'.

Oblouc¢kem vyznacte preneseny thel.

14



2. Na obrdzku je narysovan pctithelnik, narysujte osy vSech wvnitinich whla

pétitthelniku.

3. Bez pouziti thloméru narysujte thly o0 velikosti o =135°, g =225°, y =225°
, 0=90°, £ =45°.

4. Bez pouziti thloméru narysujte uhly o velikosti o =60°, g=105°, y=30°,
0 =15°.

5. Vepiste do kruZznice postupné ostrouhly, tupouhly a pravouhly trojihelnik ABC
tak, aby body A, B, C lezely na kruznici.
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6. Vypoctéte velikosti thld «, S, V trojuhelniku ABC.

7. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vét:

a. Soucet dvou vedlejSich thll je roven 360°.
b. Vedlejsi thel k tthlu tupému je tupy thel.

C. Vedlejsi uhel k tthlu ostrému je tupy uhel.
d. V trojuhelniku nemohou byt 3 shodné uhly.
e. Soucet ostrého a tupého thlu je vzdy 180°.
f. 'V trojihelniku nemohou byt dva tupé thly.

g. Soucet dvou ostrych thll je vzdy uhel ostry.

h. Ptimy uhel Ize ziskat seCtenim 3 ostrych uhlu.

i. Vrcholovy tihel k thlu ostrému je ostry thel.

J.  Soucet dvou ostrych thli je vzdy tupy thel.
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8. Sestrojtethly e=a+y;, o=6-p.

10. Narysujte Ghly «, 3, . Uhel o =30°, g =70°, y =50°. Graficky sestrojte
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3 MNOHOUHELNIKY

Mnohothelnik je ¢ast roviny, ktera je ohrani¢ena uzavienou lomenou ¢arou, ktera
sama sebe neprotind. Sklada-li se hranice mnohothelniku z n tsecek, nazyva se
mnohouhelnik n-thelnikem. Kazdy n-tthelnik ma n vrchold, n stran a n vnitinich uhla.
Kazdé dva vrcholy urcuji stranu n-thelniku, kazdé dvé strany n-thelniku sviraji vnitini

uhel.

3.1 TROJUHELNIK

Trojthelnik je rovinny geometricky utvar urceny prinikem tii polorovin. Na
Obrazek 22 jsou to poloroviny ABC, BCA, CAB. V trojuhelnik mizeme popsat tii vrcholy
A, B, C, tii strany AB, BC, CA a tfi vnitini thly ABC, BCA, CAB. Stranu mtize zapsat

pomoci krajnik bodl napt. strana AB nebo pomoci malého pismene protéjSiho vrcholu

%

napf. C.
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Obrazek 22 — trojuhelnik

Kazdé dve strany spolu sviraji vnitini thel trojuhelniku. Soucet vSech vnitinich
uhll trojuhelniku je roven 180°. Na Obrazek 23 vedeme vrcholem C rovnobézku se
stranou AB. U vrcholu C doplnime stfidavé uhly k thlim « a f. Vidime, Ze sttidavé uhly

spolu s uhlem y tvofi pfimy thel, tudiZ jejich soucet dava 180°.
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Obrazek 23 - souéet vnitinich ahla

Vnéjsi uhly trojuhelniku, jsou vedlejsi uhly k vnitinim thlim. Jsou zndzornéné
na Obrazek 24 ¢ervenou barvou. Jejich velikost se vzdy rovna souc¢tu dvou vnitinich thlu,

které lezi u jinych vrcholli nez vngj$i thel. K ovéfeni mizeme pouZzit Obrazek 23

a Obrazek 24.

Obrazek 24 - vnitini a vnéjsi uhly

3.1.1 Rozdéleni trojuhelnika

Trojthelniky délime dvéma zptsoby, bud’ podle délek jejich stran, anebo podle

velikosti uhla.

a) Rozd¢leni podle velikosti stran:

1. Obecny trojihelnik — ma vSechny strany nestejné dlouhé
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2. Rovnoramenny trojuhelnik — mé dvé¢ strany stejn¢ dlouhé, které nazyvame
ramena a jednu stranu jinak dlouhou kterou nazyvame zakladna

3. Rovnostranny trojuhelnik — mé vSechny tfi strany stejn¢ dlouhé

F

]
.l'r \
[\
JAn
/ Y
DF = 4.2/ \\ EF = 4.29
IJI "-.\
II "\
[ /! \
CA = 2.87 ,,/"A BC = 14 xf \-\
T / \
;‘/ -B / \
AB = 3.48 O BE = 2.96 E

Obrazek 25 - obecny, rovnoramenny a rovnostranny
b) rozd¢leni podle vnitinich Ghli:
1. Ostrouhly trojuhelnik — ma vSechny vnitini Gthly ostré
2. Tupouhly trojuhelnik — m4 jeden vnitini uhel ostry, zbyvajici dva jsou ostré

3. Pravouhly trojuhelnik — ma jeden vnitini thel pravy, zbyvajici dva jsou ostré

- strana proti pravému thlu se nazyva prepona, zbyvajici dvé se nazyvaji
odvésny

1187 20 8°

—

Obrazek 26 - ostrouhly, pravouhly a tupouhly

3.1.2 Téznice trojuhelniku

Definice: Usecka spojujici vrchol trojihelnika se stfedem prot&j§i strany se

nazyva téZnice.
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Téznice se protinaji v jednom spole¢ném bodé¢, ktery oznacujeme T. Tento bod se

Obrazek 27 - téznice

3.1.3 Vyska trojuhelniku

wevr

Definice: Kolmice spusténa z vrcholu trojahelniku na protéjsi stranu se nazyva

vySka trojuhelniku. Vyska spusténa z vrcholu C, je délka usecky v, .

Obrazek 28 - vyska

Prisecik vysek (ortocentrum) se Vv ostrothlém trojihelniku nachazi uvnitt
trojuhelniku. Pokud mame pravouhly trojihelnik, pak najdeme priasecik vysek ve vrcholu
trojahelniku, ve kterém se nachazi pravy uhel. Pokud mame tupouhly trojuhelnik, potom

prisecik vySek najdeme vn¢ trojuhelniku.
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Obrazek 29 - vysky trojuhelnika

3.1.4 Stredni pricky trojuhelniku
Stredni piicka trojuhelniku je tisecka, ktera spojuje stfedy stran trojuhelniku a se
zbylou stranou je rovnobézna. Délka stfedni pticky je rovna poloving strany, s kterou je

rovnobézna. Stiedni pficky rozdéluji trojuhelnik na ¢tyfi shodné trojuhelniky.

L@
Obrazek 30 - stfedni pricky

3.1.5 Pythagorova véta

Pythagorova véta plati pouze v pravothlém trojuhelniku!

Véta: Obsah Ctverce nad pieponou pravouhlého trojuhelnika se rovnd souctu

obsahil ¢tvercti nad jeho pfeponami.
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Obvykle se véta zapisuje vzorcem c® = a® +b?, ale dejte si pozor, takto zapsany
vzorecek 1ze pouzit jen u trojuhelniku s pravym thlem ve vrcholu C. Pravy thel, ov§em
muze byt 1 u jiného vrcholu, proto je diilezité znat znéni Pythagorovy véty a dokézat ji

aplikovat i na trojuhelniky, které maji pravy thel u jiného vrcholu nez je vrchol C.

Ohsah =13

Obsah =4

Obsah =14

Obrazek 31 - Pythagorova véta

Nad stranami pravouhlého trojuhelniku mizeme sestrojit naptiklad ptlkruhy

nebo rovnostranné trojihelniky.

Obsah = 10.83
a
a

Ohsah=19.9

Ohsah = 6,33

/
4

Obsah =38

Ohsah=47 /’

—h

Obrazek 32 - zobecnéna Pythagorova véta
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3.1.6 Sinova a Kosinova véta

Sinova véta: Pomér vSech délek stran a hodnot sinii jim protilehlych uhli je

Vv trojuhelniku konstantni.

a b ¢
sing sing siny

Vyuzivame, pokud chceme dopocitat zbylé strany trojuhelniku, ve kterém mame

zadané dva uhly a jednu stranu nebo dopocitat zbylé thlu a mame zadanou

Kosinova véta slouzi k vypocitani thla v trojihelniku, kdyz mame zadané pouze
strany nebo k vypoditani zbyvajici strany pokud mame zadané dvé strany a thel jimi

sevieny.

a’ =b®+c” —2bc-cosa
b® =c?+a®—2ca-cos B
¢’ =a’+b*—2ab-cosy

3.1.7 PFiklady

Vzorovy: Maminka se st¢huje do mésta, ve kterém bydli jeji tfi dcery. Anicka
bydli od Blanky 6km. Blanka ma k Cecilce o jednu tietinu vétsi vzdalenost nez k Anicce.
Vzdélenost mezi Anickou a Cecilkou je poloviéni, neZ vzdalenost mezi Cecilkou
a Blankou. Narysujte, kam by se méla maminka ptrestéhovat, tak aby méla ke kazdé ze

svych dcer stejné daleko.

Rozbor: Bydlisté Anicky, Blanky a Cecilky tvofi vrcholy trojahelniku se stranami
a=8km , b=4km, c¢c=6km. Maminka by se méla piestéhovat do stiedu kruznice

opsané tomuto trojuhelniku. Tento stfed nalezneme v priiseciku vnitinich os thla.
Postup konstrukce:
1. AB;|AB|=6cm

2. k;;k,(As4cm)
3. k,;k,(B;8cm)
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4. C;Cek, Nk,

5. 0,;0, L AB A|Ao,|=|Bo,|
6. 0,;0, L BC A|Bo,|=|Co,|
7. §;Seo0, Mo,

8. kyiks(S;r=[SA)

Grafické teSeni:

Pocet feSeni: Uloha mé jedno feseni

1. Zvolte si libovolné body A1, B1, C1, které nelezi v piimce. Sestrojte trojuhelnik

ABC tak, aby body A1, B1, C1 byly stiedy jeho stran.

2. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC, kde |AC|:|BC|, je-li  dano:

|AC| =6Cm, r =4cm, kde r je polomér kruznice opsané trojithelniku.

3. Sestrojte trojuhelnik ABC, jestliZe je dano ¢ =4,8cm, v, = 4cm, t, =5,2cm -
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4. Sestrojte trojuhelnik CDE, je-li dana strana CD délky e =8cm, téznice tc délky
t, =8,5cm a thel s vrcholem D o velikosti 6 = 75°. V trojiihelniku CDE sestrojte
vysku ve.

5. Sestrojte trojihelnik ABC, jestlize je dana strana BC délky a =10cm, vyska

v, =5,5cm a uhel o velikosti y = 60°.

6. Sestrojte trojuhelnik DEF, jestlize je dana strana EF délky d =4cm, strana DF

délky e =6cm avyska v, —35cm-

7. Sestrojte trojithelnik KLM, jestlize je dano k =5,5cm, t, = 6,6cm, t, =51cm.

8. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s pravym uhlem u vrcholu C, je-li dano

v, =2,4cm a t, =3cm.

9. Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize je dana strana a = 4cm, tthel o = 60° a rozdil

stran b—a =1cm.

10. Sestrojte trojtihelnik ABC, jestlize o =80°, g =60°, a+b+c=13cm.

3.2 Rovnobézniky

RovnobéZznik je rovinny geometricky utvar. Je to druh ctyfuhelniku, jehoz dvé
protéjsi strany jsou rovnobeézné a stejné dlouhé. Rovnobézniky délime podle velikosti
stran na rovnostranné a riiznostranné. Rovnobé&zniky dale délime podle Gihlu, ktery sviraji

dve sousedni strany na pravouhlé a kosotuhlé.

3.2.1 Ctverec

Ctverec je rovnostranny pravouhly étyfuhelnik. Viechny jeho strany maji stejnou
velikost. VSechny jeho vnitini thly jsou pravé. Kazdy ¢tverec ma dvé uhlopticky, které
vzniknou spojenim dvou proté&jsich vrcholti. Uhlopiicky jsou stejné velké, jsou navzajem

kolmé a puli se. Uhlopticky také puli vnitini Ghly étverce. Protinaji se v t&zisti Gtverce.

Ctverci mizeme opsat i vepsat kruznici. Ctverec je osové soumérny utvar. Osy
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soumérnosti jsou spojnice stfedil protéjsich stran nebo ptimky, v nichz lezi uhlopficky.

Podle téziste je Ctverec také stfedove soumérny.

Obrazek 33 - ¢tverec

3.2.2 Obdélnik

Obdélnik je rlznostranny pravouhly ctyfuhelnik. Dvé prot€jsi strany jsou
rovnobézné a jsou shodné. Dvé vedlejsi strany jsou na sebe kolmé a nejsou shodné.
Vsechny jeho vnitini thly jsou pravé. Kazdy obdélnik ma dvé thlopticky, které vzniknou

spojenim dvou prot&jsich vrcholt. Uhlopiicky jsou stejné velké, nejsou navzajem kolmé

WV

vvvvv

D

Obrazek 34 - obdélnik
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3.2.3 Kosoctverec

Kosoctverec je rovnostranny kosouhly ctyfuhelnik. VSechny jeho strany maji
stejnou velikost. Vnitini thly u protéjSich vrcholl jsou shodné. Kosoétverec ma dvé
tihlopiicky, které nejsou shodné, jsou na sebe kolmé a pili se. Uhlopiicky také pali vnitini
uhly kosoétverce. Protinaji se v t€zisti kosoc¢tverce. Kosoctverci mizeme vepsat kruznici.
Kosoctverec je osoveé soumérny utvar podle piimek, v nichz lezi uhlopti¢ky kosoctverce.

Vv

kosoctverce.

Obrazek 35 - kosoctverec

3.2.4 Kosodélnik

Kosodélnik je riznostranny kosotihly ¢étyfuhelnik. Jeho protéjsi rovnobézné strany
jsou shodné, jeho sousedni strany nejsou shodné. Vnitini uhly u protéjSich vrcholi jsou
shodné. Kosodélnik ma dvé uhlopticky, které nejsou shodné, nejsou na sebe kolmé a puli
se. Uhlopii¢ky neptili vnitini thly kosodélniku. Priseéik uhlopiicek je zaroven jeho
soumérny utvar, je pouze stiedové soumérny se stiedem soumérnosti v priseciku

uhlopficek.

A

Obrazek 36 — kosodélnik
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3.2.5 Pfiklady

Vzorovy: Sestrojte ¢tverec ABCD, kdyz soucet délky jeho strany a délky jeho

uhlopficky je 10cm (a+e=10cm).

Rozhor:

Postup konstrukce:
1. AM;|/AM|=10cm
2. p;pLAM AAep
3. ZAMD';|ZAMD'|=225°
4. D;De pnMD'
5. k;k (A]AD])
6. B;B ek, N AM

7. kyik,(B;|AD))
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8. kyk,(D;AD])
9. C;Cek,nk,
10. ABCD

Grafické reSenti:

Podet fedeni: Uloha mé jedno feseni

Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dana délka jeho thlopficky e = 6,2cm.
Sestrojte ¢tverec, ktery je opsan kruznici k o poloméru r =25mm.
Sestrojte obdélnik DEFG, je-li dano |DE| = 67mm, |ZEDF| = 28°.

Sestrojte obdélnik ABCD tak, aby velikost jedné z jeho stran byla 4cm

a uhlopticky svirali tihel velikosti 80°.

Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li dana velikost thlu o = 38° a délka uhlopticky

AC, |AC|=Tcm.

Sestrojte kosoc¢tverec MNOP, je-li dano m =45mm, v =32mm.
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7. Sestrojte kosoétverec ABCD, je-li dano r =2cm, a=5cm, kde r je polomér

kruznice vepsané kosoctverci. Sestrojte také kruznici vepsanou.

8. Sestrojte kosodélnik EFGH, je-li dano: e =6cm, v, =4cm a je-li trojuhelnik

EFG rovnoramenny se zakladnou EF.

9. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dano: a = 2,8cm, 0 =103°, r =3,5cm, kde r je

polomér kruznice K, ktera prochazi vrcholy A, C a D.

10. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dano: o =103°, v, =4,5cm, v, =2,5cm.
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3.3 Lichobézniky

Lichobéznik je rovinny geometricky utvar, jehoz dvé strany nazyvame zakladny
a jsou rovnobézné. Zbyvajici dvé strany nazyvame ramena a jsou ruznobézné. Stiedni
pricka lichobézniku je tsecka, jejiz krajni body lezi na stfedech ramen. Vzdalenost
zakladen se nazyva vyska lichobézniku. Lichobé&zniky nejsou stitedoveé soumérny. Podle

velikosti vnitinich uhli délime lichobézniky na obecné, rovnoramenné a pravouhlé.

3.3.1 Obecny lichobéznik

Ramena obecného lichobézniku maji riznou velikost, se zékladnami sviraji rizné
uhly, které jsou zaroven rizné od 90°. Uhlopfi¢ky maji riiznou velikost, nesviraji stejné
uhly a jejich prisecik je nerozdéluje ve stejném poméru. Obecny lichob&znik neni osové

soumérny.

Obrazek 37 - obecny lichobéznik

3.3.2 Rovnoramenny lichobéznik

Ramena rovnoramenného lichobéZzniku maji stejnou velikost. Zakladna svira
s rameny stejné thly, které jsou riizné od 90°. Uhlopiicky maji stejnou velikost a nesviraji
stejné uhly. Prasecik thlopticek rozdéluje thlopticky ve stejném poméru. Rovnoramenny

lichobéznik je osové soumérny podle osy, kterd prochazi stfedy zakladen.
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Obrazek 38 - rovnoramenny lichobéznik

3.3.3 Pravouhly lichobéznik

Ramena obecného lichobéZzniku maji rliznou velikost. Jedno rameno svird se
zakladnami rGzné Ghly, druhé rameno svira s obéma zékladnami pravy uhel. Uhlopficky
maji riznou velikost, nesviraji stejné uhly a jejich prusecik je nerozdéluje ve stejném

poméru. Pravouhly lichobéznik neni osové soumérny geometricky utvar.

Obrazek 39 - pravouhly lichobéznik
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3.3.4 Pfiklady

Vzorovy: Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||CD), je-li dano a=7cm, ¢ =2cm,

e=|AC|=6cm a f =|BD|="7cm.

Rozbhor:

Postup konstrukce:

AX;|AX | =9cm
k' k'(X;2cm)
B;B e AX nk’
k,; Kk, (A;6cm)
k,; k,(X;7cm)

C;C ek, nk,

N o g k~ w NP

P;PIIABAC € p
8. k,; K4 (C;2cm)
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=

N

B

0. DiDek,np
10. ABCD

Grafické feSenti:

Pocet feseni: Uloha ma jedno feSeni

Sestrojte pravouhly lichob&éznik KLMN s pravym thlem u vrcholu L, je-li dano:
IKL| =3,7cm, [LM|=5,6cm, [KN|=6cm a je-li KL||MN.

Sestrojte pravouhly lichobéznik ABCD s pravym thlem u vrcholu A, je-li dano:
a=>5,7cm, £ =120°, e =8,2cm a je-li AB||CD.

Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD s rameny BC a AD, je-li dano:
a=6,7cm, 0 =105°, e=5,9cm.

Sestrojte rovnoramenny lichobéznik KLMN s rameny LM a KN, je-li dano:

a=e=6cm ajsou-li ahlopticky na sebe kolmé.

Sestrojte rovnoramenny lichobéznik RSTU s rameny ST a RU, je-li dano:

IRS|=80mm, [TU|=2,6cm a |UR =6,4cm.
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10.

Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD s rameny BC a AD, je-li déano:
a=7,6cm, B =60°, c=38cm.

Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||CD), je-li dano a=2,3cm, e=57cm,

v=3lmma f =6,1cm.

Sestrojte  lichobéznik EFGH (EF||GH), je-li dano |EF|:e:6,9cm,

IFG|= f =5cm, |GH| =g =2cm a |ZFGH|=105°.

Sestrojte lichob&znik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

Sestrojte lichobé&Zznik ABCD (AB||CD), je-li dano b =3cm, ¢ =2,5cm, d = 2,6cm

1a_ﬂ:200-
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4 KRUZNICE A KRUH

Jiz ve starém Egypté kolem roku 1500 pf. n. I. se lidé snazili vypocitat obsahy

a obvody kruhu a kruznice, aby zjistili vyméru svych pozemki.

Nekteré ulohy starovéku tykajici se kruhu jsou znamé jako eukleidovsky
netesitelné. Eukleidovska konstrukce znamena konstrukce pomoci kruzitka a pravitka.

Takové ulohy jsou naptiklad Kvadratura kruhu nebo Rektifikace kruznice.

V letech 287 — 212 pt. n. 1. Zil Archimédes ze Syrakus, ktery byl povazovan za
nejvyznamnéjsi stiedovékého védce. Udajné jeho posledni véta pied tim, neZ byl

zavrazdén vojaky, byla: ,,NeruSte mi m¢é kruhy.*

V lidské historii se tedy Casto setkdvame s pojmem kruznice a kruh a ani nyni
tomu neni jinak. Dnes a denné se kruznicemi a kruhy setkdvame. Kdyz se podivate kolem
sebe, téméf vSude vidite néjaké kruznice. Stiedovy kruh na fotbalovém hfisti nebo
kruhovy oblouk u pokutového uzemi, kruhové dopravni znacky, kola u bicykli nebo

nékteré oblouky u mostnich pilifa.

4.1 Kruznice

Definice: Kruznice je mnozina bodi, které maji od daného bodu (stfedu) stejnou

vzdalenost (polomér).

Polomér kruznice je vzdalenost stfedu kruznice od libovolného bodu na kruznici.
Polomér zna¢ime malym pismenem r. Pramér je tisecka spojujici dva body na kruznici
a zaroven prochazejici sttedem kruznice. Primér zna¢ime malym pismenem d a jeho
velikost se rovna dvojnasobku velikosti poloméru. Use¢ka spojujici dva libovolné body

na kruZznici se nazyva tétiva kruznice. Osa kazdé tétivy prochézi stredem kruznice.
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Obrazek 40 - kruznice

41.1

Délka neboli obvod kruznice je dana rovnici 0=2-7-r

Vzajemna poloha piimky a kruznice

Pro ptehledné;jsi zapis si oznacime vzdalenost ptimky od stfedu kruznice jako v.

Piimka prochazi vné kruZnice
Prochazi-1i ptimka vné kruznice, pak jeji vzdalenost od stfedu je vzdy vétsi nez

polomér kruznice. V>T

Piimka je te¢nou KkruZnice
Je-1i ptimka te€nou kruznice, pak jeji vzdalenost od stfedu je vzdy stejna jako

polomér kruZnice. v=r

Piimka je seéna kruZnice
Je-1i ptimka se¢nou kruZnice, pak jeji vzdalenost od stfedu je vZdy mensi nez

polomér kruZznice. v<r
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Obrazek 41 - vzajemna poloha pfimky a kruznice

4.1.2 Vzajemna poloha dvou kruznic

1. KruzZnice lezi vné druhé

Vzdalenost stfedi je vEétsi nez soucet velikosti poloméra. |5152| >n+r,

2. KruzZnice maji vnéjsi dotyk
Vzdalenost stiedd je rovna souétu velikosti poloméri. |3132| =I+r,

ks

3. Kruznice maji dva spole¢né body

Vzdalenost stiedl je vEétsi nez rozdil velikosti polomért a zarovei je mensi nez
soucet velikosti poloméra. I, —T, < |8132| <I+r,

Ky

/)
\/
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4. KruZnice maji vnitini dotyk

Vzdalenost stiedi je rovna rozdilu velikosti poloméru. |SIS 2| =r-r,

k

1

5. KruZnice lezi uvnitf druhé
Vzdalenost stiedl je mensi nez rozdil velikosti polomért. |3152| <r-r,

Ky

ks

6. Soustredné kruznice

Kruznice maji spole¢ny stied a rizné poloméry.

4.1.3 Kruznice opsana a vepsana trojuhelniku

Pokud konstruujeme kruznici opsanou a kruznici vepsanou trojuhelniku, potom je

vvvvvv

nejprve narysovat 0Sy stran trojuhelnika. Jejich priiseCik je sttedem kruznice opsané.
Polomér kruZnice je vzdalenost ziskaného stfedu a vrcholu trojihelnika. Pokud chceme

zkonstruovat kruznici vepsanou trojihelniku, potom musime jako prvni narysovat 0sy
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vnitinich dhli trojuhelniku. Jejich prisecik je stiedem kruznice vepsané. Polomér
kruznice je vzdalenost ziskaného stfedu k paté kolmice spusténé z tohoto sttedu na stranu

trojuhelnika.

Obrazek 42 - kruznice opsana a vepsana trojuhelniku

4.2 KRUH

Definice: Kruh je mnozina vSech bodu, které maji od daného bodu (stfedu)
vzdélenost rovnou poloméru, nebo mensi nez polomér. Body, které jsou rovny poloméru,

leZi na obvodu kruhu. Body, jejichz vzdalenost od stiedu je mensi nez polomér, lezi uvnitf
kruhu.

Obsah kruhu vypoéteme S = 7 -r?

o

Délku kruhového oblouku vypocteme | = (2-7-r)- (3600

)

4.2.1 Kruhova vysec a usec¢

Priinik kruhu a thlu s vrcholem ve stiedu kruhu se nazyva kruhova vyse¢.

Trta

Obsah kruhové vysede spocitame S = 260°
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Obrazek 43 - kruhova vysec

Prinik kruhu a poloroviny, jejiz hrani¢ni piimka ma od stiedu kruhu vzdéalenost

mensi nez jeho polomér se nazyva kruhova use¢.

Obsah kruhové usece se rovna rozdilu obsahu kruhové vysece a obsahu

trojuhelnika ABS.

4.2.2 Mezikruzi

Mezikruzi je mnozina vSech bodi v rovin€, které maji od pevného bodu

S vzdalenost alespon r, a nejvyse r, .

Obsah mezikruzi vypo&itime S = 7 - (1> —r})

Obrazek 44 — mezikruzi
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4.3 Priklady

vvvvvv

ktery lezi na pfimce p. Sestrojte kruznici |, ktera se dotyka kruznice k v bod¢ A a prochazi
bodem B.

Rozbor: Zname kruznici k a bod A leZici na ni. Zname piimku p a bod B leZici na ni.
Pokud mame sestrojit kruznici, ktera prochazi obéma body, pak musime nejprve najit jeji
stied. Ten bude tvofit spoleéné¢ s body A a B vrcholy rovnoramenného trojuhelniku se

zakladnou AB. Proto bod S bude leZet na ose tsecky AB.

Jelikoz se ob¢ kruznice budou dotykat pouze v bodé A, potom budou stfedy obou kruznic

lezet na ptimce prochazejici bodem A.

Stfed hledané kruznice bude na priseciku osy Usecky a piimky prochézejici stfedem

zadané kruZnice a bodem A.

Grafické reSeni:

Pocet FeSeni: Uloha m4 jedno feSeni.

1. Usecka AB ma délku 8cm. Sestrojte étyfi pravouhlé trojithelniky tak, aby tise¢ka
AB byla jejich pfeponou.
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10.

Je dana kruznice k(S;r =45mm) a piimka p ve vzdalenosti 3cm od bodu
S. Sestrojte vSechny kruznice o poloméru r=20mm, které se dotykaji primky
p a s kruznici k maji vné&jsi dotyk. Proved’te rozbor, zapiste postup konstrukce,
proved’te ji a urete pocet fesent.

Je déna ptfimka p a poloptimka AB, ktera ma pocatek A na pfimce p a svird s ni
uhel o velikosti 75°. Sestrojte vSechny kruznice s polomérem r = 2cm, které se
dotykaji ptimky p i poloptimky AB.

Je déna kruznice k(S;r =5,5cm) a jeji seCna S, jejiz vzdalenost od stiedu S je
1,5cm. Sestrojte vSechny kruznice o poloméru r, = 2cm, které se dotykaji seCny
s a maji s kruznici K vnitini dotyk.

Sestrojte obdélnik ABCD se stranami délek a =5cm, b =9cm. Bod P je sttedem

strany BC. Sestrojte vSechny kruZnice, které se dotykaji pfimek AB, AP a strany
BC obdélniku.

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano a=5cm, b =35cm a polomér kruznice
opsané I =4cm.

Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC, v némz vyska k pifeponé déli pfeponu na dva
useky ¢, =3,2cm a ¢, = 4,dcm.

Jsou dany pfimka p a dvé nesoustiedné kruznice k (S,;r,), k,(S,;r,). Vedte
ptimku rovnobé&Zznou s piimkou p tak, aby na ni kruznice k,, k, vytinaly shodné
tétivy.

Ctverci ABCD se stranou délky 10cm je opsana a vepsana kruznice. Tyto kruznice

jsou hrani¢ni kruznice mezikruzi. Vypocitejte obsah tohoto mezikruzi.

Narysujte kruhovou vysec, kterd je jednou Sestinou kruhu s polomérem 4cm

a vepiste ji kruznici.
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5 MNOZINY BODU DANE VLASTNOSTI

5.1 Vybrané mnoziny bodu

Kazdy bod mnoziny M ma danou vlastnost a zaroven kazdy bod, ktery ma danou

vlastnost, patii do mnoziny M.

a) Osa aseCky — Mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou
danych navzajem rtznych bodl A, B se nazyva osa tsecky Obrazek 9 - osa

usecky.

b) Osa pasu — Mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou

danych navzajem riznych rovnobézek p, ( se nazyva osa pasu.

Obrazek 45 - osa pasu

c) Osa thlu — Mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou
danych riiznobézek p, g se nazyvaji osy thlu. Jsou dvé a jsou na sebe navzajem

kolmé.
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Obrazek 46 - osa uhlu

d) KruZnice — Mnozina vSech bodu, které maji od daného bodu S, stejnou

vzdalenost r, se nazyva kruznice Obrazek 40.

e) Thaletova kruZnice — Mnozina vSech vrchold pravych thli sestrojenych nad
danou useckou AB, se nazyva Thaletova kruznice o praméru AB Obrazek

19Chyba! Nenalezen zdroj odkazi.

5.2 Pfiklady
Vzorovy: Jsou dany dvé soustiedné kruznice k, (S;3cm), k,(S;5cm). Co je mnozinou

sttedl vSech kruZnic, které se dotykaji danych dvou kruznic?
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. Je déna kruznice k(S;3cm)a bod X, ktery se po ni pohybuje. Co je mnozinou

stiedd vSech tsecek SX?

. Jsou dany body M, N, pro které plati ||\/|N| =6cm . Co je mnozinou bodd dotyku
vSech teCen vedenych bodem N ke vSem moznym kruznicim K se stfedem

M a polomérem I < ||V|N|?

. Je dana usecka AB. Co je mnozinou vSech rovnobézniki ABXY, které maji stejnou

vysku na stranu AB?

. Pojizdny jefab ma dosah 18m a pohybuje se po kolejich, jejichz osa tvoii
polokruznici s primérem 36m. Co je mnoZinou vSech bodii ve vodorovném

terénu, kam az mize jetab dosdhnout?

. Je déana kruznice k(S;4cm) a ptimka p prochazejici bodem S. Sestrojte kruznici

| o poloméru 1,5cm, ktera se dotyka dané kruznice i dané piimky.

. Je dana kruznice k(S;30mm) a vnéjsi ptimka p. Sestrojte tecny kruznice K, které

sviraji s pfimkou p thel 45°.
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7. Je dana kruznice k(S;4cm) a jeji tétiva |AB| =2,7cm. Co je mnozinou stiedd

vSech tétiv kolmych k tsecce AB?

8. Narysujte thel «a =30°. Sestrojte kruznici, kterda ma polomér 2,5cm a na

ramenech thlu . vytina stejné tétivy délek 3,5cm.

9. Narysujte kruznici k(S;,7cm) a zvolte na ni bod T. OpiSte kruznici
k rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby se strana AB dotykala kruznice k v bod¢
T.

10. Sestrojte kruznice, které se dotykaji zaroven vSech tfi danych riznych riznobézek

a, b, ¢, které neprochazeji jednim bodem.
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6 OBVODY, OBSAHY, OBJEMY

6.1 Trojuhelnik

Trojuhelnik se skladd ze tfi stran, které mizou mit rizné délky, proto obvod

trojuhelniku musime vypocitat jako soucet vSech tii stran.
o=a+b+c

Obsah trojuhelniku vypocitdme jako polovinu ze soucinu strany a jeji vysky.

Obrazek 47 - Obsah trojuhelniku

Odvozeni vzorce pro obsah trojihelniku: Na Obrazek 48 vidime obdélnik AECF,
ktery ma obsah S=(C+12z)-v,, po roznasobeni dostaneme S=c-v+z-v. Pokud
z obrazku vyjmeme krajni trojuhelniky ADF a BEC a spojime je k sob¢, dostaneme
obdélnik o stranach z a v,. Obsah tohoto obdélniku proto bude S =z-v_. Po odecteni
tohoto obsahu z ptivodniho obdélniku nam vychazi, ze zbyly kosodélnik ABCD ma obsah
S =c-v,. Nyni jen sta¢i thlopfickou rozdé€lit kosodélnik na dva shodné trojiihelniky

0 stejném obsahu a dostaneme, Ze obsah trojuhelniku je S = c-v

c
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Obrazek 48 - odvozeni vzorce pro obsah

6.2 Ctverec

Ctverec se sklada ze &tyt stran, které maji stejnou délku, proto obvod &tverce

vypocteme jako Ctyinasobek strany.
o0=4-a

U pravouhlych rovnobézniki se obsah vypocita jako soucin velikosti dvou na sebe
kolmych stran. U ¢tverce jsou obé¢ tyto strany stejné dlouhé, proto je obsah ¢tverce roven

druhé mocning velikosti strany.

6.3 Obdélnik

Obdélnik ma vzdy dvé protéjsi strany stejné dlouhé a dvé sousedni strany jinak

dlouhé. Proto obvod vypocteme jako dvojnasobek souctu dvou sousednich stran.
o=2-(a+b)

Obsah obdélniku se rovna soucinu velikosti dvou sousednich stran, které mayji

raznou velikost.

6.4 Kosoctverec

Jelikoz mé kosoctverec vSechny strany stejné dlouhé, vypocte se jeho obvod stejné

jako obvod c¢tverce.
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0=4-a

Obsah kosoctverce je roven soucinu velikosti strany a vzdalenosti od protéjsi
strany, tedy vysky kosoctverce. Odvozeni tohoto vypoctu bylo provedeno u obsahu
trojuhelnika na Obrazek 48.

6.5 Kosodélnik

Obvod kosodélniku se vypocte stejné jako obvod obdélniku a to jako soucet vsech

jeho stran.
o=2-(a+b)

Pro obsah kosodélniku plati stejné pravidlo jako pro obsah ostatnich
rovnobéZznikl. Obsah se vypocitd jako soucin strany a pfislusné vysky. Jelikoz ma
kosodélnik dvé€ rizné délky stran, potom ma i dvé rizné délky vysek. Obsah vSak bude

vychazet stale stejny.

S=a-v, nebo S=b-v,

6.6 Lichobéznik

Obvod lichobézniku vypocteme jako soucet vSech jeho stran, které mizou mit

raznou velikost.
o=a+b+c+d

Obsah lichobézniku spocitame jako polovinu ze soucinu souctu velikosti

zékladen a jejich vzdalenosti, tedy vysky.

_(a+c)-v
2

S
Odvozeni vzorce pro obsah lichobézniku: U lichobézniku ABCD, ktery mame na

Obrazek 49, jsme si rozdé€lili stranu a bodem M na dvé libovolné velké usecky

o velikostech a—m am. Lichobéznik jsme si rozdélili pomoci bodu M na tfi trojuhelniky.
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Prvni trojuhelnik AMD zelené barvy ma zékladnu dlouhou a—m a vysku v. Proto jeho
obsah bude:

_ (a—m)-v

S
! 2

Druhy trojihelnik MCD oranzové barvy ma velikost strany ¢ a K ni pfislusnou
vysku v. Proto jeho obsah bude:
c-v
277
Tteti trojihelnik MBC modré barvy ma velikost strany m a K ni pfisluSnou vysku
v. Proto jeho obsah bude:
S; =

m-v
2

Obsah lichobéZniku se tedy rovna souctu obsahti trojtthelniki AMD, MCD a MBC:

S=5+S,+5S,
Sz(a—m)-erc~v+m-v
2 2 2
g_av-muv+cvim-v
2
g_awv+cv
2
S:(a+c)-v
2

Obrazek 49 - obsah lichobézniku
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6.7 Pfiklady

Vzorovy: Na nasledujicim obrazku je pifimka p||AB. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich

Ctyt trojuhelniki ma nejveétsi obsah. Své tvrzeni zdivodnéte.

Reseni: Vzoredek pro vypocet obsahu trojuhelnika je s =

a-v,

. Kdyz se podivame na

obrazek, vidime, ze kazdy trojuhelnik ma spole¢nou zakladnu AB. Bod C se nachazi na

pfimce p, kterd je se zakladnou rovnobé&zna, proto ma od zdkladny stale stejnou

vzdalenost. Proto 1 vySka na zédkladnu AB bude potad stejn¢ velka. Z toho vyplyva, ze

obsah vSech trojuhelnikil na obrazku je stejné velky.

1.

Sténova uhlopticka krychle ma délku 18cm. Vypoctéte povrch krychle.

Obdélnik ma obvod 32cm. ZvétSime-li jeho délku o 2cm a Sitku o 3cm, zvéEtsi se

jeho obsah 0 50cm?. Vypodtéte rozméry obdélniku.

Jedna strana obdélniku ma délku 2,25m. Jeji délka je 20% obvodu daného
obdélniku. Vypoctéte obsah obdélniku.

Délky stran obdélniku jsou v poméru 1:3. Polomér kruZznice opsané obdélniku je

10cm. Vypoctéte obsah obdélniku.
Ctverec a kosoétverec maji stejny obvod. Ktery z nich ma vétsi obsah?
Uhlopticky v kosoétverci maji délku 14cm a 48cm. Vypoététe vysku kosoétverce.

Stavebni pozemek tvaru obdélniku s rozméry 40m a 60m se ma z Césti zastavet

domem se zakladnou tvaru ¢tverce, jehoZz strana ma délku 18m. Zbytek pozemku
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10.

se ma rozdelit tak, aby jedna tfetina pfipadla na dvir a zbytek na zahradku.

Vypocitejte vymeéru zahradky.

Délky zékladen lichob&zniku EFGH jsou |EF|=14cm, |GH|=6cm. Obsah
lichobézniku je 72cm?. Uhloptitka FH déli lichobéznik na dva trojuhelniky.
Vypoctéte jejich obsah.

Pole osdzené zeleninou mé tvar pravouhlého rovnoramenného trojihelniku
0 délce odvésny 24m. Ve vrcholech trojuhelniku jsou umistény otaceci

postiikovace s dosahem 12m. Jak velkou ¢ast pole tyto posttikovace nezavlazuji.

Trojuhelnik ABC je rovnostranny. Jeho strana ma délku 8cm. Body D, E, F jsou
postupné¢ stiedy stran AB, BC, AC. Vypocitejte obsah trojuhelniku DEF. V jakém
poméru je obsah trojuhelniku ABC k obsahu trojuhelniku DEF?
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7 SHODNA ZOBRAZENI

Geometrické zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim (shodnosti),
jestlize vzdy zachovava vzdalenost mezi body. Pii vhodném pootoceni nebo preklopeni

se bude obraz se vzorem piekryvat.

7.1 Osova soumérnost

Pti zobrazovani pomoci osové soumérnosti plati tato pravidla: Vzor a obraz bodu
lezi v opacnych polorovinach urenych osou soumérnosti. Vzor a obraz bodu lezi na
kolmici k ose soumérnosti. Vzor a obraz bodu lezi ve stejné vzdalenosti od osy

soumernosti.

Osova soumérnost nezachovava orientaci, to znamena, ze pokud body ve vzoru
po sob¢ nasledovali ve sméru hodinovych ruéicek, pak v obrazu budou v protisméru

hodinovych ruc¢i¢ek. Proto se osova soumérnost nazyva nepiima shodnost.

Obrazek 50 - osova soumérnost

Bod, ktery lezi na ose soumérnosti, se nazyva samodruzny bod a jeho obraz splyva

se vzorem. Takovych bodi je nekonecné mnoho a vyplni celou osu soumeérnosti.

55



7.2 Stredova soumérnost

Pti zobrazovani ve stfedové soumérnosti plati tato pravidla. Vzor a obraz bodu
lezi na stejné piimce, kterd zaroven prochazi sttedem soumérnosti. Vzor a obraz bodu lezi

ve stejné vzdalenosti od stiedu soumérnosti.

Obrazek 51 - stfedova soumérnost

Existuje pouze jeden samodruzny bod a to pravé stfed soumérnosti. Stfedova

soumérnost zachovava orientaci, proto se nazyva pirima shodnost.

7.3 Posunuti
Posunuti je shodné zobrazeni, pii kterém vSechny body vzoru zmeéni své

soufadnice. Smér a délku posunuti udava vektor posunuti.

Pfi posunuti se pfesouvaji vSechny body, proto neexistuje zddny samodruzny bod.
Pokud by byl vektor posunuti nulovy, pak budou v§echny body samodruzné. Posunuti je

piimé shodnost.
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Obrazek 52 - posunuti

7.4 Otoceni

Pfi otoceni plati tato pravidla: Vzor a obraz bodu se otaceji vzdy o stejny uhel

kolem stfedu otoCeni. Vzor a obraz bodu lezi ve stejné vzdalenosti od stfedu otoceni.

Existuje pouze jeden samodruzny bod a to pravé stfed otoceni. Otoceni je piima

shodnost.

I

5

Obrazek 53 - otoceni
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7.5 Skladani shodnosti

Pti skladani dvou osovych soumérnosti se stejnou osou soumernosti, dostavame

identitu. Identita je zobrazeni samo na sebe.

Pti skladani dvou osovych soumérnosti s riznymi osami soumérnosti, dostdvame

posunuti. Pokud jsou osy k sobé kolmé, dostavame stfedovou soumérnost.

Pti skladani dvou stfedovych soumeérnosti se stejnym stiedem soumérnosti,

dostavame identitu.

Pii skladani dvou stfedovych soumérnosti s rliznymi stiedy soumérnosti,

dostavame posunuti.

Pti sklddani dvou posunuti vznikne vzdy posunuti, pokud druhy vektor posunuti

bude opacny k prvnimu, dostaneme identitu.

Pti skladani dvou otoceni se stejnym stfedem vznikne opét otoCeni se stejnym
sttedem. Pokud je druhy thel opa¢ny nebo doplitkem do 360° k prvnimu thlu, vznikne

identita.

SloZenim dvou pfimych nebo dvou neptfimych shodnosti vznikne vzdy piima

shodnost. SloZzenim pifimé a nepiimé shodnosti vznikne vZdy shodnost nepiima.

7.6 Priklady

Vzorovy: Zavodnik, ktery se piihlasil do zavodu v béhu, startuje z bodu X. Zavod
kon¢i na stejném miste, ve kterém zacinal. Podminky GispéSného probéhnuti zdvodu
jsou, Ze se zavodnik musi dostat na pfimku a i na ptimku b, které jsou mimobé&zné.

Narysujte zavodnikovi nejkrat§i moZnou trat’.
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1. Je dan trojuhelnik ABC s vrcholy A1;2] B[3;2], C[-15]. Urcete soufadnice jeho

vrcholil v soumérnosti podle:

e 0SyX

o osyy

e stfedu v pocatku soustavy soufadnic

2. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dana velikost strany a =3,5cm, velikost strany
c=5Cm a uhel A =120°. Sestrojenému trojuhelniku opiste kruznici k a ve
vrcholu C k ni sestrojte te¢nu t. Dale sestrojte trojuhelnik A’B’C’ osové soumérny

podle te¢ny t jako osy soumérnosti.

3. Jsou dany dvé rovnobézné piimky a, b. Dale je dan bod C, ktery nenalezi zadné

z piimek. Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC tak,aby Aca , Beb

4. Jsou dany dvé riiznobézky p, g a bod A mimo né. Najdéte body Beq, C e p tak,

aby obvod trojuhelniku ABC byl minimélni.
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10.

Narysujte konvexni thel AVB a pouze pomoci kruzitka sestrojte alesponl jeden
dalsi bod pfimky, kterd prochdzi bodem B a je rovnobézni s ptimkou VA.
Obdobn¢ sestrojte dva body piimky, ktera je obrazem piimky VA v soumérnosti

podle bodu B.

Je dana iseCka AB a ptimka 0, ktera ji protina v jejim vnitinim bod¢ M. Sestroj na

ptimce 0 bod C tak, aby pfimka 0 byla osou uhlu ACB.

Jsou dany dvé soustiedné kruznice k, (K;r,), k, (K;r,), r, > r, abod S lezici na

mensi z nich. Sestrojte rovnobéznik ABCD se stfedem S; jehoz vrcholy lezi na

danych kruznicich.

Je dan kosodélnik ABCD s délkami stran a =6c¢m, b =5cm a velikosti thlu
a =40° . Do kosodélniku ABCD vepiste ¢tverec EFGH.

Je dan bod S lezici uvniti daného trojuhelniku ABC. Sestrojte takovou jeho pticku,

které je bodem S ptlena.

Je déna kruznice k(S;r) ausecka AB, kde |AB| < 2.r . Sestrojte tétivy XY kruznice

k tak, aby XY || AB a |XY|=|AB.
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8 PODOBNA ZOBRAZENI

Kazdy z Vas urcité pii hodinach zemépisu pracoval s globusem. Z hlediska

matematiky bychom fekli, Ze vSechny globusy, které jste méli na lavici, byly shodné

utvary. V porovnani se skute¢nou zemékouli maji mnohem mensi velikost, a proto se uz

nejedna o shodnost. Piesto v§ak mezi Zemi a globusem existuje urcity vztah. Tento vztah

nazyvame podobnost.

8.1 Podobnost

Definice: Geometrické zobrazeni v roviné¢ nazyvame podobnym zobrazenim

(podobnosti), jestlize kazdé dvé uspotadané dvojice vzoru a obrazd jsou ve stejném

B |BIC/| ~ |AIC!| B

pomer.
A
AB|  [BC|  |AC|
k=0.5 I ©
_‘
| ~_ :
-0
A | E : 5 B

Obrazek 54 - podobnost O<k<1

Konstanta k je koeficient podobnosti a je vzdy vétsi nez nula. Je-li k > 1 nazyva

se podobnost zvétseni, pro 0 < k <1 se podobnost nazyva zmens$eni. Zvlastnim piipadem

podobnosti je pro k =1 shodnost.

=
L]
(B

L ]

B
d

Obrazek 55 - podobnost k>1
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Kritéria podobnosti trojuhelnikii:
a) Dvatrojuhelniky jsou podobné, pokud se rovnaji poméry odpovidajicich stran.
b) Dva trojihelniky jsou podobné, pokud se shoduji ve dvou thlech.

¢) Dva trojuhelniky jsou podobné, pokud se rovnaji poméry délek dvou stran

a jsou-li shodné tihly témito stranami seviené.

d) Dva trojuhelniky jsou podobné, pokud se rovnaji poméry délek dvou stran

a rovnaji se velikosti thlt proti vétsi z nich.

8.2 Stejnolehlost

Geometrické zobrazeni v roving, které je dano stiedem S a koeficientem
stejnolehlosti x (kappa) a kazdému bodu roviny X pfifazuje bod X' takovy, Ze plati

SX'"=k-SX se nazyva stejnolehlost H(S;«) .

Kazda stejnolehlost s koeficient stejnolehlosti x je podobnost s pomérem
podobnosti kK = |K| . Koeficient stejnolehlosti musi byt rizny od nuly. Pokud je koeficient

stejnolehlosti roven 1, jde o identitu a vSechny body jsou samodruzné. Pokud je koeficient

stejnolehlosti roven -1, jedna se o sttedovou soumérnost.

Je-li absolutni hodnota koeficientu podobnosti vétS§i nez jedna, jednd se
0 zvétSeni. Je-li absolutni hodnota koeficientu podobnosti mensi nez jedna, jednd se

0 zmenSeni.

Obrazek 56 - stejnolehlost
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Na Obrazek 56 vidime usecku AB a jeji obrazy zobrazené ve stejnolehlosti

s riznymi koeficienty stejnolehlosti. Pro tisecka a’ byl pouzit koeficient stejnolehlosti

k=2, pro usecku a(x =0,5), Pro a, (x =—0,5), Pro aj(x = —1)-

8.3 Priklady
1. Na Obrazek 57 jsou trojuhelniky I, II a III. Zjistéte, které z nich jsou podobné

a podle které véty o podobnosti. Podobnost trojuhelnika zapiste.

Obrazek 57

2. Strany trojihelniku ABC maji délku 4cm, 5ecm, 7cm. Sestrojte trojuhelnik A'B'C’
podobny trojuhelniku ABC, ktery ma obvod 12cm.

3. Panelovy diim na sidlisti vrha stin dlouhy 18m. Ve stejnou denni dobu vedlejsi

dim, ktery je vysoky 4m vrha stin dlouhy 3m. Jak vysoky je panelovy dim?
4. Usecku KL délky 8,2cm rozdglte v poméru 5:2.

5. Je dana kruznice k o poloméru 1,5¢cm a bod X lezici ve vzdalenosti 3,5cm od stiedu
kruznice. Sestrojte kruznici K've stejnolehlosti s kruznici k podle bodu

X a koeficientem stejnolehlosti x =-2

6. Do pilkruznice vepiste Ctverec, tak aby strana ¢tverce lezela na primeéru.
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7. Je dan obdélni s délkami stran a =3cm, b=2cm. Sestrojte jeho obraz ve

stejnolehlosti H (D;g) .

8. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan thel « =60°, thel g =45° a velikost

t&znice T, =4cm.

9. Sestrojte trojithelnik ABC, je-li dana vyska V, =9CM a strany trojuhelniku jsou

vpoméru a:b:c=2:3:4.

10. Jsou dany dvé nesoustfedné kruznice s rliznymi poloméry. Najdéte stiedy

stejnolehlosti.
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9 RESEN

9.1 Uhel

Priklad 1:

Priklad 2:

i
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Priklad 3:

Pomoci kolmic sestrojim uhel 90°. Nasledné¢ pomoci osy uhlu sestrojim jeho

polovinu, kterou mtzu pficitat nebo odecitat.
Priklad 4:

Z libovolného bodu X lezictho na piimce sestrojime kruznici o libovolném
poloméru. Do vzniklého priseciku kruznice a piimky zapichneme kruzitko a opiSeme
dalsi kruznici o stejném poloméru jako u pfedchozi kruznice. Spojenim plivodniho bodu
X a nov¢ vniklého priseéiku dvou kruznic, vniklo rameno uhlu, které spole¢né s piimkou

svird thel o velikosti 60°. Velikosti dal§ich tthll tvofime podobné jako u pfedchozi Glohy.

Priklad 5:
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Priklad 7:

a—NE, b—NE, c—ANO, d - NE, e—NE, f— ANO, g— NE, h—ANO, i— ANO, j - NE

Priklad 8:

Priklad 9:

Ptiklad 10:
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9.2 Trojuhelnik

Priklad 1:

© N o o &M w0 D P

AABC,
PPIIAC, AB, ep
q:q1lB,.C, A A g
Nr|lAB AC, er
A Aepnr

B;Beqnr

C,Cepng
A ABC

Priklad 2:

AC;|AC| = 6cm
X; X e AC A|AX| =[cX|
0O,0L ACAX €0

k,;k, (C;4cm)
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© ® N o o

S;Sek, o
k,; Kk, (S;4cm)

ks k3 (C;|AC|)

B:B ek, nk,

AABC

Q
|

Priklad 3:

N o o &~ W

AB;|AB| = 4,8cm

p; || AB A|pAB| = 4cm
S;S e AB A|AS| =|BS|
k:k(S:5,2cm)
C;Ceknp

AABC

uloha ma dveé feseni
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Priklad 4:

N o oA W N

CD;|CD|=8cm

/CDE';|£CDE'| = 75°

k,; Kk, (C;8,5cm)
T.;T, ek, "DE’
ki Kk, (Tes[Te D))
E;E ek, N DE’
ACDE
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Priklad 5:

Priklad 6:

N

© N o o &~ W

BC;|BC| =10cm
p; p|| BC A|pBC| =5,5cm

ZBCA';|/BCA| = 60°

A;Ae pnCA’
AABC

<P

E;Eep

d;q || P A|pg| = 35cm
k,; k, (E;4cm)
F;Feqnk,

k,:k, (F;6cm)

D;D e pnk,

ADEF
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Priklad 7:

=

2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.

m

LM;|LM| =5,5cm

$;S e LM A|LS|=|MS|
k,;k,(S;2,2cm)
K,;k,(L;3,4cm)

T:T ek, Nk,

k,; ks (S;6,6cm)

K;K ek, ST

AKLM
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Priklad 8:

AB;|AB| =2r

S;S € AB A|AS| =|BS]
k; k(S;3cm)

p; p|| AB A|pAB| = 2,4cm

CCeknp
AABC

Priklad 9:

&

© N o O

AB;|AB| = 4cm

ZBAC';| £BAC/| = 60°
k; k (Adcm)

X; X e AC'nk

S;S € XB A|XS|=|BS|
0,0 L XBAS €0

C;.Ceon AC’
AABC
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Priklad 10:

XY;|XY|=13cm
ZYXC'|£YXC'| = 40°
ZXYC"

ZXYC"; =30°

C;C e XC'nYC”

0,;0, L XC Alo,X|=|o,C|
0,;0, LYC Al0,Y|=|0,C|
A Aco, XY

B;B €0, N XY
AABC
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9.3 Rovnobéznik

Priklad 1:

Priklad 2:

=

N o o ~ w b=

AC;|AC| =6,2cm

S;S € AC A|AS|=|CS|
p;p LACASep
k;k(S;|AS))

B,D;B,.Deknp
ABCD

k; k(S;r =25mm)

E:E ek

G;G e ES nk

a,al ESAEea
f;:f LESASef
c.c LESAGec

F.H;F,Heknf
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8 bbLFHAFeb
9. d;d LFH AH ed
10. AAAcand
11. B;Beanb
12. Cc;Cebnc
13. D;Decnd

14. ABCD
d =]
] G
& v 3
C
kg
2]
: !
f H
a
') o
A E
Priklad 3:

1. DE;|DE|=67mm
ZEDF';| ZEDF'| = 28°
eel DEAEece
F:FeenDF’

f;f LeanFef

g, LDEADEg
G;Gefng

DEFG

© N o oA W N




Priklad 4:

© N o o

AB;|AB| = 4cm
ZBAS';| ZBAS'| = 50°
ZABS"

Z/ABS"; =90°

S;S e AS"nBS”

k;Kk(S,[SA))
C;.CeknmnAS
D;:D ek nBS

ABCD
k
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Priklad 5:

o

© © N o

A Aca

d;|Zad| =38°

u ;| Zauy| =|Zdu; |
k;K(A,r = 7cm)
C;Ceknu,

$;S eu, A|AS|=|sC|
u,;u, Lu, ASeu,

B;Beanu,

D;Dednnu,
ABCD

Priklad 6:

G N o g &M w0 D

MN;|MN| = 45mm

p; pIIMN A|pMN| = 32mm
k;; kK, (N, r =45mm)
O;0eck, N p

k,;K,(M,r =45mm)
P;Pek, N p

MNOP

uloha ma dvé feSeni
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Priklad 7:

AB;|AB| =5cm

p; p|| AB A |pAB| = 4cm
k'; k'(A;Bem)
D;Dek’'mp

S;S € BD A|BS|=|DS|
;9 LBDAS eq
C;Cepng

ABCD

rnrlLABASer

X; X e ABnr

k;Kk(S;|SX])
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Priklad 8:

EF;|EF| = 6cm

p; p|| EF A|pEF|=4cm
S;S € EF A|SE|=|SF|
0,0 LEF AS €0

G, Geonp
0:q||[FGAE eq

HiHegmnp
EFGH

Priklad 9:

o~ W N

CD;|CD| = 2,8cm

ZCDA;

ZCDA|=103°
k,;k,(D;r = 3,5cm)
k,;k,(C;r =3,5cm)
S;S ek, Mk,

Ky; K, (S5 =35cm)

A Ack, N DA
a,al|CDAAca

___*___________
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9.
10.
11.

b;b||[DAAC €b
B:Beanmb
ABCD

Ptiklad 10:

&

© N o o

<~ AX

ZXAX";|ZXAX'| =103°

p; I AX A|pAX| = 4,5cm
D;De pmnAX’

g;q | AD A|gAD| = 2,5cm
B;Begn AX

C.Cegnp
ABCD
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9.4 Lichobéznik

Priklad 1:

Priklad 2:

=

© © N o o B~ w N

KL;|KL| =3,7cm
p;pLKLALeDp
I;1(L;5,6cm)
M;M e pnl
0;9)|KLAM eq
k; k(K;6cm)

N;N ekmnq
KLMN

uloha ma dveé feseni

ok~ w N

AB;|AB|=5,7cm

Z/ABC";|ZABC'| =120°

k; k(A;8,2cm)
C;CeknBC’

p;pLABAAep
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0;qllABAC eq

D;De pnq
ABCD
D
.
q
120°
L
A
Priklad 3:
AB;|AB| =6,7cm

ZABC';| ZABC'| = 75°

k; k(A;5,9cm)

uloha nema feSeni
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Priklad 4:

KL;|KL| =6cm

Z/ABD';|ZABD'| = 45°

ZBAC';|£BAC'| = 45°
k,;k; (A;6cm)
k,;k, (B;6cm)

C;Cek, nAC’

D;D ek, " BD’
ABCD

Priklad 5:

M won

RS;|RS| = 80mm
k,; K, (R;2,6cm)
X;X ek, " RS
K, ; K, (X ;6,4cm)
ky: K4 (S;6,4cm)
T;T ek, Nk,

PiP|IIRS AT € p
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8.
9.
10.

q;q”XT/\Req
U;Uepnq
RSTU

Priklad 6:

AB;| AB| = 7,6cm
ZABC';|ABC'| = 60°
k; k(B;3,8cm)

X; X ek AB
ZBAD’

/BAD’; =60°

ZAXD";|ZAXD'| = 60°
D;D e AD' n XD”"
PiP||ABADE P
C;Ce pmnBC’
ABCD
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60

Priklad 7:

N o oA~ W N

AB;|AB| = 2,3cm

p; p|| AB A|pAB| =31mm
k,;k; (A;5,7cm)
C:Cek,np

k,; k,(B;6,1cm)
D;Dek, N p

ABCD

Priklad 8:

GH;|GH| =2cm

/HGF';|HGF'| =105°

k,; k, (G;5cm)

F;F ek, "GF’
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© N o u

PPIGHAFep
k,;k, (F;6,9cm)
E;Ee pnk,
EFGH

Priklad 9:

AB

k,;k, (B;|CDJ)
X:X ek, ~ AB
k,;k, (X;|BC))
ks; ks (A;|AD))
D;D ek, Nk,
PPIIABADE p
0;g[IXDABeq

C;Cepnq
ABCD
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A

Priklad 10:

o oA W N

BC;|BC| =3cm

/CBD’;|CBD'| = 20°

k;; Kk, (B;2,6cm)

D,; D, ek, nBD’
k,;k,(C;2,5cm)

D; D e k,n— D,C;
K,k (D;2,6cm)
P;P|lICDABep

A Ae pnk,

ABCD
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9.5 Kruznice

Priklad 1:

AB;|AB| =8cm
S;S € AB A|AS|=|BS|

k;k(S;|AS|)

C;Ceknmp
AABC

Priklad 2:

o &~ LD

d: gl pA[paf=2cm
k,;k, (S;6,5cm)

E;E ek, nq
e;e(E;2cm)

Uloha ma 4 feSeni
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Priklad 3:

A Aep
/pAB; /| pAB| = 75°
e;e | p Aleg| = 2cm
f:f || AB A|fAB|=2cm

S;Seen f
k;k(S;2cm)

Uloha ma 2 feSeni
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Priklad 4:

w

N oo g &

k; k(S;5,5cm)
5;[sS| =1,5cm

h; h(S;3,5cm)
£:1]|SA|fs|=2cm
Lil, ehnf

1,:1, (Ly520m)

Uloha ma 3 feSeni

Priklad 5:

N

N oo g ~ w

ABCD

P;P e BC A|BP|=|CP|
o,;0,0sa Z/BAP
0,;0,0sa ZAPB
S;Seo, Mo,

h;h||BP AS €h

F;FehnAB

k;k(S;|SF))
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Piiklad 6:

©® N o oA W N

BC;|BC| =5cm

0;0 L BC A|Bo| =|Co|
f; f(B;4cm)
S;Sefnmo

k; k(S;4cm)

e; e(C;3,5cm)
A;Acekne

AABC

93



Priklad 7:

AB;|AB| = 7,3cm

X; X € AB A|XA =3,2cm
Vv, LABAX eV,

S;S € AB A[SA =|SB|

k; k(S;|AS))
C,Cekny,

AABC

VC

C

ol
o
(]
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Piiklad 8:
1. d:dllprs, eq

2. e;e LqAaS, ce

3. s;:S5eqne

4. K5k (S5

5 F,GF,Gck, Nk,

6. r;r > FG

Priklad 9:

2r’ =a*+a’

S, =7x.1] S, = .1} S=S, -5,
2
2r° =200 S, =314.50 S, =314.25 S =157,08 - 78,54
2r,=1414 2 2 2
S, =157,08cm S, =7854cm S =78,54cm
r,=7,07cm
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Priklad 10:

AB;|AB| = 4cm

LBAB';|ABAB' =60°

k';k'(A;|AB)
0;00sa /BAB'
T,;T, eonk’
PPIIAB AT, € p
T,;T, €e pm AB’

a;q9 L AB'AT, €q

S;Seqmo
k; k(S;[ST,))

96



9.6 Mnoziny bodu dané viastnosti

Priklad 1:

Priklad 2:

Priklad 3:
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Priklad 4:

Priklad 5:
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Priklad 8:

Sestrojime osu uhlu. Ve vrcholu thlu vytvofime kruznici d o poloméru 2,5cm.
Kruznici posuneme o 3,5Cm po ramenu uhlu a vznikne ndm novéa kruznice e. Prinikem
kruznice d a e vznikne bod A, kterym vedeme rovnobézku s ramenem thlu. V pruseéiku

rovnobézky p a osy thlu se nachazi stied hledané kruznice k.

Priklad 9:
Sestrojime te¢nu t1 ke kruznici k v bodé T. Sestrojime ptimku ¢, ktera svira
s te¢nou t1 thel o velikosti 60°. Dale sestrojime piimku d, ktera je kolma na ptimku

¢ a prochazi sttedem kruznice. Bod T2 vznikne na priiseciku pfimky d a kruznice k.
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Priklad 10:

Stfedy vSech kruznic majici dotyk s kazdou z riznobézek, lezi na priseciku os

uhlt, které vznikly protnutim dvou riznobézek.
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9.7 Obvod, obsah, objem

Priklad 1:

u’=a’+a’ S—6-a2
324=2-a* S=6-162
a=12,73cm S =972cm?

Priklad 2:

a-b=S
(@+2)-(b+3)=S+50
2-(a+b) =32
3a+2b+a-b+6=a-b+50

Priklad 3:
a=20%=2,25m
b =30% = a-g =3,375m

S=a-b=225-3375=7,59m?

Priklad 4:
a? =u?—b?
Z ; a’=400-9a>  S—_a.p
=9-'a
8a? = 400 S=7,07-2121
r=10cm
u_D.r a=7,07cm S =56,56cm?
- b = 21,21cm
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Priklad 5:

D C
L L
F E
A =
1 =a-
2:a' a
a>v,
S, >5,
Priklad 6:
a-v
u, -u S = 2
S=-1"2 2 U 2 Usyo 2
a’=(2) + (=%
14248 (2) (2) v —ﬁ
S='T a’ =49 +576 7 a
S —168cm a’® =625 v =330
a = 25cm 25
v, =13,44cm
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Priklad 7:

S1 — obsah celkového pozemku
S2 — obsah pozemku na dim

S3 — vyméra zahradky

S,=a,-b
S, =40-60
S, = 2400m*

Piiklad 8:

S

_(a+0)-v

Sz = a22
S, =18°
S, =324m?

S, 5

S, = 226,2m?

 314.144

2

83 Z(Sl_sz)'g
s, = 2076. 2
3

S, =1384m’

S=5,-5,

S =288-226,2
S =61,2m?
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Ptiklad 10:

d d-v,
2 _f2_(HYy2 S =
Vd f (2) 2
v2=16-4 g = 4346
2
v, =3,46cm
d S, =6,92cm?

Pomeér obsaht trojuhelniku DEF a ABC je 1:4.
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9.8 Shodna zobrazeni

Piiklad 1: Osova a stfedova soumérnost

A=(1,2)
A=(1,-2)
AL =(1,2)

AL=(1,-2)

B=(3,2)
B'=1(3,-2)
B, =(3,2)

B,=(3,-2)

C={1,5)
C'={1,-5)
C,=(1,5)

C,=01,-3)
§={0,0)

7

',
B
1_
T T D‘ T T
-3 ] 2 3
-1
Al B'
Cy
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Piiklad 2: Osova soumérnost

Priklad 3: Otoceni

OtoCeni — Rovnostranny trojuhelnik ma vnitini uhly velikosti 60°. Nejprve otocime
piimku a kolem bodu C o 60°. Vznikne ndm bod B, B ea'nb. Nyni vezmeme bod B
a otoc¢ime ho zpét kolem bodu C o 60°. Nové vznikly bod je bod A.
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Piiklad 4: Osova soumérnost

Ptiklad 5: doplnéni kosodélniku a stfedova soumérnost

Bod X vytvoiime tak, Ze sestrojime kruZnice kl(B,[\/AD, k, (V ,|AB|). Na

priseciku téchto kruznic bude lezet bod X. Body V' a A’ vytvoiime pomoci stfedové

soumernosti se sttedem v bodé B.
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Piiklad 6: Osova soumérnost

Ptiklad 7: Stfedova soumeérnost
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Priklad &: Otoceni
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Piiklad 10: Posunuti
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9.9 Podobna zobrazeni

Piiklad 1:
|AB| ~ IBC|
KL|  |LM|
45_6
9 12

|AB| _|BC|
XY vz|

Trojuhelnik ABC je podobny s trojuhelnikem KLM v poméru 1:2. Jsou podobné

podle véty sus.

Piiklad 2:
K _0 _ 4+5+7 _ﬂ
o’ 12 3
kzi:a’=£=3cm
a’ 4
k=£:>b'=5;3:3,750m
b’ 4
k=£:>c’=7—'3=5,25cm
c’ 4
Piiklad 3:
stin, 18
k = - 1 =—:6
stin, 3

k= panelak = paneldk = dum.k =5.6 =30m

dum

Panelovy dim je vysoky 30m.

Ptiklad 4:
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Priklad 5:

Priklad 6:

D,

Priklad 7:
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Priklad 8:

Priklad 9:
Sestrojime trojuhelnik AB,C, S velikostmi stran a =2cm, b=3cm, ¢ =4cm.

K usecce B,C, sestrojime vysku V,. Stranu b, stranu ¢ a vysku V, prodlouzime. Na

ptimku V, pomoci kruzitka naneseme vzdalenost 5¢cm a vznikne nam bod D. Bodem

D vedeme rovnob&zku se stranou a, ktera nam vytvoii priseciky s prodlouzenymi

stranami. V prisecicich se nachazeji zbyvajici vrcholy trojuhelniku ABC .
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Priklad 10:
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10 Utvareni prace na miru

Diplomova prace je primarné ur¢ena pro studenty Pedagogické fakulty, obor
Ucitelstvi na prvnim stupni zakladni Skoly. Studenti tohoto oboru maji mezi povinnymi
predméty také predmét Zaklady Geometrie. JelikoZ ne vSichni studenti a studentky tohoto
oboru prosli stejné kvalitni stfedoskolskou vyukou, dal jsem si za cil, vytvofeni
kompletnich teoretickych informaci a také praktickych ptikladi, které budou potfebovat

k Gspésnému absolvovani pisemného zapoctu a také ustni zkousky.

10.1 Uéast na seminarich

Pro lepsi pfedstavu o probiraném ucivu jsem navstévoval prednasSky a cviceni
predmétu Zaklady geometrie. Na cviCenich jsem pozoroval postupy feseni studentek,
které chodili své napady konstruovat a vysvétlovat pied tabuli. Zjistoval jsem také, jaké
chyby jsou nejéast&j$im diivodem neuspé$ného feSeni jednotlivych uloh. Uvedu dva

ptiklad a popis chyb, které nastaly pii feSeni u nékolika studentek.

Piiklad 1:

Pravouhly trojuhelnik ma délky odvésen 12cm a 16¢cm. Vypoctéte délku vysky

na preponu.

Chyba #1: Studentky si hodné Casto pletou oznaceni nazvu stran v pravothlém

trojuhelniku a zaménuji pfeponu za odvésnu.

Chyba #2: Studentky se myln¢ domnivaly, Ze vy§ka na pieponu Vv pravouhlém

trojuhelniku, ktery neni rovnoramenny, pfeponu pili.
Piiklad 2:

Pti hodinach vSak nastavaly i po€etni chyby v Gpravach podle vzore¢ku. Napiiklad
uloha: ,,Strom, ktery byl vysoky 18m, se vlivem vétru zlomil a jeho zlomena ¢ast dopadla

8 metra od kmene. Jak velka ¢ast stromu zustala nezlomena?“

Problém v této uloze nastal pfi umociiovani zavorky (12—x)?, kde studentky

nepouzily vzoreéek pro rozklad (a—b)* =a® —2ab+Db” a nedosly proto ke spravnému
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vysledku 144 —24x + x?, ale pouze umocnily ¢islo 12 a neznamou X. Jejich chybny

vysledek potom byl 144 — x>.

10.2 Komunikace po siti

Vytvorené priklady jsem poskytl studentkdm a studentim na socialni siti
Facebook, kde byla zalozena spole¢na skupina pod nazvem ZGEOP 2014. U ptikladu,
které nebylo snadné vytesit, jsem poskytoval pomoci skupinového chatu rady v postupu
konstrukce nebo zasilal vyfeSenou konstrukci v programu GeoGebra. Jednalo se
o ptiklady z této diplomové prace nebo o piiklady probirané na cvicenich. V nasledujicich

odstavcich vkladam ukéazku z konverzace ptes socialni sit’.
Piiklad 1

Studentka 25.12.2014 14:31: Prosim t&, pomuze$ mi s timhle tvym piikladem?
Asi to mozna je jednoduchy, ale ja nad tim sedim a nevim si rady. Sestrojte trojuhelnik

ABC, je-li dana vyska ve=5cm a strany trojihelniku jsou v poméru a:b:c=2:3:4.

Lukas Filip 25.12.2014 14:35: To je piiklad na podobnost. Narysuje§ si
trojihelnik se stranami 2cm, 3cm, 4cm (takze pomér je spravny). Pak si narysujes vySku
toho trojuhelniku, kterou pak prodlouzi§ a nanese$ téch 5 cm. Potom uZ jenom pomoci

rovnobéZzky sestrojis§ stranu BC. Jesté ti miZzu poslat feSeni v Geogebie
Studentka 25.12.2014 14:41: Jooo, prosim.

Studentka 25.12.2014 14:42: Jezi$ aha, uz jsem to ale asi pochopila. Ted kdyz to
vidim, tak to je vlastné jednoduchy.

Studentka 25.12.2014 14:44: Hm, ale ja bych potiebovala, aby mi to takhle

vzdycky nékdo pretlumocil, a pak uz je to ok.
Priklad 2
Lukas Filip 6.1.2015 17:14: Poznas, kdy jsou dva trojuhelniky podobné?

Studentka 6.1.2015 17:16: No, musi se shodovat v ur¢itém pomeéru ve vsech

stranach a uhlech?

Lukas Filip 6.1.2015 17:18: Existuje jesté jina varianta?
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Studentka 6.1.2015 17:20: Nebo ve dvou stranach a tthlu sevieném. Nebo dvou

uhlech a stran¢ kterou obklopuji.

Lukas Filip 6.1.2015 17:25: U toho prvniho je pomér dvou stran + thel. U toho

druhého, kdyz se ti shoduji ve dvou tihlech, tak uz stranu nepotiebujes.

Studentka 6.1.2015 17:26: Joo, jasny.

10.3 Foceni prikladu

N¢ékdy studentky posilaly fotografie vypracovanych tloh v sesit¢.

10.4 Osobni konzultace

Po skonceni semestru jsem se domluvil s nékolika dobrovolnicemi, Ze po
absolvovani vSech zkousek se sejdeme a rozebereme si vSechny ptiklady v diplomové
praci. Schiizky byly naplanované na pozd€jsi datum z divodu, aby studentky jesté

neumély feSeni zpaméti.

Ugelem téchto konzultaci bylo piipraveni viech feseni pfimo na miru studentkdm
a studentim tohoto pfedmétu, piesné tak aby vSem porozuméli. Na schiizkach dostali
zadani Ulohy a grafické feSeni. U nékterych piiklad obsahovalo grafické feseni i ptesny

postup konstrukce. Nékteré piiklady obsahovaly pouze grafické feseni.

Pokud nékomu ze studentli nebylo feSeni jasné, ulohu jsem doplnil o postup
konstrukce nebo o komentai k postupu. Jako naptiklad u uloh Mnoziny bodd dané
vlastnosti a to ptiklady 8, 9, 10, Shodnost ptiklad 5, Podobnost ptiklad 9.
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Nékteré grafické feseni, které nema slovni komentai ani postup konstrukce, jsem
upravil pro lepsi pochopeni. Uprava prob&hla piidanim pomocnych &ar, zvyraznénim
nebo obarvenim vysledného feSeni. Naptiklad u uloh Shodnost priklad 10, Podobnost

priklad 5.
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11 ZAVER

Diplomova prace obsahuje vSe, co bylo zadano. Na ivod kazdého tématu je
teoreticky rozbor, ktery je doplnén o ndzorné obrazky. Nasleduje vzorovy piiklad
S postupnym feSenim. Doplnén je také obrazkem konstrukce, provedenym v programu

Geogebra. Na zavér tématu je deset piikladu sestavenych podle Bloomovy taxonomie.

Kazda uloha je na konci diplomové prace vyieSena.

Prace byla vyzkousSena studenty Pedagogické fakulty oboru ucitelstvi prvniho
stupn¢ zakladni Skoly. Pouzita byla jak k pfipraveé na pisemnou ¢ast zkousky, tak k stni

teoretické Casti.

Z celkového poctu 90 feSenych piikladd, jsem po konzultacich zménil, doplnil
nebo piedélal postup u 23 tloh, pro jejich lepsi srozumitelnost pro studenty.

Doufam, ze tato prace bude uzitecna i dal$im studentim a pomiZze jim
jak s vyfeSenim konstrukénich a pocetnich tloh, tak s pochopenim teoretické casti

geometrie.
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