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Vypracoval(a): Miroslava Dostálová
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Název práce: Greenovy matice pro soustavy ODR
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Úvod 8
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2 Okrajové úlohy pro diferenciálńı rovnice n-tého řádu 18
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Úvod

Diferenciálńı rovnice se vyv́ıj́ı již od druhé poloviny 17. stolet́ı a jsou spojeny

hlavně se jmény Gottfrieda Wilhelma Leibnize a Isaaca Newtona. Studiem těchto

rovnic se dále zabývali např́ıklad Bernoulli, Jacopo Riccati, Alexis Claude Clai-

raut, Jean le Rond d’Alembert a Leonhard Euler. Diferenciálńı rovnice můžeme

dělit na dvě skupiny, na obyčejné diferenciálńı rovnice, ve kterých se vyskytuj́ı

derivace funkce podle jedné proměnné, a parciálńı diferenciálńı rovnice, kde se

vyskytuj́ı derivace funkćı podle v́ıce proměnných (tzv. parciálńı derivace). V této

práci se nadále budeme věnovat právě prvńı skupině.

Diferenciálńı rovnice se využ́ıvaj́ı v mnoha oborech, např. v astronomii, bio-

logii, ekologii, ekonomice či ve fyzice. Tyto rovnice popisuj́ı změnu, vývoj nebo

dynamiku jev̊u.

Ćılem této bakalářské práce je ukázat, jak nalézt řešeńı soustav obyčejných

diferenciálńıch rovnic s danými okrajovými podmı́nkami pomoćı Greenových ma-

tic. Práce je rozdělena na 3 kapitoly a má jednu př́ılohu, která se týká Kurzweil-

Stieltjesova integrálu.
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Použité značeńı

Rm×n . . . lineárńı prostor všech matic typu m× n nad R,

Rn×1 . . . množina všech n-dimenzionálńıch sloupcových vektor̊u,

R1×n . . . množina všech n-dimenzionálńıch řádkových vektor̊u,

L1([a, b];Rm×n) . . . množina všech zobrazeńı x : [a, b] → Rm×n jej́ıž složky jsou

lebesgueovsky integrovatelné funkce,

C([a, b];Rm×n) . . . množina všech zobrazeńı x : [a, b] → Rm×n jej́ıž složky jsou

spojité funkce,

AC([a, b];Rm×n) . . . množina všech zobrazeńı x : [a, b]→ Rm×n jej́ıž složky jsou

absolutně spojité funkce,

BV([a, b];Rm×n) . . . množina všech zobrazeńı x : [a, b]→ Rm×n jej́ıž složky jsou

funkce s konečnou variaćı na intervalu [a, b],

GL([a, b];Rm×n) . . . množina všech zobrazeńı x : [a, b] → Rm×n jej́ıž složky jsou

zleva spojité regulované funkce,

g(τ+) = limt→τ+ g(t),

g(τ−) = limt→τ− g(t),

G(τ+, τ) = limt→τ+G(t, τ),

E . . . jednotková matice,
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χM(t) . . . charakteristická funkce množiny M ⊂ R, tzn. je to funkce definovaná

předpisem: χM(t) =

{
1 pro t ∈M ,

0 pro t /∈M,
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Kapitola 1

Okrajové úlohy pro systémy
diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Uvažujme systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′(t) + A(t)x(t) = q(t), (1.1)

kde A ∈ L1([a, b];Rn×n), q ∈ L1([a, b];Rn×1) a lineárńı okrajové podmı́nky

`(x) = c0, (1.2)

kde c0 ∈ Rn a ` : GL([a, b];Rn)→ Rn je lineárńı zobrazeńı.

Operátor ` nemůžeme uvažovat v C([a, b];Rm×n), protože (jak se později

dozv́ıme v Lemmatu 1.8 ve 4. odrážce) do operátoru ` budeme dosazovat i ne-

spojité funkce.

Vztahuj́ı-li se podmı́nky (1.2) na jeden bod, nazývaj́ı se počátečńı podmı́nky.

Konkrétně je-li `(x) = x(t0), kde t0 ∈ R. Jestliže se vztahuj́ı k v́ıce bod̊um, jde

o okrajové podmı́nky. Jako př́ıklad okrajové úlohy popisuj́ıćı reálnou situaci si

můžeme uvést např́ıklad teplotńı pole v tenké tyči, kdy si vezmeme tyč (drát)

délky l a zahř́ıváme ji. Pomoćı diferenciálńı rovnice poṕı̌seme proces vedeńı tepla

v tyči. Předpokládáme, že teplota je v každém bodě řezu tyče stejná a na jej́ıch

konćıch udržujeme nulovou teplotu. Teplotu na konćıch tyče poṕı̌seme pomoćı

dvoubodových okrajových podmı́nek takto y(0) = 0 a y(l) = 0.

Důležitými speciálńımi př́ıklady okrajových podmı́nek (1.2) na intervalu [a, b]

jsou např.:
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• dvoubodové okrajové podmı́nky:

Mx(a) +Nx(b) = c0,

kde M,N ∈ Rn×n,

• v́ıcebodové podmı́nky:
m∑
k=1

Akx(tk) = c0,

kde A1, . . . , Am ∈ Rn×n a

• integrálńı podmı́nky: ∫ b

a

A(t)x(t) dt = c0,

kde A ∈ L1([a, b];Rn×n).

Nyńı budeme definovat řešeńı okrajové úlohy (1.1),(1.2).

Definice 1.1 Řekneme, že x ∈ AC([a, b];Rm×n) je řešeńım okrajové úlohy

(1.1), (1.2), jestliže x splňuje soustavu (1.1) pro každé t ∈ (a, b) a okrajovou

podmı́nku (1.2).

Když už v́ıme, co je řešeńı okrajové úlohy, můžeme si zadefinovat pojem

fundamentálńı systém a fundamentálńı matice systému (1.1).

Definice 1.2 Množina {x1(t), . . . , xn(t)} lineárně nezávislých řešeńı homo-

genńıho systému (1.1) (tzn. pro q = 0) se nazývá fundamentálńı systém

(báze) řešeńı (1.1). Je-li {x1(t), . . . , xn(t)} báze řešeńı (1.1), pak matice

typu n × n jej́ıž sloupce jsou tvořeny vektory x1(t), . . . , xn(t) se nazývá

fundamentálńı matice systému (1.1).

Fundamentálńı matici rovnice (1.1) budeme dále značit symbolem X.
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Př́ıklad 1.3 Nalezněte fundamentálńı matici systému

x′1 − 2x1 + x2 = 0,

x′2 − 4x1 + 3x2 = 0.

Řešeńı:

Nejdř́ıve nalezneme vlastńı č́ısla matice A, tzn. vyřeš́ıme charakteristickou

rovnici det(A − λE) = 0. Dostáváme kvadratickou rovnici λ2 + λ − 2 =

0, která má dvě řešeńı λ1 = 1, λ2 = −2. Ze základńı teorie lineárńıch

diferenciálńıch rovnic v́ıme, že řešeńı systému ze zadáńı budou ve tvaru

u1(t) = et
(
α
β

)
,

u2(t) = e−2t

(
γ
δ

)
.

Vyřešeńım následuj́ıćı rovnice nalezneme vlastńı vektor

(
α
β

)
matice A

př́ıslušný vlastńı hodnotě λ1 = 1:(
2− λ1 −1

4 −3− λ1

)
·
(
α
β

)
= 0.

Řešeńım této rovnice je např́ıklad vektor

(
α
β

)
=

(
1
1

)
.

Obdobně nyńı nalezneme vlastńı vektor

(
γ
δ

)
matice A př́ıslušný vlastńı

hodnotě λ2 = −2: (
2− λ2 −1

4 −3− λ2

)
·
(
γ
δ

)
= 0.

Řešeńım této rovnice je např́ıklad vektor

(
γ
δ

)
=

(
1
4

)
.

Źıskali jsme dvě řešeńı: u1(t) =

(
et

et

)
a u2(t) =

(
e−2t

4e−2t

)
. Tato dvě řešeńı

jsou lineárně nezávislá, protože

det

(
et e−2t

et 4e−2t

)
= 3e−t 6= 0.
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Fundamentálńı matice zadaného systému je X(t) =

(
et e−2t

et 4e−2t

)
, t ∈ R.

Nyńı budeme definovat Greenovu matici úlohy (1.1), (1.2) a vzápět́ı ukážeme

jak lze pomoćı Greenovy matice źıskat řešeńı úlohy (1.1), (1.2). Jak Gree-

novu matici spoč́ıtat se dozv́ıme později v Lemmatu 1.8.

Definice 1.4 Zobrazeńı G : [a, b] × [a, b] → Rn×n nazýváme Greenovou

matićı úlohy (1.1), (1.2), jestliže:

1. G(·, τ) je spojitá na [a, τ ], (τ, b] pro každé τ ∈ [a, b],

2. G(t, ·) ∈ BV([a, b],Rn×n) pro každé t ∈ [a, b],

3. pro libovolné q ∈ L1([a, b];Rn×1) je funkce

x(t) =

∫ b

a

G(t, τ)q(τ) dτ, t ∈ [a, b] (1.3)

jediným řešeńım (1.1), (1.2) pro c0 = 0.

K nalezeńı Greenovy matice úlohy (1.1), (1.2) budeme potřebovat znát

obecný tvar lineárńıho ohraničeného operátoru `.

Lemma 1.5 Zobrazeńı ` : GL([a, b];Rn) → Rn je lineárně ohraničený

operátor právě tehdy, když existuje K ∈ Rn×n a V ∈ BV([a, b];Rn×n) ta-

kové, že

`(z) = Kz(a) + (KS)

∫ b

a

V (t) d[z(t)], (1.4)

kde z ∈ GL([a, b];Rn×1)

(KS) je označeńı Kurzweilova-Stieltjesova integrálu, o kterém se dozv́ıme

v́ıce v př́ıloze na konci této práce.

V následuj́ıćım př́ıkladu si prakticky ukážeme, jak nalézt matice K a V (t)

pro konkrétńı okrajovou podmı́nku a následně si ověř́ıme, zda tyto matice

splňuj́ı rovnost (1.4).
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Př́ıklad 1.6 Necht’ A1, . . . , Am ∈ Rn×n, ξ1, . . . , ξm ∈ [a, b], ξ1 < ξ2 < · · · <

ξm a `(x) =
∑m

i=1Aix(ξi). Nalezněte K a V (t).

Řešeńı:

Položme K =
∑m

i=1Ai a V (t) =
∑m

i=1Aiχ[a,ξi)(t) pro t ∈ [a, b] a ξi ∈ [a, b].

Opravdu plat́ı

`(x) = Kx(a) + (KS)

∫ b

a

V (t) d[x(t)]

=

(
m∑
i=1

Ai

)
x(a) +

∫ b

a

m∑
i=1

Aiχ[a,ξi)(t) d[x(t)]

=
m∑
i=1

Aix(a) +
m∑
i=1

Ai(x(ξi)− x(a) =
m∑
i=1

Aix(ξi).

Poznámka 1.7 V následuj́ıćım textu budeme označovat X jako funda-

mentálńı matici (1.1). Označeńım `(X) máme na mysli matici typu n× n,

která má sloupce `(x1), . . . , `(xn) jestliže X ∈ GL([a, b];Rn×n) má sloupce

x1(t), . . . , xn(t).

Nyńı už v́ıme vše potřebné a v následuj́ıćım lemmatu si uvedeme konkrétńı

tvar Greenovy matice úlohy (1.1), (1.2) a jej́ı vlastnosti.

Lemma 1.8 Úloha (1.1), (1.2), kde c0 = 0, má právě jediné řešeńı právě

tehdy, když det `(X) 6= 0. Jestlǐze to plat́ı, pak existuje Greenova matice

úlohy (1.1), (1.2), kde c0 = 0, která má tvar

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ), (1.5)

kde t, τ ∈ [a, b] a

H(τ) = −[`(X)]−1(

∫ b

a

V (s)A(s)X(s) ds ·X−1(τ) + V (τ)), (1.6)

pro τ ∈ [a, b]. Greenova matice G má následuj́ıćı vlastnosti:
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1. G je ohraničená na [a, b]× [a, b],

2. G(·, τ) je absolutně spojitá na [a, τ ] a (τ, b] pro každé τ ∈ [a, b] a jej́ı

sloupce splňuj́ı diferenciálńı rovnici (1.1) na [a, b],

3. G(τ+, τ)−G(τ, τ) = E pro každé τ ∈ [a, b],

4. G(·, τ) ∈ GL([a, b];Rn×n) pro každé τ ∈ [a, b] a `(G(·, τ)) = 0 pro

každé τ ∈ [a, b).

V následuj́ıćım př́ıkladu vid́ıme jaký tvar má Greenova matice úlohy (1.1)

s dvoubodovou okrajovou podmı́nkou.

Př́ıklad 1.9 Řešeńı soustavy (1.1) s okrajovou podmı́nkou

`(x) = Mx(a) +Nx(b) = 0 (1.7)

lze napsat ve tvaru

x(t) =

∫ b

a

G(t, s)q(s) ds, (1.8)

kde t ∈ [a, b] a

G(t, s) =

{
X(t)(−D−1NX(b))X−1(s) pro a ≤ t ≤ s ≤ b,

X(t)(En −D−1NX(b))X−1(s)) pro a ≤ s < t ≤ b,
(1.9)

kde D = MX(a) +NX(b).

Odvozeńı tvaru Greenovy matice (1.9) čtenář nalezne v [10].

Poznámka 1.10 Smysl Greenovy matice nespoč́ıvá pouze v určeńı tvaru

řešeńı lineárńı okrajové úlohy. Uvažujeme-li soustavu nelineárńıch rovnic

x′ + A(t)x = f(t, x), (1.10)

kde f : [a, b] × Rn → Rn je obecně nelineárńı vektorová funkce v druhé

proměnné, pojem Greenovy matice je možno použ́ıt i v tomto př́ıpadě. Lze
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ukázat, že x je řešeńı okrajové úlohy (1.10), (1.2) pro c0 = 0 právě tehdy,

když x splňuje soustavu integrálńıch rovnic

x(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s, x(s)) ds,

kde G je Greenova matice úlohy (1.1), (1.2).

V této kapitole jsem definice a věty čerpala z [1], [2], [8], [9] a [10].
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Kapitola 2

Okrajové úlohy pro
diferenciálńı rovnice n-tého
řádu

Poznatky z prvńı kapitoly nadále využijeme i v této kapitole, protože každou

rovnici n-tého řádu lze přepsat na soustavu rovnic 1. řádu. Jak to provést

se dozv́ıme v Poznámce 2.3.

Uvažujme diferenciálńı rovnici n-tého řádu

n∑
j=0

aj(t)u
(j)(t) = h(t) (2.1)

a okrajové podmı́nky

`j(u, u
′, . . . , u(n−1)) = 0, j = 1, . . . , n, (2.2)

kde n ∈ N, an(t) = an ∈ R�{0}, t ∈ [a, b] je konstantńı funkce, a0, . . . , an−1 ∈

L1([a, b];R), h ∈ L1([a, b];R) a `j : GL([a, b];Rn)→ R je lineárńı ohraničený

funkcionál, j = 1, . . . , n.

Definice 2.1 Funkce u ∈ ACn−1([a, b];R) je řešeńı problému (2.1), (2.2),

jestliže

– u vyhovuje diferenciálńı rovnici (2.1) pro skoro všechna t ∈ [a, b],
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– u vyhovuje okrajovým podmı́nkám (2.2).

Nyńı budeme definovat pojem Greenovy funkce lineárńı diferenciálńı rov-

nice n-tého řádu.

Definice 2.2 Funkci g : [a, b] × [a, b] → R nazýváme Greenovou funkćı

úlohy (2.1), (2.2), jestliže:

1. g(·, τ), ∂g
∂t

(·, τ), . . . , ∂
n−2g
∂tn−2 (·, τ) jsou absolutně spojité [a, b],

∂n−1g
∂t

(·, τ) je absolutně spojitá na [a, τ ], (τ, b],

2. g(t, ·), ∂g
∂t

(t, ·), . . . , ∂n−1g
∂tn−1 (t, ·) ∈ BV([a, b];R),

3. pro libovolné h ∈ L1([a, b];R):

u(t) =

∫ b

a

g(t, s)h(s) ds, t ∈ [a, b] (2.3)

je jediným řešeńım (2.1), (2.2).

Jak vypoč́ıtat konkrétńı tvar Greenovy funkce se dozv́ıme na konci kapitoly.

Poznámka 2.3 Problém (2.1), (2.2) můžeme transformovat na problém

z′(t) + A(t)z(t) = f(t), (2.4)

`(z) = 0, (2.5)

kde

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
a0(t)
an

a1(t)
an

a2(t)
an
· · · an−1(t)

an

 , (2.6)

f(t) = (0, 0, . . . , 0,
h(t)

an
)T , t ∈ [a, b]

a

` = (`1, . . . , `n)T , (2.7)

19



přes klasickou transformaci

z(t) = (u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t))T , t ∈ [a, b]. (2.8)

Poznámka 2.4 Funkce u je řešeńı problému (2.1), (2.2) právě tehdy, když

z definováno jako (2.8) je řešeńım úlohy (2.4), (2.5). Pokud z1 = u, tak z

toho vyplývá, že řešeńı z je jednoznačně určeno jeho prvńı složkou z1.

Vezměme fundamentálńı systém rovnice odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnici z

(2.1), tj.
n∑
j=0

aj(t)u
(j)(t) = 0, (2.9)

a označme je u[1], . . . , u[n]. Dále označme W Wronského matici rovnice (2.9)

W (t) =


u[1](t) · · · u[n](t)
u′[1](t) · · · u′[n](t)

· · · · · · · · ·
u

(n−1)
[1] (t) · · · u(n−1)

[n] (t)

 , t ∈ [a, b]. (2.10)

Protože W je fundamentálńı matice systému z′(t) + A(t)z(t) = 0, kde A

má tvar (2.6), můžeme použ́ıt Lemma 1.8. Proto, je-li ` z (2.7) takové, že

det `(W ) 6= 0, dostaneme Greenovu matici G problému

z′(t) + A(t)z(t) = 0, (2.11)

`(z) = 0 (2.12)

s matićı A ve tvaru (2.6). Matice G má podle Lemmatu 1.8 následuj́ıćı tvar

G(t, τ) = W (t)H(τ) + χ(τ,b](t)W (t)W−1(τ), t, τ ∈ [a, b], (2.13)

kde

H(τ) = −[`(W )]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)W (s) ds ·W−1(τ) + V (τ)

)
, (2.14)

τ ∈ [a, b].
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Věta 2.5 Greenovou funkćı úlohy (2.1),(2.2) je

g(t, s) =
G1,n(t, s)

an
, (t, s) ∈ [a, b]2, (2.15)

kde G je definováno v (2.13), (2.14).

Důkaz: Nejdř́ıv si označme

G(t, τ) = (Gij(t, τ))ni,j=1, H(τ) = (Hij(τ))ni,j=1, W−1(τ) = (wij(τ))ni,j=1,

a W (t) = (Wij(t))
n
i,j=1, t, τ ∈ [a, b].

Vzhledem k (2.13) pro i = 1, . . . , n plat́ı

Gin(t, τ) =
n∑
j=1

Wij(t)(Hjn(τ) + χ(τ,b](t)wjn(τ))

=
n∑
j=1

u
(i−1)
j (t)(Hjn(τ) + χ(τ,b](t)wjn(τ))

=

{∑n
j=1 u

(i−1)
j (t)Hjn(τ) pro t ≤ τ∑n

j=1 u
(i−1)
j (t)(Hjn(τ) + wjn(τ)) pro t > τ

(2.16)

pro (t, τ) ∈ [a, b]× [a, b].

Protože G1,n(t, τ) =
∑n

j=1 uj(t)(Hjn(τ)+χ(τ,b](t)wjn(τ)), (t, τ) ∈ [a, b]2, pak

pro i = 1, . . . , n− 1 plat́ı

∂iG1,n

∂ti
(t, τ) =

n∑
j=1

u
(i)
j (t)(Hjn(τ) + χ(τ,b](t)wjn(τ)) = Gi+1,n(t, τ)

pro (t, τ) ∈ [a, b]2, t 6= τ. Odtud vyplývá, že Gi,n(t, τ) = ∂i−1G1,n

∂ti−1 (t, τ), t 6= τ.

V t = τ lze zleva spojitě dodefinovat ∂iG1,n

∂ti
(·, τ) takto:

∂iG1,n

∂ti
(t, t) := Gi+1,n(t, t), t ∈ [a, b], i = 1, . . . , n− 1.

Z vlastnost́ı 2., 3. z Lemmatu 1.8 vid́ıme, že G1,n(·, τ), . . . , ∂
n−2G1,n

∂tn−2 (·, τ) jsou

absolutně spojité na [a, b] a ∂n−1G1,n

∂tn−1 (·, τ) je absolutně spojité na [a, τ ], (τ, b]

pro všechna τ ∈ [a, b]. G1,n tedy splňuje 1. podmı́nku z Definice 2.2.
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Z faktu, že G je Greenova matice okrajové úlohy (2.4), (2.5) plyne, že

G1,n(t, ·), . . . , ∂
n−1G1,n

∂tn−1 (t, ·) ∈ BV([a, b];Rn×n). Je tedy splněna i 2. podmı́nka

z Definice 2.2.

Nyńı ověřme, že G1,n splňuje 3. podmı́nku z Definice 2.2. Zvolme h ∈

L1([a, b];R) libovolně. Označme q(t) = (0, 0, . . . , h(t)
an

)T , pro skoro všechna

t ∈ [a, b]. Pak z 3. vlastnosti Definice 1.4 vyplývá, že


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 = x(t) =

∫ b

a

G(t, τ)q(τ) dτ =

∫ b

a

G(t, τ)


0
0
...

h(τ)
an

 dτ

je jediným řešeńım (2.4), (2.5). Pro prvńı složku x1 vektoru x plat́ı

x1(t) =

∫ b

a

G1,n(t, τ)
h(τ)

an
dτ =

∫ b

a

G1,n(t, τ)

an
h(τ) dτ, (2.17)

t ∈ [a, b]. To je ekvivalentńı vzhledem k poznámce (2.4) tomu, že x1 (maj́ıćı

tvar (2.17)) je jediné řešeńı (2.1), (2.2). Označ́ıme-li tedy g(t, τ) = G1,n(t,τ)

an
,

kde (t, τ) ∈ [a, b]2, jde o Greenovu funkci úlohy (2.1), (2.2). �

V této kapitole jsem definice a věty čerpala z [2], [9] a [10].
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Kapitola 3

Př́ıklady

V následuj́ıćıch př́ıkladech jsou zadány okrajové úlohy pro diferenciálńı sou-

stavy a rovnice. Naš́ım úkolem bude naj́ıt Greenovy matice a funkce. Řešeńı

následuj́ıćıch př́ıklad̊u má stejnou strukturu, tzn.

1. Okrajovou úlohu pro rovnici 2. řádu převedeme na soustavu rovnic 1.

řádu.

2. Najdeme fundamentálńı matici X(t) a poté pomoćı matic V (t) a K

nalezneme operátor `.

3. Vypoč́ıtáme `(X) a zjist́ıme, za jakých předpoklad̊u je regulárńı.

4. Vypoč́ıtáme Greenovu matici G(t, s).

5. Nalezneme Greenovu funkci g(t, s).

6. Vykresĺıme Greenovu funkci v MATLABu.

Př́ıklad 3.1 Nalezněte Greenovu funkci okrajové úlohy pro diferenciálńı

rovnici

−u′′ = 0

na intervalu [0, 1] s okrajovými podmı́nkami

au(0)− bu′(0) = 0, cu(1) + du′(1) = 0,

kde a, b, c, d ∈ R a a, b, c, d ≥ 0

Řešeńı:
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1. Nejprve si okrajovou úlohu pro rovnici 2. řádu převedeme na okrajovou

úlohu pro soustavu rovnic 1. řádu pomoćı transformace x1 = u a

x2 = u′. Tedy máme soustavu

x′1 = x2,

x′2 = 0,

kterou lze přepsat maticově ve tvaru(
x1

x2

)′
=

(
0 1
0 0

)(
x1

x2

)
. (3.1)

Podobně převedeme i okrajové podmı́nky

ax1(0)− bx2(0) = 0,

cx1(1) + dx2(1) = 0,

což lze opět zapsat ve tvaru

A1x(0) + A2x(1) = 0, (3.2)

kde A1 =

(
a −b
0 0

)
, A2 =

(
0 0
c d

)
a x =

(
x1

x2

)
.

2. Najdeme fundamentálńı matici řešeńı X rovnice (3.1) a matice K a V

potřebné k nalezeńı operátoru `(x) = Kx(0) + (KS)
∫ 1

0
V (t) d[x(t)].

Snadno lze dokázat, že vektorové funkce

(
t
1

)
a

(
1
0

)
jsou řešeńı rovnice

(3.1). Tato dvě řešeńı jsou lineárně nezávislá, nebot’

det

(
t 1
1 0

)
= −1 6= 0.

Matice X(t) =

(
t 1
1 0

)
, jej́ıž sloupce tvoř́ı lineárně nezávislá řešeńı rov-

nice (3.1), je tedy opravdu fundamentálńı matićı řešeńı rovnice (3.1).

Nyńı urč́ıme matice K a V tak, aby platila rovnost

Kx(0) + (KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)] = A1x(0) + A2x(1), (3.3)

24



pro všechna x =

(
x1

x2

)
. Položme

V = A2 =

(
a −b
0 0

)
a

K = A1 + A2 =

(
a −b
0 0

)
+

(
0 0
c d

)
=

(
a −b
c d

)
.

Dosazeńım K a V do `(x) ověř́ıme, že rovnost (3.3) plat́ı.

`(x) = Kx(0) + (KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)]

= (A1 + A2)x(0) + (KS)

∫ 1

0

A2 d[x(t)]

= A1x(0) + A2x(0) + A2x(1)− A2x(0) = A1x(0) + A2x(1).

3. Vypoč́ıtáme `(X) a zjist́ıme, za jakých předpoklad̊u je regulárńı.

Plat́ı

`(X) = A1X(0) + A2X(1) =

(
a −b
0 0

)(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
c d

)(
1 1
1 0

)
=

(
−b a
0 0

)
+

(
0 0

c+ d c

)
=

(
−b a
c+ d c

)
.

Tato matice je regulárńı právě tehdy, když

det `(X) = −bc− ac− ad 6= 0.

4. Nalezneme Greenovu matici okrajové úlohy

G(t, s) =

{
X(t)(−D−1A2X(1))X−1(s) pro 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

X(t)(E −D−1A2X(1))X−1(s) pro 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

kde D = `(X) = A1X(0) + A2X(1) =

(
−b a
c+ d c

)
.

Označme ∆ = detD. Vzhledem k tomu, že ∆ 6= 0, existuje inverzńı
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matice D−1, která je rovna

D−1 =

(
c
∆
− a

∆
−c−d

∆
− b

∆

)
= ∆−1

(
c −a

−c− d −b

)
.

Pak pro t ≤ s plat́ı

G(t, s) = X(t)(−D−1A2X(1))X−1(s)

=

(
t 1
1 0

)(
− c

∆
a
∆

c+d
∆

b
∆

)(
0 0

c+ d c

)(
0 1
1 −s

)

=

(
tac+bc

∆
(at+b)(c+d−sc)

∆
ac
∆

ac+ad−sac
∆

)
= ∆−1

(
(at+ b)c) (at+ b)(c+ d− sc)

ac ac+ ad− sac

)

a pro t > s plat́ı

G(t, s) = X(t)(E −D−1A2X(1))X−1(s)

=

(
t 1
1 0

)[(
1 0
0 1

)
+

(
a(c+d)

∆
ac
∆

bc+bd
∆

bc
∆

)](
0 1
1 −s

)

=

(
tac−ac−ad

∆
(as+b)(c+d−tc)

∆
ac
∆

−bc−sac
∆

)
= ∆−1

(
a(tc− c− d) (as+ b)(c+ d− tc)

ac −bc− sac

)
.

5. Předpis Greenovy funkce dostáváme takto

g(t, s) =
G1,2(t, s)

a2

= −G1,2(t, s)

=

{
−∆−1(c+ d− sc)(at+ b) pro 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

−∆−1(c+ d− tc)(as+ b) pro 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

kde ∆ = −bc− ac− ad.

Greenova funkce pro a = b = c = d = 1 je vykreslena na obrázku 3.1.
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Obrázek 3.1: Greenova funkce př́ıkladu 3.1 pro a = b = c = d = 1
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Př́ıklad 3.2 Nalezněte Greenovu funkci okrajové úlohy pro diferenciálńı

rovnici

u′′ = 0

na intervalu [0, 1] s okrajovými podmı́nkami

u′(0) = 0,

αu(η) = u(1),

kde α ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1).

Řešeńı:

1. Nejprve si okrajovou úlohu pro rovnici 2. řádu převedeme na okrajovou

úlohu pro soustavu rovnic 1. řádu pomoćı transformace x1 = u a x2 =

u′. Obdobně jako v př́ıkladu 3.1 dostaneme soustavu (3.1). Podobně

převedeme i okrajové podmı́nky

x2(0) = 0,

αx1(η)− x1(1) = 0,

které lze zapsat ve tvaru

A1x(0) + A2x(η) + A3x(1) = 0, (3.4)

kde A1 =

(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
0 0
α 0

)
, A3 =

(
0 0
−1 0

)
pro x =

(
x1

x2

)
.

2. Najdeme fundamentálńı matici řešeńı X(t) rovnice (3.1) a matice K

a V potřebné k nalezeńı operátoru `.

Fundamentálńı matice řešeńı rovnice (3.1) je stejná jako v Př́ıkladu

3.1, tedy X(t) =

(
t 1
1 0

)
.

Nyńı urč́ıme matice K a V tak, aby platila rovnost

Kx(0) + (KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)] = A1x(0) +A2x(η) +A3x(1) = 0, (3.5)
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pro x =

(
x1

x2

)
. Položme

K = A1 + A2 + A3

a

V = A2 + A3 − A2χ[η,1)(t).

Dosazeńım K a V do `(x) ověř́ıme, že rovnost (3.5) plat́ı.

`(x) = Kx(0) + (KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)]

= (A1 + A2 + A3)x(0) + (KS)

∫ 1

0

A2 + A3 − A2χ[η,1)(t) d[x(t)]

= (A1 + A2 + A3)x(0) + (A2 + A3 − A2)x(1)− A2x(0)− A3x(0)

+ A2x(η) = A1x(0) + A2x(η) + A3x(1)

3. Vypoč́ıtáme `(X) a zjist́ıme, za jakých předpoklad̊u je regulárńı.

Plat́ı

`(X) = A1X(0) + A2X(η) + A3X(1)

=

(
0 1
0 0

)(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
α 0

)(
η 1
1 0

)
+

(
0 0
−1 0

)(
1 1
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
αη α

)
+

(
0 0
−1 −1

)
=

(
1 0

αη − 1 α− 1

)
.

Vid́ıme, že det(`(X)) = α − 1. Vzhledem k předpokladu α 6= 1 je

zřejmě `(X) regulárńı.

4. Nalezneme Greenovu matici

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ), (3.6)

kde

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)
. (3.7)
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Výpočtem zjist́ıme, že [`(X)]−1 =

(
1 0

1−αη
α−1

1
α−1

)
, [X(τ)]−1 =

(
0 1
1 −τ

)
a

V (s) = A2 + A3 − A2χ[η,1)(s) =

(
0 0
α 0

)
+

(
0 0
−1 0

)
−
(

0 0
α 0

)
χ[η,1)(s)

=

(
0 0

α− 1 0

)
+



(
0 0

0 0

)
pro s ∈ [0, η)(

0 0

−α 0

)
pro s ∈ [η, 1]



=



(
0 0

α− 1 0

)
pro s ∈ [0, η),(

0 0

−1 0

)
pro s ∈ [η, 1].

Nejdř́ıve vypoč́ıtáme H(τ) pro τ < η. Vı́me, že

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)
.
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Pro přehlednost nejdř́ıve spoč́ıtáme integrál uvnitř závorky. Źıskáme

∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) ds =

∫ 1

τ



(
0 0

α− 1 0

)
pro s ∈ [τ, η)(

0 0

−1 0

)
pro s ∈ [η, 1]

 ·(
0 1
0 0

)(
s 1
1 0

)
ds

=

∫ 1

τ



(
0 0

α− 1 0

)
pro s ∈ [τ, η)(

0 0

−1 0

)
pro s ∈ [η, 1]

 ds

=

∫ η

τ

(
0 0

α− 1 0

)
ds+

∫ 1

η

(
0 0
−1 0

)
ds

=

(
0 0

(η − τ)(α− 1) 0

)
+

(
0 0

η − 1 0

)
=

(
0 0

(η − 1) + (η − τ)(α− 1) 0

)
.

Integrál dosad́ıme a tak źıskáme matici H(τ) pro τ < η

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)

= −
(

1 0
1−αη
α−1

1
α−1

)((
0 0

(η − 1) + (η − τ)(α− 1) 0

)(
0 1
1 −τ

)

+

(
0 0

α− 1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)((
0 0
0 (η − 1) + (η − τ)(α− 1)

)
+

(
0 0

α− 1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)(
0 0

α− 1 (η − 1) + (η − τ)(α− 1)

)

=

(
0 0

−1 −η+1−(η−τ)(α−1)
α−1

)
.

(3.8)
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Dále budeme poč́ıtat matici H(τ) pro τ ≥ η:

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)(∫ 1

τ

(
0 0
−1 0

)(
0 1
0 0

)(
s 1
1 0

)
ds

(
0 1
1 −τ

)

+

(
0 0
−1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)(∫ 1

τ

(
0 0
−1 0

)
ds

(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0
−1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)((
0 0

τ − 1 0

)(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0
−1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)((
0 0
0 τ − 1

)
+

(
0 0
−1 0

))

=

(
−1 0
αη−1
α−1

−1
α−1

)(
0 0
−1 τ − 1

)
=

(
0 0
1

α−1
1−τ
α−1

)
.

(3.9)
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Nyńı vypoč́ıtáme předpis Greenovy matice G(t, τ)

pro 0 ≤ τ < η < t ≤ 1 nebo 0 ≤ τ < t < η < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
0 0

−1 −η+1−(η−τ)(α−1)
α−1

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

=

(
−1 −η+1−(η−τ)(α−1)

α−1

0 0

)
+

(
1 t− τ
0 1

)

=

(
0 t− τ + −η+1−(η−τ)(α−1)

α−1

0 1

)
=

(
0 t− η + 1−η

α−1

0 1

)
,

pro 0 < t ≤ τ < η < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
0 0

−1 −η+1−(η−τ)(α−1)
α−1

)
+

(
0 0
0 0

)

=

(
−1 −η+1−(η−τ)(α−1)

α−1

0 0

)
=

(
−1 τ − η + 1−η

α−1

0 0

)
,

pro 0 < η ≤ τ < t ≤ 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
0 0
1

α−1
1−τ
α−1

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

=

(
1

α−1
1−τ
α−1

0 0

)
+

(
1 t− τ
0 1

)
=

(
α
α−1

t− τ + 1−τ
α−1

0 1

)
,

a pro 0 < η < t ≤ τ < 1 nebo 0 < t < η ≤ τ < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
0 0
1

α−1
1−τ
α−1

)
+

(
0 0
0 0

)
=

(
1

α−1
1−τ
α−1

0 0

)
.

5. Předpis Greenovy funkce okrajové úlohy pro danou diferenciálńı rov-
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nici dostáváme takto

g(t, τ) =



t− η + 1−η
α−1

pro 0 ≤ τ < η < t ≤ 1

nebo 0 ≤ τ < t < η < 1,

τ − η + 1−η
α−1

pro 0 < t ≤ τ < η < 1,

t− τ + 1−τ
α−1

pro 0 < η ≤ τ < t ≤ 1,
1−τ
α−1

pro 0 < η < t ≤ τ < 1

nebo 0 < t < η ≤ τ < 1.

Greenova funkce pro náhodně vygenerované η = 0.6555 a α = 0.1712 je

vykreslena na obrázku 3.2.
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Obrázek 3.2: Greenova funkce př́ıkladu 3.2 pro η = 0.6555 a α = 0.1712
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Př́ıklad 3.3 Nalezněte Greenovu funkci okrajové úlohy pro diferenciálńı

rovnici

u′′ = 0

na intervalu [0, 1] s okrajovými podmı́nkami

u(0) = 0,

αu(η) = u(1),

kde η ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1
η
).

Řešeńı:

1. Nejprve si okrajovou úlohu pro rovnici 2. řádu převedeme na okrajovou

úlohu pro soustavu rovnic 1. řádu pomoćı transformace x1 = u a

x2 = u′. Obdobně jako v př́ıkladu 3.1 dostaneme rovnici (3.1). Podobně

převedeme i okrajové podmı́nky

x1(0) = 0,

αx1(η)− x1(1) = 0,

které lze zapsat ve tvaru

A1x(0) + A2x(η) + A3x(1) = 0, (3.10)

kde A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 0
α 0

)
, A3 =

(
0 0
−1 0

)
a x =

(
x1

x2

)
.

2. Najdeme fundamentálńı matici řešeńı X(t) rovnice (3.1) a matice K

a V potřebné k nalezeńı operátoru `.

Fundamentálńı matice řešeńı rovnice (3.1) je stejná jako v př́ıkladu

3.1, tedy

X(t) =

(
t 1
1 0

)
.

Nyńı urč́ıme matice K a V tak, aby platila rovnost

Kx(0)+(KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)] = A1x(0)+A2x(η)+A3x(1) = 0, (3.11)
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kde x =

(
x1

x2

)
. Položme

K = A1 + A2 + A3 =
3∑
i=1

Ai

a

V = A2 + A3 − A2χ[η,1)(t) = A2χ[0,η)∪{1}(t) + A3.

Dosazeńım K a V do `(x) ověř́ıme, že rovnost (3.11) plat́ı.

3. Vypoč́ıtáme `(X) a zjist́ıme, za jakých předpoklad̊u je regulárńı.

Plat́ı

`(X) = A1X(0) + A2X(η) + A3X(1)

=

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
α 0

)(
η 1
1 0

)
+

(
0 0
−1 0

)(
1 1
1 0

)
=

(
0 1
0 0

)
+

(
0 0
αη α

)
+

(
0 0
−1 −1

)
=

(
0 1

αη − 1 α− 1

)
.

Vid́ıme, že det(`(X)) = 1 − αη. Vzhledem k předpokladu α 6= 1
η

je

zřejmě `(X) regulárńı.

4. Nalezneme Greenovu matici G(t, τ) s předpisem (3.6), kde H(τ) má

předpis (3.7).

Výpočtem zjist́ıme, že

[`(X)]−1 =

(
1−α
αη−1

1
αη−1

1 0

)
,[X(τ)]−1 =

(
0 1
1 −τ

)
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a

V (s) = A2 + A3 − A2χ[η,1)(s) =

(
0 0
α 0

)
+

(
0 0
−1 0

)
−
(

0 0
α 0

)
χ[η,1)(s)

=

(
0 0

α− 1 0

)
+



(
0 0

0 0

)
pro s ∈ [0, η)(

0 0

−α 0

)
pro s ∈ [η, 1]



=



(
0 0

α− 1 0

)
pro s ∈ [0, η),(

0 0

−1 0

)
pro s ∈ [η, 1].

Nejdř́ıve vypoč́ıtáme H(τ) pro τ < η. Vı́me, že

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)
.

Výraz uvnitř závorky je stejný jako v př́ıkladu 3.2 v rovnosti (3.8).

Tedy

H(τ) = −
(

1−α
αη−1

1
αη−1

1 0

)(
0 0

α− 1 (η − 1) + (η − τ)(α− 1)

)

=

(
1−α
αη−1

−η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

0 0

)
.

Dále budeme poč́ıtat matici H(τ) pro τ ≥ η. Výraz uvnitř závorky je

stejný jako v př́ıkladu 3.2 v rovnosti (3.9)

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)

= −
(

1−α
αη−1

1
αη−1

1 0

)(
0 0
−1 τ − 1

)
=

(
1

αη−1
1−τ
αη−1

0 0

)
.
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Nyńı vypoč́ıtáme předpis Greenovy matice G(t, τ)

pro 0 ≤ τ < η < t ≤ 1 nebo 0 ≤ τ < t < η < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
1−α
αη−1

−η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

0 0

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

=

(
t(1−α)
αη−1

−t[η−1+(η−τ)(α−1)]
αη−1

1−α
αη−1

−η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

)
+

(
1 t− τ
0 1

)

=

(
1 + t(1−α)

αη−1
t− τ − t[η−1+(η−τ)(α−1)]

αη−1
1−α
αη−1

1 + −η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

)

=

(
1 + t(1−α)

αη−1
2t− τ − tτ(α−1)

αη−1
1−α
αη−1

τ(α−1)
αη−1

)
,

pro 0 < t ≤ τ < η < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
1−α
αη−1

−η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

0 0

)

=

(
t(1−α)
αη−1

−t[η−1+(η−τ)(α−1)]
αη−1

1−α
αη−1

−η+1−(η−τ)(α−1)
αη−1

)
=

(
t(1−α)
αη−1

−t+ tτ(α−1)
αη−1

1−α
αη−1

−1 + τ(α−1)
αη−1

)
,

pro 0 < η ≤ τ < t ≤ 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
1

αη−1
1−τ
αη−1

0 0

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

=

(
t

αη−1
t(1−τ)
αη−1

1
αη−1

1−τ
αη−1

)
+

(
1 t− τ
0 1

)
=

(
1 + t

αη−1
t− τ + t(1−τ)

αη−1
1

αη−1
1 + 1−τ

αη−1

)

=

(
1 + t

αη−1
−τ + t(αη−τ)

αη−1
1

αη−1
αη−τ
αη−1

)
,
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a pro 0 < η < t ≤ τ < 1 nebo 0 < t < η ≤ τ < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

=

(
t 1
1 0

)(
1

αη−1
1−τ
αη−1

0 0

)
+

(
0 0
0 0

)
=

(
t

αη−1
t(1−τ)
αη−1

1
αη−1

1−τ
αη−1

)
.

5. Předpis Greenovy funkce okrajové úlohy pro danou diferenciálńı rov-

nici dostáváme takto

g(t, τ) =



2t− τ − tτ(α−1)
αη−1

pro 0 ≤ τ < η < t ≤ 1

nebo 0 ≤ τ < t < η < 1,

−t+ tτ(α−1)
αη−1

pro 0 < t ≤ τ < η < 1,

−τ + t(αη−τ)
αη−1

pro 0 < η ≤ τ < t ≤ 1,
t(1−τ)
αη−1

pro 0 < η < t ≤ τ < 1,

nebo 0 < t < η ≤ τ < 1.

Greenova funkce pro náhodně vygenerované η = 0.0971 a α = 0.8235 je

vykreslena na obrázku 3.3.
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Obrázek 3.3: Greenova funkce př́ıkladu 3.3 pro η = 0.0971 a α = 0.8235
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Př́ıklad 3.4 Nalezněte Greenovu funkci okrajové úlohy pro diferenciálńı

rovnici

−u′′ = 0

na intervalu [0, 1] s okrajovými podmı́nkami

u(0) = au(ξ),

u(1) = bu(η),

kde 0 < ξ < η < 1 a 0 ≤ a, b < 1.

Řešeńı:

1. Nejprve si okrajovou úlohu pro rovnici 2. řádu převedeme na okrajovou

úlohu pro soustavu rovnic 1. řádu pomoćı transformace x1 = u a

x2 = u′. Obdobně jako v př́ıkladu 3.1 dostaneme rovnici (3.1). Podobně

převedeme i okrajové podmı́nky

x1(0)− ax1(ξ) = 0,

x1(1)− bx1(η) = 0,

což lze zapsat ve tvaru

A1x(0) + A2x(ξ) + A3x(η) + A4x(1) = 0, (3.12)

kde A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
−a 0
0 0

)
, A3 =

(
0 0
−b 0

)
, A4 =

(
0 0
1 0

)
a

x =

(
x1

x2

)
.

2. Najdeme fundamentálńı matici řešeńı X(t) rovnice (3.1) a matice K

a V potřebné k nalezeńı operátoru `.

Fundamentálńı matice řešeńı rovnice (3.1) je X(t) =

(
t 1
1 0

)
.

Nyńı urč́ıme matice K a V tak, aby platila rovnost

Kx(0) + (KS)

∫ 1

0

V (t) d[x(t)] = A1x(0) +A2x(ξ) +A3x(η) +A4x(1),

(3.13)
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kde x =

(
x1

x2

)
. Položme

K = A1 + A2 + A3 + A4 =
4∑
i=1

Ai

a

V = A2χ[0,ξ)(t) + A3χ[0,η)(t) + A4.

Dosazeńım K a V do `(x) ověř́ıme, že rovnost (3.13) plat́ı.

3. Vypoč́ıtáme `(X) a zjist́ıme, za jakých předpoklad̊u je regulárńı.

Plat́ı

`(X) = A1x(0) + A2x(ξ) + A3x(η) + A4x(1)

=

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)
+

(
−a 0
0 0

)(
ξ 1
1 0

)
+

(
0 0
−b 0

)(
η 1
1 0

)
+

(
0 0
1 0

)(
1 1
1 0

)
=

(
0 1
0 0

)
+

(
−ξa −a

0 0

)
+

(
0 0
−bη −b

)
+

(
0 0
1 1

)
=

(
−aξ 1− a

1− bη 1− b

)
.

Vid́ıme, že det(`(X)) = −[aξ(1 − b) + (1 − a)(1 − bη)]. Vzhledem k

předpokladu, že 0 < ξ < η < 1 a 0 ≤ a, b < 1 je zřejmě aξ(1− b) ≥ 0 a

(1−a)(1−bη) > 0. Tedy det(`(X)) = −[aξ(1−b)+(1−a)(1−bη)] < 0,

takže `(X) je regulárńı. Označme ∆ = det `(X).

4. Nalezneme Greenovu matici G(t, τ) s předpisem (3.6), kde H(τ) má

předpis (3.7).

Výpočtem zjist́ıme, že
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[`(X)]−1 =

( b−1
−∆

1−a
−∆

1−bη
−∆

aξ
−∆

)
= − 1

∆

(
b− 1 1− a
1− bη aξ

)
, [X(τ)]−1 =

(
0 1
1 −τ

)
a

V (s) = A2χ[0,ξ)(s) + A3χ[0,η)(s) + A4

=

(
−a 0
0 0

)
χ[0,ξ)(s) +

(
0 0
−b 0

)
χ[0,η)(s) +

(
0 0
1 0

)

=



(
−a 0

0 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

0 0

)
pro s ∈ [ξ, 1]

+



(
0 0

−b 0

)
pro s ∈ [0, η),(

0 0

0 0

)
pro s ∈ [η, 1]


+

(
0 0
1 0

)

=



(
−a 0

1− b 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

1− b 0

)
pro s ∈ [ξ, η)(

0 0

1 0

)
pro s ∈ [η, 1]

Nejdř́ıve vypoč́ıtáme H(τ) pro τ ∈ [0, ξ). Vı́me, že

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)
.
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Pro přehlednost nejdř́ıve spoč́ıtáme integrál uvnitř závorky. Źıskáme

∫ b

τ

V (s)A(s)X(s) ds =

∫ 1

τ



(
−a 0

1− b 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

1− b 0

)
pro s ∈ [ξ, η)(

0 0

1 0

)
pro s ∈ [η, 1]



(
0 1
0 0

)(
s 1
1 0

)
ds

=

∫ 1

τ



(
−a 0

1− b 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

1− b 0

)
pro s ∈ [ξ, η)(

0 0

1 0

)
pro s ∈ [η, 1]


ds

=

∫ ξ

τ

(
−a 0

1− b 0

)
ds+

∫ η

ξ

(
0 0

1− b 0

)
ds

+

∫ 1

η

(
0 0
1 0

)
ds

=

(
(τ − ξ)a 0

(ξ − τ)(1− b) + (η − ξ)(1− b) + (1− η) 0

)
.

Integrál dosad́ıme a tak źıskáme matici H(τ) pro τ ∈ [0, ξ)

H(τ) = −[`(X)]−1

((
(τ − ξ)a 0

(ξ − τ)(1− b) + (η − ξ)(1− b) + (1− η) 0

)
(

0 1
1 −τ

)
+

(
−a 0

1− b 0

))
=

1

∆

(
b− 1 1− a
1− b aξ

)(
−a (τ − ξ)a

1− b (1− b)(η − τ) + (1− η)

)

= −

(
−a(1−b)+(1−b)(a−1)

∆
a(τ−ξ)(1−b)+(a−1)(ξ−τ)+(a−1)(1−b)(η−ξ)+(a−1)(1−η)

∆
−a(bη−1)−aξ(1−b)

∆
a(τ−ξ)(bη−1)−aξ(1−b)(ξ−τ)−aξ(1−b)(η−ξ)−aξ(1−η)

∆

)

= −

(
b−1
∆

a(τ−ξ)(1−b)+(a−1)(ξ−τ)+(a−1)(1−b)(η−ξ)+(a−1)(1−η)
∆

−a(bη−1)−aξ(1−b)
∆

a(τ−ξ)(bη−1)−aξ(1−b)(ξ−τ)−aξ(1−b)(η−ξ)−aξ(1−η)
∆

)
.
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Dále budeme poč́ıtat matici H(τ) pro τ ∈ [ξ, η). Tedy

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ 1

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)

= −[`(X)]−1


∫ 1

τ



(
−a 0

1− b 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

1− b 0

)
pro s ∈ [ξ, η)(

0 0

1 0

)
pro s ∈ [η, 1]



(
0 1
0 0

)(
s 1
1 0

)
ds

(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0

1− b 0

))

= −[`(X)]−1

((∫ η

τ

(
0 0

1− b 0

)
ds+

∫ 1

η

(
0 0
1 0

)
ds

)(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0

1− b 0

))

= −[`(X)]−1

((
0 0

(η − τ)(1− b) + (1− η) 0

)(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0

1− b 0

))
= −[`(X)]−1

((
0 0
0 (η − τ)(1− b) + (1− η)

)
+

(
0 0

1− b 0

))
=

1

∆

(
b− 1 1− a
1− bη aξ

)(
0 0

1− b (η − τ)(1− b) + (1− η)

)

= −

(
(a−1)(1−b)

∆
(a−1)(η−τ)(1−b)+(a−1)(1−η)

∆
−aξ(1−b)

∆
−aξ(η−τ)(1−b)−aξ(1−η)

∆

)

= −

(
(a−1)(1−b)

∆
(a−1)[(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆
−aξ(1−b)

∆
−aξ[(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆

)
.
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Nyńı spoč́ıtáme matici H(τ) pro τ ∈ [η, 1]. Tedy

H(τ) = −[`(X)]−1

(∫ 1

τ

V (s)A(s)X(s) dsX−1(τ) + V (τ)

)

= −[`(X)]−1


∫ 1

τ



(
−a 0

1− b 0

)
pro s ∈ [0, ξ)(

0 0

1− b 0

)
pro s ∈ [ξ, η)(

0 0

1 0

)
pro s ∈ [η, 1]



(
0 1
0 0

)(
s 1
1 0

)
ds

(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0
1 0

))

= −[`(X)]−1

(∫ 1

τ

(
0 0
1 0

)
ds

(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0
1 0

))
= −[`(X)]−1

((
0 0

1− τ 0

)(
0 1
1 −τ

)
+

(
0 0
1 0

))

=
1

∆

(
b− 1 1− a
1− bη aξ

)(
0 0
1 1− τ

)
= −

(
a−1
∆

(a−1)(1−τ)
∆

−aξ
∆

−aξ(1−τ)
∆

)
.
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Nyńı vypoč́ıtáme předpis Greenovy matice G(t, τ)

pro 0 < t < τ < ξ < η < t < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)(
b−1
∆

a(τ−ξ)(1−b)+(a−1)(ξ−τ)+(a−1)(1−b)(η−ξ)+(a−1)(1−η)
∆

−a(bη−1)−aξ(1−b)
∆

a(τ−ξ)(bη−1)−aξ(1−b)(ξ−τ)−aξ(1−b)(η−ξ)−aξ(1−η)
∆

)

= −

(
(b−1)(t+aξ)−a(bη−1)

∆
t(−abτ−abη+2abξ−aξ+a+bη−bξ+τ−1)+aτ(b(η−ξ)+ξ−1)

∆
b−1
∆

a(b(−τ−η+2ξ)−ξ+1)+b(η−ξ)+τ−1
∆

)
,

pro 0 < ξ < t < τ < η < 1 nebo 0 < t < ξ < τ < η < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)( (a−1)(1−b)
∆

(a−1)[(η−τ)(1−b)+(1−η)]
∆

−aξ(1−b)
∆

−aξ[(η−τ)(1−b)+(1−η)]
∆

)

= −

(
(1−b)[t(a−1)−aξ]

∆
[t(a−1)−aξ][(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆
(a−1)(1−b)

∆
(a−1)[(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆

)
,

pro 0 < ξ < η < t < τ < 1 nebo 0 < ξ < t < η < τ < 1 nebo 0 < t <

ξ < η < τ < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)(
a−1
∆

(a−1)(1−τ)
∆

−aξ
∆

−aξ(1−τ)
∆

)

= −

(
t(a−1)−aξ

∆
(1−τ)[t(a−1)−aξ]

∆
a−1
∆

(a−1)(1−τ)
∆

)
,

pro 0 < τ < t < ξ < η < 1 nebo 0 < τ < ξ < t < η < 1 nebo

47



0 < τ < ξ < η < t < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)(
b−1
∆

a(τ−ξ)(1−b)+(a−1)(ξ−τ)+(a−1)(1−b)(η−ξ)+(a−1)(1−η)
∆

−a(bη−1)−aξ(1−b)
∆

a(τ−ξ)(bη−1)−aξ(1−b)(ξ−τ)−aξ(1−b)(η−ξ)−aξ(1−η)
∆

)

+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

= −

(
(b−1)(t+aξ)−a(bη−1)

∆
t(−abτ−abη+2abξ−aξ+a+bη−bξ+τ−1)+aτ(b(η−ξ)+ξ−1)

∆
b−1
∆

a(b(−τ−η+2ξ)−ξ+1)+b(η−ξ)+τ−1
∆

)

+

(
1 t− τ
0 1

)

=

(
t(b−1)+(1−bη)

−∆
t(−abτ−abη+2abξ−aξ+a+bη−bξ+τ−1)+aτ(b(η−ξ)+ξ−1)

−∆
+ t− τ

b−1
−∆

ab(ξ−τ)−bξ+τ
−∆

)
,

pro 0 < ξ < τ < t < η < 1 nebo 0 < ξ < τ < η < t < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)( (a−1)(1−b)
∆

(a−1)[(η−τ)(1−b)+(1−η)]
∆

−aξ(1−b)
∆

−aξ[(η−τ)(1−b)+(1−η)]
∆

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

= −

(
(1−b)[t(a−1)−aξ]

∆
[t(a−1)−aξ][(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆
(a−1)(1−b)

∆
(a−1)[(η−τ)(1−b)+(1−η)]

∆

)
+

(
1 t− τ
0 1

)

=

(
(1−a)[t(1−b)+(1−bη)]

−∆
[t(a−1)−aξ][(η−τ)(1−b)+(1−η)]

−∆
+ t− τ

(a−1)(1−b)
−∆

(1−b)[aξ−τ(a−1)]
−∆

)
,

pro 0 < ξ < η < τ < t < 1:

G(t, τ) = X(t)H(τ) + χ(τ,b](t)X(t)X−1(τ)

= −
(
t 1
1 0

)(
a−1
∆

(a−1)(1−τ)
∆

−aξ
∆

−aξ(1−τ)
∆

)
+

(
t 1
1 0

)(
0 1
1 −τ

)

= −

(
t(a−1)−aξ

∆
(1−τ)[t(a−1)−aξ]

∆
a−1
∆

(a−1)(1−τ)
∆

)
+

(
1 t− τ
0 1

)

=

(
(a−1)(t−1+bη)−abξ

−∆
(1−τ)[t(a−1)−aξ]

−∆
+ t− τ

a−1
−∆

(a−1)(bη−τ)+aξ(1−b)
−∆

)
.
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5. Předpis Greenovy funkce g(t, τ) má předpis:

• t(−abτ−abη+2abξ−aξ+a+bη−bξ+τ−1)+aτ(b(η−ξ)+ξ−1)
−∆

pro 0 < t < τ < ξ < η,

• [t(a−1)−aξ][(η−τ)(1−b)+(1−η)]
−∆

pro ξ < t < τ < η nebo 0 < t < ξ < τ < η,

• (1−τ)[t(a−1)−aξ]
−∆

pro ξ < η < t < τ < 1 nebo ξ < t < η < τ < 1

nebo 0 < t < ξ < η < τ < 1,

• t(−abτ−abη+2abξ−aξ+a+bη−bξ+τ−1)+aτ(b(η−ξ)+ξ−1)
−∆

+ t− τ

pro 0 < τ < t < ξ < η nebo 0 < τ < ξ < t < η

nebo 0 < τ < ξ < η < t < 1,

• [t(a−1)−aξ][(η−τ)(1−b)+(1−η)]
−∆

+ t− τ

pro ξ < τ < t < η nebo ξ < τ < η < t < 1,

• (1−τ)[t(a−1)−aξ]
−∆

+ t− τ

pro ξ < η < τ < t < 1,

kde ∆ = −aξ(1−b)−(1−bη)(1−a). Greenova funkce pro a = 0.1, b =

0.3, η = 0.5 a ξ = 0.7 je vykreslena na obrázku 3.4.
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Obrázek 3.4: Greenova funkce př́ıkladu 3.4 pro a = 0.1, b = 0.3, η = 0.5 a ξ = 0.7
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Př́ıloha:
Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál

V této př́ıloze krátce seznámı́me čtenáře s Kurzweil-Stieltjesovým integrálem.

Uvedeme postačuj́ıćı podmı́nky existence a uvid́ıme několik základńıch vlast-

nost́ı tohoto integrálu, které jsme použili v této práci.

Nejdř́ıve si zadefinujeme pojem kalibru, δ-jemného děleńı a integrálńıho

součtu.

Definice 3.5 Každá kladná funkce δ : [a, b] → (0,∞) se nazývá kalibr na

intervalu [a, b]. Množinu kalibr̊u na [a, b] znač́ıme G[a, b]. Je-li δ kalibr na

[a, b], řekneme, že značené děleńı (σ, ξ) intervalu [a, b] je δ-jemné, jestliže

plat́ı

[σj−1, σj] ⊂ (ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj))

pro všechna j = 1, 2, . . . , ν(σ).

A(δ; [a, b]) znač́ı množinu všech δ-jemných značených děleńı intervalu [a, b].

Nehroźı-li nedorozuměńı, použ́ıváme kratš́ı značeńı A(δ).

Mějme funkce f, g : [a, b] → R a značené děleńı (σ, ξ) ∈ J [a, b]. Potom

definujeme integrálńı součet

S(σ, ξ) =

ν(σ)∑
j=1

f(ξj)[g(σj)− g(σj−1)].

V následuj́ıćı definici se dozv́ıme jakou má Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál

hodnotu a jak ho budeme značit.
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Definice 3.6 Necht’ f, g : [a, b] → R a I ∈ R. Řekneme, že existuje

Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál (KS-integrál)
∫ b
a
f(x) d[g(x)] a má hodnotu

I ∈ R, jestliže

∀ε > 0∃δε ∈ G[a, b] : ((σ, ξ) ∈ A(δε))⇒ |I − S(σ, ξ)| < ε.

Jestliže g(x) ≡ x, pak mı́sto o KS-integrálu mluv́ıme o Kurzweil-Henstockově

integrálu a znač́ıme
∫ b
a
f(x) dx.

Budeme využ́ıvat též zkrácené značeńı
∫ b
a
f dg =

∫ b
a
f(x) d[g(x)].

Dále plat́ı, že ∫ b

a

f dg = −
∫ a

b

f dg

a ∫ a

a

f dg = 0.

V následuj́ıćı větě zjist́ıme, kdy Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál existuje.

Věta 3.7 (Bolzanova-Cauchyova podmı́nka) Necht’ f, g : [a, b]→ R. Potom

integrál
∫ b
a
f dg existuje právě tehdy, když plat́ı ∀ε > 0∃δε ∈ G[a, b] :

((σ, ξ), (σ′, ξ′) ∈ A(δε))⇒ |S(σ, ξ)− S(σ′, ξ′)| < ε.

Dále si uvedeme několik vět, v kterých uvid́ıme několik vlastnost́ı Kurzweil-

Stieltjesova integrálu.

Věta 3.8 Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b] → R a necht’ existuj́ı integrály∫ b
a
f1 dg,

∫ b
a
f2 dg,

∫ b
a
f dg1a

∫ b
a
f dg2. Potom pro libovolná c1, c1 ∈ R plat́ı

∫ b

a

(c1f1 + c2f2) dg = c1

∫ b

a

f1 dg + c2

∫ b

a

f2 dg

a ∫ b

a

f d[c1g1 + c2g2] = c1

∫ b

a

f dg1 + c2

∫ b

a

f dg2.
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Věta 3.9 Necht’ f, g : [a, b]→ R a c ∈ [a, b]. Integrál
∫ b
a
f dg existuje právě

tehdy, když existuj́ı oba integrály
∫ c
a
f dg a

∫ b
c
f dg. V takovém př́ıpadě pak

plat́ı rovnost ∫ b

a

f dg =

∫ c

a

f dg +

∫ b

c

f dg.

V práci jsme při hledáńı matice K a V v př́ıkladech 3.2, 3.3 a 3.4 dále

použili vlastnost, že pro libovolnou funkci g regulovanou na [a, b] plat́ı

∫ b

a

χ(τ,b] dg = g(b)− g(τ+) pro τ ∈ [a, b),

∫ b

a

χ[τ,b] dg = g(b)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b],

∫ b

a

χ[a,τ ] dg = g(τ+)− g(a) pro τ ∈ [a, b),

∫ b

a

χ[a,τ) dg = g(τ−)− g(a) pro τ ∈ (a, b]

a ∫ b

a

χ[τ ] dg = g(τ+)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b).

V této př́ıloze jsem definice a věty čerpala z [3].
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Závěr

V prvńı kapitole této práce se věnuji Greenově matici okrajové úlohy pro

systém diferenciálńıch rovnic 1. řádu, jej́ım vlastnostem, za jakých podmı́nek

existuje a jak ji vypoč́ıtat.

V druhé kapitole se věnuji předevš́ım nalezeńı Greenovy funkce okrajové

úlohy pro diferenciálńı rovnici n-tého řádu, jej́ım vlastnostem a jak ji vypoč́ıtat.

Využ́ıvám i vlastnost́ı z prvńı kapitoly, protože diferenciálńı rovnice n-tého

řádu mohu poměrně snadno transformovat na systém diferenciálńıch rovnic

1. řádu.

Ve třet́ı kapitole je několik př́ıklad̊u, ve kterých jsem hledala konkrétńı Gree-

novu matici pro dané diferenciálńı rovnice druhého řádu s danou okrajovou

podmı́nkou. Př́ıklady maj́ı stejnou strukturu. Nejdř́ıve jsem si okrajovou

úlohu pro rovnici 2. řádu převedla na okrajovou úlohu pro soustavu rov-

nic 1. řádu a nalezla fundamentálńı matici řešeńı. Nakonec jsem vypoč́ıtala

Greenovu matici a Greenovu funkci, kterou jsem pak následně v programu

Matlab zobrazila do grafu.

V př́ıloze jsem se zmı́nila pár základńıch vlastnost́ı Kurzweil-Stieltjesova

integrálu, které se vyskytuj́ı při výpočtech potřebných k nalezeńı Greenovy

matice.
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