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Uvod

Ekonomie, asi jako kazda védecka disciplina, se snazi ptetvaret realitu do podoby
zjednodusenych modeli. Zadny z téchto modelt pak jiz neni pIné realisticky a nezobrazuje
skute¢nost takovou jaka je. Lze tici, Ze kazdy takovy model je ziednoduSenim skutecnosti.
Aby bylo mozné vytvofit alespoit zdanlivé realisticky model, potfebujeme si n€kdy
v ekonomii pomoct jesté dalsi védeckou disciplinou — matematikou.

Moje diplomova prace nese nidzev Aplikace vét o pevnych bodech v ekonomii.
Toto téma jsem si vybrala zejména s ohledem na muj studijni obor (Aplikace matematiky
v ekonomii — AME). JiZ z prvniho dojmu je zfejmé, Ze tato problematika je velice rozséhla
a takovychto aplikaci existuje pomérné mnoho. Teorie pevnych bodi pfedstavuje jeden ze
zdkladnich matematickych nastrojli k feSeni riznych ekonomickych problémi. Samotnych
vét o pevnych bodech je velice mnoho. Protoze jsme se ve této praci chtéli zaméfit na
né¢jakou konkrétni problematiku a ne zabyvat se dil¢imi problémy, zvolili jsem ovéieni
Walrasovy rovnovahy pomoci Brouwerovy véty o pevném bodé.

Diplomova prace je rozdélena do tfi oddilid. V prvni, matematické ¢asti se budeme
zabyvat zdkladnimi pojmy z teorie matematické analyzy, linedrniho programovani a teorie
pevnych bodl, zaméfené piedevS§im na Brouwerovu vétu, kterd je stéZejni vétou pro
oveéteni Walrasovy rovnovahy. Vybrali jsme pouze takové pojmy, které jsme povazovali za
adekvatni uvést vzhledem k povaze a studijni Grovni prace. Okrajové se zde budeme
zabyvat také teorii mnohoznaénych funkei a nejznaméj$i Kakutaniho vétou o pevném bod¢
pro mnohozna¢né funkce. Teorie mnohozna¢nych funkci neni pfedmétem této prace, ale je
na téchto funkcich ¢astecné postaven ditkaz ve tieti Casti prace.

Teorie v§eobecné rovnovahy predstavuje pro ekonomy navozeni fadu a harmonie.
[éon Walras nebyl prvnim ekonomem, ktery se pokousel sestavit model vSeobecné
rovnovahy. Byl vSak prvnim ekonomem, ktery sestavil takovy model ekonomické
rovnovahy, ktery ve své nejsloZit€j$i podobé byl nejblize realité. Ve druhé ¢asti je tedy
uvedena problematika v§eobecné rovnovahy z Cist¢ ekonomického hlediska. Prevazna ¢ast
druhé¢ho oddilu je zaméfena na Walrasovu vSeobecnou rovnovahu, ale neopomnéli jsme
zde uvést ani srovnani Walrasovy rovnovahy s pfistupy k modelovani rovnovahy

fyziokratii nebo Alfreda Marshalla. Mimo jiné je zde uvedeno také par vét ze zivota Léona



Walrase a o Skole v Lausanne, ve které pusobil predevsim jako vedouci katedry politické
ekonomie a profesor. Hlavnim podkladem pro tuto ¢ast byla literatura p. Holmana ([8], [9])

Vposledni, a ziroven stézejni Casti prace, je uvedena Walrasova rovnovaha
z matematického pohledu a zejména dikaz existence Walrasovy rovnovahy pomoci
Brouwerovy véty o pevném bod¢. Autorem tohoto dikkazu je John Geanakoplos ([4], [17]).
Na rozdil od dfivéjSich dikazli Walrasovy rovnovahy, které byly stavény pfedevS§im na
teorii mnohozna¢nych funkci (zejména na Kakutaniho vét€ o pevném bod¢ pro
mnohoznac¢né funkce), pouzil pravé Brouwerovu vétu o pevném bod¢.

Doufam, zZe pteCteni této diplomové prace bude pro Ctenaie piinosem a ucelenim

poznatki o teorii vSeobecné rovnovahy a teorii pevnych bod.



Matematicka c¢ast

V prvni ¢asti diplomové prace se budeme vénovat Cist¢ matematickym pojmam.
Snazili jsme se vybrat pouze takové pojmy, které odpovidaji urovni diplomové prace a je
dilezité je znat pro pochopeni 3. ¢asti této prace.

Nejprve uvedeme par stéZejnich pojmi z matematické analyzy. Velmi duleZitou
vlastnosti, kterou jsme zde uvedli a kterd je cCasto zminovanou ve 3. oddile, je
kompaktnost. Déale se pak budeme vénovat vlastnostem funkci— spojitosti, konkavnosti a
konvexnosti.

Dal§i podkapitola tohoto oddilu je vénovana linedrnimu programovani. Piesnéji
feCeno pouze takovym pojmim, které jsou pouzity ve tietim oddile diplomové prace.
Stézejnimi ¢astmi jsou podkapitoly vénované konvexnosti a simplexiim — nejjednodussim
konvexnim mnoZinam.

Posledni dv& podkapitoly jsou wve€novany problematice pevnych bodi a
mnohozna¢nych funkci. Oba dva obory matematiky jsou velice rozsahlé a sami o sobé by
mohli byt tématem na n€kolik diplomovych praci Snazili jsme se tedy spi§ o nastinéni celé

vvvvvv

Brouwerova o pevném bodé¢ a véta Kakutaniho o pevném bodé pro mnohozna¢né funkce.

1.1 Vybrané pojmy z matematické analyzy

Jak je jiz nastinéno v tvodu kapitoly, vénovat se zde budeme vlastnostem funkci a
mnozin, kterymi jsou naptiklad kompaktnost nebo spojitost. Tyto a mnohé dal§i vlastnosti
byly ptvodné nadefinovany na mnoziné realnych Cisel, pozdéji byly nadefinovany 1 na
obecn¢jSich prostorech (napf. na nejobecnéj$im topologickém prostoru). Lze je v podstaté
definovat na libovolné mnozin€, na které je dan metricky prostor. Pro dalsipotifebu si vSak
vystaCime s definicemi vlastnosti omezenych pouze na konec¢ném prostoru, tedy
Euklidovském.

V této Casti jsem Cerpala predevsim z literatury [1], [2], [5], [6].

Poznamka 1.1 n-dimenziondlni Euklidovsky prostor budeme v nasledyjicim textu znacit

symbolem R".



1.1.2 Kompaktnost

V Euklidovském prostoru R™ jsou vSechny jeho uzaviené a omezené podmnoziny
kompaktnimi mnoZinami. Pfikladem kompaktni mnoziny na mnoziné€ realnych ¢isel mtze
byt prazdnd mnozina nebo jakykoliv uzavieny interval (a, b) pro a,b € R, ale napiiklad
polouzavieny interval (a,b) jiz neni kompaktni. Mnozina celych &isel Ztaké neni
kompaktni, ponévadz neni uzaviend. Prazdna mnozina na Euklidovském prostoru je také
kompaktni.

Pro kazdou kompaktni podmnozinu A Euklidovského prostoru R™ musi platit
nasledujici podminky:

e kazdé oteviené pokryti A ma kone¢né podpokryti;

e zkazdé posloupnosti z A lze vybrat konvergentni podposloupnost, jejiz
limita lezi v A,

e kazda nekone¢nd podmnozina A ma hromadny bod v A;

e mnozina A je uzaviena a ohrani¢ena.

Jednoduchou kompaktni mnozinu ukazuje nasledujici obrazek (obr. 1.1).

X2 A

.

A

X1

Obr. 1.1: Kompaktni mnozina



Definice 1.1 Je-li kompaktni mnozina prostorem (topologickym, metrickym), pak
hovotime o kompaktnim prostoru. Prostor se oznacuje lokalné kompaktni, pravé tehdy,

kdyz existuje ke kazdému jeho bodu kompaktni okoli.

Kazda spojitd funkce, kterd je definovana jako zobrazeni zkompaktniho prostoru

do prostoru redlnych ¢isel je omezend a jesSt¢ navic nabyvéa svého maxima a minima.

Poznamka 1.2 Kompaktni prostor budu déle znacit pismenem C.

1.1.3 Spojitost

Spojitost je jednou zklicovych vlastnosti funkci v topologii. Spojitosti rozumime
takovou vlastnost redlné funkce, jejiz graf neobsahuje ostré skoky a vypadé jako souvisla
kiivka. Jinak feCeno, mald zména na vstupu vyvola pouze malou zménu na vystupu.

V opa¢ném piipadé se jedna o funkci nespojitou.

Definice 1.2 § — okolim bodu a (6§ > 0) rozumime mnozinu v§ech bodl (na redlné ose),
které maji od bodu a vzdalenost mensi nez 6. § tedy lezi vintervalu (a —§,a + 9).

Analogicky lze definici vyjadfit vztahem |x —a| < 6.

Definice 1.3 Rekneme, Ze funkce f (x) je spojitd v bodé a, jestlize k libovolnému ¢&islu

€ > 0 existuje takové § > 0, Ze pro vSechna x z §-okolibodu a je:

If() - f(a)] <e.

Definice 1.4 Rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd v intervalu (a, b), je-li spojita vkazdém

bodé tohoto intervalu.

Horni (USC) a dolni (LSC) polospojitost

Jedna se také o vlastnosti redlnych funkci, nicméné jsou vSak slab$i nez spojitost.

Pokud plati obé vlastnosti funkce nardz, lze tici, ze je dand funkce spojitd neboli LSC a
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USC implikuji spojitost. Samotna spojitost je pravé proto mnohdy dokazovana pomoci

téchto dvou vlastnosti.
Definice 1.5 Necht' je dan libovolny bod x, a realnd funkce f:X — RU {—oo, +o0}.
Rekneme, Ze funkce je shora polospojita (USC) vbodé x,, jestlize pro kazdé & >0
existuje okoli U bodu x,, tak, ze f(x) < f(x,) + € pro viechna x € U.

Ekvivalentné miizeme fici, ze funkce je shora polospojitad v x, pokud:

Jim f(x) = f(xo)-

Véta 1.1 Funkce fje shora polospojita v X, jestlize je shora polospojita v kazdém bodé R™.
Definice 1.6 Rekneme, Ze funkce f'je zdola polospojita (LSC) vbodé x,, jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje okoli U bodu x, takové, Ze plati nerovnost f(x) < f(x,) — & pro vSechna
x € U.

Opét plati, Ze dolni polospojitost funkce lze obdobné jako u USC vyjadtit jako:

liminf f(x) = f(x, ).

XX

Véta 1.2 Funkci f lze nazvat zdola polospojitou funkci pravé tehdy, je-li polospojita

v kazdém bod¢ prostoru R™.

Véta 1.3 Necht' je dan kompaktni prostor C a shora (zdola) polospojita funkce f:C —

(—00,+00). Potomf ma maximum (minimum) v C.

Oba piipady polospojitosti ukazuje nasledujici obrazek.
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Obr. 1.2: Shora (vlevo) a zdola (vpravo) polospojita funkce

1.1.4 Konvexnost a konkdavnost

Ob¢ tyto vlastnosti ndm tikaji, k jak rychlé zméné ristu funkce dochdzi. Pokud
funkce svij rist zrychluje na néjakém intervalu, oznacuje se jako konvexni a jeji graf je
zaktiven smérem nahoru. Opakem je pak funkce konkdvni, jejiz graf je zakiiven smérem
dolti, a tedy vyjadiuje pomalejsi rist. Pfechod mezi jednotlivymi funkcemi se nazyva
inflexni bod.

Pro nésledujici definice a véty budeme ptedpokladat, ze funkce f{x) je spojité

diferencovatelna, tj. existuje jeji prvni derivace.

Definice 1.7 Lezi-li graf funkce f(x) v urc¢itém okoli U bodu a pod te¢nou, sestrojenou
vtomto bodé, tj. plati-li vU f(x) < f(a) + (x — a)f'(a), ikame, Ze funkce je vbodé a
konkavni. LeZi-1i graf funkce nad te¢nou, tj. je-li vU f(x) = f(a) + (x — a)f'(a),

fikdme, ze funkce je v a konvexni.

Véta 1.4 Rekneme, Ze funkce je konvexni, resp. konkavni v intervalu I Dy, jestlize je

konvexni, resp. konkavni v kazdém bodé€ tohoto intervalu.

12



K ur¢eni, zda je funkce konvexni nebo konkavni, ndAm pomahaji druhé derivace funkce

f(x) vbode a:

je-li f"(a) = 0, pak je funkce f (x) vbodé a konvexni,
je-li f"(a) > 0, pak je funkce f(x) vbod& a ryze konvexni;
je-li f"(a) < 0, pak je funkce f (x) vbodé a konkavni,
je-li f"(a) < 0, pak je funkce f (x) vbodé a ryze konkdvni.

Konvexnost a konkavnost funkce definované na konvexni mnoziné M:

Definice 1.8 Necht’ je dana konvexni mnozina M c R" a funkce f: M — R. Dale necht’
jsou dany dva body x;, x, € M. M&me konvexni kombinaci x téchto dvou bodl pro

libovolné A € (0,1):

Dale pro totéz A je tieba najit ptislu§nou konvexni kombinaci f hodnot f(x,) a (x,):

f=4x)+ A =Df(xy).

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na M, jestlize pro viechna x,,x, € M a pro viechna

A €(0,1) plati:
fx)=f,

a fekneme, ze funkce fje ryze konkavni na M, jestlize navic:

f(x)>fproA+0,1a x; # x,.
Rekneme, Ze funkce f je konvexni na M, jestlize pro viechna x,,x, € M a pro viechna
A €(0,1) plati:

f@<S,

13



a fekneme, ze funkce fje ryze konvexni na M, jestlize navic:

f(X)<fproA#0,1a x; # x,.

Kvazikonkavnost a kvazikonvexnost na konvexni mnoziné:

Tyto dvé vlastnosti jsou spiSe nez v matematické analyze vyuzivany v matematické
mikroekonomii. Jsou napfiklad kliCovou vlastnosti pro zajisténi ,bézného tvaru*
indiferenéni kiivky. Ta vzdy znazorfiyje mnozstvi dvou statkl, které spotiebiteli nabizeji

stejny uZzitek. Pod pojmem ,bézny tvar* je pak myslen klesajici trend indiferencni kiivky.

Definice 1.9 Necht’ je opét dana konvexni mnozina M € R™ a zobrazeni f: M — R. Necht’
X, a x, jsou libovolné body z mnoZiny M. Mé&me danu opét konvexni kombinaci bodl x,
ax, tak, Ze:

X =Ax;+ (1—MDx, pro 1 €(0,1).

Funkce f'je kvazikonkavni na konvexni mnoziné M, jestlize:

f(x) = min{f (x1), f (x2)},

a ryze kvazikonkavni, jestlize pro A # 0,1 a x; # x, je:

f (@) > min{f (x1), f (x2)}.

Funkce f'je kvazikonvexni na konvexni mnoziné M, jestlize:

f(x) < max{f(xy),f(xz)},

a ryze kvazikonvexni, jestlize pro A # 0,1 a x, # x, je:

f(x) <max{f(x,),f(x)}

14



1.2 Vybrané pojmy z linearniho programovani

Linedrni programovani je odvétvim optimalizace. Cilem LP je najit maximum,
resp. minimum linearni funkce n» proménnych, kdy cela tloha je zapsana pomoci soustavy
linearnich nerovnosti. V této podkapitole uvedeme pouze takové pojmy, které jsou stézejni
pro treti ¢ast diplomové prace. Zakladni Glohy linearniho programovani je mozné najit my.
napt. v literatufe [1] a [3], ze které jsme v nasledujicim textu Cerpali. Dikazy vét, zde

uvadét nebudeme. Lze je najit ve vySe uvedenych literaturach.

1.2.1 Konvexita

Definice 1.10 Mnozina M c R" se nazyva konvexni, jestlize pro vSechna x,,x, €M a

A €(0,1) plati Ax; + (1 — Dx, € M.

X2 A

X7

Obr. 1.3: Priklady konvexnich mnozin

Vyse uvedeny obrazek ukazuje 3 konvexni mnoziny a zaroven podporuje tvrzeni,

ze prunik libovolného poctu konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.
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Definice 1.11 Rekneme, Ze bod x € R" je (konecnou) konvexni kombinaci bodti x, ...x

R", jestlize:
r
X = Z Aixi,
i=0
kde A; > 0prokazdé 1 <i <ramnavic YJ_;1; = 1.

Definice 1.12 Konvexni obal A c R™ (zna¢ime co A) je mnozina vSech kone¢nych

konvexnich kombinaci z 4, tj. co A je mnozina vSech vektort x ve tvaru:

T
X = Z Aix;
i=0

pro n¢jaké r, kde kazdé x; € A, A,,..,A, E R, aYl_ A, =1.
Konvexni obal mnoZiny M je nejmensi konvexni mnoZina, ktera obsahuje M.
Véta 1.5 Mnozina M c R" je konvexni praveé tehdy, kdyz M = co M.

Véta 1.6 (Caratheodoryho) Necht M c R™. Jestlize x € co M, potom lze x zapsat jako

konvexni kombinaci nejvyse n+ 1 bodd vM, tj. pro z°%..,z" € M a A,,.., A, ER,,

x = Z A;z%

n
i=0

*oA; = 1plati:

Definice 1.13 Nadrovina v R™ je mnozina ve tvaru {x E R":p xx =c},kde 0 # p€ R"a
c € R. Mnozina ve tvaru {x:p* x < c} (resp. {x:p *x > c}) se nazyva uzavieny (resp.
otevieny) poloprostor. Dvé mnoziny A a B se nazyvaji strikiné oddélené nadrovinou,
jestlize existuje takové nenulové p € R™ a néjaké c € R takové, Ze pro vSechna x € A a
y € B plati:

prxx<c<p=x*y.

16



Véta 1.7 (o oddélujici nadroviné) Necht Ma K jsou disjunktni neprazdné konvexni

podmnoziny z R" a necht’ M je uzaviena a K kompaktni. Potom M a K mohou byt striktné

oddé€leny nadrovinou.

Definice 1.14 Jadro je neprazdna podmnozina R™ uzaviena pod nasobenim nezapornych
skalart. Konvexni mnozina M se nazyva jddrem, jestlize pro kazdé x € M a A € R, plati,

7 Ax € M.

Definice 1.15 Necht M c R". Asymptotické jadro nmnoziny M (AM) je mnozina vsech

moznych limit posloupnosti ve tvaru {1, x;}, kde kazdé x,, € Sal, - 0.

Tvrzeni 1.1 Mnozina M c R" je ohrani¢ena pouze a jen tehdy, jestlize AS={0}.

Definice 1.16 Mnozina C € R" se nazyva kuzel s vrcholem v pocatku, jestlize x € X =
ax € C pro libovolné a = 0. Mnozina p+C, kde C c R" je kuzel s vrcholem v pocatku a

p € R", se nazyva kuzel s vrcholem p.

Definice 1.17 Je-li kuzel € € R" (s vrcholem vp) konvexni mnoZina, nazveme jej

konvexni kuzel (s vricholem v p).

1.2.2 Simplex

Simplexy jsou nejjednodussi konvexni mnoziny. Z toho divodu ¢asto dokazujeme
véty nejprve pro piipad simplexu a potom rozSifuyjeme vysledky na vSeobecnéj$i konvexni
mnoziny. Simplex je ¢asto vyuzivan zejména pro jeho vlastnost, ze vSechny simplexy se
stejnymi hodnotami vrchold jsou izomorfni. Existuji dvé nejbéZnéji pouzivané definice
simplexu. Jedna zpouzivanych definic, jejimz autorem je Kuratowski, pouziva simplex
jako otevienou mnozin. Druhd definice vychdzi zptedpokladu, Ze simplex je uzaviena

mnozina. My zde uvedeme pouze prvni definici.

Definice 1.18 MnoZina (x°,...,x™) € R" je afiné nezdvisld, jestlize Y7, A;x" = 0, a viraz

*oA; = 0 naznacuje, e 1, = -+ =4, = 0.
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Definice 1.19 n-simplex je mnozina ryze kladnych konvexnich kombinaci n+1/ prvkové
afiné nezavislé mnoZiny. Uzavreny n-simplex je konvexni obal afin€ nezdvislé mnoZiny o
n+1 vektorech. Simplex x°...x™ je mnoZina viech ryze kladnych konvexnich kombinaci

x vektort, tj.

Kazdé x'je vrcholem x° ...x™ a kazdy k-simplex x% ... x je sténou x°...x™. Dle definice
je kazdy vrchol sténou a x°..x™ je sténou sdm o sob&. Uzavér x°..x™ je pak roven
x0 .. x"=cof{x?..x"}.

Poznamka 1.3 (0-rozmérny simplex je bod, /-rozmérny simplex je tsecka, 2-rozmérny

simplex je trojuhelnik, ...

1.3 Véty o pevnych bodech

Teorie pevnych bodl je zajimava sama o sob&. Poskytuje takovy matematicky
aparat, s jehoz vyuzitim lze zjistit existenci feSeni rliznych typl soustav rovnic. V piipadé
teoretické ekonomie, kam teorie vSeobecné rovnovahy spadd, je tfeba zjistit, zda feSeni
soustavy rovnic vibec existuje, nebo jeSte¢ presnéji za jakych podminek bude feSeni nutné
existovat.

V nasledujicim textu jsme Cerpali piedevsim z literatury [1] a [7].

Nejprve je tfeba nadefinovat pojem pevny bod.

Poznamka 1.4 Pro nasledujici definici budeme uvazovat libovolnou mnozinu N, ktera je

podmnozinou R™.

Definice 1.20 Necht’ f: N — N je zobrazeni samo na sebe. Prvek x € M nazveme pevnym

bodem zobrazeni f, jestlize f(x) = x, tj. kdyz se bod x zobrazi sim na sebe.
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Necht’ je ddna soustava rovnic ve tvaru g(x) = 0, ke které hleddme dané feSeni.
Funkci g je mozné piepsat do tvaru g(x) = f(x) — x. Pevny bod funkce f je FeSenim
soustavy g(x) = 0.

1.3.1 Brouwerova véta o pevnhém bodé

Jednou z nejjednodussich vét o pevnych bodech je véta Brouwerova. Tato véta je
také jednou z nejznaméjSich vét teorie pevnych bodid. Vznikla jiz vroce 1912 a jejim

autorem je Luitzen Brouwer.

Véta 1.8 (Brouwerova o pevném bodé) Necht S € R"™ je uzaviend koule a necht’
f:S — S je spojita funkce. Pak existuje alesponi jeden pevny bod funkce f.
Specialné pro n = 1 ma kazda spojita funkce f, kterd zobrazuje uzavieny interval

do sebe, v tomto intervalu alespoil jeden pevny bod.

Browerova véta nam tikd, ze pro kazdou spojitou funkci f s uritymi vlastnostmi,
existuje alesponi jeden takovy bod X, pro ktery plati, ze f(x) = x. Téchto bodi mize vSak
byt i vice. Véta 1.8 je v podstaté nejjednodussi formou Brouwerovy véty, definovand pro

spojitou funkcif, kterd zobrazuje uzavienou kouli B (spec. uzavieny interval /) do sebe.

Princip diikkazu Brouwerovy véty pro n=I:

Necht' je dana spojitd funkce f, kterd zobrazuje interval (a,b) do sebe. Pokud
bychom uvazovali ze f(a) = a nebo f(b) = b, pak podle definice pevného bodu je jeho
existence zifejma. Pokud vSak ptredpokladame, Ze f(a) # a a zarovenn f(b) # b, je tfeba
vyuzit Bolzanovu vétu o stfedni hodnoté.

Pokud zavedeme spojitou funkci g (x) = f(x) — x na intervalu {a, b), pak plati, Ze
g(a) > 0ag(b) < 0. Podle véty o stfedni hodnoté tedy musi existovat bod x, takovy, Ze
g(x,) = 0. Aplatitedy, ze f(x,) = x,.
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VA Tento obrazek ukazuje aplikaci Brouwerovy
veéty v ,praxi“ pro piipad zobrazeni intervalu do sebe.
Pro kazdou spojitou funkci nutné existuje alesponi

jeden pevny bod. Jednd se o misto, kde se spojita

v

funkce f stietne s diagonalou x = y. Z geometrického
pohledu neexistuje zaddny zpisob, jak zakreslit

spojitou funkci, kterd by na svislé ose zacCinala pii

x =0 a konCila na svislé ose vbodé x =1 bez
g(b)

piektizeni nebo dotyku s diagonalou.
Obr. 1.4: Aplikaci Brouwerovy

vetyv ,, praxi

Obecnéjsi forma je pak jiz definovand pro spojité funkce f:K — K z konvexni,

uzaviené¢ podmnoziny K € R™ do sebe.

Véta 1.9 Kazdé spojité zobrazeni / z konvexni a kompaktni podmnoziny K Euklidovského
prostoru do K, tj. do sebe, ma pevny bod.

Piiklady funkci, které nemaji pevny bod dle znéni Brouwerovy funkce:

»
>

0 . .

=v

Obr. 1.5: Funkce nezobrazujici Obr. 1.6: Nespojita funkce

interval I € [0,1] do sebe
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1.4 Minmax teorém

Minmax teorém je klicovym nastrojem v ulohach, kde hraje roly jak minimaliza¢ni,
tak maximalizacni proces. V dikkaze pro existenci Walrasovy rovnovahy se na tento teorém

budume odkazovat, proto jsem ho v tomto textu uvedla.

Véta 1.10 Necht' X ¢ R™ a Y < R" jsou kompaktni a konvexni mnoziny a necht’ je dana
funkce f:X XY — R. Piedpoklddejme, ze pro kazdé pevné x € X je funkce f zdola
polospojita a kvazikonvexni na ¥, a pro kazdé pevné y € Y je funkce f shora polospojita a

kvazikonkdvni na X. Potom:

minmax f(x,y) = max min f (x,y).
yeEY x€X XEX yeEY

Diikaz: Dikaz této véty je zalozeny na mnohozna¢nych funkcich. Lze ho najit v literature

[1].

1.5 Mnohoznacné funkce a ,,vyhovujici“ podminka

V této podkapitole jen kratce uvedeme problematiku mnohoznaénych funkci. Ty

nejsou predmétem této diplomové prace, nicméné jsou casto zminovany ve 3. oddile.

Poznamka 1.5 Mnohozna¢nou funkci budeme v dal§im textu znacit pomoci symbolu 3 a
zaroven budeme ptedpokladat, ze kazdd mnohozna¢na funkce ma neprazdnou mnozinu

hodnot.

Definice 1.21 Necht jsou dany dvé neprazdné mnoZiny X a Y. Potom zobrazeni y: X — 2¥
nazyvame mnohoznacnym zobrazenim zX do Y. Pro mnohoznaénou funkci y: X — 2Y
existuje graf Gr y dany vztahem:

Gry={(x,y) eXxY:y ey(x)}.

Poznamka 1.6 Podobn¢ pro jednoznacnou funkci f: E — F existuje graf:
Grf ={(x,y) EEXF:y=f(x)}
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Definice 1.22 Necht' je dano y: X 3 Y, E c Y aF c X. Obraz F v y lze definovat jako:

) = Jre.

XEF

Horni (resp. silnd) inverze E vy, oznatena jako y*[E], je definovana vztahem:
YT[E]l={x €X: y(x) cE}.
Dolni (resp. slaba) inverze E v y, oznacena jako y~[E], je definovana vztahem:

Y [E]l = {x €EX: yxX) N E+# {(ZS}}.

Definice 1.23 Mnohozna¢na funkce y: X 3 Y se nazyva shora polospojita (USC) v bodé¢ x,

jestlize vzdycky kdyz x je v horni inverzi oteviené mnoziny, tak ze je okolim bodu x.

Mnohozna¢né funkce y: X 3 Y je USC, jestlize je USC v kazdém bodé x € X.

Definice 1.24 Mnohozna¢na funkce y: X 3 Y se nazyva zdola polospojita (LSC) v bodé x,

jestlize kdykoliv kdyz x je v dolni inverzi oteviené mnoziny, tak ze je okolim bodu x.

Mnohozna¢na funkce y: X 3 Y je LSC, jestlize je LSC vkazdémbod¢ x € X.

Véta 1.11 Mnohozna¢na funkce se nazyva spojita, je-li polospojita shora i zdola.

1.5.1 Kakutaniho véta o pevném bodé pro mnohoznacné funkce

Shizuo Kakutani zobecnil a dokdzal Brouwerovu vétu. Jinak fe¢eno Brouwerova
véta je specialnim pripadem Kakutaniho véty. Brouwer vychazel ze zobrazeni bodu na

sebe, Kakutani zobecnil vétu tak, Ze zobrazuje mnozinu na sebe.
Véta 1.12 (Kakutaniho) Necht' M je neprazdna, kompaktni a konvexni mnozina v R" a

necht’ f:M — 2™ je spojité mnohoznaéné zobrazeni s uzavienym grafem a konvexnimi

hodnotami f(x) pro kazdé x € M. Potom f ma pevny bod.
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Kakutani vyslovil a dokazal také vétu, kde f neni pouze spojitd mnohoznacna

funkce, ale je navic i shora polospojita.

Véta 1.13 Jestlize x = @ (x) je shora polospojit¢ mnohoznacné zobrazeni uzaviené¢ho

simplexu S”, potom existuje x, € S takové, ze x, € @(x,).

Tuto vétu lze ilustrovat na nasledujicim obrazku, kde S € [0,1]:

v

Obr. 1.7 : Ilustrace Kakutaniho vety

1.5.2 Princip maxima

Princip maxima je jednim z nejsiln€jSich a nejuzitenéjSich principi matematické
ekonomie. Je zaloZen na tom, Ze mnoZina feSeni maximalizaéniho problému se li§i horni
polospojitosti a mnozina omezeni problému se li§i ve zplsobu spojitosti.

Prvni uvedend véta principu maxima je dle Bergeho [1]. Uvazuye ptipad
maximalizujici spojité realné funkce na kompaktni mnoziné, ktera se neustale LiSi
v né¢jakém parametru vektoru. Mnozina feSeni je shora polospojitd mnohozna¢na funkce
s kompaktnimi hodnotami. Navic hodnoty maximalizované¢ funkce se 1i§i nepietrzité

v parametrech.
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Druha véta principu maxima je rozSifenim véty dle Bergeho na pfipad maximalnich
prvkll na oteviené binarni relaci. Jejim autorem je Walker. Uvedu ji zde zejména proto, Ze
k podobnému vysledku doSel 1 Debreu.

Znaceni je stejné pro obé véty. Pod symbolem G rozumime mnozinu parametrii

takovou, z2 G = R, X R, . Mnoziny X a Y jsou mnozinami alternativ.

Véta 1.14 (Bergeho) Necht G ¢ R", Y c R¥ a necht y: G =3 Y je mnohozna¢na funkce
s kompaktnimi hodnotami. Necht' f:Y — R je spojita funkce. Definujmep: G 3 Y vztahem
u(x) = {y € y(x):y maximalizuje f nay(x)} a F:G - R vztahem F(x) = f(y) pro
vSechna y € p(x). Jestlize je funkce y spojitd v x, potom u je uzaviena a shora polospojita
vx a F je spojit¢ vx. Navic u je funkce s kompaktnimi hodnotami. Mnoziny X a Y jsou

mnozinami alternativ.

Véta 1.15 (Walkera). Necht G ¢ R", Y ¢ R*¥ a necht y:G 33 Y je shora polospojita
mnohozna¢na funkce s kompaktnimi hodnotami. Necht’ U:Y X G 3 Y ma otevieny graf
Definujme wu:G 3Y vztahem u(x) ={y € y(x):U(y,x) Nny(x) = @}. Jestlize y je
uzaviena a zdola polospojitd vx, potom u je uzaviend vx. Jestlize navic y je shora

polospojitd v x, potom u je shora polospojita v x. u je funkce s kompaktnimi hodnotami.

Diikaz: Oba dikazy lze najit v literatuie [1].

Véta tika, ze pokud je déna preferenéni relace néjakého spotiebitele, potom
poptavkova mnohoznacnd funkce spotiebitele je shora polospojitd. Podobné nabidkové
mnohoznac¢né funkce jsou shora polospojité, takze mnohozna¢né funkce pievisu poptavky

jsou shora polospojité, za predpokladu, ze spotiebitelé majiryze kladny piijem.

1.5.3 ,,Vyhovujici“ podminka

,»Vyhovyjici® podminka je vhodnym doplitujicim nastrojem pro princip maxima,
protoze zarucuyje nejenom USC, ale 1 LSC. Tato podminka by se dala nazvat
v matematickém jazyce jako postacujici, nicméné protoZe se na ni budeme odkazovat ve 3.
oddile, nazvala jsem jijako ,,vyhovujici (v orig. satisfied), aby nedo$lo k zZiméné pojmu.

Podklady pro tuto podkapitolu jsem Cerpala z literatury [3].
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Neékdy je nabyvano dojmu, z2 LSC neni az tak dulezitou podminkou jako USC,
nesmime vSak zapomenout na to, Ze princip maxima nemuze byt pouzit, pokud
mnohoznac¢na funkce rozpoctu kazdého spotiebitele neni USC i LSC zaroven.

Vyhovyjici podminka pfedpoklada, Ze spotiebite]l maximalizuje spojitou funkci
utility u,(x) nicméné bez omezeni x € f(«a), pies které¢ je funkce utility lokalné
nenasycend. Predpokladame, ze spotfebitel je spokojeny s vyplatou w(a) < v(a), kde
v(a) je maximalné dosazitelna funkce utility vzhledem k exogennimu parametru a, a w je
n¢jakd spojitd funkce. Potom mnohoznacnd funkce W (a) vSech moznosti, jak dosdhnout
odmény alespont vysi w(a), je zdola polospojita (LSC) stejné tak jako shora polospojita
(USC) v a pokud B(a) existuje. Vyhovujici podminka dopliuje princip maxima, které
zarucuje, ze v(a) je spojita funkce a ze mnozina moznosti dosahujici hodnoty v(a) je
USC, ale ne nutné¢ LSC. Jednim zpiimych pouziti vyhovujici podminky je to, Ze
Walrasidnskéd rozpoctova mnohozna¢na funkce je LSC a USC, kdy pocatecni vybaveni je
striktné kladné. Mnohem dulezit¢jsi je vSak pouziti vyhovujici podminky na
mnohozna¢nou funkci D" (p) a tim i Z, (p), aby byla zaru¢ena USC i LSC obou funkci,
protoze Walrasianskd funkce utility w”(p) je spojitd a dle nenasycenosti ryze mensi ne
maximalni uzitek v"(p) = v dosazitelny bez rozpodtového omezeni. Vyznam funkci
D(p) a Z, (p) je vysvétlen ve tretim oddile této prace.

Princip maxima (uvedeny v podkapitole 7.5.2) tvrdi, Ze nejlepS$i vlastnosti
mnohozna¢né funkce je horni polospojitost (USC). Vlastnost USC je také zakladnim
pfedpokladem Kakutaniho véty o pevném bod€ pro mnohozna¢né funkce. Tato véta se
pouziva namisto Brouwerovy spiSe proto, ze nejlepsi odezvou mnohoznaéné funkce
nemusi byt dolni polospojitost (LSC). Pokud vSak dojde k nahrazeni maximalizaci
netplnou maximalizaci, jak je uvedeno nize, pak vyhovujici mnohozna¢na funkce bude

LSC a USC.

Definice 1.25 Necht' jsou dany mnoziny A Cc R™a X c R" a necht ¢:A 3 X je
mnohozna¢ni funkce, kterd je spojitd vkazdém bodé¢ a € A mnoziny ¢@(a) C X.

Rekneme, Ze ¢ je shora polospojitd (USC), jestlize:

a, > a
Xp2X i=>x€@(a)
xn € ¢(ay)
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pro kazdé {x,,x} c X, {a,, a} c A.

Rekneme, Ze ¢ je zdola polospojitd (LSC), jestlize:

an—>a}:>{ dx,—-x
* € @(@)] 7 x, € o(an)

pro kazdé {a,,a} c A ax € X.

Z toho vyplyva, ze ¢ je USC nebo LSC vbod¢é @ € A, jestlize pro vySe uvedené
podminky plati, zz2 a = @. Je tedy ziejmé, ze ¢ je USC nebo LSC, jestlize je tato funkce
USC nebo LSC vkazdémbodé a € A.

Definice 1.26 Necht' je dano zobrazeni u: 8 — R, kde B  R™. Rekneme, Ze u je lokdiné
nenasycene v [3, jestlize pro kazdou dvojici x,y € f s nerovnosti u(x) < u(y) existuje

posloupnost {x(n)};_, € B s:

e x(n)—-x;

e u(x(n)) >u)

pro vSechna n.

Jestlize [ je konvexnia u je kvazikonkdvni, potom u je lokalné nenasycené v f3.

Vyhovujici podminka: Necht je dana spojita funkce u: X X A - R, kde X X A € R" X
R™. Necht’ je dana mnohoznaéna funkce f: A 3 X, ktera je USC a LSC. Pro kazdé pevné
a € A plati, ze u(-,a) je lokdln& nenasycené v B(a). Necht v: A —> R c {0} je
maximalni hodnota funkce definovanid vztahem v(a) = SUPyep(a) u(x, ). Nakonec,
necht’ je dano spojité zobrazeni w: A — R spliujici nerovnost w(a) < v(a) pro vSechny
a €A.

Potom mnohoznac¢na funkce W: A 3 X definovana vztahem:

W(a) ={x € B(a):u(x,a) = w(a)}
je USC a LSC a neprazdna.
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Jestlize navic B(a) =B pro vsechna a € A a u(x,a) =u(x) pro vSechna
(x,a) € X X A, potom lze ke stejnému zaveéru dojit i pokud bude pouzita pouze slaba

nerovnost w(a) < v(a) = v pro vSechna a € A.

Dukaz: To, z2 W je neprazdné, je evidentni. USC vyplyva z podminky maxima a neni
zavislé na ostré nerovnosti w(a) < v(a). Je nutné poznamenat, z¢ pokud {x, €
W(a,) provsechnan, aa, = a; x,, = x}, potom dle horni polospojitosti mnohozna¢né
funkce f plati, zZ2 x € f(a). Dle podminky uvedené¢ vySe plati nerovnost u(x,,a,) =
w(a,). Pokud dojde k piekro€eni limity, pak pfi zachovani vlastnosti spojitosti u 1w, plati
nerovnost u(x,a) = w(a), takze x € W(a).

K dokéazani LSC funkce W je tfeba vyuzit konvergence «, — a. Predpokladejme,
7e Xx EW(a) a u(x,a) >w(a). Z vlastnosti dolni polospojitosti mnohoznaéné funkce S
vyplyva, Zze lze najit posloupnost X, € f(«a,) takovou, ze x, bude konvergovat k x. Ke
spojitosti funkce u a w je tieba poznamenat, ze plati nerovnost u(x,,a,) = w(a,) pro
vétSinu n. Tudiz X, se blizik x v W (a,), jestlize u(x,a) > w(a).

Ted uz zbyva jen ovéfit, Ze je mozné konvergovat k jakémukoliv X za platnosti
rovnosti u(X, @) = w(a). Pokud plati nerovnost w(a) < v(a), potom existuje n&jaké
X € B(a) snerovnosti u(x,a) > w(a). Dle vlastnosti lokdlni nenasycenosti je mozné vzit
posloupnost X(k) € f(a) konvergujici k ¥ s u(x(k),a) > w(a). Ponévadz je mozné
konvergovat ke kazdému x (k) ve W(«,,), je tedy mozné konvergovat k jakémukoliv X.

Jestlize u(x,a) = w(a) = v(a), pak je tfeba piidat jesté dalsi podminku a to, Ze S
a u jsou nezavislé na a. V tom pifpadé¢ ¥ € W (a,,) pro vSechna a,,, takze je mozné k X

konvergovat.

Véta 1.16 (o spojitosti mnohozna¢nych funkci) Necht X € R" je konvexni mnozina a
necht A © R™. Necht zobrazeni g;: X X A — R je spojit¢ a konvexni na X pro kazdé
pevné a € A a pro kazdé i = 1, ..., k. Potom mnohozna¢na funkce B: A = X definovana
predpisem:

B(a) ={x € X:g;(x,a) < 0,pro kazdéi=1,...,k}

je USC a LSC.
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Diikaz. Je tfeba definovat w:X XA - R tak, Ze u(x,@) = min,_[—g;(x,a)].
Vzhledem k tomu, Ze u je definovano jako minimum konkavnich funkci, je i konkavni na
X pro kazdé pevné a stejné jako spojité na X X A. Protoze B(a) je konvexni, u, je
nenasycené na B(a). A navic v(a) = sup{u(x,a):x € X} = u(x(a)) > 0 pro vechna

a € A. Tedy dle vyhovujici podminky je B(a) = {x € X:u(x,a =0} USC i LSC.
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Ekonomicka ¢ast

Ekonomicka ¢ast mé diplomové prace bude zaméfena na Walrasovu vSeobecnou
rovnovahu. Léon Walras byl vyznamny francouzsky matematik a ekonom, pfedstavitel
lausannské Skoly. Je povazovan za zakladatele tradice matematického modelovani
v ekonomii. Jeho teorii vS§eobecné rovnovahy jsem si vybrala pravé z toho divodu, ze lze
nazorné ukdzat provazanost dvou ptirodnich véd — matematiky a ekonomie. Nez uvedu
hlavni pilife vSeobecné rovnovahy dle Léona Walrase, rdda bych nejprve napsala n€kolik

slov o vyvoji této Skoly a Zivote jejiho hlavniho predstavitele.

2.1 Lausannska Skola

Lausannskd skola je Skolou ekonomického mysleni, ktera patii mezi neoklasické
ekonomické Skoly. Jeji ndzev je odvozen od Svycarské univerzity v Lausanne, kde piisobili
jeji hlavni pfedstavitelé — Léon Walras a Vilfredo Pareto. Pfestoze je za zakladatele této
Skoly povazovan Walras, jejim zakladatelem byl az zminény Pareto. RozSifovanim
Walrasova odkazu ziskaval nové Ziky a stoupence, zejména mezi italskymi ekonomy.
Nejvétsim prinosem této Skoly je rozpracovani teorie vSeobecné rovnovahy.

Lausannskd Skola nebyla ve své dobé pfili§ tGspéSna. V Anglii byla doslova
pohibena pod tithou Marshallovych teorii a v kontinentalni Evropé oponovala Némecké
historické Skole. Za hlavni pfekazky Sifeni mySlenek jejich pfedstaviteli lze uvést jak
jejich teoretické postoje nebo zamereni na komplikovanou a idealizovanou ekonomiku, tak
1 jazykovou bariéru. Jejich prace byly psané predev§im ve francouzstin€ nebo ital§ting,
tudiz zasahli pomérn¢ malou ¢ast Ctenart.

Vse se zna¢n¢ zmenilo az v roce 1930. Po vzkiiSeni Walrasovy prace Gustavem
Cesselem a Etiennem Antonellim se sesel Videfisky kongres, kde se mnoho matematikt a
ekonomil pokouselo vyiesit spletitost problému vSeobecné rovnovahy. Klicovou udalosti
vsak bylo vydani ¢lanku o Paretovském systému zroku 1934, jehoz autorem byl John
Hicks.

Paretovska myslenka byla podporovana az do roku 1950. Poté matematicka
ekonomie prosla malou revoluci, kterou odstartovali Tjalling Koopmans, Kenneth Arrow a

G. Gérard Debreu. To dalo vznik nové Skole — Neo-Walrasianské. Za hlavni ptinos této
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Skoly je povazovana rekonstrukce obecné teorie rovnovahy, zaloZzené na poznatcich

Walrase a Pareta, s pfiddnim novych matematicko-ekonomickych aparata.

2.2 Marie-Esprit Léon Walras (1834 — 1910)

Léon Walras, Svycarsky neoklasicky ekonom a
profesor francouzského puvodu, se narodil 16. prosince
1834 vEvreux ve Francii Byl synem francouzského
ekonoma Augusta Walrase. Ten se vSak jako ekonom
profesné nezivil. Pracoval jako spravce Skoly, nicméné
jeho ekonomické mysleni mélo hluboky vliv na jeho syna.
Jeho nejvétsi piinos pro ekonomii spocival v urceni

hodnoty zbozi tim, Ze stanovil jeho nedostatek ve vztahu

k lidské potrebe.
Obr. 2.1: Portrét Léona Walrase

V détstvi se Walrasova rodina pomérné Casto st€hovala. Mimo jiné zil Léon Walras
postupné v Pafizi, Lille a Caen, kde také nastoupil pozdé€ji do Skoly. Pro svlj enormni
zajem o matematiku se rozhodl studovat na polytechnické Skole, kam ho vSak neptijali.
Walras nakonec vystudoval Vysokou Skolu baniskou. U povolani diilniho inZenyra vSak
dlouho neziistal.

Vyzkousel si mnoho riznych profesi, naptiklad se pokusil stdt novindfem a
spisovatelem, avSak netspéSné. Ve volném Case se neustdle zabyval ekonomii. Teprve
vroce 1870 dostal nabidku wvést katedru politické ekonomie na pravnické fakulté
Laussanské univerzity, kde nasledujicich 22 let pisobil 1 jako profesor. Soucasnymi
ekonomy byl vSak odmitan a ani u studenti velky zijem nevzbuzoval V t€ dobé byla za
nejveétsi ekonomické centrum povazovana Velkd Britdnie, a Laussane se tak nestalo
idedInim mistem k rozvoji novodobych myslenek.

V roce 1893 odesel na docasny odpocinek a své misto ptenechal Vilfredu Paretovi.
Zpatky na fakultu se vSak uz nikdy nevratil. Zemiel 5. ledna 1910 nedaleko Montreux ve
Svycarsku ve véku 76 let.

Dle Johna Maynarda Keynese byl nejvétsim ekonomem vsech dob.
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2.2.1 Dilo a odkaz Léona Walrase

Walras napsal za svého zivota hodn¢ publikaci Sté¢zejni dilo jeho prace vzniklo
vroce 1874 a nese nazev ,Zéklady Cisté politické ekonomie®. Zde uvedl pravé teorie
vSeobecné rovnovahy, kterou pozdéjil. A. Schumpeter nazval Magnou chartou ekonomie.

Vydal také dva sborniky esejii zoblasti aplikované a socidlni ekonomie, které
nesou nazvy: ,Studia vsocidlni ekonomii® (1896) a ,Studia v aplikované politické
ekonomii““ (1898). Velmi vyznamnym dilem se stal esej ,,Teorie penéz*, ktery je soucasti
druhého ze dvou uvedenych sbornikd. S jednim z jeho poslednich esejii se vroce 1907

uchazel o Nobelovu cenu Miru — netspesné.

2.3 Ekonomicka rovnovaha
Ekonomicka rovnovaha ptitahovala a nestale pritahuje ekonomy i v dne$ni dobé.

Diivod je zfejmy — navozuje pocit fadu, harmonie a stability. V soucasné literatuie

najdeme definici vSeobecné rovnovahy definovanou jako rovnost:

agregatni poptavka = agregadtni nabidka.

L

Cena 4

Kiivka poptavky Krivka nabidky

Rovnovaha na trhu cen

od ekonomické rovnovahy
1
1
1
1
1
1
1
1

\Rovnovaha na trine mnoZstvi
1

»
>

MnozZstvi

Obr. 2.2: Ekonomicka rovnovaha
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Jinak lze také fici, ze ekonomicka rovnovaha nastava v okamziku, kdy je v souladu
nabidka spoptdvkou na individudlnich 1 dil¢ich trzich. Takovy bod se nazyva
rovnovaznym bodem. Ekonomika se snazi dostat do rovnovahy neustéle, nicméné praxe je
takova, Ze dochdzi k menSim ¢i vétS8im vykyvim rovnovazného stavu, které vedou
k cyklickému kolisani hospodafstvi. Tento jev se nazyva hospodarsky cyklus.

Existuji dvé zakladni pti¢iny odchylek od rovnovazného stavu:

e provazanost ekonomiky a procesti v ni probihajicich;

e nezavislé rozhodovani jednotlivych subjektii ekonomiky.

Pravé vzijemnd souvislost a provazanost vSech procesti v ekonomice byla otdzka,
na kterou se snazil Walras najit odpovéd’. Jeho teorie vSeobecné rovnovahy ptinesla
vyznamny metodologicky pfinos vtom, ze se snazil potlac¢it kauzilni zivislost mezi

ekonomickymi veli¢inami a zaroven ukdzal, Ze jsou spojeny vzajemnou zavislosti.

Léon Walras nebyl prvnim, kdo se pokousel sestavit model ekonomické rovnovahy.

Pfed nim se pokusili o definovani rovnovahy fyziokraté.

2.3.1 Fyziokraté a ekonomicka rovnovaha

Ekonomické uceni fyziokrati se v mnoha literaturach uvadi za ptiklad prvni
ekonomické skoly v historii ekonomie. Nazev fyziokraté je odvozen od slova fyziokracie,
jehoZ vyznam je vlada ptirody. Tato nevelkd ekonomické skupina vznikla v druhé poloviné
18. stoleti ve Francii v ¢ele s Frangcoisem Quesnayem.

Nejvétsim piinosem fyziokrati byla Ekonomickd tabulka zroku 1758. Jeji
podstatou bylo ukédzat, ze spoleCnost a jeji ekonomika jsou v neustalém kolobéhu. Ten
udrZzuje sdm sebe a tim je zajiSt€na i rovnovaha a harmonie, kterou mizeme pozorovat
v ptirod¢. Tato tabulka byla odrazem vazeb mezi sektory ekonomiky a mezi hlavnimi
spolecensko-ekonomickymi tfidami lidi.

Walras, stejné jako fyziokraté, sipiedstavoval ekonomiku jako v&¢ny a opakujici se

kolobéh. V mnoha aspektech vSak Walras uvazoval rozdilné.

Rozdil v pojeti Walrasovy rovnovahy od fyziokratii:
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e narozdil od fyziokratii se Walras pokousel vyhnout agregacidil¢ich trhi;

e kazdé zbozi a kazdy vyrobni faktor mél svij trh;

e miliony dilcich trhii byly spojeny jemnymi avSak pevnymi a jasné
sledovanymi vldkny;

e trhyjsou ,,vy¢iStovany* od prebytecnych nabidek a poptavek pohybem cen.

2.4. Dva pristupy modelovani v§eobecné rovnovahy

V teorii vSeobecné rovnovahy lze vidét dva odlisné ptistupy modelovani:
e prvnim je ptistup vSeobecné rovnovahy, ktery prosazoval pravé Léon
Walras (viz. kapitola 2.5);
e druhym je ptistup dilci rovnovahy, jehoz autorem je Alfred Marsall,

ptedstavitel cambridgeské skoly.

2.4.1 Dil¢&i rovnovaha Alfreda Marshalla

Alfred Marshall byl jednim z nejvyznamnéjSich a nejvlivnéjSich ekonomil své
doby. Je povaZovan za otce a zakladatele cambridgeské Skoly. Znakem této Skoly byla
zejména snaha uchovat tradici anglickych klasikd. S laussanskou Skolou je spojoval
spole¢ny zdjem o ekonomickou rovnovahu a ekonomicky blahobyt.

Marshall je autorem knihy Zasady ekonomie, ktera se stala po mnoho let hlavni
ekonomickou ucebnici po celém svété. Je znadm jako jeden ze zakladateli neoklasické
ekonomie.

K definovani celkové rovnovahy na trhu pouzival Alfred Marshall metodu dil¢i
rovnovahy trhu. Na rozdil od Walrase se Marshall domnival, Zze k pochopeni trznich
procestt a celkové rovnovahy je tfeba vytvofit jednoduchy model. Princip jeho studie
spoc¢ival v ptredpokladu ceteris paribus, odvozeného od poptdvky a nabidky. Tento
predpoklad Ize ilustrovat nasledovné: zména ceny a zména kupovaného a poptavaného
mnozstvi daného statku neméa Zidny vliv na ceny a mnozstvi ostatnich statkli. Tento
zpusob ekonomického mysleni je i pro ekonomy dne$Sni doby schliidnéjsi a poskytuje snazsi

orientacia pochopeni elementarnich trznich vztahi.
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2.5 Walrasova rovnovaha

Pti samotné konstrukci modelu prokédzal Walras velice osobity a specificky ptistup
modelovani, jehoz vysledkem byly Ctyfi rizné modely. Postupoval od modelu
nejjednodussiho, ktery vSak byl nejvice vzdalen realité, k modelim slozit€jSim a realite
bliz§im.

Nejabstraktnéj$i model je dnes znadm jako model smény. Lze ho popsat jako
sménnou ekonomiku, v niz neexistuje vyroba a jedinym nastrojem je sména. Zakladni

myslenka tohoto modelu je prosté a Ize ji shrnout do nasledujicich bod:

e Lid¢ vlastni urcité mnozstvistatkd. Preferuji vSak rlizné skupiny statkti a
z toho divodu chté¢ji sménovat své statky s ostatnimi, aby dosahli
maximalniho uspokojeni svych potieb.

e Lidé neobchoduyji navzajem jeden s druhym, ale sménuji na trhu.

e Je tvofena Cistd nabidka a poptavka tim, ze lidé berou ceny vyhlasené na
trhu jako dané, neménné a s naprostou diivérou, ze sména probéhne za tuto
danou cenu.

e Abydomacnosti mohli poptavat zbozi na trhu, musi nabidnout zbozi

odpovidajici hodnoty.

Nasledujici model byl nazvan model smény a vyroby. Jak jiz nazev napovida, do
ekonomiky byla zafazena nyni i1 vyroba a vznikl ekonomicky kolobéh: domacnosti vlastni
vyrobni faktory, které pronajimaji podnikatelim a ti s nimi vyrab¢ji spotiebni zbozi, které
nabizeji a prodavaji domacnostem. Zde vSak Walras potlacil existenci trhu kapitdlovych
statki, coz by mélo za nasledek, ze ekonomika by nerostla, kapitdlové statky by byly
neopotiebovatelné a nové kapitdlové statky by se nevyrabély.

Ve tfetim modelu, ktery byl zase o néco bliz k realité, se jiz kapitalové statky
vyrabé&ji a existuji zde pro né trhy. Ekonomika jiz neni v Case ustalena, stacionarni, ale
roste. Ristem ekonomiky je zaruCena i existence trhu uspor. Tento model lze nazvat
modelem smeény, vyroby a kapitalu.

Tretimu modelu vSak chybélo néco podstatného — penize. Ty byly Walrasem

zavedeny az ve ¢tvrtém vydani svych Zdkladii cisté ekonomie. Tento Ctvrty model, ktery
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zahrnoval vSe podstatné — tedy sménu, vyrovu, kapital i penize, korunoval teorii vSeobecné

rovnovahy.

Teorii vSeobecné rovnovahy lze rozdélit tii asti:
1. teorii mezni uziteCnosti;
2. hledania formulovani podminek rovnovahy;

3. snaha o vysvétleni procesu dosazeni rovnovahy.

2.5.1 Teorie mezni uZiteCnosti

Teorie mezni uZite¢nosti byla pro ekonomickou védu velkym piinosem. Pomoci
mezni uzite¢nosti odvodil funkci poptavky a nabidky domacnosti v ekonomice. Protoze se
snazil o komplexni pojeti celého modelu, byly do teorie zahrnuty jak spotiebni statky, tak
sluzby vyrobnich faktort. Walras predpokladal, ze kazdy je vlastnikem urcit€¢ho vyrobniho
faktoru a zaroven odliSoval pojmy vyrobni faktory a sluzby vyrobnich faktord. Vyrobni
faktory byly vlastnény jednotlivci, kteti je mohli uzivat ve sviij vlastni prospéch nebo je
mohli pronajmout podnikatelim. Prondjem vyrobniho faktoru pak znamend prodej sluzby
vyrobniho faktoru.

Podnikatelé neboli firmy zde ptedstavuji pouze ,vyrobni agenty®, ktefi si
pronajimaji od spotiebitell vyrobni faktory, s jejichz pomoci vyrabé&ji spotfebni statky.
Jinak fec¢eno podnikatelé jsou pouze zprostiedkovateli.

Dale Walras vychdzel ztoho, Z2 domacnosti maji své funkce meznich uzite¢nosti
spotfebnich statki a sluzeb vyrobnich faktord. Pokud bychom chtéli vyjadtit mezni

uzitecnost i-t¢ho zbozi jako funkci mnozstvid tohoto zbozi, dostaneme:
MU; = MU;(d;), proi=1, ..., m,

kde m je pocet statkii na trhu.
Aby bylo mozné formulovat podminku spotiebitelovi rovnovahy, bylo tfeba zavést
jesté¢ druhou rovnici. Tu lze slovné popsat jako funkci mezniho uzitku sluzby j-t¢ho

vyrobniho faktoru, tedy toho jejiho mnozstvi, které jeho vlastnik sam vyuziva, tedy:

MUj = MUj(qj — oj), pro j=1, ..., n,
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kde:

o (q i j) pfedstavuje mnozstvi vyrobniho faktoru uzivané vlastnikem;

* g, jetedy celkové mnozstvi vyrobniho faktoru, kterym domacnost
disponuje;

* 0; je mnozstvi vyrobniho faktoru nabizen¢ k prodeji;

e nje pocet vyrobnich faktorli na trhu celkem.

Odtud uz Walras mohl jednoduSe zformulovat celou podminku spotfebitelovy

rovnovahy, kterad je dne znama jako II. Gossenliv zakon. Lze ji vyjadfit jako rovnost:

MU,(d,) _ MU, (d,,) _ MU,(q,— 0,) _ MU, (q, — o,)
Pl Pm Vl Vn '
kde:

e P, jsouceny statki;
e U, jsouceny vyrobnich faktort.

Pokud vlastnik sviij vyrobni faktor nepronajme, cenu tohoto vyrobniho faktoru pak
nazyvame cenou implicitni (neboli cenou obé&tovana ptileZitosti). Ceny v tomto modelu
nemusi byt penézniho charakteru a ve vétSiné piipadii skute¢né nejsou. Walras je nazval
jako nummeéraire. Pokud je n€jaky statek nazyvan numméraire, pak lze tento statek chapat
jako métitko cen pro ostatni statky, jelikoZ jeho cena tohoto statku je stanovena a rovna

jedné. Ve Walrasové modelu tedy hlavni roli hraji tzv. nummérairové ceny.

2.5.2 Soustava simultannich rovnic

Vzijemnou zivislost mezi vSemi ekonomickymi subjekty a mezi vSemi trhy
vyjadiil Léon Walras pomoci soustavy simultannich rovnic. Jednotlivé rovnice vyjadiuji
rovnovahy, kterych je tieba dosahnout, aby byl cely systém v rovnovaze. Resenim téchto

rovnic je rovnovazna soustava cen, ktera je odrazemrovnovazného systému trhu.
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Cela soustava je ve tvaru:

Soustava simultannich rovnic, charakterizujicich v§eobecnou rovnovahu:

H 1 '
(1) D;= z dp; * <P1 e D, Vg oo Uy ;) proi=1..m
h=1

r

c 1
(2) D, = Z dp; * (pl oo Py, Vg oee Uy —)
h=1

H

1
(3) 0;= Z 0y * (pl oo P, Vg oo vn,;) proj=1..n
h=1
m Y
(4) 0j=ZaijDi+2bkak proj=1..n
i=1 k=1

n

(5) pl=ZaUU] pT01=1m

j=1

n
(6) s = z by;v;i prok=1..g
j=1

(7) s = prok=1..g

(8) sy =% prok=(g+1)..n

n
1
(9) Dy* o Z QkSk
j=1
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Na Walrasové modelu je tfeba si v§imnout dvou vyznamnych aspektii:

e vmodelu Ize nalézt pouze rovnice, které jsou nezavislé, tj. zZddnd rovnice
neni implicitné¢ obsazena v jiné rovnici modelu a ziroveil z ni neni ani
vyvozena;

e model obsahuje pouze rovnice rovnovahy, nikoliv identity. To znamena, ze

dana rovnice muze, ale také nemusi vibec nastat.

2.5.3 Odvozeni jednotlivych rovnic

Rovnice (1) az (3) vtabulce 2.1 jsou vyjadienim funkci poptdvek a nabidek.
Odrazeji preference spotiebitelli a vyjadiuji jejich rovnovahu. Ostatni rovnice, tj. rovnice

(4) — (9), vyjadiuji podminky rovnovéhy trha.

Rovnice 1. a 3.

Veli¢ina D; piedstavuje souhrn m trznich poptavek po statcich a velic¢ina O; je
souc¢tem vSech n trznich nabidek sluzeb vyrobnich faktori.

Abychom dosli k t¢émto dvéma rovnicim, je tfeba zavést dalsi podminku. Kromé
podminky spotiebitelovy rovnovéahy, kterou jsem uvedla v kapitole mezni uzite¢nosti, musi
byt také splnéna podminka rozpoctového omezeni spotiebitele. Jednoduse to lze vyjadrit

jako rovnost vydajt spotiebitele za zbozi a vysi jeho diichodu. Rovnici to lze vyjadfit jako:

m n
Z p;d; = z V;0;.
i=1 i

i=1

Z téchto dvou podminek uz lze formulovat individudlni poptavkové a nabidkové
funkce. Walras pfi jejich sestavovani pozadoval, aby funkce poptavky vyjadiovala
zavislost poptavaného mnozstvi na cendch vSech statkli i sluzeb vyrobnich faktord. U
nabidkovych funkci zase pozadoval, aby vyjadiovaly zavislost nabizeného mnoZzstvi na
cenach vsech statkl 1 sluzeb vyrobnich faktor. Individudlni poptavkové a nabidkové

funkce majitedy tvar:
d; =d;(p; ... Oypvy .. v,) proi=1..m,
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0; = 0;(Dy - Py V- V) Proj=1..n.

Pokud bychom ptedpokladali vekonomice H domacnosti, potom existuje H
individudlnich poptavek po kazdém zbozi a H individualnich nabidek kazdé sluzby
vyrobnich faktoru. Tyto agregitni nabidky a poptavky lze seCist a ziskdme tak trzni
nabidku a poptavku.

Timto souftem ziskdme m trznich poptavek D; a n trznich nabidek O; sluzeb

vyrobnich faktord, neboli rovnice (1) a (3):

H

1 .
(1) D, = Z dp; * (pl e D, Vg o Up. ;) proi=1..m
h=1
H
1 .
(3) 0;= Z 0 * (p1 o P Vg o Uy, ) proj=1..n
h=1

Rovnice 2.

Druha rovnice je zformulovana jako funkce trzni poptavky po zbozie:

H
1
(2) D, = Z dp, * <p1 S N vn,;>.
h=1

Lze ji ziskat agregaci individudlnich poptavek H spotiebiteld. V tomto modelu
plati, Ze poptavka po zbozi / zavisi jak na cen¢ zbozi 1, tak na cenach vSech ostatnich zbozi.
Navic jsou také ovliviiovany vSemi najemnimi cenami vyrobnich faktord. Pokud tedy do

modelu vstoupi nové ,,zbozi, je tfeba zménit 1 vSechny ostatni poptavky a nabidky sluzeb

vyrobnich faktort. Nabidky sluzeb budou rovnéz zavislé na cené zbozi /, tedy na %

Rovnice 4.
Ctvrta rovnice:
m g
(4) szzaijDi‘i'Zbkak proj=1..n
i=1 k=1

je vyjadienim rovnovahy ngjemnich trhit vyrobnich faktord. Produk¢ni koeficienty aj,

resp. by; udavaji, kolik se pfi vyrobé jednotky zboZi i, resp. kapitaloveho statku k,
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spotfebuje statku j. Pro zjednoduseni je mozné predpokladat, Zze tyto koeficienty jsou dané,
fixni.

Pak Ize v celém modelu najit tyto neznamé:

e m-I cen p; spotrebnich statkii,

e m mnozstvi D; spotiebnich statkui,

e g mnozstvi O kapitalovych statkt.

Rovnice 5.

Pata rovnice v modelu:

n

(5) plZZaUU] pT01=1m

j=1

vyjadiuje podminku na rovnovahy na trzich spottebnich statkl. Jednoduse lze tici, Ze je

vyjadiena jako rovnost ceny a jednotkovych nakladu.

Disledek:

e Pokud bude cena prevySovat jednotkové ndklady, podnikatelé by na tomto trhu
dosahovali takovych ziski, Ze by na tento trh vstupovali nové firmy. Jejich vstup na
trh by v8ak znamenal nartst nabidky a vedl by ke sniZzeni cen.

e Pokud tomu bude naopak, tedy jednotkové naklady budou pievySovat cenu,
podnikatelé by dosahovali vysokych ztrat a odchdzeli by na jiné trhy. Disledkem
by byl pokles nabidky a nariist ceny.

e Pouze piirovnosticeny a jednotkovych nakladt Ize docilit rovnovahy na trhu.

Z vyse uvedenych dusledkl je ztejmé, Ze v modelu neexistuje zisk podnikatele.
Cely Walrastiv model pfedpokladd pouze dokonale konkurencni trhy a na takovych trzich
neexistuje podnikatelské riziko a odména ve formé zisku za podstoupeni podnikatelského
rizika. Rovnovaha na tomto trhu zbozi tedy nastavd pouze a jen tehdy pokud je

predpokladan dokonale konkuren¢ni trh.
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Rovnice 6. a 7.

Tyto dv€ rovnice popisuji podminky rovnovahy trhli kapitdlovych statki.
Kapitalové statky jsou vyrdbéné vyrobni faktory, které maji dlouhou zivotnost. Pfikladem
mohou byt budovy nebo stroje. Tyto statky maji svoje trhy, na kterych vystupuji jak
vyrobci, tak kupujici neboli kapitalisté. Kapitdlové statky, vstupyjici na trh, maji danou

kupni cenu, za kterou jsou nakupovany kapitalisty. Pro tyto ceny musi platit rovnovaha:

kupni cena kapitalového statku = jednotkové ndklady na jeho vyrobu.

Tim dostaneme g rovnic, které vyjadiuji rovnovahu na trzich té¢chto statki:

n
(6) s = Z by;v; prok=1..g

j=1

kde:
e s predstavuje kupni cenu k-t€ho kapitalového statku;
e by jsouprodukenikoeficienty, které fikaji, jakd je spotieba j-tého vyrobniho
faktoru na produkci jednotky k-t€ho kapitdlového statku;

e v, jsounajemni ceny VF.

Rovnice (7) vyjadiuje dalsi podminku rovnovahy pro kupni cenu kapitalového
statku. ProtoZe kupni ceny téchto statkl jsou bézné odvozovany od jejich ¢istych vynosi,
musi se tyto ceny rovnat jejich diskontovanym ¢istym vynostim. Plati tedy, ze kupni cena
k-t¢ho kapitalového statku s; je rovna hrubému vynosu v z jednotky kapitdlového statku
snizeného o nasobek miry opotfebeni ¢ a kupni ceny s; tohoto statku, kde toho celé je

podélené urokovou mirou r.

V. —C*sS
(7) s,=————K - k' prok=1..g
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Rovnice 8.

Podminka vyjadfend rovnici (8) je rovnovaha na trzich nevyrabénych vyrobnich
faktorti. Jedna se naptiklad o pozemky nebo rizné ptirodni zdroje.

Pokud budeme piedpokladat, Ze z celkového poctu n vyrobnich faktori je prvnich
g vyrobnich faktori vyrabénych, zbyva vyjadiit n — g nevyrdbénych faktorii. Pokud tedy
podminka (7) plati pro prvnich g vyrobnich faktort, musi platit i pro n — g nevyrabénych.
Potom tedy plati:

v
(8) s, =Tk prok=(g+1)..n

Rovnice 9.

Posledni z rovnic vyjadiuje rovnovahu trhu kapitalu jako celku.

n
1
(9) Dy ” = Z Qk Sk
j=1

Podminkou rovnovahy je zde rovnost uspor (= investic) a celkovych nakladi na
vyrobu novych kapitdlovych statki. Investice se v tomto ptipadé vzdy rovnaji Gsporam,
nebot’ jsou pouze jinym vyjadienim Uspor. To znamend, Ze ve Walrasové modelu rovnost
uspor a investic neni podminkou rovnovahy, nybrz identitou.

Celkové uspory domacnosti jsou jejich dichodem, ktery vynalozili na ndkup zbozi
[. Tyto tspory lze tedy vyjadrit jako nasobek mnozstvi a ceny zbozi / (viz. leva strana
rovnice (9)). Prava strana rovnice pak pfedstavuje n rovnic, vyjadfenych jako nasobek

mezi mnozstvim vyrabénych kapitdlovych statk Q, a jejich kupnicenou s,.

2.5.4. Proces tapani

Cilem Walrasovy prace bylo ukazat, Ze vSeobecna rovnovaha jako proces, kde jsou
vSichni lidé 1 vSechny trhy v rovnovaze, mize existovat. Nechtél za kazdou cenu sestavit
soustavuy, kterd by fikala sama o sob€, z2 musi byt vyfeSena. Cht¢l ukazat, ze trhy samy
dojdou k rovnovaze, stejné¢ jako by k tomu dosel, kdyby chtél soustavu vyfesSit. Tento

proces nazval procesem tapani.
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Tento proces tapani lze popsat tak, ze Ucastnici trhu tapajia nevédi, které ceny jsou
vlastné ty rovnovazné. Neexistuje zadné pravidlo nebo vypocet, které by stanovily tyto
rovnovazné ceny. Utastnici trhu se ptiblizuji k tdémto cendm pouze metodou pokus-omyl,
tzn., Ze nckteré realizované obchody se uskuteCnuji za nerovnovazné ceny. Na trhu
vznikne nerovnovaha, u€astnici trhu se pouci z chyb a pozaduji, resp. nabizeji jinou cenu,
kterd piiblizi trh k jeho ,,vy¢iSténi®. Pokud takovy obchod probéhne, okamzit¢ se zméni
rozdéleni diichodu mezi domacnostmi i rozdéleni kapitdlovych statkti mezi kapitalisty.
Vysledkem je pak zména vychozich podminek celého modelu. S tim se vSak méni i
rovnice rovnovahy a jejich feSeni. Méni se teda cilova rovnovaha sama. Proces tapani tedy
sam neukazuje zddnou cestu k dosazeni rovnovahy, protoze snaha dostat se k cili méni ve

své podstaté samotny cil.

2.6 Walrasuv zakon

PtifesSeni dané soustavy simultdnnich rovnic Walras zjistil, Zze pocet neznamych je
2m+ 3n +g +1 a poCet rovnic je 2m+ 3n +g +2. Walrasova soustava rovnic by se tedy
mohla zdat na prvni pohled netesSitelnd vzhledem k faktu, Ze pocet rovnic je vyssi nez
pocet neznamych. Pfibliz§im zkoumani lze vSak dojit k zavéru, Ze ne vSechny rovnice jsou
na sob¢ nezavislé a je-lin-/ trhli vrovnovaze, pak je vrovnovaze iposledni, n — ¢y trh. Lze

to dokazat v nasledujicim textu:

Mame dano zbozi [ indexovano [ €{1,..,L} a H jednotlivei indexovanych
h € {1, ...,H}. Ceny zboZi jsou dany cenovym vektorem p = (p,,p,, ...p, ). Necht' S, (p)
je oznaeni pro mnoZzstvi zboZi /, které se spottebitel 4 chysta prodat za cenovy vektor p a
necht’ D, (p) je oznaceni pro mnozstvi zbozi /, které se spotfebitel 4 chystd koupit za

cenovy vektor p.

Tvrzeni 2.1 (Walrasova zikona) Jestlize se kazdy jednotlivec drzi svého rozpoctového
omezeni, tak Ze hodnota mnozstvi prodaného se rovna hodnot¢ mnozstvi koupeného,
potom se celkova hodnota trzeb vSech jednotlivell rovnd celkové hodnoté nakupt vSech

jednotlivci.
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Diikaz: Tvrzeni pro kazdého spotiebitele /# a pro kazdy cenovy vektor p predpoklada, ze

celkové trzby se rovnaji celkovy ndkuplim:

D151, () + 0S5, () + -+ 0, S, (0) = Py D1, (P) + Py Do (p) + -+ 0, D1 (P)

neboli
L L
z piSin(p) = Z P, Dy, ().
=1 =1

Nyni souctem pites vSechny spotiebitele H a preskupenim dostaneme:

ZL:PlSlh(p) = i iple(P)

h=11=1 h=11=1
L H L H

z Plz Sin(p) = z plz Dy, (p)
=1 1 =1 h=1

S, vposledni rovnici je celkové mnoZstvi nabizeného zboZi [ vcené p; a D, je
celkové mnoZzstvi poptavaného zbozi / vcené p, Tato rovnost znamend, ze pro néjaky
cenovy vektor p = (p;,p,,...p,) je celkova hodnota planovanych trzeb rovna celkové

hodnoté€ planovanych nakupt.

Véta 2.1 Jestlize jsou vSechny trhy, s vyjimkou jednoho trhu &, vrovnovaze, tj. S;,(p) =
D,(p) = Q; pro vSechna [# k a také p, # 0, potom musi platit také S, (p) = D, (p) = Q.
Jinak feceno, jestlize vSechny trhy az na jeden jsou vycCiStény, pak i zbyvajici trh musi byt

vycistén.

Diikaz: Podminka uvedend vySe, Ze hodnota celkovych planovanych trzeb se vzdy rovna

hodnoté celkoveé planovanych nakupl, mize byt psana jako:
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ZL: p,S;(p) = ZL: p.D,(p)
1=1 1=1

z .S, ) + P S @) = z p,D,(p) + p;. Dy ()

l*k l£k

Protoze S,(p) = D,(p) = Q; pro vSechna [ # k, dostaneme:

Z p,Q; (p) + Sk (p) = Z P,Q; (p) + i Dy (p)

l£k l#k

PiSi(P) = Py Di(p)
Sk () = Dy (p)

Pokud bychom tedy piedpokladali, Ze n€ktera z uvedenych rovnic neni nezavisla,
ale lze ji vyvodit z rovnic ostatnich, pocet rovnic by se tim snizil na 2m+ 3n +g +1. Pocet
rovnic by se tedy rovnal po¢tu nezndmych a soustava by pak byla feSitelnd. Tim by byla

zarucena existence vSeobecné ekonomické rovnovahy.

2.7 DalSi ekonomické pojmy a definice

V této kapitole bych jest¢ rada uvedla nckteré ekonomické pojmy a definice, které
nesouviseji s Walrasovou rovnovahou piimo, nicméné jsou casto zminované ve tieti

kapitole, kde se zabyvam oveétenim Walrasovy rovnovahy.

Produk¢ni funkce a CRS produkeéni funkce

Produkcni funkci lze rozumét vztah mezi velikosti vstupl a velikosti vystupt.

Matematicky lze tento vztah vyjadrit jako:

Y=f(X,X,, ....X,, 09,04, ...,a,,),
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kde:
e Y je objem vyroby,
o X, X, .., X, jsourlizné vyrobni faktory,

e a,a,..,a, jsouparametry produkéni funkce.

Produk¢ni funkce mize byt v urCitych ptipadech funkci libovolného stupné,

vyhovuje-li podmince homogenity.

Definice 2.1 Y = f(X,,X,, ..., X,,,) je homogenni funkci k-tého stupné, jestlize pro n&jaké
realné Cislo 4 plati, Ze:

kY = f(AX,, AX,, ..., AX,,,)) proi> 1.

Veli¢ina k tedy urCuje stupeit homogenity funkce a charakterizuje vynos zrustu
rozsahu vyroby. Pokud bude k=1, nazyvame takovou produkéni funkci jako homogenni

stupné 1 nebo také linearné homogenni.

Produkcni funkce se nazyva funkci s:
e Kklesajicimi vynosy z rozsahu, jestlize k < 1;
e rostoucimi vynosy zrozsahu, jestlize k > 1;

e konstantnimi vynosy zrozsahu (CRS), jestlize k = 1.

Kladem produkéni funkce CRS je to, Ze lze zjistit ndklady na jednotku produkce.

Previs poptavKky a funkce pievisu poptavky

Pro definovani ptevisu poptavky budu uvazovat ekonomiku, kde neexistuje vyroba
a spotebitelé jednoduse sméuji zbozi mezi sebou. Oznaéme zapisem x,'(p,I) poptavku
spotiebitele 4 pro zbozi [, kde p je cenovy vektor a [ je jeho pfijem. V Cist¢ sménné
ekonomice je pen¢zni piijem tvofen prodejem zbozi Pfitom plati, Ze prodani zbozi a
nasledné koupeni jej zp€t nestoji nic navic, protoze ceny, za které je dané¢ zbozi prodavano

a nakupovano, jsou stejné. Navic, je vhodné (ale ne nutné) zabyvat se poptavkou nakupu

spiSe nez poptavkou po spotiebe.
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To vede k definovani individudlnich ptrevist poptavky:

L
z(p, x") = x}! <p,z p, * f{‘) —xl,
=1

kde:
e z'(p,x") je previs poptavky spotiebitele /;
e p,jecena zboZi/;
e p je cenovy vektor;
o cely vyraz x!'(p,Xt_, p, * %) ozna&uje poptavku spotiebitele / po zbozi [, kde
L=% o * % =1

e X[ ptedstavuje pocatecni vybaveni spotiebitele 4 zbozim L

Celkovy previs poptavky lze pak jednoduSe definovat jako soucet individudlnich

previst poptavky:

AOEPIWHO!
h=1

Previs poptavky reprezentuje spotiebitelovu optimalizaci. V rovnovaznych cenach
musi byt mozné pro vSechny zdkazniky optimalizovat ve stejny ¢as. To znamend, Ze na
trhu pro kazdé zbozi nesmi poptavka ke koupi piekro€it nulu, protoze na trhu neni
uvazovana jak vyroba, tak ani firma existujici mimo trh, ktera by podpoftila nabidku.

Abychom mohli spravné vyuzit pievis poptdvky ke studiu rovnovahy, je tieba se
nejdiive seznamit s jeho vlastnostmi.

Individualni poptavka ma dvé klicové vlastnosti: je homogenni stupné¢ nula a
spliuje rozpoctové omezeni (Walrastiv zdkon). Tyto vlastnosti lze vyjadfit vztahy pro
kazdé¢ jednotlivé i:

zM(A* p) = z!'(p) (homogenni stupné nula),
L ip *zM(p) =0 (Walrastv zikon),
kde:
e 7z je previs poptavky spotiebitele z po zbozi I;

e ] je konstanta.
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Protoze celkovy pievis poptavky je jednoduse dan souctem individualnich previst
poptavky, celkovy pfevis poptavky musi taky mit tyto dvé vlastnosti:
z,(A1*p) = z,(p) (homogenni stupné nula),
Y p, *z,(p) =0 (Walrastv zékon).

Lokalni nenasycenost
Vlastnost lokani nenasycenost spotiebitelovych preferenci znamena, ze pro néjaké
mnozstvi zboZi existuje vzdy néjaké vetsi mnozstvi zbozi tak, Ze je pted nim preferovano.
Formalng, jestlize X" je spotfebni mnoZina, potom pro néjaké x, € X" a kazdé

€ > 0 existuje x, € X tak, Ze |[|x, — x,|| < €a x, je preferovano pred x,.

Viastnosti lokadlni nenasycenosti:

e Lokalni nenasycenost lze odvodit pomoci monotdnnosti preferenci. Obracena
véta vSak neplati. Jedna se tedy o slab$i podminku.

e Spotiebni mnozina musi byt bud’ neomezena, nebo oteviend. Jinymi slovy
nemiize byt kompaktni. Kdyby byla kompaktni, musela by obsahovat tzv. bod
nasyceni, ktery lokdlni nenasycenost vylucuje.

e Tim je vyloucen ptipad, kdy by vSechno zbozi bylo Spatné, ponévadZ potom by

bod x = 0 bylbodem nasyceni.
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Matematicko-ekonomicka Cast

Tento 3. oddil je stéZejni casti diplomové prace. V nasledujicim textu se pokusime
dokazat Walrasovu vSeobecnou rovnovahu pomoci Brouwerovy véty o pevném bod¢.
Potfebné matematické definice pojmi pouzivanych v nasledujicim textu, vcetné teorie
k Brouwerové véte, byly uvedeny na zacatku diplomové prace. Walrasoveé rovnovaze pak
byl vénovan druhy oddil diplomové prace.

Standardni dikazy pro existenci Walrasovy rovnovdhy jsou zaloZeny na
Kakutaniho vé€t¢ o pevném bodé¢ pro mnohoznaéné funkce. Pomoci malé upravy
standardnich argumentii lze zcela vyhradn€ pracovat pouze s Brouwerovou vétou o
pevném bod¢ pro spojité funkce. Touto vétou jsme se také zabyvali v matematické Casti
diplomové prace.

Brouwerova véta ma Siroké spektrum vyuziti. Dokonce i Nash sam pouzil tuto vétu
o pevném bod¢ pro dikaz Nashovy rovnovahy pro specialni ptipad maticovych her. Jedna
z vyhod vyuziti Brouwerovy véty k ovéfeni Walrasovy rovnovahy je ta, ze vede k cili
jednodussi cestou. Diky ni neni potieba zvétsSit oblast obsahujici previs poptavky, jako to
provedli Gale a Debreu ve svych ditkazech, nebo zvétSit poptavku kazdého spotiebitele,
jako tomu bylo v dikazu pro zobecnénou hru Debreua a Arrowa, nebo ptidanim
pomocnych komodit, jak to ilustroval McKenzie.

Podkladem pro tuto cast je literatura [4],[17], jejimZ autorem je v obou piipadech

John Geanakoplos.

3.1 Spotrebitelé a firmy

Kazdy trh vyzaduje existenci dvou Ciniteli: spotfebiteld a firem. V nasledujici
podkapitole jsou uvedeny ptedpoklady a podminky na tyto dva Cinitele, které byly
sestaveny pro dikaz vSeobecné rovnovahy v dile Debreua a Arrowa. Toho lze vSak piimo

vyuzit i pro diikaz Walrasovy rovnovahy pomoci Brouwerovy véty.

Spotiebitele. Pojmem spotiebitel rozumime jednotlivce, ktery vlastni urcité zisoby
komodit (pocatecni vybaveni) a ktery tyto komodity spotfebovava. Piikladem takového

pocatecniho vybaveni miize byt naptiklad volny ¢as. Pod pojmem komodita je mozné si
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predstavit jak zbozi, tak sluzby. V teorii vSeobecné rovnovahy se spotiebitelé nerozhoduji
mezi individudlnim zbozim nebo komoditou, ale vybiraji si z kompletnich spotfebnich
plant. Jeden druh zboZi ma pro spotiebitele vyznam uvazovat pouze tehdy, pokud je ve
vztahu s jinymi komoditami uréenymi ke spotiebé, nebo pokud je zahrnut ve spotiebnim
planu.

Pro teorii vSeobecné rovnovahy budu v nasledyjicim textu uvazovat H spotiebiteld,
h=1,..,H (1). Pro kazdého spotiebitele 4 je mozné uvazovat spotiebni plany x € RE
lezici v n&jaké spotiebni mnozing X", Tato mnozina je uzavienou podmnozinou v R” a je
zdola ohranicena (2).

Kazdy spotfebitel # m4 pfeden presn€ definované pofadi preferenci >, pro kazdou
dvojici (x4,x,) € X" X X". Vyraz x, > x, pak Ize interpretovat takto: spottebni plan x, je
pfinegjmenSim alespon tak Zidouci jako spotiebni plan x,. Vyraz ,,>“ oznacuje Uplné,
tranzitivni a spojité potadi preferenci (3). Kazdé potradi preferenci >, definované na
kartézském soucinu X" x X", spliiuje podminky (1)-(3) pravé tehdy, kdyz je dana funkce
utility u”: X" > R takova, Ze x 3>, y. Jinak feCeno, funkci utility Ize sestavit, pokud
zname poradi preferenci.

Kazdy spotiebitel / je charakterizovan pomoci vektoru po¢ateéniho vybaveni e® €
X" ¢ Rl pro vSechna h=1,..,H. Vektor pocate¢niho vybaveni predstavuje niroky
spotfebitele na vS§echno mozné dostupné zboZzi na trhu, ne tedy pouze na zboZi, jeZ ma ve
fyzickém vlastnictvi. Jinymi slovy vektor e™ umoziiuje spotiebiteli pokryt poptavku po
kazd¢é komodité i ve chvili, kdy na trhu neni zddna obchodni ptilezitost.

Kazdy jednotlivec 4 vlastni podil vkazdé zfirem f=1,..,F. Pro vSechna
h=1,..H, f=1,..,F plati nerovnost Hfh >0, a pro vSechna f =1,.., F plati, ze
Yh=16f = 1. Symbol 6} je vyjadfenim konkrétniho vlastnického podilu spotiebitele / ve
firmé f.

Firmy. Pod pojmem firma rozumime individualniho rozhodovatele, ktery vyrabi komodity
pomocikombinace vstupl v technologickych procesech.

Necht’ na trhu existuje F firem, f =1,...,F. Firma je charakterizovina svym
pocate¢nim rozd€lenim vlastnickych podilii, a vyrobnimi technologiemi Y, RE, jimiz
disponuje a vyuzivd je k vyrobé komodit. Pod pojmem vyrobni technologie si lze

predstavit mnozstvi vstupt, které jsou zapotiebi k vyrob¢ jednotky vystupu. Vstupy mohou
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byt vyrobni faktory nebo vyrobené statky. Vystupy pak tvotfi vyrobni mnozinu neboli
mnozinu produkénich plani. Jakykoliv produkéni plan y € RE, kde zaporné slozky
oznacuji vstupy a kladné slozky znamenaji vystupy, je realizovatelny pro firmu f, jestlize
y €Yy

Obvyklym predpokladem pro oveéfeni vSeobecné rovnovahy je tzv. bezplatna
likvidace: jestlize [ = 1, ..., L je jakékoliv zboZi a v, je jednotkovy vektor v R" s jednitkou
na /-t¢ pozicia nulou jinde, potom pro vSechna [ =1, ...,L ak > 0 plati, Z¢ —kv, € Y; pro
vSechna f =1,..,f. S veskerym zboZim muize tedy byt disponovano bez vynaloZeni
naklady, tj, bez pouziti jakychkoliv jinych vstuptl, coz je v bézném svété neredlné. Tento
predpoklad miize byt oslaben, a to tak, ze dojde k zavedeni zapornych cen.

Dalsi, a zaroven nejcitlivéjsi predpoklad fungovani modelu je ten, ze pro vSechna f
je Y, uzaviena, konvexni mnozina zahrnyjici 0. Tento pfedpoklad je st€Zejnim
predpokladem podtrhujicim logiku celého modelu a zaroven konvexita v tomto pozadavku
vylucuje nedélitelnost ve vyrobé, rostoucich vynost zrozsahu, zisk ze specializaci,...
Konvexita je vsouladu s dllezitymi piedpoklady na klesajici nebo konstantni vynosy
zrozsahu ve vyrobé.

Dalsi predpoklady modelu:

e mnechte=YH_, el

o necht ] ={yeRly= Yr1Yp YrEY, f=1, v F;

e necht J={y€]J|y+e= 0}

e necht K = {(yl, ...,yf) €Y; X . XY = yZJ’leyf E]_}.
Potom ] N RY, # @ a K je kompaktni. Aby tyto ptedpoklady platily, vyzaduji, aby uroves
vyrobni ¢innosti, které je mozné dosdhnout i v ptipade, ze vyrobni sektor osvoji vSechny
zdroje ze spotiebniho sektoru, byla ohrani¢ena. Tato podminka je v souladu jak s firmami
vlastnicimi pocatec¢ni zdroje, tak s jednotlivci.

Nezbytnou podminkou modelu je pfedpoklad, ze ekonomika je neredukovatelna.
Jinymi slovy lze podminku vysvétlit tak, Ze pro jakékoliv dva spotiebitele # a h' existuje
pocateéni vybaveni e” spotiebitele # obsahujici vyluéng né¢jakou komodité /, kterou potom

spotfebitel A’ mize uzivat za (i¢elem zbohatnuti.
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Posledni predpoklad tvrdi, ze komodity nejsou rozliSovany podle toho, kdo tyto
komodity vyrdbi nebo kdo je spotfebovava. To znamend, Ze neexistuji externality ve

vyrobé ani veiejné statky:.

3.2 Minimalni nakladova funkce

Jesté neZ piejdu k definici Walrasovy ekonomiky a rovnovéhy, je tfeba nadefinovat
minimalni nakladovou funkci. Studiu této funkce a jejim vlastnostem se velmi Uzce
zabyval britsky ekonom John Hicks.

Necht' M"(p, p) jsou minimélni ¢isté naklady domacnosti /. Tyto ndklady v cenach
p za Walrasiansky pfijem I"(p) musi byt rovny cenam p a ptijmu I"(p), aby bylo

dosazeno stejné funkce uzitku. P¥ijem 1" (p) je pak definovan vzorcem:

I"p)=p *eh+z 6; max p * yy.
fEF Yr€Y

M™ je spojité v bodé (p,p) a konkdvni v p pro kazdé pevné p. Necht M(p,p) je soucet
viech M"(p,p) pies viechny doméacnosti 4. Pokud chceme dokéazat existenci Walrasovy
rovnovahy, je vhodné si funkci M pomoci.

Pro pochopeni vzniku funkce M je dobré uvazovat alesponn docasn¢ nasledujici
predpoklady:

e necht je dana Walrasova poptdvkova mnohoznaéna funkce D" (p);

e necht je ddna Walrasova nabidkovd mnohoznac¢na funkce:

Y, (p) = argmax p * y;
nyYf

e pak existuje Walrasova celkova mnohozna¢na funkce previsu poptavky:

R WRCIOETOE W TL!
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e dale predpokladdme, ze vSechny vyse uvedené funkce jsou jednoprvkové a
ozna¢ime je d"(p), y; (@), z(p).

Pokud bude uvazovan piipad ekonomiky s ryze konkdvni funkci uzitku a ryze
konvexni produkéni mnozinou, pro kterou je uveden dikaz vsekci 3.5 (Existence
Walrasovy rovnovahy), bude ekonomika nalezet kompaktnimu prostoru. V tomto ptipadé

je mozné definovat spojitou funkci ¢: S — S vztahem:

p(p) = argmax| min pxz—|p— ﬁllz]
pEeES zeZ ,(p)

= argmax[M(p,p) — llp — %],
pES

jejiz pevné body jsou Walrasovy rovnovazné ceny, jak bude déle ukdzano v podkapitole
3.6. Pismenem S = {p € R:: Yl p; = 1} budeme znagit simplex cen. V podkapitole 3.4
je ukazano, ze funkce ¢:S — S definovana pro vSechna p v Srovnici uvedenou vyse, je
spojita a Walrasova rovnovaha je rovna jejimu pevnému bodu.

Zobrazeni ¢ piirozené vzniklo zpotencialni Lyapunovy funkce L:S —> R

definované vztahem:

L(p) = r;lgsx[M(p, p) — llp = plI*].

Funkce ¢(p) vyjadiuje dualitu mezi maximalizaci uzitku a minimalizaci naklad.
Tato dualita pak zaruCuje (coz vychazi z minmax teorému uvedenému v podkapitole 1.4),
ze pevny bod funkce ¢ je Walrasova rovnovéaha.

Na prvni pohled se nezda, ze by mnohozna¢na funkce Z(p) byla obdobou funkce
@. Nicméné nadefinujme D"(p) jako mnozinu vSech spotiebnich plant (z hlediska
rozpoctu proveditelnych €1 nikoliv), které charakterizuji spottebitele 4 piinejmenSim stejné
tak dobie jako jeho Walrasianské poptavky D™ (p). Je tieba nadefinovat mnohoznaénou

funkci Z, vzorcem:

L=y, Op-en-) v,

53



kterd 1épe vyjadiuje pfevis poptavkové funkce a kde firmy voli jakykoliv produkcni plan,
ktery je realizovatelny. Sté¢Zejni vyhoda funkce Z, pted funkci Z tkvi v tom, Ze je zdola
polospojitad (LSC) stejné jako shora polospojita (USC).

Ve standardnim Kakutaniho existenénim dikazu zvefejnénym Debreuem, si
spotfebite]l vybfra p tak, aby maximalizoval hodnotu konkrétniho pfevisu poptavky z.
Vektor zje nezdvisle proménna v zobrazeni pevnych bodi. V tomto dikazu dle
Geanakoplose spotfebitel vybira cenu p tak, aby maximalizoval ndklady na dosaZeni
ur¢itého socialntho blahobytu (v"),cy, kde v" je Groven uzitku spotiebitele 4. (v™)pcy
jsou utility odvozené zase zcen p, takze v" = v"(p). Jedna se tedy o nepiimé funkce

utility Walrasovych cen p, kdy ceny jsou samostatné nezavislé proménné.

3.3 Walrasova ekonomika

V nasledujicim textu je Walrasova ekonomika uvazovana ve tvaru:

E = {H, X" e u") e F, (Y})feF' (th)hEH}=

fEF

kde:

e Hje kone¢nd mnozina domacnosti, resp. spotiebitelli;
e X" c R! je spotfebni mnoZina domacnosti 4;

e e je vektor pocate¢niho vybaveni spotiebitele /;

e u" je funkce uZitku spotiebitele s €H;

e [F'je kone¢nd mnozina firem;

* Y jetechnologie firmy f€ F;

o th € R, je vlastnicky podil spotiebitele /# ve firmé f;

* Yhen 0 = 1pro viechna feF.
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Shrnuti predpokladi pro ekonomiku E dle Debraua — Arrowa:

1) X" je uzaviena, konvexni mnozina omezend zdola tak, ze 3 d" takové, z2 d" < x pro
viechna xeX";

2) proel € X" 3d" € X" takové, Ze plati d" « e™;

3) a)u" : X" - Rje spojita funkce;
b) u" je kvazikonkdvni, mnapt. [u"(x;)>u"(x,)a0<A<1]> [u"(Ax; + (1-
Ax,) > u™ (x,)] pro viechna xq,x,€X";
¢) u"je nenasycend, tj. pro Vx,eX" 3 x;€X" za podminky, Ze u(x;) > u"(x,) pro
vSechna f€F;

4) Y je uzaviena konvexni podmnozina R" a 0 € Y;

5) mnavic jestlize Y=X¢cp Yz, potom Y N R: = {0};

6) irreverzibilita: Y N —Y = {0}.

3.3 Walrasova rovnovaha

Walrasovo ekvilibrium pro ekonomiku E je n-tice (ﬁ, &™) nen (yf)fEF) € RL X
XnenX"™ X X;epY; splityjici nasledujici pfedpoklady:
) YpenX" < Xpeye" + Zfep)_’f§
b) y; € argmax{Xt_, p,y,|(y = 1, ... y,) € Vs }pro Vf € F;
c) x"eB"(p) = {x e X" Yl P <Xl pel + i Hfh lL=1?51yzf =
1"(p)} pro Vhe H;
d) jestlize x € B"(p), potom neni x >, x";
e) X" €arg max, g, u"(x).
Nenasycenost a kvazikonkavnost zarucuje, ze ve Walrasové rovnovaze kazdy

spotfebitel utrati vSechen sviij piijem, takZe rozpoctova nerovnost v c¢) redukuje rovnost

podminky a), a mizeme proto usoudit, ze ve Walrasové rovnovaze plati:

2x{1<2e[‘+zyﬂ:>ﬁi=0.

heH hey feF

55



3.4 Diisledky vySe uvedenych predpokladii

V této podkapitole navazu na piedchozi rovnici kterd je ekvivalentni definici
rovnovahy a byla ziskana tak, Ze doslo k zptisnéni definice rovnovahy pozadujici rovnost
nabidky a poptdvky vpodmince a). To je mozné pouze za piedpokladu, ze dojde
k rozsfieni vyroby svolenim k jeji bezplatné likvidaci, tedy je tieba nahradit Y za ¥ = Y —
R:. Takze bez ztraty na obecnosti je pozadovana rovnost v predpokladua), ale je také

nutné piedpokladat:
7) bezplatna likvidace: Y —R: =Y.

Ptedpoklady /) — 6) maji za disledek, Ze mnozina, kterou lze nadefinovat pomoci

piedchozirovnice vztahem:

A={(xt o, xy; V) €EXpey XX Xpp Vi Dy (x" — ") =X py, < 0}

je kompaktni mnozinou. Kvazikonkdvnost funkce uzitku omezuje spotiebni mnozinu z
X" na X" nX"a vyrobni technologie z Y; na¥; NY;, kde X" a Y; jsou konvexni a
kompaktni a to tak, e mnoZzina A je zahrnuje kartézsky soucin X, X" X XrepYr. Tim je
dén rist ekonomiky E's Gplng stejnym Walrasovym ekvilibriem jako E. A tak opét bez
ztraty na obecnosti je mozné piidat pfedpoklad 8) a oslabit predpoklad 3c¢):

8) X" a Y; jsou kompaktni pro viechna h € H a f € F.

Po zeslabeni bude podminka 3¢) ve tvaru:

3c) [(xY, ., xty, yp) €Al = [VheEH,3 " e X", ul(%,) > u"(x)].

Dtisledek konvexnosti X" zpiedpokladu 1) a kvazikonkdvnosti u”* zptedpokladu
3b) dava vzniknout dalSimu ptedpokladu:

3d) u" je lokalné nenasycena funkce uzitku v X" : Vy e X", jestlize dx €

X" sul(x) > ut(y), potom I{x(n)}>_, € X", x(n) - y s u(x(n)) > u"(y) pro va.

n=1
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V nésledujicim textu uvedu dalich Sest vét. Kazdd znich je zalozena na
predpokladech 7) — 8). Véty 1. a 2. jsou zaloZeny na definicich USC a LSC a na vyhovujici

podmince, ktera je uvedena v podkapitole 1.5.3.

Véta 3.1 Mnohoznaéna funkce rozpoétu B"(p) je USC, LSC, neprizdnd a kompaktni
funkce na mnoziné S = {p € R%:Y,p, = 1}.

Diikaz: Tuto vétu lze povazovat za standardni a trividlni dusledek vySe uvedenych
pfedpokladii. Misto pfimého dokazovani je mozné si také vSimnout, Ze to je dusledek
vychazejici z vyhovuyjici podminky uvedené v podkapitole 1.5.3.

Mnohozna¢né funkce rozpoctu je definovana jako:
B'"(p)={xeXx":pxx <I"(p)}={x e X":—p*xx = -1"(p)}.

Necht” w(p) = —I"(p) je vyhovujici limita. Necht' v(p) = max ,n(—p *x) je
maximalni mo7na hodnota limity. PondvadZ plati, Ze e" > 6} proVp e S pakw(x) =
—I"(p)< —pret <—pxd" <max n—-prx=v(p). Véta tedy  vyplyva

zkompaktnosti X", spojitosti —I"(p) a z vyhovujici podminky.

Necht v"(p) = max u™(x) je takzvané nepfima funkce utility spotiebitele

x€B" (p)
h. Tato funkce udava maximalni uzitek spotfebitele 4, kterd je v tomto piipadé zivisla
pouze na cenovém vektoru p. (Pozn. vSeobecné je nepifima funkce uzitku zavisld na
cenovém vektoru p a vysi piijmu spotiebitele w). Funkce uZzitku se nazyva nepiima z toho
diavodu, ze spotiebitel spotiebovava zbozi bez ohledu na cenu tohoto spotiebovavaného
7boZi.

Ponévadz B"(p) je USC a LSC, neprazdna a kompaktni mnoZina spliiujici princip

maxima, funkce v"(p) musibyt spojitd na S. Kromé toho necht’:

D"(p) = arg max u"(x)
xeB" (p)
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je poptivkovad mnohozna¢na funkce spotiebitele #. Opét dle principu maxima je D"(p)

USC. Bohuzel D" (p) nemusi byt LSC.

Ustfednim prvkem dikazu existence uviadéného v sekci 3.5 je nahrazeni
poptivkové mnohoznaéné funkce D"(p), kterd miize selhat pravé pti pozadavku na LSC,

za lep$i poptavkovou mnohozna¢nou funkci D" (p), ktera je vzdy LSC.

Véta 3.2 Vylepsena poptavkova mnohozna¢na funkce D! (p) = {x € X":u" (x) = v"(p)}
je USC, LSC a neprdzdna mnoZina pro p € S.Z toho ditvodu je lepsi nez funkce pro previs
poptavky Z, (p) = Xpey D} (0) — Zpen €™ = Lrer ¥y

Diikaz: USC a neprazdnost poptiavkové mnohoznaéné funkce D" vychézi bezprostiedng ze
souvislosti s funkci uzitku u”.

Nyni je tfeba ovefit i platnost LSC. Necht p(n) = p a necht x € D". Dile necht
y(0) € argmax{u®(y):y € X"}.  Jestlize —u"(x) =u"(y(0)), potom ut(x) =
v"(p(n)) pro vn. Pokud by platila rovnost x(n) = x pron > 1, dokazovala by dolni
polospojitost funkce D vbodé p. Jestlize u™ (x) < u"(y(0)), potom dle podminky lok4lni
nenasycenosti v podmince 3d) 3 y(m) - x s u"(y(m)) > u"(x) pro vm = 1. Protoze
nepiima funkce utility v" je spojitd, v"(p(n)) - v"(p). V disledku tomu je mozné
definovat pro n =1 funkci x(n) =y(m(n)), kde m(n) = max ., u" (y(m)) =
v"(p(n))}. Potom x(n) € D*(p(n)) a x(n) - x, coz dokazuje existenci pozadované
vlastnosti LSC pro D". Suma mnohozna¢nych shora polospojitych funkci (resp. zdola
polospojitych), jejiz meze jsou kompaktni, je také USC (LSC).
Véta 3.2. mize byt také odvozena z vyhovujici podminky. Necht w(p) = v"(p) je
vyhovujici limita a necht v*(p) = v* = max, 4n u(x) je maximalni moznd limita.
Potom je mozné aplikovat vyhovujici podminku s tim, Ze¢ X" a u" jsou nezaviské na p, a
v"(p) je spojité. Pravé ztoho diivodu je velice jednoduché aplikovat vyhovujici podminky
na Walrasovu zlepSenou poptivkovou funkei D, (p) = {x € X":u"(x) = w(p)}, kde
w(p) = max{u"(x):x € X", px x < I"(p)}.
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Véta 3.3 Minimalni nakladova funkce:

M ) = [
(p,P) Zggi?ﬁ)p*z

je spojitd na (p,p) € S X S akonkdvniv p pro kazdé pevné p € S.

Dikaz: Véta 3.2. a princip maxima zarucuji spojitost M(p,p). Pro kazdé pevné p je

M (p, p) nejmensi zrodiny linearnich funkci v bod¢ p, musi tedy byt konkdvni.

Véta 3.4 Pro vSechna p € S plati, ze Z(p) € Z,(p). Tedy M(p,p) < 0.

Diikaz: Ziejmy.

Nasledujici véty 3.5. a 3.6. ukazyji, jakou roli hraje tzv. dudlni princip. Tento
princip fika, ze maximalizace uzitku a minimalizace ndkladd jsou si rovny v bodech, ve

kterych je dodrZena nenasycenost funkce.

Véta 3.5 Jestlize pro néjaké p € S existuje Z € Z,(p) s Z < 0, potom 3 ¥" € X" pro vh a

Vs € Y pro Vf'tak, Ze n-tice (p, (™) new (¥¢) fer) Je Walrasovou rovnovahou.

Diikaz: Jestlize Z € Z, (p), potom je dle definice X" € D}(p) pro vheH, a y; €Y, pro
VeF s Z =Y,y X" = Ypepe™ — Xrep ¥y ProtoZe zZ <0, zvlastnosti nenasycenosti
uvedené v podmince 3c) a z vlastnosti lokaIni nenasycenosti v podmince 3d) vyplyva, Ze
pxx">1"(p) proVh € H. Ale z nerovnosti Z< 0 a pES plyne, 72 0 >p*Z=
P Znen X" —[Lhene” +Zfep3_’f] > Ynen 1"() = Xpey 1"(P) =0 . Ztoho divodu

p*x"=1"(p) provheHay; € argmax, ¢y P * Yy, Vf €F.

Stoji za zminku, ze (za pfedpokladu lokdlni nenasycenosti) ptidokazovani Vetry

3.1.-3.5. nehraje zadnou roli jak kvazikonkavnost u”, tak ani konvexnost Y.
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Véta 3.6 Jestlize pro ngjaké p € S existuje max e M(p,p) = M(p,p), potom 3 x" € X"

pro Vhay, € Y7 pro vf'tak, Ze n-tice (P, (X") pey (¥¢) rer) je Walrasova rovnovaha.

Diikaz: Nyni je tieba se odvolat na konvexnost X" a Y, a kvazikonkavnost u zarudujici
konvexnost Z,(p). Zasada minimaxu potom zaruCuje, ze IZ€ Z, (p) s M(p,p) =
MAXpes P*¥Z =P *Z =Milyez ) P * Z. Protoze z Véty 3.4 vyplyva nerovnost
M(p,p) < 0, musi platit, z2 Z < 0 (jestlize je néjaké Z; > 0,vezme se p; = 1). Tedy p ve

Vete 3.5 je cenovym vektorem Walrasovy rovnovahy.

3.5 Existence Walrasovy rovnovahy

Nyni ukazeme, jak zkonstruovat dikaz existence Walrasovy rovnovahy pro
vSeobecné kvazikonkavni preference a konvexni vyrobni mnoziny, ktery vyuziva vyhradné

oblast cen S a Brouwerovu vétu o pevném bode¢.

Tvrzeni 3.1 Necht’

h
E = {H; (Xh; ehJuh)hEH’F’ (Y})fep’ (Hfh)f 2:}

je Walrasova ekonomika splitujici pfedpoklady /) - 6). Potom Walrasova rovnovaha pro

ekonomiku E nastava v bodé& (9, (X") ney» (F5) rer)-

Diikaz: Piidikazu daného tvrzeni lze vyuzit vzorec:

Z,(p) = D" (p) — h— Y, (5),
OEDWOED WIS WRIC

ktery jsme uvedli jiz vtextu vySe a jehoz vypoltem lze dostat pfinejmenSim stejn¢ tak
dobry vysledek jako vzorcem pro vypocet ptrevisu poptdvky Z(p). Dale pouzijeme

vzorec M(p,p) = min, e, 5 P * 2, pomoci n¢hoz je definovana funkce ¢:S — S jako:
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p(P) = argmax[M(p p) —llp —plI*] =

= argmax[ mm p*z—|lp—pl*|.
pES z€Z, (P

Protoze (dle Véty 3.3) je funkce M konkdvni v p pro n&jaké pevné p, a |lp — pl|? je
kvadratickd norma, maximand je ryze konkavni, takze ma jedine¢né maximum a @(p) je
tedy jednoznacna funkce. Pod pojmem maximand si lze piedstavit funkci, jejimz smyslem
v metodach optimalizace je maximalizovat. Tento problém lze ptiblizit jako operaci, kdy je
tieba vybrat parametry nebo vybéry tak, aby byla vybrdna co nejvy$§i moznad hodnota
maximandu.

ProtoZe dle t¢ samé véty je funkce M spojita, potom ¢ je spojitd funkce. Z toho
vyplyva, ze dle Brouwerovy vét€¢ o pevném bodé¢ ma ¢ pevny bod p. V pevném bod¢ p

plati:
M(p,p) = max[M(p,p) — llp — plI*] = max M(p,p),
PES PES

kde posledni rovnost vyplyva zkonkavnosti funkce M v bod¢ p. Dle Véry 3.6 je pak p

Walrastiv rovnovazny vektor cen.

Opét plati, e kvazikonkavnost u" ani konvexnost Y; nehraji Zadnou roly az do
posledniho kroku, kde je zarucena konvexnost Z_, (p) vjediném bodé¢ p = p. V plivodnich
dikazech Walrasovy rovnovahy totiz bylo tfeba se ujistit, Ze mnohozna¢na funkce pfevisu
poptavky je konvexni v kazdémbod¢ p (jinak nemusi byt pevnym bodem).

Pravé ukdzanym dikazem existence Walrasovy rovnovahy je pokryty pravé jen
predpoklad konvexnich technologii Yy, ale bez kvazikonkavni funkce uzitku um. Az do této
chvile je mozné si spotiebitele s predstavit pouze jako kontinuum shodnych kopii.
V poslednim kroku za pouziti Véty 3.6 je tfeba nahradit funkci Z, (p) jejim konvexnim
obalem co{Z_,(p)}. Potom je tfeba aplikovat minmax teorém, diky némuz je mozné ziskat
Z € co{Z, (p)} stejng, jako ve Veété 3.6. Dle Caratheodoryho véty plati, ze z = Y11 4,7,
kde:
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° 7 =Yy X — ZheHeh - Zfer]ir €Z,.(p)

e a}, jsoukladné vahy, pro nézplati yr¥1 1. = 1.

Vhodnou volbou X" a vah 1; spotiebitele /, a y, = Xi* A;yf € ¥} jako vyb&rem

firmy f, dostaneme rovnovahu kontinudlni kompaktizované ekonomiky. Nicméné bez

v

pozadavku na kvazikonkdvnost neexistuje jistota, Ze optimalni spotiebni vybér uvnitf
kompaktizované spotfebni mnoziny je optimalni i pro plivodni spotfebni mnozinu. TakZe
je tfeba spocitat rtzna ekvilibria pro kazdou kompaktifikaci k tak, aby byl vytvofen
kompaktni topologicky prostor. Potom necht’ k — oo. Potom je tieba vzit konvergujici
podposloupnost vah. Pro vSechny tyto vahy, které nekonverguji k nule, vezmeme
konvergujici podposloupnosti z X" (k) a z Ys(k). Tyto limita jsou pak rovnovahou

ekonomiky:.

3.6 Srovnani s predchozimi diitkazy Walrasovy rovnovaha s ryze

konvexnimi preferencemi

Hlavni rozdil mezi standardni dikazy existence Walrasovy rovnovahy a dikazem

vvvvvv

dikazech bylo vyuzito Kakutaniho véty o pevném bodé pro mnohozna¢né funkce. Dalsim

rozdilem je, Ze v tomto ditkazu je pouzito ptirozené Lyapunovy funkce L:S — R:
L®) = max[M(p.p) — llp —pII°].

V nasledujicich trech podkapitolach je uvedeno nekolik specidlnich ekonomik, pro
které také existuji standardni dikazy Walrasovy rovnovahy zalozené na Brouweroveé veéte.
Kazda z nich naznacuje spojeni mezi vyse uvedenym dikazem a standardnimi diikazy, kde
previs poptavky je vzdy jednoznacna funkce. VSechny piipady specialnich ekonomik jsou
zaloZeny na ryze kvazikonkavni funkci utility u”.

V prvnim specialnim piipad€ je pozadovano, aby Y bylo ryze konvexni, takZze

pievis poptavky Z(p) bude odpovidat jednoprvkové funkci z(p) zavedené pro minimalni
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nikladovou funkci. Pokud bychom nahradili M za funkci N = min,c, ) p * z, danou

vztahem
N(p,p) = min p*z=p=* z(p),
zeZ(p)
ziskame funkciy: S — S definovanou vztahem:

V(@)= argf?ax[p «z(p) — llp — plI?].
pe

Pevné body funkce ¥ (p) jsou Walrasovy rovnovazné ceny. Pro kazdou dvojici (p, p) plati,
7¢ M(p,p) < N(p,p). OvSem pokud bude pievis poptavky Z mnohozna¢na funkce jako
obvykle bez dalsich predpokladt, funkce N(p,p) nebude spojita funkce. I kdyz Z(p) bude
jednozna¢na funkce a N bude spojité, potom M (p,p) # N(p,p). I pfesto se funkce N ¢asto
pouziva k dokazani Walrasovy rovnovahy.

Zobrazeni Y je vSak naprosto rozdilné od standardniho Brouwerova zobrazeni

odvozeného od Nashova maticového zobrazeni her. Nakonec se vSak ukazuje, ze Y (p)
zjednoduSuje jiné standardni Brouwerovo zobrazeni, a to h(p) = Projs;(p+ %Z(p)). Ale

vzhledem k tomu, Ze k ovéfeni tvrzeni, Ze pevny bod funkce / je Walrasova rovnovaha, je
vyzadovano Kuhn-Tuckerovo tvrzeni, je okamzit¢ jasné, ze pevny bod z Y je ekvilibrium.
Podobnych zobrazeni bude vyuzito i vdalSich specidlnich ptipadech, naptiklad pii CRS
vyrobé. Vtomto piipadé¢ Y je velmi tizce spjato se zobrazenim, které se pouziva pro
vypocet rovnovahy ekonomiky s pevné danym koeficientem technologii.

Pro nasledujici kapitoly bude spole¢né to, ze bude tfeba upravit vSeobecnou
Walrasovu ekonomiku (uvedenou v podkapitole 3.3) na piipady, kdy je mozné vyuzit
funkce previsu poptavky. Pro tyto ptipady je uz pfedem znamo, ze k dokazani Walrasovy
rovnovahy postaéi Brouwerova véta. Pomoci odchyky - |lp — pl|? lze tyto piipady jeste

zjednodusit.

63



3.6.1 Cistd sména a ryze konvexni technologie

Necht S ={p € RL:Y} . p, =1} je simplex cen. Necht zje funkci pievisu
poptavky pravé tehdy, kdyz z:S — RE je spojitd funkce spliiujici Walrastiv zékon p *
z(p) = 0 pro v8echna p € S. Nyni je tieba definovat Walrasovu rovnovahu pro funkci
previsu poptavky z jako cenovy vektor p € S spliujici podminku: z(p) < 0.

Dle Walrasova zadkona plati rovnost z;(p) = 0 pokud p; # 0, jinak dostaneme

nerovnost z;(p) < 0.
Tvrzeni 3.2 Kazda funkce pievisu poptavky ma Walrasovo ekvilibrium.
Diikaz: Necht’ je dano zobrazeni : S — S vztahem:

Y(p) = argrggsx[p *z(p) — llp — plI%].

Maximand je soucet linedrni a kvadratické funkce v bod¢ p, tedy je ryze konkavnia spojity
v p. Protoze S je kompaktni a konvexni, (p) je jediny bod, a tudiz ¢ je funkce. Dle
principu maxima je 1 spojitd funkce a to ztoho dlivodu, ze parametry z(p) a p se pohybuji
spojité v zavislosti na zméné p.

Tudiz dle Brouwerové vété o pevném bod¢ ma 1P pevny bod p. Dle konkdvni véty o
odchylce plati: p € S = p * z(p) < p * z(p). Dle Walrasova zakona je p * z(p) = 0, coz

znamena, ze z(p) < 0.

V Debreuové dikazu Walrasovy vSeobecné rovnovahy je vyuzito mnohoznacné
funkce 6(z) = argmax,esp * z. Tato funkce § vyuziva pravidla, ze pokud je dan pfevis
poptavky v néjaké komodité, tj. z; > 0, ceny by mély jit nahoru pfinejmenSim do té vySe,
kde je nejvétsi previs poptavky. Jediny nedostatek Debreuovy dikkazu je ten, ze funkce
§(z) mize byt mnohoznaéna, a tak je nutné pouzit Kakutaniho vétu o pevném bodé&.

Funkce ¢ (p) je pak ziskana lehkou odchylkou Debreuovy mnohozna¢né funkce.
Funkce ¥ (p) je identicka se zobrazenim h(p) = II;(p + %Z(p)), kde IIg(x) je bod

nejbliz§i S dle x. Dle Kuhn-Tuckerovy véty je mnohozna¢na funkce W (p) ekvivalentni ze
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;. _ _ 1 _ . . 1y .
zapisem (Y (p) —p) = Ez(p) — e + A, kde A =0 je diagonalni matice s prvky 4;; >0
pokud 1;(p) = 0. Podobn¢ dle t¢ samé véty vyhovuje zobrazeni h(p) = argmigl ”p -
pe

2
[ﬁ + %zﬁ] ” t¢ sam¢ rovnosti. Odvozenim ¥ muze byt jasné, ze pevny bod této funkce je

Walrasova rovnovaha. Na druhou stranu dokazat, ze pevny bod funkce / je limitou S,

tzn. je Walrasova rovnovaha, vyzaduje Kuhn- Tuckerovo vétu.

3.6.2 Produkce s CRS technologiemi

Nyni budu uvazovat vyrobu skonstantnimi vynosy zrozsahu (CRS). CRS
technologiemi rozumime mnozinu ¥ c R% takovou, Ze mnozina Y je uzavieny, konvexni
kuzel (y €Y zahrnujety €Y pro vSechna t > 0; obzvlast¢ 0 € Y). Navic je moZné
predpokladat, zZe Y umoziuje bezplatnou likvidaci; z<y a y €Y zahrnuje z €Y.
Poslednim pfedpokladem je to, Ze existuyje néjaké p* € S s podminkou p**Y <0, t.
p**y < 0provsechny y €Y.

Walrasovou rovnovahou s produkei pro funkci pfevisu poptavky, tj. pro CRS
technologickou dvojici (z,Y), je cena p € S takova, Zze z(p) € Y a pY < 0. Dle Walrasova
zakona vygeneruje vyrobni plan z(p) nulovy zisk, zatimco alternativy vyrobniho planu
jsoubud’ ztratové, nebo nejsou o moc lepsi.

Ustiedni piklad &innosti CRS-technologie je analyzy vyrobnich technologii dana
matici B = [—] A], kde 7 je L X L matice identity a 4 je vektor ¢innosti o rozméru L X n.
Kazdy sloupec matice B reprezentuje ¢innost. Kladné prvky odpovidaji vystuptim, zaporné
prvky odpovidaji vstuptim. Prvni L sloupec matice B reprezentuje Cisté uspofadani. Matice

¢innosti B uréuje CRS-technologii:
Y = {Bx|x € R:*"}.
Piesnéji feceno je Y konvexni a uzavieny kuzel umozilyjici bezplatnou likvidaci.

Jestlize pro né&jaky vektor W >> 0 je mnozina f{x € R:*™: Bx + W > 0} ohranitena,

potom musibyt p* € S snerovnosti p* *x ¥ < 0.
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Véta 3.7 (o technologiich) Jestlize Y je CRS-technologie a pro né&jaky vektor z € RE plati:
[pESapY <0]=>pz<0,potomz€EY.

Diikaz: Predpokladejme, ze z € Y. Protoze Y je uzavieny a konvexni kuzel, dle véty o
oddélujici nadroving miizeme striktné oddélit Y a z, pokud existuje n&jaké p € RE takové,
ze p*xY <p=*z. Ale protoze Y je konvexni kuzel, takze p * Y ohraniCené shora nepiimo
fika, zZe p xY < 0; také 0 € Y, takze dostavame p * ¥ < 0 < p * z. Dle bezplatné likvidace
pak nerovnost p * ¥ < 0 naznaCuje, ze p = 0. Tim dostaneme, Zep ES apY <0< p* z,

coz odporuje ptedpokladu.

Tvrzeni 3.3 Kazda funkce pievisu poptavky pro danou CRS-technologickou dvojici (z,Y)

ma Walrasovo ekvilibrium.

Diikaz: Hledame p€ S, ={p € S:p*Y <0} sz(p) € Y. Dle véty o technologiich sta¢i
najit p € Sy takové, ze p €Sy, = p *z(p) < 0 = p * z(p). Dle hypotézy je S, neprazdné.
Jest€ navic je Sy = N,y {p €S:p*y <0 }prisetik uzavienych a konvexnich mnozin, a
tak je 1 uzavieny a konvexni.

Definujme y: S, — S, dle rovnice:

Y(®) = argmax[p xz(p) — llp — plI*].

PESy

Jiz diive bylo dokadzdno, Ze 3 je spojita funkce. Protoze S, je kompaktni a
konvexni, Brouwerova véta zaruCuje, ze Y ma pevny bod p.

V pevnémbodé p plati, ze p €S, = p* z(p) <p * z(p) = 0.

Myslenku pouziti samotné Brouwerovy véty k dokazani existence Walrasovy
rovnovahy s produkcipouzil McKenzi ve své praci s vyuzitim mnoziny S,. Jeho zobrazeni
je mnohem komplikovangj$inez v, ale to je dano tim, Ze pfevis poptavky je mnohozna¢na
funkce. McKenzie ukazuje, Ze je mozné vzdy zmensSit konvexni technologic na CRS-

technologie pfidanim F pomocnych komodit piedstavujicich podily vlastnikli v kazdé
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firm¢. Zobrazeni pevného bodu musi potom byt realizovano v simplexu dimenze L+F-/

oproti dikazu vyse, kde oblast je ptivodni L — 1 dimenziondlni simplex.

3.6.3 Neomezené spoti‘ebni mnoziny, monoténni preference a limita funkce

V sekci 3.6.1 a 3.6.2 bylo pozadovano, aby funkce pfevisu poptavky z byla spojita
na celé mnozing S, véetné podminky, ze p € S s tim, ze n&jaké ceny p; mohou byt nulové.
To bude platit vzdy, kdyz utility u" budou ryze konkdvni a spotfebni mnoZiny budou
kompaktni. Metoda pouZitd pro zjiSténi ekvilibria v 3.6.2 bude uZitecna 1 zde.

Necht' S° je vnittek mnoZiny S a dS je jeho limita. Necht' S = {p € S:p = ¢1} je
zredukovany simplex pro vSechna € > 0 a dS¢ je jeho limita, kde 1 = (1, ...,1).

Rekneme, 7e (z,Y) je funkce previsu poptavky neboli CRS-technologicka dvojice
s vlastni limitou funkce vzdy, kdyz z:S° > RY bude spojitd funkce spliujici Walrastv
zdkon pro viechna p € S°. A navic pokud 3¢ > 0 adp* € S¢, pak:

p**xY <0 (3.6.1);
pE€EISE=>p *z(p) >0 (3.6.2).

Pokud budou preference ryze monotonni, potom p — 95 = né&jaké z;(p) — co.
ProtoZe ptevis poptavky je ohrani¢en zdola celkovym pocate¢nim rozdélenim zbozi, z ryzi
monotonnosti vyplyva, ze pro né&jaké p* > 0 je p* * z(p) > 0, jestlize p je dostateéné
blizko limité. A tak funkce pfevisu poptdvky odvozend zryze monotonnich preferenci
automaticky vyhovuje ptislusné limité funkce za predpokladu, Ze lze najit ryze kladné p*,
pro které plati: p**Y < 0. Tuto druhou podminku lze ovétit tak, ze napiiklad existuje
néjaky nezbytny vstup jako pracovni sila, ktery nebyl nikdy vyroben.

Tvrzeni 3.4 Kazdd monotonni funkce previsu poptavky neboli CRS-technologickd dvojice

s vlastni limitou funkce ma Walrasovu rovnovahu.

Diikaz: S¢ je kompaktni a konvexni. Tedy Sy =S¢ NS, je také kompaktni a konvexni
Definujme : Sy — Sy jako:
V(@) = argmax[p xz(P) — llp — plI*].

PESy
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Stejné jako predtim je 1 spojitd funkce, ma tedy pevny bod p. Znovu dle zndmych
argumentti plati, Ze p € S§ =2 px z(p) < p *z(p) = 0.

Jestlize n€jaké p; = &, potom dle vlastni limity funkce plati nerovnost p* * z(p) >
0, cozje rozpor, protoze p* € S7. Tedy p > €1. Ale potom podle konkdvnosti maximandu
je p€S,>px*z(p) <0. Dle véty o technologiich je z(p) €Y, takZe p je Walrasova

rovnovaha.
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Zaver

Cilem této prace bylo uziti nékterych vét o pevnych bodech v ekonomickych
modelech. Pro diplomovou praci byly vybrany dvé sté¢zejni véty — véta Brouwerova a véta
Kakutaniho. Za dany ekonomicky model byla vybrana Walrasova rovnovaha.

Pti psani této prace jsme se setkali se dvéma hlavnimi problémy. Prvnim z nich je
nedostatek zdroji. V Ceském jazyce pravdépodobné neexistuje zadny zdroj na téma
aplikace Brouwerovy véty v modelu vSeobecné rovnovahy Léona Walrase. V anglickém
jazyce to také o moc lepSi neni. Dostatek zdroji lze najit ve francouzském jazyce
(vzhledem k néarodnosti L. Walrase). ProtoZe nedisponuji znalosti tohoto jazyka, vyuZivali
jsme piedevsim anglicky psanych zdrojt a ¢lankt.

Kdyz uz se podatilo najit vhodny zdroj, tak bylo obtizné pfedlozit adek vatné pojmy
do ceského jazyka, aby jim Ctenair spravné porozumél. V nékterych piipadech (viz.
»vyhovujici podminka“) jsme vyuzili uvozovek, v jinych ptipadech jsme uvedli preklad i
s pivodnim vyrazem v anglickém jazyce.

Pivodnim zAmérem prace bylo pouzit tuto aplikaci v praxi. Jak se vSak ukazalo,
model vSeobecné rovnovahy je opravdu jen ,,vSeobecny* a pro praxi neaplikovatelny. I ve
své neslozit€j$i podobée, kterd se nejblize priblizuje realite, je tento model od dneSni reality
pomérné¢ hodné vzdalen.

Za prinos této prace tedy povazuji zejména shrnuti této problematiky do jednoho
ucelené¢ho textu, ktery obsahuje vSechny potfebné pojmy a definice, jak z oblasti

ekonomie, tak z oblasti matematickych disciplin.
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