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Uvod

Ve své diplomové praci se zabyvam normovanim intervalovych vah a fuzzy vah,
tematikou dilezitou zejména ve vicekriteridlnim rozhodovani za neurcitosti. Bé-
hem let bylo riznymi matematiky, popripadé skupinami matematiki vytvofeno
mnoho metod, které se snazi proceduru normovani vah zobecnit i pro piipady
vah neurcitych, které jsou obvykle modelovany intervaly nebo fuzzy &isly.

V préci se postupné zabyvidm metodami, které navrhl Xu, Chang a Lee, Ji-
menéz a spol., Wang a Elhag a Sevastjanov a spol. Posledni metodou, ktera je v
praci obsazena, je normovani fuzzy vektori vah dle principu rozsifeni. Hlavnim
cilem prace je tyto metody popsat, zhodnotit je z hlediska jejich spravnosti, po-
uzitelnosti a vlastnosti a porovnat je, a to jednak za pouziti dostupné literatury,
druhak na zakladé vlastnich numerickych ptikladi a postiehii.

Posledni ¢ast diplomové prace se zabyva porovndnim normovani ostrych vah
a normovani intervalovych vah. Kromé jiného se zde pokusim zjistit, na zakladé
jakych informaci o normovanych a nenormovanych intervalovych vahach lze do-

pocitat zbyvajici hodnoty.



Kapitola 1

Uzité pojmy z teorie fuzzy mnozin

Definice 1. Necht je dana neprazdnd mnozina U zvanéd univerzum. Pak fuzzy
mnozina A na univerzu U je definovana zobrazenim ps : U — (0, 1).
Funkci g4 nazyvame funkci pfislusnosti fuzzy mnoziny A. Pro kazdé x € U

nazveme hodnotu p4 () stupném piislusnosti prvku z k fuzzy mnoziné A.

Pozndmka 1. Stupen pfislusnosti prvku z k fuzzy mnoziné A nékdy znacéime

jako A (z).

Definice 2. Nosi¢em fuzzy mnoziny A na univerzu U nazyvame (ostrou) mnozinu
Supp A={z €U | pa(x) > 0}.

Definice 3. Jadrem fuzzy mnoziny A na univerzu U nazyvame (ostrou) mnozinu
Ker A={z €U | pa(z) =1}

Definice 4. Necht je dana fuzzy mnozina A na univerzu U a realné ¢islo a €

(0,1). Pak a-fezem fuzzy mnoziny A nazyvame ostrou mnozinu
Ay ={z €U | pa(x) > al.
Poznamka 2. 7 piedchozi definice plyne nasledujici diilezita vlastnost:

Vo, B € (0,1),a < B: Ay C A,



Definice 5. Fuzzy mnozina A na univerzu U se nazyva normalni, pokud
Ker A # (.

Jinak se nazyva subnormalni.

Definice 6. Fuzzy mnozina C definovand na mnoziné realnych ¢isel R, kterd ma

nasledujici vlastnosti:
i) dxg € R: pe (x9) =1 (C je normalni),
ii) pro vSechna a € (0,1) jsou C, uzaviené intervaly,
iii) nosi¢ Supp C je omezeny,
se nazyva fuzzy ¢islem.
Poznamka 3. Systém vsech fuzzy mnozin na U znacime F (U).
Definice 7. Fuzzy mnozina V' € F (R™), kterda ma nasledujici vlastnosti:
a) Jxg € R™ : py (20) = 1,
b) Va € (0,1) je V,, € R™ konvexni a uzaviené,
¢) Supp V je omezeny,

se nazyva m-rozmérny fuzzy vektor. Mnozinu vSech m-rozmérnych fuzzy vektori

budeme znagit symbolem Fy (R™).

Definice 8. M-tici vah (jinak téz m-prvkovym vahovym vektorem) rozumime

libovolnou uspofadanou m-tici W, z (Rj)™ \ {0}, kde o zna&f nulovy vektor.

Definice 9. Mnozinou vSech m-prvkovych vihovych vektori rozumime mnozinu
m

kde o znaci nulovy vektor.



Definice 10. Pravdépodobnostnim simplexem v R"™ nazyvame mnozinu
n
i=1
Definice 11. Mnozinou v8ech m-tic normovanych vah rozumime mnozinu vSech

pravdépodobnostnich simplexu v R".

Poznamka 4. Normovanim vah rozumime vektorovou funkci n : W,, — S,

definovanou pro v8echny (wy,...w,) € W, predpisem:

w1 Wy,
n(wl,...,wn): —n -y —=n |- (11)
(Zi:l Wi >ict wi)

Definice 12. Mé&jme dva kladné intervaly a = (ay, as) a b = (b1, bs). Intervalovou

aritmetikou rozumime nésledujici:
1. Séitani: a + b = (ay + by, as + by)
2. Od¢itani: a — b = (a3 — by, as — by)
3. Néasobeni: a-b = (ay - by, as - b)

4. Déleni: a - b = <Z_21’ Z_f>

10



Kapitola 2

Pristupy k normovani intervalovych
vah a fuzzy vah

Normovani je mimo jiné velice dulezitou soucasti vicekriteridlniho rozhodo-
vani, vazeny primeér si bez néj neumime piedstavit. Poznamka 4 nam dava navod,
jak normovat ostré vahy. V praxi se ale obvykle stava, ze nejsme schopni jednot-
livym kritériim ptitfadit pfesné vahy, naopak casto dochazi k ptipadim, kdy si
nejsme jisti, jakou dilezitost kterému kritériu prifadit. Proto se uchylujeme k
tomu, Ze jednotlivym kritériim p¥ifazujeme vahy intervalové nebo fuzzy (coz zna-
mend, Ze misto konkrétnich hodnot pracujeme s intervaly nebo fuzzy ¢isly), ¢imz
pravé onu nejistotu ¢i neurcitost vyjadiujeme. Jak ale takové vahy (naptiklad za
tcelem vypocétu vazeného priméru) normovat?

Béhem let matematici vyvinuli hned nékolik zptisobti normalizace intervalo-
vych a fuzzy vah, nékteré z nich si v této kapitole pfiblizime.

Nejprve si ale uvedeme nékolik vét a definic a zaroven si i zavedené nékteré

pojmy, se kterymi budeme néasledné pracovat.

Definice 13. Mé&jme vektor intervalovych vah V = ((vy,71),...,(v,,0,)),0 <
v, <T,i=1,....na Ny ={X = (21,...,2,) | v; < x; < Ui =1,...,n,
> x; = 1} necht je mnozina vektor normovanych vah. Pak je vektor interva-
lovych vah normovany pravé tehdy, kdyz plati nasledujici dvé podminky:

(1) Mnozina Ny je neprazdna,

(2) v; 17,1 =1,...,n jsou dosazitelné v Ny .

11



Poznamka 5. Podminka (1) je splnéna pravé tehdy, kdyz
<l oa ) B>l (2.1)
i=1

=1

Podminka (2) je splnéna pravé tehdy, kdyz

n n
Zyj + [max (U, —v;) <1 a Zvj — max (U, —v;) > 1. (2.2)

7j=1 7=1
Podminka (2) nam ¥ika, Ze v, i U;,i = 1,...,n jsou slozkami alespoii jednoho

vektoru z Ny.

Véta 1. Vektor intervalovigch vah je normovany prdave tehdy, kdyz splniuje ndsle-

dujici podminky:
sz- + max (w; —w;) <1, (2.3)
i=1 I
Z@i — max (@j — yj) > 1. (2.4)
i=1 /

V opacném pripadé normovang nend.

Wang a Elhag v 3] dokazuji jesté jednu postacujici podminku pro normované

intervalové vahy:

Véta 2. Jestlize vektor intervalovijich vah W = ((wy, 1), ..., (w,,W,)) spliuje

n

wi:max{wi,l— Z @j},izl,...,n (2.5)

=1,

@ =min{@,1- > whi=1...n (2.6)

pak je normovany.

12



2.1. Normovani podle Xu a Changa a Leeho

2.1.1. Normovani intervalovych vah podle Xu

Prvni z moznosti, jak pfistupovat k normovani intervalovych /fuzzy vah, na-
vrhuje v [8] Xu. Jeho p¥istup vychazi ze standardni intervalové aritmetiky (viz

definici 12). Touto metodou jsou pivodni intervalové vahy znormovany na nor-

mované intervalové vahy (v, v4) i = 1,... n nasledujicim zptsobem:
_ (w,;,w;) w, w; :
(QAUA>:+:< — >z:1...n. (2.7)
o Z?:l<wj7 w;) Z?:l Wy Y i wi o

Je ziejmé, Ze ziskany vektor intervalovych vah spliuje nésledujici podminku:

<gyf‘) : <é@f‘) =1 (2.9

Poznamenejme, Ze intervaly ziskané pomoci (2.7) a tedy i spliujici podminku
(2.8) nemuseji byt nutné podmnozinou jednotkového intervalu (0, 1), ktery re-
prezentuje piirozeny rozsah pro hodnoty konkrétnich normovanych vah. Takovy

pripad uvede nasledujici piiklad:

Priklad 1. Znormujme podle metody Xu ndsledujici dvojici intervalovych vah:
W1 - <1,20>, W2 - <1,20>

ResSeni:

A —=A .
<yz)vz> <20 20’1 1> <107 >7Z { ’ }

Dalsi nevyhodou tohoto ptistupu je fakt, Ze pokud jsou pocatecni intervalové
vahy ve tvaru w; = (0,w;),1 = 1, ..., n, pak nelze normovani provést, nebot nelze

spocitat hodnotu v = w;/ (3, 0).

2.1.2. Normovani fuzzy vah podle Changa a Leeho

Podminku (2.8) ur¢itym zpusobem splituje i zptisob normovani fuzzy vah na-
vrzeny dvojici Chang a Lee [1]. Ti vyvinuli pro fuzzy vahy takzvanou metodu geo-
metrického fuzzy normovéani. Ta pracuje s predpokladem, ze fuzzy vahy jsou repre-
zentovany lichobéznikovymi nebo trojahelnikovymi fuzzy ¢isly [wr, wM, wl, wl'],

13



i=1,...,n (pokud by 8lo o trojihelnikové fuzzy &islo, pak by platilo wM = wl).

Normované fuzzy vahy ziskime nasledovné:

L
b = i L i=1,....n, (2.9)
V(S5w) - (Shans)
M
oM = i L i=1,...,n, (2.10)
(S w) - (S w))
N
o = i Ci=1,....n, (2.11)
V(S - (o)
U
WV = i L i=1,...,n. (2.12)

Pokud bychom navic vSechny vahy reprezentovaly trojuhelnikovymi fuzzy ¢isly,

pak bychom misto (2.10) a (2.11) mohli psat

v (2.13)
oM = " ——  i=1,...,n. 2.13
Zj:lng

Je zfejmé, ze plati

(évf) - (éw) =1, (2.14)

(évf”) : (Z:;UN) =1, (2.15)

coz ovSem znamena, Ze pokud jsou vSechny vahy reprezentovany trojihelnikovymi

stejné tak

fuzzy cisly, pak

d =1 (2.16)
=1

14



Obdobneé jako v predchozim piipadé zde miize dojit k tomu, Ze uzavéry nosici
normovanych fuzzy vah nebudou podmnozinami jednotkového intervalu (0, 1), coz

nam ilustruje nasledujici priklad:

Piiklad 2. Znormujme metodou Changa a Leeho ndsledujici dvojici trojuhelni-
kovijch fuzzy vah: Wy = [1,2,3], Wy = [1, 3, 5].

Regeni:

wk 1

\/(23_1 ij> . (Zle w]U> V28

Obdobné bychom ziskali i ostatni hodnoty. Normované fuzzy vahy pak maji tvar

Vi =1[0,25;0,4;0,75], Vo = [0,25; 0,6; 1,25].

0,25

L _
/l)l —

To samo o sobé& neni dobrou vizitkou této metody, mnohem horsi véci, kvili
které je opravdu nepouzitelnd, je, Ze pro nékteré pripady ziskané normované vahy

nemaji vlastnosti fuzzy mnozin. To opét ilustrujeme na piikladu:

Piiklad 3. Znormujme metodou Changa a Leeho ndsledujici dvogici trojuhelni-

kovijch fuzzy vah: W1 = [1;1,1; 2], Wy = [1;1,1; 30].

Reseni:
L
1
vk = 0 =~ 012
2 2 :
J(Shut) - (S )
L
1
vk = ot =~ 1%
2 2 :
J(Eut) - (Shawt)
U
2
W = ot = =0,
2 2 :
V(Sd) - (Shamt)
U wl 30
s “ V22 W
2 2 :
J(Sht) - (St)
M 1.1
W= = 2 =05,
D W) 2,2



a konecné

M
M wy 1,1
= =0,5
YU 22

Z toho plyne, ze V; = [0,125;0,5;0,25] a V5 = [0,125;0,5; 3,75], coz je v rozporu s

vlastnostmi fuzzy mnozin (a tedy samoziejmé i fuzzy cisel).

2.2. Normovani navrhované Jimenézem a spol.

Dalsim z piistupi, kterym se budeme v této sekci zabyvat, je metoda navrho-
vana Jimenézem a spol. v [2]. Ta je navrZena pro normovani intervalovych vah a
autofi zfejmé nepoditaji s tim, Ze by se pomoci ni normovaly i fuzzy vahy (jakoZto

jednotlivé a-fezy). V zavéru této sekce si ukdzeme, pro¢ by to neslo.

Normované intervalové vahy (v?,97),i = 1,...,n jsou poéitany pomoci né-
sledujicich vzorci:
k; - w
v = wamy i =L (2.17)
2
_ ki -w; .
U = mamyt=Loom (2.18)
2
kde
w,; + W;

ki = i=1,...,n.

>y (wy + ;)
Wang a Elhag (viz [3]) ukazuji, Ze tato metoda je zaloZena na priamérech inter-

valovych vah, nebot vzorce (2.17) a (2.18) lze prepsat nasledujicim zpusobem:

vl = L i=1...,n (2.19)
- Z;’L:I (wj + wj) /2

w;

_J .
U, = =5 — di=1,...,n. (2.20)
Zj:l (ﬂj + wj) /2

Je zfejmé, 7e

> (v +7) =2 (2.21)



Jak poznamenava Pavlacka v [5], z rovnic (2.19) a (2.20) lze snadno vidét, ze
(w/,v)),i=1,...,n vidy spliuji slab$i podminku (2.1). Siln&jsi podminku (2.2)

=17 71

spliuji pouze za urcitych podminek:

Véta 3. Intervalové vahy ziskané z menormovangch intervalovych vah vzorci

(2.19) a (2.20) spliuji podminku (2.2) pravé tehdy, kdyz

S owitwm< Y wtw,Vie{l,. . nk (2.22)

j=1,j#i j=1,ji

Diikaz. Dosadme intervalové vahy ziskané vzorci (2.19) a (2.20) do vztahi (2.2):

n — —Hmax n — — - — S 1
; Yooy (W +wg) /2 =t \D iy (wy, +WE) /2 > (wy, + W) /2
(2.23)
a tedy
>+ max (W —w;) < ) (wy + W) /2. (2.24)
=t " k=1

Stejné tak

. W w; w;
- — — max - — - == — >1
; Do (Wi +Wg) /2 i=1n (Zk:l (wy, +Wk) /2 3oy (wy + W) /2>

(2.25)
a tedy
w; — max (w; —w;) > (wy, + wg) /2 (2.26)
ey i=1,..., n e
Z (2.24) a (2.26) ale plyne, ze
Y wi+ max (W, —w;) < Y w; — max (W — w,) (2.27)
= i=1,...,n = 1=1,....n
Z toho ji7z zfejmé plyne (2.22). O

17



Jak si ale ukdZeme na nésledujicim piikladé, podminka (2.22) nemusi byt vzdy

splnéna:

Priklad 4. Méjme trojici intervalovgch vah Wy = (1;1,1), Wy = (1;1,1) a W3 =
(1;20). Ukazme, Ze podminka (2.22) neni splnéna:
Reseni: Vezméme i = 3 a dosadme do vzorce (2.22):

n 3
ST owi+mi= Y wi AW =wy b wy Wy =1+1+20=22
j=1,j#i j=1,j#3

n 3
ST witw= Y W twy =W AWt wy=11+1,1+1=32<22,
J=1j#i j=1,j#3

a tedy podminka (2.22) neni splnéna.

Jak jsem v uvodu nastinil, tuto metodu nelze pouzit na normovani fuzzy vah

pomoci a-fezi. Nasledujici piiklad nam osvétli, pro¢ tomu tak je:

Ptriklad 5. Pomoci metody Jimenéze a spol. znormujme trojici neurcityjch vah
reprezentovanych trojuhelnikovymi fuzzy cisly W1 = [1,2,7), Wy = [2;4;4,001],
W3 = [4;4,5;6]. Normovdni provedme tak, Ze znormujeme uzdver nosice a jed-
notlivé a-rezy.

Reseni: Nejprve tedy znormujeme uzitim vzorci (2.19) a (2.20) intervalové vahy
wy (0) = (1,7),wy (0) = (2;4,001), w3 (0) = (4,6), ¢imz ziskdime normované vahy
v{ (0) = (0,0833;0,5833), vy (0) = (0,1666;0,3334), v (0) = (0,3333;0,5).

Pro a = 0,5 nyni opét uZitim vzorcu (2.19) a (2.20) znormujeme intervalové
vahy wy (0,5) = (1,5;4,5), w5 (0,5) = (3;4,0005), w3 (0,5) = (4,25;5,25), ¢im7 zis-
kame normované vahy v{ (0,5) = (0,1333;0,4),v3 (0,5) = (0,2667; 0,3556), v4 (0,5)
= (0,3778;0,4667).

Obdobnym zplisobem bychom normovali i ostatni a-fezy. JelikoZ ale vy (0) =
(0,1666;0,3334) a vy (0,5) = (0,2667;0,3556), pak nutné vy (0,5) Z vy (0) a a
tudiz vy nemuze byt fuzzy ¢islo.

Grafické znézornéni porovnéni ptivodnich vah a vah znormovanych metodou
navrzenou Jimenézem a spol. uzitou na jednotlivé a-fezy nam ukazuje nésledujici

obrazek:
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Plvodni vahy

08—

06—

0.4

02—

Jimenéz

06—

06—

044

02—

Tomuto problému se lze uréitym zptusobem vyhnout, kdyz pomoci Jimenézovy

metody znormujeme pouze uzavéry nosicu a jednotlivé a-fezy dodefinujeme tak,

aby platilo

w (@) -w,(0) _v@-v/©O)
@ (0) —w; (0) B () —w/ (o) "
T —w,(0) (-0
@ (0) —w; (0) B () —w/ (o) "

tedy
vl (a) = v/
v} (a) =v]

coy T

To neznamené nic jiného, nez 7Ze jednotlivé a-fezy znormujeme tak, aby fuzzy

vahy po znormovani vizualné odpovidaly tém ptivodnim, jak ukazuje nasledujici

obrazek:
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Plvodni vahy

1 2 3 4 5 B 7

Jimenéz

2.3. Pristup navrhovany Wangem a Elhagem

Jiny piistup navrhuje dvojice Wang a Elhag v [3]. Ti vychézeji z definice
13. Pokud intervalové vahy dané definici odpovidaji, pak jsou normované. Pokud
ovSem nesplhuji podminku (1) (a tedy i podminku (2)), nebo jenom podminku
(2), pak normované nejsou. Wang a Elhag proto rozdélili pfistup normovani na
dvé ¢asti - normovéni intervalovych vah, které porusuji podminku (1), a téch,

které porusuji pouze podminku (2).

2.3.1. Metoda normovani intervalovych vah porusujicich pod-
minku (1)

Predpokladejme, 7e vektor intervalovych vah W = ((w,,w),..., (w,,W,))
nespliiuje podminku (1). Pak se snazime najit normované intervalové vahy v na-

sledujicim tvaru:

v, = min {n—},2:1,...,n (2.28)
w; <z;w;,j=1,...,n ijl Zj
a
— Zi .
U; = max =i =1,...,n. (2.29)



Parcidlnim derivovanim bychom zjistili (jak ukazuji Wang a Elhag v [3]), Ze vyraz

sw— je rostouci v proménné z; a klesajici v proménnych z;,j =1,...,n,j # i
j=17%7

Z toho plyne, ze

. Zi w; .
v; = min { ~ }: . —i=1,...,n (2.30)
Wy S2jWyj=1Lsem Zj:l Zj w; + Zj:Lj;éi wj
a
_ 2 Wi ,
v; = max { — }:_ = yi=1,...,n. (2.31)
W;S2Wj,j=1,....,m Zj:l Zj w; + Zj:l,j;ﬁi w;

Déle Wang a Elhag v [3] dokazuji nasledujici vétu:

Véta 4. Necht V = ((vy,01), ..., (v, Un)) je vektor intervalovich vah ziskanijch
(2.30) a (2.31).Pak

;yi + max (7 - ;) <1 (2.32)
a
Z;@- — max, (v; —v;) > 1. (2.33)
7 toho ale vzhledem k vété 1 plyne, Ze tento vektor intervalovych vah je
normovany.
Za zminku jisté stoji i nasledujici véta dokazana v [3]
Véta 5. Pokud jsou v; = (v;,0;),i = 1,...,n ziskané z pivodnich vah pomoci

(2.30) a (2.31), pak

Qi:max{yi,l— 3 @j},z':L...,n (2.34)

@:min{@,l— Z Qj},izl,...,n, (2.35)
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Jak ale ukazuje Pavlacka v [5] s odkazem na [0], tento model neni uplné

korektni. To ostatné plyne i z nasledujiciho ptikladu:

Priklad 6. Predpokladejme trojici nezavislych intervalovych vah W, = (0,4;0,6),
Wy = (0,3;0,6) a W3 = (0,2;0,8). Pak tato trojice generuje mnozinu vektort

nenormovanych vah
W = {(wl,wg,wg) € Ws | 0,4 <w; <0,6;0,3 <wy<0,6;02< w3 < 0,8}

Uzitim vzorcu (2.30) a (2.31) ziskdme trojici normovanych intervalovych vah V; =
(0,222;0,545), V5 = (0,176; 0,533) a V3 = (0,143; 0,533), ktera generuje néasledujici

mnozinu vektoru normovanych vah:
Ny = {(v1,v9,v3) € S3 0,222 < vy < 0,545;0,176 < vy < 0,5; 0,143 < v < 0,533}

Takovato mnozina ale obsahuje i vektor v = (0,545;0,176;0,279), ktery ovSem

nemohl byt ziskdn normovanim néjakého vektoru z W.
Pojd'me se nyni podivat na tuto problematiku podrobnéji (viz [6]):

Definice 14. VaZenym prumeérem hodnot (xy,...,z,) s piislusnym vektorem

vah (wy,...,w,), kde w; > 0 pro kazdé i € {1,...,n} rozumime

2 i1 Wi~ T

ST w, (2.36)

T =

Definice 15. Konvexni kombinaci hodnot (x1,...,z,) s koeficienty (aq, ..., a,)

rozumime vyraz
n
i=1

pravé tehdy, kdyz o; > 0 pro kazdé i € {1,...,n} a zaroven >  «o; = 1.

Poznamka 6. Pokud oznacime p; = Zw—le,z € {1,...,n}, pak lze vyraz (2.36)
T

psat také jako

= pi-i (2.38)
=1
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Je ziejmé, ze Y, p; = Laze p; > 0 prokazdé i € {1,...,n}. To ale znamena, ze
vazeny pramér hodnot (z1, ..., z,) s pfislusnym vektorem vah (wy, ..., w,),w; >
0 pro kazdé i € {1,...,n} je to samé jako konvexni kombinace hodnot (z1, ..., x,)
s koeficienty (p1,...,pn), kde (p1,...,pn) je vektor normovanych vah piislusici

vektoru nenormovanych vah (wy, ..., w,).

Pokud bychom ostré vahy nahradili intervalovymi vahami, pak bychom ziskali

vazeny prumér mohli psat jako

{%m € (w, W), i = ln} (2.39)
i=1 Y1

coZ lze upravit na

i1 D o1 W

Jak ukazuje Pavlacka v 6], nasledujici mnoZina

ple|ple< :Z — n >7/l:]~7"’7n7 pzzl
{ Zl Wi+ D s 05 Wi T D s Wy Zl
(2.41)

se obecné mnoziné (2.40) nerovna. Pokud by to tak bylo, muselo by platit, Ze pro

kazdy vektor (z1,...,x,) jsou mnoZiny

Wy .
W:=2% (p1,--,pn) |pi = =—— w; € (w;,w;),i=1,...,n (2.42)
Zj:l wj
a
W, w;
WN: (p17~-,pn) |pz€ ;Z ) — nz )
{ w; + Zj:l,j;éi Wi w; + Zj:l,j#i w;
(2.43)
izl,...,n,Zpizl}
i=1
shodné.
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Jelikoz pro kazdé ¢ plati, ze

min {Znihuj € (w;,w;),j = 1,...,n} = w; (2.44)

j=1Wj

w

max{z:n—i]wj € (w;,w;),j = 1n} = Wi . (2.45)

- — n
=1 Wj Wi+ i i W

jsou projekce mnozin W i W na piislugné osy shodné.
Predpokladejme nyni, ze pro n > 3 existuje alespon jedno k € {1,...,n}
takové, Ze w, > 0 a ukaZzme si, e W C W¥. Necht i € {1,...,n} a nech{ w, > 0

alespon pro jedno k # n. Vytvoime nyni mnoziny

w.
Wr=4< (p1y.-.,0n) € Wip; = — - (2.46)
{ Wi+ D jo1gi Wy

w,
{ Wi+ Do i W

Je zfejmé, 7Ze tyto mnoziny jsou takovymi podmnozinami mnozin W, respektive
W kde p; nabyva svého maxima.
Zaméime se nyni na mnozinu W5. Oc¢ividné obsahuje vektor p;, ktery vznikl
normovanim vektoru (wi, ..., wy), kde w; = w; a w; = w;,j € {1,...,n},j # 1.
w;

Jelikoz je funkce =—- na definiénim oboru (0, 400) \ {0}, kde o znaci nulovy

vektor, rostouci v proménné w; (z predpokladu, ze existuje k # i takové, ze
wg > 0) a klesajici v ostatnich proménnych (pokud w; > 0), je vektor p; jedinym
prvkem mnoziny W5. Pokud bychom totiz w; nahradili w; < w;, museli bychom
také nahradit néjaké (popiipadé i vice) w;,j # i w; < wy, jinak by se zménila
hodnota p;. Takovy vektor p by ale nepatiil do mnoziny W. Obdobné, pokud
bychom pro néjaké j w; nahradili w;- > w;, pak bychom museli w; nahradit

/ — Voo v v z
w; > W;, COZ Je opet nemozne.
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Naopak mnozinu W{N lze vyjadrit jako konvexni kombinaci vektori normo-
vanych vah (p1,...,py), kde p; je maximalni, pro jedno j # ¢ je p;, minimalni
a vSechny ostatni (aZ na jednu) slozky jsou bud'to maximélni, nebo minimalni.
Zbyvajici slozku pak dopo¢itame tak, aby > p; = 1. Pokud je w, > 0 alespoi
pro jedno k # ¢, nutné musi byt p; < 1. Pak je ale pocet takovych vektort vétsi
nez jedna. Pro n = 3 jsou takové vektory dva, pro n > 3 je pak pocet takovych
vektori minimélné n — 1. Jelikoz mnozina WEN obsahuje normovany vektor p;,
pak nutné W; € WN a tedy i W C W¥. Rozdil mezi obéma mnozinami ilustruje

Pavlacka v [6] nasledujicim piikladem:

Priklad 7. Mé&jme trojici intervalovych vah Wy = (2,4), W, = (4,6), W3 = (5, 8).
Necht W a W jsou mnoziny normovanych vah ziskanych z w, w, a ws pomoci
(2.42), respektive (2.43). Projekce W a W na pifslusné osy dané pomoci (2.44)
a (2.45) jsou nasledujict: WV = (0,125;0,3077), W = (0,25;0,4615), W3" =
(0,3333;0,5714). Ukazme si nyni, ze W C W¥. Ozna¢me nyni naptiklad

W5 = {(p1,p2,p3) € W | po = 0,4615},

W§N = {(p1,p2,p3) € wr | p2 = 0,4615}.

Mnozina W35 obsahuje pouze vektor vznikly normovanim vektoru (2,6,5), tedy
Wy = {(0,1539; 0,4615; 0,3846)}.

Naopak, mnozina WiN obsahuje konvexni kombinaci vektori p; = (0,125;0,4615;

0,4135) apy,= (0,2052; 0,4615;0,3333), tedy
WENZ{)\'P1+(1_)\)'P2 ’ A€ <071>}'

7 toho plyne, ze W5 C WéN a tedy i W C W, Poznamenejme, 7e pii volbé

A = 0,64 dostaneme pravé jediny prvek mnoziny Ws.

Jak ukazuje Dubois v [7], mnozina W je projekci se stiedem v pocéatku kar-

tézského soucinu x;—; . ,(w;, W;) na pravdépodobnostni simplex S,,. Oproti tomu
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mnozina W je prinikem pravdépodobnostniho simplexu S,, a kartézského sou-
¢inu
w; w;

) — .y — n
w; + Zj:l,j;ﬁi Wi w; + Zj:Lj;éi w;

Xz, (Vs Vi) = Xi=1,..n )-

To ostatné znazornuje i nasledujici obrazek, kde cervené kvadry znaci kartéz-
ské soudiny x;—1 . (w;, w;), respektive x;—1 . (v;,7;), modry Sestithelnik je pak
mnozina S, N X1, »(v;,V;), zatimco Cerny Sestitthelnik je projekce se stfedem

v poCatku mnoziny X,y _,(w;,w;) na pravdépodobnostni simplex S,,.

. P

Pro lepsi piehlednost pak vztah mnozin W a W a jejich umisténi v pravdépo-

dobnostnim simplexu vypada nésledovné:
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Poznamka 7. V tomto piipadé se jednalo o normovani vah Wy = (0,5; 1), Wy =
(1;1,5), W3 = (1,25;2). To oviem samoziejmé dava stejny vysledek jako normo-

vani vah Wy = (2,4), Wy = (4,6), W3 = (5, 8).

Jak ale pige Pavlacka v [6], pro p¥ipad pouhych dvou intervalovych vah plati
rovnost W = W, To ostatné ilustruje i nésledujici obrazek (jde o normovéni

intervalovych vah Wy = (1;1,5), W, = (1,2)):

0ak - i

27



2.3.2. Metoda normovani intervalovych vah porusujicich pouze
podminku (2)

Pro intervalové vahy, které spliiuji podminku (1), ale porusuji podminku (2),

hledaji Wang a Elhag normované intervalové vahy jako feSeni nasledujicich tloh:

v,= min_ z,i=1,...,n, (2.48)
w;<zj<W;

iy 7=l

U; = max_  z,i=1,...,n, (2.49)
w;<z; <Wj

které, jak dale dokazuji, maji feSeni:

Qi:max{wial_ Z @j},izl,...,n, (2'50)

J=1,j#i

Ei:mjn{@i’l— Z Qj},izl,...,n. (251)

J=L1j#i
Opét plati (viz [3]), Ze pokud jsou v; = (v;,7;),i = 1,...,n ziskané z puvodnich

vah pomoci (2.50) a (2.51), pak

n

Qi:max{gi,l— 3 @j},z':L...,n (2.52)

=15

n

m:min{@,l— Z yj},z'zl,...,n, (2.53)

J=Lj#i

2.3.3. Nezavislé fuzzy vahy

Pokud jsou fuzzy vahy nezavislé, vychazi Wang a Elhag z metody na normo-
vani intervalovych vah porugujicich podminku (1). Normované fuzzy vahy pak

vychazeji ze vztahu (2.30) a (2.31) a maji nasledujici tvar:

w; (@)
w; (a) + 30, W (@)
28
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5 (o) — w; ()
) @ Ty, (@) (2.55)

Z véty 4 ziejmé plyne, ze v piipadé, kdy by byly pivodni vahy reprezentovany

trojahelnikovymi fuzzy ¢isly [wr, w}M, wl] i =1,... n, by platilo

> wh=1. (2.56)
=1

2.3.4. Zavislé fuzzy vahy

V piipadé zavislych fuzzy vah pak Wang a Elhag vychézeji ze vztahu (2.50)

a (2.51). Normované fuzzy vahy tedy maji tvar:

v, (@) = max {wi (@)1= > () } (2.57)

U; (o) = max {@i (), 1— | Z w; (@) } (2.58)

2.4. Normovani podle Sevastjanova a spol.

Uplné jiny pfistup k normovani byl piedstaven Sevastjanovem a spol. v [4]. Je
zaloZen na tom, Ze se normované intervalové a fuzzy vahy chovaji jako intervalové
nebo fuzzy objekty (nebo je s nimi tak nakladano). Jak autofi tvrdi, metoda je
zaloZena na modernich metodach intervalové analyzy. Zaroven v textu upozornuji,
ze ziskané normované vahy ne vzdy spliiuji pfisnéjsi podminku (2), kterou ostatné
povazuji za ptili§ omezujici. Jak poukazuji na nasledujicim piikladé, vysledky

normovani dané (2.50) a (2.51) mohou byt ¢asto pro rozhodovatele neintuitivni:

Priklad 8. Uvazujme 3 intervalové vahy W; = (0,4;0,6), W5 = (0,3;0,6), W5 =
(0,2;0,8), které spliji (1), ale porusuji (2). Z vzorcu (2.50) a (2.51) dostaneme
normované intervalové vahy V; = (0,4;0,5), Vo = (0,3;0,4), V3 = (0,2; 0,3).
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Sevastjanovovi a spol. tento piistup vadi hned ze dvou divodi: za prvé - tak
za druhé - ws je dle Sevastjanova nejvétsi vahou v intervalovém smyslu, ale po
normovani je v nejmensi. Jak ale zdavodnuje Pavlacka v [5], tyto pfipominky
nejsou tak aplné opodstatnéné. Jak je popsano vyse, vzorce (2.50) a (2.51) jsou
navrhovany pro pouziti pouze ve specidlnim piipadé - kdyz pocate¢ni intervalové
vahy popisuji rozsah hodnot, jejichz suma méa byt rovna jedné. To znamena, 7e
pocateéni intervalové vahy (w,, ), (w,, Ws), (ws, W3) generuji mnozinu normo-
vanych vahovych vektori N (wy,wq, ws) = {(vi,ve,v3) € R3 | v; € (w,,W;),i =
1,2,3,3°0 vy =1},

Ziskané normované vahy Vi, Vo, V3 vyjadiuji projekce N (wy,ws, ws). Lze lehce
vidét (to vychazi z (2.51)), Ze hodnoty tieti slozky normovaného vahového vek-
intervalu W3 je v tomto piikladu nutné a spravné.

K tomu druhému davodu - W3 neni nejmensi viha z intervalového hlediska, nebot
jeji dolni hranice 0,2 je mensi nez jsou dolni hranice W; a W5. Ve skutecnosti je
W3 s Wi a W5 neporovnatelny. Tudiz nelze ani fict, Zze by uspotfadani vah bylo
po normovani néjak otocené.

Poznamenejme, Ze pokud povazujeme pocatecni intervalové vahy za nezavislé a
znormujeme je podle vzorcu (2.30) a (2.31), ziskdme normované intervalové vahy
Vi = (0,222;0,545), V5 = (0,176; 0,5), V3 = (0,143;0,533) a tieti normovana inter-
Pokud je s intervalovymi a fuzzy vahami zachézeno jako s intervalovymi a fuzzy
objekty, uvazuje Sevastjanov misto podminky (2.2) nasledujici 3 vlastnosti, které

zaroven povazuje za zadouci a prirozené:

1. Jako je soucet normovanych realnych vah vzdy 1, soucet normovanych in-
tervalovych a fuzzy vah by mél byt "blizko 1", coz znamené, Ze by mél byt
vyjadien budto jako interval se stifedem v 1, nebo jako trojuhelnikové fuzzy

¢islo [1 —a, 1,1+ al, kde 0 < a < 1.

2. Druha vlastnost je odvozena z faktu, ze v pfesném pripadé zachovava nor-
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movani poméry puvodnich nenulovych vah, tzn.: V(wq,...,w,) € W, ta-

koveé, ze pokud w; > 0,w; > 0, pak -+ = . Sevastjanov a spol. vyzaduji,
J J

aby poméry pruméri normovanych intervalovych nebo fuzzy vah byly co

nejblize pomérim prumért puvodnich intervalovych nebo fuzzy vah.

. Tteti vlastnost spo¢iva v tom, aby poméry délek intervali ziskanych normo-
vanim byly "dost blizko" (co nejblize) tém pred normovanim. Podle Sevastja-
nova a spol. je tato vlastnost intuitivné zifejméa. Nicméné podle Pavlacky
(]5]) se nezda byt opodstatnéna. Pokud puvodni intervalové vahy jsou vzé-
jemné nezavislé, pak je jasné, ze poiradi délek ziskanych normovanych in-
tervalovych vah by nemélo byt prehozené. Neni ale duvod, aby normovani
obecné zachovavalo poméry délek intervalovych vah. Pomér délek dvou pu-
vodnich intervalovych vah totiz neni ovlivnén délkou ostatnich, zatimco v
pripadé normovanych intervalovych vah tomu tak je. To vychazi z faktu,
7e i-ta slozka normované vahy v presném piipadé je v; = %, coZ im-
plikuje, zZe v piipadé intervalovych vah je délka i-té normované intervalové

vahy také ovlivnéna délkou vSech ostatnich ptvodnich intervalovych vah.

Necht m; = (w; +w;) /2,l; = W; — w;,i = 1,...,n jsou pruméry a délky ne-

normovanych intervalovych vah a m; a [; pruméry a délky ptislusnych normova-

nych intervalovych vah. Sevastjanov a spol. navrhuji nasledujici agregované miry

presnosti poméru pruméri a délek nenormovanych intervalovych vah k poméru

pruméri a délek normovanych intervalovych vah:

S =R Ci ) R

i=1 j=1,j#i

1 RS A

i=1 j=1,j#i

Jak poukazuje Pavlacka v [5], v ilustrativnich piikladech v [1] byly aplikovany
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nésledujici mirné odlisné vzorce:

1 - - m; mz 2
Oy = ——— - ———, (2.61)

1 AR A
N ) Z Z (l__E) (2.62)

i=1 j=1,>i \ 7
Prvni zminéna vlastnost slouzi jako zaklad definice vektoru normovanych in-

tervalovych vah podle Sevastjanova a spol.:

Definice 16. Relmeme, Ze vektor intervalovych vah (v;,v;),i = 1,...,n je nor-

movany, jestlize

> (wwy) = O w, Y W) =(1—e€l+e),e<1 (2.63)
i=1 i=1 i=1
a
jestlize w, — w;, Vi € {1,...,n},pak € — 0, tzn. Z(gi,@) — 1. (2.64)

i=1
Poznamenejme, ze v kontrastu se dvéma predchozimi definicemi normovanych

intervalovych vah, které se sousttfedily na zptsob vyjadieni nejistych normova-

nych vah pomoci intervalii, tato definice je spiSe definici korektnosti normovaci

procedury, jelikoz podminka (2.2) je zaméfena na vypocet normovanych interva-

lovych vah z ptivodnich nenormovanych.

Pro normovani intervalovych vah (w;,w;),7 = 1,...,n Sevastjanov a spol. navr-

huji najit intervalovy normovaci faktor (x,Z) takovy, Ze intervalové vahy
W ) = (w;, @) - (2,7T) = (w; -2,W;-T),i=1,...,n (2.65)

spliiuji podminky (2.63) a (2.64). Na zakladé takzvané metody "intervalového roz-
siteni nuly", ktera byla vyvinuta k feSeni intervalovych a fuzzy rovnic, ustanovili

nésledujici intervalovy normovaci faktor:

1 . Ymax + Ymin
Dimrwy 2wy
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1 y’max + ymzn
T = + , kde
Z] w2 Z] W5
Yo :Z;'l:le_zj 1Y
" Z?:l wj + Zj:l wj

Z: lw]

Ymaxz = 11— n
Zj:l w;

Jak k tomuto faktoru prisli?
Kdybychom hledali normovaci faktor v p¥ipadé ostrych vah (wy, ..., w,), fesili

bychom problém
a-v=>b, (2.66)

kde a = ", w; a b = 1. Evidentné plati, ze z = % Je ziejmeé, ze pokud
K3

takovymto normovacim faktorem vynasobime jednotlivé nenormované vahy, zis-

kdme vahy normované. V piipadé intervalovych vah samoziejmé a nebude ¢islo.

Rozgifme tedy v8echny ¢leny rovnice (2.66) na intervaly:

(a,@) - (z,T) = (b,b). (2.67)

(a,a@) - (z,7) — (b, b) = 0. (2.68)

Jelikoz ale pozadujeme, aby vSechny intervaly byly nedegerované, a predpokla-
dame, 7e existuje i € {1,...,n} : w; # W;, musime nutné 0 rozsifit, aby tato

rovnice méla feSeni. 0 tedy nahradime intervalem centrovanym okolo 0:

Na zékladé intervalové aritmetiky rozlozime rovnici (2.69) na nasledujici dvé rov-
nice
a-z—b=—y (2.70)

a-T—b=uy, (2.71)



po jejichz sec¢teni ziskame
a-z+a-T—b—0b=0. (2.72)

Ziskali jsme tak jednu rovnici pro dvé neznamé. Pokusme se nyni zjistit, jakych
hodnot mohou z a T nabyvat. Pfedpokladejme, 7e x = T, ozna¢me z :=x =7 a

dosadme jej do (2.72). Dostaneme tak rovnici

(a+a)-x—b—b=0, (2.73)
jejimz feSenim je
b+b
2 = 2 (2.74)
a+a

Z rovnice (2.72) zfejmé plyne, ze pokud normovaci faktor z < 7, pak také nutné
x < %Z < 7. Pokusme se nyni najit nejmensi hodnotu, kterou mtize x nabyvat, a

nejvétsi hodnotu, které mize dosahnout Z. Upravou rovnice (2.67) ziskame tvar

=l

)

(o
= 2.75
(z,7) @) (2.75)
ze kterého uzitim intervalové aritmetiky plyne, Ze
b _ b
r== a IT=-.
a a
V tuto chvili tedy vime, ze
b b+b b+b b
§€<i_+_>élf€<_+m—> (2.76)
a a+a ata a
Z rovnice (2.72) navic plyne, ze musi platit nasledujici dva vztahy:
b+b—a -7
go2tb-a? (2.77)
a
a
b+b—a-
T = —_’_#' (2.78)
a



Pokusme se nyni najit hodnoty = a T takové, aby interval (—y,y) v rovnici (2.69)

----------

sahneme v jednom z néasledujicich piipadi

[ ]

15

I
lllc

, kde T dopo¢itame ze vztahu (2.78)

[ ]

8|

I
ISEIS

, kde z dopod¢itame ze vztahu (2.77).

Zaméime se na prvni piipad - nejprve vypocitame T jako

b+b—a- b+b—a-2 b+ b
g_btb-a r b+ “ag _oF _ a2 (2.79)
a a a a
a nasledné dosadime (z,T) do vzorce (2.69):
b b+b b - b - b _
a
@ ¢ ' (2.80)
_<Q b—a-ba-b—-a l_7>
B a a
Podobné v druhém piipadé - nejprve vypocitame x jako
- T - % - -
n a a a a?
a nasledné¢ dosadime (z,T) do vzorce (2.69):
b+b a-b b B — a-bab -
(a,a) < a —?75>—<bab>—<Q+b—?,?>—<b,b>
B B (2.82)
_<g b—a-ba-b—a Q>
a a ' a
Je zfejmé, ze
a-b—a-b _ab—a-b
— <
a a
a tedy
b+b a-bb
T) = (= -, - 2.83
07 =(F " 0) (2.83)



Oznac¢me si nyni tyto hodnoty pro zachovani stejného znaceni jako uzivaji autori

¢lanku

IS
+
=l
S]]
(ol

Zmar 2

IS
IS

12| o

Tmin

Nicméné Sevastjanov a spol. ve svém textu uvadéji, ze

<£7E> = <—v — —2

a a a

b b+b b
22r0 a > (2.84)

prestoze tvrdi, ze tyto hodnoty tvori nejSirsi intervalovou nulu po dosazeni do

(2.69).

Jelikoz ale autofi dale v textu obcas vychéazeji z prvniho FeSeni, obcas z dru-
hého, budeme radéji pracovat s obéma hodnotami.

Sevastjanov a spol. dale uvadéji, ze pii dosazeni nejvétsi hodnoty 7, respektive
nejmensi hodnoty z do (2.69) ziskaji nejvétsi sitku intervalu (—y, y). To je pravda,

nicméné uvedené hodnota

S]]
ol

—b (2.85)

Ymaz =

Sk

odpovida hodnotam (2.83), nikoli (2.84). To je ostatné zfejmé z (2.82) a (2.80).

Pokud bychom dopoéitali hodnotu ¥, odpovidajici hodnotam (2.84), ziskali
bychom

|

IS

Ymaz = B - . (286)

a

Ziejmé plati, Ze nejmensi §itky intervalu (—y,y) dosdhneme v piipadé, kdy za

z, respektive T zvolime hodnotu z = T = %% Po dosazeni do (2.69) ziskame

36



hodnotu

- = (2.87)

Tuto hodnotu autori déle znaci jako ¥in.
o . .. o " ’ L, o " ’ . .,
Je ziejmé, ze pro v8echna z , z takova, ze ©,,(2.74) >z >z > 2,,,., existuji

. v, v PR A— ) — J— , v -, « , 1" / .
ipiisluSna = , 7,2, <T <T < Tpmin takova, Ze pro piislusna y ,y plati
1" /
Ymin < ) < ) < Ymazx-

Navic jsou tato y evidentné linearné zavisla na z, respektive z. Jelikoz tedy pro
T J€ Y = Ymin & PO Z,,..., Yespektive Tpin j€ Y = Ymaaz, lze hodnotu y povazovat
za jakési vyjadieni neur¢itosti rovnice (2.69). Pokud chceme intervalovy faktor x

reprezentovat jako trojihelnikové fuzzy cislo, kde

2(0) = (G Tin) 2 2 (1) = L (2.89)
lze parametr a oznacujici a-fezy vyjadrit jako
a=1-— L Ymin_ (2.89)

Ymaz — Ymin

V piipadé, Zze bychom chtéli pocitat pouze s intervalovymi vahami, hodi se
trojiuhelnikové fuzzy ¢islo defuzzifikovat. Sevastjanov a spol. pouzivaji jako de-

fuzzifika¢ni metodu metodu stfedniho intervalu:

Definice 17. Necht je dano fuzzy ¢islo A = {(a(a),a(«)) | « € (0,1)}. Potom
stiedn{ interval fuzzy ¢isla A je interval E (A) = (E (A), E (A)), kde

1 1
E(A):/ a(a) do a E(A):/ a(a), da. (2.90)
0 0
Vyjadifme-li z (2.89) y, dostaneme

Y = Ymazx * (1 - Oé) +a- Ymin- (291)
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Dosadime-li poté do vyrazu (2.70) a (2.71), dostaneme po upravé

[_7 max ° 1-— " Ymin b mazx * 11— " Ymin
sa)=2_ Y (l-a)ta-y aT(a)= LY (1= 0)+ o ymin
a a a a
(2.92)
Defuzzifikujme nyni fuzzy ¢islo x:
1T
b max * 1— *Ymin
zdef:/‘—y L) Fa b g,
0o & a
3 o (2.93)
b Ymaz * (2 Qe — 042) + CY2 * Ymin b Ymaz + Ymin
g — X — e
a 2-a o a 2-a
1
b mazx ° 1— " Ymin
Tdef_/f-l-y ( (ié)—i_ay do
0 a a
(2.94)

ISTRNIS )

o+

ymam'<2'a_a2)+a2'ymin ! o b ymax+ymin
- =t
2-a a 2-a

|

Ukazali jsme si tedy, jak nalézt normovaci faktor pro obecny piipad (2.69).

0

Nyni si toto obecné feseni zkonkretizujeme pro pripad normovani intervalovych
vah. Za predpokladu, ze mame vektor intervalovych vah (Wy,... W,) W, =
(w;, w;),1 € 1,...,n, dosadime do vztahu (2.69) za (a,@) = 3, w;, Y W;) &
za (b, b) ¢islo 1. Dosadime-li do vztahti (2.94) a (2.93), ziskame

_ 1 Ymaz + Ymin 1 Ymazx + Ymin
z e y Lde > = < n - n ) n  — + n — > (295)
L d ! Do wy 2- 30w YL W 20y W
Normované intervalové vahy poté spocitame jako
(07 00) = (Tgep Taeg) - (w3, W), i =1,...,n. (2.96)

Priklad 9. Znormujme s vyuZitim normovaciho faktoru (2.95) ndsledujici trojici
intervalovgch vah: Wy = (0,4;0,6), Wy = (0,3;0,6), W3 = (0,2;0,8).
Priklad rozdélime na dvé césti - jednak ¢ast, kde .. pocitdme pomoci vztahu

(2.85), druhak ¢ast, kde yq, pocitime pomoci vztahu (2.86).

® Ymar = S~
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Nejprve vypoditame hodnoty ¥maez & Ymin, které dosadime do vztahu (2.95).

2 2-09
mar = — — 1 =1,2222. ypin = — = 10,3793,
4 0,9 Y 2+0,9
1 1,2222 +0,3793
Lgoy = = — = TORTR _ 9914,
0,9 2-0,9
11,2222 40,3793
Tiep = 5+~ Qfé’ = 0,9004.

Nyni intervalovym normovacim faktorem (24, Tacr) vynasobime jednotlivé in-
tervalové vahy:
(v1,01) = (W, W1) * (Zgeg> Taer) = (0,4;0,6) - (0,2214;0,9004) = (0,0886; 0,5402).

Obdobnym zpusobem ziskame Vo = (0,0664;0,5402) a V3 = (0,0443;0,7203).
Zaroven plati, ze (320, v;, 320 T;) = (0,1993;1,8007), coi je interval se stiedem

v 1.

Z?:1 w;

® Ymaz = 1— ST

Nejprve vypoditame hodnoty Ymaez & Ymin, kKteré dosadime do vztahu (2.95).

0,9 20,9
maz = 1 — - = 0,55, min — = = 0,3793,
Y 2 4 2409
1 0,55+ 0,3793
DT () 5048 2.97
Ldef = 0.9 2.0,9 O (2:97)
10,55+ 0,3793
Ties = §-+-J——€;7§————::(L7323. (2.98)

Nyni intervalovym normovacim faktorem (24, Tacr) Vynasobime jednotlivé in-

tervalové vahy:

(v1,01) = (W, W1) * (Zgeps Taes) = (0,4;0,6) - (0,5948;0,7323)

(0,2379;0,4394).

Obdobnym zpiisobem ziskame V, = (0,1784;0,4394) a V3 = (0,1190;0,5858).
Zaroven plati, ze <Zf’:1 Vs, Zle v;) = (0,5353; 1,4646), coZ je interval se stfedem

v 1 (pokud bychom nezaokrouhlovali na 4 desetinna mista).
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Podivejme se jesté na jeden priklad, ktery nam osvétli, pro¢ je vhodnéjsi
pracovat s (2.84), i kdyZ nesplituje podminku nejgirsi intervalové nuly (respektive

pro¢ nelze uzit (2.83)):

Priklad 10. Znormujme trojici intervalovgch vah W1 = (1,5), Wy = (2,5), W3 =
(2, 10).
Spocitejme nejprve Ymaz, Ymin-

20 20—-5

max — £ 1= 3; min — = 0767
Y 5 Y 20+ 5

1 3406
Laef =57 "9 5

~1.,6.

Odsud je jiz zfejmé, Ze tento zplsob uzit nemiuzeme, nebot bychom po vynéa-
sobeni nenormovanych intervalovych vah intervalem (z,.;, T4ey) ziskali intervaly

(v;,7;),Vi=1,...,n, kde v; <0 pro kazdé i = 1,... n.

Podivejme se nyni na piipad s fuzzy vahami. Nejprve si ukdzeme, pro¢ nemu-
zeme pro fuzzy vahy pouzit defuzzifikovany normovaci faktor a nasledné odvodime
normovaci faktor pro fuzzy vahy.

Defuzzifikovany normovaci faktor (2, Zacr) bychom mohli pouZit k normo-
vani fuzzy vah dvéma zpusoby - prvni moznosti je spoc¢itat defuzzifikovany normo-
vaci faktor pro uzévéry nosi¢u nenormovanych fuzzy vah a nasledné jim nésobit
nenormované fuzzy vahy, druhou moznosti pak je spocitat defuzzifikovany nor-
movaci faktor jak pro uzavéry nosi¢i nenormovanych fuzzy vah, tak i pro kazdy
a-fez.

Nejprve se podivame na piipad, kdy spocitame defuzzifikovany normovaci
faktor pro uzavéry nosi¢i nenormovanych fuzzy vah a nasledné jej pouzijeme i

na vsechny a-fezy.

Priiklad 11. Mé&jme nenormované fuzzy vahy dané trojuhelnikovymi fuzzy ¢isly
Wy =10,4;0,5;0,6], Wy = [0,3;0,5;0,6] , W5 = [0,2;0,5; 0,8]. Uzavéry jejich nosi¢u
ozna¢me Wi (0) = (0,4;0,6), W5 (0) = (0,3;0,6), W5 (0) = (0,2;0,8). Uzavéry no-

si¢l tvoii intervaly a proto s nimi muzeme nakladat jako s intervalovymi vahami.
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Pro tyto intervalové vahy jsme ale defuzzifikovany normovaci faktor spocitali v

(2.97) a (2.98). Mame tedy
(Zgeps Taer) = (0,5948;0,7323).

Ocividné, pokud bychom timto normovacim faktorem vynéasobili jednotlivé a-
fezy, tak bychom pro a = 1 dostali také intervaly, coz by mélo za nésledek, Ze by
normované fuzzy vahy byly narozdil od nenormovanych fuzzy vah, které jsou ve

tvaru trojihelnikovych fuzzy cisel, ve tvaru lichobéznikovych fuzzy ¢isel.

Druhou moznosti je pocitat defuzzikovany normovaci faktor jak pro uzavéry
nosicu, tak i pro kazdy a-fez. V takovém piipadé bychom normované fuzzy vahy

pocitali nasledujicim zptsobem:

(v; (@), 0 (@) = (w; (@), @i (@) - (Lae > Taesa ) (2.99)

kde (24.s. ;Tdes,), @ € (0,1) bychom spocitali jako defuzzifikovany normovaci
faktor pro vektor intervalovych vah ((w, (), (a)), ..., (w, (o), @, (a))),a €
(0,1). Pro uzévéry nosi¢i bychom defuzzifikovany normovaci faktor spocitali
stejné jako v predchozich ptripadech. Ukazme si nyni na prikladé, proc¢ tento po-

stup neni mozZny:

Piiklad 12. Znormujme nenormované fuzzy vdihy dané trojihelnikovime fuzzy
cisly Wy = [1;1,2; 20] , Wo = [1;19,8; 20].

Nejprve znormujeme uzavéry nosicu jednotlivych vah. To provedeme tak, Ze
znormujeme intervalové vahy Wy (0) = (1,20), W5 (0) = (1,20). Tyto intervalové
vahy se znormuji na normované intervalové vahy Vi (0) = (0,0363;0,9637), V5 (0) =
(0,0363;0,9637). Zkusme nyni znormovat a-fezy jednotlivych vah pro oo = 0,1: ta-
kovéto a-fezy maji tvar Wi (0,1) = (1,02; 18,12), W5 (0,1) = (2,88;19,98). Pokud
bychom tyto nenormované intervalové vahy znormovali, ziskali bychom normo-
vané intervalové vahy Vi (0,1) = (0,0377;0,8827), V5 (0,1) = (0,1064;0,9733). Z

toho ale plyne, 7ze V5 (0,1) < V5 (0), coz je spor s vlastnosti fuzzy mnozin.

41



Proto Sevastjanov a spol. pracuji s fuzzy vahami odlisné. Pokud vyjdeme z

(2.83) a pak trojuhelnikové fuzzy ¢islo (2.88) miizeme vyjadrit jako

Q| o

} (2.100)

2 " 2 1
2t ¥ : ] . (2.101)

Sevastjanov a spol. navic pro kazdy a-fez pocitaji trojihelnikové fuzzy cislo x
zvlast. Ozna¢me tedy takové trojuhelnikové fuzzy ¢islo & (poznamka: Sevastja-
nov a spol. ho znac¢i v [1] Z,, coz ovSem zptisobuje problémy ve znaceni, nebot

tento symbol pouZivaji pro dvé naprosto odligné véci):

~ 2 Z’?Zl w; 2 1
ol = 7 : = —=m — = . 2.102
[Zi—l w; . (Zﬁ_l w; )2 Zizl (wza + wia) Zz‘:l wia] ( )

Pokud bychom vychazeli z (2.84), normovaci faktor & by mél tvar

b b+b b+b b
T = {E; _+_; _i —Q_z_} . (2.103)
a a-+a a a
Pokud nyni opét za a, @, b a b dosadime, ziskame tvar
N 1 2 2 Yo w,
T = n— ) —wn — = = = (2.104)
[zz‘:l w; Yo (w, W) YL W > wi)gl

a pro kazdy a-fez poté

1 2 2 D i1 Wi,
al = n— n — n — . n
Zi:l wia Zi:l (wl'a + wia) Zi:l Wila (Zz:l wia)
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Vysledny normovaci faktor poté ziskaji sjednocenim trojihelnikovych fuzzy

¢isel 7 pres vSechna o

=] (2.106)

«
Kone¢né, normované fuzzy vahy ziskame tak, ze puvodni fuzzy vahy vynésobime

pravé normovacim faktorem z. Autofi toto vyjadiuji nasledovné:

w; = | Jwi, - Fa, (2.107)

kde w; znaci normované fuzzy vahy a z, tentokrat vyjadiuje a-fez normovaciho
faktoru z.

Pro vétsi prehlednost normované fuzzy vahy radéji vyjadiime takto:
(v; (@), Wi (@) = (w; (@) - Z(a) , Wi (@) - T (av)). (2.108)

Sevastjanov a spol. na néasledujicim prikladé porovnavaji svij pristup s pii-
stupem Wanga a Elhaga. My se nejprve zamérime pouze na jejich pristup, kde si

mimojiné ukazeme, pro¢ bychom nemohli vychézet z (2.83):

Priklad 13. Znormujme fuzzy vdhy reprezentované trojuhelnikovymi fuzzy c¢isly
Wy =11,2,3], Wy = [2,4,6], W5 = [1,4,7].

Nejprve vyjdéme z (2.83). V takovém ptipadé ale ,& ma tvar (2.102). Nasledujici
¢tverice grafi ukazuje, jak by v takovém piipadé vypadal vysledny normovaci

faktor x a jaky vliv by to mélo na normované vahy:
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Plvodni vahy
08
0B
04r

02y

08r

0B+

D4t

02y

!

i
I
‘I
Hh
0.1

0z

03

08r

0B+

D4t

02y

08r

0B+

D4t

02y

Normované vahy

Vysledny normovaci faktor

L 1 L 1 n 1 L
04 03 02 01 1} 0.1 0z 03

Je ziejmé, ze vysledny normovaci faktor je ve tvaru trojuhelnikového fuzzy ¢isla.

Problém vsak je, ze zna¢na ¢ast uzavéru nosice tohoto fuzzy ¢isla lezi na zaporné

Z?:l Wi,
(Z?:1 Mia)

plati pravé tehdy, kdyz 2- > w, <>"  W,,. To je ptipad i naseho piikladu.

¢asti univerza. To ostatné plyne uz z tvaru (2.102), kde —z2— —

i=1 Wi,

> <0

Podivejme se nyni na tento piiklad znovu, tentokrat ale vyjdeme z (2.84). V
takovém piipadé mé& & tvar (2.105). Nasledujici ¢tvefice grafi opét ukazuje, jak
by v takovém piipadé vypadal vysledny normovaci faktor  a jaky vliv by mél

na normované vahy:
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Plvodni vahy Normované vahy

Vysledny normovaci faktor

Piiklad 14. Znormujme fuzzy vihy vyjddrené trojihelnikovymi fuzzy cisly Wy =
[1,2,4] ,Wo =[1,5,6], W5 = [3,4, 5]

Jak jsme si ukazali u predchoziho prikladu, pfi vypoc¢tu .z vyuZzijeme vztah
(2.105). Vysledny normovaci faktor i normované vahy mizeme vidét na nasledu-

jicich grafech:

1 Plvodni vahy 1 Normované vahy
08r q 08r
06+ 1 gk
04r e 04t
02r q 02r
DW 1‘5 é 2‘5 3 3‘5 4 4‘5 a 5‘5 6 DU EIIW 0.2 EIIEi Ellrl U‘S EIIE 07

MnoZina normovacich faktor(l

1

Vysledny normovaci faktor

0ar oah
06 06
04t 04t
02t 02k
i I ; o . . . , . , . . .
07 0075 008 0085 009 009 01 0405 011 0115 0065 007 0075 008 0085 009 00% 01 0105 041 0115
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Je ziejmé, Ze vysledny normovaci faktor neni (narozdil od pfedchoziho p¥ikladu)
trojihelnikovym fuzzy ¢islem. To je dano tim, Ze zadané vahy nejsou symetric-

kymi fuzzy ¢isly, a proto vyraz

2
> (%a + wia)

(2.109)

z (2.105) obecné nenabyva pro vsechna « stejnych hodnot.
Z toho ovsem plyne, Ze pokud byly ptuvodni fuzzy vahy reprezentovany troj-
thelnikovymi fuzzy ¢isly, pfislu§né normované fuzzy vahy jiz tuto vlastnost mit

nebudou.

Vratme se zpét k porovnani metod, které navrhuji Sevastjanov a spol., re-

spektive Wang a Elhag.

Priklad 15. Znormujme fuzzy vdhy reprezentované trojuhelnikovymi fuzzy c¢isly
Wy = [1,2,3], Wy = [2,4,6], W3 = [1,4,7], respektive Wy = [1,2,4], Wy =
[1,5,6], W5 = [3,4,5].

o Wy =11,2,3], Wy =1[2,4,6], W5 =[1,4,7]

Tyto vahy uvadéji Sevastjanov a spol. ve svém textu jako piiklad, proc je jejich
pristup intuitivné lepsi nez metoda navrhovand Wangem a Elhagem. Jak vidime

z nasledujiciho grafického srovnéni,
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Normované vahy

I
—Wang a Elhag

wIe —Sevastjanov [

08—

06—

05—

0.4

0.3

0.2

0.1

normované vahy ziskané metodou navrhnutou Sevastjanovem a spol. jsou pivod-
nim vaham opravdu podobnéjsi nez ty, které jsou ziskané metodou navrhnutou
Wangem a Leem, a tedy z pohledu Sevastjanova a spol. jsou i "lepsi", nebot jsou
i jejich miry o,, a o; lepsi. To ale muze byt dano specifickym vybérem nenormo-

vanych vah, jak ostatné uvidime na druhé trojici:

o Wy = [17274]7W2: [17576]>W3: [37475]

Normované vahy

—Wang a Elhag
— Sevastjanov

08—

07—

06—

05—

0.4

03—

02—
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Zatimco vahy, které jsme ziskali normovaci metodou Wanga a Elhaga, si zacho-
vavaji priblizné trojuhelnikovou strukturu, v piipadé vah ziskanych normovaci

metodou navrzenou Sevastjanovem a spol. o tom nemiize byt ani fec.

Vratme se nyni zpét k normovani intervalovych vah. UZzijeme-li normovaci
faktor (24, s, Taey) dany (2.95), kde Yrmin @ Ymaa jsou dany (2.87), respektive (2.86),

pak lze dokazat nasledujici tvrzent:

Véta 6.

Z(yf,@f} =(1— €, 1+¢%), kde ¢ = W (2.110)

n n
D Wh ) = (W ey Wi Tae) = (O Wi+ Taeps Y Wi+ Taey)
; =1 =1

- 1 Ymaz + ymzn) = — < 1 Ymax + ymzn)
< Z (Zi:l w;  2-y Wy Z D Wi 203 W

i=1

— <Z?:1 wi . Z?:l wz’ ) (yma:p + ymin) Z?:l wi + Z?:l wi : (ymax + ymm>>
Z?:l W; 2- Z?:1 w; ’ Z?:l w; 2 Z?:l wj

_ <1 . Ymax + Ymin Ymax + ym'm>

1
2 L 2

(2.111)

]

Pavlacka v [5| nicméné ukazuje, Ze jesté lepsiho vysledku dosahuje metoda

navrzena Jimenézem a spol., nebot plati ze

Z(QJ @J> _ < Zi:lwi Zi:lmﬁ' > _ <1 _ EJ,l _|_€J>’

i Y1

i=1 Z?zl (wj +mj) /2’ Z?:l (ﬂj +wj) /2
(2.112)

kde
J _ Z?:l w; — Z?:l w;

B Z?:l w; + Z?:l w; = Ymin-
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Z (2.113) lze snadno vidét, ze kdyz se w; limitné blizi w; pro kazdé i € {1,...,n},
pak jde ¢/ k 0. Z tohoto diivodu normovaci procedura pocitand pomoci (2.17)
a (2.18) spliuje podminky (2.63) a (2.64). Navic, jelikoZ Ymin < Ymaz, plyne z
(2.110), ze ¢/ < €5, tedy .7 (v, 7/) neni nikdy irsi nez Y ", (v, 75). Déle

J 7]
necht jsou m;” a li priméry a délky (v/,v/),i = 1,...,n. Pak pro kazdé i 7

’L ? ’L

mnoziny {1,...,n} plynou z (2.19) a (2.20) néasledujici rovnice:

A wz—i_wl —
S/ 2 _ (witwi) /2 m

~J w ;410 iy ,
' stre/2 W) /2

a
~J -
i smtean/? _ @i-w) /2
~J w _ — .
5 sraaeor/? S @-w) /2

Tedy agregované miry piesnosti o, a 0; po¢itané pomoci (2.59) a (2.60) jsou v
pifpadé (v/v/),i =1,...,n vZdy rovny 0. Jak Pavlacka konstatuje v [5], plyne z
toho, ze z pohledu zadoucich vlastnosti normovani intervalovych vah navrhova-
nych Sevastjanovem a spol. mizeme Fict, Ze intervalovy normovaci faktor (x,x),
kde z = [Y7, (w; + ;) /2]" poskytuje podstatné lepsi vysledky nez normovaci

faktor dany (2.95). Problém je v [5] ilustrovan na nasledujicim piikladé:

Priklad 16. Opét uvazujme tri pocdtecni intervalové vihy Wi = (0,4;0,6), Wy =
(0,3;0,6), W5 = (0,2;0,8). Porovnejme nyni vysledky dosaZené normovacimi me-
todami navrhovangmi Sevastjanovem a spol. a Jimenézem a spol.

Podle (2.65) (vf,77) = (0,238;0,439), (v5,v5) = (0,178;0,439), (v5,v5) =
(0,119;0,586). Z (2.17) a (2.18) ziskame (v{,v{) = (0,276;0,414), (vy,vy) =
(0,207;0,414), (v],v7) = (0,138;0,552). Nejprve porovnejme soucty dosazenych
normovanych intervalovych vah: 3% (v 7%) = (0,535;1,465) a > (v/, 7)) =
(0,621; 1,379). MuzZeme tedy vidét, Ze oba soucty jsou centrovany okolo 1, ale ten
druhy je uzsi, €9 = 0,465, ¢’ = 0,379. Co se dalgich dvou vlastnosti tyce, hodnoty
agregovanych mér pfesnosti jsou v prvnim piipadé nasledujici: o, = 0,012, 0, =
0,127, zatimco v druhém pfipadé jsou jejich hodnoty rovny 0, nebot poméry prii-

mért a délek pivodnich nenormovanych intervalovych vah jsou zachovany.
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2.5. Normovani fuzzy vektort vah dle principu roz-
Sireni

V této sekci budeme studovat rozsifeni normovaci procedury na ptipad, kdy n-
tice nejasnych /nepfesnych poc¢ate¢nich nenormovanych vah je modelovana fuzzy
vektorem vah W € Fy (W,).

Rozsiteni z funkei s ostrym argumentem na funkce, jejichz argument je fuzzy

mnozina, standardné probih& pomoci principu rozsireni:

Definice 18. Necht U a V jsou neprazdné mnoziny a necht f : U — V je
zobrazeni. Pak fuzzy rozsifeni f je zobrazeni fr : F(U) — F (V) takové, ze
pro kazdé A € F (U) je funkce ptislusnosti fr (A) definovana pro kazdé v € V

nasledujicim zptsobem:

Fr(A)(w) = {Bupuew(u)—v/l(u), izlé;d fuellf)=vk#0, 51y

Normovaci procedura je v ostrém piipadé popsana jako vektorova funkce n s
vektory redlnych hodnot dana (4). Tedy, dle principu rozsiteni by mél byt vysledek
normovani pivodniho fuzzy vektoru vah W € Fy (W,) dan funkei np (W), kde
ng : F (W) — F(S,) je fuzzy rozsifeni funkce n dané (2.114). Jak poukazuje
Pavlacka v [5], jelikoz je n spojita funkce a jelikoZ je funkce piislusnosti fuzzy
vektoru vah W € Fy (W,) polospojita shora, a-fezy np (W) jsou pro kazdé

a € (0,1] dany nasledujicim zpisobem:

nF(W)a:{(Ul,...,Un) ESn|(U17...,Un)

I
VRN
]
1|
&
]
RS
— 3
g
N———

(wy,...,w,) € Wa}.
(2.115)

Nasledujici véta, kterou dokazuje Pavlacka v [5], ukazuje, Ze fuzzy rozsiteni
np mé vlastnost, ze obraz np (W) jakéhokoli fuzzy vektoru vah W e Fy (W,) je

fuzzy vektor normovanych vah.
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Véta 7. Necht n : W, — S, je redlnd vektorovd funkce definovand pro vsechna
w € W, (4) a necht ng je jeji fuzzy roz§ivend. Jestlize W € Fy (W,), pak

Poznamka 8. Z (2.115) lze snadno vidét, ze ngp(V) =V pro kazdé V € Fy (S,).
To ale znamena, zZe se kazdy fuzzy vektor normovanych vah znormuje sim na sebe
(analogicky jako piipadé ostrych vah, kdy se normované vahy znormuji samy na

sebe).

V MCDM modelech je ¢asto praktické pocitat projekce fuzzy vektoru nor-
movanych vah na prislusné osy, jelikoz vyjadiuji pravdépodobnostni rozdéleni
prislusnych normovanych vah. Miazeme postupovat nasledovné:

Zpusob jakym lze obecné ziskat projekce vystupu fuzzy rozsiteni vektorové

funkce s vektorem realnych hodnot, je v [5] popsan nasledujici vétou:

Véta 8. Necht D C R™ m > 1. Necht f : D — R",n > 2 je vektorovd funkce
s vektorem redlngch hodnot se slozkami f; - D — Ri € {1,...,n}, tedy f (z) =
(fi(z),..., fo(x)) pro kazdé x € D. Necht fip,i =1,...,n 2naci fuzzy rozsirent
funkce f;. Pak pro kazdé X € F(D) plati nasledujici rovnosti:

[fr(X)], = fir(X),i=1,...,n. (2.116)
Aplikujme vétu vySe na funkei n. Mazeme psat n = (n4,...,n,), kde n; :
W, — (0,1),i = 1...,n jsou definovany pro v8echna (wy,...,w,) € W, nasle-
dovné:
( ) i= = (2.117)
n; (W1, ..., Wyp) '= =<n——- .
23:1 wj
Tedy, dle (2.116), pro kazdy fuzzy vektor vah W € Fy, (W,) plati, ze

tedy pravdépodobnostni rozdéleni vlastnich normovanych vah lze ziskat fuzzy
rozgitenim funkei s redlnymi argumenty ng, ..., n, danych (2.117). Jak ukazuje
Pavlacka v [5], jelikoZ jsou tyto funkce spojité na W, muzeme pouzit nasledujici
dobie znamy obecny vysledek tykajici se poc¢itani s fuzzy vektory:
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Véta 9. Necht D C R™, m > 1, necht f : D — R je spojita funkce a necht
X € Fy (D). Necht fr je fuzzy rozsiteni f. Pak fr(X) je fuzzy cislo, jehoZ
funkce prislusnosti je ddna ndsledujicim zpisobem:

) = { g oerse Xe) B DI = 20 (5,119

Navic
frX),=f(Xo)={yeRly=f(zx),z € Xo}, pro vsechna o € (0,1).
(2.120)
Poznadmka 9. Pii pouZiti znaceni fr (X) = {(f, (a) , Fx (@) Yaco.1), Vyplyva
z (2.120), Ze pro kazdé a € (0,1) lze ziskat hodnoty f  (a) a fx (@) vyFesenim

nésledujicich dvou problémi linedrniho programovani:

fo(@)=min f(z) a fy(a)=maxf(z). (2.121)

z€Xq reXq

Navic, jelikoZ jsou funkce f () a fx (@) spojité zprava v 0, hodnoty £ (0)a

fx (0) jsou dany nasledujicim zptisobem:
[ (0)=lim f (o) a [x(0)= lim fy(a). (2.122)

Podle véty (9), pokud W € Fy (W,,), pak n;r (W) € Fx ({0,1)) pro viechna
i € {1,...,n}. Navic oznac¢me n;p (W) = {(n;, (), 7w (@)) }aco1),? = 1,...,n.
Pak jsou dle (2.121) a-fezy projekci fuzzy vektoru normovanych vah ng (W) na

piislugné osy pro vsechna o € (0,1) dany nasledujicim zpisobem:

() i Wi (2.123)
TLi o) = min ~n .
—w (W1y...,;wn)EWq Zj*l wW;

miw () =  max —nwi : (2.124)

Nasledujici véta (dokdzana opét v [5]) ukazuje, Ze pro kazdy fuzzy vektor vah W €
Fv (W,) fuzzy cisla nip (W), ... n,r (W), kterd reprezentuji projekce ng (W)

na piislusné osy, tvori n-tici normovanych fuzzy vah.
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Véta 10. Necht ny,...,n, jsou funkce dané (2.117) a nip,...,n,p jsou je-
jJich fuzzy rozsireni. Pak pro kazdy fuzzy vektor vah W € Fy (W,,), fuzzy ¢isla

nigp (W), ... n,r (W) tvofi n-tici normovangch fuzzy vah.

Definice 19. Fuzzy vektor normovanych vah ng (W) je separabilni na S, jestlize

pro kazdé o € (0,1) plati:

ng (W) = (an (W)a X oo X NpF (W)a) ﬂSn. (2125)

67

Jak uvadi Pavlacka v [5], kli¢ovou roli ve vypoctech s fuzzy vektory normova-
nych vah hraje jejich pfipadné separabilita na S,. Je ukdzano, ze pokud je fuzzy
vektor normovanych vah separabilni na S,,, vypocet fuzzy vazeného primeéru je
jednoznacné jednodussi.

Pro n = 2 je ukdzano, ze kazdy dvoudimenzionalni fuzzy vektor normovanych

vah je separabilni na S,. Tedy pro kazdée W € Fy (Ws)
ne (W), = (nip (W), X nap (W),) NSy, Va e (0,1]. (2.126)

Nicméné, pro n > 3 nelze vysledek normovani poc¢ateéniho fuzzy vektoru vah
W € Fv (W,) podle principu rozsiteni obecné vyjadit pouze n-tici normovanych
fuzzy vah nip (W), ... n,p (W) a relaci S,. Podle obecného vztahu mezi fuzzy

vektorem a jeho projekcemi plati pro a-fezy ng (W) pouze nasledujici vztah

ng (W) - (an (W) X oo X NpF (W)a) N Sn, Ya € (0, 1] . (2127)

« o

Z (2.115) plyne, 7e mozna separabilita ng (W) na S, zalezi na poc¢ateénim fuzzy

vektoru vah W. Problém ilustruje Pavlacka v [5] na nasledujicim piikladu:

Pi#iklad 17. Pro kazdé ¢ € R™ necht
Q= { (w,...,w,) € Wa| Y w; =c}. (2.128)
i=1

Necht Wy, € Fv (Q.) je fuzzy vektor vah takovy, ze

WQcOé - ([WQcha X X [WQc]na) m QC' (2129)
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Ukazme nyni, ze fuzzy vektor normovanych vah ng (Wq,) je separabilni na S,,.

Oznacéme

Waol; = {{wg,: (@), Wa.i (@) Yacory, i=1,...,m,

e Wo,)l; = { (g, (@) T, (@)} i=1,.om.

a€e(0,1)

Poté dle (2.123) a (2.124) pro kazdé i € {1,...,n} a pro kazdé a € (0, 1)

. Wy . w;  Wq (@)
N, (@) = min _ = min —_ ==
¢ wj€(wg,; (@), (@) D g W) wig(wg.(a)@ou(a)) ¢ c
7j=1,...,n
> =1 wi=c
a
n () = max L max Wi _ 0. ()
Wq - < n = < — = .
¢ wi€(wg,; () Bae; (@) D5 Wi wiglwg,(a)@gui(a) ¢ c

j=1l,...n

Z?:l wj=¢c

Navic a-fezy np (Wg,) jsou pro vSechna a € (0, 1) dany nasledujicim zptsobem:

WQC {TL E S |w < WQCa}

w1 Wy,
= e es
{ (Z?:l Wn, Z?:l wn) o

Wi € <MQCZ (Oé) 7chi (Oé)>,@ = 17' .. Jnazwi - C}
i=1

:{@h”wwe&ME<MMWXWMQBJ:L“W@

Cc C

= ([nr (Wo,)]; X -+ % [np (Wo.)],) N Sn.

Tedy np (Wg.) je fuzzy vektor normovanych vah separabilni na S,,.

Vlastnostmi normovani fuzzy vektoru vah podle principu rozsifeni se zabyva
Pavlacka v [5]:
Prvni dulezité vlastnost #ika, ze kazdy a-tez vysledného fuzzy vektoru normo-

vanych vah ng (W) reprezentuje mnozinu vSech normovanych vahovych vektor,
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které byly ziskiany normovanim vahovych vektora z W,. To znamena, ze np (W)
nejen ze spliuje podminku, Ze soucet normovanych vah je roven jedné, ale také
bere v iivahu vSechny vztahy vyslednymi normovanymi vahami, které plynou z
puvodniho fuzzy vektoru vah W € Fy,(W,).

Vzhledem k tomu, Ze by p¥ipadné porovnavani primért jednotlivych fuzzy ¢i-
sel vyjadiujicich ptivodni vahy a normované vihy nemélo i kviili moznym vztahim
mezi jednotlivymi vahami smysl, soustiedi se na zachovani pravdépodobnostnich
rozdéleni poméri jednotlivych puvodnich vah. Ty lze dle [5] ziskat nésledujicim
zpusobem:

Pro v8echna i,j € {1,...,n} ozna¢me mnoZinu v8ech n-rozmérnych vektort

vah s kladnou i-tou a j-tou slozkou Wi+t tedy
Wit = {(wy,...,w,) € Wy | w; > 0,w; > 0}. (2.131)

Pomér vahy w; ku vaze w; pak vyjadifme fukei realnych proménnych r;; : Wit —

R, ktera je pro viechna w € WhT w = (wy, ..., w,) definovana nasledovné:
wA
rij(w) = w—l (2.132)

J

Jelikoz je mnozina vSech n-rozmérnych vektorti normovanych vah s kladnou i-tou
a j-tou slozkou podmnozinou mnoziny W4+, pak samoziejmé funkce r;; vyjadruje
takoé poméry i-té normované vahy ku j-té normované vaze.

Oznacme 77 fuzzy rozsifeni funkce r;j a necht je W € Fy(WLITt) fuzzy
vektor vah s kladnou i-tou a j-tou slozkou. JelikoZ je r;; spojita funkce na Wit
pak je dle véty (9) r;;p(W) fuzzy ¢islo na RT. Pro v8echna o € (0, 1) jsou a-fezy
rijr(W) dany nasledovné:

wA
riip(W)a = {r € R" | r = —, w; a w; vyjadfuji i-tou a j-tou slozku
Wj

(2.133)
alespon jednoho vektoru vah w € Wa}

Jak pise Pavlacka, z toho plyne, ze fuzzy ¢islo r;;7(W) vyjadiuje pravdépodob-
nostni rozdéleni poméru mezi i-tou a j-tou vdhou, jelikoz bere v ivahu vSechny

interakce mezi témito vahami.
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Nasledujici véta, ktera je dokdzana v [5], ukazuje, Ze fuzzy rozsiteni np zacho-

vava pravdépodobnostni rozdéleni poméru piislusnych ptivodnich vah:

Véta 11. Nechl je ng fuzzy rozsiteni funkce n dané (4). Necht je pro vSechna
i,j €{l,...,n} riyr fuzzy rozdirent funkce r;; dané (2.132). Pak

riir(W) = rijp(np(W)), pro viechna W € Fy(W5T). (2.134)

Jak pise Pavlacka v [5], vahy jsou nejcastéji v MCDM modelech uzivany pii

vypocétu vazeného priuméru. Operace vazeného pruméru je spojita funkce ay :

W, x R" = R definovana pro vSechny w € W,,,w = (wy, ..., w,) a pro viechna
x € R" x = (x1,...,x,) nasledovneé:
n
aV(w, ) = M (2.135)

Restrikci ay na S, x R™ nésledné oznac¢ime jako a”. Pro vektor normovanych

vah v € S, v = (vy,...,v,) lze a” zapsat jako

n
a (v, x) = Zvi - T (2.136)

i=1
Z toho dle Pavlac¢ky plyne, ze normovanim danym (4) vlastné transformujeme
kazdy vektor pocatecnich vah w € W, na ptislusny vektor normovanych vah

n(w) € S, takovy, ze plati
W(w,z) = a(n(w),z), prokazdé r € R". (2.137)

Jelikoz rovnost (2.137) hraje klicovou roli v mnoha aplikacich (a zejména v
MCMD), bylo by dobré, kdyby platila i v p¥ipadé neostrych vah a vaZenych
hodnot.

Nésledujici véta (opét dokazana v [5]) ukazuje, ze fuzzy rozsiteni np spliuje
rozsiteni rovnosti (2.137) na piipad, kdy jsou vahy i vazené hodnoty modelovany

fuzzy cisly:
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Véta 12. Necht je np fuzzy roz§iveni funkce n definované (4). Necht a¥¥ a a

jsou fuzzy roz§ivent funkci o' a a™ dangich (2.135), respektive (2.136). Pak pro
kazdé W € Fy(W,) a pro kazdé X € Fy(RYN) plati ndasledujici rovnost:

af (W, X) = a¥ (np(W), X). (2.138)

o7



Kapitola 3

Numerické priklady

V této c¢asti si porovname jak jednotlivé metody na normovani intervalovych
vah, tak na normovani fuzzy vah, a podivame se i na srovnani metod na normovani

intervalovych vah z hlediska Sevastjanovem navrhovanych mér (2.60) a (2.59).

3.1. Intervalové vahy

Normovanim ryze intervalovych vah se zabyvali Xu ((2.7)), Wang a Elhag
((2.30) a (2.31), respektive (2.50) a (2.51)), Jimenéz a spol. ((2.19) a (2.20)) a
Sevastjanov a spol. ((2.95) a (2.96)). Pojdme se podivat, jak jednotlivé metody

normuji konkrétni vektory intervalovych vah:

Pivodni vahy (0,4;0,6) (0,3;0,7) (0,5;0,5)
Xu (0,2222;0,5) (0,1667;0,5833) (0,2778;0,4167)
Wang a Elhag | (0,25;0,4286)  (0,2143;0,4375) (0,2778;0,4167)
Sevastjanov | (0,2444;0,4222) (0,1833;0,4926) (0,3056;0,3519)
Jimenéz | (0,2667;0,4)  (0,2;0,4667)  (0,3333;0,3333)

Z tabulky je zfejmé, ze pouze metoda navrhnuta Jimenézem a spol. v pripadé, kde
mezi intervalovymi vahami mame i vdhu konkrétni (pfipadné i vice takovychto
vah), znormuje tuto opét na vahu konkrétni. Pro¢ tomu tak je, plyne ze vzorci,

pomoci kterych jednotlivé metody intervalové vahy normuji.
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Ptvodni vahy

(1,5;1,6)

(1,5;15)

(1,5: 150)

Xu

Wang a Elhag
Sevastjanov
Jimenéz

(0,009; 0,3556)
(0,009; 0,3478)
(0,0133;0,0188)
(0,0175;0,0187)

(0,009; 3,3333)
(0,0098; 0,8333)
(0,0133;0,1765)
(0,0175;0,1753)

(0,009; 33,3333)
(0,0829; 0,9804)
(0,0133; 1,7649)
(0,0175; 1,7534)

Jak miuzeme vidét, nejen u metody navrzené Xu dochazi k tomu, ze u néjaké
normované intervalové vahy jeji horni hranice ptekroc¢i hodnotu 1, v pripadé kdy
nékterd z puvodnich intervalovych mé horni hranici mnohem vétsi nez jsou ostatni
hodnoty, dochazi k tomuto jevu i u metod navrzenych tymy okolo Jimenéze,

respektive Sevastjanova.

Ptvodni vahy

(2;3)

(3;4)

(1;5)

Xu

Wang a Elhag
Sevastjanov
Jimenéz

Zkusme nyni znormovat intervalové vahy, které jsme ziskali normovaci metodou

{0,1667; 0,5)
(0,1818; 0,4286)
(0,1944; 0,3542)
(0,2222;0,3333)

navrzenou Sevastjanovem a spol.:

(0,25;0,6667)
(0,2727;0,5714)
(0,2917;0,4722)
(0,3333;0,4444)

{0,0833;0,8333)
(0,1250;0,5)
(0,0972; 0,5903)
(0,1111; 0,5556)

Pavodni vahy | (0,1944;0,3542) (0,2917;0,4722)  (0,0972;0,5903)
Xu | (0,1373;0,6071) (0,2059;0,8095) (0,0686; 1,0119)
Wang a Elhag | (0,1547;0,4766) (0,2360;0,6182) (0,1053; 0,5484)
Sevastjanov | (0,1658;0,3756) (0,2488;0,5008)  (0,0829; 0,6260)
Jimenéz | (0,1944;0,3542) (0,2917;0,4722)  (0,0972;0,5903)

Jak mizZeme vidét, vahy, které byly puvodné Sevastjanovem a spol. povazovany

za normované, se znormovaly na jiné vahy. Pokud bychom tento postup na-

vic opakovali, zkonvergovaly by puvodni vahy k hodnotam V; = (0;0,5),V, =

(0:0,6067), V5 = (0;0,8333), coz lze vyjadrit i jako Vi = (0;2 - =), Vs =
i=1W

0;2- Zﬁzm%v‘”’ =(0;2- g;w>

Podivejme se nyni na to, jakych vysledkii dosahneme, pokud znormujeme in-
tervalové vahy Wy = (0,1373;0,6071), Wy = (0,236; 0,6182), W3 = (0,0686; 1,0119),
tedy vahy, které jsme ziskali normovanim vah W; = (0,1944;0,3542), W, =
(0,2059; 0,8095), W5 = (0,0972; 1,5903) metodou navrzenou Xu:
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Pavodni véhy | (0,1373;0,6071)  (0,2059;0,8095)  (0,0686;1,0119)
Xu | (0,0565; 1,4745) (0,0848; 1,9660) (0,0283; 2,4575)
Wang a Elhag | (0,0701;0,6886) (0,1128;0,7972) (0,0462; 0,7468)
Sevastjanov | (0,0766;0,4426) (0,1149;0,5901) (0,0383; 1,7376)
Jimenéz | (0,0966;0,4275) (0,1450;0,5700) (0,0483;0,7125)

I v tomto piipadé dojde u vah, které jsou dle dané metody povazovany za normo-
vané, po uziti této metody na dané vahy k jejich zméné. K tomuto jevu nedochazi
pouze u metody navrzené Jimenézem a spol. (coz plyne z (2.19), (2.20) a (2.21)) a
u pristupu navrzeného Wangem a Elhagem. Zde je ale nutno poznamenat, zZe kdy-
bychom na normované vahy pouzili vzorce (2.30) a (2.31) misto (2.50) a (2.51),

pak by ke zménam doslo.

3.2. Fuzzy vahy

Normovéanim fuzzy vah se zabyvali Chang a Lee ((2.9), (2.10), (2.11) a (2.12)),
Wang a Elhag ((2.54) a (2.55), respektive (2.57) a (2.58)) a Sevastjanov a spol.
((2.107)). Na nékolika nasledujicich p¥ikladech si graficky porovname, jak jednot-

livé metody fuzzy vahy normuji:

Poznamka 10. Pro lepsi prehlednost jsou jednotlivé pivodni i normované fuzzy
vahy kromé standardniho zobrazeni i posunuty, aby bylo lépe vidét, co k ¢emu

patii (napiiklad v situacich, kdy se u dvou vah (¢aste¢né) prekryva Vi (1) s V(1))

Priklad 18. Znormujme fuzzy vihy W, =
[1,01;1,02; 1,03]

[1727 3]7W2 = [17171727173]7 W3 =
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Jak mutzeme vidét, v tomto piipadé jedna z normovanych vah normovana

podle metody Changa a Leeho neni fuzzy mnozinou.

Piiklad 19. Znormujme fuzzy vahy W

[1;

o8t

06

04t

0z2p

&

06|

04t

0z2r

20; 21]

Pivodni vahy

30

Sevastjanov
Wyang a Elhag
—Chang a Lee

o8t

0B

04

02p

nar

06|

04

o2p

[10;20;30], Wy = [152;10], Wj

Pivodni vahy - posunuté

30

Sevastjanov
Wang a Elhag
———Chang a Lee

V tomto piipadé se trojuhelnikové fuzzy vahy znormovaly metodou Sevastja-

nova a spol. na lichobéznikové fuzzy vihy. K tomu doslo i u nasledujiciho piipadu,
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kde navic opét jedna z fuzzy vah po normovani metodou Changa a Leeho neni

fuzzy mnozinou.

Priklad 20. Znormujme fuzzy vahy Wy = [1;1,001;2], Wy = [1;1,5;2], W3 =
[1;1,05; 1,11]

« Plivodni vahy Plivodni vahy - posunuté
1 14
12+ 4
0s 1
1 J
0.6 4 osl i
0.4 4 06F 4
0.4 4
0.2 4
02r 4
1 11 1.2 1.3 14 15 16 17 18 18 2 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
Normované vahy Normované vahy - posunuté
1.4 1.4

Sevastjanov
“Wang a Elhag [

1.2F Sevastjanov 4 12+

“Wang a Elhag

T Changalee | 7 1 Chang & Lee |
08 1 o0&+ ]
0EH B 0B |
04t B 04t |
02t B 02t |

q . . . . i . . . . . . . . .

0.1 07 08 03 1 1.1 02 025 03 03 04 045 05 05 06 085

Pi#iklad 21. Znormujme lichobéZnikové fuzzy vahy Wi = [1;2;3;4] , Wy = [1;2;
20;21], Wy = [1;19; 20; 21]

o Pivodni vahy Pivodni vahy - posunuté
1 . . : 14 . . , :
naf 1 |
b i
06} — osl |
04t 1 06 i
04t i
02t — 0
) ) \ . . .
0 5 10 15 20 %5 0 5 10 15 20 %5
o Normované vahy Normované vahy - posunuté
14 ! ! ! ! . . . . 1.4 . . } ) . . . .
Sevastjanov Sevastjanow
1.2r YWang a Elhag [] 1.2r Wang a Elhag ||
L ——Chang alee || L I —Chang ales ||
08| —
06 4 —
o4t , J
02} —
) . . , , . . . .
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Piiklad 22. Znormujme lichobéznikové fuzzy vahy W1 = [0,1;0,2; 50; 50,1] , Wy =
0,1;0,2;0,3;10] , W5 = [1; 10; 20; 100]

o Pivodni vahy Pivodni vahy - posunuté
1 . . . : 1.4 . T : . T
12F -
08t - /\
4 i
0B- 1 et .
a4l | 06F -
04t -
02t ,
02
o 10 2 3 40 s1 60 70 81 90 100 0 70 20 30 40 S0 60 70 80 90 100
o Normované vahy Normované vahy - posunuté
14 . . : " . . . 14 . . . . " "
121 Sevastjanoy b 12 N Sevastjanoy B
“Wang a Elhag [ Wang a Elhag
! —Changales | 7 1 — Chang a Lee 7
08 , 08 ,
06 - 06 -
04 B 0.4 4
02 - 02t -
0 \ \ . \ \ 0 . . \ , \ \ \
0 1 2 3 4 5 B 7 B i 1 2 3 4 5 B 7 8

Priklad 23. Znormugme lichobéznikové fuzzy vihy Wy, = [100;105;106; 150],
Wy = [50;50,1; 50,11; 50,12] , Wy = [3;5,57; 5,58; 5,5]

o Pivodni vahy Pivodni vahy - posunuté
1 T 1.4 T .
1.2f 1
08 1
1k 4
06F 1 sl ]
04F i 06F 4
D4t 1
02t 1
02t 1
0 0 !
i 50 100 1 1 50 100 150
o Normované vahy Normované vahy - posunuté
1.4 T . . T 1.4 . T T . .
Sevastjanov
12+ Sevastjanoy q 121 Wang a Elhag
Wang a Elhag ——Chang a Lee
——Chang a Lee 1 1r
J nab J
] s ]
] nab ]
] a2t ]
02 0.4 06 08 1 12 1.4 o 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1

Piiklad 24. Znormujme fuzzy vahy Wy = [1;1,5;2;2,5], Wy = [1,5;2; 4], W3 =
0,5;1:2;3
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Jak miizeme vidét, v piipadé, kdy se mezi trojuhelnikovymi fuzzy vahami

objevi alespon jedna lichobéznikova, dochazi u vah normovanych metodou Wanga

a Elhaga k tomu, Ze jsou vSechny modelovany (pfiblizné) lichobéznikovym fuzzy

Cislem, tedy i vaha, ktera jejiz nenormovany obraz byl modelovan trojihelnikovym

fuzzy ¢islem.

3.3. Sevastjanovy miry

V této ¢asti se budeme zabyvat mirami o, (2.59) a o; (2.60) navrzenymi

Sevastjanovem a spol. v [4]. Jak autofi v [{| tvrdi, metoda Sevastjanova a spol.

s ohledem na tyto miry dosahuje nejlepsich vysledki. Je tieba vsSak dirazné

poznamenat, Ze mezi porovnavanymi metodami tplné ignoruji metodu navrzenou

Jimenézem a spol., kterd je v tomto ohledu absolutné nejlepsi. Pojdme se nyni

na tyto miry podivat trosku do hloubky:

Priklad 25. Znormujme intervalové vahy Wy = (0,3;0,5), Wy = (0,2;0,6), W3 =

(0,8;0,9) a Wy = (0,1;0,8) a spocitejte pro jednotlivé metody miry o; a op,:
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Pivodni vahy (0,3;0,5) (0,2;0,6) (0,8;0,9) (0,1;0,8)
Xu | {0,107;0,357) (0,071;0,420) (0,286;0,643) (0,036, 0,571)
Wang a Elhag | (0,114;0,313)  (0,083;0,333)  (0,296:0,6)  (0,048;0,381)
Sevastjanov | (0,125;0,253) (0,083;0,304) (0,333;0,455) (0,042;0,405)
Jimenéz | (0,143;0,238) (0,095;0,286) (0,381;0,420) (0,048; 0,381)

Miry o; a o, ziskdme tak, Ze na jednotlivé normované a nenormované intervaloveé
vahy aplikujeme vzorce (2.60) a (2.59). Vysledné hodnoty pro jednotlivé metody

udéava nasledujici tabulka:

Sevasjanovy miry | oy, oy
Xu | 0,046 0,559
Wang a Elhag | 0,025 0,61
Sevastjanov | 0,015 0,398
Jimenéz 0 0

Jak muzeme vidét, normovaci metoda navrzend Sevastjanovem a spol. skute¢né

dosahuje u tohoto ptikladu druhych nejlepsich vysledkii.

Prestoze se z jednoho piikladu uz da o jednotlivych metodach mnohé vy¢cist,
lepsi informace zejména o agregovanych mirach pfesnosti a jejich chovani zis-
kdme vygenerovanim vétstho mnozstvi vektort intervalovych vah, ¢imz omezime
moznost, ze nami vybrané intervalové vahy byly specidlnim pfipadem, ktery se
chova znacné netypicky. Zaroven ndm tento pristup miize pomoci pravé takovéto
pripady identifikovat.

Nejprve uvazujme piipad, kdy generujeme vektory intervalovych vah ve tvaru
Wi = (w; = ri-hw; = w; +ri-(h—w)),i=1,...,n, kde h je maximum,
kterého muze w; nabyvat a r = (ry,...,r,) je vektor nahodné generovanych ¢isel
z intervalu (0, 1). Z tohoto zapisu je ziejmé, Ze vylu¢ujeme moznost vygenerovani
intervalové vahy nulové délky.

V pripadé, ze vygenerujeme 10000 c¢tveric intervalovych vah, vyjde nam pro
vSechny metody kromé Jimenézovy primeérna mira o; pfiblizné rovna hodnoté
62. To se sice muze pfi novém generovani hodné lisit, dilezité vsak je, Ze je tato
hodnota fadové velmi odlisna od hodnoty, kterd nam vysla v predchozim piikladé

(kde 8lo o hodnoty v fadu desetin). Z toho lze usuzovat, ze budto véhy, kterymi se
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zabyval predchozi piiklad, jsou znacné netypické a bézné hodnoty o; jsou mnohem
vétsi, nebo naopak pii vygenerovani 10000 c¢tvefic intervalovych vah doslo i k
vygenerovani ¢tvefice (nebo i vice ¢tvefic), u které je mira o; tak obrovska, ze
to znacné ovlivni i primérnou hodnotu této miry na plose 10000 generovanych
¢tvefic (tudiz se jedna o pramér z 10000 hodnot). Tato moznost samoziejmé ale
nevylucuje piipad, ze hodnota o; je u predchoziho ptikladu ponékud nizsi, nez je
obvyklé.

Lepsi porozuméni ziskdme, pokud sefadime ¢tvefice podle toho, jakou naby-
vaji hodnotu o;. Zjistime, Ze nejvétsi hodnoty se pohybuji v fadu 10°, coz uz
opravdu znacné ovliviiuje primérnou hodnotu z 10000 hodnot. Takovéto hod-
noty nabyva naptiklad ¢tvefice intervalovych vah (hodnoty jsou zaokrouhleny
na ¢tyfi desetinna mista) Wy = (1,1408;1,9335), Wy = (0,7574;1,2648), W3 =
(0,1567;0,1567), W, = (0,8413; 1,8389).

Predpokladejme, Ze k zaokrouhlovani doslo pouze u w; a predpokladejme,
ze skutecnd hodnota ws; = 0,156699. Pokud bychom takovouto ¢tvefici intervalo-
vych vah znormovali napitklad podle metody Changa a Leeho, dostaneme ¢tvefici
normovanych intervalovych vah V; = (0,2196;0,6676), V, = (0,1458;0,4367), V3 =
(0,0302;0,0541), V4 = (0,1620; 0,6349). Je zfejmé, 7e pravé vaha W3 zpisobuje ex-
trémné vysokou hodnotu miry ;. Pokud bychom navic pripustili, Ze néjaka viha
miize mit nulovou délku, pak by samoziejmé vypocet miry o; nemél smysl (plyne
ze vzorce).

Pokud néas tedy zajima chovani agregovanych mér piesnosti (napiiklad v za-
vislosti na poc¢tu sloZek vektoru intervalovych vah) u jednotlivych metod, je zapo-
tfebi se vyvarovat pravé takovychto extrémnich hodnot. Toho mizeme dosdhnout
napiiklad tim, Ze urcité procento nejnizsich a nejvyssich hodnot zanedbame.

Podivejme se nyni, jakych primérnych hodnot nabyvaji miry o,, a o; v pfi-
padé, kdy generujeme 10000 vektori intervalovych vah za ptedpokladu, ze jed-
notlivé vahy w; jsou ve tvaru (rand;;(0,1) - (h — €),rand;(0,1) - (h —€) + € +
rand;(0,1) - (h —e —rand;;1(0,1) - (h —¢€))). Tento zapis ve skutecnosti nefika nic

jiného, nez ze w; = (w;,w;), kde w; je ndhodné& generovana hodnota z intervalu
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(0, h —€) a hodnota w; je ndhodné generovana z intervalu (0, h) a zaroveil pro ni
plati, ze w; > w, + €, tedy (w,,w;) C (0, h), pro které plati, ze w; > w, + €. Tim
zajistime vytazeni intervalovych vah extrémné malého rozpéti.

V nésledujicim piipadé jsme vyfadili 5 % vektoru intervalovych vah, u kterych
mély jednotlivé metody nejvyssi hodnoty mér o,,, respektive o; a 5 % vektoru
intervalovych vah, u kterych mély jednotlivé metody nejvyssi hodnoty mér o,,,

respektive 0;. Hodnota € byla nastavena na 0, h = 2.

Om (o]
n | 100 20 10 4 100 20 10 4
Xu | 0,0015 0,0028 0,0125 0,0291 | 0,9142 1,1701 1,9880 2,6209
W&E | 0,004 0,0026  0,0069 0,0166 | 0,9142 1,1704 1,9992 2,7013
Sev. | 0,0006 0,0011 0,0046 0,0104 | 0,9094 1,1588 1,9076 2,4011
Jim. 0 0 0 0 0 0 0 0

Jak muzeme z tabulky vidét, s rostouci velikosti vektoru intervalovych vah (n)
obecné klesaji hodnoty o, i 0;. Navic plati, Ze nejlepsich hodnot o, dosahuje
metoda navrzena Jimenézem a spol., na druhém misté je metoda Sevastjanova
a spol., po které nasleduje metoda Wanga a Elhaga a na poslednim misté je
metoda navrzena Xu. 7 toho tedy plyne, zZe Jimenézova metoda nejlépe zachovava
poméry stfedili intervalovych pfed normovanim a po normovani. Naopak metoda
Xu je z tohoto hlediska nejhorsi. Obdobnych vysledkii dosdhneme i v piipadé,
kdy nas zajima, jak ktera metoda zachovava poméry délek intervalovych vah pied
normovanim a po normovani. Zde je akorat na poslednim misté metoda Wanga
a Elhaga, pred kterou se dostala metoda Xu.

Zajimavych vysledkt dosdhneme, pokud porovname, jak se priméry jednotli-
vych mér chovaji v zavislosti na tom, jaké procento nejvyssich a nejnizsich dosaze-
nych hodnot vynechame. Nasledujici tabulka ukazuje vliv mnozstvi vynechanych
nejvyssich a nejnizsich hodnot jednotlivych mér na jejich primeér za predpokladu,
ze generujeme opét 10000 vektort intervalovych vah, tentokrat velikosti 100, hod-

nota h = 2 a € = 0 - tedy vahy lezi v intervalu (0,2) a mohou mit i nulovou délku:
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Om g
% 5 10 49,5 5 10 49,5
Xu | 0,0015 0,0014 0,0014 | 0,9142 0,7602 0,4698
W&E | 0,004 0,0014  0,0013 | 0,9142  0,7602  0,4698
Sev. | 0,0006 0,0005 0,0005 | 0,9094 0,7555 0,4650
Jim. 0 0 0 0 0 0

Zatimco pramérna hodnota o, zistava ptiblizné stejné (minimalni odchylka miuze
byt dana statistickou chybou), pramérna hodnota o; klesa s rostoucim mnozstvim
minimalnich a maximélnich hodnot o;, které jsme vynechali. U metody navrzené
Jimenézem a spol. jsou hodnoty o, a 0, samoziejmé vzdy nulové.

Nakonec se podivejme, jak se hodnoty pruméri jednotlivy’ch mér méni v za-
vislosti na minimalni §ifce jednotlivych nenormovanych vah (parametr €). Opét
budeme uvazovat h = 2, vektor intervalovych vah bude mit velikost 10 a generovat

budeme 10000 takovych vektort:

Om g
€ 0 107° 1073 1071 0 107° 1073 1071
Xu | 0,0143 0,0141 0,0141 0,0142 | 9,1653 6,2337 2,2500 0,1917
W&E | 0,0092 0,0090  0,0090 0,0093 | 9,1716  6,2447  2,2610 0,1988
Sev. | 0,0053 0,0052 0,0052 0,0051 | 9,0871 6,1548 2,1716 0,1411
Jim. 0 0 0 0 0 0 0 0

I tentokrat plati, Ze zatimco se priumeérnd hodnota o, nijak vyrazné neméni
(zmény jsou dany spiSe statistickou chybou), primérna hodnota o; se s rostouci
minimalni §itkou jednotlivych nenormovanych vah snizuje. Je to ostatné logické,
protoze pravé u vah s nejmensi sitkou dojde po normovani k nejvétsi zméné sirky
(vahy témér ostré se zméni na interval). U metody Jimenéze a spol. jsou opét

vSechny hodnoty nulové.
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Kapitola 4

Inverzni proces k normovani

vvvvvv

mezi dvéma nenormovanymi vahami jsou stejné jako poméry mezi piislusnou
dvojici normovanych vah, z ¢ehoz mimo jiné vyplyva, Zze pokud zname vektor
normovanych vah a jednu nenulovou nenormovanou vahu, pak jsme schopni urcit
cely vektor nenormovanych vah. V této kapitole se na obé tyto vlastnosti zameé-
fime a pokusime se zjistit, jestli néco podobného muzeme fict i o intervalovych
vahéach. V zavérecné casti kapitoly se poté pokusime zjistit, jestli jsme pfi znalosti
normovanych vah schopni zjisti, jaké vahy na né byly znormované, a pokud ne,
jakou minimélni informaci o nenormovanych vahach musime mit, abychom byly

schopni je dopoditat.

Definice 20. Pro kazdou uspofadanou dvojici ostrych vah {w;,w;}, kde w; # 0,

definujme pomér vah jako
Wy
p wi,w)) = . (4.1)

wj

Véta 13. Méjme n-tici ostrjch vah (wy, . .., w,) ak ni prislusnou n-tici normova-

nyjch ostrijch vah (vy,...,v,), kde pro kazdé i € {1,...,n} plati, Ze v; = anﬁ
7 J

Pak plati, Ze
p(wi,w;) = p(vi,v;), Vi,je{l,...,n}, kde w; # 0.

Dikaz.




]

Podivejme se nyni, jestli tato vlastnost plati i v ptripadé intervalovych vah.
Vyjdéme z piistupu Wanga s Elhagem a predpoklddejme, ze se jedna o nezavislé
intervalové vahy ((2.30) a (2.31)).

Méjme tedy vektor nenormovanych intervalovych vah W = (Wy, ..., W,,), kde
pro kazdé i € {1,...,n} plati W; = (w;,w;). Vezméme libovolnou usporadanou
dvojici nenormovanych intervalovych vah {W;, W;} a k ni pfislusnou dvojici nor-
movanych intervalovych vah {V;,V;}. Zadefinujme si nyni pomér intervalovych

vah:

Definice 21. Pro kazdou uspofadanou dvojici intervalovych vah {W;, W;}, kde

w; > 0, definujme pomér vah jako

(Wi, W) = (=, —). 4.2
W W) = (250 (42)
Podivejme se nyni na pfipad, kdy méme pouze dvé intervalové vahy - W; =

(wy,w1) a Wy = (w,, ws). V takovémto piipadé plati nasledujici:

Véta 14. Méjme dvojici nenormovangch intervalovijch vah vah Wy = (w,, W),
Wy = (wy,Wa) a k ni prislusici dvojici normovangjch intervalovijch vah Vi =

(v,,71), Vo = (vy, 7). Pak

pt(Vi,Va) = p' (Wh, Wy) (4.3)
Diikaz.
= o Ty (B B i T gy, g
’ ‘/2 62’ 22 Wo ’ Wo m27 w2 ’

wi+We  W1tw,
[

Pokud bychom ale uvazovali 3 nebo vice intervalovych vah, tento vztah uz

platit nebude.
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Véta 15. Pro kazdé n > 3 existuje n-tice nenormovangch kladnijch intervalo-

vijch vah (W1y,..., W) a k ni prislusici n-tice normovanijch intervalovgch vah
(U1, ...,0p), Ze existuji i a j z mnoZiny {1,...,n} takovd, Ze neplati

o (Vi Vy) = (Wi, W) (1.4
Diikaz. Uvazujme n-tici (n > 3) nenormovanych intervalovych vah (Wy,... W),

kde pro kazdé i z mnoziny {1,...,n} plati 0 < w, < wW; = w, + k, kde k > 0 je

néjaki konstanta. Pak ale

w,; + Z El:Zwl—i—k;-(n—l)
I=1

I=1,ki

Wi+ Y w=Y wAtk
=1

I=1,k#j
stejné tak

Wi+ Y ow =Y w+k
=1

I=1,ki

w; + Z @z=sz+k'(n—1)-
=1

I=1,k#j

7 toho ovSem plyne, Ze

_ W, w; _
V; o Y; U o Yo wtk(n—1) Do wytk w, w;
[/ ATV N —r &
J J Sl wtk 2oy wtk(n—1) J =

Poznamka 11. Z (13) lze odvodit jednu dilezitou vlastnost: pokud v piipadé
ostrych vah zname vektor vah normovanych (vq,...,v,) a jednu nenulovou vahu
nenormovanou (napi. w; > 0), pak jsme schopni zpétné ziskat vektor nenormo-

vanych vah jako w; = v;- 2L i =1,...,n.
J
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Zkusme nyni zjistit, jestli néco podobného plati i v piipadé intervalovych
vah. Zaméime se opét nejprve na piipad, kdy mame pouze dvé intervalové vahy:
Mame-li dvojici nenormovanych intervalovych vah Wy = (w,,w;) a Wy = (w,, W),

pak ziskAme normované intervalové vahy jako

wy w1

Vi=

_ ) —
Wy + Wo Wy + We

Wy Wa

Va =

J— Y _— *
w1 + Wy Wy + wo
Z toho ovSem plyne, Ze nenormované vahy jsme pii znalosti vah normovnych

schopni ziskat jako feSeni nasledujici soustavy rovnic:

v,—1 0 0 U wy 0
0 5-1 7 0 w | |0
Vg 0 0 v9—1 Wy 0

kde v,,71, v, a U2 jsou zndmé konstanty. Pokud ma tato soustava feSeni, pak jsme
evidentné schopni pii znalosti w; schopni dopoéitat w, (a obracené), stejné tak pii
znalosti w; jsme schopni dopoéitat w, (a obracené). Z toho plyne, Ze pfi znalosti
normovanych vah a dvojice nenormovanych vah (kromé dvojic {w,,w;},i # j)

umime dopocitat zbyvajici nenormované vahy.

Priklad 26. Méjme zadané normované intervalové vahy V; = (0,4;0,75) a V5 =
(0,25;0,6). Navic vime, ze intervalové vahy, které na né byly znormovény, mély
tvar Wy = (w,, 3) a Wy = (w,, 3). Dopocitejme hodnoty w, a w,

Reseni: Dosadme za v, 01, v,, U, W1 a We do soustavy (4.5):

—0,6 0 0 0,4 w, 0
0 —0,25 0,75 0 31 [0
0 0,25 =075 0 | [w,| |0O]’
0,6 0 0 —04 3 0

Z prvni (a ¢tvrté) rovnosti plyne, ze w, = 2, z druhé (a tieti) pak plyne, Ze
wz — ]_.
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Pokud bychom ale znali napiiklad hodnoty w; a ws, pak bychom (jak je vidét
z (4.5)) nebyli schopni hodnoty w; a w, dopocitat.

Predpokladejme nyni, Ze mame n intervalovych vah. Pokusme se nyni zjistit,
jaké znalosti o nich musime mit, abychom byli schopni dopocitat vSechny jejich
zbyvajici hodnoty (za piedpokladu, Ze zname vahy normované).

Je ziejmé, Ze pokud zname pro kazdé ¢ mnoziny {1,...,n} hodnoty w,, pak

jsme schopni dopocitat hodnoty w; jako

— n
Ui Zj:u;éi w;

1—-w;

. di=1,...,n. (4.6)

Obdobné bych vypocitali i hodnoty w;. Ve skutecnosti to ale neni jedind moznost.

Véta 16. Méjme nenormované intervalové vihy ((wy, 1), ..., (w,,W,)) @ nor-
mované intervalové vihy ((vy,71),...,(v,,U,)). Predpoklddejme, Ze zndme hod-
noty normovanyjch intervalovych vah. Poté jsme schopni dopocitat hodnoty ne-

normovanych intervalovych vah, pokud plati jedna z ndsledujicich mozZnosti:

1. pro kazdé i z mnoZiny {1,...,n} zndme hodnoty w,

2. pro kaZdé i z mnoziny {1,...,n} zndme hodnoty w;

3. ezistuje pravé jedno i z mnoziny {1,. .., n} takové, Ze zname hodnoty w,, w;,
existuje pravé jedno k # i z mnoziny {1,...,n} takové, Ze pro néj nezndme
ani jednu z hodnot wy, Wy, a pro viechna j z mnoZiny {1,...,n} \ {i,k}
zndame hodnoty w;

4. ezistuje pravé jedno i z mnoZiny {1,...,n} takové, Ze zndme hodnoty w,, W;,
existuje pravé jedno k # i z mnoziny {1,...,n} takové, Ze pro néj nezndme
ani jednu z hodnot wy, Wy, a pro viechna j z mnoZiny {1,...,n} \ {i,k}
zndme hodnoty w;

5. existuji i a k, i # k z mnoZiny {1,...,n} takovd, Ze zndme hodnoty w;, w,,

a pro vSechna j z mnoziny {1,...,n}\ {i,k} zndme hodnoty w,
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6. existujii a k, i # k z mnoZiny {1,...,n} takovd, Ze zndme hodnoty w;, Wy,

a pro vSechna j z mnoZiny {1,...,n}\ {i,k} zndme hodnoty w;

Diikaz. 1. Jelikoz plati
w;
Wit D g W

Ei:

pak nutné
n
v; - (wz + Z Mj) = W;,
=1,
a tedy

DDy

’ 1—7; '
2. Obdobné.

3. Bez ujmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze zndme hodnoty w,,w; a hodnoty

w; pro kazdé j z mnoziny {3,...,n}. Jelikoz ale plati, ze

Wo
= —_— n
W+ D i o W

V2

?

pak
T Y Wy
Wy = — .
1-— (%)
V tuto chvili pro kazdé ¢ z mnoziny {1,...,n} zname hodnoty w,, ostatni

hodnoty tedy dopocitame dle ad (1).
4. Obdobné.

5. Bez jmy na obecnosti piedpokladejme, Ze zndme hodnoty w,, w, a w; pro

kazdé j z mnoziny {3,...,n}. Jelikoz ale plati, ze

Wy Wy

= n —_— = —_— n _ )
wy + Zj:l,j;ﬁQ Wi Wyt Wit Zj:?; w;

Vg
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pak

Uy - (wy + W1 + ij) = Wy,
j=3

a tedy i

Wy + Uy - (wy + Z?:?, w;)
Uy '

@1:

Stejnym zpusobem bychom vypocitali hodnotu ws,. V tuto chvili pro kazdé ¢

z mnoziny {1,...,n} zndme hodnoty w;, ostatni hodnoty tedy dopo¢itame
dle ad (2).
6. Obdobné.
O

Poznamka 12. Véta plati pouze za predpokladu, 7e zadané normované vahy sku-
teéné vznikly normovanim néjakych nenormovanych vah uzitim vzorcu (2.30) a
(2.31) a 7e hodnoty nenormovanych vah, které jsou zadané, témto nenormovanym

vaham odpovidaji.

Priklad 27. M&me normované intervalové vahy V; = (%, 2) Vo = (£, 3), Vs =
(3, 8> Vi = (55, §> Dopocitejme hodnoty u nenormovanych intervalovych vah,

pokud
1. Wy = (2,w1), We = (1,wW0,), Wy = (1,w3), Wy = (1,w,),
2. Wy = (2,wy), Wy = (1,Ws), W3 = (ws, 4), Wy = (wy, 3),
3. Wy = (2,wy), Wy = (1;4), W3 = (wy, ws3), Wy = (1,Wy).
ReSeni:
1. Uzitim vzorce (4.6) dopocitame hodnoty w,, Wy, W3 a wWy:

- TN E(14241)
! 1—U1 7

I6)



_ 4
T — U2'Zj:1,j7é2wj _ §'<2+2+1) _
2 1—7, 5
— 4
T — U3 Djmpay _ 5 (2+141) _4
’ 1 -7 d '
* 1—7, 5
. Jelikoz plati
_ Wy
Vg = )
! Wy + Wy + W3 + Wy
tak
e~ iU (Wt wy +W) 3 (24143)
23 @4 %
Obdobné
_ w3
Uy = ,
’ wy + Wy + W3 + wy
a tedy
WUy (wy twy W) A—g5-(2+14+4)
Wy = = =1

U3

Q0|

Zbyvajici hodnoty bychom dopocitali stejné jako v predchozim piipadé.

. Opét, jelikoz plati
W3

JE— Y
Wy + Wa + Wy + Wy

Vo =

tak

Wy =Ty (W + Wt w,)  4—5-(24+441)

Wq = — = =
3 s

Ol

Zbyvajici hodnoty bychom dopocitali stejné jako v prvnim pripadé.
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo seznamit se blize s problematikou normovan{ in-
tervalovych vah a fuzzy vah a rtiznymi metodami, které byly za timto tcelem v
prubéhu let vytvoreny.

Prvni kapitola zabyvajici se hlavné zédklady teorie fuzzy mnozin predstavuje
teoreticky zaklad, ktery je poté pouzivan v dalsich ¢astech.

Druhé kapitola je pfehledem metod normovani intervalovych vah a fuzzy vah.
Metody jsou zde nejprve predstaveny a poté i hodnoceny. Poukazuji na diavody,
pro¢ ktera metoda neni vyhovujici (pokud neni), coz poté obvykle demonstruji
na numerickych piikladech. U nékterych metod se jedna spiSe o drobnéjsi pro-
hiesky proti pozadovanym vlastnostem, jindy ale jde o tak zavazné problémy, Ze
¢ini metodu naprosto nepouzitelnou, jako napiiklad v pfipadé metody Changa a
Leeho, kdy struktura po normovani porusuje vlastnosti fuzzy mnozin.

Trteti kapitola demonstruje, jak se jednotlivé metody numericky chovaji. V né-
kterych piipadech piiklad funguje i jako podpora skutec¢nosti a vytek uvedenych v
predchozi kapitole. Kromé ¢iselného (v p¥ipadé intervalovych vah) a grafického (v
piipadé fuzzy vah) znazornéni tato ¢ast obsahuje i porovnani jednotlivych metod
z hlediska Sevastjanovem navrhnutych mér presnosti normovani. Tato cast takeé
zkoumd, jak se tyto miry u jednotlivych metod chovaji v zavislosti na ruznych
parametrech.

Posledni kapitola je pak vénovana porovnini normovani ostrych vah a nor-
movani intervalovych vah. SnaZi se najit odpovéd na otézku, jestli si intervalové
vahy zachovavaji své poméry pied normovanim a po normovéani. Tato kapitola

dale zkouma, jestli i v piipadé intervalovych vah jsme schopni ze znalosti nor-
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movanych vah a jedné nenulové nenormované vahy zjistit ostatni nenormované
vahy, tak, jak je tomu v piipadé ostrych vah. Jelikoz tomu tak ale neni, snazim
se zjistit, jakou minimalni znalost o nenormovanych intervalovych vahach mu-
sim mit, abych byl schopen nenormované vahy dopocitat. K tomuto problému
jsem sestavil vétu, kterou jsem néasledné i dokazal. Diikaz zaroven slouzi i jako
vypocetni algoritmus.

K ¢iselnému a grafickému porovnani jednotlivych metod jsem vytvofil nékolik
m-fild v programu Matlab. Dalsi m-fily poté slouzi ke znézornéni a porovnani
riznych mnozin a faktoru.

Diky diplomové praci jsem si rozsitil znalosti z teorie fuzzy mnozin a vah. Na-
ucil jsem se kritickému prijimani pfedlozenych textu a samostatnému uvazovani.
Kromé jiného jsem si pfipomnél praci s programem Matlab. Do budoucnosti bych
chtél 1épe a hloubéji porozumét normovani fuzzy vektoru dle principu rozsitent,

které by si nejspis zaslouzilo vétsi pozornost.
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Prilohy

Priloha 1: CD s m-fily pro MATLAB

CD s m-fily pro MATLAB je pfiloZzeno na zadni strané desek.
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