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Úvod

Ve své diplomové práci se zabývám normováním intervalových vah a fuzzy vah,

tematikou d·leºitou zejména ve vícekriteriálním rozhodování za neur£itosti. B¥-

hem let bylo r·znými matematiky, pop°ípad¥ skupinami matematik· vytvo°eno

mnoho metod, které se snaºí proceduru normování vah zobecnit i pro p°ípady

vah neur£itých, které jsou obvykle modelovány intervaly nebo fuzzy £ísly.

V práci se postupn¥ zabývám metodami, které navrhl Xu, Chang a Lee, Ji-

menéz a spol., Wang a Elhag a Sevastjanov a spol. Poslední metodou, která je v

práci obsaºena, je normování fuzzy vektor· vah dle principu roz²í°ení. Hlavním

cílem práce je tyto metody popsat, zhodnotit je z hlediska jejich správnosti, po-

uºitelnosti a vlastností a porovnat je, a to jednak za pouºití dostupné literatury,

druhak na základ¥ vlastních numerických p°íklad· a post°eh·.

Poslední £ást diplomové práce se zabývá porovnáním normování ostrých vah

a normování intervalových vah. Krom¥ jiného se zde pokusím zjistit, na základ¥

jakých informací o normovaných a nenormovaných intervalových vahách lze do-

po£ítat zbývající hodnoty.
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Kapitola 1

Uºité pojmy z teorie fuzzy mnoºin

De�nice 1. Nech´ je dána neprázdná mnoºina U zvaná univerzum. Pak fuzzy

mnoºina A na univerzu U je de�nována zobrazením µA : U → 〈0, 1〉.

Funkci µA nazýváme funkcí p°íslu²nosti fuzzy mnoºiny A. Pro kaºdé x ∈ U

nazveme hodnotu µA (x) stupn¥m p°íslu²nosti prvku x k fuzzy mnoºin¥ A.

Poznámka 1. Stupe¬ p°íslu²nosti prvku x k fuzzy mnoºin¥ A n¥kdy zna£íme

jako A (x).

De�nice 2. Nosi£em fuzzy mnoºiny A na univerzu U nazýváme (ostrou) mnoºinu

Supp A = {x ∈ U | µA (x) > 0}.

De�nice 3. Jádrem fuzzy mnoºiny A na univerzu U nazýváme (ostrou) mnoºinu

Ker A = {x ∈ U | µA (x) = 1}.

De�nice 4. Nech´ je dána fuzzy mnoºina A na univerzu U a reálné £íslo α ∈

〈0, 1〉. Pak α-°ezem fuzzy mnoºiny A nazýváme ostrou mnoºinu

Aα = {x ∈ U | µA (x) ≥ α}.

Poznámka 2. Z p°edchozí de�nice plyne následující d·leºitá vlastnost:

∀α, β ∈ 〈0, 1〉, α ≤ β : Aβ ⊆ Aα
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De�nice 5. Fuzzy mnoºina A na univerzu U se nazývá normální, pokud

Ker A 6= ∅.

Jinak se nazývá subnormální.

De�nice 6. Fuzzy mnoºina C de�novaná na mnoºin¥ reálných £ísel R, která má

následující vlastnosti:

i) ∃x0 ∈ R : µC (x0) = 1 (C je normální),

ii) pro v²echna α ∈ (0, 1〉 jsou Cα uzav°ené intervaly,

iii) nosi£ Supp C je omezený,

se nazývá fuzzy £íslem.

Poznámka 3. Systém v²ech fuzzy mnoºin na U zna£íme F (U).

De�nice 7. Fuzzy mnoºina V ∈ F (Rm), která má následující vlastnosti:

a) ∃x0 ∈ Rm : µV (x0) = 1,

b) ∀α ∈ 〈0, 1〉 je Vα ⊆ Rm konvexní a uzav°ené,

c) Supp V je omezený,

se nazývá m-rozm¥rný fuzzy vektor. Mnoºinu v²ech m-rozm¥rných fuzzy vektor·

budeme zna£it symbolem FV (Rm).

De�nice 8. M-ticí vah (jinak téº m-prvkovým váhovým vektorem) rozumíme

libovolnou uspo°ádanou m-tici Wm z
(
R+

0

)m \ {o}, kde o zna£í nulový vektor.

De�nice 9. Mnoºinou v²ech m-prvkových váhových vektor· rozumíme mnoºinu

Wm =
(
R+

0

)m \ {o},
kde o zna£í nulový vektor.
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De�nice 10. Pravd¥podobnostním simplexem v Rn nazýváme mnoºinu

Sn =
{
(p1, . . . , pn) ∈ Rn | pi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

pi = 1
}
.

De�nice 11. Mnoºinou v²ech m-tic normovaných vah rozumíme mnoºinu v²ech

pravd¥podobnostních simplex· v Rn.

Poznámka 4. Normováním vah rozumíme vektorovou funkci n : Wn → Sn

de�novanou pro v²echny (w1, . . . wn) ∈ Wn p°edpisem:

n (w1, . . . , wn) =

(
w1∑n
i=1wi

, . . . ,
wn∑n
i=1wi

)
. (1.1)

De�nice 12. M¥jme dva kladné intervaly a = 〈a1, a2〉 a b = 〈b1, b2〉. Intervalovou

aritmetikou rozumíme následující:

1. S£ítání: a+ b = 〈a1 + b1, a2 + b2〉

2. Od£ítání: a− b = 〈a1 − b2, a2 − b1〉

3. Násobení: a · b = 〈a1 · b1, a2 · b2〉

4. D¥lení: a÷ b = 〈a1
b2
, a2
b1
〉
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Kapitola 2

P°ístupy k normování intervalových
vah a fuzzy vah

Normování je mimo jiné velice d·leºitou sou£ástí vícekriteriálního rozhodo-

vání, váºený pr·m¥r si bez n¥j neumíme p°edstavit. Poznámka 4 nám dává návod,

jak normovat ostré váhy. V praxi se ale obvykle stává, ºe nejsme schopni jednot-

livým kritériím p°i°adit p°esné váhy, naopak £asto dochází k p°ípad·m, kdy si

nejsme jisti, jakou d·leºitost kterému kritériu p°i°adit. Proto se uchylujeme k

tomu, ºe jednotlivým kritériím p°i°azujeme váhy intervalové nebo fuzzy (coº zna-

mená, ºe místo konkrétních hodnot pracujeme s intervaly nebo fuzzy £ísly), £ímº

práv¥ onu nejistotu £i neur£itost vyjad°ujeme. Jak ale takové váhy (nap°íklad za

ú£elem výpo£tu váºeného pr·m¥ru) normovat?

B¥hem let matematici vyvinuli hned n¥kolik zp·sob· normalizace intervalo-

vých a fuzzy vah, n¥které z nich si v této kapitole p°iblíºíme.

Nejprve si ale uvedeme n¥kolik v¥t a de�nic a zárove¬ si i zavedené n¥které

pojmy, se kterými budeme následn¥ pracovat.

De�nice 13. M¥jme vektor intervalových vah V = (〈v1, v1〉, . . . , 〈vn, vn〉) , 0 ≤

vi ≤ vi, i = 1, . . . , n a NV = {X = (x1, . . . , xn) | vi ≤ xi ≤ vi, i = 1, . . . , n,∑n
i=1 xi = 1} nech´ je mnoºina vektor· normovaných vah. Pak je vektor interva-

lových vah normovaný práv¥ tehdy, kdyº platí následující dv¥ podmínky:

(1) Mnoºina NV je neprázdná,

(2) vi i vi, i = 1, . . . , n jsou dosaºitelné v NV .
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Poznámka 5. Podmínka (1) je spln¥na práv¥ tehdy, kdyº

n∑
i=1

vi ≤ 1 a
n∑
i=1

vi ≥ 1. (2.1)

Podmínka (2) je spln¥na práv¥ tehdy, kdyº

n∑
j=1

vj + max
i=1,...,n

(vi − vi) ≤ 1 a
n∑
j=1

vj − max
i=1,...,n

(vi − vi) ≥ 1. (2.2)

Podmínka (2) nám °íká, ºe vi i vi, i = 1, . . . , n jsou sloºkami alespo¬ jednoho

vektoru z NV .

V¥ta 1. Vektor intervalových vah je normovaný práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje násle-

dující podmínky:
n∑
i=1

wi +max
j

(
wj − wj

)
≤ 1, (2.3)

n∑
i=1

wi −max
j

(
wj − wj

)
≥ 1. (2.4)

V opa£ném p°ípad¥ normovaný není.

Wang a Elhag v [3] dokazují je²t¥ jednu posta£ující podmínku pro normované

intervalové váhy:

V¥ta 2. Jestliºe vektor intervalových vah W = (〈w1, w1〉, . . . , 〈wn, wn〉) spl¬uje

wi = max
{
wi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj

}
, i = 1, . . . , n (2.5)

a

wi = min
{
wi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj

}
, i = 1, . . . , n, (2.6)

pak je normovaný.
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2.1. Normování podle Xu a Changa a Leeho

2.1.1. Normování intervalových vah podle Xu

První z moºností, jak p°istupovat k normování intervalových/fuzzy vah, na-

vrhuje v [8] Xu. Jeho p°ístup vychází ze standardní intervalové aritmetiky (viz

de�nici 12). Touto metodou jsou p·vodní intervalové váhy znormovány na nor-

mované intervalové váhy 〈vAi , vAi 〉, i = 1, . . . , n následujícím zp·sobem:

〈vAi , vAi 〉 =
〈wi, wi〉∑n
j=1〈wj, wj〉

=
〈 wi∑n

j=1wj
,

wi∑n
i=1wj

〉
, i = 1, . . . , n. (2.7)

Je z°ejmé, ºe získaný vektor intervalových vah spl¬uje následující podmínku:(
n∑
i=1

vAi

)
·

(
n∑
i=1

vAi

)
≡ 1. (2.8)

Poznamenejme, ºe intervaly získané pomocí (2.7) a tedy i spl¬ující podmínku

(2.8) nemusejí být nutn¥ podmnoºinou jednotkového intervalu 〈0, 1〉, který re-

prezentuje p°irozený rozsah pro hodnoty konkrétních normovaných vah. Takový

p°ípad uvede následující p°íklad:

P°íklad 1. Znormujme podle metody Xu následující dvojici intervalových vah:

W1 = 〈1, 20〉,W2 = 〈1, 20〉.

�e²ení:

〈vAi , vAi 〉 =
〈

1

20 + 20
,

20

1 + 1

〉
=

〈
1

40
, 10

〉
, i ∈ {1, 2}

Dal²í nevýhodou tohoto p°ístupu je fakt, ºe pokud jsou po£áte£ní intervalové

váhy ve tvaru wi = 〈0, wi〉, i = 1, . . . , n, pak nelze normování provést, nebo´ nelze

spo£ítat hodnotu vAi = wi/ (
∑n

i=1 0).

2.1.2. Normování fuzzy vah podle Changa a Leeho

Podmínku (2.8) ur£itým zp·sobem spl¬uje i zp·sob normování fuzzy vah na-

vrºený dvojicí Chang a Lee [1]. Ti vyvinuli pro fuzzy váhy takzvanou metodu geo-

metrického fuzzy normování. Ta pracuje s p°edpokladem, ºe fuzzy váhy jsou repre-

zentovány lichob¥ºníkovými nebo trojúhelníkovými fuzzy £ísly
[
wLi , w

M
i , w

N
i , w

U
i

]
,
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i = 1, . . . , n (pokud by ²lo o trojúhelníkové fuzzy £íslo, pak by platilo wMi = wNi ).

Normované fuzzy váhy získáme následovn¥:

vLi =
wLi√(∑n

j=1w
L
j

)
·
(∑n

j=1w
U
j

) , i = 1, . . . , n, (2.9)

vMi =
wMi√(∑n

j=1w
M
j

)
·
(∑n

j=1w
N
j

) , i = 1, . . . , n, (2.10)

vNi =
wNi√(∑n

j=1w
N
j

)
·
(∑n

j=1w
M
j

) , i = 1, . . . , n, (2.11)

vUi =
wUi√(∑n

j=1w
U
j

)
·
(∑n

j=1w
L
j

) , i = 1, . . . , n. (2.12)

Pokud bychom navíc v²echny váhy reprezentovaly trojúhelníkovými fuzzy £ísly,

pak bychom místo (2.10) a (2.11) mohli psát

vMi =
wMi∑n
j=1w

M
j

, i = 1, . . . , n. (2.13)

Je z°ejmé, ºe platí (
n∑
i=1

vLi

)
·

(
n∑
i=1

vUi

)
≡ 1, (2.14)

stejn¥ tak (
n∑
i=1

vMi

)
·

(
n∑
i=1

vNi

)
≡ 1, (2.15)

coº ov²em znamená, ºe pokud jsou v²echny váhy reprezentovány trojúhelníkovými

fuzzy £ísly, pak
n∑
i=1

vMi ≡ 1. (2.16)
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Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ zde m·ºe dojít k tomu, ºe uzáv¥ry nosi£·

normovaných fuzzy vah nebudou podmnoºinami jednotkového intervalu 〈0, 1〉, coº

nám ilustruje následující p°íklad:

P°íklad 2. Znormujme metodou Changa a Leeho následující dvojici trojúhelní-

kových fuzzy vah: W1 = [1, 2, 3] ,W2 = [1, 3, 5].

�e²ení:

vL1 =
wL1√(∑2

j=1w
L
j

)
·
(∑2

j=1w
U
j

) =
1√
2 · 8

= 0,25

Obdobn¥ bychom získali i ostatní hodnoty. Normované fuzzy váhy pak mají tvar

V1 = [0,25; 0,4; 0,75] , V2 = [0,25; 0,6; 1,25].

To samo o sob¥ není dobrou vizitkou této metody, mnohem hor²í v¥cí, kv·li

které je opravdu nepouºitelná, je, ºe pro n¥které p°ípady získané normované váhy

nemají vlastnosti fuzzy mnoºin. To op¥t ilustrujeme na p°íkladu:

P°íklad 3. Znormujme metodou Changa a Leeho následující dvojici trojúhelní-

kových fuzzy vah: W1 = [1; 1,1; 2] ,W2 = [1; 1,1; 30].

�e²ení:

vL1 =
wL1√(∑2

j=1w
L
j

)
·
(∑2

j=1w
U
j

) =
1√
2 · 32

= 0,125,

vL2 =
wL2√(∑2

j=1w
L
j

)
·
(∑2

j=1w
U
j

) =
1√
2 · 32

= 0,125,

vU1 =
wU1√(∑2

j=1w
U
j

)
·
(∑2

j=1w
L
j

) =
2√
32 · 2

= 0,25,

vU2 =
wU2√(∑2

j=1w
U
j

)
·
(∑2

j=1w
L
j

) =
30√
32 · 2

= 3,75,

vM1 =
wM1∑n
j=1w

M
j

=
1,1

2,2
= 0,5,
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a kone£n¥

vM2 =
wM2∑n
j=1w

M
j

=
1,1

2,2
= 0,5.

Z toho plyne, ºe V1 = [0,125; 0,5; 0,25] a V2 = [0,125; 0,5; 3,75], coº je v rozporu s

vlastnostmi fuzzy mnoºin (a tedy samoz°ejm¥ i fuzzy £ísel).

2.2. Normování navrhované Jimenézem a spol.

Dal²ím z p°ístup·, kterým se budeme v této sekci zabývat, je metoda navrho-

vaná Jimenézem a spol. v [2]. Ta je navrºena pro normování intervalových vah a

auto°i z°ejm¥ nepo£ítají s tím, ºe by se pomocí ní normovaly i fuzzy váhy (jakoºto

jednotlivé α-°ezy). V záv¥ru této sekce si ukáºeme, pro£ by to ne²lo.

Normované intervalové váhy 〈vJi , vJi 〉, i = 1, . . . , n jsou po£ítány pomocí ná-

sledujících vzorc·:

vJi =
ki · wi
(wi+wi)

2

, i = 1, . . . , n, (2.17)

vJi =
ki · wi
(wi+wi)

2

, i = 1, . . . , n, (2.18)

kde

ki =
wi + wi∑n

j=1

(
wj + wj

) , i = 1, . . . , n.

Wang a Elhag (viz [3]) ukazují, ºe tato metoda je zaloºena na pr·m¥rech inter-

valových vah, nebo´ vzorce (2.17) a (2.18) lze p°epsat následujícím zp·sobem:

vJi =
wi∑n

j=1

(
wj + wj

)
/2
, i = 1, . . . , n, (2.19)

vJi =
wi∑n

j=1

(
wj + wj

)
/2
, i = 1, . . . , n. (2.20)

Je z°ejmé, ºe
n∑
j=1

(
vj + vj

)
≡ 2. (2.21)
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Jak poznamenává Pavla£ka v [5], z rovnic (2.19) a (2.20) lze snadno vid¥t, ºe

〈vJi , vJi 〉, i = 1, . . . , n vºdy spl¬ují slab²í podmínku (2.1). Siln¥j²í podmínku (2.2)

spl¬ují pouze za ur£itých podmínek:

V¥ta 3. Intervalové váhy získané z nenormovaných intervalových vah vzorci

(2.19) a (2.20) spl¬ují podmínku (2.2) práv¥ tehdy, kdyº

n∑
j=1,j 6=i

wj + wi ≤
n∑

j=1,j 6=i

wj + wi,∀i ∈ {1, . . . , n}. (2.22)

D·kaz. Dosa¤me intervalové váhy získané vzorci (2.19) a (2.20) do vztah· (2.2):

n∑
j=1

wj∑n
k=1 (wk + wk) /2

+ max
i=1,...,n

(
wi∑n

k=1 (wk + wk) /2
− wi∑n

k=1 (wk + wk) /2

)
≤ 1

(2.23)

a tedy
n∑
j=1

wj + max
i=1,...,n

(wi − wi) ≤
n∑
k=1

(wk + wk) /2. (2.24)

Stejn¥ tak

n∑
j=1

wj∑n
k=1 (wk + wk) /2

− max
i=1,...,n

(
wi∑n

k=1 (wk + wk) /2
− wi∑n

k=1 (wk + wk) /2

)
≥ 1

(2.25)

a tedy
n∑
j=1

wj − max
i=1,...,n

(wi − wi) ≥
n∑
k=1

(wk + wk) /2. (2.26)

Z (2.24) a (2.26) ale plyne, ºe

n∑
j=1

wj + max
i=1,...,n

(wi − wi) ≤
n∑
j=1

wj − max
i=1,...,n

(wi − wi) (2.27)

Z toho jiº z°ejm¥ plyne (2.22).

17



Jak si ale ukáºeme na následujícím p°íklad¥, podmínka (2.22) nemusí být vºdy

spln¥na:

P°íklad 4. M¥jme trojici intervalových vah W1 = 〈1; 1,1〉,W2 = 〈1; 1,1〉 a W3 =

〈1; 20〉. Ukaºme, ºe podmínka (2.22) není spln¥na:

�e²ení: Vezm¥me i = 3 a dosa¤me do vzorce (2.22):

n∑
j=1,j 6=i

wj + wi =
3∑

j=1,j 6=3

wj + w3 = w1 + w2 + w3 = 1 + 1 + 20 = 22

n∑
j=1,j 6=i

wj + wi =
3∑

j=1,j 6=3

wj + w3 = w1 + w2 + w3 = 1,1 + 1,1 + 1 = 3,2 < 22,

a tedy podmínka (2.22) není spln¥na.

Jak jsem v úvodu nastínil, tuto metodu nelze pouºít na normování fuzzy vah

pomocí α-°ez·. Následující p°íklad nám osv¥tlí, pro£ tomu tak je:

P°íklad 5. Pomocí metody Jimenéze a spol. znormujme trojici neur£itých vah

reprezentovaných trojúhelníkovými fuzzy £ísly W1 = [1, 2, 7] ,W2 = [2; 4; 4,001] ,

W3 = [4; 4,5; 6]. Normování prove¤me tak, ºe znormujeme uzáv¥r nosi£e a jed-

notlivé α-°ezy.

�e²ení: Nejprve tedy znormujeme uºitím vzorc· (2.19) a (2.20) intervalové váhy

w1 (0) = 〈1, 7〉, w2 (0) = 〈2; 4,001〉, w3 (0) = 〈4, 6〉, £ímº získáme normované váhy

vJ1 (0) = 〈0,0833; 0,5833〉, vJ2 (0) = 〈0,1666; 0,3334〉, vJ3 (0) = 〈0,3333; 0,5〉.

Pro α = 0,5 nyní op¥t uºitím vzorc· (2.19) a (2.20) znormujeme intervalové

váhy w1 (0,5) = 〈1,5; 4,5〉, w2 (0,5) = 〈3; 4,0005〉, w3 (0,5) = 〈4,25; 5,25〉, £ímº zís-

káme normované váhy vJ1 (0,5) = 〈0,1333; 0,4〉, vJ2 (0,5) = 〈0,2667; 0,3556〉, vJ3 (0,5)

= 〈0,3778; 0,4667〉.

Obdobným zp·sobem bychom normovali i ostatní α-°ezy. Jelikoº ale vJ2 (0) =

〈0,1666; 0,3334〉 a vJ2 (0,5) = 〈0,2667; 0,3556〉, pak nutn¥ vJ2 (0,5) 6⊆ vJ2 (0) a a

tudíº vJ2 nem·ºe být fuzzy £íslo.

Gra�cké znázorn¥ní porovnání p·vodních vah a vah znormovaných metodou

navrºenou Jimenézem a spol. uºitou na jednotlivé α-°ezy nám ukazuje následující

obrázek:
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Tomuto problému se lze ur£itým zp·sobem vyhnout, kdyº pomocí Jimenézovy

metody znormujeme pouze uzáv¥ry nosi£· a jednotlivé α-°ezy dode�nujeme tak,

aby platilo

wi (α)− wi (0)
wi (0)− wi (0)

=
vJi (α)− vJi (0)
vJi (0)− vJi (0)

, i = 1, . . . , n,

wi (α)− wi (0)
wi (0)− wi (0)

=
vJi (α)− vJi (0)
vJi (0)− vJi (0)

, i = 1, . . . , n,

tedy

vJi (α) = vJi (0) +
wi (α)− wi (0)
wi (0)− wi (0)

·
(
vJi (0)− vJi (0)

)
, i = 1, . . . , n,

vJi (α) = vJi (0) +
wi (α)− wi (0)
wi (0)− wi (0)

·
(
vJi (0)− vJi (0)

)
, i = 1, . . . , n.

To neznamená nic jiného, neº ºe jednotlivé α-°ezy znormujeme tak, aby fuzzy

váhy po znormování vizuáln¥ odpovídaly t¥m p·vodním, jak ukazuje následující

obrázek:
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2.3. P°ístup navrhovaný Wangem a Elhagem

Jiný p°ístup navrhuje dvojice Wang a Elhag v [3]. Ti vycházejí z de�nice

13. Pokud intervalové váhy dané de�nici odpovídají, pak jsou normované. Pokud

ov²em nespl¬ují podmínku (1) (a tedy i podmínku (2)), nebo jenom podmínku

(2), pak normované nejsou. Wang a Elhag proto rozd¥lili p°ístup normování na

dv¥ £ásti - normování intervalových vah, které poru²ují podmínku (1), a t¥ch,

které poru²ují pouze podmínku (2).

2.3.1. Metoda normování intervalových vah poru²ujících pod-

mínku (1)

P°edpokládejme, ºe vektor intervalových vah W = (〈w1, w1〉, . . . , 〈wn, wn〉)

nespl¬uje podmínku (1). Pak se snaºíme najít normované intervalové váhy v ná-

sledujícím tvaru:

vi = min
wj≤zjwj ,j=1,...,n

{ zi∑n
j=1 zj

}
, i = 1, . . . , n (2.28)

a

vi = max
wj≤zjwj ,j=1,...,n

{ zi∑n
j=1 zj

}
, i = 1, . . . , n. (2.29)
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Parciálním derivováním bychom zjistili (jak ukazují Wang a Elhag v [3]), ºe výraz
zi∑n
j=1 zj

je rostoucí v prom¥nné zi a klesající v prom¥nných zj, j = 1, . . . , n, j 6= i.

Z toho plyne, ºe

vi = min
wj≤zjwj ,j=1,...,n

{ zi∑n
j=1 zj

}
=

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

, i = 1, . . . , n (2.30)

a

vi = max
wj≤zjwj ,j=1,...,n

{ zi∑n
j=1 zj

}
=

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

, i = 1, . . . , n. (2.31)

Dále Wang a Elhag v [3] dokazují následující v¥tu:

V¥ta 4. Nech´ V = (〈v2, v1〉, . . . , 〈vn, vn〉) je vektor intervalových vah získaných

(2.30) a (2.31).Pak
n∑
i=1

vi + max
j=1,...,n

(
vj − vj

)
≤ 1 (2.32)

a
n∑
i=1

vi − max
j=1,...,n

(
vj − vj

)
≥ 1. (2.33)

Z toho ale vzhledem k v¥t¥ 1 plyne, ºe tento vektor intervalových vah je

normovaný.

Za zmínku jist¥ stojí i následující v¥ta dokázaná v [3]

V¥ta 5. Pokud jsou vi = 〈vi, vi〉, i = 1, . . . , n získané z p·vodních vah pomocí

(2.30) a (2.31), pak

vi = max
{
vi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

vj

}
, i = 1, . . . , n (2.34)

a

vi = min
{
vi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

vj

}
, i = 1, . . . , n, (2.35)
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Jak ale ukazuje Pavla£ka v [5] s odkazem na [6], tento model není úpln¥

korektní. To ostatn¥ plyne i z následujícího p°íkladu:

P°íklad 6. P°edpokládejme trojici nezávislých intervalových vahW1 = 〈0,4; 0,6〉,

W2 = 〈0,3; 0,6〉 a W3 = 〈0,2; 0,8〉. Pak tato trojice generuje mnoºinu vektor·

nenormovaných vah

W = {(w1, w2, w3) ∈ W3 | 0,4 ≤ w1 ≤ 0,6; 0,3 ≤ w2 ≤ 0,6; 0,2 ≤ w3 ≤ 0,8}.

Uºitím vzorc· (2.30) a (2.31) získáme trojici normovaných intervalových vah V1 =

〈0,222; 0,545〉, V2 = 〈0,176; 0,533〉 a V3 = 〈0,143; 0,533〉, která generuje následující

mnoºinu vektor· normovaných vah:

NV = {(v1, v2, v3) ∈ S3 | 0,222 ≤ v1 ≤ 0,545; 0,176 ≤ v2 ≤ 0,5; 0,143 ≤ v3 ≤ 0,533}

Takováto mnoºina ale obsahuje i vektor v = (0,545; 0,176; 0,279), který ov²em

nemohl být získán normováním n¥jakého vektoru z W .

Poj¤me se nyní podívat na tuto problematiku podrobn¥ji (viz [6]):

De�nice 14. Váºeným pr·m¥rem hodnot (x1, . . . , xn) s p°íslu²ným vektorem

vah (w1, . . . , wn), kde wi ≥ 0 pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} rozumíme

x =

∑n
i=1wi · xi∑n
i=1wi

. (2.36)

De�nice 15. Konvexní kombinací hodnot (x1, . . . , xn) s koe�cienty (α1, . . . , αn)

rozumíme výraz
n∑
i=1

αi · xi (2.37)

práv¥ tehdy, kdyº αi ≥ 0 pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} a zárove¬
∑n

i=1 αi = 1.

Poznámka 6. Pokud ozna£íme pi =
wi∑n
j=1 wj

, i ∈ {1, . . . , n}, pak lze výraz (2.36)

psát také jako

x =
n∑
i=1

pi · xi. (2.38)
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Je z°ejmé, ºe
∑n

i=1 pi = 1 a ºe pi ≥ 0 pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n}. To ale znamená, ºe

váºený pr·m¥r hodnot (x1, . . . , xn) s p°íslu²ným vektorem vah (w1, . . . , wn) , wi ≥

0 pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} je to samé jako konvexní kombinace hodnot (x1, . . . , xn)

s koe�cienty (p1, . . . , pn), kde (p1, . . . , pn) je vektor normovaných vah p°íslu²ící

vektoru nenormovaných vah (w1, . . . , wn).

Pokud bychom ostré váhy nahradili intervalovými vahami, pak bychom získali

váºený pr·m¥r mohli psát jako{∑n
i=1wi · xi∑n
i=1wi

|wi ∈ 〈wi, wi〉, i = 1, . . . , n

}
, (2.39)

coº lze upravit na{
n∑
i=1

pi · xi|pi =
wi∑n
j=1wj

, wi ∈ 〈wi, wi〉, i = 1, . . . , n

}
. (2.40)

Jak ukazuje Pavla£ka v [6], následující mnoºina{
n∑
i=1

pi · xi|pi ∈
〈 wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

,
wi

wi +
∑n

j=1,j 6=iwj

〉
, i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

pi = 1

}
(2.41)

se obecn¥ mnoºin¥ (2.40) nerovná. Pokud by to tak bylo, muselo by platit, ºe pro

kaºdý vektor (x1, . . . , xn) jsou mnoºiny

W :=

{
(p1, . . . , pn) |pi =

wi∑n
j=1wj

, wi ∈ 〈wi, wi〉, i = 1, . . . , n

}
(2.42)

a

WN =

{
(p1, . . . , pn) |pi ∈

〈
wi

wi +
∑n

j=1,j 6=iwj
,

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

〉
,

i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

pi = 1

} (2.43)

shodné.
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Jelikoº pro kaºdé i platí, ºe

min

{
wi∑n
j=1wj

|wj ∈ 〈wj, wj〉, j = 1, . . . , n

}
=

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

(2.44)

a

max

{
wi∑n
j=1wj

|wj ∈ 〈wj, wj〉, j = 1, . . . , n

}
=

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

, (2.45)

jsou projekce mnoºin W i WN na p°íslu²né osy shodné.

P°edpokládejme nyní, ºe pro n ≥ 3 existuje alespo¬ jedno k ∈ {1, . . . , n}

takové, ºe wk > 0 a ukaºme si, ºe W ⊂ WN . Nech´ i ∈ {1, . . . , n} a nech´ wk > 0

alespo¬ pro jedno k 6= n. Vytvo°me nyní mnoºiny

Wi :=

{
(p1, . . . , pn) ∈ W |pi =

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

}
(2.46)

a

WN
i

:=

{
(p1, . . . , pn) ∈ WN |pi =

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

}
. (2.47)

Je z°ejmé, ºe tyto mnoºiny jsou takovými podmnoºinami mnoºin W , respektive

WN , kde pi nabývá svého maxima.

Zam¥°me se nyní na mnoºinu Wi. O£ividn¥ obsahuje vektor pi, který vznikl

normováním vektoru (w1, . . . , wn), kde wi = wi a wj = wj, j ∈ {1, . . . , n}, j 6= i.

Jelikoº je funkce wi∑n
j=1 wj

na de�ni£ním oboru 〈0,+∞) \ {o}, kde o zna£í nulový

vektor, rostoucí v prom¥nné wi (z p°edpokladu, ºe existuje k 6= i takové, ºe

wk > 0) a klesající v ostatních prom¥nných (pokud wi > 0), je vektor pi jediným

prvkem mnoºiny Wi. Pokud bychom totiº wi nahradili w
′
i < wi, museli bychom

také nahradit n¥jaké (pop°ípad¥ i více) wj, j 6= i w
′
j < wj, jinak by se zm¥nila

hodnota pi. Takový vektor p by ale nepat°il do mnoºiny W . Obdobn¥, pokud

bychom pro n¥jaké j wj nahradili w
′
j > wj, pak bychom museli wi nahradit

w
′
i > wi, coº je op¥t nemoºné.
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Naopak mnoºinu WN
i

lze vyjád°it jako konvexní kombinaci vektor· normo-

vaných vah (p1, . . . , pn), kde pi je maximální, pro jedno j 6= i je pj minimální

a v²echny ostatní (aº na jednu) sloºky jsou bu¤to maximální, nebo minimální.

Zbývající sloºku pak dopo£ítáme tak, aby
∑n

i=1 pi = 1. Pokud je wk > 0 alespo¬

pro jedno k 6= i, nutn¥ musí být pi < 1. Pak je ale po£et takových vektor· v¥t²í

neº jedna. Pro n = 3 jsou takové vektory dva, pro n > 3 je pak po£et takových

vektor· minimáln¥ n − 1. Jelikoº mnoºina WN
i

obsahuje normovaný vektor pi,

pak nutn¥ Wi ⊂ WN
i

a tedy i W ⊂ WN . Rozdíl mezi ob¥ma mnoºinami ilustruje

Pavla£ka v [6] následujícím p°íkladem:

P°íklad 7. M¥jme trojici intervalových vahW1 = 〈2, 4〉,W2 = 〈4, 6〉,W3 = 〈5, 8〉.

Nech´ W a WN jsou mnoºiny normovaných vah získaných z w1, w2 a w3 pomocí

(2.42), respektive (2.43). Projekce W a WN na p°íslu²né osy dané pomocí (2.44)

a (2.45) jsou následující: WN
1 = 〈0,125; 0,3077〉,WN

2 = 〈0,25; 0,4615〉,WN
3 =

〈0,3333; 0,5714〉. Ukaºme si nyní, ºe W ⊂ WN . Ozna£me nyní nap°íklad

W2 := {(p1, p2, p3) ∈ W | p2 = 0,4615},

WN
2 := {(p1, p2, p3) ∈ WN | p2 = 0,4615}.

Mnoºina W2 obsahuje pouze vektor vzniklý normováním vektoru (2, 6, 5), tedy

W2 = {(0,1539; 0,4615; 0,3846)}.

Naopak, mnoºina WN
2

obsahuje konvexní kombinaci vektor· p1 = (0,125; 0,4615;

0,4135) a p2 = (0,2052; 0,4615; 0,3333), tedy

WN
2 = {λ · p1 + (1− λ) · p2 | λ ∈ 〈0, 1〉}.

Z toho plyne, ºe W2 ⊂ WN
2

a tedy i W ⊂ WN . Poznamenejme, ºe p°i volb¥

λ = 0,64 dostaneme práv¥ jediný prvek mnoºiny W2.

Jak ukazuje Dubois v [7], mnoºina W je projekcí se st°edem v po£átku kar-

tézského sou£inu ×i=1,...,n〈wi, wi〉 na pravd¥podobnostní simplex Sn. Oproti tomu
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mnoºina WN je pr·nikem pravd¥podobnostního simplexu Sn a kartézského sou-

£inu

×i=1,...,n〈vi, vi〉 = ×i=1,...,n〈
wi

wi +
∑n

j=1,j 6=iwj
,

wi
wi +

∑n
j=1,j 6=iwj

〉.

To ostatn¥ znázor¬uje i následující obrázek, kde £ervené kvádry zna£í kartéz-

ské sou£iny ×i=1,...,n〈wi, wi〉, respektive ×i=1,...,n〈vi, vi〉, modrý ²estiúhelník je pak

mnoºina Sn ∩ ×i=1,...,n〈vi, vi〉, zatímco £erný ²estiúhelník je projekce se st°edem

v po£átku mnoºiny ×i=1,...,n〈wi, wi〉 na pravd¥podobnostní simplex Sn.

Pro lep²í p°ehlednost pak vztah mnoºin W a WN a jejich umíst¥ní v pravd¥po-

dobnostním simplexu vypadá následovn¥:
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Poznámka 7. V tomto p°ípad¥ se jednalo o normování vah W1 = 〈0,5; 1〉,W2 =

〈1; 1,5〉,W3 = 〈1,25; 2〉. To ov²em samoz°ejm¥ dává stejný výsledek jako normo-

vání vah W1 = 〈2, 4〉,W2 = 〈4, 6〉,W3 = 〈5, 8〉.

Jak ale pí²e Pavla£ka v [6], pro p°ípad pouhých dvou intervalových vah platí

rovnost W = WN . To ostatn¥ ilustruje i následující obrázek (jde o normování

intervalových vah W1 = 〈1; 1,5〉,W2 = 〈1, 2〉):

27



2.3.2. Metoda normování intervalových vah poru²ujících pouze

podmínku (2)

Pro intervalové váhy, které spl¬ují podmínku (1), ale poru²ují podmínku (2),

hledají Wang a Elhag normované intervalové váhy jako °e²ení následujících úloh:

vi = min
wj≤zj≤wj∑n
j=1 zj=1

zi, i = 1, . . . , n, (2.48)

vi = max
wj≤zj≤wj∑n
j=1 zj=1

zi, i = 1, . . . , n, (2.49)

které, jak dále dokazují, mají °e²ení:

vi = max

{
wi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj

}
, i = 1, . . . , n, (2.50)

vi = min

{
wi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj

}
, i = 1, . . . , n. (2.51)

Op¥t platí (viz [3]), ºe pokud jsou vi = 〈vi, vi〉, i = 1, . . . , n získané z p·vodních

vah pomocí (2.50) a (2.51), pak

vi = max
{
vi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

vj

}
, i = 1, . . . , n (2.52)

a

vi = min
{
vi, 1−

n∑
j=1,j 6=i

vj

}
, i = 1, . . . , n, (2.53)

2.3.3. Nezávislé fuzzy váhy

Pokud jsou fuzzy váhy nezávislé, vychází Wang a Elhag z metody na normo-

vání intervalových vah poru²ujících podmínku (1). Normované fuzzy váhy pak

vycházejí ze vztah· (2.30) a (2.31) a mají následující tvar:

vi (α) =
wi (α)

wi (α) +
∑n

j=1,j 6=iwj (α)
(2.54)
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vi (α) =
wi (α)

wi (α) +
∑n

j=1,j 6=iwj (α)
(2.55)

Z v¥ty 4 z°ejm¥ plyne, ºe v p°ípad¥, kdy by byly p·vodní váhy reprezentovány

trojúhelníkovými fuzzy £ísly
[
wLi , w

M
i , w

U
i

]
, i = 1, . . . , n, by platilo

n∑
i=1

wLi = 1. (2.56)

2.3.4. Závislé fuzzy váhy

V p°ípad¥ závislých fuzzy vah pak Wang a Elhag vycházejí ze vztah· (2.50)

a (2.51). Normované fuzzy váhy tedy mají tvar:

vi (α) = max
{
wi (α) , 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj (α)
}
, (2.57)

vi (α) = max
{
wi (α) , 1−

n∑
j=1,j 6=i

wj (α)
}
. (2.58)

2.4. Normování podle Sevastjanova a spol.

Úpln¥ jiný p°ístup k normování byl p°edstaven Sevastjanovem a spol. v [4]. Je

zaloºen na tom, ºe se normované intervalové a fuzzy váhy chovají jako intervalové

nebo fuzzy objekty (nebo je s nimi tak nakládáno). Jak auto°i tvrdí, metoda je

zaloºena na moderních metodách intervalové analýzy. Zárove¬ v textu upozor¬ují,

ºe získané normované váhy ne vºdy spl¬ují p°ísn¥j²í podmínku (2), kterou ostatn¥

povaºují za p°íli² omezující. Jak poukazují na následujícím p°íklad¥, výsledky

normování dané (2.50) a (2.51) mohou být £asto pro rozhodovatele neintuitivní:

P°íklad 8. Uvaºujme 3 intervalové váhy W1 = 〈0,4; 0,6〉,W2 = 〈0,3; 0,6〉,W3 =

〈0,2; 0,8〉, které spl¬ují (1), ale poru²ují (2). Z vzorc· (2.50) a (2.51) dostaneme

normované intervalové váhy V1 = 〈0,4; 0,5〉, V2 = 〈0,3; 0,4〉, V3 = 〈0,2; 0,3〉.
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Sevastjanovovi a spol. tento p°ístup vadí hned ze dvou d·vod·: za prvé - tak

drastické zúºení nej²ir²ího intervalu v3 nemusí být rozhodovatelem akceptováno;

za druhé - w3 je dle Sevastjanova nejv¥t²í vahou v intervalovém smyslu, ale po

normování je v3 nejmen²í. Jak ale zd·vod¬uje Pavla£ka v [5], tyto p°ipomínky

nejsou tak úpln¥ opodstatn¥né. Jak je popsáno vý²e, vzorce (2.50) a (2.51) jsou

navrhovány pro pouºití pouze ve speciálním p°ípad¥ - kdyº po£áte£ní intervalové

váhy popisují rozsah hodnot, jejichº suma má být rovna jedné. To znamená, ºe

po£áte£ní intervalové váhy 〈w1, w1〉, 〈w2, w2〉, 〈w3, w3〉 generují mnoºinu normo-

vaných váhových vektor· N (w1, w2, w3) = {(v1, v2, v3) ∈ R3 | vi ∈ 〈wi, wi〉, i =

1, 2, 3,
∑3

i=1 v1 = 1}.

Získané normované váhy V1, V2, V3 vyjad°ují projekce N (w1, w2, w3). Lze lehce

vid¥t (to vychází z (2.51)), ºe hodnoty t°etí sloºky normovaného váhového vek-

toru z N (w1, w2, w3) nemohou být v¥t²í neº 0.3, takºe drastické zúºení nej²ir²ího

intervalu W3 je v tomto p°íkladu nutné a správné.

K tomu druhému d·vodu -W3 není nejmen²í váha z intervalového hlediska, nebo´

její dolní hranice 0,2 je men²í neº jsou dolní hranice W1 a W2. Ve skute£nosti je

W3 s W1 a W2 neporovnatelný. Tudíº nelze ani °íct, ºe by uspo°ádání vah bylo

po normování n¥jak oto£ené.

Poznamenejme, ºe pokud povaºujeme po£áte£ní intervalové váhy za nezávislé a

znormujeme je podle vzorc· (2.30) a (2.31), získáme normované intervalové váhy

V1 = 〈0,222; 0,545〉, V2 = 〈0,176; 0,5〉, V3 = 〈0,143; 0,533〉 a t°etí normovaná inter-

valová váha bude nej²ir²í.

Pokud je s intervalovými a fuzzy vahami zacházeno jako s intervalovými a fuzzy

objekty, uvaºuje Sevastjanov místo podmínky (2.2) následující 3 vlastnosti, které

zárove¬ povaºuje za ºádoucí a p°irozené:

1. Jako je sou£et normovaných reálných vah vºdy 1, sou£et normovaných in-

tervalových a fuzzy vah by m¥l být "blízko 1", coº znamená, ºe by m¥l být

vyjád°en bu¤to jako interval se st°edem v 1, nebo jako trojúhelníkové fuzzy

£íslo [1− a, 1, 1 + a], kde 0 < a < 1.

2. Druhá vlastnost je odvozena z faktu, ºe v p°esném p°ípad¥ zachovává nor-
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mování pom¥ry p·vodních nenulových vah, tzn.: ∀ (w1, . . . , wn) ∈ Wn ta-

kové, ºe pokud wi > 0, wj > 0, pak wi
wj

= vi
vj
. Sevastjanov a spol. vyºadují,

aby pom¥ry pr·m¥r· normovaných intervalových nebo fuzzy vah byly co

nejblíºe pom¥r·m pr·m¥r· p·vodních intervalových nebo fuzzy vah.

3. T°etí vlastnost spo£ívá v tom, aby pom¥ry délek interval· získaných normo-

váním byly "dost blízko"(co nejblíºe) t¥m p°ed normováním. Podle Sevastja-

nova a spol. je tato vlastnost intuitivn¥ z°ejmá. Nicmén¥ podle Pavla£ky

([5]) se nezdá být opodstatn¥ná. Pokud p·vodní intervalové váhy jsou vzá-

jemn¥ nezávislé, pak je jasné, ºe po°adí délek získaných normovaných in-

tervalových vah by nem¥lo být p°ehozené. Není ale d·vod, aby normování

obecn¥ zachovávalo pom¥ry délek intervalových vah. Pom¥r délek dvou p·-

vodních intervalových vah totiº není ovlivn¥n délkou ostatních, zatímco v

p°ípad¥ normovaných intervalových vah tomu tak je. To vychází z faktu,

ºe i-tá sloºka normované váhy v p°esném p°ípad¥ je vi =
wi∑n
j=1 wj

, coº im-

plikuje, ºe v p°ípad¥ intervalových vah je délka i-té normované intervalové

váhy také ovlivn¥na délkou v²ech ostatních p·vodních intervalových vah.

Nech´ mi = (wi + wi) /2, li = wi − wi, i = 1, . . . , n jsou pr·m¥ry a délky ne-

normovaných intervalových vah a m̂i a l̂i pr·m¥ry a délky p°íslu²ných normova-

ných intervalových vah. Sevastjanov a spol. navrhují následující agregované míry

p°esnosti pom¥ru pr·m¥r· a délek nenormovaných intervalových vah k pom¥ru

pr·m¥r· a délek normovaných intervalových vah:

σm =
1

n · (n− 1)
·

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

(
mi

mj

− m̂i

m̂j

)2

, (2.59)

σl =
1

n · (n− 1)
·

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

(
li
lj
− l̂i

l̂j

)2

. (2.60)

Jak poukazuje Pavla£ka v [5], v ilustrativních p°íkladech v [4] byly aplikovány
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následující mírn¥ odli²né vzorce:

σm =
1

n · (n− 1)
·

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1,j>i

(
mi

mj

− m̂i

m̂j

)2

, (2.61)

σl =
1

n · (n− 1)
·

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1,j>i

(
li
lj
− l̂i

l̂j

)2

. (2.62)

První zmín¥ná vlastnost slouºí jako základ de�nice vektoru normovaných in-

tervalových vah podle Sevastjanova a spol.:

De�nice 16. �ekneme, ºe vektor intervalových vah 〈vi, vi〉, i = 1, . . . , n je nor-

movaný, jestliºe

n∑
i=1

〈wi, wi〉 = 〈
n∑
i=1

wi,
n∑
i=1

wi〉 = 〈1− ε, 1 + ε〉, ε ≤ 1 (2.63)

a

jestliºe wi → wi,∀i ∈ {1, . . . , n}, pak ε→ 0, tzn.
n∑
i=1

〈vi, vi〉 → 1. (2.64)

Poznamenejme, ºe v kontrastu se dv¥ma p°edchozími de�nicemi normovaných

intervalových vah, které se soust°edily na zp·sob vyjád°ení nejistých normova-

ných vah pomocí interval·, tato de�nice je spí²e de�nicí korektnosti normovací

procedury, jelikoº podmínka (2.2) je zam¥°ená na výpo£et normovaných interva-

lových vah z p·vodních nenormovaných.

Pro normování intervalových vah 〈wi, wi〉, i = 1, . . . , n Sevastjanov a spol. navr-

hují najít intervalový normovací faktor 〈x, x〉 takový, ºe intervalové váhy

〈vSi , vSi 〉 = 〈wi, wi〉 · 〈x, x〉 = 〈wi · x,wi · x〉, i = 1, . . . , n (2.65)

spl¬ují podmínky (2.63) a (2.64). Na základ¥ takzvané metody "intervalového roz-

²í°ení nuly", která byla vyvinuta k °e²ení intervalových a fuzzy rovnic, ustanovili

následující intervalový normovací faktor:

x =
1∑n

j=1wj
− ymax + ymin

2 ·
∑n

j=1wj
,
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x =
1∑n

j=1wj
+
ymax + ymin
2 ·
∑n

j=1wj
, kde

ymin =

∑n
j=1wj −

∑n
j=1wj∑n

j=1wj +
∑n

j=1wj
,

ymax = 1−
∑n

j=1wj∑n
j=1wj

.

Jak k tomuto faktoru p°i²li?

Kdybychom hledali normovací faktor v p°ípad¥ ostrých vah (w1, . . . , wn), °e²ili

bychom problém

a · x = b, (2.66)

kde a =
∑n

i=1wi a b = 1. Evidentn¥ platí, ºe x = 1∑n
i=1 wi

. Je z°ejmé, ºe pokud

takovýmto normovacím faktorem vynásobíme jednotlivé nenormované váhy, zís-

káme váhy normované. V p°ípad¥ intervalových vah samoz°ejm¥ a nebude £íslo.

Roz²i°me tedy v²echny £leny rovnice (2.66) na intervaly:

〈a, a〉 · 〈x, x〉 = 〈b, b〉. (2.67)

Po p°evedení v²ech £len· na levou stranu získáme rovnici

〈a, a〉 · 〈x, x〉 − 〈b, b〉 = 0. (2.68)

Jelikoº ale poºadujeme, aby v²echny intervaly byly nedegerované, a p°edpoklá-

dáme, ºe existuje i ∈ {1, . . . , n} : wi 6= wi, musíme nutn¥ 0 roz²í°it, aby tato

rovnice m¥la °e²ení. 0 tedy nahradíme intervalem centrovaným okolo 0:

〈a, a〉 · 〈x, x〉 − 〈b, b〉 = 〈−y, y〉. (2.69)

Na základ¥ intervalové aritmetiky rozloºíme rovnici (2.69) na následující dv¥ rov-

nice

a · x− b = −y (2.70)

a

a · x− b = y, (2.71)
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po jejichº se£tení získáme

a · x+ a · x− b− b = 0. (2.72)

Získali jsme tak jednu rovnici pro dv¥ neznámé. Pokusme se nyní zjistit, jakých

hodnot mohou x a x nabývat. P°edpokládejme, ºe x = x, ozna£me x := x = x a

dosa¤me jej do (2.72). Dostaneme tak rovnici

(a+ a) · x− b− b = 0, (2.73)

jejímº °e²ením je

xm =
b+ b

a+ a
. (2.74)

Z rovnice (2.72) z°ejm¥ plyne, ºe pokud normovací faktor x ≤ x, pak také nutn¥

x ≤ b+b
a+a
≤ x. Pokusme se nyní najít nejmen²í hodnotu, kterou m·ºe x nabývat, a

nejv¥t²í hodnotu, které m·ºe dosáhnout x. Úpravou rovnice (2.67) získáme tvar

〈x, x〉 = 〈b, b〉
〈a, a〉

, (2.75)

ze kterého uºitím intervalové aritmetiky plyne, ºe

x =
b

a
a x =

b

a
.

V tuto chvíli tedy víme, ºe

x ∈
〈 b
a
,
b+ b

a+ a

〉
a x ∈

〈 b+ b

a+ a
,
b

a

〉
. (2.76)

Z rovnice (2.72) navíc plyne, ºe musí platit následující dva vztahy:

x =
b+ b− a · x

a
(2.77)

a

x =
b+ b− a · x

a
. (2.78)
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Pokusme se nyní najít hodnoty x a x takové, aby interval 〈−y, y〉 v rovnici (2.69)

byl co nej²ir²í. Evidentn¥ nejvy²²í hodnoty |y| a tudíº i nej²ir²ího intervalu do-

sáhneme v jednom z následujících p°ípad·

• x = b
a
, kde x dopo£ítáme ze vztahu (2.78)

• x = b
a
, kde x dopo£ítáme ze vztahu (2.77).

Zam¥°me se na první p°ípad - nejprve vypo£ítáme x jako

x =
b+ b− a · x

a
=
b+ b− a · b

a

a
=
b+ b

a
− a · b

a2
(2.79)

a následn¥ dosadíme 〈x, x〉 do vzorce (2.69):

〈a, a〉 ·
〈 b
a
,
b+ b

a
− a · b

a2

〉
− 〈b, b〉 =

〈a · b
a
, b+ b− a · b

a

〉
− 〈b, b〉

=
〈a · b− a · b

a
,
a · b− a · b

a

〉
.

(2.80)

Podobn¥ v druhém p°ípad¥ - nejprve vypo£ítáme x jako

x =
b+ b− a · x

a
=
b+ b− a · b

a

a
=
b+ b

a
− a · b

a2
(2.81)

a následn¥ dosadíme 〈x, x〉 do vzorce (2.69):

〈a, a〉 ·
〈b+ b

a
− a · b

a2
,
b

a

〉
− 〈b, b〉 =

〈
b+ b− a · b

a
,
a · b
a

〉
− 〈b, b〉

=
〈a · b− a · b

a
,
a · b− a · b

a

〉
.

(2.82)

Je z°ejmé, ºe

a · b− a · b
a

<
a · b− a · b

a

a tedy

〈x, x〉 =
〈b+ b

a
− a · b

a2
,
b

a

〉
(2.83)
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Ozna£me si nyní tyto hodnoty pro zachování stejného zna£ení jako uºívají auto°i

£lánku

xmax =
b+ b

a
− a · b

a2

a

xmin =
b

a
.

Nicmén¥ Sevastjanov a spol. ve svém textu uvád¥jí, ºe

〈x, x〉 =
〈 b
a
,
b+ b

a
− a · b

a2

〉
, (2.84)

p°estoºe tvrdí, ºe tyto hodnoty tvo°í nej²ir²í intervalovou nulu po dosazení do

(2.69).

Jelikoº ale auto°i dále v textu ob£as vycházejí z prvního °e²ení, ob£as z dru-

hého, budeme rad¥ji pracovat s ob¥ma hodnotami.

Sevastjanov a spol. dále uvád¥jí, ºe p°i dosazení nejv¥t²í hodnoty x, respektive

nejmen²í hodnoty x do (2.69) získají nejv¥t²í ²í°ku intervalu 〈−y, y〉. To je pravda,

nicmén¥ uvedená hodnota

ymax =
a · b
a
− b (2.85)

odpovídá hodnotám (2.83), nikoli (2.84). To je ostatn¥ z°ejmé z (2.82) a (2.80).

Pokud bychom dopo£ítali hodnotu ymax odpovídající hodnotám (2.84), získali

bychom

ymax = b− a · b
a
. (2.86)

Z°ejm¥ platí, ºe nejmen²í ²í°ky intervalu 〈−y, y〉 dosáhneme v p°ípad¥, kdy za

x, respektive x zvolíme hodnotu x = x = b+b

b+b
. Po dosazení do (2.69) získáme
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hodnotu

y =
a · b− a · b
a+ a

. (2.87)

Tuto hodnotu auto°i dále zna£í jako ymin.

Je z°ejmé, ºe pro v²echna x
′′
, x

′
taková, ºe xm(2.74) > x

′′
> x

′
> xmax, existují

i p°íslu²ná x
′′
, x

′
, xm < x

′′
< x

′
< xmin taková, ºe pro p°íslu²ná y

′′
, y

′
platí

ymin < y
′′
< y

′
< ymax.

Navíc jsou tato y evidentn¥ lineárn¥ závislá na x, respektive x. Jelikoº tedy pro

xm je y = ymin a pro xmax, respektive xmin je y = ymax, lze hodnotu y povaºovat

za jakési vyjád°ení neur£itosti rovnice (2.69). Pokud chceme intervalový faktor x

reprezentovat jako trojúhelníkové fuzzy £íslo, kde

x (0) = 〈xmax, xmin〉 a x (1) =
b+ b

a+ a
, (2.88)

lze parametr α ozna£ující α-°ezy vyjád°it jako

α = 1− y − ymin
ymax − ymin

. (2.89)

V p°ípad¥, ºe bychom cht¥li po£ítat pouze s intervalovými vahami, hodí se

trojúhelníkové fuzzy £íslo defuzzi�kovat. Sevastjanov a spol. pouºívají jako de-

fuzzi�ka£ní metodu metodu st°edního intervalu:

De�nice 17. Nech´ je dáno fuzzy £íslo A = {〈a (α) , a (α)〉 | α ∈ 〈0, 1〉}. Potom

st°ední interval fuzzy £ísla A je interval E (A) = 〈E (A) , E (A)〉, kde

E (A) =

∫ 1

0

a (α) dα a E (A) =

∫ 1

0

a (α) , dα. (2.90)

Vyjád°íme-li z (2.89) y, dostaneme

y = ymax · (1− α) + α · ymin. (2.91)
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Dosadíme-li poté do výraz· (2.70) a (2.71), dostaneme po úprav¥

x (α) =
b

a
− ymax · (1− α) + α · ymin

a
a x (α) =

b

a
+
ymax · (1− α) + α · ymin

a
.

(2.92)

Defuzzi�kujme nyní fuzzy £íslo x:

xdef =

∫ 1

0

b

a
− ymax · (1− α) + α · ymin

a
dα

=

[
b

a
· α− ymax · (2 · α− α2) + α2 · ymin

2 · a

]1
0

=
b

a
− ymax + ymin

2 · a

(2.93)

xdef =

∫ 1

0

b

a
+
ymax · (1− α) + α · ymin

a
dα

=

[
b

a
· α +

ymax · (2 · α− α2) + α2 · ymin
2 · a

]1
0

=
b

a
+
ymax + ymin

2 · a
.

(2.94)

Ukázali jsme si tedy, jak nalézt normovací faktor pro obecný p°ípad (2.69).

Nyní si toto obecné °e²ení zkonkretizujeme pro p°ípad normování intervalových

vah. Za p°edpokladu, ºe máme vektor intervalových vah (W1, . . . ,Wn) ,Wi =

〈wi, wi〉, i ∈ 1, . . . , n, dosadíme do vztahu (2.69) za 〈a, a〉 = 〈
∑n

i=1wi,
∑n

i=1wi〉 a

za 〈b, b〉 £íslo 1. Dosadíme-li do vztah· (2.94) a (2.93), získáme

〈xdef , xdef〉 =
〈 1∑n

i=1wi
− ymax + ymin

2 ·
∑n

i=1wi
,

1∑n
i=1wi

+
ymax + ymin
2 ·
∑n

i=1wi

〉
. (2.95)

Normované intervalové váhy poté spo£ítáme jako

〈vSi , vSi 〉 = 〈xdef , xdef〉 · 〈wi, wi〉, i = 1, . . . , n. (2.96)

P°íklad 9. Znormujme s vyuºitím normovacího faktoru (2.95) následující trojici

intervalových vah: W1 = 〈0,4; 0,6〉,W2 = 〈0,3; 0,6〉,W3 = 〈0,2; 0,8〉.

P°íklad rozd¥líme na dv¥ £ásti - jednak £ást, kde ymax po£ítáme pomocí vztahu

(2.85), druhak £ást, kde ymax po£ítáme pomocí vztahu (2.86).

• ymax =
∑n
i=1 wi∑n
i=1 wi

− 1
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Nejprve vypo£ítáme hodnoty ymax a ymin, které dosadíme do vztahu (2.95).

ymax =
2

0,9
− 1 = 1,2222, ymin =

2− 0,9

2 + 0,9
= 0,3793,

xdef =
1

0,9
− 1,2222 + 0,3793

2 · 0,9
= 0,2214,

xdef =
1

2
+

1,2222 + 0,3793

2 · 2
= 0,9004.

Nyní intervalovým normovacím faktorem 〈xdef , xdef〉 vynásobíme jednotlivé in-

tervalové váhy:

〈v1, v1〉 = 〈w1, w1〉 · 〈xdef , xdef〉 = 〈0,4; 0,6〉 · 〈0,2214; 0,9004〉 = 〈0,0886; 0,5402〉.

Obdobným zp·sobem získáme V2 = 〈0,0664; 0,5402〉 a V3 = 〈0,0443; 0,7203〉.

Zárove¬ platí, ºe 〈
∑3

i=1 vi,
∑3

i=1 vi〉 = 〈0,1993; 1,8007〉, coº je interval se st°edem

v 1.

• ymax = 1−
∑n
i=1 wi∑n
i=1 w1

Nejprve vypo£ítáme hodnoty ymax a ymin, které dosadíme do vztahu (2.95).

ymax = 1− 0,9

2
= 0,55, ymin =

2− 0,9

2 + 0,9
= 0,3793,

xdef =
1

0,9
− 0,55 + 0,3793

2 · 0,9
= 0,5948, (2.97)

xdef =
1

2
+

0,55 + 0,3793

2 · 2
= 0,7323. (2.98)

Nyní intervalovým normovacím faktorem 〈xdef , xdef〉 vynásobíme jednotlivé in-

tervalové váhy:

〈v1, v1〉 = 〈w1, w1〉 · 〈xdef , xdef〉 = 〈0,4; 0,6〉 · 〈0,5948; 0,7323〉 = 〈0,2379; 0,4394〉.

Obdobným zp·sobem získáme V2 = 〈0,1784; 0,4394〉 a V3 = 〈0,1190; 0,5858〉.

Zárove¬ platí, ºe 〈
∑3

i=1 vi,
∑3

i=1 vi〉 = 〈0,5353; 1,4646〉, coº je interval se st°edem

v 1 (pokud bychom nezaokrouhlovali na 4 desetinná místa).

39



Podívejme se je²t¥ na jeden p°íklad, který nám osv¥tlí, pro£ je vhodn¥j²í

pracovat s (2.84), i kdyº nespl¬uje podmínku nej²ir²í intervalové nuly (respektive

pro£ nelze uºít (2.83)):

P°íklad 10. Znormujme trojici intervalových vah W1 = 〈1, 5〉,W2 = 〈2, 5〉,W3 =

〈2, 10〉.

Spo£ítejme nejprve ymax, ymin.

ymax =
20

5
− 1 = 3, ymin =

20− 5

20 + 5
= 0,6,

xdef =
1

5
− 3 + 0,6

2 · 5
= −1,6.

Odsud je jiº z°ejmé, ºe tento zp·sob uºít nem·ºeme, nebo´ bychom po vyná-

sobení nenormovaných intervalových vah intervalem 〈xdef , xdef〉 získali intervaly

〈vi, vi〉, ∀i = 1, . . . , n, kde vi < 0 pro kaºdé i = 1, . . . , n.

Podívejme se nyní na p°ípad s fuzzy vahami. Nejprve si ukáºeme, pro£ nem·-

ºeme pro fuzzy váhy pouºít defuzzi�kovaný normovací faktor a následn¥ odvodíme

normovací faktor pro fuzzy váhy.

Defuzzi�kovaný normovací faktor 〈xdef , xdef〉 bychom mohli pouºít k normo-

vání fuzzy vah dv¥ma zp·soby - první moºností je spo£ítat defuzzi�kovaný normo-

vací faktor pro uzáv¥ry nosi£· nenormovaných fuzzy vah a následn¥ jím násobit

nenormované fuzzy váhy, druhou moºností pak je spo£ítat defuzzi�kovaný nor-

movací faktor jak pro uzáv¥ry nosi£· nenormovaných fuzzy vah, tak i pro kaºdý

α-°ez.

Nejprve se podíváme na p°ípad, kdy spo£ítáme defuzzi�kovaný normovací

faktor pro uzáv¥ry nosi£· nenormovaných fuzzy vah a následn¥ jej pouºijeme i

na v²echny α-°ezy.

P°íklad 11. M¥jme nenormované fuzzy váhy dané trojúhelníkovými fuzzy £ísly

W1 = [0,4; 0,5; 0,6] ,W2 = [0,3; 0,5; 0,6] ,W3 = [0,2; 0,5; 0,8]. Uzáv¥ry jejich nosi£·

ozna£me W1 (0) = 〈0,4; 0,6〉,W2 (0) = 〈0,3; 0,6〉,W3 (0) = 〈0,2; 0,8〉. Uzáv¥ry no-

si£· tvo°í intervaly a proto s nimi m·ºeme nakládat jako s intervalovými vahami.
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Pro tyto intervalové váhy jsme ale defuzzi�kovaný normovací faktor spo£ítali v

(2.97) a (2.98). Máme tedy

〈xdef , xdef〉 = 〈0,5948; 0,7323〉.

O£ividn¥, pokud bychom tímto normovacím faktorem vynásobili jednotlivé α-

°ezy, tak bychom pro α = 1 dostali také intervaly, coº by m¥lo za následek, ºe by

normované fuzzy váhy byly narozdíl od nenormovaných fuzzy vah, které jsou ve

tvaru trojúhelníkových fuzzy £ísel, ve tvaru lichob¥ºníkových fuzzy £ísel.

Druhou moºností je po£ítat defuzzikovaný normovací faktor jak pro uzáv¥ry

nosi£·, tak i pro kaºdý α-°ez. V takovém p°ípad¥ bychom normované fuzzy váhy

po£ítali následujícím zp·sobem:

〈vi (α) , vi (α)〉 = 〈wi (α) , wi (α)〉 · 〈xdefα , xdefα〉, (2.99)

kde 〈xdefα , xdefα〉, α ∈ (0, 1〉 bychom spo£ítali jako defuzzi�kovaný normovací

faktor pro vektor intervalových vah (〈w1 (α) , w1 (α)〉, . . . , 〈wn (α) , wn (α)〉) , α ∈

(0, 1〉. Pro uzáv¥ry nosi£· bychom defuzzi�kovaný normovací faktor spo£ítali

stejn¥ jako v p°edchozích p°ípadech. Ukaºme si nyní na p°íklad¥, pro£ tento po-

stup není moºný:

P°íklad 12. Znormujme nenormované fuzzy váhy dané trojúhelníkovými fuzzy

£ísly W1 = [1; 1,2; 20] ,W2 = [1; 19,8; 20].

Nejprve znormujeme uzáv¥ry nosi£· jednotlivých vah. To provedeme tak, ºe

znormujeme intervalové váhy W1 (0) = 〈1, 20〉,W2 (0) = 〈1, 20〉. Tyto intervalové

váhy se znormují na normované intervalové váhy V1 (0) = 〈0,0363; 0,9637〉, V2 (0) =

〈0,0363; 0,9637〉. Zkusme nyní znormovat α-°ezy jednotlivých vah pro α = 0,1: ta-

kovéto α-°ezy mají tvar W1 (0,1) = 〈1,02; 18,12〉,W2 (0,1) = 〈2,88; 19,98〉. Pokud

bychom tyto nenormované intervalové váhy znormovali, získali bychom normo-

vané intervalové váhy V1 (0, 1) = 〈0,0377; 0,8827〉, V2 (0,1) = 〈0,1064; 0,9733〉. Z

toho ale plyne, ºe V2 (0,1) 6⊆ V2 (0), coº je spor s vlastností fuzzy mnoºin.
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Proto Sevastjanov a spol. pracují s fuzzy vahami odli²n¥. Pokud vyjdeme z

(2.83) a pak trojúhelníkové fuzzy £íslo (2.88) m·ºeme vyjád°it jako

x̃ =

[
b+ b

a
− a · b

a2
;
b+ b

a+ a
;
b

a

]
(2.100)

Pokud nyní op¥t za a, a, b a b dosadíme, získáme tvar

x̃ =

[
2∑n
i=1wi

−
∑n

i=1wi

(
∑n

i=1wi)
2 ;

2∑n
i=1 (wi + wi)

;
1∑n
i=1wi

]
. (2.101)

Sevastjanov a spol. navíc pro kaºdý α-°ez po£ítají trojúhelníkové fuzzy £íslo x̃

zvlá²´. Ozna£me tedy takové trojúhelníkové fuzzy £íslo x̃α (poznámka: Sevastja-

nov a spol. ho zna£í v [4] x̃α, coº ov²em zp·sobuje problémy ve zna£ení, nebo´

tento symbol pouºívají pro dv¥ naprosto odli²né v¥ci):

x̃α =

[
2∑n

i=1wiα
−

∑n
i=1wiα(∑n
i=1wiα

)2 ; 2∑n
i=1

(
wiα + wiα

) ; 1∑n
i=1wiα

]
. (2.102)

Pokud bychom vycházeli z (2.84), normovací faktor x̃ by m¥l tvar

x̃ =

[
b

a
;
b+ b

a+ a
;
b+ b

a
− a · b

a2

]
. (2.103)

Pokud nyní op¥t za a, a, b a b dosadíme, získáme tvar

x̃ =

[
1∑n
i=1wi

;
2∑n

i=1 (wi + wi)
;

2∑n
i=1wi

−
∑n

i=1wi

(
∑n

i=1wi)
2

]
(2.104)

a pro kaºdý α-°ez poté

x̃α =

[
1∑n

i=1wiα
;

2∑n
i=1

(
wiα + wiα

) ; 2∑n
i=1wiiα

−
∑n

i=1wiα
(
∑n

i=1wiα)
2

]
(2.105)
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Výsledný normovací faktor poté získají sjednocením trojúhelníkových fuzzy

£ísel x̃α p°es v²echna α:

x̃ =
⋃
α

x̃α . (2.106)

Kone£n¥, normované fuzzy váhy získáme tak, ºe p·vodní fuzzy váhy vynásobíme

práv¥ normovacím faktorem x̃. Auto°i toto vyjad°ují následovn¥:

w̃i =
⋃
α

wiα · x̃α, (2.107)

kde w̃i zna£í normované fuzzy váhy a x̃α tentokrát vyjad°uje α-°ez normovacího

faktoru x̃.

Pro v¥t²í p°ehlednost normované fuzzy váhy rad¥ji vyjád°íme takto:

〈vi (α) , vi (α)〉 = 〈wi (α) · x̃ (α) , wi (α) · x̃ (α)〉. (2.108)

Sevastjanov a spol. na následujícím p°íklad¥ porovnávají sv·j p°ístup s p°í-

stupem Wanga a Elhaga. My se nejprve zam¥°íme pouze na jejich p°ístup, kde si

mimojiné ukáºeme, pro£ bychom nemohli vycházet z (2.83):

P°íklad 13. Znormujme fuzzy váhy reprezentované trojúhelníkovými fuzzy £ísly

W1 = [1, 2, 3] ,W2 = [2, 4, 6],W3 = [1, 4, 7].

Nejprve vyjd¥me z (2.83). V takovém p°ípad¥ ale x̃α má tvar (2.102). Následující

£tve°ice graf· ukazuje, jak by v takovém p°ípad¥ vypadal výsledný normovací

faktor x̃ a jaký vliv by to m¥lo na normované váhy:
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Je z°ejmé, ºe výsledný normovací faktor je ve tvaru trojúhelníkového fuzzy £ísla.

Problém v²ak je, ºe zna£ná £ást uzáv¥ru nosi£e tohoto fuzzy £ísla leºí na záporné

£ásti univerza. To ostatn¥ plyne uº z tvaru (2.102), kde 2∑n
i=1 wiα

−
∑n
i=1 wiα

(
∑n
i=1 wiα)

2 < 0

platí práv¥ tehdy, kdyº 2 ·
∑n

i=1wiα <
∑n

i=1wiα . To je p°ípad i na²eho p°íkladu.

Podívejme se nyní na tento p°íklad znovu, tentokrát ale vyjdeme z (2.84). V

takovém p°ípad¥ má x̃α tvar (2.105). Následující £tve°ice graf· op¥t ukazuje, jak

by v takovém p°ípad¥ vypadal výsledný normovací faktor x̃ a jaký vliv by m¥l

na normované váhy:
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P°íklad 14. Znormujme fuzzy váhy vyjád°ené trojúhelníkovými fuzzy £ísly W1 =

[1, 2, 4] ,W2 = [1, 5, 6] ,W3 = [3, 4, 5]

Jak jsme si ukázali u p°edchozího p°íkladu, p°i výpo£tu x̃α vyuºijeme vztah

(2.105). Výsledný normovací faktor i normované váhy m·ºeme vid¥t na následu-

jících grafech:
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Je z°ejmé, ºe výsledný normovací faktor není (narozdíl od p°edchozího p°íkladu)

trojúhelníkovým fuzzy £íslem. To je dáno tím, ºe zadané váhy nejsou symetric-

kými fuzzy £ísly, a proto výraz

2∑n
i=1

(
wiα + wiα

) (2.109)

z (2.105) obecn¥ nenabývá pro v²echna α stejných hodnot.

Z toho ov²em plyne, ºe pokud byly p·vodní fuzzy váhy reprezentovány troj-

úhelníkovými fuzzy £ísly, p°íslu²né normované fuzzy váhy jiº tuto vlastnost mít

nebudou.

Vra´me se zp¥t k porovnání metod, které navrhují Sevastjanov a spol., re-

spektive Wang a Elhag.

P°íklad 15. Znormujme fuzzy váhy reprezentované trojúhelníkovými fuzzy £ísly

W1 = [1, 2, 3] ,W2 = [2, 4, 6] ,W3 = [1, 4, 7], respektive W1 = [1, 2, 4] ,W2 =

[1, 5, 6] ,W3 = [3, 4, 5].

• W1 = [1, 2, 3] ,W2 = [2, 4, 6] ,W3 = [1, 4, 7]

Tyto váhy uvád¥jí Sevastjanov a spol. ve svém textu jako p°íklad, pro£ je jejich

p°ístup intuitivn¥ lep²í neº metoda navrhovaná Wangem a Elhagem. Jak vidíme

z následujícího gra�ckého srovnání,
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normované váhy získané metodou navrhnutou Sevastjanovem a spol. jsou p·vod-

ním vahám opravdu podobn¥j²í neº ty, které jsou získané metodou navrhnutou

Wangem a Leem, a tedy z pohledu Sevastjanova a spol. jsou i "lep²í", nebo´ jsou

i jejich míry σm a σl lep²í. To ale m·ºe být dáno speci�ckým výb¥rem nenormo-

vaných vah, jak ostatn¥ uvidíme na druhé trojici:

• W1 = [1, 2, 4] ,W2 = [1, 5, 6] ,W3 = [3, 4, 5]
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Zatímco váhy, které jsme získali normovací metodou Wanga a Elhaga, si zacho-

vávají p°ibliºn¥ trojúhelníkovou strukturu, v p°ípad¥ vah získaných normovací

metodou navrºenou Sevastjanovem a spol. o tom nem·ºe být ani °e£.

Vra´me se nyní zp¥t k normování intervalových vah. Uºijeme-li normovací

faktor 〈xdef , xdef〉 daný (2.95), kde ymin a ymax jsou dány (2.87), respektive (2.86),

pak lze dokázat následující tvrzení:

V¥ta 6.

n∑
i=1

〈vSi , vSi 〉 = 〈1− εS, 1 + εS〉, kde εS =
ymin + ymax

2
(2.110)

D·kaz.

n∑
i=1

〈vSi , vSi 〉 =
n∑
i=1

〈wi · xdef , wi · xdef〉 = 〈
n∑
i=1

wi · xdef ,
n∑
i=1

wi · xdef〉

=
〈 n∑

i=1

wi ·
(

1∑n
i=1wi

− ymax + ymin
2 ·
∑n

i=1wi

)
,

n∑
i=1

wi ·
(

1∑n
i=1wi

+
ymax + ymin
2 ·
∑n

i=1wi

)〉
=
〈∑n

i=1wi∑n
i=1wi

−
∑n

i=1wi · (ymax + ymin)

2 ·
∑n

i=1wi
,

∑n
i=1wi∑n
i=1wi

+

∑n
i=1wi · (ymax + ymin)

2 ·
∑n

i=1wi

〉
=
〈
1− ymax + ymin

2
, 1 +

ymax + ymin
2

〉
(2.111)

Pavla£ka v [5] nicmén¥ ukazuje, ºe je²t¥ lep²ího výsledku dosahuje metoda

navrºená Jimenézem a spol., nebo´ platí ºe

n∑
i=1

〈vJi , vJi 〉 = 〈
∑n

i=1wi∑n
j=1

(
wj + wj

)
/2
,

∑n
i=1wi∑n

j=1

(
wj + wj

)
/2
〉 = 〈1− εJ , 1 + εJ〉,

(2.112)

kde

εJ =

∑n
i=1wi −

∑n
i=1wi∑n

i=1wi +
∑n

i=1wi
= ymin. (2.113)

48



Z (2.113) lze snadno vid¥t, ºe kdyº se wi limitn¥ blíºí wi pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n},

pak jde εJ k 0. Z tohoto d·vodu normovací procedura po£ítaná pomocí (2.17)

a (2.18) spl¬uje podmínky (2.63) a (2.64). Navíc, jelikoº ymin ≤ ymax, plyne z

(2.110), ºe εJ ≤ εS, tedy
∑n

j=1〈vJj , vJj 〉 není nikdy ²ir²í neº
∑n

j=1〈vSj , vSj 〉. Dále

nech´ jsou m̂i
J a l̂i

J
pr·m¥ry a délky 〈vJi , vJi 〉, i = 1, . . . , n. Pak pro kaºdé i z

mnoºiny {1, . . . , n} plynou z (2.19) a (2.20) následující rovnice:

m̂i
J

m̂j
J
=

wi+wi∑n
k=1(wk+wk)/2

/2

wj+wj∑n
k=1(wk+wk)/2

/2
=

(wi + wi) /2(
wj + wj

)
/2

=
mi

mj

a

l̂i
J

l̂j
J
=

wi−wi∑n
k=1(wk+wk)/2

/2

wj−wj∑n
k=1(wk+wk)/2

/2
=

(wi − wi) /2(
wj − wj

)
/2

=
li
lj
.

Tedy agregované míry p°esnosti σm a σl po£ítané pomocí (2.59) a (2.60) jsou v

p°ípad¥ 〈vJi vJi 〉, i = 1, . . . , n vºdy rovny 0. Jak Pavla£ka konstatuje v [5], plyne z

toho, ºe z pohledu ºádoucích vlastností normování intervalových vah navrhova-

ných Sevastjanovem a spol. m·ºeme °íct, ºe intervalový normovací faktor 〈x, x〉,

kde x = [
∑n

i=1 (wi + wi) /2]
−1 poskytuje podstatn¥ lep²í výsledky neº normovací

faktor daný (2.95). Problém je v [5] ilustrován na následujícím p°íklad¥:

P°íklad 16. Op¥t uvaºujme t°i po£áte£ní intervalové váhy W1 = 〈0,4; 0,6〉,W2 =

〈0,3; 0,6〉,W3 = 〈0,2; 0,8〉. Porovnejme nyní výsledky dosaºené normovacími me-

todami navrhovanými Sevastjanovem a spol. a Jimenézem a spol.

Podle (2.65) 〈vS1 , vS1 〉 = 〈0,238; 0,439〉, 〈vS2 , vS2 〉 = 〈0,178; 0,439〉, 〈vS3 , vS3 〉 =

〈0,119; 0,586〉. Z (2.17) a (2.18) získáme 〈vJ1 , vJ1 〉 = 〈0,276; 0,414〉, 〈vJ2 , vJ2 〉 =

〈0,207; 0,414〉, 〈vJ3 , vJ3 〉 = 〈0,138; 0,552〉. Nejprve porovnejme sou£ty dosaºených

normovaných intervalových vah:
∑3

i=1〈vSi , vSi 〉 = 〈0,535; 1,465〉 a
∑3

i=1〈vJi , vJi 〉 =

〈0,621; 1,379〉. M·ºeme tedy vid¥t, ºe oba sou£ty jsou centrovány okolo 1, ale ten

druhý je uº²í, εS = 0,465, εJ = 0,379. Co se dal²ích dvou vlastností tý£e, hodnoty

agregovaných m¥r p°esnosti jsou v prvním p°ípad¥ následující: σm = 0,012, σl =

0,127, zatímco v druhém p°ípad¥ jsou jejich hodnoty rovny 0, nebo´ pom¥ry pr·-

m¥r· a délek p·vodních nenormovaných intervalových vah jsou zachovány.
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2.5. Normování fuzzy vektor· vah dle principu roz-

²í°ení

V této sekci budeme studovat roz²í°ení normovací procedury na p°ípad, kdy n-

tice nejasných/nep°esných po£áte£ních nenormovaných vah je modelována fuzzy

vektorem vah W ∈ FV (Wn).

Roz²í°ení z funkcí s ostrým argumentem na funkce, jejichº argument je fuzzy

mnoºina, standardn¥ probíhá pomocí principu roz²í°ení:

De�nice 18. Nech´ U a V jsou neprázdné mnoºiny a nech´ f : U → V je

zobrazení. Pak fuzzy roz²í°ení f je zobrazení fF : F (U) → F (V ) takové, ºe

pro kaºdé A ∈ F (U) je funkce p°íslu²nosti fF (A) de�novaná pro kaºdé v ∈ V

následujícím zp·sobem:

fF (A)(v) =

{
supu∈U :f(u)=v A(u), pokud {u ∈ U |f(u) = v} 6= ∅,
0 jindy.

(2.114)

Normovací procedura je v ostrém p°ípad¥ popsána jako vektorová funkce n s

vektory reálných hodnot daná (4). Tedy, dle principu roz²í°ení by m¥l být výsledek

normování p·vodního fuzzy vektoru vah W ∈ FV (Wn) dán funkcí nF (W ), kde

nF : F (Wn) → F (Sn) je fuzzy roz²í°ení funkce n dané (2.114). Jak poukazuje

Pavla£ka v [5], jelikoº je n spojitá funkce a jelikoº je funkce p°íslu²nosti fuzzy

vektoru vah W ∈ FV (Wn) polospojitá shora, α-°ezy nF (W ) jsou pro kaºdé

α ∈ (0, 1] dány následujícím zp·sobem:

nF (W )α =

{
(v1, . . . , vn) ∈ Sn| (v1, . . . , vn) =

(
w1∑n
i=1wi

, . . . ,
wn∑n
i=1wi

)
,

(w1, . . . , wn) ∈ Wα

}
.

(2.115)

Následující v¥ta, kterou dokazuje Pavla£ka v [5], ukazuje, ºe fuzzy roz²í°ení

nF má vlastnost, ºe obraz nF (W ) jakéhokoli fuzzy vektoru vah W ∈ FV (Wn) je

fuzzy vektor normovaných vah.
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V¥ta 7. Nech´ n : Wn → Sn je reálná vektorová funkce de�novaná pro v²echna

w ∈ Wn (4) a nech´ nF je její fuzzy roz²í°ení. Jestliºe W ∈ FV (Wn), pak

nF (W ) ∈ FV (Sn).

Poznámka 8. Z (2.115) lze snadno vid¥t, ºe nF (V ) = V pro kaºdé V ∈ FV (Sn).

To ale znamená, ºe se kaºdý fuzzy vektor normovaných vah znormuje sám na sebe

(analogicky jako p°ípad¥ ostrých vah, kdy se normované váhy znormují samy na

sebe).

V MCDM modelech je £asto praktické po£ítat projekce fuzzy vektoru nor-

movaných vah na p°íslu²né osy, jelikoº vyjad°ují pravd¥podobnostní rozd¥lení

p°íslu²ných normovaných vah. M·ºeme postupovat následovn¥:

Zp·sob jakým lze obecn¥ získat projekce výstupu fuzzy roz²í°ení vektorové

funkce s vektorem reálných hodnot, je v [5] popsán následující v¥tou:

V¥ta 8. Nech´ D ⊆ Rm,m ≥ 1. Nech´ f : D → Rn, n ≥ 2 je vektorová funkce

s vektorem reálných hodnot se sloºkami fi : D → R, i ∈ {1, . . . , n}, tedy f (x) =

(f1 (x) , . . . , fn (x)) pro kaºdé x ∈ D. Nech´ fiF , i = 1, . . . , n zna£í fuzzy roz²í°ení

funkce fi. Pak pro kaºdé X ∈ F(D) platí následující rovnosti:

[fF (X)]i = fiF (X) , i = 1, . . . , n. (2.116)

Aplikujme v¥tu vý²e na funkci n. M·ºeme psát n = (n1, . . . , nn), kde ni :

Wn → 〈0, 1〉, i = 1 . . . , n jsou de�novány pro v²echna (w1, . . . , wn) ∈ Wn násle-

dovn¥:

ni (w1, . . . , wn) :=
wi∑n
j=1wj

. (2.117)

Tedy, dle (2.116), pro kaºdý fuzzy vektor vah W ∈ FV (Wn) platí, ºe

[nF (W )]i = niF (W ) , i = 1, . . . , n, (2.118)

tedy pravd¥podobnostní rozd¥lení vlastních normovaných vah lze získat fuzzy

roz²í°ením funkcí s reálnými argumenty n1, . . . , nn daných (2.117). Jak ukazuje

Pavla£ka v [5], jelikoº jsou tyto funkce spojité na Wn, m·ºeme pouºít následující

dob°e známý obecný výsledek týkající se po£ítání s fuzzy vektory:
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V¥ta 9. Nech´ D ⊆ Rm,m ≥ 1, nech´ f : D → R je spojitá funkce a nech´

X ∈ FV (D). Nech´ fF je fuzzy roz²í°ení f . Pak fF (X) je fuzzy £íslo, jehoº

funkce p°íslu²nosti je dána následujícím zp·sobem:

fF (X)(y) =

{
maxx∈D:f(x)=yX(x), pokud {x ∈ D|f(x) = y} 6= ∅,
0 jindy.

(2.119)

Navíc

fF (X)α = f (Xα) = {y ∈ R|y = f (x) , x ∈ Xα}, pro v²echna α ∈ (0, 1〉.

(2.120)

Poznámka 9. P°i pouºití zna£ení fF (X) = {〈f
X
(α) , fX (α)〉}α∈〈0,1〉, vyplývá

z (2.120), ºe pro kaºdé α ∈ (0, 1〉 lze získat hodnoty f
X
(α) a fX (α) vy°e²ením

následujících dvou problém· lineárního programování:

f
X
(α) = min

x∈Xα
f (x) a fX (α) = max

x∈Xα
f (x) . (2.121)

Navíc, jelikoº jsou funkce f
X
(α) a fX (α) spojité zprava v 0, hodnoty f

X
(0) a

fX (0) jsou dány následujícím zp·sobem:

f
X
(0) = lim

α→0+
f
X
(α) a fX (0) = lim

α→0+
fX (α) . (2.122)

Podle v¥ty (9), pokud W ∈ FV (Wn), pak niF (W ) ∈ FN (〈0, 1〉) pro v²echna

i ∈ {1, . . . , n}. Navíc ozna£me niF (W ) = {〈niw (α) , niW (α)〉}α∈〈0,1〉, i = 1, . . . , n.

Pak jsou dle (2.121) α-°ezy projekcí fuzzy vektoru normovaných vah nF (W ) na

p°íslu²né osy pro v²echna α ∈ (0, 1〉 dány následujícím zp·sobem:

niW (α) = min
(w1,...,wn)∈Wα

wi∑n
j=1wj

(2.123)

niW (α) = max
(w1,...,wn)∈Wα

wi∑n
j=1wj

. (2.124)

Následující v¥ta (dokázána op¥t v [5]) ukazuje, ºe pro kaºdý fuzzy vektor vahW ∈

FV (Wn) fuzzy £ísla n1F (W ) , . . . , nnF (W ), která reprezentují projekce nF (W )

na p°íslu²né osy, tvo°í n-tici normovaných fuzzy vah.
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V¥ta 10. Nech´ n1, . . . , nn jsou funkce dané (2.117) a n1F , . . . , nnF jsou je-

jich fuzzy roz²í°ení. Pak pro kaºdý fuzzy vektor vah W ∈ FV (Wn), fuzzy £ísla

n1F (W ) , . . . , nnF (W ) tvo°í n-tici normovaných fuzzy vah.

De�nice 19. Fuzzy vektor normovaných vah nF (W ) je separabilní na Sn, jestliºe

pro kaºdé α ∈ (0, 1〉 platí:

nF (W )α = (n1F (W )α × · · · × nnF (W )α) ∩ Sn. (2.125)

Jak uvádí Pavla£ka v [5], klí£ovou roli ve výpo£tech s fuzzy vektory normova-

ných vah hraje jejich p°ípadná separabilita na Sn. Je ukázáno, ºe pokud je fuzzy

vektor normovaných vah separabilní na Sn, výpo£et fuzzy váºeného pr·m¥ru je

jednozna£n¥ jednodu²²í.

Pro n = 2 je ukázáno, ºe kaºdý dvoudimenzionální fuzzy vektor normovaných

vah je separabilní na S2. Tedy pro kaºdé W ∈ FV (W2)

nF (W )α = (n1F (W )α × n2F (W )α) ∩ S2, ∀α ∈ (0, 1] . (2.126)

Nicmén¥, pro n ≥ 3 nelze výsledek normování po£áte£ního fuzzy vektoru vah

W ∈ FV (Wn) podle principu roz²í°ení obecn¥ vyjád°it pouze n-ticí normovaných

fuzzy vah n1F (W ) , . . . , nnF (W ) a relací Sn. Podle obecného vztahu mezi fuzzy

vektorem a jeho projekcemi platí pro α-°ezy nF (W ) pouze následující vztah

nF (W )α ⊆ (n1F (W )α × · · · × nnF (W )α) ∩ Sn, ∀α ∈ (0, 1] . (2.127)

Z (2.115) plyne, ºe moºná separabilita nF (W ) na Sn záleºí na po£áte£ním fuzzy

vektoru vah W . Problém ilustruje Pavla£ka v [5] na následujícím p°íkladu:

P°íklad 17. Pro kaºdé c ∈ R+ nech´

Qc :=
{
(w1, . . . , wn) ∈ Wn|

n∑
i=1

wi = c
}
. (2.128)

Nech´ WQc ∈ FV (Qc) je fuzzy vektor vah takový, ºe

WQcα =
(
[WQc ]1α × · · · × [WQc ]nα

)
∩Qc. (2.129)
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Ukaºme nyní, ºe fuzzy vektor normovaných vah nF (WQc) je separabilní na Sn.

Ozna£me

[WQc ]i = {〈wQci (α) , wQci (α)〉}α∈〈0,1〉, i = 1, . . . , n,

a

[nF (WQc)]i =
{
〈niWQc

(α) , niWQc
(α)〉

}
α∈〈0,1〉

, i = 1, . . . , n.

Poté dle (2.123) a (2.124) pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} a pro kaºdé α ∈ (0, 1〉

niWQc
(α) = min

wj∈〈wQcj(α),wQcj(α)〉
j=1,...,n∑n
j=1 wj=c

wi∑n
j=1wj

= min
wi∈〈wQci(α),wQci(α)〉

wi
c

=
wQci (α)

c
,

a

niWQc
(α) = max

wj∈〈wQcj(α),wQcj(α)〉
j=1,...,n∑n
j=1 wj=c

wi∑n
j=1wj

= max
wi∈〈wQci(α),wQci(α)〉

wi
c

=
wQci (α)

c
.

Navíc α-°ezy nF (WQc) jsou pro v²echna α ∈ (0, 1〉 dány následujícím zp·sobem:

nF (WQc)α =
{
n (w) ∈ Sn|w ∈ WQcα

}
=
{( w1∑n

i=1wn
, . . . ,

wn∑n
i=1wn

)
∈ Sn|

wi ∈ 〈wQci (α) , wQci (α)〉, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

wi = c
}

=
{
(v1, . . . , vn) ∈ Sn|vi ∈

〈wQci (α)
c

,
wQci (α)

c

〉
, i = 1, . . . , n

}
=
(
[nF (WQc)]1 × · · · × [nF (WQc)]n

)
∩ Sn.

(2.130)

Tedy nF (WQc) je fuzzy vektor normovaných vah separabilní na Sn.

Vlastnostmi normování fuzzy vektoru vah podle principu roz²í°ení se zabývá

Pavla£ka v [5]:

První d·leºitá vlastnost °íká, ºe kaºdý α-°ez výsledného fuzzy vektoru normo-

vaných vah nF (W ) reprezentuje mnoºinu v²ech normovaných váhových vektor·,
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které byly získány normováním váhových vektor· z Wα. To znamená, ºe nF (W )

nejen ºe spl¬uje podmínku, ºe sou£et normovaných vah je roven jedné, ale také

bere v úvahu v²echny vztahy výslednými normovanými vahami, které plynou z

p·vodního fuzzy vektoru vah W ∈ FV (Wn).

Vzhledem k tomu, ºe by p°ípadné porovnávání pr·m¥r· jednotlivých fuzzy £í-

sel vyjad°ujících p·vodní váhy a normované váhy nem¥lo i kv·li moºným vztah·m

mezi jednotlivými vahami smysl, soust°edí se na zachování pravd¥podobnostních

rozd¥lení pom¥r· jednotlivých p·vodních vah. Ty lze dle [5] získat následujícím

zp·sobem:

Pro v²echna i, j ∈ {1, . . . , n} ozna£me mnoºinu v²ech n-rozm¥rných vektor·

vah s kladnou i-tou a j-tou sloºkou W i,j+
n , tedy

W i,j+
n :=

{
(w1, . . . , wn) ∈ Wn | wi > 0, wj > 0

}
. (2.131)

Pom¥r váhy wi ku váze wj pak vyjád°íme fukcí reálných prom¥nných rij :W i,j+
n →

R+, která je pro v²echna w ∈ W i,j+
n , w = (w1, . . . , wn) de�nována následovn¥:

rij(w) :=
wi
wj
. (2.132)

Jelikoº je mnoºina v²ech n-rozm¥rných vektor· normovaných vah s kladnou i-tou

a j-tou sloºkou podmnoºinou mnoºinyW i,j+
n , pak samoz°ejm¥ funkce rij vyjad°uje

takoé pom¥ry i-té normované váhy ku j-té normované váze.

Ozna£me rijF fuzzy roz²í°ení funkce rij a nech´ je W ∈ FV (W i,j+
n ) fuzzy

vektor vah s kladnou i-tou a j-tou sloºkou. Jelikoº je rij spojitá funkce na W i,j+
n ,

pak je dle v¥ty (9) rijF (W ) fuzzy £íslo na R+. Pro v²echna α ∈ (0, 1〉 jsou α-°ezy

rijF (W ) dány následovn¥:

rijF (W )α =
{
r ∈ R+ | r = wi

wj
, wi a wj vyjad°ují i-tou a j-tou sloºku

alespo¬ jednoho vektoru vah w ∈ Wα

} (2.133)

Jak pí²e Pavla£ka, z toho plyne, ºe fuzzy £íslo rijF (W ) vyjad°uje pravd¥podob-

nostní rozd¥lení pom¥ru mezi i-tou a j-tou váhou, jelikoº bere v úvahu v²echny

interakce mezi t¥mito vahami.
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Následující v¥ta, která je dokázaná v [5], ukazuje, ºe fuzzy roz²í°ení nF zacho-

vává pravd¥podobnostní rozd¥lení pom¥r· p°íslu²ných p·vodních vah:

V¥ta 11. Nech´ je nF fuzzy roz²í°ení funkce n dané (4). Nech´ je pro v²echna

i, j ∈ {1, . . . , n} rijF fuzzy roz²í°ení funkce rij dané (2.132). Pak

rijF (W ) = rijF (nF (W )), pro v²echna W ∈ FV (W i,j+
n ). (2.134)

Jak pí²e Pavla£ka v [5], váhy jsou nej£ast¥ji v MCDM modelech uºívány p°i

výpo£tu váºeného pr·m¥ru. Operace váºeného pr·m¥ru je spojitá funkce aW :

Wn × Rn → R de�novaná pro v²echny w ∈ Wn, w = (w1, . . . , wn) a pro v²echna

x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) následovn¥:

aW (w, x) :=

∑n
i=1wi · xi∑n
i=1wi

. (2.135)

Restrikci aW na Sn × Rn následn¥ ozna£íme jako aN . Pro vektor normovaných

vah v ∈ Sn, v = (v1, . . . , vn) lze aN zapsat jako

aN(v, x) :=
n∑
i=1

vi · xi. (2.136)

Z toho dle Pavla£ky plyne, ºe normováním daným (4) vlastn¥ transformujeme

kaºdý vektor po£áte£ních vah w ∈ Wn na p°íslu²ný vektor normovaných vah

n(w) ∈ Sn takový, ºe platí

aW (w, x) = aN(n(w), x), pro kaºdé x ∈ Rn. (2.137)

Jelikoº rovnost (2.137) hraje klí£ovou roli v mnoha aplikacích (a zejména v

MCMD), bylo by dobré, kdyby platila i v p°ípad¥ neostrých vah a váºených

hodnot.

Následující v¥ta (op¥t dokázaná v [5]) ukazuje, ºe fuzzy roz²í°ení nF spl¬uje

roz²í°ení rovnosti (2.137) na p°ípad, kdy jsou váhy i váºené hodnoty modelovány

fuzzy £ísly:
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V¥ta 12. Nech´ je nF fuzzy roz²í°ení funkce n de�nované (4). Nech´ aWF a aNF

jsou fuzzy roz²í°ení funkcí aW a aN daných (2.135), respektive (2.136). Pak pro

kaºdé W ∈ FV (Wn) a pro kaºdé X ∈ FV (RN) platí následující rovnost:

aWF (W,X) = aNF (nF (W ), X). (2.138)
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Kapitola 3

Numerické p°íklady

V této £ásti si porovnáme jak jednotlivé metody na normování intervalových

vah, tak na normování fuzzy vah, a podíváme se i na srovnání metod na normování

intervalových vah z hlediska Sevastjanovem navrhovaných m¥r (2.60) a (2.59).

3.1. Intervalové váhy

Normováním ryze intervalových vah se zabývali Xu ((2.7)), Wang a Elhag

((2.30) a (2.31), respektive (2.50) a (2.51)), Jimenéz a spol. ((2.19) a (2.20)) a

Sevastjanov a spol. ((2.95) a (2.96)). Poj¤me se podívat, jak jednotlivé metody

normují konkrétní vektory intervalových vah:

P·vodní váhy 〈0,4; 0,6〉 〈0,3; 0,7〉 〈0,5; 0,5〉
Xu 〈0,2222; 0,5〉 〈0,1667; 0,5833〉 〈0,2778; 0,4167〉

Wang a Elhag 〈0,25; 0,4286〉 〈0,2143; 0,4375〉 〈0,2778; 0,4167〉
Sevastjanov 〈0,2444; 0,4222〉 〈0,1833; 0,4926〉 〈0,3056; 0,3519〉

Jimenéz 〈0,2667; 0,4〉 〈0,2; 0,4667〉 〈0,3333; 0,3333〉

Z tabulky je z°ejmé, ºe pouze metoda navrhnutá Jimenézem a spol. v p°ípad¥, kde

mezi intervalovými vahami máme i váhu konkrétní (p°ípadn¥ i více takovýchto

vah), znormuje tuto op¥t na váhu konkrétní. Pro£ tomu tak je, plyne ze vzorc·,

pomocí kterých jednotlivé metody intervalové váhy normují.
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P·vodní váhy 〈1,5; 1,6〉 〈1,5; 15〉 〈1,5; 150〉
Xu 〈0,009; 0,3556〉 〈0,009; 3,3333〉 〈0,009; 33,3333〉

Wang a Elhag 〈0,009; 0,3478〉 〈0,0098; 0,8333〉 〈0,0829; 0,9804〉
Sevastjanov 〈0,0133; 0,0188〉 〈0,0133; 0,1765〉 〈0,0133; 1,7649〉

Jimenéz 〈0,0175; 0,0187〉 〈0,0175; 0,1753〉 〈0,0175; 1,7534〉

Jak m·ºeme vid¥t, nejen u metody navrºené Xu dochází k tomu, ºe u n¥jaké

normované intervalové váhy její horní hranice p°ekro£í hodnotu 1, v p°ípad¥ kdy

n¥která z p·vodních intervalových má horní hranici mnohem v¥t²í neº jsou ostatní

hodnoty, dochází k tomuto jevu i u metod navrºených týmy okolo Jimenéze,

respektive Sevastjanova.

P·vodní váhy 〈2; 3〉 〈3; 4〉 〈1; 5〉
Xu 〈0,1667; 0,5〉 〈0,25; 0,6667〉 〈0,0833; 0,8333〉

Wang a Elhag 〈0,1818; 0,4286〉 〈0,2727; 0,5714〉 〈0,1250; 0,5〉
Sevastjanov 〈0,1944; 0,3542〉 〈0,2917; 0,4722〉 〈0,0972; 0,5903〉

Jimenéz 〈0,2222; 0,3333〉 〈0,3333; 0,4444〉 〈0,1111; 0,5556〉

Zkusme nyní znormovat intervalové váhy, které jsme získali normovací metodou

navrºenou Sevastjanovem a spol.:

P·vodní váhy 〈0,1944; 0,3542〉 〈0,2917; 0,4722〉 〈0,0972; 0,5903〉
Xu 〈0,1373; 0,6071〉 〈0,2059; 0,8095〉 〈0,0686; 1,0119〉

Wang a Elhag 〈0,1547; 0,4766〉 〈0,2360; 0,6182〉 〈0,1053; 0,5484〉
Sevastjanov 〈0,1658; 0,3756〉 〈0,2488; 0,5008〉 〈0,0829; 0,6260〉

Jimenéz 〈0,1944; 0,3542〉 〈0,2917; 0,4722〉 〈0,0972; 0,5903〉

Jak m·ºeme vid¥t, váhy, které byly p·vodn¥ Sevastjanovem a spol. povaºovány

za normované, se znormovaly na jiné váhy. Pokud bychom tento postup na-

víc opakovali, zkonvergovaly by p·vodní váhy k hodnotám V1 = 〈0; 0,5〉, V2 =

〈0; 0,6667〉, V3 = 〈0; 0,8333〉, coº lze vyjád°it i jako V1 = 〈0; 2 · w1∑3
i=1 w1

〉, V2 =

〈0; 2 · w2∑3
i=1 wi

〉, V3 = 〈0; 2 · w3∑3
i=1 wi

〉.

Podívejme se nyní na to, jakých výsledk· dosáhneme, pokud znormujeme in-

tervalové váhyW1 = 〈0,1373; 0,6071〉,W2 = 〈0,236; 0,6182〉,W3 = 〈0,0686; 1,0119〉,

tedy váhy, které jsme získali normováním vah W1 = 〈0,1944; 0,3542〉,W2 =

〈0,2059; 0,8095〉,W3 = 〈0,0972; 1,5903〉 metodou navrºenou Xu:
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P·vodní váhy 〈0,1373; 0,6071〉 〈0,2059; 0,8095〉 〈0,0686; 1,0119〉
Xu 〈0,0565; 1,4745〉 〈0,0848; 1,9660〉 〈0,0283; 2,4575〉

Wang a Elhag 〈0,0701; 0,6886〉 〈0,1128; 0,7972〉 〈0,0462; 0,7468〉
Sevastjanov 〈0,0766; 0,4426〉 〈0,1149; 0,5901〉 〈0,0383; 1,7376〉

Jimenéz 〈0,0966; 0,4275〉 〈0,1450; 0,5700〉 〈0,0483; 0,7125〉

I v tomto p°ípad¥ dojde u vah, které jsou dle dané metody povaºovány za normo-

vané, po uºití této metody na dané váhy k jejich zm¥n¥. K tomuto jevu nedochází

pouze u metody navrºené Jimenézem a spol. (coº plyne z (2.19), (2.20) a (2.21)) a

u p°ístupu navrºeného Wangem a Elhagem. Zde je ale nutno poznamenat, ºe kdy-

bychom na normované váhy pouºili vzorce (2.30) a (2.31) místo (2.50) a (2.51),

pak by ke zm¥nám do²lo.

3.2. Fuzzy váhy

Normováním fuzzy vah se zabývali Chang a Lee ((2.9), (2.10), (2.11) a (2.12)),

Wang a Elhag ((2.54) a (2.55), respektive (2.57) a (2.58)) a Sevastjanov a spol.

((2.107)). Na n¥kolika následujících p°íkladech si gra�cky porovnáme, jak jednot-

livé metody fuzzy váhy normují:

Poznámka 10. Pro lep²í p°ehlednost jsou jednotlivé p·vodní i normované fuzzy

váhy krom¥ standardního zobrazení i posunuty, aby bylo lépe vid¥t, co k £emu

pat°í (nap°íklad v situacích, kdy se u dvou vah (£áste£n¥) p°ekrývá V1(1) s V2(1))

P°íklad 18. Znormujme fuzzy váhy W1 = [1; 2; 3] ,W2 = [1,1; 1,2; 1,3] , W3 =

[1,01; 1,02; 1,03]
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Jak m·ºeme vid¥t, v tomto p°ípad¥ jedna z normovaných vah normovaná

podle metody Changa a Leeho není fuzzy mnoºinou.

P°íklad 19. Znormujme fuzzy váhy W1 = [10; 20; 30] ,W2 = [1; 2; 10] , W3 =

[1; 20; 21]

V tomto p°ípad¥ se trojúhelníkové fuzzy váhy znormovaly metodou Sevastja-

nova a spol. na lichob¥ºníkové fuzzy váhy. K tomu do²lo i u následujícího p°ípadu,
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kde navíc op¥t jedna z fuzzy vah po normování metodou Changa a Leeho není

fuzzy mnoºinou.

P°íklad 20. Znormujme fuzzy váhy W1 = [1; 1,001; 2] ,W2 = [1; 1,5; 2] , W3 =

[1; 1,05; 1,11]

P°íklad 21. Znormujme lichob¥ºníkové fuzzy váhy W1 = [1; 2; 3; 4] ,W2 = [1; 2;

20; 21], W3 = [1; 19; 20; 21]
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P°íklad 22. Znormujme lichob¥ºníkové fuzzy váhyW1 = [0,1; 0,2; 50; 50,1] ,W2 =

[0,1; 0,2; 0,3; 10] , W3 = [1; 10; 20; 100]

P°íklad 23. Znormujme lichob¥ºníkové fuzzy váhy W1 = [100; 105; 106; 150] ,

W2 = [50; 50,1; 50,11; 50,12] , W3 = [3; 5,57; 5,58; 5,59]

P°íklad 24. Znormujme fuzzy váhy W1 = [1; 1,5; 2; 2,5] ,W2 = [1,5; 2; 4] ,W3 =

0,5; 1; 2; 3
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Jak m·ºeme vid¥t, v p°ípad¥, kdy se mezi trojúhelníkovými fuzzy vahami

objeví alespo¬ jedna lichob¥ºníková, dochází u vah normovaných metodou Wanga

a Elhaga k tomu, ºe jsou v²echny modelovány (p°ibliºn¥) lichob¥ºníkovým fuzzy

£íslem, tedy i váha, která jejíº nenormovaný obraz byl modelován trojúhelníkovým

fuzzy £íslem.

3.3. Sevastjanovy míry

V této £ásti se budeme zabývat mírami σm (2.59) a σl (2.60) navrºenými

Sevastjanovem a spol. v [4]. Jak auto°i v [4] tvrdí, metoda Sevastjanova a spol.

s ohledem na tyto míry dosahuje nejlep²ích výsledk·. Je t°eba v²ak d·razn¥

poznamenat, ºe mezi porovnávanými metodami úpln¥ ignorují metodu navrºenou

Jimenézem a spol., která je v tomto ohledu absolutn¥ nejlep²í. Poj¤me se nyní

na tyto míry podívat tro²ku do hloubky:

P°íklad 25. Znormujme intervalové váhy W1 = 〈0,3; 0,5〉,W2 = 〈0,2; 0,6〉,W3 =

〈0,8; 0,9〉 a W4 = 〈0,1; 0,8〉 a spo£ítejte pro jednotlivé metody míry σl a σm:
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P·vodní váhy 〈0,3; 0,5〉 〈0,2; 0,6〉 〈0,8; 0,9〉 〈0,1; 0,8〉
Xu 〈0,107; 0,357〉 〈0,071; 0,429〉 〈0,286; 0,643〉 〈0,036; 0,571〉

Wang a Elhag 〈0,114; 0,313〉 〈0,083; 0,333〉 〈0,296; 0,6〉 〈0,048; 0,381〉
Sevastjanov 〈0,125; 0,253〉 〈0,083; 0,304〉 〈0,333; 0,455〉 〈0,042; 0,405〉

Jimenéz 〈0,143; 0,238〉 〈0,095; 0,286〉 〈0,381; 0,429〉 〈0,048; 0,381〉

Míry σl a σm získáme tak, ºe na jednotlivé normované a nenormované intervalové

váhy aplikujeme vzorce (2.60) a (2.59). Výsledné hodnoty pro jednotlivé metody

udává následující tabulka:

Sevasjanovy míry σm σl
Xu 0,046 0,559

Wang a Elhag 0,025 0,61
Sevastjanov 0,015 0,398

Jimenéz 0 0

Jak m·ºeme vid¥t, normovací metoda navrºená Sevastjanovem a spol. skute£n¥

dosahuje u tohoto p°íkladu druhých nejlep²ích výsledk·.

P°estoºe se z jednoho p°íkladu uº dá o jednotlivých metodách mnohé vy£íst,

lep²í informace zejména o agregovaných mírách p°esnosti a jejich chování zís-

káme vygenerováním v¥t²ího mnoºství vektor· intervalových vah, £ímº omezíme

moºnost, ºe námi vybrané intervalové váhy byly speciálním p°ípadem, který se

chová zna£n¥ netypicky. Zárove¬ nám tento p°ístup m·ºe pomoci práv¥ takovéto

p°ípady identi�kovat.

Nejprve uvaºujme p°ípad, kdy generujeme vektory intervalových vah ve tvaru

Wi = 〈wi = ri · h,wi = wi + ri · (h − wi)〉, i = 1, . . . , n, kde h je maximum,

kterého m·ºe wi nabývat a r = (r1, . . . , rn) je vektor náhodn¥ generovaných £ísel

z intervalu (0, 1). Z tohoto zápisu je z°ejmé, ºe vylu£ujeme moºnost vygenerování

intervalové váhy nulové délky.

V p°ípad¥, ºe vygenerujeme 10000 £tve°ic intervalových vah, vyjde nám pro

v²echny metody krom¥ Jimenézovy pr·m¥rná míra σl p°ibliºn¥ rovna hodnot¥

62. To se sice m·ºe p°i novém generování hodn¥ li²it, d·leºité v²ak je, ºe je tato

hodnota °ádov¥ velmi odli²ná od hodnoty, která nám vy²la v p°edchozím p°íklad¥

(kde ²lo o hodnoty v °ádu desetin). Z toho lze usuzovat, ºe bu¤to váhy, kterými se
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zabýval p°edchozí p°íklad, jsou zna£n¥ netypické a b¥ºné hodnoty σl jsou mnohem

v¥t²í, nebo naopak p°i vygenerování 10000 £tve°ic intervalových vah do²lo i k

vygenerování £tve°ice (nebo i více £tve°ic), u které je míra σl tak obrovská, ºe

to zna£n¥ ovlivní i pr·m¥rnou hodnotu této míry na plo²e 10000 generovaných

£tve°ic (tudíº se jedná o pr·m¥r z 10000 hodnot). Tato moºnost samoz°ejm¥ ale

nevylu£uje p°ípad, ºe hodnota σl je u p°edchozího p°íkladu pon¥kud niº²í, neº je

obvyklé.

Lep²í porozum¥ní získáme, pokud se°adíme £tve°ice podle toho, jakou nabý-

vají hodnotu σl. Zjistíme, ºe nejv¥t²í hodnoty se pohybují v °ádu 105, coº uº

opravdu zna£n¥ ovliv¬uje pr·m¥rnou hodnotu z 10000 hodnot. Takovéto hod-

noty nabývá nap°íklad £tve°ice intervalových vah (hodnoty jsou zaokrouhleny

na £ty°i desetinná místa) W1 = 〈1,1408; 1,9335〉,W2 = 〈0,7574; 1,2648〉,W3 =

〈0,1567; 0,1567〉,W4 = 〈0,8413; 1,8389〉.

P°edpokládejme, ºe k zaokrouhlování do²lo pouze u w3 a p°edpokládejme,

ºe skute£ná hodnota w3 = 0,156699. Pokud bychom takovouto £tve°ici intervalo-

vých vah znormovali nap°íklad podle metody Changa a Leeho, dostaneme £tve°ici

normovaných intervalových vah V1 = 〈0,2196; 0,6676〉, V2 = 〈0,1458; 0,4367〉, V3 =

〈0,0302; 0,0541〉, V4 = 〈0,1620; 0,6349〉. Je z°ejmé, ºe práv¥ váhaW3 zp·sobuje ex-

trémn¥ vysokou hodnotu míry σl. Pokud bychom navíc p°ipustili, ºe n¥jaká váha

m·ºe mít nulovou délku, pak by samoz°ejm¥ výpo£et míry σl nem¥l smysl (plyne

ze vzorce).

Pokud nás tedy zajímá chování agregovaných m¥r p°esnosti (nap°íklad v zá-

vislosti na po£tu sloºek vektoru intervalových vah) u jednotlivých metod, je zapo-

t°ebí se vyvarovat práv¥ takovýchto extrémních hodnot. Toho m·ºeme dosáhnout

nap°íklad tím, ºe ur£ité procento nejniº²ích a nejvy²²ích hodnot zanedbáme.

Podívejme se nyní, jakých pr·m¥rných hodnot nabývají míry σm a σl v p°í-

pad¥, kdy generujeme 10000 vektor· intervalových vah za p°edpokladu, ºe jed-

notlivé váhy wi jsou ve tvaru 〈randi1(0, 1) · (h − ε), randi1(0, 1) · (h − ε) + ε +

randi2(0, 1) · (h− ε− randi1(0, 1) · (h− ε))〉. Tento zápis ve skute£nosti ne°íká nic

jiného, neº ºe wi = 〈wi, wi〉, kde wi je náhodn¥ generovaná hodnota z intervalu
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(0, h− ε) a hodnota wi je náhodn¥ generovaná z intervalu (0, h) a zárove¬ pro ni

platí, ºe wi > wi + ε, tedy 〈wi, wi〉 ⊂ 〈0, h〉, pro které platí, ºe wi > wi + ε. Tím

zajistíme vy°azení intervalových vah extrémn¥ malého rozp¥tí.

V následujícím p°ípad¥ jsme vy°adili 5 % vektor· intervalových vah, u kterých

m¥ly jednotlivé metody nejvy²²í hodnoty m¥r σm, respektive σl a 5 % vektor·

intervalových vah, u kterých m¥ly jednotlivé metody nejvy²²í hodnoty m¥r σm,

respektive σl. Hodnota ε byla nastavena na 0, h = 2.

σm σl
n 100 50 10 4 100 50 10 4

Xu 0,0015 0,0028 0,0125 0,0291 0,9142 1,1701 1,9880 2,6209
W&E 0,0014 0,0026 0,0069 0,0166 0,9142 1,1704 1,9992 2,7013
Sev. 0,0006 0,0011 0,0046 0,0104 0,9094 1,1588 1,9076 2,4011
Jim. 0 0 0 0 0 0 0 0

Jak m·ºeme z tabulky vid¥t, s rostoucí velikostí vektoru intervalových vah (n)

obecn¥ klesají hodnoty σm i σl. Navíc platí, ºe nejlep²ích hodnot σm dosahuje

metoda navrºená Jimenézem a spol., na druhém míst¥ je metoda Sevastjanova

a spol., po které následuje metoda Wanga a Elhaga a na posledním míst¥ je

metoda navrºená Xu. Z toho tedy plyne, ºe Jimenézova metoda nejlépe zachovává

pom¥ry st°ed· intervalových p°ed normováním a po normování. Naopak metoda

Xu je z tohoto hlediska nejhor²í. Obdobných výsledk· dosáhneme i v p°ípad¥,

kdy nás zajímá, jak která metoda zachovává pom¥ry délek intervalových vah p°ed

normováním a po normování. Zde je akorát na posledním míst¥ metoda Wanga

a Elhaga, p°ed kterou se dostala metoda Xu.

Zajímavých výsledk· dosáhneme, pokud porovnáme, jak se pr·m¥ry jednotli-

vých m¥r chovají v závislosti na tom, jaké procento nejvy²²ích a nejniº²ích dosaºe-

ných hodnot vynecháme. Následující tabulka ukazuje vliv mnoºství vynechaných

nejvy²²ích a nejniº²ích hodnot jednotlivých m¥r na jejich pr·m¥r za p°edpokladu,

ºe generujeme op¥t 10000 vektor· intervalových vah, tentokrát velikosti 100, hod-

nota h = 2 a ε = 0 - tedy váhy leºí v intervalu (0, 2) a mohou mít i nulovou délku:
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σm σl
% 5 10 49,5 5 10 49,5
Xu 0,0015 0,0014 0,0014 0,9142 0,7602 0,4698

W&E 0,0014 0,0014 0,0013 0,9142 0,7602 0,4698
Sev. 0,0006 0,0005 0,0005 0,9094 0,7555 0,4650
Jim. 0 0 0 0 0 0

Zatímco pr·m¥rná hodnota σm z·stává p°ibliºn¥ stejná (minimální odchylka m·ºe

být dána statistickou chybou), pr·m¥rná hodnota σl klesá s rostoucím mnoºstvím

minimálních a maximálních hodnot σl, které jsme vynechali. U metody navrºené

Jimenézem a spol. jsou hodnoty σm a σl samoz°ejm¥ vºdy nulové.

Nakonec se podívejme, jak se hodnoty pr·m¥r· jednotlivých m¥r m¥ní v zá-

vislosti na minimální ²í°ce jednotlivých nenormovaných vah (parametr ε). Op¥t

budeme uvaºovat h = 2, vektor intervalových vah bude mít velikost 10 a generovat

budeme 10000 takových vektor·:

σm σl
ε 0 10−5 10−3 10−1 0 10−5 10−3 10−1

Xu 0,0143 0,0141 0,0141 0,0142 9,1653 6,2337 2,2500 0,1917
W&E 0,0092 0,0090 0,0090 0,0093 9,1716 6,2447 2,2610 0,1988
Sev. 0,0053 0,0052 0,0052 0,0051 9,0871 6,1548 2,1716 0,1411
Jim. 0 0 0 0 0 0 0 0

I tentokrát platí, ºe zatímco se pr·m¥rná hodnota σm nijak výrazn¥ nem¥ní

(zm¥ny jsou dány spí²e statistickou chybou), pr·m¥rná hodnota σl se s rostoucí

minimální ²í°kou jednotlivých nenormovaných vah sniºuje. Je to ostatn¥ logické,

protoºe práv¥ u vah s nejmen²í ²í°kou dojde po normování k nejv¥t²í zm¥n¥ ²í°ky

(váhy tém¥° ostré se zm¥ní na interval). U metody Jimenéze a spol. jsou op¥t

v²echny hodnoty nulové.
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Kapitola 4

Inverzní proces k normování

Jednou z nejd·leºit¥j²ích vlastností normování ostrých vah je fakt, ºe pom¥ry

mezi dv¥ma nenormovanými vahami jsou stejné jako pom¥ry mezi p°íslu²nou

dvojicí normovaných vah, z £ehoº mimo jiné vyplývá, ºe pokud známe vektor

normovaných vah a jednu nenulovou nenormovanou váhu, pak jsme schopni ur£it

celý vektor nenormovaných vah. V této kapitole se na ob¥ tyto vlastnosti zam¥-

°íme a pokusíme se zjistit, jestli n¥co podobného m·ºeme °íct i o intervalových

vahách. V záv¥re£né £ásti kapitoly se poté pokusíme zjistit, jestli jsme p°i znalosti

normovaných vah schopni zjisti, jaké váhy na n¥ byly znormované, a pokud ne,

jakou minimální informaci o nenormovaných vahách musíme mít, abychom byly

schopni je dopo£ítat.

De�nice 20. Pro kaºdou uspo°ádanou dvojici ostrých vah {wi, wj}, kde wj 6= 0,

de�nujme pom¥r vah jako

ρ (wi, wj) =
wi
wj
. (4.1)

V¥ta 13. M¥jme n-tici ostrých vah (w1, . . . , wn) a k ní p°íslu²nou n-tici normova-

ných ostrých vah (v1, . . . , vn), kde pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} platí, ºe vi = wi∑n
j=1 wj

.

Pak platí, ºe

ρ (wi, wj) = ρ (vi, vj) , ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, kde wj 6= 0.

D·kaz.

vi
vj

=

wi∑n
k=1 wk
wj∑n
k=1 wk

=
wi
wk
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Podívejme se nyní, jestli tato vlastnost platí i v p°ípad¥ intervalových vah.

Vyjd¥me z p°ístupu Wanga s Elhagem a p°edpokládejme, ºe se jedná o nezávislé

intervalové váhy ((2.30) a (2.31)).

M¥jme tedy vektor nenormovaných intervalových vahW = (W1, . . . ,Wn), kde

pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n} platí Wi = 〈wi, wi〉. Vezm¥me libovolnou uspo°ádanou

dvojici nenormovaných intervalových vah {Wi,Wj} a k ní p°íslu²nou dvojici nor-

movaných intervalových vah {Vi, Vj}. Zade�nujme si nyní pom¥r intervalových

vah:

De�nice 21. Pro kaºdou uspo°ádanou dvojici intervalových vah {Wi,Wj}, kde

wj > 0, de�nujme pom¥r vah jako

ρi (Wi,Wj) = 〈
wi
wj
,
wi
wj
〉. (4.2)

Podívejme se nyní na p°ípad, kdy máme pouze dv¥ intervalové váhy - W1 =

〈w1, w1〉 a W2 = 〈w2, w2〉. V takovémto p°ípad¥ platí následující:

V¥ta 14. M¥jme dvojici nenormovaných intervalových vah vah W1 = 〈w1, w1〉,

W2 = 〈w2, w2〉 a k ní p°íslu²ící dvojici normovaných intervalových vah V1 =

〈v1, v1〉, V2 = 〈v2, v2〉. Pak

ρi (V1, V2) = ρi (W1,W2) (4.3)

D·kaz.

ρi (V1, V2) =
V1
V2

= 〈v1
v2
,
v1
v2
〉 = 〈

w1

w1+w2

w2

w1+w2

,

w1

w1+w2
w2

w1+w2

〉 = 〈w1

w2

,
w1

w2

〉 = ρi (W1,W2)

Pokud bychom ale uvaºovali 3 nebo více intervalových vah, tento vztah uº

platit nebude.
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V¥ta 15. Pro kaºdé n ≥ 3 existuje n-tice nenormovaných kladných intervalo-

vých vah (W1, . . . ,Wn) a k ní p°íslu²ící n-tice normovaných intervalových vah

(v1, . . . , vn), ºe existují i a j z mnoºiny {1, . . . , n} taková, ºe neplatí

ρi (Vi, Vj) = ρi (Wi,Wj) (4.4)

D·kaz. Uvaºujme n-tici (n ≥ 3) nenormovaných intervalových vah (W1, . . . ,Wn),

kde pro kaºdé i z mnoºiny {1, . . . , n} platí 0 < wi < wi = wi + k, kde k > 0 je

n¥jaká konstanta. Pak ale

wi +
n∑

l=1,k 6=i

wl =
n∑
l=1

wl + k · (n− 1)

a

wj +
n∑

l=1,k 6=j

wl =
n∑
l=1

wl + k,

stejn¥ tak

wi +
n∑

l=1,k 6=i

wl =
n∑
l=1

wl + k

a

wj +
n∑

l=1,k 6=j

wl =
n∑
l=1

wl + k · (n− 1) .

Z toho ov²em plyne, ºe

Vi
Vj

=
〈vi
vj
,
vi
vj

〉
=

〈 wi∑n
l=1 wl+k·(n−1)

wj∑n
l=1 wl+k

,

wi∑n
l=1 wl+k
wj∑n

l=1 wl+k·(n−1)

〉
6=
〈wi
wj
,
wi
wj

〉

Poznámka 11. Z (13) lze odvodit jednu d·leºitou vlastnost: pokud v p°ípad¥

ostrých vah známe vektor vah normovaných (v1, . . . , vn) a jednu nenulovou váhu

nenormovanou (nap°. wj > 0), pak jsme schopni zp¥tn¥ získat vektor nenormo-

vaných vah jako wi = vi · wjvj , i = 1, . . . , n.
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Zkusme nyní zjistit, jestli n¥co podobného platí i v p°ípad¥ intervalových

vah. Zam¥°me se op¥t nejprve na p°ípad, kdy máme pouze dv¥ intervalové váhy:

Máme-li dvojici nenormovaných intervalových vahW1 = 〈w1, w1〉 aW2 = 〈w2, w2〉,

pak získáme normované intervalové váhy jako

V1 = 〈
w1

w1 + w2

,
w1

w1 + w2

〉

a

V2 = 〈
w2

w1 + w2

,
w2

w1 + w2

〉.

Z toho ov²em plyne, ºe nenormované váhy jsme p°i znalosti vah normovných

schopni získat jako °e²ení následující soustavy rovnic:
v1 − 1 0 0 v1

0 v1 − 1 v1 0
0 v2 v2 − 1 0
v2 0 0 v2 − 1

 ·

w1

w1

w2

w2

 =


0
0
0
0

 , (4.5)

kde v1, v1, v2 a v2 jsou známé konstanty. Pokud má tato soustava °e²ení, pak jsme

evidentn¥ schopni p°i znalosti w1 schopni dopo£ítat w2 (a obrácen¥), stejn¥ tak p°i

znalosti w1 jsme schopni dopo£ítat w2 (a obrácen¥). Z toho plyne, ºe p°i znalosti

normovaných vah a dvojice nenormovaných vah (krom¥ dvojic {wi, wj}, i 6= j)

umíme dopo£ítat zbývající nenormované váhy.

P°íklad 26. M¥jme zadané normované intervalové váhy V1 = 〈0, 4; 0,75〉 a V2 =

〈0,25; 0,6〉. Navíc víme, ºe intervalové váhy, které na n¥ byly znormovány, m¥ly

tvar W1 = 〈w1, 3〉 a W2 = 〈w2, 3〉. Dopo£ítejme hodnoty w1 a w2

�e²ení: Dosa¤me za v1, v1, v2, v2, w1 a w2 do soustavy (4.5):
−0, 6 0 0 0, 4
0 −0, 25 0,75 0
0 0, 25 −0,75 0
0,6 0 0 −0,4

 ·

w1

3
w2

3

 =


0
0
0
0

 ,

Z první (a £tvrté) rovnosti plyne, ºe w1 = 2, z druhé (a t°etí) pak plyne, ºe

w2 = 1.
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Pokud bychom ale znali nap°íklad hodnoty w1 a w2, pak bychom (jak je vid¥t

z (4.5)) nebyli schopni hodnoty w1 a w2 dopo£ítat.

P°edpokládejme nyní, ºe máme n intervalových vah. Pokusme se nyní zjistit,

jaké znalosti o nich musíme mít, abychom byli schopni dopo£ítat v²echny jejich

zbývající hodnoty (za p°edpokladu, ºe známe váhy normované).

Je z°ejmé, ºe pokud známe pro kaºdé i mnoºiny {1, . . . , n} hodnoty wi, pak

jsme schopni dopo£ítat hodnoty wi jako

wi =
vi ·
∑n

j=1,j 6=iwj

1− vi
, i = 1, . . . , n. (4.6)

Obdobn¥ bych vypo£ítali i hodnoty wi. Ve skute£nosti to ale není jediná moºnost.

V¥ta 16. M¥jme nenormované intervalové váhy (〈w1, w1〉, . . . , 〈wn, wn〉) a nor-

mované intervalové váhy (〈v1, v1〉, . . . , 〈vn, vn〉). P°edpokládejme, ºe známe hod-

noty normovaných intervalových vah. Poté jsme schopni dopo£ítat hodnoty ne-

normovaných intervalových vah, pokud platí jedna z následujících moºností:

1. pro kaºdé i z mnoºiny {1, . . . , n} známe hodnoty wi

2. pro kaºdé i z mnoºiny {1, . . . , n} známe hodnoty wi

3. existuje práv¥ jedno i z mnoºiny {1, . . . , n} takové, ºe známe hodnoty wi, wi,

existuje práv¥ jedno k 6= i z mnoºiny {1, . . . , n} takové, ºe pro n¥j neznáme

ani jednu z hodnot wk, wk, a pro v²echna j z mnoºiny {1, . . . , n} \ {i, k}

známe hodnoty wj

4. existuje práv¥ jedno i z mnoºiny {1, . . . , n} takové, ºe známe hodnoty wi, wi,

existuje práv¥ jedno k 6= i z mnoºiny {1, . . . , n} takové, ºe pro n¥j neznáme

ani jednu z hodnot wk, wk, a pro v²echna j z mnoºiny {1, . . . , n} \ {i, k}

známe hodnoty wj

5. existují i a k, i 6= k z mnoºiny {1, . . . , n} taková, ºe známe hodnoty wi, wk,

a pro v²echna j z mnoºiny {1, . . . , n} \ {i, k} známe hodnoty wj
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6. existují i a k, i 6= k z mnoºiny {1, . . . , n} taková, ºe známe hodnoty wi, wk,

a pro v²echna j z mnoºiny {1, . . . , n} \ {i, k} známe hodnoty wj

D·kaz. 1. Jelikoº platí

vi =
wi

wi +
∑n

j=1,j 6=iwj
,

pak nutn¥

vi · (wi +
n∑

j=1,j 6=i

wj) = wi,

a tedy

wi =
vi ·
∑n

j=1,j 6=iwj

1− vi
.

2. Obdobn¥.

3. Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe známe hodnoty w1, w1 a hodnoty

wj pro kaºdé j z mnoºiny {3, . . . , n}. Jelikoº ale platí, ºe

v2 =
w2

w2 +
∑n

j=1,j 6=2wj
,

pak

w2 =
v2 ·

∑n
j=1,j 6=2wj

1− v2
.

V tuto chvíli pro kaºdé i z mnoºiny {1, . . . , n} známe hodnoty wi, ostatní

hodnoty tedy dopo£ítáme dle ad (1).

4. Obdobn¥.

5. Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe známe hodnoty w1, w2 a wj pro

kaºdé j z mnoºiny {3, . . . , n}. Jelikoº ale platí, ºe

v2 =
w2

w2 +
∑n

j=1,j 6=2wj
=

w2

w2 + w1 +
∑n

j=3wj
,
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pak

v2 · (w2 + w1 +
n∑
j=3

wj) = w2,

a tedy i

w1 =
w2 + v2 · (w2 +

∑n
j=3wj)

v2
.

Stejným zp·sobem bychom vypo£ítali hodnotu w2. V tuto chvíli pro kaºdé i

z mnoºiny {1, . . . , n} známe hodnoty wi, ostatní hodnoty tedy dopo£ítáme

dle ad (2).

6. Obdobn¥.

Poznámka 12. V¥ta platí pouze za p°edpokladu, ºe zadané normované váhy sku-

te£n¥ vznikly normováním n¥jakých nenormovaných vah uºitím vzorc· (2.30) a

(2.31) a ºe hodnoty nenormovaných vah, které jsou zadané, t¥mto nenormovaným

vahám odpovídají.

P°íklad 27. M¥jme normované intervalové váhy V1 = 〈 213 ,
3
7
〉, V2 = 〈 111 ,

4
9
〉, V3 =

〈 2
12
, 4
8
〉, V4 = 〈 1

12
, 3
8
〉. Dopo£ítejme hodnoty u nenormovaných intervalových vah,

pokud

1. W1 = 〈2, w1〉,W2 = 〈1, w2〉,W3 = 〈1, w3〉,W4 = 〈1, w4〉,

2. W1 = 〈2, w1〉,W2 = 〈1, w2〉,W3 = 〈w3, 4〉,W4 = 〈w4, 3〉,

3. W1 = 〈2, w1〉,W2 = 〈1; 4〉,W3 = 〈w3, w3〉,W4 = 〈1, w4〉.

�e²ení:

1. Uºitím vzorce (4.6) dopo£ítáme hodnoty w1, w2, w3 a w4:

w1 =
v1 ·

∑4
j=2wj

1− v1
=

3
7
· (1 + 2 + 1)

4
7

= 3.
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w2 =
v2 ·

∑4
j=1,j 6=2wj

1− v2
=

4
9
· (2 + 2 + 1)

5
9

= 4.

w3 =
v3 ·

∑4
j=1,j 6=3wj

1− v3
=

4
8
· (2 + 1 + 1)

4
8

= 4.

w4 =
v4 ·

∑3
j=1wj

1− v4
=

3
8
· (2 + 1 + 2)

5
8

= 3.

2. Jelikoº platí

v4 =
w4

w1 + w2 + w3 + w4

,

tak

w3 =
w4 − v4 · (w1 + w2 + w4)

v4
=

3− 3
8
· (2 + 1 + 3)

3
8

= 2.

Obdobn¥

v3 =
w3

w1 + w2 + w3 + w4

,

a tedy

w4 =
w3 − v3 · (w1 + w2 + w3)

v3
=

4− 4
8
· (2 + 1 + 4)

4
8

= 1.

Zbývající hodnoty bychom dopo£ítali stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥.

3. Op¥t, jelikoº platí

v2 =
w2

w1 + w2 + w3 + w4

,

tak

w3 =
w2 − v2 · (w1 + w2 + w4)

v2
=

4− 4
9
· (2 + 4 + 1)

4
9

= 2.

Zbývající hodnoty bychom dopo£ítali stejn¥ jako v prvním p°ípad¥.
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Záv¥r

Cílem diplomové práce bylo seznámit se blíºe s problematikou normování in-

tervalových vah a fuzzy vah a r·znými metodami, které byly za tímto ú£elem v

pr·b¥hu let vytvo°eny.

První kapitola zabývající se hlavn¥ základy teorie fuzzy mnoºin p°edstavuje

teoretický základ, který je poté pouºíván v dal²ích £ástech.

Druhá kapitola je p°ehledem metod normování intervalových vah a fuzzy vah.

Metody jsou zde nejprve p°edstaveny a poté i hodnoceny. Poukazuji na d·vody,

pro£ která metoda není vyhovující (pokud není), coº poté obvykle demonstruji

na numerických p°íkladech. U n¥kterých metod se jedná spí²e o drobn¥j²í pro-

h°e²ky proti poºadovaným vlastnostem, jindy ale jde o tak závaºné problémy, ºe

£iní metodu naprosto nepouºitelnou, jako nap°íklad v p°ípad¥ metody Changa a

Leeho, kdy struktura po normování poru²uje vlastnosti fuzzy mnoºin.

T°etí kapitola demonstruje, jak se jednotlivé metody numericky chovají. V n¥-

kterých p°ípadech p°íklad funguje i jako podpora skute£ností a výtek uvedených v

p°edchozí kapitole. Krom¥ £íselného (v p°ípad¥ intervalových vah) a gra�ckého (v

p°ípad¥ fuzzy vah) znázorn¥ní tato £ást obsahuje i porovnání jednotlivých metod

z hlediska Sevastjanovem navrhnutých m¥r p°esnosti normování. Tato £ást také

zkoumá, jak se tyto míry u jednotlivých metod chovají v závislosti na r·zných

parametrech.

Poslední kapitola je pak v¥nována porovnání normování ostrých vah a nor-

mování intervalových vah. Snaºí se najít odpov¥¤ na otázku, jestli si intervalové

váhy zachovávají své pom¥ry p°ed normováním a po normování. Tato kapitola

dále zkoumá, jestli i v p°ípad¥ intervalových vah jsme schopni ze znalosti nor-

77



movaných vah a jedné nenulové nenormované váhy zjistit ostatní nenormované

váhy, tak, jak je tomu v p°ípad¥ ostrých vah. Jelikoº tomu tak ale není, snaºím

se zjistit, jakou minimální znalost o nenormovaných intervalových vahách mu-

sím mít, abych byl schopen nenormované váhy dopo£ítat. K tomuto problému

jsem sestavil v¥tu, kterou jsem následn¥ i dokázal. D·kaz zárove¬ slouºí i jako

výpo£etní algoritmus.

K £íselnému a gra�ckému porovnání jednotlivých metod jsem vytvo°il n¥kolik

m-�l· v programu Matlab. Dal²í m-�ly poté slouºí ke znázorn¥ní a porovnání

r·zných mnoºin a faktor·.

Díky diplomové práci jsem si roz²í°il znalosti z teorie fuzzy mnoºin a vah. Na-

u£il jsem se kritickému p°ijímaní p°edloºených text· a samostatnému uvaºování.

Krom¥ jiného jsem si p°ipomn¥l práci s programem Matlab. Do budoucnosti bych

cht¥l lépe a hloub¥ji porozum¥t normování fuzzy vektor· dle principu roz²í°ení,

které by si nejspí² zaslouºilo v¥t²í pozornost.
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P°ílohy

P°íloha 1: CD s m-�ly pro MATLAB

CD s m-�ly pro MATLAB je p°iloºeno na zadní stran¥ desek.
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