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Použité značeńı

N množina všech přirozených č́ısel

R množina všech reálných č́ısel

〈a, b〉 uzavřený interval s mezemi a a b

(a, b) otevřený interval s mezemi a a b

a anihilátor

e neutrálńı element

T (a, b) t-norma

TMIN(a, b) standardńı t-norma

TL(a, b)  Lukasiewiczova t-norma

TP (a, b) součinová t-norma

TD(a, b) drastická t-norma

S(a, b) t-konorma

SMAX(a, b) standardńı t-konorma

SL(a, b)  Lukasiewiczova t-konorma

SP (a, b) součinová t-konorma

SD(a, b) drastická t-konorma

logp logaritmus o základu p

N(x) standardńı negace

NI(x) intuitionistická negace

NW (x) slabá negace

Nλ(x) silná negace

µA funkce př́ıslušnosti fuzzy množiny A

U univerzum

F(U) systém všech fuzzy množin definovaných na univerzu U

A ∪B sjednoceńı množin

A ∩B pr̊unik množin

AC doplněk množiny

(V , T (V), X, G, M) jazyková proměnná

(ν,X) bazická proměnná

Aα α-̌rez fuzzy množiny A

Ker A jádro fuzzy množiny A

Supp A nosič fuzzy množiny A

hgt A nosič fuzzy množiny A
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⇒ implikace

⇔ ekvivalence

∧ konjunkce

∨ disjunkce

⇒R
• R-implikace

⇒S
• S-implikace

⇒Q
• Q-implikace

V, T (V ), X,G,M jazyková proměnná
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1 Úvod

Ćılem této práce je seznámit čtenáře s tř́ıdou konjunktńıch a tř́ıdou dis-

junktńıch agregačńıch operátor̊u, s jejich matematickými vlastnostmi a s jejich

možným využit́ım v praxi. Pod pojmem agregačńı operátor rozumı́me posloup-

nost agregačńıch zobrazeńı, která dané n-tici prvk̊u z určité množiny přǐrazuj́ı

prvek opět z této množiny. Charakteristickou vlastnost́ı konjunktńıch agregačńıch

operátor̊u je, že výsledek agregace neńı větš́ı než nejmenš́ı prvek vstupuj́ıćı do agre-

gace. Naopak pro disjunktńı agregačńı operátory je charakteristickým rysem, že

výsledek agregace neńı menš́ı než největš́ı prvek vstupuj́ıćı do agregace.

K tématu této práce mě přivedla má bakalářská práce [7], kdy jsem si při jej́ım

zpracováńı nastudovala základńı vlastnosti a členěńı agregačńıch operátor̊u.

Text práce je tematicky rozdělen do tř́ı část́ı. V prvńı části je definován

agregačńı operátor a je zde uveden výčet matematických vlastnost́ı agregačńıho

operátoru. V teoretickém zpracováńı pokračuji i v podkapitole věnované členěńı

agregačńıch operátor̊u. Hlavńı teoretická kapitola je věnována konjunktńım a

disjunktńım agregačńım operátor̊um. Jsou zde uvedeny základńı definice těchto

operátor̊u, nejznáměǰśı typy, výčet jejich matematických vlastnost́ı a grafické zob-

razeńı jednotlivých typ̊u. Kapitola je rozš́ı̌rena o text zaměřený na parametrické

tř́ıdy t-norem.

Třet́ı část je věnovaná popisu nejčastěǰśıho využit́ı konjunktńıch a disjunktńıch

agregačńıch operátor̊u, které se nejčastěji použ́ıvaj́ı k modelováńı pr̊uniku a sjed-

noceńı fuzzy množin a k modelováńı logických spojek konjunkce a disjunkce

ve fuzzy logice.
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2 Agregačńı operátory

Obsahem této kapitoly je definice agregačńıho operátoru a jeho matema-

tických vlastnost́ı. Agregačńı operátor je posloupnost agregačńıch zobrazeńı, která

dané n-tici prvk̊u z určité množiny přǐrazuj́ı prvek opět z této množiny. Ke zpra-

cováńı této kapitoly jsem využila poznatk̊u ze své bakalářské práce [7] a publikace

[1].

2.1 Definice a vlastnosti agregačńıch operátor̊u

Definice 2.1. Agregačńı operátor A na intervalu I, kde I ⊆ (−∞,∞), je po-

sloupnost {An}∞n=1 agregačńıch zobrazeńı

An : In → I,

která splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. A1(x) = x, pro každé x ∈ I;

2. An(x1, . . . , xn) ≤ An(y1, . . . , yn), jestlǐze xi ≤ yi, pro i = 1, 2, . . . , n a n =

2, 3, . . . ;

3. označ́ıme-li x− = inf I a x+ = sup I, pak plat́ı

lim
(x1,...,xn)→(x−,...,x−)

An(x1, . . . , xn) = x−, (1)

lim
(x1,...,xn)→(x+,...,x+)

An(x1, . . . , xn) = x+. (2)

Často jsou z hlediska praktických aplikaćı žádoućı daľśı matematické vlast-

nosti agregačńıch operátor̊u, nyńı si představ́ıme nejd̊uležitěǰśı z nich.

Definice 2.2. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá symetrický,

jestlǐze pro každý vektor (x1, . . . , xn) ∈ In a pro všechny permutace σ{1, 2, . . . , n},

plat́ı

An(xσ(1), . . . , xσ(n)) = An(x1, . . . , xn). (3)

7



Vlastnost symetrie je také známa pod pojmem komutativita. Znamená, že

pořad́ı argument̊u nemá žádný vliv na celkový výsledek.

Definice 2.3. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá spojitý, jestlǐze

pro každé n ∈ N, n ≥ 2, jsou agregačńı zobrazeńı An spojité.

Vlastnost spojitost garantuje určitou robustnost a konzistenci daného agrega-

čńıho operátoru.

Podle následuj́ıćı věty je v př́ıpadě symetrických agregačńıch operátor̊u pro ově-

řeńı jejich spojitosti postačuj́ıćı, ověř́ı-li se spojitost pouze v jedné proměnné.

Věta 2.1. Necht’ A = {An}∞n=1 je symetrický agregačńı operátor na I. Operátor

A je spojitý právě tehdy, když pro každé n ∈ N je zobrazeńı An spojité v prvńı své

proměnné, tj. jestlǐze pro každé n ∈ N a x2, . . . , xn ∈ I je funkce jedné proměnné

A(·, x2, . . . , xn) spojitá na intervalu I.

Důkaz: Viz [4].

Definice 2.4. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá ryze monotónńı,

pokud jsou jednotlivé agregačńı zobrazeńı An ryze monotónńı.

Vlastnost ryźı monotónnost znamená, že jakékoli zvýšeńı hodnoty kterékoli

proměnné zvýš́ı hodnotu celkové agregace.

Definice 2.5. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá ryźı, jestlǐze An

je ryze monotónńı a spojitý pro každé n ∈ N, n ≥ 2.

Definice 2.6. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá asociativńı,

jestlǐze pro každé m,n ⊆ N,m, n ≥ 2 a pro každou m-tici (x1, . . . , xm) ∈ Im

a n-tici (y1, . . . , yn) ∈ In, plat́ı

Am+n(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = A2(Am(x1, . . . , xm), An(y1, . . . , yn)). (4)

Tato vlastnost znamená, že můžeme provádět agregaci po částech, přičemž

volba jednotlivých část́ı nám neovlivńı výsledek celkové agregace. Užitečná je

i z toho titulu, že nám umožňuje definovat agregačńı operátor pouze zadáńım
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předpisu agregačńıho zobrazeńı A2. Agregačńı zobrazeńı An pro n ∈ N, n ≥ 3,

jsou pak určena následovně

An(x1, . . . , xn) = A2(An−1(x1, . . . , xn−1), xn). (5)

Definice 2.7. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá rozložitelný,

jestlǐze pro každé m, n=2,3,. . . a pro každou n-tici (x1, . . . , xn) ∈ In a m-tici

(y1, . . . , yn) ∈ Implat́ı

An+m(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

An+m(An(x1, . . . , xn), . . . , An(x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
n−krát

, y1, . . . , ym). (6)

Definice 2.8. Řekneme, že agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I má anihilátor

a ∈ I, jestlǐze pro každé n ∈ N, n ≥ 2, a pro každé x1, . . . , xn−1 ∈ I plat́ı

An(x1, . . . , xn−1, a) = a. (7)

Anihilátor neboli též absorpčńı element a může být interpretován jako stav

eliminace nebo veto, může být také považován jako stav kvalifikačńı.

Definice 2.9. Řekneme, že agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I má neutrálńı

element e ∈ I, jestlǐze pro každé n ∈ N, n ≥ 2, a pro každé x1, . . . , xn−1 ∈ I plat́ı

An(x1, . . . , xn−1, e) = An−1(x1, . . . , xn−1). (8)

Pokud má agregačńı operátor neutrálńı element e, nebude mı́t tento neutrálńı

element žádný vliv na agregaci.

Definice 2.10. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá bisymetrický,

jestlǐze pro každé n ∈ N a pro všechna x11, . . . , x1n, . . . , xn1, . . . , xnn ∈ Iplat́ı

An(An(x11, . . . , x1n), . . . , An(xn1, . . . , xnn)) =

= An(An(x11, x21, . . . , xn1), . . . , An(x1n, x2n, . . . , xnn)). (9)

9



Bisymetrie je vlastnost spojená s agregaćı n2 vstup̊u pro n-té operátory. Pokud

naṕı̌seme tyto vstupy do čtvercové matice, pak bisymetrie znamená, že nezálež́ı

na tom, jestli prvńı agregujeme sloupcové vektory a potom výstupy nebo naopak,

prvně agregujeme řádkové vektory a potom př́ıslušné výstupy.

Poznámka 2.1. Pokud je agregačńı operátor symetrický a asociativńı, potom je

nutně bisymetrický. Naopak, bisymetrie neimplikuje komutativnost nebo asociati-

vitu.

Definice 2.11. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá idempotentńı,

jestlǐze pro každé x ∈ I plat́ı

An(x, x, . . . , x) = x. (10)

Idempotentnost znamená, že pokud agregujeme n-krát stejnou hodnotu, pak

výsledkem bude ta samá hodnota.

Definice 2.12. Řekneme, že agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá

vyvážitelný, jestlǐze pro každé t ∈ I a pro každé (x1, . . . , xn) ∈ In, kde n ∈ N,

existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Im takové, že

An+m(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = t. (11)

Vyvážitelnost (z angl. counterbalancement) operátoru znamená, že at’ už

do agregace vstouṕı jakékoli hodnoty, přidáńım vhodných prvk̊u z I lze dosáhnout

toho, že výsledkem celkové agregace bude libovolná hodnota z I.

Poznámka 2.2. Agregačńı operátory, které maj́ı anihilátor, nejsou vyvážitelné.

V následuj́ı větě je ukázáno, že transformaćı libovolného agregačńıho operátoru

pomoćı ryze monotónńı bijekce z I do I źıskáme opět agregačńı operátor.

Věta 2.2. Necht’ A = {An}∞n=1 na I je agregačńı operátor a necht’ ψ : I → I je

rostoućı nebo klesaj́ıćı bijekce. Potom A = {An}∞n=1 je definován pro každé n ∈ N

a každou n-tici (x1, . . . , xn) ∈ In, vztahem

Aψn(x1, . . . , xn) = ψ−1An(ψ(x1), . . . , ψ(xn)) (12)

je agregačńım operátorem.
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2.2 Členěńı agregačńıch operátor̊u

Z praktického hlediska můžeme agregačńı operátory rozdělit podle jejich vý-

stupńıch hodnot do čtyř tř́ıd: na konjunktńı, disjunktńı, pr̊uměruj́ıćı a smı́̌sené

operátory.

Charakteristickou vlastnost́ı konjunktńıch agregačńıch operátor̊u je, že výsledek

agregace neńı větš́ı než nejmenš́ı agregovaný prvek, tj. pro každé (x1, . . . , xn) ∈ In

plat́ı

An(x1, . . . , xn) ≤ min {x1, . . . , xn}. (13)

Naopak pro disjunktńı agregačńı operátory plat́ı, že výsledek agregace neńı menš́ı

než největš́ı agregovaný prvek, tj. pro každé (x1, . . . , xn) ∈ In plat́ı

An(x1, . . . , xn) ≥ max {x1, . . . , xn}. (14)

Důležitou vlastnost́ı pro pr̊uměruj́ıćı agregačńı operátory je tzv. Paretova vlast-

nost neboli vlastnost kompenzace. Zde očekáváme, že výsledek agregace lež́ı mezi

agregovanými prvky, tj. pro každé(x1, . . . , xn) ∈ In plat́ı

min {x1, . . . , xn} ≤ An(x1, . . . , xn) ≤ max {x1, . . . , xn}. (15)

Tř́ıda smı́̌sených agregačńıch operátor̊u je tvořena agregačńımi operátory, pro

které neplat́ı ani jedna z uvedených podmı́nek (13), (14), (15).

Speciálńımi př́ıpady, které patř́ı do v́ıce tř́ıd, jsou agregačńı operátory mini-

mum, jež udává nejmenš́ı hodnotu ze souboru, maximum, které udává naopak

největš́ı. Jako agregačńı operátory vyhovuj́ı základńım axiomům prvńı definice.

Tyto agregačńı operátory jsou monotónńı, symetrické, asociativńı a idempo-

tentńı. Jestliže pracujeme na omezeném intervalu I = 〈a, b〉, minimum má ani-

hilátor v bodě a, neutrálńı element v bodě b. Naopak pro maximum je bod a

neutrálńı element a bod b je anihilátor. Naopak na otevřeném intervalu I mini-

mum resp. maximum nemá anihilátor ani neutrálńı element.
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3 Konjunktńı a disjunktńı agregačńı operátory

V této kapitole se seznámı́me s konkrétńımi konjunktńımi a disjunktńımi

agregačńımi operátory a uvedeme si jejich charakteristické vlastnosti. Nejčastěji

se využ́ıvaj́ı pro modelováńı logických spojek konjunkce a disjunkce ve v́ıcehodno-

tové logice a pro modelováńı pr̊uniku a sjednoceńı fuzzy množin. Jelikož v obou

př́ıpadech je definičńım oborem agregačńıch operátor̊u uzavřený interval 〈0, 1〉,

budeme dále předpokládat, že I = 〈0, 1〉.

3.1 Definice a vlastnosti t-norem a t-konorem

Tato kapitola je věnována speciálńım konjunktńım a disjunktńım operátor̊um,

tzv. trojúhelńıkovým normám a konormám (v angl. literatuře triangular norms,

triangular conorms). S těmito agregačńımi operátory se můžeme setkat např.

v teorii rozhodováńı, v technických a technologických oborech apod., kde tyto

funkce hraj́ı podstatnou roli.

Definice 3.1. T-norma je binárńı operace T : 〈0, 1〉2 → 〈0, 1〉, splňuj́ıćı následuj́ıćı

axiomy pro každé a, b, c, d ∈ 〈0, 1〉 :

T (a, b) = T (b, a), (16)

T (T (a, b), c) = T (a, T (b, c)), (17)

T (a, b) ≤ T (c, d), ∀a ≤ c, b ≤ d, (18)

T (a, 1) = a. (19)

Definice 3.2. T-konorma je binárńı operace S : 〈0, 1〉2 → 〈0, 1〉, splňuj́ıćı následuj́ı-

ćı axiomy pro každé a, b, c, d ∈ 〈0, 1〉 :

S(a, b) = S(b, a), (20)

S(S(a, b), c) = S(a, S(b, c)), (21)

S(a, b) ≤ S(c, d), ∀a ≤ c, b ≤ d, (22)

S(a, 0) = a. (23)

12



Podmı́nky v uvedených definićıch představuj́ı komutativitu, asociativitu a mo-

notonii. Ze čtvrté podmı́nky vid́ıme, že neutrálńım elementem pro t-normy je 1

a pro t-konormy 0.

Poznámka 3.1. Definičńı vlastnosti t-norem (resp. t-konorem) reprezentuj́ı při-

rozené minimálńı požadavky, které na takovou operaci m̊užeme mı́t. Jelikož ope-

raci konjunkce (resp. disjunkce) běžně už́ıváme pro agregaci v́ıce prvk̊u, kdy nám

nezálež́ı na pořad́ı agregovaných prvk̊u, využ́ıváme vlastnost komutativitu a asoci-

ativitu. Monotonie je rovněž přirozený požadavek, nebot’ pr̊unik (resp. sjednoceńı)

menš́ıch množin je vždy menš́ı nežli pr̊unik množin věťśıch.

Vlastnosti komutativita a asociativita umožňuj́ı rozš́ı̌rit t-normy a t-konormy

(představeny jako binárńı operace) na n-árńı operace.

Definice 3.3. Necht’ T je t-norma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva argumenty je

definované vztahem

T i+1(a1, a2, . . . , ai+2) = T (T i(a1, a2, . . . , ai+1), ai+2), (24)

pro každé i=1,2,. . . n, kde T 1(a1, a2) = T (a1, a2).

Definice 3.4. Necht’ S je t-konorma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva argumenty je

definované vztahem

Si+1(a1, a2, . . . , ai+2) = S(Si(a1, a2, . . . , ai+1), ai+2), (25)

pro každé i=1,2,. . . n, kde S1(a1, a2) = S(a1, a2).

Poznámka 3.2. Posloupnost zobrazeńı T = {T i}∞i=1 (resp. S = {Si}∞i=1) tvoř́ı

agregačńı operátor. Označeńım T (resp. S) v práci označujeme jak operaci t-

normy (resp. t-konormy) tak agregačńı operátor. Z obsahu textu bude vždy zřejmé

o co se jedná, př́ıpadně na to upozorńıme.

V následuj́ıćım textu uvedeme několik př́ıklad̊u nejčastěji použ́ıvaných t-norem

a t-konorem a jejich charakteristických vlastnost́ı. Výčet charakteristických vlast-

nost́ı je doplněn o d̊ukazy v př́ıpadě, že nebyly uvedeny v námi dostupné lite-

ratuře. Souhrnná tabulka jednotlivých t-norem a t-konorem a jejich vlastnost́ı je

uvedena v př́ıloze.
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Definice 3.5. T-normu

TMIN(a, b) = min{a, b} (26)

nazveme t-norma standardńı.

V literatuře se můžeme setkat s ekvivalentńımi názvy pro standardńı t-normu

jako např: minimálńı, Zadehova a také Gödelova t-norma.

Obr. 1 Standardńı t-norma

Definice 3.6. Necht’ TMIN je standardńı t-norma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva

argumenty je definované vztahem

Tm−1
MIN(a1, a2, . . . , am) = min{a1, a2, . . . , am}. (27)

Věta 3.1. Standardńı t-norma TMIN je symetrický, asociativńı, rozložitelný a

bisymetrický agregačńı operátor.

Důkaz: Pro TMIN plat́ı, že na výsledek operace nemá žádný vliv pořad́ı agre-

gavaných prvk̊u, tedy se jedná o symetrický operátor.

Mějme xi, yj ∈ 〈0, 1〉, i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m; n,m ∈ N, m, n ≥ 2. Vlastnost

asociativitu, si můžeme ověřit následovně:

TMIN(TMIN(x1, . . . , xn), TMIN(y1, . . . , ym)) =

14



= TMIN(min{x1, . . . , xn},min{y1, . . . , ym}) = min{x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} =

= TMIN(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Vlastnost rozložitelnost ověř́ıme následovně:

TMIN(TMIN(x1, . . . , xn), . . . , TMIN(x1, . . . , xn), y1, . . . , ym) =

= min{min{x1, . . . , xn}, . . . ,min{x1, . . . , xn}, y1, . . . , ym} =

= min{x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} = TMIN(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Z Pozn. 2.1. plyne, že TMIN je bisymetrický operátor.

�

Věta 3.2. Standardńı t-norma TMIN je jediná idempotentńı t-norma, tedy pro

každé x ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

TMIN(x, x) = x.

Důkaz: Viz [4].

Př́ıklad 3.1. Ukážeme si, že standardńı t-norma neńı ryze monotónńı agregačńı

operátor. K ověřeńı ryźı monotónnosti nám postač́ı ověřit, zda při zvýšeńı některé

z agregovaných hodnot se výsledek agregace zvýš́ı.

Mějme x1 = 0, 5; x2 = 0, 8

TMIN(x1, x2) = TMIN(0, 5; 0, 8) = min{0, 5; 0, 8} = 0, 5.

Pro hodnotu zvýšenou hodnotu x2 = 0, 9 dostaneme

TMIN(x1, x2) = TMIN(0, 5; 0, 9) = min{0, 5; 0, 9} = 0, 5.

Odtud TMIN neńı ryze monotónńı operátor. �

Definice 3.7. T-normu

TL(a, b) = max{0, a+ b− 1} (28)

nazveme  Lukasiewiczova t-norma.
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Obr. 2  Lukasiewiczova t-norma

Definice 3.8. Necht’ TL je  Lukasiewiczova t-norma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než

dva argumenty je definované vztahem

Tm−1
L (a1, a2, . . . , am) = max{0,

m∑
i=1

ai − (m− 1)}. (29)

Věta 3.3.  Lukasiewiczova t-norma TL je symetrický, asociativńı a bisymetrický

agregačńı operátor.

Důkaz: Pro TL plat́ı, že na výsledek operace nemá vliv pořad́ı agregavaných

prvk̊u, tedy se jedná o symetrický operátor.

Vlastnost asociativitu si můžeme dokázat následovně.

Mějme xi ∈ 〈0, 1〉, i = 1, ..., n, pak plat́ı

TL(TL(x1, . . . , xk), TL(xk+1, . . . , xn)) =

= TL(max{0,
k∑
j=1

xj − (k − 1)},max {0,
n∑

l=k+1

xl − (n− k − 1)}) =

= max{0,
k∑
j=1

xj − (k − 1) +
n∑

l=k+1

xl − (n− k − 1)− 1} =

16



= max{0,
k∑
j=1

xj +
n∑

l=k+1

xl − k + 1− n+ k + 1− 1} = max{0,
n∑
i=1

xi − (n− 1)}.

Z Pozn. 2.1. plyne, že TL je bisymetrický operátor. aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa�

Př́ıklad 3.2. Ukážeme si, že  Lukasiewiczova t-norma neńı rozložitelný agregačńı

operátor. Mějme x1 = 0, 9; x2 = 0, 8; x3 = 0, 7 a y1 = 0, 8.

TL(x1, x2, x3, y1) = TL(0, 9; 0, 8; 0, 7; 0, 8) = max{0; 0, 9+0, 8+0, 7+0, 8−3} = 0, 2.

TL(TL(x1, x2, x3), TL(x1, x2, x3), TL(x1, x2, x3), y1) =

= TL(0, 4; 0, 4; 0, 4; 0, 8) = max{0; 0, 4 + 0, 4 + 0, 4 + 0, 8− 3} = 0.

TL(x1, x2, x3, y1) 6= TL(TL(x1, x2, x3), TL(x1, x2, x3), TL(x1, x2, x3), y1).

�

Definice 3.9. T-normu

TP (a, b) = a · b (30)

nazveme součinová t-norma.

V literatuře se setkáváme s r̊uznými synonymy jako např: produktová, pravdě-

podobnost́ı t-norma (ang. product t-norm).

Obr. 3 Součinová t-norma
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Definice 3.10. Necht’ TP je součinová t-norma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva

argumenty je definované vztahem

Tm−1
P (a1, a2, . . . , am) =

m∏
i=1

ai. (31)

Věta 3.4. Součinová t-norma TP je symetrický, asociativńı, bisymetrický a ryze

monotónńı agregačńı operátor.

Důkaz: Pro TP plat́ı, že na výsledek operace nemá žádný vliv pořad́ı agrega-

vaných prvk̊u, tedy se jedná o symetrický operátor.

Vid́ıme, že pro xi, yj ∈ 〈0, 1〉, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m; n,m ∈ N, m, n ≥ 2

plat́ı

TP (TP (x1, . . . , xn), TP (y1, . . . , ym)) = TP (x1 · . . . · xn, y1 · . . . · ym) =

= x1 · . . . · xn · y1 · . . . · ym = TP (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Z Pozn. 2.1. plyne, že TP je bisymetrický operátor.

Je zřejmé, že při zvýšeńı kterékoli hodnoty vstupuj́ıćı do operace, se nám zvýš́ı i

celkový výsledek operace, tedy TP je ryze monotónńı operátor. �

Př́ıklad 3.3. Ukážeme si, že součinová t-norma TP neńı rozložitelný agregačńı

operátor. Vid́ıme, že pro každé x1, x2, y ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

TP (x1, x2, y) = x1 · x2 · y.

TP (TP (x1, x2), TP (x1, x2), y) = TP (x1 · x2, x1 · x2, y) = x1 · x2 · x1 · x2 · y.

TP (x1, x2, y) 6= TP (TP (x1, x2), TP (x1, x2), y).

�

Definice 3.11. T-normu

TD(a, b) =

{
min{a, b}, jestlǐze max{a,b}=1

0, jinak
(32)

nazveme t-norma drastická.
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Obr. 4 Drastická t-norma

Definice 3.12. Necht’ TD je drastická t-norma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva

argumenty je definované vztahem

Tm−1
D (a1, a2, . . . , am) =

{
ai, jestlǐze aj = 1 pro každé j 6= i,

0, jinak.
(33)

Věta 3.5. Drastická t-norma TD je symetrický, asociativńı a bisymetrický agrega-

čńı operátor.

Důkaz: Pro TD plat́ı, že na výsledek operace nemá žádný vliv pořad́ı agrego-

vaných prvk̊u, tedy se jedná o symetrický operátor. Asociativitu si můžeme ověřit

následovně, pro xi, yj ∈ 〈0, 1〉, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m; n,m ∈ N, m, n ≥ 2

plat́ı

TD(TD(x1, . . . , xi), TD(xi+1, . . . , xn)) = TD(TD1, TD2).

TD1 = TD(x1, . . . , xi) =

{
xj, xk = 1 pro k = 1, . . . , i; k 6= j,

0, jinak.

TD2 = TD(xi+1, . . . , xn)

{
xj, xk = 1 pro k = i+ 1, . . . , n; k 6= j,

0, jinak.
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Můžou nám nastat čtyři př́ıpady


TD1 6= 1 ∧ TD2 6= 1, pak TD(TD1, TD2) = 0,

TD1 = 1 ∧ TD2 6= 1, pak TD(TD1, TD2) = TD2,

TD1 6= 1 ∧ TD2 = 1, pak TD(TD1, TD2) = TD1,

TD1 = TD2 = 1, pak TD(TD1, TD2) = 1.

Prvńı př́ıpad znamená, že v n-tici x1, . . . , xn jsou minimálně 2 hodnoty r̊uzné od

1, pak TD(x1, . . . , xn) = 0.

V druhých dvou př́ıpadech existuje právě jedna hodnota xj 6= 1, výsledkem je

pak xj.

V posledńım př́ıpadě jsou výsledky d́ılč́ıch t-norem rovny 1, pak i výsledek celkové

t-normy je roven 1.

Ověřili jsme tedy TD je asociativńı agregačńı operátor.

Z Pozn. 2.1. plyne, že TD je bisymetrický operátor.

�

Př́ıklad 3.4. Ukážeme si, že drastická t-norma TD neńı rozložitelný operátor.

Mějme x1 = 0, 5; x2 = 1; x3 = 1; x4 = 1; x5 = 1.

TD(x1, . . . , x5) = TD(0, 5; 1, 1, 1, 1) = 0, 5.

TD(TD(x1, . . . , x4), . . . , TD(x1, . . . , x4)︸ ︷︷ ︸
4−krát

, x5) = TD(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 1) = 0.

TD(x1, . . . , x5) 6= TD(TD(x1, . . . , x4), . . . , TD(x1, . . . , x4)︸ ︷︷ ︸
4−krát

, x5).

Obdobně jako v Př́ıkladě 3.1. lze ukázat, že drastická t-norma neńı ryze monotónńı

operátor.

�

Poznámka 3.3. Z uvedených typ̊u t-norem je jen drastická t-norma nespojitá

(viz [4]).
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Věta 3.6. Jediná t-norma T, která splňuje pro každé x ∈ 〈0, 1) vztah

T (x, x) = 0,

je drastická t-norma TD .

Důkaz: Viz [1].

Nyńı zaměř́ıme naši pozornost na t-konormy.

Definice 3.13. T-konormu

SMAX(a, b) = max{a, b} (34)

nazveme t-konorma standardńı.

V literatuře se můžeme setkat s ekvivalentńımi názvy pro standardńı t-konormu

jako např: maximálńı, Zadehova a také Gödelova t-konorma.

Obr. 5 Standardńı t-konorma

Definice 3.14. Necht’ SMAX je standardńı t-konorma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než

dva argumenty je definované vztahem

Sm−1
MAX(a1, a2, . . . , am) = max{a1, a2, . . . , am}. (35)
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Věta 3.7. Standardńı t-konorma SMAX je symetrický, asociativńı, rozložitelný a

bisymetrický agregačńı operátor.

Důkaz: Důkaz se provád́ı analogicky jako ve Větě 3.1.

�

Př́ıklad 3.5. Ukážeme si, že standardńı t-konorma neńı ryze monotónńı agregačńı

operátor.

Mějme x1 = 0, 5 a x2 = 0, 7

SMAX(x1, x2) = max{x1, x2} = max{0, 5; 0, 7} = 0, 7.

Pro hodnoty x1 = 0, 6 a x2 = 0, 7 dostaneme

SMAX(x1, x2) = max{x1, x2} = max{0, 6; 0, 7} = 0, 7.

Porovnáme-li výsledky agregace, vid́ıme, že zvýšeńım hodnoty vstupuj́ıćı do agre-

gace se nám výsledek nezvýšil. Odtud standardńı t-konorma neńı ryze monotónńı

operátor.

�

Definice 3.15. T-konormu

SL(a, b) = min{1, a+ b} (36)

nazveme  Lukasiewiczova t-konorma.

V anglické literatuře se setkáváme s  Lukasiewiczovou t-konormou pod pojmy

bold, bounded sum.
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Obr. 6  Lukasiewiczova t-konorma

Definice 3.16. Necht’ SL je  Lukasiewiczova t-konorma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než

dva argumenty je definované vztahem

Sm−1
L (a1, a2, . . . , am) = min{1,

m∑
i=1

ai}. (37)

Věta 3.8.  Lukasiewiczova t-konorma SL je symetrický, asociativńı a bisymet-

rický agregačńı operátor.

Důkaz: Důkaz se provád́ı analogicky jako ve Větě 3.3.

�

Př́ıklad 3.6. Ukážeme si, že  Lukasiewiczova t-konorma SL neńı rozložitelný

agregačńı operátor. Mějme x1 = 0, 1; x2 = 0, 1; x3 = 0, 1 a y1 = 0, 2; y2 =

0, 1; y3 = 0, 2.

SL(x1, x2, x3, y1, y2, y3) = SL(0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 2; 0, 1; 0, 2) =

= min{1; 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 + 0, 2 + 0, 1 + 0, 2} = 0, 8.

SL(SL(x1, x2, x3), SL(x1, x2, x3), SL(x1, x2, x3), y1, y2, y3) =
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= SL(min{1; 0, 1 + 0, 1 + 0, 1},min{1; 0, 1 + 0, 1 + 0, 1},min{1; 0, 1 + 0, 1 + 0, 1},

0, 2; 0, 1; 0, 1) = SL(0, 3; 0, 3; 0, 3; 0, 2; 0, 1; 0, 2) =

= min{1; 0, 3 + 0, 3 + 0, 3 + 0, 2 + 0, 1 + 0, 3} = 1.

SL(x1, x2, x3, y1, y2, y3) 6= SL(SL(x1, x2, x3), SL(x1, x2, x3), SL(x1, x2, x3), y1, y2, y3).

Obdobně jako v Př́ıkladě 3.5. lze ukázat, že  Lukasiewiczova t-konorma neńı ryze

monotónńı operátor.

�

Definice 3.17. T-konormu

SP (a, b) = a+ b− a · b (38)

nazveme t-konorma součinová.

Obr. 7 Součinová t-konorma

Definice 3.18. Necht’ SP je součinová t-konorma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva

argumenty je definované vztahem

Sm−1
P (a1, a2, . . . , am) = 1−

m∏
i=1

(1− ai). (39)
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Věta 3.9. Součinová t-konorma SP je symetrický, ryze monotónńı a bisymetrický

operátor.

Důkaz: Pro SP plat́ı, že na výsledek operace nemá žádný vliv pořad́ı agrego-

vaných prvk̊u, tedy se jedná o symetrický operátor.

Je zřejmé, že při zvýšeńı kterékoli hodnoty vstupuj́ıćı do operace, se nám zvýš́ı i

celkový výsledek operace, tedy SP je ryze monotónńı operátor.

Bisymetrii si dokážeme následovně:

SP (Sp(x11, . . . , x1n), . . . , Sp(xn1, . . . , xnn)) =

= Sp(1−
n∏
i=1

(1− x1i), . . . , 1−
n∏
i=1

(1− xni)) = 1−
n∏
j=1

n∏
i=1

(1− xji) =

= Sp(1−
n∏
i=1

(1− xj1), . . . , 1−
n∏
i=1

(1− xjn) = 1−
n∏
i=1

n∏
j=1

(1− xij).

�

Př́ıklad 3.7. Ukážeme si, že součinová t-konorma SP neńı asociativńı operátor.

Mějme x1 = 0, 2; x2 = 0, 3; x3 = 0, 5; x4 = 0, 6.

SP (x1, x2, x3, x4) = 1−(1−0, 2)·(1−0, 3)·(1−0, 5)·(1−0, 6) = 1−0, 112 = 0, 888.

SP (SP (x1, x2), SP (x3, x4)) = SP (0, 2 + 0, 3 − 0, 2 · 0, 3; 0, 5 + 0, 6 − 0, 5 · 0, 6) =

= 0, 2 + 0, 3− 0, 2 · 0, 3 + 0, 5 + 0, 6− 0, 5 · 0, 6− (0, 2 + 0, 3− 0, 2 · 0, 3) · (0, 5 +

0, 6− 0, 5 · 0, 6) = 1, 24− 0, 32 = 0, 92.

SP (x1, x2, x3, x4) 6= SP (SP (x1, x2), SP (x3, x4)).

�

Př́ıklad 3.8. Ukážeme si, že součinová t-konorma SP neńı rozložitelný operátor.

Mějme x1 = 0, 1; x2 = 0, 4; y = 0, 6.

SP (x1, x2, y) = 1− (1− 0, 1) · (1− 0, 4) · (1− 0, 6) = 1− 0, 216 = 0, 784.
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SP (SP (x1, x2), SP (x1, x2), y) = SP (0, 1+0, 4−0, 1·0, 4; 0, 1+0, 4−0, 1·0, 4; 0, 6) =

SP (0, 46; 0, 46; 0, 6) = 1− 0, 54 · 0, 54 · 0, 4 = 0, 88336.

SP (x1, x2, y) 6= SP (SP (x1, x2), SP (x1, x2), y).

�

Definice 3.19. T-konormu

SD(a, b) =

{
max{a, b}, jestlǐze min {a,b}=0,

1, jinak.
(40)

nazveme t-konorma drastická.

Obr. 8 Drastická t-konorma

Definice 3.20. Necht’ SD je drastická t-konorma. Jej́ı rozš́ıřeńı na v́ıce než dva

argumenty je definované vztahem

Sm−1
D (a1, a2, . . . , am) =

{
ai, jestlǐze aj = 0 pro každé j 6= i,

1, jinak.
(41)

Věta 3.10. Drastická t-konorma SD je symetrický, asociativńı a bisymetrický

operátor.
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Důkaz: Důkaz se provád́ı analogicky jako veVětě 3.5.

�

Př́ıklad 3.9. Ukážeme si, že drastická t-konorma SD neńı rozložitelný operátor.

Mějme x1 = 0, 5; x2 = 0; x3 = 0; x4 = 0; x5 = 0.

SD(x1, . . . , x5) = SD(0, 5; 0, 0, 0, 0) = 0, 5.

SD(SD(x1, . . . , x4), . . . , SD(x1, . . . , x4)︸ ︷︷ ︸
4−krát

, x5) = SD(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0) = 1.

SD(x1, . . . , x5) 6= SD(SD(x1, . . . , x4), . . . , SD(x1, . . . , x4)︸ ︷︷ ︸
4−krát

, x5).

Obdobně jako v Př́ıkladě 3.5. lze ukázat, že drastická t-konorma neńı ryze mo-

notónńı operátor.

�

Poznámka 3.4. Z uvedených typ̊u t-konorem je jen drastická nespojitá (viz [4]).

Věta 3.11. Jediná t-konorma S, která splňuje pro každé x ∈ 〈0, 1) vztah

S(x, x) = 0

je drastická t-konorma SD .

Důkaz: Viz [1].

3.2 Vlastnosti t-norem a t-konorem

Následuj́ıćı kapitola obsahuje věty týkaj́ıćı se vlastnost́ı t-norem a t-konorem

se specifickými požadavky na agregované prvky. Ke zpracováńı jsem využila zna-

lost́ı źıskaných z literatury [1] a zejména literatury [4].
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Věta 3.12. Pro každou t-normu T plat́ı

T (a, 0) = 0,

kde a ∈ 〈0, 1〉.

Důkaz: Viz [4].

Poznámka 3.5. Z předchoźı věty plyne, že každá t-norma má anihilátor a = 0.

Odtud plyne, že neexistuje vyvážitelná t-norma, viz Poznámka 2.2.

Věta 3.13. Pro každou t-konormu S a a ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

S(a, 1) = 1. (42)

Důkaz: Viz [4].

Poznámka 3.6. Z předchoźı věty plyne, že každá t-konorma má anihilátor a = 1.

Odtud v́ıme, že neexistuje vyvážitelná t-konorma, viz Poznámka 2.2.

Mezi t-normami a t-konormami můžeme uvažovat stejné uspořádáńı, jako

známe u funkćı.

Definice 3.21. Mějme dány t-normy T1 a T2. Řekneme, že t-norma T1 je menš́ı

nebo rovna než t-norma T2 (znač́ıme T1 ≤ T2), jestlǐze plat́ı

∀a, b ∈ 〈0, 1〉 : T1(a, b) ≤ T2(a, b). (43)

Definice 3.22. Mějme dány t-konormy S1 a S2. Řekneme, že t-konorma S1 je

menš́ı nebo rovna než t-konorma S2 (znač́ıme S1 ≤ S2), jestlǐze plat́ı

∀a, b ∈ 〈0, 1〉 : S1(a, b) ≤ S2(a, b). (44)

Věta 3.14. Mezi všemi t-normami je standardńı nejvěťśı a drastická nejmenš́ı,

tj. pro libovolnou t-normu T plat́ı

∀a, b ∈ 〈0, 1〉 : TD(a, b) ≤ T (a, b) ≤ TMIN(a, b). (45)
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Důkaz: Viz [4].

Analogicky můžeme sestavit pořad́ı t-konorem.

Věta 3.15. Mezi všemi t-konormami je standardńı nejmenš́ı a drastická nejvěťśı,

tj. pro libovolnou t-konormu S plat́ı

∀a, b ∈ 〈0, 1〉 : SMAX(a, b) ≤ S(a, b) ≤ SD(a, b). (46)

Důkaz: Viz [4].

Definice 3.23. Necht’ T je spojitá t-norma. Řekneme, že T je archimedovská

(ang. archimedean), jestlǐze

∀a ∈ (0, 1) : T (a, a) < a. (47)

Necht’ S je spojitá t-konorma. Řekneme, že S je archimedovská (ang. archime-

dean), jestlǐze

∀a ∈ (0, 1) : S(a, a) > a. (48)

Poznámka 3.7. Standardńı t-norma neńı archimedovská t-norma. Vid́ıme, že

nesplňuje definičńı podmı́nku

TMIN(a, a) = min{a, a} = a.

 Lukasiewiczova t-norma je archimedovská t-norma. Pro a ∈ (0; 0, 5〉 plat́ı

TL(a, a) = max{0, a+ a− 1} = 0 < a,

pro a ∈ (0, 5; 1) plat́ı

TL(a, a) = max{0, a+ a− 1} = 2a− 1 < a.

Součinová t-norma je archimedovská t-norma. Pro a ∈ (0, 1) plat́ı

TP (a, a) = a · a < a.
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Drastická t-norma neńı archimedovská t-norma, nejedná se o spojitou t-normu.

Standardńı t-konorma neńı archimedovská t-konorma. Nesplňuje podmı́nku

SMAX(a, a) = max{a, a} = a.

 Lukasiewiczova t-konorma je archimedovská t-konorma. Pro a ∈ (0; 0, 5) plat́ı

SL(a, a) = min{1, a+ a} = a+ a,

pro a ∈ 〈0, 5; 1) plat́ı

SL(a, a) = min{1, a+ a} = 1.

Součinová t-konorma je archimedovská t-konorma. Pro a ∈ (0, 1) plat́ı

SP (a, a) = a+ a− a · a = a(2− a) > a.

Drastická t-konorma neńı archimedovská t-konorma, nejedná se o spojitou t-

konormu.

Definice 3.24. Necht’ T je spojitá t-norma. Řekneme, že T je nilpotentńı (ang.

nilpotent), jestlǐze je archimedovská a neńı ryze monotónńı.

Necht’ S je spojitá t-norma. Řekneme, že S je nilpotentńı (ang. nilpotent), jestlǐze

je archimedovská a neńı ryze monotónńı.

Poznámka 3.8. Standardńı t-norma TMIN neńı nilpotentńı t-norma, nejedná se

o archimedovskou t-normu.

 Lukasiewiczova t-norma TL je nilpotentńı t-norma.

Součinová t-norma TP neńı nilpotentńı t-norma, jedná se o striktńı t-normu.

Drastická t-norma TD neńı nilpotentńı t-norma, nejedná se o archimedovskou t-

normu.

Standardńı t-konorma SMIN neńı nilpotentńı t-konorma, nejedná se o archime-

dovskou t-konormu.

 Lukasiewiczova t-konorma SL je nilpotentńı t-konorma.

Součinová t-konorma SP neńı nilpotentńı t-konorma, jedná se o striktńı t-konormu.

Drastická t-konorma SD neńı nilpotentńı t-konorma, nejedná se o archimedovskou

t-konormu.
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Obecně maj́ı archimedovské t-normy a t-konormy následuj́ıćı vlastnost.

Věta 3.16. Necht’ T je archimedovská t-norma. Pak pro každé a ∈ (0, 1) a ε > 0

existuje n ∈ N takové, že

T (a, a, . . . , a)︸ ︷︷ ︸
n−krát

< ε. (49)

Necht’ S je archimedovská t-konorma. Pak pro každé a ∈ (0, 1) a ε > 0 existuje

n ∈ N takové, že

S (a, a, . . . , a)︸ ︷︷ ︸
n−krát

> 1− ε. (50)

Důkaz: Viz [4].

Pokud však jde o nilpotentńı t-normy a t-konormy, pak plat́ı silněǰśı verze

této vlastnosti.

Věta 3.17. Necht’ T je nilpotentńı t-norma. Pak pro každé a ∈ (0, 1) existuje

n ∈ N takové, že

T (a, a, . . . , a)︸ ︷︷ ︸
n−krát

= 0. (51)

Necht’ S je nilpotentńı t-konorma. Pak pro každé a ∈ (0, 1) existuje n ∈ N takové,

že

S (a, a, . . . , a)︸ ︷︷ ︸
n−krát

= 1. (52)

Důkaz: Viz [4].

3.3 Parametrické tř́ıdy t-norem a t-konorem

Tato podkapitola je věnována parametrickým tř́ıdám t-norem a t-konorem.

Kapitola zahrnuje vybrané nejznáměǰśı parametrické tř́ıdy. Těchto parametrických

tř́ıd existuje velké množstv́ı (viz literatura [1] a [5]). Častým rysem jednotlivých
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tř́ıd je skutečnost, že s t́ım, jak parametr těchto tř́ıd inklinuje k hranici jeho roz-

sahu, dostaneme t-normy TMIN a TD (resp. t-konormy SMAX a SD) jako krajńı

členy těchto tř́ıd.

Definice 3.25. Frankova tř́ıda je parametrická tř́ıda spojitých archimedovských

t-norem definovaná pro 0 ≤ p ≤ ∞ následuj́ıćımi vztahy

T Fp (x, y) =


TMIN(x, y), jestlǐze p=0,

TP (x, y), jestlǐze p=1,

TL(x, y), jestlǐze p = ∞,

logp

(
1 + (px−1)(py−1)

(p−1)

)
, jinak.

(53)

Poznámka 3.9. M̊užeme si všimnout, že T Fp je pro p <∞ ryze monotónńı.

Obr. 9 Frankova tř́ıda pro r̊uzné hodnoty parametru

Definice 3.26. Schweizer-Sklarova tř́ıda je parametrická tř́ıda rostoućıch t-norem

parametru p, kde −∞ ≤ p ≤ ∞, x, y ∈ 〈0, 1〉 definována vztahem

T SSp (x, y) =



TMIN(x, y), jestlǐze p = −∞,

(xp + yp − 1)
1
p , jestlǐze −∞ < p < 0,

TP (x, y), jestlǐze p=0,

max{xp + yp − 1, 0}
1
p , jestlǐze 0 < p <∞,

TD(x, y), jestlǐze p = ∞.

(54)
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Poznámka 3.10. V př́ıpadech, kdy x = 0 nebo y = 0 je T SSp = 0.

M̊užeme si všimnout, že T SSp je pro p > −∞ archimedovká, pro p ∈ (−∞, 0〉 ryze

monotónńı a pro p ∈ (0,∞) nilpotentńı.

Obr. 10 Schweizer-Sklarova tř́ıda pro r̊uzné hodnoty parametru

Definice 3.27. Yagerova tř́ıda rostoućıch t-norem parametru p, kde 0 ≤ p ≤ ∞,

x, y ∈ 〈0, 1〉 je dána následovně

T Yp (x, y) =


TD(x, y), jestlǐze p=0,

max
{

1− ((1− x)p + (1− y)p)1/p , 0
}
, jestlǐze 0 < p <∞,

TMIN(x, y), jestlǐze p = ∞,

(55)
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Poznámka 3.11. M̊užeme si všimnout, že T Yp je pro 0 < p < ∞ nilpotentńı a

speciálně pro p = 1 plat́ı T Yp = TL.

Obr. 11 Yagerova tř́ıda pro r̊uzné hodnoty parametru

Definice 3.28. Dombiho tř́ıda parametrických t-norem je definována pro para-

metr p, kde 0 ≤ p ≤ ∞ a x, y ∈ 〈0, 1〉 takto

TDp (x, y) =


0, jestlǐze x=0 nebo y=0,

TD(x, y), jestlǐze p=0,

TMIN(x, y), jestlǐze p = ∞,
1

1+(( 1−x
x )

p
+( 1−y

y )
p
)

1
p
, jinak.

(56)
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Poznámka 3.12. M̊užeme si všimnout, že TDp je pro 0 < p <∞ ryze monotónńı

a speciálně pro p = 1 plat́ı TDp = TL.

Obr. 12 Dombiho tř́ıda pro r̊uzné hodnoty parametru
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3.4 Fuzzy negace a duálńı t-normy a t-konormy

V této kapitole se seznámı́me s negaćı, jej́ımi základńımi typy. Budeme ji

potřebovat v páté kapitole, která se zabývá praktickými aplikacemi. Ke zpra-

cováńı této kapitoly jsem využila literatury [1] a [4].

Definice 3.29. Zobrazeńı N : 〈0, 1〉 → 〈0, 1〉 se nazývá negace, jestlǐze je neros-

toućı a splňuje následuj́ıćı axiomy

N(0) = 1, N(1) = 0. (57)

Definice 3.30. Negaci z předchoźı definice nazveme striktńı, jestlǐze je nav́ıc

klesaj́ıćı a spojitá. Nazveme ji silná negace, jestlǐze splňuje podmı́nku

∀x ∈ 〈0, 1〉 : N(N(x)) = x. (58)

Silná negace bývá v literatuře nazývána též fuzzy negaćı a často se označuje

¬ (viz např. [4]).

Dı́ky tomu, že striktńı negace N je klesaj́ıćı a spojitá funkce, je i jej́ı inverze

N−1 striktńı negaćı.

Definice 3.31. Intuitionistická negace NI je definována následuj́ıćım vztahem

NI(x) =

{
1, jestlǐze x=0,

0, jinak.
(59)

Slabá negace NW je definována následuj́ıćım vztahem

NW (x) =

{
1, jestlǐze x < 1,

0, jestlǐze x=1.
(60)

Standardńı negace N je definována vztahem

N(x) = 1− x. (61)

Poznámka 3.13. Silné negace m̊užeme źıskat volbou parametru λ v následuj́ıćım

vztahu

Nλ(x) =
1− x

1 + λx
, (62)

kde λ > −1.
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Poznámka 3.14. Standardńı negace je silná negace. Př́ıkladem striktńı a zároveň

ne silné negace je N
′
, daná vztahem N

′
= 1− x2.

Definice 3.32. Necht’ T je t-norma, S je t-konorma a N je striktńı negace.

Uspořádanou trojici (T,S,N) nazýváme De Morganova trojice, jestlǐze plat́ı

N(S(x, y)) = T (N(x), N(y)). (63)

Uvedená trojice źıskala název po anglickém matematikovi a logikovi Augustu

De Morganovi (1806–1871).

Následuj́ıćı věta popisuje zp̊usob, jakým lze zkonstruovat duálńı t-normu k

dané t-konormě.

Věta 3.18. Necht’ N je striktńı negace, T je t-norma. Necht’ t-konorma S je

definována pro každé x, y ∈ 〈0, 1〉 následovně

S(x, y) = N−1(T (N(x), N(y))). (64)

Pak trojice (T, S, N) je De Morganova trojice.

Důkaz: Viz [4].

Poznámka 3.15. Je-li t-norma v předchoźım tvrzeńı spojitá, pak i t-konorma S

je spojitá funkce.

Poznámka 3.16. Pokud u duality neuvedeme, vzhledem k jaké negaci je chápána,

pak automaticky předpokládáme standardńı fuzzy negaci.

V následuj́ıćı poznámce si uvedeme, vzhledem k jaké negaci jsou t-normy a

t-konormy, se kterými jsme se seznámili v předchoźı kapitole, duálńı. Tvrzeńı je

uvedeno v literatuře [4], ale d̊ukaz neńı doplněn. Ukážeme si ověřeńı tvrzeńı pro

 Lukasiewiczovy a součinové operace.
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Poznámka 3.17. a

 Lukasiewiczovy operace TL, SL jsou duálńı vzhledem ke standardńı negaci.

Tvrzeńı m̊užeme ověřit pomoćı formule (62) následovně.

N(SL(x, y)) = N(min{1, x+ y}) = max{1− 1, 1− x− y} = max{0, 1− x− y}.

TL(N(x), N(y)) = TL(1−x, 1−y) = max{0, 1−x+1−y−1} = max{0, 1−x−y}.

Součinové operace TP , SP jsou duálńı vzhledem ke standardńı negaci.

Ukážeme si, jak m̊užeme ověřit platnost toho tvrzeńı.

N(SP (x, y)) = N(x+ y − x · y) = 1− x− y + x · y.

TP (N(x), N(y)) = TP (1− x, 1− y) = (1− x) · (1− y) = 1− x− y + x · y.

Standardńı operace TMIN , SMAX jsou duálńı vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Drastické operace TD, SD jsou duálńı vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.
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4 Využit́ı konjunktńıch a disjunktńıch agregač-

ńıch operátor̊u

T-normy a t-konormy slouž́ı k modelováńı pr̊uniku a sjednoceńı fuzzy množin

a ve fuzzy logice je využ́ıváme k modelováńı logických spojek konjunkce a dis-

junkce. K nastudováńı a ke zpracováńı následuj́ıćıho textu jsem využila publikace

[10] a znalost́ı źıskaných z přednášek předmětu Fuzzy množiny I a II vedené doc.

RNDr. Talašovou, CSc.

Nyńı si stručně představ́ıme základńı pojmy teorie fuzzy množin.

4.1 Modelováńı pr̊uniku a sjednoceńı fuzzy množin

Profesor kalifornské univerzity v Berkley L. A. Zadech v roce 1965 publikoval

článek, který zahájil rozvoj modifikované teorie množin, tzv. fuzzy množin, které

jsou nástrojem pro matematický popis vágńıch a nepřesných pojmů.

Základńı myšlenka fuzzy množin je jednoduchá. Pokud nejsme schopni stano-

vit přesné hranice tř́ıdy vymezené vágńım pojmem, nahrad́ıme toto rozhodnut́ı

mı́rou vyb́ıranou z nějaké škály. Každý prvek bude mı́t přǐrazenou mı́ru, která

vyjadřuje jeho mı́sto a roli v této tř́ıdě. Bude-li škála uspořádaná, pak menš́ı mı́ra

bude vyjadřovat, že daný prvek lež́ı někde na okraji tř́ıdy. Tuto mı́ru nazýváme

stupněm př́ıslušnosti daného prvku k dané tř́ıdě. Tř́ıda, v ńıž každý prvek je cha-

rakterizován stupněm př́ıslušnosti k této tř́ıdě, se nazývá fuzzy množina. Lze také

ř́ıci, že stupeň př́ıslušnosti vyjadřuje stupeň našeho přesvědčeńı, že daný prvek

patř́ı do dané fuzzy množiny.

Definice 4.1. Necht’ je dána množina U, tzn. univerzum. Pak fuzzy množina A

na univerzu U je definována zobrazeńım

µA : U → 〈0, 1〉. (65)

Funkci µA nazýváme funkćı př́ıslušnosti fuzzy množiny A. Pro každé x ∈ U na-

zveme hodnotu µA(x) stupněm př́ıslušnosti prvku x k fuzzy množině A.
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Poznámka 4.1. Fuzzy množina na U je jednoznačně určena svou funkćı př́ıslušno-

sti. V klasické teorii množin jsou množiny určeny charakteristickou funkćı, která

nabývá hodnot 0 nebo 1, podle toho zda prvek do dané množiny patř́ı či nikoli.

Funkce př́ıslušnosti v teorii fuzzy množin umožňuje přiřadit př́ıslušnost prvku k

množinám v rozmeźı od 0 do 1, včetně obou hraničńıch hodnot. V př́ıpadě, že

fuzzy množina je definována na diskrétńım univerzu, pak funkce př́ıslušnosti je

dána výčtem prvk̊u.

Poznámka 4.2. Dále budeme pomoćı stejného ṕısmena označovat jak fuzzy množi-

nu A tak i jej́ı funkci př́ıslušnosti A(.). Stupeň př́ıslušnosti, s ńımž prvek x ∈ U

nálež́ı fuzzy množině A, označujeme A(x).

Poznámka 4.3. Systém všech fuzzy množin definovaných na univerzu U budeme

označovat F(U). To, že A je fuzzy množina definovaná na U , budeme zapisovat

A ∈ F(U).

Je známé, že klasické množinové operace (např. doplněk, pr̊unik, sjednoceńı)

definované na univerzu U pro jakékoli množiny A,B,C ⊆ U splňuj́ı všechny

vlastnosti uvedené v Tab. 1 (viz [1]). Výčet těchto vlastnost́ı by mohl být zúžen,

některé vlastnosti jsou d̊usledkem jiných. Uvád́ıme zde však výčet všech pojme-

novaných vlastnost́ı.

idempotence A ∪ A = A A ∩ A = A

komutativita A ∪B = B ∪ A A ∩B = B ∩ A
asociativita A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
absorpce A ∪ (A ∩B) = A A ∩ (A ∪B) = A

distributivita A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C) A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C)

identita A ∪ ∅ = A A ∩ U = A

komplementarita A ∪ AC = U A ∩ AC = ∅

involuce (AC)C = A -

De Morganovy
zákony

(A ∪B)C = AC ∩BC (A ∩B)C = AC ∪BC

Tab. 1 Vlastnosti operaćı
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Vlastnost komplementarita je pro operaci sjednoceńı též známá pod názvem

,,zákon vynecháńı třet́ıho” a pro pr̊unik jako ,,zákon kontradikce”.

Chceme-li pracovat s fuzzy množinami definovanými na univerzu U, které

připoušt́ı, že prvek nálež́ı do této množiny jen z části, rozš́ı̌ŕıme operace s množinami

(doplněk, pr̊unik, sjednoceńı) na př́ıpad s fuzzy množinami pomoćı operaćı ne-

gace, t-norma, t-konorma

• AC(a) = N(A(a)),

• (A ∩B)(a) = T (A(a), B(a)),

• (A ∪B)(a) = S(A(a), B(a)).

Na následuj́ıćıch grafech si ukážeme, jak vypadaj́ı pr̊uniky a sjednoceńı dvou

fuzzy množin namodelované pomoćı základńıch typ̊u t-norem a t-konorem.

Mějme dány fuzzy množiny A, B (viz Obr. 13), jejich pr̊uniky a sjednoceńı

jsou ukázány na Obr. 14 až Obr. 17.

Obr. 13 Fuzzy množiny A, B
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Obr. 14 Modelováńı pr̊uniku dvou fuzzy množin pomoćı standardńı a  Lukasie-

wiczovy t-normy

Obr. 15 Modelováńı pr̊uniku dvou fuzzy množin pomoćı součinové a drastické

t-normy

Obr. 16 Modelováńı sjednoceńı dvou fuzzy množin pomoćı standardńı a  Lukasie-

wiczovy t-konormy
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Obr. 17 Modelováńı sjednoceńı dvou fuzzy množin pomoćı součinové a dras-

tické t-konormy

V následuj́ıćım textu ověř́ıme, které z vlastnost́ı uvedené v Tab. 1 plat́ı pro

jednotlivé základńı t-normy a t-konormy, které jsme studovali v teoretické části.

Vlastnost komutativita a asociativita patř́ı mezi definičńı axiomy t-normy resp.

t-konormy, proto je v tomto textu dále nerozeb́ıráme.

Vı́me, že jediné idempotentńı operace jsou standardńı t-normy resp. t-konormy.

Na Obr. 18 (resp. Obr. 19) ilustrujeme hodnoty A ∪ A (resp. A ∩ A) při použit́ı

základńıch t-norem (resp. t-konorem), modře je znázorněna fuzzy množina A a

černě výsledná operace.

Obr. 18 Vlastnost idempotence t-norem
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Obr. 19 Vlastnost idempotence t-konorem

Po ověřeńı vlastnosti absorpce standardńı t-konormy dostaneme pro každé

a, b ∈ 〈0, 1〉

SMAX(A(a), TMIN(A(a), B(b))) = max{A(a),min{A(a), B(b)}} = A(a).

Obdobně pro standardńı t-normu, pro každé a, b ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

TMIN(A(a), SMAX(A(a), B(b))) = min{A(a),max{A(a), B(b)}} = A(a).

Na následuj́ıćıch obrázćıch vid́ıme, že pro ostatńı operace vlastnost absorpce

neplat́ı. Zeleně jsme označili fuzzy množinu A, modrou barvou znač́ıme fuzzy

množinu B a černou barvou znač́ıme výslednou operaci.
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Obr. 20 Vlastnost absorpce t-norem

Obr. 21 Vlastnost absorpce t-konorem

Jako distributivńı operátor se ukázala standardńı t-norma a standardńı t-

konorma, kde pro každé a, b, c ∈ 〈0, 1〉
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SMAX(A(a), TMIN(B(b), C(c))) = max{A(a),min{B(b), C(c)} =

= min{max{A(a), B(b)},max{A(a), B(b)}.

Daľśı vlastnost́ı je identita. Množinu neobsahuj́ıćı žádný prvek nazýváme

prázdná množina a označujeme ∅. Prázdná množina je speciálńım př́ıpadem

fuzzy množiny, jej́ıž funkce př́ıslušnosti je rovna nule. Naopak množina obsahuj́ıćı

všechny prvky je univerzum, jej́ı funkce př́ıslušnosti je rovna jedné.

Nejprve vlastnost identitu ověř́ıme pro operace konjunkce, kde pro každé

a, b, c ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

SMAX(A(a), 0) = max{A(a), 0} = A(a).

SP (A(a), 0) = A(a) + 0− A(a) · 0 = A(a).

SL(A(a), 0) = min{1, A(a) + 0}} = A(a).

SD(A(a), 0) =

{
max{A(a), 0}, jestliže min{A(a), 0} = 0,

1, jinak.
= A(a).

Obdobně provedeme ověřeńı pro operace disjunkce, kde pro každé a, b, c ∈

〈0, 1〉 plat́ı

TMIN(A(a), 1) = min{A(a), 1} = A(a).

TP (A(a), 1) = A(a) · 1 = A(a).

TL(A(a), 1) = max{0, A(a) + 1− 1}} = A(a).

TD(A(a), 1) =

{
min{A(a), 1}, jestliže max{A(a), 1} = 1,

1, jinak.
= A(a).

Na Obr. 22 (resp. Obr. 23) vid́ıme, jak dopadlo ověřeńı vlastnosti komplemen-

tarity. Fuzzy množinu A jsme označili modře, jej́ı negaci jsme označili zeleně a

výsledná operace je znázorněna černě. Platnost se prokázala pro  Lukasiewiczovu

a drastickou t-normu, resp. t-konormu.
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Obr. 22 Vlastnost komplementarita t-norem

Obr. 23 Vlastnost komplementarita t-konorem
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Máme-li dánu fuzzy množinu A definovanou na univerzu U a jej́ı doplněk AC

je definovaný pomoćı silné negace N , pak jestliže plat́ı zákon vynecháńı třet́ıho

(resp. zákon kontradikce), pak operace sjednoceńı (resp. pr̊unik) neńı idempo-

tentńı.

Z poznámky v literatuře [1] plyne, že pokud jsou operace a sjednoceńı vzájemně

distributivńı, pak ani zákon vynecháńı třet́ıho ani zákon kontradikce nemůžou

platit. Muśıme si tedy vybrat mezi platnost́ı obou zákon̊u na jedné straně a mezi

vzájemnou distributivitou a idempotenćı na straně druhé.

Pro ověřeńı vlastnosti involuce, provedeme dvojitou negaci fuzzy množiny A,

která je značena modrou barvou. Za negaci postupně voĺıme intuitionistickou,

slabou a standardńı negaci, která je značena černě. Jako involutivńı negace se

ukáže standardńı negace N(x). Což můžeme i jednoduše ověřit pomoćı dosazeńı

N(N(x)) = N(1− x) = 1− 1 + x = x.

Obr. 24 Vlastnost involuce
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Významně se operace t-norma a t-konorma uplatńı při modelováńı pr̊uniku a

sjednoceńı jazykových proměnných.

Jazykové proměnné se využ́ıvaj́ı k sestavováńı systému pravidel, dle kterých

se ř́ıd́ı zař́ızeńı naprogramované technologíı fuzzy logic. Pod pojmem technologie

fuzzy logic se skrývá moderńı technologie, která umožňuje př́ıstroj̊um pomoćı

senzor̊u zjistit, jak prob́ıhá vykonávaná činnost a podle výsledk̊u upravit běh

pracovńıho cyklu.

Zař́ızeńı naprogramované pomoćı technologie fuzzy logic se ř́ıd́ı algoritmy,

které jsou zadány dle expertně stanovených znalost́ı. Informace, které pro sesta-

vováńı programu odborńıci potřebuj́ı, nebývaj́ı zadána exaktně (matematickým

popisem nebo funkćı). Častěji se setkáváme s př́ıpady, kdy jsou tato vstupńı data,

ze kterých autoři softwaru vycházej́ı, zadána jazykově. Jsou zadána pomoćı tzv.

jazykových proměnných.

Pod pojmem jazyková proměnná rozumı́me proměnnou, jej́ımiž hodnotami

jsou jazykové termy. Jazykové termy jsou interpretované jako fuzzy množiny na

R, nejčastěji jako fuzzy č́ısla. Výhodou jazykové proměnné je to, že ji vyjádř́ıme

pomoćı konečně mnoha hodnot reálné proměnné. Obor hodnot reálné proměnné

je totožný s univerzem, na kterém jsou definovány významy hodnot dané jazykové

proměnné. Smyslem jazykové proměnné je tedy to, že můžeme nespočetně mnoho

hodnot reálné proměnné nahradit několika málo fuzzy hodnotami, které jsou nav́ıc

jazykově popsány.

Pro úplnost uvád́ıme obecnou definici jazykové proměnné, definici reálné ne-

boli bazické proměnné. Seznámı́me čtenáře s definićı fuzzy č́ısla, které využ́ıváme

k interpretaci jazykových termů a s jazykovou škálou.

Definice 4.2. Jazykovou proměnnou rozumı́me uspořádanou pětici

(V , T (V), X, G, M), (66)

kde symbol V označuje jméno jazykové proměnné, T (V) je množina jazykových

hodnot proměnné V, X je univerzum, na kterém jsou definovány fuzzy množiny

představuj́ıćı významy jazykových hodnot, G označuje syntaktické pravidlo tzv.

49



gramatiku zavedenou pro generováńı jazykových hodnot z T (V) a symbol M označu-

je sémantické pravidlo, tj. zobrazeńı, které každé hodnotě C ∈ T (V) přiřad́ı jej́ı

význam C = M(C), který je fuzzy množinou na X.

Definice 4.3. Bazickou proměnnou přidruženou k jazykové proměnné

(V , T (V), X, G, M),

rozumı́me uspořádanou dvojici

(ν,X), (67)

kde symbol ν označuje jméno bazické proměnné, X je obor jej́ıch reálných hodnot.

Důležitou roli v teorii fuzzy množin maj́ı následuj́ıćı pojmy, které využijeme

v definici fuzzy č́ısla.

Definice 4.4. Necht’ je dána fuzzy množina A na univerzu U a reálné č́ıslo α ∈

〈0, 1〉. Pak α-řezem fuzzy množiny A nazveme množinu

Aα = {x ∈ U |A(x) ≥ α}. (68)

Jádrem fuzzy množiny A na univerzu U rozumı́me množinu

Ker A = {x ∈ U |A(x) = 1}. (69)

Nosičem fuzzy množiny A na univerzu U nazýváme množinu

Supp A = {x ∈ U |A(x) > 0}. (70)

Výška fuzzy množiny A na univerzu U je definována vztahem

hgt A = supx∈UA(x). (71)

Definice 4.5. Fuzzy množina A na univerzu U se nazývá normálńı, jestlǐze

KerA 6= ∅. (72)

Fuzzy č́ısla intuitivně reprezentuj́ı hodnotu, která je nepřesná, tj. hodnotu,

kterou lze slovně charakterizovat pomoćı výraz̊u ,,asi”, ,,zhruba” apod.
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Definice 4.6. Fuzzy množina C definovaná na množině reálných č́ısel R, která

splňuje následuj́ıćı vlastnosti

1. C je normálńı množina,

2. α řezy Cα představuj́ı pro všechna α ∈ (0, 1〉 uzavřené intervaly,

3. nosič C je ohraničený,

se nazývá fuzzy č́ıslo.

Definice 4.7. Řekneme, že jazyková proměnná (V , T (V), 〈A,B〉), definuje na

intervalu 〈A,B〉 jazykovou škálu, jestlǐze fuzzy č́ısla T1, . . . , Ts modeluj́ıćı významy

jazykových hodnot T1, . . . , Ts tvoř́ıćıch množinu T (V) představuj́ı fuzzy rozklad in-

tervalu 〈A,B〉, tj.

∀x ∈ 〈A,B〉 :
s∑
i=1

Ti(x) = 1 (73)

Mezi př́ıklady elementárńıch termů jazykové škály patř́ı: špatný, pr̊uměrný,

dobrý; podpr̊uměrný, pr̊uměrný, nadpr̊uměrný; malý, středńı, vysoký.

Často je výhodou pracovat s jazykovou proměnnou s bohatš́ı strukturou hod-

not, kdy k elementárńım termům tvoř́ıćıch jazykovou škálu přidáváme ještě termy

odvozené. Př́ıkladem bohatš́ıch struktur je obohacená jazyková škála a rozvinutá

jazyková škála. V př́ıpadě obohacené jazykové škály mezi významy termů patř́ı

např́ıklad v́ıceméně špatný, špatný, určitě špatný, pr̊uměrný, v́ıceméně dobrý,

dobrý, určitě dobrý. V př́ıpadě rozš́ı̌rené jazykové škály vypadaj́ı významy termů

např́ıklad takto špatný, pr̊uměrný až špatný, pr̊uměrný, pr̊uměrný až dobrý, dobrý.

Na následuj́ıćıch grafech ilustrujeme modelováńı pr̊uniku (resp. sjednoceńı)

jazykové proměnné ,,Hodnoceńı”. Jazyková proměnná je vyjádřena hodnotami

špatný, pr̊uměrný, dobrý a pomoćı fuzzy č́ısel S,P,D. Tato fuzzy č́ısla jsou v daném

př́ıkladě definovaná na univerzu 〈0, 5〉, pod t́ımto intervalem si můžeme představit

např. bodovou škálu. Fuzzy č́ısla jsou označena zelenou, modrou a červenou bar-

vou a výsledné operace pr̊uniku a sjednoceńı jsou znázorněny černou barvou.
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Obr. 25 Jazyková proměnná

Obr. 26 Modelováńı pr̊uniku pomoćı standardńı a  Lukasiewiczovy t-normy

Obr. 27 Modelováńı pr̊uniku pomoćı součinové a drastické t-normy
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Obr. 28 Modelováńı sjednoceńı pomoćı standardńı a  Lukasiewiczovy t-konormy

Obr. 29 Modelováńı pr̊uniku pomoćı součinové a drastické t-konormy

Na následuj́ıćım př́ıkladě si uvedeme jednu z možnost́ı využit́ı modelováńı

pr̊uniku a sjednoceńı fuzzy množin.

Př́ıklad 4.1. Chceme rozeslat nab́ıdku zbož́ı mezi naše stávaj́ıćı zákazńıky. Jako

informačńı zdroj nám poslouž́ı databáze s potřebnými informacemi, kterou si ve-

deme. Výjimku tvoř́ı zákazńık označen ṕısmenem L, u kterého nemáme údaje

dostupné.

Pro tuto konkrétńı nab́ıdku vycháźıme z charakteristik: výška, váha, věk, hmot-

nost a pr̊uměrný měśıčńı př́ıjem. V Tab. 2 jsou uvedeny dostupné údaje o jed-

notlivých zákazńıćıch, kde váha je uvedena v kilogramech, výška je udána v cen-

timetrech a pr̊uměrný měśıčńı př́ıjem je uveden v tiśıćıch.
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klient A B C D E F G H I J K L

věk 21 24 36 32 36 38 40 40 42 48 54 -

váha 86 78 91 88 79 90 92 86 90 82 84 -

výška 185 182 180 178 187 179 170 182 189 179 186 -

př́ıjem 10 12 14 10 8 18 12 30 23 20 18 -

Tab. 2 Databáze zákazńık̊u

Obr. 30 Fuzzy množiny charakteristik hmotnost a věk

Obr. 31 Fuzzy množiny charakteristik př́ıjem a výška

Nab́ıdku zbož́ı chceme rozeslat zákazńık̊um, kteř́ı maj́ı malou až středńı výšku,

patř́ı do skupiny lid́ı ve středńım věku s věťśı hmotnost́ı a s měśıčńım př́ıjmem

pr̊uměrným až vysokým.

Vybrané fuzzy množiny si označ́ıme následovně: malá výška ozn. MV, středńı

výška ozn. SV, středńı věk ozn. STRVEK, vyšš́ı hmotnost ozn. VHM, pr̊uměrný

př́ıjem ozn. PR, vysoký př́ıjem ozn. VP. Fuzzy množinu malá až středńı výška za-
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pisujeme (MV ∪SV ), fuzzy množinu pr̊uměrný až vysoký měśıčńı př́ıjem znač́ıme

(PR ∪ V P ). Výslednou množinu vybraných zákazńık̊u označ́ıme VZ, m̊užeme ji

zapsat následovně V Z = (MV ∪ SV ) ∩ STRV EK ∩ V HM ∩ (PR ∪ V P ).

Zákazńıkovi s chyběj́ıćımi informacemi (ozn. L) přiřad́ıme stupně př́ıslušnosti

ke všem skupinám 0,5.

klient A B C D E F G H I J K L

mlad́ı 1 1 0 0,3 0 0 0 0 0 0 0 0,5

středńı věk 0 0 1 0,7 1 1 1 1 1 0,7 0,1 0,5

stař́ı 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,3 0,9 0,5

Tab. 3 Stupně př́ıslušnosti zákazńık̊u k fuzzy množinám mlad́ı, středńı věk, stař́ı

klient A B C D E F G H I J K L

malá 0 0,4 0 0 0,2 0 0 0 0 0 0 0,5

středńı 0,8 0,6 0 0,4 0,8 0 0 0,8 0 1 1 0,5

vyšš́ı 0,2 0 1 0,6 0 1 1 0,2 1 0 0 0,5

Tab. 4 Stupně př́ısl. zákazńık̊u k fuzzy množinám malá, středńı, vyšš́ı hmotnost

klient A B C D E F G H I J K L

malá 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0 0 0 0,5

středńı 0,5 0,8 1 1 0,3 1 0,5 0,8 0,1 1 0,4 0,5

vysoká 0,5 0,2 0 0 0,7 0 0 0,2 0,9 0 0,6 0,5

Tab. 5 Stupně př́ısl. zákazńık̊u k fuzzy množinám malá, středńı, vysoká výška

klient A B C D E F G H I J K L

malý 1 0,6 0,2 1 1 0 0,6 0 0 0 0 0,5

pr̊uměrný 0 0,4 0,8 0 0 1 0,4 0 0,4 1 1 0,5

vysoký 0 0 0 0 0 0 0 1 0,6 0 0 0,5

Tab. 6 Stupně př́ısl. zákazńık̊u k fuzzy množinám malý, pr̊uměrný, vysoký př́ıjem
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Sestav́ıme si tabulku se stupni př́ıslušnosti jednotlivých zákazńık̊u k daným

fuzzy množinám na základě vybraných operaćı sjednoceńı a pr̊uniku. Dolńım in-

dexem S označujeme operace sjednoceńı, pr̊unik a výslednou množinu v př́ıpadě

užit́ı standardńıch t-norem a t-konorem, tj.

(MV ∪S SV ) = max{MV,SV },

(PR ∪S V P ) = max{PR, V P},

V ZS = (MV ∪S SV ) ∩S STRV EK ∩S V HM ∩S (PR ∪S V P ) =

= min{max{MV,SV }, STRV EK, V HM,max{PR, V P}}.

Obdobně dolńım indexem L označujeme užit́ı  Lukasiewiczových t-norem a t-konorem

a indexem P označujeme užit́ı součinových t-norem a t-konorem.

Kritérium, na základě kterého se rozhodneme, komu pošleme naši nab́ıdku,

jsme si zvolili hodnotu stupně př́ıslušnosti k výsledné fuzzy množině věťśı než 0,5.

klient A B C D E F G H I J K L

V ZS 0 0 0,8 0 0 1 0,4 0,2 0,1 0 0 0,5

V ZL 0 0 0,8 0 0 1 0,4 0 0,1 0 0 0

V ZP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,015625

V ZD 0 0 0,8 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Tab. 7 Stupně př́ıslušnosti zákazńık̊u k výsledné množině podle jednotlivých typ̊u

t-norem a t-konorem

Dle standardńıch operaćı do výsledné skupiny vybraných zákazńık̊u patř́ı C, F,

G, H, I, K, L se svými stupni př́ıslušnosti. Nab́ıdku pošleme zákazńık̊um C, F, L,

dle kritéria rozeslat nab́ıdky zákazńık̊um se stupni př́ıslušnosti k výsledné množině

aspoň 0,5.

Dle  Lukasiewiczových operaćı do výsledné skupiny vybraných zákazńık̊u patř́ı

C, F, G, I se svými stupni př́ıslušnosti. Nab́ıdku pošleme zákazńık̊um C, F.

Dle součinových operaćı do skupiny vybraných zákazńık̊u patř́ı pouze zákazńık

L. Nab́ıdku bysme mu, ale při užit́ı součinových t-norem a t-konorem neodeslali.
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Dle drastických operaćı do výsledné skupiny vybraných zákazńık̊u patř́ı C, F

se svými stupni př́ıslušnosti. Těmto zákazńık̊um také odešleme nab́ıdku.

�

4.2 Fuzzy logika

Nejprve se ve stručnosti seznámı́me s v́ıcehodnotovou logikou, která nás přivede

na fuzzy logiku a jej́ı základńı rozděleńı. Při zpracováńı jsem čerpala zejména z

publikaćı [2] a [4] a také jsem využila informačńıch zdroj̊u [3], [8] a [9].

V životě se často dostáváme do situaćı, kdy si nejsme zcela jisti, zda tvrzeńı

je určitě správné, např. se setkáváme s tvrzeńım, že pacient má pravděpodobně

danou nemoc, ale stále máme určité pochybnosti. Popis tohoto uvažováńı vede

k v́ıcehodnotové logice, kde kromě hodnot pravda (hodnota 1) a nepravda (hod-

nota 0), uvažované v klasické logice, připoušt́ıme i hodnotu udávaj́ıćı stupeň

našeho přesvědčeńı např. hodnoty udávané v procentech.

Nejznáměǰśım a nejstarš́ım představitelem v́ıcehodnotových logik je logika

trojhodnotová, kde je zvykem význam třet́ı hodnoty chápat jako nev́ım (ozn.

1/2 ). Mezi v́ıcehodnotovou logiku zařazujeme také fuzzy logiku.

V klasické logice je počet možných hodnot argument̊u roven dvěma a in-

terpretaci logické spojky lze určit výčtem všech možnost́ı. K tomu nám slouž́ı

pravdivostńı tabulky logických operaćı. Na následuj́ıćı tabulce vid́ıme hodnoty

jednotlivých operaćı pro pravdivostńı hodnoty výrok̊u A, B (0 resp. 1), symbolem

¬ označujeme negaci, ∧ znač́ı logickou spojku konjunkci a ∨ označuje disjunkci.

Konstrukce pravdivostńıch hodnot jednotlivých operaćı je znázorněna v Tab. 9.

A B ¬A A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

0 0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 1 1

Tab. 9 Pravdivostńı tabulky
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Logická spojka implikace (ozn.⇒), je binárńı operaćı mezi dvěma proměnnými.

Pravdivostńı hodnoty této operace uvád́ıme v Tab. 9.

Nyńı si uvedeme dvě d̊uležité vlastnosti implikace.

Implikaci můžeme nahradit disjunkćı, protože plat́ı

(a⇒ b) ⇔ (¬a ∨ b). (74)

Plat́ı také obměna implikace

(a⇒ b) ⇔ (¬b⇒ ¬a). (75)

Daľśı logickou operaćı je ekvivalence (ozn. ⇔). Pravdivostńı hodnoty této ope-

race uvád́ıme v Tab. 9. Pravdivostńı hodnota ekvivalence je shodná s pravdivostńı

hodnotou oboustranné implikace, tj. následuj́ıćı dvě formule maj́ı stejnou prav-

divostńı tabulku

a⇔ b,

(a⇒ b) ∧ (b⇒ a). (76)

Pravdivostńı hodnota ekvivalence je opačná k pravdivostńı hodnotě disjunkce, tj.

následuj́ıćı dvě formule maj́ı stejnou pravdivostńı tabulku

a⇔ b,

¬((a ∧ ¬b) ∨ (¬a ∧ b)). (77)

Fuzzy logika je zobecněńım klasické logiky. Ve fuzzy logice uvažujeme prav-

divostńı hodnoty 1 (pravda) a 0 (nepravda), které považujeme za extrémńı hod-

noty a nav́ıc mezi nimi připoušt́ıme i hodnoty částečné pravdivosti. Fuzzy lo-

gika tedy pracuje se všemi hodnotami z intervalu 〈0, 1〉. Fuzzy logiku můžeme

chápat jako logiku komparativńı pravdy, kdy výroky mohou být v́ıce či méně

pravdivé. Dı́ky faktu, že fuzzy logika pracuje s nekonečným počtem hodnot z in-

tervalu 〈0, 1〉, nemůžeme sestavit tabulku pravdivostńıch hodnot jako v klasické

logice. Logické spojky můžeme popsat funkćı. Konjunkci ∧ modelujeme pomoćı
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operace t-normy a disjunkci ∨ pomoćı operace t-konormy. Uvedeme si značeńı

operaćı, které využijeme v Př́ıkladu 4.4, kde konjunkci (resp. disjunkci) modelu-

jeme pomoćı standardńıch operaćı, použ́ıváme značeńı ∧S (resp. ∨S), obdobně

pro  Lukasiewiczovy operace ∧L (resp. ∨L) a pro součinové operace využ́ıváme

značeńı ∧P (resp. ∨P ).

Pomoćı znalosti t-norem, t-konorem a negace můžeme nadefinovat daľśı lo-

gickou spojku nazvanou fuzzy implikaci (můžeme k jej́ımu nadefinováńı využ́ıt

i formule (75)) a následně lze vyjádřit i fuzzy ekvivalenci (můžeme se setkat s

označeńım fuzzy biimplikace). K sestaveńı následuj́ıćıho textu jsem využila lite-

ratury [2], [4].

Nyńı si představ́ıme nejčastěji použ́ıvané typy fuzzy implikace, kterými jsou

reziduovaná fuzzy implikace (R-implikace, reziduovaná implikace), S-implikace,

Q-implikace (kvantová implikace z ang. quantum implication).

Definice 4.8. R-implikace je binárńı operace ⇒R
• : 〈0, 1〉2 → 〈0, 1〉, daná vztahem

a⇒R
• b = sup{c : T (a, c) ≤ b}, (78)

kde T označuje př́ıslušnou t-normu.

S-implikace je binárńı operace ⇒S
• : 〈0, 1〉2 → 〈0, 1〉, definovaná vztahem

a⇒S
• b = S(N(a), b)}, (79)

kde N je standardńı negace a S označuje t-konormu.

Q-implikace je binárńı operace ⇒Q
• : 〈0, 1〉2 → 〈0, 1〉, definovaná vztahem

a⇒Q
• b = S(N(a), T (a, b)}, (80)

kde N je standardńı negace, T je t-norma a S označuje duálńı t-konormu k T

vzhledem k negaci N.

Nyńı si představ́ıme nejčastěji využ́ıvané typy fuzzy implikace.
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Př́ıklad 4.2. Gödelova implikace, která je odvozena ze standardńı t-normy, je

dána následuj́ıćım vztahem

a⇒R
S b =

{
1, a ≤ b,

b, jinak.
(81)

 Lukasiewiczova implikace, která je odvozena pomoćı  Lukasiewiczovy t-normy, je

definována následovně

a⇒R
L b =

{
1, a ≤ b,

1− a+ b, jinak.
(82)

Od součinové t-normy je odvozena Goguenova implikace daná následuj́ıćım vzta-

hem

a⇒R
P b =

{
1, a ≤ b,
b
a
, jinak.

(83)

Goguenova implikace je také známá pod názvem Gainesova implikace.

Ze standardńı t-normy dostaneme Zadehovu implikaci (ang. early Zadeh im-

plication)

a⇒Q
S b = SMAX(N(a), TMIN(A,B)) = max{1− a,min{a, b}}. (84)

�

Od implikace ⇒•
• se odvozuje komutativńı operace ⇔•

•, definovaná vztahem

a⇔•
• b = T ((a⇒•

• b), (b⇒•
• a)), (85)

kterou nazýváme fuzzy ekvivalence.

Př́ıklad 4.3.  Lukasiewiczova ekvivalence

a⇔R
L b = 1− |a− b|, (86)

Gödelova ekvivalence

a⇔R
S b =

{
1, a = b;

TMIN(a, b), jinak,
(87)
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Součinová ekvivalence

a⇔R
P b =

{
1, a = b = 0;
TMIN (a,b)
SMAX(a,b)

, jinak.
(88)

�

Př́ıklad 4.4. Mějme dány výroky A a B, s danými pravdivostńımi hodnotami.

Pak představené logické operace maj́ı hodnoty uvedené v Tab. 10 až v Tab. 12.

A B A ∧S B A ∨S B A⇒R
S B A⇔R

S B

0,5 0,5 0,5 0,5 1 1

0,8 0,2 0,2 0,8 0,2 1

0,3 0,2 0,2 0,3 0,2 1

0,9 0,8 0,8 0,9 0,8 1

0,3 0,6 0,3 0,6 1 1

Tab. 10 Pravdivostńı tabulky pro standardńı operace

A B A ∧L B A ∨L B A⇒R
L B A⇔R

L B

0,5 0,5 0 1 1 1

0,8 0,2 0 1 0,4 0,4

0,3 0,2 0 0,5 0,9 0,9

0,9 0,8 0,7 1 0,9 0,9

0,3 0,6 0 0,9 1 0,7

Tab. 11 Pravdivostńı tabulky pro  Lukasiewiczovy operace

A B A ∧P B A ∨P B A⇒R
P B A⇔R

P B

0,5 0,5 0,25 0,75 1 1

0,8 0,2 0,16 0,84 0,25 0,25

0,3 0,2 0,06 0,44 0,67 0,67

0,9 0,8 0,72 0,98 0,89 0,89

0,3 0,6 0,18 0,72 1 0,5

Tab. 12 Pravdivostńı tabulky pro součinové operace

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa�
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Nyńı si představ́ıme několik základńıch typ̊u fuzzy logik. V literatuře (např.

[2], [4]) jsme se setkali s členěńım, které využ́ıvá modelaci konjunkce př́ıslušnou

t-normou a spojky implikace. My zde uvedeme členěńı, kde využ́ıváme operaćı

t-norma, t-konorma a negace.

• Základńı výroková fuzzy logika (ang. Basic fuzzy logic, odtud označeńı BL),

představuje logiku, kde konjunkce je definována spojitou t-normou, dis-

junkce je modelovaná spojitou t-konormou duálńı k dané t-normě vzhledem

k standardńı negaci.

• Gödelova fuzzy logika je zvláštńım př́ıpadem základńı fuzzy logiky, kde kon-

junkćı je standardńı t-norma, disjunkćı je standardńı t-konorma, jako ne-

gace tady vystupuje standardńı negace.

•  Lukasiewiczova fuzzy logika je zvláštńım př́ıpadem základńı fuzzy logiky,

kde konjunkćı (resp. disjunkćı) je  Lukasiewiczova t-norma (resp.  Lukasiewi-

czova t-konorma) a negaci modelujeme pomoćı standardńı negace.
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5 Závěr

Ćılem této práce bylo seznámit čtenáře s tř́ıdami konjunktńıch a disjunktńıch

agregačńıch operátor̊u, s jejich matematickými vlastnostmi a s jejich možným

využit́ım. Práci jsem pro větš́ı názornost ilustrovala obrázky.

Velkou část práce jsem se zabývala zkoumáńım matematických vlastnost́ı jed-

notlivých studovaných agregačńıch operátor̊u, přičemž vlastnosti, jejichž d̊ukaz

nebyl uvedený v mě dostupné literatuře, jsem zde nav́ıc dokázala. Přehled zjǐstě-

ných vlastnost́ı je uveden v př́ıloze (viz Tab. 13 a Tab. 14).

V kapitole věnované praktickým aplikaćım, jsem uvedla př́ıklady využit́ı dis-

junktńıch a konjunktńıch agregačńıch operátor̊u, které se využ́ıvaj́ı při mode-

lováńı pr̊uniku a sjednoceńı fuzzy množin a při modelováńı logických spojek

konjunkce a disjunkce ve fuzzy logice. Možné aplikace jsou pak znázorněny na

konkrétńıch př́ıkladech.

Dı́ky této práci jsem si rozš́ı̌rila znalosti týkaj́ıćı se problematiky agregačńıch

operátor̊u, které jsem částečně nabyla při zpracováńı bakalářské práce.

Obrázky jsem vytvořila pomoćı matematického softwaru Matlab. Velkou výho-

dou tohoto systému je vložený baĺık programů zabývaj́ıćı se teoríı fuzzy - Fuzzy

Logic Toolbox. Využila jsem zejména př́ıkaz̊u pro fuzzy aritmetiku.

K vysázeńı textu této práce jsem využila topografický systému LATEX, tento

systém je preferovaný nástroj pro zpracováńı matematických výraz̊u. Vznikl neplá-

novaně, kdy měl prof. Donald E. Knuth v roce 1977 v úmyslu vydat knihu The

Art of Computer Programming. Zjistil, že sazba neńı provedena př́ılǐs kvalitně

a že lepš́ı zp̊usob neexistuje, rozhodl se, že vytvoř́ı nový sázećı systém. Za rok

už se LATEXdostal k prvńım uživatel̊um. Vývoj pokračoval a vznikaly tak daľśı

verze. S verźı 3.0 se však vývoj z rozhodnut́ı Donalda Knutha zastavil. Každé

daľśı vydáńı pouze opravuje nalezené chyby a jeho č́ıslo je doplněno o jednu daľśı

č́ıslici tak, že konverguje k č́ıslu π.
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[2] Hájek, P.: Metamathematics of Fuzzy Logic. Kluwer Academic Publishers,

1998.
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[9] Švejdar, V.: Logika neúplnost, složitost a nutnost. Praha: Academia, 2002.

[10] Talašová, J., Fuzzy metody v́ıcekriteriálńıho hodnoceńı a rozhodováńı. Uni-
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[12] http://en.wikipedia.org/wiki/Fuzzy logic [citováno 1. 3. 2011].
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Seznam př́ıloh

Př́ıloha A - Vlastnosti t-norem

Př́ıloha B - Vlastnosti t-konorem
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Př́ılohy
A.

operátor TMIN TL TP TD

SYMETRIE ANO ANO ANO ANO

SPOJITOST ANO ANO ANO NE

RYZÍ MONOTÓNNOST NE NE ANO NE

RYZÍ NE NE ANO NE

ASOCIATIVITA ANO ANO ANO ANO

ROZLOŽITELNOST ANO NE NE NE

ANIHILÁTOR ANO ANO ANO ANO

NEUTRÁLNÍ ELEMENT ANO ANO ANO ANO

BISYMETRIE ANO ANO ANO ANO

IDEMPOTENTNOST ANO NE NE NE

VYVÁŽITELNOST ANO ANO ANO ANO

ARCHIMEDOVSKÁ NE ANO ANO NE

NILPOTENTNÍ NE ANO NE NE

Tab. 13 Vlastnosti t-norem
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B.

operátor SMAX SL SP SD

SYMETRIE ANO ANO ANO ANO

SPOJITOST ANO ANO ANO NE

RYZÍ MONOTÓNNOST NE NE ANO NE

RYZÍ NE NE ANO NE

ASOCIATIVITA ANO ANO NE ANO

ROZLOŽITELNOST ANO NE NE NE

ANIHILÁTOR ANO ANO ANO ANO

NEUTRÁLNÍ ELEMENT ANO ANO ANO ANO

BISYMETRIE ANO ANO ANO ANO

IDEMPOTENTNOST ANO NE NE NE

VYVÁŽITELNOST ANO ANO ANO ANO

ARCHIMEDOVSKÁ NE ANO ANO NE

NILPOTENTNÍ NE ANO NE NE

Tab. 14 Vlastnosti t-konorem
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