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Pouzité znaceni

N mnozina vsech prirozenych cisel
R mnozina vsech realnych c¢isel
(a,b) uzavieny interval s mezemi a a b
(a,b) otevieny interval s mezemi a a b
a anihildtor

e neutralni element

T(a,b) t-norma

Tyin(a,b) standardni t-norma

Tr(a,b) Lukasiewiczova t-norma

Tp(a,b) sou¢inova t-norma

Tp(a,b) drastickd t-norma

S(a,b) t-konorma

Swyax(a,b) standardn{ t-konorma

Sr(a,b) Lukasiewiczova t-konorma
Sp(a,b) soucinova t-konorma

Sp(a,b) drastickd t-konorma

log, logaritmus o zakladu p

N(z) standardni negace

Ni(zx) intuitionistickd negace

Nw (z) slaba negace

Ny(z) silnd negace

1A funkce piislusnosti fuzzy mnoziny A
U univerzum

F(U) systém vsech fuzzy mnozin definovanych na univerzu U
AUB sjednoceni mnozin

ANB prunik mnozin

AC doplnék mnoziny

V, T(V), X, G, M) jazykova proménna

(v, X) bazickd proménna

A, a-tez fuzzy mnoziny A

Ker A jadro fuzzy mnoziny A

Supp A nosi¢ fuzzy mnoziny A

hgt A nosi¢ fuzzy mnoziny A
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implikace
ekvivalence
konjunkce
disjunkce
R-implikace
S-implikace

Q-implikace



1 Uvod

Cilem této préce je seznamit ctenare s tiidou konjunktnich a tiidou dis-
junktnich agregacnich operdatort, s jejich matematickymi vlastnostmi a s jejich
moznym vyuzitim v praxi. Pod pojmem agregacni operator rozumime posloup-
nost agregacnich zobrazeni, kterd dané n-tici prvku z urcité mnoziny prirazuji
prvek opét z této mnoziny. Charakteristickou vlastnosti konjunktnich agregacnich
operatort je, ze vysledek agregace neni vétsi nez nejmensi prvek vstupujici do agre-
gace. Naopak pro disjunktni agregacni operatory je charakteristickym rysem, ze
vysledek agregace neni mensi nez nejvétsi prvek vstupujici do agregace.

K tématu této prace mé piivedla ma bakalarska préace [7], kdy jsem si pii jejim
zpracovani nastudovala zakladni vlastnosti a clenéni agregacnich operatoru.

Text prace je tematicky rozdélen do tii ¢asti. V prvni c¢ésti je definovan
agregacni operator a je zde uveden vycet matematickych vlastnosti agregacniho
operatoru. V teoretickém zpracovani pokracuji i v podkapitole vénované clenéni
agregacnich operatoru. Hlavni teoreticka kapitola je vénovana konjunktnim a
disjunktnim agregac¢nim operatorum. Jsou zde uvedeny zakladni definice téchto
operatoru, nejznaméjsi typy, vycet jejich matematickych vlastnosti a grafické zob-
razeni jednotlivych typu. Kapitola je rozsitena o text zaméreny na parametrické
tridy t-norem.

Treti cast je vénovana popisu nejcastéjsiho vyuziti konjunktnich a disjunktnich
agregacnich operatoru, které se nej¢astéji pouzivaji k modelovani pruniku a sjed-
noceni fuzzy mnozin a k modelovani logickych spojek konjunkce a disjunkce

ve fuzzy logice.



2 Agregacni operatory

Obsahem této kapitoly je definice agrega¢niho operatoru a jeho matema-
tickych vlastnosti. Agregacni operator je posloupnost agregacnich zobrazeni, kterd
dané n-tici prvku z urcité mnoziny prirazuji prvek opét z této mnoziny. Ke zpra-
covani této kapitoly jsem vyuzila poznatku ze své bakalarské prace [7] a publikace
[1].

2.1 Definice a vlastnosti agregac¢nich operatora
Definice 2.1. Agregacni operdtor A na intervalu I, kde I C (—o0,00), je po-
sloupnost { A, }°° | agregacnich zobrazeni
A, I"— 1,
kterd splnugi nasledugici podminky:
1. Ay(x) =z, pro kazdé x € I;

2. Ap(xr, . xn) < Ayt oY), Jestlize x; < y;, proi = 1,2,....n an =
2,3,...;

3. oznacime-li x= = inf I a o+ = sup I, pak plati

lim Ap(xy, ... ,2,) =2, 1
(xlv“'vx")_)(x77"'7x7) ( ! ) ( )
lim An(zy,.. . xn) =27 (2)

(@1 y0een) = (@ o)

Casto jsou z hlediska praktickych aplikaci zddouci dalsi matematické vlast-

vvvvvv

Definice 2.2. Agregacni operdator A = {A,}22, na I se nazjvd symetricky,
jestlize pro kazdy vektor (z1,...,x,) € I" a pro vSechny permutace 6{1,2,...,n},
plati

An(To(1y, - Tom)) = An(z1, ..., 20). (3)
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Vlastnost symetrie je také znama pod pojmem komutativita. Znamena, ze

poradi argumentu nema zadny vliv na celkovy vysledek.

Definice 2.3. Agregacni operdtor A = {A,}22, na I se nazgvd spojity, jestlize

pro kazdé n € N, n > 2, jsou agregacni zobrazeni A,, spojité.

Vlastnost spojitost garantuje urc¢itou robustnost a konzistenci daného agrega-
¢niho operatoru.
Podle nasledujici véty je v ptipadé symetrickych agregacnich operatoru pro oveé-

feni jejich spojitosti postacujici, ovéri-li se spojitost pouze v jedné proménné.

Véta 2.1. Necht A = {A,}°°, je symetricky agregacéni operdtor na I. Operdtor
A je spojity prdve tehdy, kdyz pro kaZdé n € N je zobrazeni A,, spojité v pruni své

promeénné, tj. jestlize pro kazdé n € N a xo,...,x, € I je funkce jedné proménné
A(-, 9, ..., xy,) Spojitd na intervalu 1.
Dukaz: Viz [4].

Definice 2.4. Agregacni operdtor A = {A,}2, na I se nazjvd ryze monoténni,

pokud jsou jednotlivé agregacni zobrazeni A, Tyze monotonnd.

Vlastnost ryzi monoténnost znamena, ze jakékoli zvySeni hodnoty kterékoli

proménné zvysi hodnotu celkové agregace.

Definice 2.5. Agregacni operdtor A = {A,}5°, na I se nazjvd ryzi, jestlize A,

je ryze monotonni a spojity pro kazdé n € N,n > 2.

Definice 2.6. Agregacni operdator A = {A,}2°, na I se nazjvd asociationi,
jestlize pro kazdé m,n C Nym,n > 2 a pro kazdou m-tici (x1,...,2,) € I™

a n-tici (y1,...,yn) € I", plati

Apin(T1, o Ty Y1y ooy Un) = As(An(z1, o 2m), An (Y1, - -+, Yn))- (4)

Tato vlastnost znamend, ze muzeme provadét agregaci po Castech, pricemz
volba jednotlivych ¢asti ndm neovlivni vysledek celkové agregace. Uzitecnd je

i z toho titulu, ze ndm umoznuje definovat agregacni operator pouze zaddnim
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predpisu agregacniho zobrazeni A,. Agregacni zobrazeni A, pro n € N,n > 3,

jsou pak urcena néasledovné

An(ZL‘h...,l’n) :AQ(An_l(ZL‘l,...,C(Zn_l),l'n). (5)

Definice 2.7. Agregacni operdtor A = {A,}°2, na I se nazjvd rozlozZitelny,
jestlize pro kazdé m, n=2,3,... a pro kaZdou n-tici (xy,...,x,) € I™ a m-tici

(Y1y -+, Yn) € I™plati

An—‘,—m(l‘l; sy Ty Y1y - - 7ym) =

Apim(An(z1, o xn), o A1, 20) YLy - - s Y )- (6)

7
TV
n—krdt

Definice 2.8. Rekneme, Ze agregacni operdtor A = {A,}°2, na I md anihildtor

a € I, jestlize pro kazdé n € Nyn > 2, a pro kaZdé xq,...,x,_1 € I plati
An(l'l,...,.fn,l,a) = a. (7)

Anihilator neboli téz absorpcni element a¢ muze byt interpretovan jako stav

eliminace nebo veto, muze byt také povazovan jako stav kvalifika¢ni.

Definice 2.9. Rekneme, Ze agregacni operdtor A = {A,}2, na I md neutrdini

element e € I, jestlize pro kazdé n € N;n > 2, a pro kaZdé xy,...,xn_1 € I plati
Ap(xy, .oy xpon,e) = Apoa (21, o0, Tpt). (8)

Pokud ma agregacni operator neutralni element e, nebude mit tento neutralni

element zadny vliv na agregaci.
Definice 2.10. Agregacni operdtor A = {A,}°2, na I se nazyva bisymetricky,

jestlize pro kazdé n € N a pro vsechna xi1,...,ZT1n, -+ Tpi, .-, Ton € Iplati

An(An(fL‘lla cee 7x1n)a cee 7An(In1a cee 7xnn)) =

= An(An(xlla L1y - - - 7In1)a s 7An($1n7 Lon,y - - 7xnn))~ (9)



Bisymetrie je vlastnost spojena s agregaci n? vstupti pro n-té operatory. Pokud
napiSeme tyto vstupy do ¢tvercové matice, pak bisymetrie znamenad, ze nezalezi
na tom, jestli prvni agregujeme sloupcové vektory a potom vystupy nebo naopak,

prvné agregujeme fadkové vektory a potom piislusné vystupy.

Poznamka 2.1. Pokud je agregacni operdtor symetricky a asociativni, potom je
nutné bisymetricky. Naopak, bisymetrie neimplikuje komutativnost nebo asociati-

vitu.
Definice 2.11. Agregacni operdtor A = {A,}°°, na I se nazyvd idempotentnd,
jestlize pro kazdé x € I plati

Ap(z,x,... x) = (10)

Idempotentnost znamend, ze pokud agregujeme n-krat stejnou hodnotu, pak

vysledkem bude ta samé hodnota.

Definice 2.12. Rekneme, Ze agregacni operdtor A = {A, Y2, na I se nazjvd
vyvdzitelny, jestlize pro kazdé t € I a pro kazdé (xy,...,x,) € I", kde n € N,
existugi Y1, . . ., Ym € I™ takové, Ze

An—i—m(xla--wmn?yla"'aym) =1t. (11)

Vyvézitelnost (z angl. counterbalancement) operdtoru znamend, ze at uz
do agregace vstoupfi jakékoli hodnoty, priddnim vhodnych prvku z I 1ze dosdhnout

toho, ze vysledkem celkové agregace bude libovolnd hodnota z I.
Poznamka 2.2. Agregacni operdtory, které maji anihildator, nejsou vyvdZitelné.

V nésleduji vété je ukdzano, ze transformaci libovolného agregaéniho operatoru

pomoci ryze monoténni bijekce z I do [ ziskdme opét agregacni operator.

Véta 2.2. Necht A = {A,}°2, na I je agregacéni operdtor a necht v : [ — I je
rostouct nebo klesajici bijekce. Potom A = {A,}°2; je definovan pro kazdé n € N

a kazdou n-tici (x4, ...,x,) € I", vztahem
AR,y wn) =T AL (U(x), - Y (@) (12)
je agregacnim operdtorem.
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2.2 Clenéni agregacnich operatoru

Z praktického hlediska muzeme agregacni operatory rozdélit podle jejich vy-
stupnich hodnot do ¢tyt tiid: na konjunktni, disjunktni, prumérujici a smisené
operatory.

Charakteristickou vlastnosti konjunktnich agregacnich operatoru je, ze vysledek
agregace neni vétsi nez nejmensi agregovany prvek, tj. pro kazdé (xq,...,x,) € I"
plati

Ap(xy, ..oy x) <min{zy, ..., 2.} (13)

Naopak pro disjunktni agregacni operatory plati, ze vysledek agregace neni mensi

nez nejvétsi agregovany prvek, tj. pro kazdé (z1,...,x,) € I"™ plati
Ap(xq, ... xy) > max {xy, ..., 2.} (14)

Dulezitou vlastnosti pro prumérujici agregacni operatory je tzv. Paretova vlast-
nost neboli vlastnost kompenzace. Zde ocekdvame, ze vysledek agregace lezi mezi

agregovanymi prvky, tj. pro kazdé(zy,...,x,) € I"™ plati
min{zy,...,x,} < Ap(xq, ..., 2,) <max{xy,...,z,}. (15)

Trida smiSengch agregacnich operatoru je tvorena agrega¢nimi operdtory, pro
které neplati ani jedna z uvedenych podminek (13), (14), (15).

Specialnimi piipady, které patii do vice tiid, jsou agregacni operatory mini-
mum, jez udava nejmensi hodnotu ze souboru, maximum, které udava naopak
nejveétsi. Jako agregacéni operatory vyhovuji zakladnim axiomum prvni definice.
Tyto agregacni operatory jsou monoténni, symetrické, asociativni a idempo-
tentni. Jestlize pracujeme na omezeném intervalu I = (a,b), minimum m4a ani-
hilator v bodé a, neutralni element v bodé b. Naopak pro maximum je bod a
neutralni element a bod b je anihilator. Naopak na otevieném intervalu I mini-

mum resp. maximum neméd anihilator ani neutralni element.
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3 Konjunktni a disjunktni agregacni operatory

V této kapitole se sezndmime s konkrétnimi konjunktnimi a disjunktnimi
agregacnimi operatory a uvedeme si jejich charakteristické vlastnosti. Nejcastéji
se vyuzivaji pro modelovani logickych spojek konjunkce a disjunkce ve vicehodno-
tové logice a pro modelovani pruniku a sjednoceni fuzzy mnozin. Jelikoz v obou
piipadech je definiénim oborem agrega¢nich operatoru uzavieny interval (0, 1),

budeme déle predpoklddat, ze I = (0, 1).

3.1 Definice a vlastnosti t-norem a t-konorem

Tato kapitola je vénovéana specialnim konjunktnim a disjunktnim operatorum,
tzv. trojihelnikovym normam a konormam (v angl. literatute triangular norms,
triangular conorms). S témito agregacnimi operatory se muzeme setkat napf.
v teorii rozhodovani, v technickych a technologickych oborech apod., kde tyto

funkce hraji podstatnou roli.

Definice 3.1. T-norma je bindrni operace T : (0,1)? — (0, 1), spliujici ndsledujici

aziomy pro kazdé a,b,c,d € (0,1) :

T(a,b) =T(b,a), (16)
T(T(a,b),c) =T(a,T(b,c)), (17)
T(a,b) <T(c,d), Va <c,b<d, (18)
T(a,1) = a. (19)

Definice 3.2. T-konorma je bindrni operace S : (0,1)* — (0, 1), spliiujici ndsledugi-

ct axiomy pro kazdé a,b,c,d € (0,1) :

S(a,b) = S(b,a), (20)
S(S(a,b),c) = S(a,S(b,c)), (21)
S(a,b) < S(e,d), Ya <e,b<d, (22)
S(a,0) = a. (23)
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Podminky v uvedenych definicich predstavuji komutativitu, asociativitu a mo-
notonii. Ze ¢tvrté podminky vidime, ze neutralnim elementem pro t-normy je 1

a pro t-konormy 0.

Poznamka 3.1. Definicéni vlastnosti t-norem (resp. t-konorem) reprezentugi pri-
rozené minimdlni poZadavky, které na takovou operaci muzZeme mit. JelikoZ ope-
raci konjunkce (resp. disjunkce) béiné uZivame pro agregaci vice proki, kdy ndm
nezdlezi na poradi agregovanych prvku, vyuzZivime vlastnost komutativitu a asoci-
ativitu. Monotonie je rovnéz prirozeny poZadavek, nebot prinik (resp. sjednocent)
mensich mnozin je vidy mensi nezli prunik mnozin vétsich.

Vlastnosti komutativita a asociativita umoznuji rozsitit t-normy a t-konormy

(predstaveny jako bindrni operace) na n-arni operace.

Definice 3.3. Necht T je t-norma. Jeji rozsireni na vice nez dva argumenty je

definované vztahem
Ti+1 (Gl, ag, . .. ,ai+2) = T(Ti(al, as, . .. ,(liJrl), ai+2), (24)
pro kazdé i=1,2,...n, kde T (ay,as) = T(a1, as).

Definice 3.4. Necht S je t-konorma. Jeji rozsireni na vice nez dva argumenty je

definované vztahem
Si'H (CLl, as, ... ,ai+2) = S(Si(al, as, . .. ,ai+1), CLZ‘+2), (25)
pro kazdé i=1,2,...n, kde S'(ay,az) = S(a1, as).

Poznamka 3.2. Posloupnost zobrazeni T = {T*}2, (resp. S = {S'}2,) tvori
agregacni operdtor. Oznacenim T (resp. S) v prdci oznacujeme jak operaci t-
normy (resp. t-konormy) tak agregacni operdtor. Z obsahu textu bude vidy zrejmé

0 co se jednd, pripadné na to upozornime.

V nésledujicim textu uvedeme nékolik piikladu nejéastéji pouzivanych t-norem
a t-konorem a jejich charakteristickych vlastnosti. Vycet charakteristickych vlast-
nosti je doplnén o dukazy v piipadé, ze nebyly uvedeny v ndmi dostupné lite-
ratufe. Souhrnné tabulka jednotlivych t-norem a t-konorem a jejich vlastnosti je

uvedena v prtiloze.

13



Definice 3.5. T-normu
Tain(a,b) = min{a, b} (26)
nazveme t-norma standardni.

V literature se muzeme setkat s ekvivalentnimi nazvy pro standardni t-normu

jako napt: minimélni, Zadehova a také Godelova t-norma.

Obr. 1 Standardni t-norma

Definice 3.6. Necht Ty je standardni t-norma. Jeji roz§irend na vice nez dva

argumenty je definované vztahem
Tyv(ar,ag, ... am) = min{ay, az, ..., an}-. (27)

Veéta 3.1. Standardni t-norma Ty je symetricky, asociativni, rozloZitelny a

bisymetricky agregacni operdtor.

Dikaz: Pro Ty n plati, ze na vysledek operace nema zadny vliv potadi agre-
gavanych prvku, tedy se jedna o symetricky operator.
Méjme z;,y; € (0,1), i=1,...,naj=1,...,m; n,m € N, m,n > 2. Vlastnost

asociativitu, si muzeme ovérit nasledovneé:

TMIN(TMIN(l'la cee ,xn), TMIN(yla e 7ym)) =
14



= Tyyv(min{zy, ...,z min{yr, ..., yn}) = min{xy, ..., 20, Y1, -, Ym} =
= TMIN(xla e Ty Yty - - aym)

Vlastnost rozlozitelnost ovérime nésledovné:

TMIN(TMIN(xb S ,ﬂﬁn), cee aTMIN(-Tla T ) YLy s Ym) =
= min{min{zy,...,x,},...,min{z, ..., 2.}, y1,. -, Ym} =
= min{xb"'axnayl?"wym} = TMIN(-rla"'>$n>y17"'7ym)-

Z Pozn. 2.1. plyne, ze Tyrn je bisymetricky operator.
O

Véta 3.2. Standardni t-norma Tyrn je jedind idempotentni t-norma, tedy pro
kazdé x € (0,1) plati

TM]N(x,J]) = X.
Dukaz: Viz [4].

Priklad 3.1. Ukazeme si, Ze standardni t-norma neni ryze monotonni agregacni
operdtor. K ovérent ryzi monotonnosti nam postaci ovérit, zda pri zvyseni nékteré
z agregovanich hodnot se vysledek agregace zvyst.

Meéyme x1 = 0,5; 9 =0,8
Tyin(z1,22) = Thn(0,5;0,8) = min{0, 5;0,8} =0, 5.
Pro hodnotu zvysenou hodnotu xo = 0,9 dostaneme
Tarn (1, 22) = Tarn (0, 5;0,9) = min{0, 5;0,9} = 0, 5.
Odtud Ty nent ryze monotonni operdtor. O
Definice 3.7. T-normu
Tr(a,b) = max{0,a +b— 1} (28)

nazveme Lukasiewiczova t-norma.
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Obr. 2 Lukasiewiczova t-norma

Definice 3.8. Necht T;, je Lukasiewiczova t-norma. Jeji rozsifeni na vice ne?

dva argumenty je definované vztahem
Ty (as, a2, .. . am) = max{0, Y a; — (m — 1)}, (29)
i=1

Véta 3.3. Lukasiewiczova t-norma Ty, je symetricky, asociationi a bisymetricky

agregacni operdtor.

Dikaz: Pro T}, plati, ze na vysledek operace nema vliv poradi agregavanych
prvku, tedy se jedna o symetricky operator.
Vlastnost asociativitu si muzeme dokazat nasledovné.

Meéjme z; € (0,1), i = 1,...,n, pak plati

TL(TL(LUl, e ,.Z'k), TL(SL'kJrl, . ,LEn)> =

= Ty (max{0, ij — (k=1)}max {0, Y —(n—k—1)}) =

I=k+1

:max{o,zxj—(k—1)+ dm—(n-k-1)-1} =

I=k+1
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k n n
:maX{O,ij—i- Z xl—k+1—n+k+1—1}:maX{O,in—(n—l)}.
= i=1

I=k+1

Z Pozn. 2.1. plyne, ze T}, je bisymetricky operator. 0

Priklad 3.2. UkdzZeme si, Ze Lukasiewiczova t-norma neni rozloZitelny agregacni

operdtor. Méjme x1 =0,9; xo =0,8; x3=0,7 ay; =0,8.
Tr(x1, 29, 23,y1) = 11(0,9;0,8;0,7;0,8) = max{0;0,9+0, 840, 7+0,8—3} = 0, 2.
Tr(Tp(x1, 29, 23), Tr(w1,72,73), To(w1, 02, 73), Y1) =
=1T1(0,4;0,4;0,4;0,8) = max{0;0,4+ 0,4+ 0,4+ 0,8 —3} =0.

Tr(x1, o, x3,y1) # To(Tr(x1, w2, x3), T (21, X2, 23), Tr (21, T2, T3), Y1).

Definice 3.9. T-normu
Tp(a,b) =a-b (30)

nazveme soucinovd t-norma.

V literature se setkavame s ruznymi synonymy jako napi: produktova, pravdeé-

podobnosti t-norma (ang. product t-norm).

Obr. 3 Soucinova t-norma
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Definice 3.10. Necht Tp je soucinovd t-norma. Jeji rozsireni na vice nez dva

argumenty je definované vztahem

m

le-’n_l(alaa27"'7am) :Hai' (3]‘)

i=1
Véta 3.4. Soucinovd t-norma Tp je symetricky, asociationi, bisymetricky a ryze

monotonni agregacni operdtor.

Dikaz: Pro Tp plati, Zze na vysledek operace nema zadny vliv poradi agrega-
vanych prvku, tedy se jednd o symetricky operator.
Vidime, ze pro z;,y; € (0,1), i =1,...,n; j=1,...,m; nom € N, m,n > 2

plati
Tp(Tp(x1, ..y xn), Tp(y1y - s Ym)) =Tp(x1 - oo Ty Y1 - oo Y) =

=$1'---'iUn'yl'---'ym:TP(ﬂfl,---,xmyl,---aym)-

Z Pozn. 2.1. plyne, ze Tp je bisymetricky operétor.
Je ziejmé, ze pii zvysSeni kterékoli hodnoty vstupujici do operace, se nam zvysi i

celkovy vysledek operace, tedy T’p je ryze monoténni operator. 0

Priklad 3.3. UkdzZeme si, Ze soucinovd t-norma Tp neni rozloZitelny agregacni

operdtor. Vidime, Ze pro kazdé x, xs, y € (0,1) plati
Tp(z1,22,y) = 71 - T2 Y.

Tp(Tp(x1,22), Tp(x1,22),y) = Tp(x1 - T2, 21 - T2,y) = &1 - Ty - T1 - T+ Y.

Tp(x1,22,y) # Tp(Tp(x1,22), Tp(w1,22), ).

Definice 3.11. T-normu

min{a, b}, jestlize maz{a,b}=1

TD(CL, b) = {

0, Jinak

nazveme t-norma drastickd.
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Obr. 4 Drasticka t-norma

Definice 3.12. Necht Tp je drastickd t-norma. Jeji rozsireni na vice nez dva

argumenty je definované vztahem

(33)

. a;, jestlize a; = 1 pro kazdé j # 1,
Tp 1((11,@27---76%):{ /

0, 7inak.
Veéta 3.5. Drastickd t-norma T je symetricky, asociativni a bisymetricky agrega-
¢ni operdtor.
Dikaz: Pro T plati, ze na vysledek operace nema zadny vliv poradi agrego-
vanych prvki, tedy se jedna o symetricky operdtor. Asociativitu si muzeme ovérit
nasledovné, pro z;,y; € (0,1),i=1,...,n; j=1,....,m; n,m € N, m,n > 2
plati

Tp(Tp(xy, .., %), Tp(Tiy1, - -, 70)) = To(Tp1, Tpa).

ri, vy =1prok=1,...,4; k # 7,
TD1:TD<$1,---7%‘):{ i 7

0, jinak.

i, rp=1prok=1+1,...,nk#j,
Tp2 = Tp(Tit1,---,Tn) { i ?
0, jinak.
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Tp1 # 1 ATps # 1, pak Tp(Tp1, Tps) = 0,
o ) e Tpr = 1N Tpy # 1, pak Tp(Tp1, Tp2) = Tpe,
Muzou nam nastat ¢tyti pripady
Tpr # 1 ANTpe = 1, pak Tp(Tp1, Tp2) = Tpa,
Tpr =Tps =1, pak Tp(Tp1, Tps) = 1.
Prvni pfipad znamen4, ze v n-tici zy, ..., x, jsou minimalné 2 hodnoty ruzné od

1, pak Tp(zy,...,x,) = 0.

V druhych dvou piipadech existuje pravé jedna hodnota x; # 1, vysledkem je
pak x;.

V poslednim ptipadeé jsou vysledky dil¢ich t-norem rovny 1, pak i vysledek celkové
t-normy je roven 1.

Oveérili jsme tedy T je asociativni agregacni operator.

Z Pozn. 2.1. plyne, ze Tp je bisymetricky operator.
O

Priklad 3.4. UkdzZeme si, Ze drastickd t-norma Tp neni rozloZitelny operdtor.

Méme x1 =0,5; xo=1; x3=1; x4 =1; 5= 1.
TD(ZE1,...,I5):TD(O,5; ]_, 1, 1, 1) :0,5

TD(TD(x17"'7$4)""7 TD(xly"'axll)) 1'5) :TD(0757 0757 0757 075) 1) =0.

TV
4—Fkrat

TD(.CI?l,...,.Z'g)) #TD(?D(LEl,...,LIM),..., TD(.’ﬂl,...,LE4Z, .Z'5)‘
4,\;;«415

Obdobné jako v Priklade 3.1. lze ukdzat, Ze drasticka t-norma neni ryze monotonni

operdtor.
O

Poznamka 3.3. 7 wvedenyjch typiu t-norem je jen drastickd t-norma nespojitd
(viz [4]).
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Véta 3.6. Jedind t-norma T, kterd spliuje pro kazdé x € (0,1) vztah
T(x,x) =0,
je drasticka t-norma Tp .

Dukaz: Viz [1].

Nyni zaméfime nasi pozornost na t-konormy.
Definice 3.13. T-konormu
Symax(a,b) = max{a, b} (34)
nazveme t-konorma standardni.

V literatute se muzeme setkat s ekvivalentnimi nazvy pro standardni t-konormu

jako napf: maximalni, Zadehova a také Godelova t-konorma.

Obr. 5 Standardni t-konorma

Definice 3.14. Necht Syrax je standardni t-konorma. Jeji rozsirend na vice nez

dva argumenty je definované vztahem

Sioilar, ag, ... ay) = max{ay, ag, . .., ap}. (35)
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Véta 3.7. Standardni t-konorma Syrax je symetricky, asociativni, rozloZitelny a

bisymetricky agregacni operdtor.
Dikaz: Diukaz se provadi analogicky jako ve Véte 3.1.
O

Priklad 3.5. UkdzZeme si, Ze standardni t-konorma neni ryze monotonni agregacni
operdtor.

Méme x1 = 0,5 a xo =0,7

Syax(x1, 2) = max{wry, x2} = max{0,5;0,7} =0,7.
Pro hodnoty x1 = 0,6 a xo = 0,7 dostaneme

Syax(x1, 22) = max{ry, x2} = max{0,6;0,7} =0,7.

Porovndme-li vysledky agregace, vidime, Ze zvysenim hodnoty vstupugici do agre-
gace se nam vysledek nezvysil. Odtud standardni t-konorma neni ryze monotonni

operdtor.

Definice 3.15. T-konormu
Sr(a,b) = min{1,a + b} (36)
nazveme Lukasiewiczova t-konorma.

V anglické literatute se setkdavame s Lukasiewiczovou t-konormou pod pojmy

bold, bounded sum.
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Obr. 6 Lukasiewiczova t-konorma

Definice 3.16. Necht Sy, je Lukasiewiczova t-konorma. Jeji roz§iveni na vice ne?

dva argumenty je definované vztahem
St Nay, ag,. ..\ apn) :min{l,Zai}. (37)
i=1
Véta 3.8. Lukasiewiczova t-konorma Sy je symetricky, asociativni a bisymet-
ricky agregacni operdtor.
Dtikaz: Dukaz se provadi analogicky jako ve Vété 3.3.

O

Priklad 3.6. Ukdazeme si, Ze Lukasiewiczova t-konorma Sp neni rozloZitelny
agregacni operdtor. Méme v1 = 0,1; 29 = 0,1; 23 = 0,1 ay; = 0,2; yp, =

0,1; y3 =0,2.
SL<:E17$27 T3, Y1, Y2, y3> = SL(O7 ]-a 07 ]-7 Oa ]-a 07 27 Oa ]-a 07 2) =

=min{1;0,1+0,1+0,1+0,2+0,1+0,2} =0,8.

Sp(Sp(x1, x2,x3), Sp(21, X2, x3), SL(T1, T2, 3), Y1, Y2, Y3) =
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— Sp(min{1;0,1+0,1+0,1}, min{1;0,1+ 0,1+ 0,1}, min{1;0,1 40,1 40,1},
0,2;0,1:0,1) = S.,(0,3;0,3;0,3:0,2:0,1;0,2) =
= min{1;0,34 0,34 0,3+ 0,2+ 0,1+ 0,3} = 1.

Sp(w1, T2, 23, Y1, Y2, Y3) # SL(Se(x1, 29, ¥3), Sp.(21, T2, ¥3), Sp.(21, T2, T3), Y1, Y2, Y3).
Obdobné jako v Prikladé 3.5. lze ukdzat, Ze Lukasiewiczova t-konorma neni ryze

monotonni operdtor.

Definice 3.17. T-konormu
Sp(a,b) =a+b—a-b (38)

nazveme t-konorma soudéinovd.

Obr. 7 Souc¢inova t-konorma

Definice 3.18. Necht Sp je soucinovd t-konorma. Jeji rozsirend na vice nez dva

argumenty je definované vztahem

ST (ay, a9, ..., ) = 1—H(1—ai). (39)



Véta 3.9. Soucinova t-konorma Sp je symetricky, ryze monotonni a bisymetricky

operdtor.

Dikaz: Pro Sp plati, ze na vysledek operace neméa zadny vliv poradi agrego-
vanych prvku, tedy se jedna o symetricky operator.

Je ziejmé, ze pii zvysSeni kterékoli hodnoty vstupujici do operace, se ndm zvysi i
celkovy vysledek operace, tedy Sp je ryze monoténni operétor.

Bisymetrii si dokdzeme nasledovné:

Sp(Sp(.l’lh e ,Iln), ey Sp(xnly PN ,l’nn)) =

n n

=Sp1— [ =), .. 1 =[] = 2w)) =1 = [[[]@ = s0) =

i=1 i=1 j=1i=1
:Sp(l—H(l—xﬂ),...,l—H(l—xm = —HH — T45).
=1 =1 =1 j=1

O

Piiklad 3.7. UkdzZeme si, Ze soucinovd t-konorma Sp neni asociativni operdtor.

Méme x1 =0,2; 29 =10,3; 3 =0,5; x4 =0,6.
Sp(xq,x9,23,4) =1—(1-0,2)-(1-0,3)-(1-0,5)-(1-0,6) = 1—0,112 = 0, 888.

SP<SP(J:17:E2)7SP(:E37‘I4)) = SP<072+073_0720737075+076_075076) =
=0,240,3-0,2-0,3+0,54+0,6—-0,5-0,6 —(0,2+0,3—-0,2-0,3)-(0,5+
0,6 —-0,5-0,6)=1,24—0,32=0,92.

SP($17172,$3,I4) 7"é SP(SP($1,$2),SP($3,I4))-
O

Piiklad 3.8. Ukdzeme si, Ze soucinovd t-konorma Sp neni rozloZitelny operdtor.

Méjme x1 =0,1; o =0,4; y=20,6.

Sp(x1,22,y) =1—(1—0,1)-(1—0,4)- (1 —0,6) =1 — 0,216 = 0, 784.
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Sp(Sp(x1,22), Splar, 22),y) = Sp(0,140,4—0,1-0,4; 0,1+0,4—0,1-0,4;0,6) =

Sp(0,46; 0,46; 0,6) =1—0,54-0,54-0,4 = 0,88336.

Sp(w1,22,y) # Sp(Sp(w1,22), Sp(w1,22),Y).

Definice 3.19. T-konormu

max{a, b}, jestlize min {a,b} =0,

SD<CL,b) = {

1, Jinak.

nazveme t-konorma drastickd.

Obr. 8 Drastickd t-konorma

Definice 3.20. Necht Sp je drastickd t-konorma. Jeji rozsifeni na vice nez dva
argumenty je definované vztahem

a;, jestlize a; = 0 pro kazdé j # 1,

Sg_l(al,ag,...,am) = { (41)

1, jinak.

Véta 3.10. Drasticka t-konorma Sp je symetricky, asociativni a bisymetricky

operdtor.
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Dtikaz: Drikaz se provadi analogicky jako ve Véte 3.5.

0

Priiklad 3.9. Ukazeme si, Ze drastickd t-konorma Sp neni rozloZitelny operdtor.

Méyme x1 =0,5; v =0; x3=0; x4 =0; x5 =0.
Sp(xy,...,x5) = Sp(0,5; 0, 0, 0, 0) =0,5.

Sp(Sp(x1,...,x4)y..., Sp(x1,...,24), x5) = Sp(0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0) = 1.

4—krat

SD(xlw"axE)) #SD<§D<1,17"'7$4)7"'7 SD(‘TI7"'JJ:4>J7 LE’5).

-~

4—krat

Obdobne jako v Prikladé 3.5. lze ukdzat, Ze drastickd t-konorma neni ryze mo-

notonni operdtor.
OJ
Poznamka 3.4. Z uvedenyjch typu t-konorem je jen drastickd nespojitd (viz [4]).

Véta 3.11. Jedind t-konorma S, kterd splnuje pro kazdé x € (0,1) vztah
S(z,z) =0
je drasticka t-konorma Sp .

Dukaz: Viz [1].

3.2 Vlastnosti t-norem a t-konorem

Nésledujici kapitola obsahuje véty tykajici se vlastnosti t-norem a t-konorem
se specifickymi pozadavky na agregované prvky. Ke zpracovani jsem vyuzila zna-

lost{ ziskanych z literatury [1] a zejména literatury [4].
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Veéta 3.12. Pro kazdou t-normu T plati
T(a,0) =0,

kde a € (0,1).

Dukaz: Viz [4].

Poznamka 3.5. Z predchozi véty plyne, Ze kaZdd t-norma md anihilator a = 0.

Odtud plyne, Ze neexistuje vyvazitelnda t-norma, viz Pozndmka 2.2.
Véta 3.13. Pro kazdou t-konormu S a a € (0,1) plati

S(a,1) =1. (42)
Dukaz: Viz [4].

Poznamka 3.6. Z predchozi véty plyne, Ze kazZda t-konorma ma anihildtor a = 1.

Odtud vime, Ze neexistuje vyvdzZitelnd t-konorma, viz Pozndmka 2.2.

Mezi t-normami a t-konormami muzeme uvazovat stejné uspotradéani, jako

zname u funkeci.

Definice 3.21. Méjme ddny t-normy Ty a Ts. Rekneme, ze t-norma Ty je mensi

nebo rovna nez t-norma Ty (znacime Ty < Ty), jestlize plati
Va, be <0, 1) . Tl(a, b) S TQ(CL, b) (43)

Definice 3.22. Méjme ddny t-konormy S a Sy. Rekneme, e t-konorma S, je

mensi nebo rovna nez t-konorma Sy (znacime Sy < Sy ), jestlize plati
Va,b € (0,1) : Si(a,b) < Sy(a,b). (44)

Véta 3.14. Mezi vsemi t-normami je standardni nejvetsi a drastickd nejmenst,

5. pro libovolnou t-normu T' plati
Va,b € (0,1) : Tp(a,b) < T(a,b) < Tyrn(a,b). (45)
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Dukaz: Viz [4].

Analogicky muzeme sestavit poradi t-konorem.

Véta 3.15. Mezi vsemi t-konormami je standardni nejmensi a drastickd nejvetsi,

tj. pro libovolnou t-konormu S plati
Va,b € (0,1) : Syrax(a,b) < S(a,b) < Sp(a,b). (46)
Dukaz: Viz [4].

Definice 3.23. Necht T je spojitd t-norma. Rekneme, Ze T je archimedovskd

(ang. archimedean), jestlize

Va € (0,1): T(a,a) < a. (47)

Necht S je spojitd t-konorma. Rekneme, e S je archimedovskd (ang. archime-
dean), jestlize

Va € (0,1): S(a,a) > a. (48)

Poznamka 3.7. Standardni t-norma neni archimedovskd t-norma. Vidime, Ze

nesplnuje definicni podminku
Tyin(a,a) = min{a,a} = a.
Lukasiewiczova t-norma je archimedovskd t-norma. Pro a € (0;0,5) plat{
Tr(a,a) = max{0,a +a—1} =0 < a,
pro a € (0,5;1) plati
Tr(a,a) =max{0,a+a—1} =2a—1 < a.
Soucinovd t-norma je archimedovskd t-norma. Pro a € (0,1) plati

Tp(a,a) =a-a < a.
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Drasticka t-norma neni archimedovskd t-norma, nejednd se o spojitou t-normu.

Standardni t-konorma neni archimedovskd t-konorma. Nespliuje podminku
Swrax(a,a) = max{a,a} = a.

Lukasiewiczova t-konorma je archimedovskd t-konorma. Pro a € (0;0,5) plati

Sp(a,a) =min{l,a + a} = a + a,

pro a € (0,5;1) plati
Sp(a,a) =min{l,a +a} = 1.

Soucinovd t-konorma je archimedovskd t-konorma. Pro a € (0,1) plati

Sp(a,a) =a+a—a-a=a(2—a)>a.

Drasticka t-konorma neni archimedovskd t-konorma, nejednd se o spojitou t-

konormau.

Definice 3.24. Necht T je spojitd t-norma. Rekneme, Ze T je nilpotentni (ang.
nilpotent), jestlize je archimedovskd a neni ryze monotonni.
Necht S je spojitd t-norma. Rekneme, Ze S je nilpotentni (ang. nilpotent), jestlize

je archimedouvskd a neni ryze monotonni.

Poznamka 3.8. Standardni t-norma Tysrn nent nilpotentni t-norma, nejednd se
o archimedovskou t-normu.

Lukasiewiczova t-norma Ty, je nilpotentni t-norma.

Soucinovd t-norma Tp neni nilpotentni t-norma, jednd se o striktni t-normu.
Drastickd t-norma Tp neni nilpotentni t-norma, nejednd se o archimedouvskou t-
normu.

Standardni t-konorma Syrn nend nilpotentni t-konorma, nejednd se o archime-
dovskou t-konormu.

Lukasiewiczova t-konorma Sy je nilpotentni t-konorma.

Soucinovd t-konorma Sp neni nilpotentni t-konorma, jednd se o striktni t-konormu.
Drasticka t-konorma Sp nent nilpotentni t-konorma, nejedna se o archimedovskou

t-konormau.
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Obecné maji archimedovské t-normy a t-konormy néasledujici vlastnost.

Véta 3.16. Necht T je archimedovskd t-norma. Pak pro kazdé a € (0,1) ae > 0
existuje n € N takové, Ze

T (a,a,...,a) <e. (49)

Necht S je archimedovskd t-konorma. Pak pro kazdé a € (0,1) a e > 0 existuje
n € N takové, Ze
S(a,a,...,a)>1—¢. (50)
—_—

n—krdt

Dukaz: Viz [4].
Pokud vsak jde o nilpotentni t-normy a t-konormy, pak plati silnéjsi verze

této vlastnosti.

Véta 3.17. Necht T je nilpotentni t-norma. Pak pro kazdé a € (0,1) existuje

n € N takové, Ze
T (a,a,...,a)=0. (51)

n—krdt

Necht S je nilpotentni t-konorma. Pak pro kazdé a € (0,1) existuje n € N takové,

Ze
S(a,a,...,a)=1. (52)
—krat
Dukaz: Viz [4].

3.3 Parametrické tridy t-norem a t-konorem

Tato podkapitola je vénovana parametrickym tridam t-norem a t-konorem.
Kapitola zahrnuje vybrané nejznaméjsi parametrické tiidy. Téchto parametrickych

t¥fd existuje velké mnozstvi (viz literatura [1] a [5]). Castym rysem jednotlivych
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ttid je skutecnost, ze s tim, jak parametr téchto t¥id inklinuje k hranici jeho roz-
sahu, dostaneme t-normy Ty;n a Tp (resp. t-konormy Syrax a Sp) jako krajni

¢leny téchto tiid.

Definice 3.25. Frankova trida je parametrickd trida spojitych archimedovskijch

t-norem definovand pro 0 < p < oo ndsledugicimi vztahy

TMIN (ma y)? jeStlizve p:07
Tp(x,y), jestlize p=1,
T, (2,y) = . (53)
p Tr(z,y), jestlize p = oo,
log, (1 + %) , Jinak.

Poznamka 3.9. Muiizeme si vsimnout, ze TE je pro p < oo ryze monoténni.
’ p

Obr. 9 Frankova ttida pro ruzné hodnoty parametru

Definice 3.26. Schweizer-Sklarova trida je parametrickd trida rostoucich t-norem

parametru p, kde —oo < p < oo, x,y € (0,1) definovdna vztahem

([ Twiin(x,y), jestlize p = —o0,
(P 4 yP — 1)%, jestlize —oo < p < 0,
TpSS(x,y) = Tp(z,y), jestlize p=0, (54)

max{z? + y? — 1, 0}%, jestlize 0 < p < oo,

| Tp(z,y), jestlize p = .
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Poznamka 3.10. V pripadech, kdy x = 0 nebo y = 0 je Tz;gs =0.
Muzeme si v§imnout, Ze TpSS je pro p > —oo archimedovkd, pro p € (—o0,0) ryze

monotonni a pro p € (0,00) nilpotentni.

p=-1000

L AT T
D ALPSEIAISRAIEY
e

a5 4o

Obr. 10 Schweizer-Sklarova tiida pro ruzné hodnoty parametru

Definice 3.27. Yagerova trida rostoucich t-norem parametru p, kde 0 < p < oo,

z,y € (0,1) je ddna ndsledovné

Tp(z,y), jestlize p=0,
T) (x,y) = { max {1 —((1—2)P+4+(1- y)p)l/p,O} , jestlize 0 < p < oo, (55)
Tyin(z,y), jestlize p = o0,
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Poznamka 3.11. MuzZeme si vSimnout, Ze Tg/ je pro 0 < p < oo nilpotentni a

specidlné pro p =1 plati Tzf =1Tr.

LA TRTASOD,
08
06
ula %““

p=100000

Obr. 11 Yagerova tiida pro ruzné hodnoty parametru

Definice 3.28. Dombiho trida parametrickych t-norem je definovdna pro para-

metr p, kde 0 <p < oo axz,y € (0,1) takto

0, jestlize x=0 nebo y=0,
. Tp(z,y), jestlize p=0,
p \"d) = win (T estlize p = oo
T @y) =\ Tl y), jestlize p = oo, (56)
1 .
, Jinak.
(=) (52))?




Poznamka 3.12. Muzeme si vsimnout, Ze TZP je pro 0 < p < 0o ryze monoténni

a specialné pro p =1 plati Tzf) =1Ty.

M‘tz‘\
4
&

Obr. 12 Dombiho tiida pro ruzné hodnoty parametru
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3.4 Fuzzy negace a dudlni t-normy a t-konormy

V této kapitole se seznamime s negaci, jejimi zakladnimi typy. Budeme ji
potiebovat v paté kapitole, kterd se zabyva praktickymi aplikacemi. Ke zpra-

covani této kapitoly jsem vyuzila literatury [1] a [4].

Definice 3.29. Zobrazeni N : (0,1) — (0,1) se nazgvd negace, jestlize je neros-

touci a spliuje nasledujici axiomy
N(0)=1,N(1)=0. (57)

Definice 3.30. Negaci z predchozi definice nazveme strikini, jestliZe je navic
klesagici a spojitda. Nazveme ji silnd negace, jestlize spliuje podminku
Vr € (0,1) : N(N(x)) = . (58)
Silnd negace byva v literatufe nazyvana téz fuzzy negaci a casto se oznacuje
- (viz napf. [4]).
Diky tomu, ze striktni negace N je klesajici a spojita funkce, je i jeji inverze

N~ striktnf negaci.

Definice 3.31. Intuitionistickd negace Ny je definovdna nasledujicim vztahem

Ny(z) 1, jestlize =0, (59)
€Tr) =
! 0, jinak.

Slabd negace Ny je definovdna ndsledujicim vztahem

1, jestlize x < 1,
Ny (z) = 60
wie) { 0, jestlize x=1. (60)

Standardni negace N je definovdna vztahem
N(z)=1-—u=. (61)

Poznamka 3.13. Silné negace muzeme ziskat volbou parametru A v ndsledujicim

vztahu

Ny(z) = , (62)

kde A > —1.
36



Poznamka 3.14. Standardni negace je silnd negace. Prikladem striktni a zdroven

A . ’ , ’
ne silné negace je N, dand vztahem N =1 — 2.

Definice 3.32. Necht T je t-norma, S je t-konorma a N je strikini negace.

Usporadanou trojici (T,S,N) nazgvame De Morganova trojice, jestlize plati
N(S(z,y)) = T(N(x), N(y))- (63)

Uvedena trojice ziskala nazev po anglickém matematikovi a logikovi Augustu
De Morganovi (1806-1871).
Nasledujici véta popisuje zpusob, jakym lze zkonstruovat dudlni t-normu k

dané t-konormeé.

Véta 3.18. Necht N je striktni negace, T je t-norma. Necht t-konorma S je

definovdna pro kazdé z,y € (0,1) ndsledovné

S(z,y) = N"HT(N(x), N(y)))- (64)
Pak trojice (T, S, N) je De Morganova trojice.
Dukaz: Viz [4].

Poznamka 3.15. Je-li t-norma v predchozim turzeni spojitd, pak i t-konorma S

je spojitd funkce.

Poznamka 3.16. Pokud u duality neuvedeme, vzhledem k jaké negaci je chdpdana,

pak automaticky predpoklddame standardni fuzzy negaci.

V nasledujici poznamece si uvedeme, vzhledem k jaké negaci jsou t-normy a
t-konormy, se kterymi jsme se seznamili v predchozi kapitole, dualni. Tvrzeni je
uvedeno v literatute [4], ale diikaz neni doplnén. Ukazeme si ovéreni tvrzeni pro

Lukasiewiczovy a sou¢inové operace.
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Poznamka 3.17.
Lukasiewiczovy operace Ty, Sy jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.

Tvrzeni miuzeme ovérit pomoci formule (62) ndsledovneé.
N(Sp(z,y)) = N(min{1l,z + y}) = max{l — 1,1 — x — y} = max{0,1 — x — y}.

TL(N(z),N(y)) =Tr(1—z,1—y) = max{0,1 —z+1—y—1} = max{0,l —z—y}.

Soucinové operace Tp, Sp jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.

Ukdzeme si, jak muzZeme ovérit platnost toho turzend.
N(Sp(z,y))=N@+y—z-y)=1l-a-y+z-y.

Tp(N(z), N()) =Tr(l —z,1—y) = (1 —2)- (1 -y) =l -z —y+x-y.

Standardni operace Thiin, Spax jsou dudlni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Drastické operace Tp, Sp jsou dudlni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.
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4 Vyuziti konjunktnich a disjunktnich agregac-
nich operatoru

T-normy a t-konormy slouzi k modelovani pruniku a sjednoceni fuzzy mnozin
a ve fuzzy logice je vyuzivame k modelovani logickych spojek konjunkce a dis-
junkce. K nastudovani a ke zpracovani nasledujiciho textu jsem vyuzila publikace
[10] a znalosti ziskanych z prednések predmétu Fuzzy mnoziny I a IT vedené doc.

RNDr. Talasovou, CSc.

Nyni si struéné predstavime zakladni pojmy teorie fuzzy mnozin.

4.1 Modelovani priuniku a sjednoceni fuzzy mnozin

Profesor kalifornské univerzity v Berkley L. A. Zadech v roce 1965 publikoval
¢lanek, ktery zahdjil rozvoj modifikované teorie mnozin, tzv. fuzzy mnozin, které
jsou nastrojem pro matematicky popis vagnich a neptesnych pojmu.

Zékladni myslenka fuzzy mnozin je jednoducha. Pokud nejsme schopni stano-
vit pfesné hranice tiidy vymezené vagnim pojmem, nahradime toto rozhodnuti
mirou vybiranou z néjaké skdly. Kazdy prvek bude mit prifazenou miru, ktera
vyjadiuje jeho misto a roli v této tiidé. Bude-li skdla usporadana, pak mensi mira
bude vyjadiovat, ze dany prvek lezi nékde na okraji ttidy. Tuto miru nazyvame
stupném pfislusnosti daného prvku k dané tridé. Ttida, v niz kazdy prvek je cha-
rakterizovan stupném prislusnosti k této tride, se nazyva fuzzy mnozina. Lze také
fici, ze stupen prislusnosti vyjadiuje stupen naseho presvédceni, ze dany prvek

patii do dané fuzzy mnoziny.

Definice 4.1. Necht je ddna mnoZina U, tzn. univerzum. Pak fuzzy mnoZina A

na uniwerzu U je definovana zobrazenim
pa U — (0,1). (65)

Funkci py nazgvame funkci prislusnosti fuzzy mnoziny A. Pro kazdé x € U na-

zveme hodnotu pa(x) stupném prislusnosti prvku © k fuzzy mnoziné A.
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Poznamka 4.1. Fuzzy mnozina na U je jednoznacné urcena svou funkci prislusno-
sti. V klasické teorit mnozin jsou mnoziny urceny charakteristickou funkci, kterd
nabyva hodnot 0 nebo 1, podle toho zda prvek do dané mnoziny patri ¢i nikoli.
Funkce prislusnosti v teorii fuzzy mnozZin umoznuje priradit prislusnost proku k
mnozinam v rozmezi od 0 do 1, véetné obou hranicnich hodnot. V pripadé, Ze
fuzzy mnozina je definovdana na diskrétnim univerzu, pak funkce prislusnosti je

ddna victem proki.

Poznamka 4.2. Ddle budeme pomoci stejného pismena oznacovat jak fuzzy mnoZi-
nu A tak i jeji funkci prislusnosti A(.). Stupen prislusnosti, s nimz prvek x € U

ndlezi fuzzy mnoziné A, oznacujeme A(x).

Poznamka 4.3. Systém vsech fuzzy mnozin definovanijch na univerzu U budeme

oznacovat F(U). To, Ze A je fuzzy mnoZina definovand na U, budeme zapisovat

Ae FU).

Je znamé, ze klasické mnozinové operace (napt. doplnék, prunik, sjednoceni)
definované na univerzu U pro jakékoli mnoziny A, B,C C U splnuji vsechny
vlastnosti uvedené v Tab. 1 (viz [1]). Vycet téchto vlastnosti by mohl byt zuzen,
nékteré vlastnosti jsou dusledkem jinych. Uvadime zde vsak vycet vsech pojme-

novanych vlastnosti.

idempotence AUA=A ANA=A

komutativita AUB=BUA ANB=BNA

asociativita AU(BUC)=(AUB)UC |AN(BNC)=(AnB)NC
absorpce AU(ANB)=A AN(AUB)=A
distributivita | AU(BNC) = (AUB)N(AUC) | AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
identita Auph=A ANU=A
komplementarita)] AU AY = U AN AC =

involuce (A9 = A -

De Morganovy | (AU B)¢ = A9 N B¢ (AN B)Y = A®U B¢
zakony

Tab. 1 Vlastnosti operaci
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Vlastnost komplementarita je pro operaci sjednoceni téz zndma pod nazvem
,,zakon vynechani trettho” a pro prunik jako ,,zdkon kontradikce”.

Chceme-li pracovat s fuzzy mnozinami definovanymi na univerzu U, které
pripousti, ze prvek nalezi do této mnoziny jen z ¢asti, rozsitime operace s mnozinami
(doplnék, prunik, sjednoceni) na piipad s fuzzy mnozinami pomoci operaci ne-

gace, t-norma, t-konorma
e A%(a) = N(A(a)),
e (AN B)(a) = T(A(a), B(a)),
e (AUB)(a) = S(A(a), B(a)).

Na nasledujicich grafech si ukazeme, jak vypadaji pruniky a sjednoceni dvou
fuzzy mnozin namodelované pomoci zékladnich typu t-norem a t-konorem.

Méjme dany fuzzy mnoziny A, B (viz Obr. 13), jejich pruniky a sjednoceni
jsou ukazany na Obr. 14 az Obr. 17.

05F

Obr. 13 Fuzzy mnoziny A, B
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0.5} ] 051

Obr. 14 Modelovani pruniku dvou fuzzy mnozin pomoci standardni a Lukasie-

wiczovy t-normy

T (AB)

0.5¢

t-normy

Sax(A-B) S, (AB)

-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|

05}

o

Obr. 16 Modelovani sjednoceni dvou fuzzy mnozin pomoci standardni a Lukasie-

wiczovy t-konormy
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S.(A.B) S,iAB)

0.5} ] 051

R it o ot o i e e e e

Obr. 17 Modelovani sjednoceni dvou fuzzy mnozin pomoci sou¢inové a dras-

tické t-konormy

V nasledujicim textu ovérime, které z vlastnosti uvedené v Tab. 1 plati pro
jednotlivé zakladni t-normy a t-konormy, které jsme studovali v teoretické casti.
Vlastnost komutativita a asociativita patii mezi definiéni axiomy t-normy resp.
t-konormy, proto je v tomto textu déle nerozebirame.

Vime, Ze jediné idempotentni operace jsou standardni t-normy resp. t-konormy.
Na Obr. 18 (resp. Obr. 19) ilustrujeme hodnoty A U A (resp. AN A) pii pouziti
zékladnich t-norem (resp. t-konorem), modfe je zndzornéna fuzzy mnozina A a

¢erné vysledna operace.

A T nlAA) T (AA) T (AA) T, (A.A)

1-r—1-1-’—‘-1- 1 1t 1 1t

0.5} 10.5¢ 10.5} 105 10.5}

Obr. 18 Vlastnost idempotence t-norem
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05F

neplati. Zelené jsme oznacili fuzzy mnozinu A, modrou barvou znac¢ime fuzzy

05F

S AX(A,A)

s AA)

05F

05F

Sy [AA)

SpAA)

05F

Obr. 19 Vlastnost idempotence t-konorem

Obdobné pro standardni t-normu, pro kazdé a,b € (0,1) plati

mnozinu B a ¢ernou barvou zna¢ime vyslednou operaci.

44

Po ovéreni vlastnosti absorpce standardni t-konormy dostaneme pro kazdé

a,b e (0,1)

Swvax(A(a), Tyrn(A(a), B(b))) = max{A(a), min{A(a), B(b)}} = A(a).

Tuin(A(a), Spax(A(a), B(b))) = min{A(a), max{A(a), B(b)}} = A(a).

Na nasledujicich obrazcich vidime, Ze pro ostatni operace vlastnost absorpce




A,B Tian(A:SpyaxlA-BN T, (A5, (A.B)) To(A,S,(AB)) T,(A.S,(A.B))
1 1f 1 1 1F
0.5 1 0.5f 1 0.5F 1 0.5f 0.5F
05 0y 0 0y 0
Obr. 20 Vlastnost absorpce t-norem
A B SR T AB)) S (AT, (A.B)) SplATLIAB)) SLlA.T,L(AB))

0.5 1 0.5f 1 05f 1 0.5

0.5r

Obr. 21 Vlastnost absorpce t-konorem

Jako distributivni operator se ukazala standardni t-norma a standardni t-

konorma, kde pro kazdé a,b,c € (0,1)
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Syax(A(a), Tuin(B(b),C(c))) = max{A(a), min{B(b), C(c)} =
= min{max{A(a), B(b)},maz{A(a), B(b)}.

Dalsi vlastnosti je identita. Mnozinu neobsahujici zadny prvek nazyvame
prézdnd mnozina a oznacujeme (). Prazdnd mnozina je specidlnim pripadem
fuzzy mnoziny, jejiz funkce ptislusnosti je rovna nule. Naopak mnozina obsahujici
vSechny prvky je univerzum, jeji funkce prislusnosti je rovna jedné.

Nejprve vlastnost identitu ovérime pro operace konjunkce, kde pro kazdé

a,b,c € (0,1) plati
Srax(A(a),0) = max{A(a),0} = A(a).

Sp(A(a),0) = A(a) + 0 — A(a) - 0 = A(a).
Sr(A(a),0) = min{l, A(a) + 0}} = A(a).

max{A(a),0}, jestlize min{A(a),0} =0,

= A(a).
jinak. (@)

Sp(A(a),0) = {

Obdobné provedeme ovéreni pro operace disjunkce, kde pro kazdé a,b,c €

(0,1) plati

Tain(A(a), 1) = min{A(a), 1} = A(a).

Tr(A(a),1) = max{0, A(a) + 1 — 1}} = A(a).

min{A(a), 1}, jestlize max{A(a),1} =1,

) = A(a).

TD(A(a)7 1) = { .
, jinak.

Na Obr. 22 (resp. Obr. 23) vidime, jak dopadlo ovéfeni vlastnosti komplemen-

tarity. Fuzzy mnozinu A jsme oznacili modre, jeji negaci jsme oznacili zelené a

vyslednd operace je znazornéna ¢erné. Platnost se prokazala pro Lukasiewiczovu

a drastickou t-normu, resp. t-konormu.
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A, N(A) Tyl N(A)) T, (A, N(R)) T (A, N{A)) T, (A, N{A)
1 —1 1 1 1 1
05} 1 ost 0sf 05}
05 0g 0 0 05
Obr. 22 Vlastnost komplementarita t-norem
A, N[A) SpaxA NIAY S, (A, N[A)) SplA, N{A)) SL{A, N{A))
1—‘ 1 1 1 1
05} 0.5} 05} 05} 05}
05 05 0 g 0

Obr. 23 Vlastnost komplementarita t-konorem
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Méme-li ddnu fuzzy mnozinu A definovanou na univerzu U a jeji doplnék A®
je definovany pomoci silné negace N, pak jestlize plati zdkon vynechani tretiho
(resp. zdkon kontradikce), pak operace sjednoceni (resp. prunik) neni idempo-
tentni.

Z poznamky v literatute [1] plyne, ze pokud jsou operace a sjednoceni vzajemné
distributivni, pak ani zdkon vynechani tfetitho ani zdkon kontradikce nemuzou
platit. Musime si tedy vybrat mezi platnosti obou zakonu na jedné strané a mezi
vzajemnou distributivitou a idempotenci na strané druhé.

Pro ovéreni vlastnosti involuce, provedeme dvojitou negaci fuzzy mnoziny A,
ktera je znacena modrou barvou. Za negaci postupné volime intuitionistickou,
slabou a standardni negaci, kterd je znacena cCerné. Jako involutivni negace se

ukaze standardni negace N(z). Coz muzeme i jednoduse ovérit pomoci dosazeni
N(N(z))=N(1—-z)=1—-1+x==x.

" NN (A))) Ny, (N (A) ) Ni N(A) }

05F 1 05F 05f 05F

Obr. 24 Vlastnost involuce
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Vyznamné se operace t-norma a t-konorma uplatni pii modelovani pruniku a
sjednoceni jazykovych proménnych.

Jazykové proménné se vyuzivaji k sestavovani systému pravidel, dle kterych
se Tidi zafizeni naprogramované technologii fuzzy logic. Pod pojmem technologie
fuzzy logic se skryva moderni technologie, ktera umoznuje pristrojum pomoci
senzoru zjistit, jak probiha vykonavana cinnost a podle vysledki upravit béh
pracovniho cyklu.

Zatizeni naprogramované pomoci technologie fuzzy logic se tidi algoritmy,
které jsou zadany dle expertné stanovenych znalosti. Informace, které pro sesta-
vovani programu odbornici pottebuji, nebyvaji zaddna exaktné (matematickym
popisem nebo funkef). Castéji se setkdvame s pifpady, kdy jsou tato vstupni data,
ze kterych autofi softwaru vychézeji, zadana jazykové. Jsou zadana pomoci tzv.
jazykovych proménnych.

Pod pojmem jazykova proménnd rozumime proménnou, jejimiz hodnotami
jsou jazykové termy. Jazykové termy jsou interpretované jako fuzzy mnoziny na
R, nejcastéji jako fuzzy cisla. Vyhodou jazykové proménné je to, ze ji vyjadiime
pomoci koneé¢né mnoha hodnot realné proménné. Obor hodnot realné proménné
je totozny s univerzem, na kterém jsou definovany vyznamy hodnot dané jazykové
proménné. Smyslem jazykové proménné je tedy to, ze muzeme nespocetné mnoho
hodnot realné proménné nahradit nékolika malo fuzzy hodnotami, které jsou navic
jazykové popsany.

Pro iplnost uvadime obecnou definici jazykové proménné, definici realné ne-
boli bazické proménné. Sezndmime ¢tenare s definici fuzzy ¢isla, které vyuzivame

k interpretaci jazykovych termu a s jazykovou skalou.

Definice 4.2. Jazykovou proménnou rozumime usporadanou pétici
V. T(V), X, G, M), (66)

kde symbol V oznacuje jméno jazykové proménné, T (V) je mnozZina jazykovych
hodnot proménné V, X je univerzum, na kterém jsou definovdny fuzzy mnoZiny

predstavugici vyznamy jazykovych hodnot, G oznacuje syntaktické pravidlo tzv.
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gramatiku zavedenou pro generovdni jazykovych hodnot z T (V) a symbol M oznacu-
je sémantické pravidlo, tj. zobrazeni, které kazdé hodnoté C € T (V) priradi jeji
vyznam C = M (C), ktery je fuzzy mnozZinou na X.

Definice 4.3. Bazickou promeénnou pridruZenou k jazykové proménné
Vv, T(V), X, G, M),

rozumime uspordadanou dvojici

(v, X), (67)
kde symbol v oznacuje jméno bazické proménné, X je obor jejich redlnich hodnot.

Dulezitou roli v teorii fuzzy mnozin maji nasledujici pojmy, které vyuzijeme

v definici fuzzy cisla.

Definice 4.4. Necht je ddna fuzzy mnoZina A na univerzu U a rediné ¢islo o €

(0,1). Pak a-tezem fuzzy mnoziny A nazveme mnoZinu
A, ={z € UlA(z) > a}. (68)
Jadrem fuzzy mnoziny A na univerzu U rozumime mnozZinu
Ker A= {z € UlA(x) = 1}. (69)
Nosicem fuzzy mnozZiny A na univerzu U nazyvdme mnoZinu
Supp A= {x € UlA(x) > 0}. (70)
Viyska fuzzy mnoziny A na univerzu U je definovdna vztahem
hgt A = sup ey A(x). (71)
Definice 4.5. Fuzzy mnozina A na univerzu U se nazyvd normdlni, jestliZe
KerA # (. (72)

Fuzzy ¢isla intuitivné reprezentuji hodnotu, ktera je neptesnd, tj. hodnotu,

kterou lze slovné charakterizovat pomoci vyrazu ,,asi”, ,,zhruba” apod.
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Definice 4.6. Fuzzy mnozina C' definovand na mnoziné redlnych cisel R, kterd

splniuge nasledujict vlastnosti
1. C je normdlni mnozina,
2. «a tezy C, predstavugi pro vSechna o € (0, 1) uzaviené intervaly,
3. nosi¢ C je ohraniceny,

se nazyvd fuzzy cislo.

Definice 4.7. Rekneme, Ze jazykovd proménnd (V, T(V), (A, B)), definuje na
intervalu (A, B) jazykovou Skdlu, jestlize fuzzy ¢isla Ty, ..., Ts modelujici vgznamy
jazykovych hodnot Ty, . . ., T, tvoricich mnozinu T (V) predstavuji fuzzy rozklad in-
tervalu (A, B), tj.
Vo € (A, B): Y Ti(x) =1 (73)
i=1

Mezi priklady elementarnich termu jazykové skaly patii: Spatny, prumérny,
dobry; podprumérny, prumérny, nadprumérny; maly, stredni, vysoky.

Casto je vyhodou pracovat s jazykovou proménnou s bohats{ strukturou hod-
not, kdy k elementdarnim termtum tvoticich jazykovou skalu pridavame jesté termy
odvozené. Prikladem bohatsich struktur je obohacend jazykova skadla a rozvinutd
jazykovd skdla. V ptipadé obohacené jazykové skaly mezi vyznamy termu patii
napiiklad viceméné Spatny, Spatny, urcité Spatny, prumeérny, viceméné dobry,
dobry, urcité dobry. V pripadé rozsitené jazykové skdly vypadaji vyznamy termu
naptiklad takto Spatny, prumeérny az spatny, prumérny, prumeérny az dobry, dobry.

Na nasledujicich grafech ilustrujeme modelovani pruniku (resp. sjednoceni)
jazykové proménné ,, Hodnoceni”. Jazykova proménna je vyjadiena hodnotami
Spatny, prumérny, dobry a pomoci fuzzy ¢isel S,P,D. Tato fuzzy ¢isla jsou v daném
piikladé definovand na univerzu (0, 5), pod timto intervalem si muzeme predstavit
napi. bodovou skélu. Fuzzy ¢isla jsou oznacena zelenou, modrou a ¢ervenou bar-

vou a vysledné operace pruniku a sjednoceni jsou znazornény cernou barvou.
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Obr. 25 Jazykova proménna
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Obr. 26 Modelovani pruniku pomoci standardni a Lukasiewiczovy t-normy

TP TD

05 05

Obr. 27 Modelovani pruniku pomoci souc¢inové a drastické t-normy
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Obr. 28 Modelovani sjednoceni pomoci standardni a Lukasiewiczovy t-konormy

sP D

05 05

Obr. 29 Modelovani pruniku pomoci sou¢inové a drastické t-konormy

Na nasledujicim piikladé si uvedeme jednu z moznosti vyuziti modelovani

pruniku a sjednoceni fuzzy mnozin.

Priklad 4.1. Chceme rozeslat nabidku zboZi mezi nase stavajici zdkazniky. Jako
informacni zdroj nam poslouzi databdze s potrebnymi informacemi, kterou si ve-
deme. Vyjimku tvori zdkaznik oznacen pismenem L, u kterého nemdme tdaje
dostupné.

Pro tuto konkrétni nabidku vychdzime z charakteristik: vyska, viha, vék, hmot-
nost a prumeéerny mésicni prijem. V Tab. 2 jsou uvedeny dostupné tudaje o jed-
notlivych zdakaznicich, kde vaha je uvedena v kilogramech, vyska je uddna v cen-

timetrech a prumérny mésicni prijem je uveden v tisicich.
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wient | Al Bl o | p | E| Flag|l o] ] 7] K]|L
vek || 21| 24 36 32| 36| 38| 40| 401 421 48] 541 -
viha | 86 | 7181 91| 88| 79| 90| 92| 86| 90 | 82 | 84 | -
viska || 185 182 180 | 178 | 187 | 179 | 170 | 182 189 | 179 | 186 | -
pidiem || 10 | 12 ] 14| 10] 8 | 18| 12| 50| 23| 20 18| -

Tab. 2 Databdze zdkazniku

HMOTNOST VEK

=——primérna ——stfedni v&k
0.5 —mala 05 —mlsf!i
—yE8i —stari
070 75 80 85 90 95 0 20 30 40 50 60
Obr. 30 Fuzzy mnoziny charakteristik hmotnost a vék
MESIENI PRIJEM VYSKA
1 1
m—riim&rny — stfedni
= maly —mala
0.5 —vysoky 05 —vysoka
0 0
0 5 10 15 20 25 30 160 170 180 190

Obr. 31 Fuzzy mnozZiny charakteristik prijem a vyska

Nabidku zbozi chceme rozeslat zdkaznikum, kteri maji malou az stredni vysku,
patri do skupiny lidi ve strednim veku s vetsi hmotnosti a s mésicnim prijmem
prumeéernym az vysokym.

Vybrané fuzzy mnoZiny si oznacime ndsledovné: mald vyska ozn. MV, stredni
vyska ozn. SV, stredni vek ozn. STRVEK, vyssi hmotnost ozn. VHM, prumeérny

prijem ozn. PR, vysoky prijem ozn. VP. Fuzzy mnoZinu mald aZ stredni vyska za-
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pisujeme (MV USV), fuzzy mnoZinu prumérny az vysoky mésicni prijem znacime

(PRUVP). Vyslednou mnozinu vybranijch zdkazniki oznacime VZ, muzeme ji

zapsat ndsledovné VZ = (MV USV)NSTRVEKNVHM N (PRUVP).
Zikaznikovi s chybéjicimi informacemi (ozn. L) priradime stupné prislusnosti

ke vsem skupinam 0,5.

klient A/B|C| D |E|F|G|H|I| J | K| L

mladi 1110103010000 0 0 |05
strednivek || 0 | 0| 10,7 11| 1| 111070105

start o010 0 0|0} 0|0|0]|03]|09]|05

Tab. 3 Stupné prislusnosti zikazniku k fuzzy mnozZindm mladi, stredni vek, stari

klient | A | B |C| D | E |F|G| H|I|J| K| L
mald 0104|101 0 0200 0|0 0|0]05

stredni || 0,8 1 0,6 | 00,4080 0]08|0|1]|1]05
vysst || 0,2 0 | 1106 0 | 1| 1]|02|1|0]|0]05

Tab. 4 Stupné prisl. zikazniku k fuzzy mnoZindm mald, stredni, vyssi hmotnost

wient | A | Blc|p| E|Fl | ] 17| K| L
mald || 0| ololo]l ololos| o] ool olos
stredni || 0,5 08| 1] 103 1]05]08|01]1]04]05
wysokd || 0,51 0210 0lo7 0] 0 loz2]loaloloé]|os

Tab. 5 Stupné prisl. zikazniku k fuzzy mnoZindm mald, stredni, vysokd vyska

wient ||A] B| ¢ |D|E|F]l ¢ |lHu| 1|J]K|L
maly | 1106|022l 1]1]0lo6lo] olololos
primerny || 0| 04108 ol ol1]o4]0loy]1]1]05
vysoky | ol o | olololol olz1]o6lololos

Tab. 6 Stupné prisl. zikazniki k fuzzy mnozZindm maly, pramérny, vysoky prijem
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Sestavime si tabulku se stupni prislusnosti jednotlivijch zdkazniku k dangm
fuzzy mnozinam na zdkladé vybrangch operaci sjednoceni a pruniku. Dolnim in-
dexem S oznacujeme operace sjednocent, prunik a vyslednou mnoZinu v pripadé

uziti standardnich t-norem a t-konorem, tj.
(MV Ug SV) = max{MV, SV},

(PRUg VP)=max{PR,V P},
VZs = (MV Us SV) g STRVEK Ng VHM Ng (PR Ug VP) —
= min{max{ MV, SV}, STRVEK,VHM, max{ PR,V P}}.

Obdobné dolnim indexem L oznacujeme uziti Lukasiewiczovych t-norem a t-konorem
a indexem P oznacujeme uziti soucinovych t-norem a t-konorem.
Kritérium, na zdkladé kterého se rozhodneme, komu posleme nasi nabidku,

jsme si zvolili hodnotu stupné prislusnosti k vysledné fuzzy mnoziné vétsi nez 0,5.

whient || Al Bl ¢ |D|E|Fl | H]| 1 ]J|K L
vzs lololoslolol1lo4lo02]01]0]0 0,5
vz lololoslolol1lo4] 0 o1]o]o0 0
Vzp llolol olololol o] o] olol|oloots625
VZp |l ol oloslolol1] o] o] o lo]o 0

Tab. 7 Stupné prislusnosti zikazniku k vysledné mnoziné podle jednotlivich typi

t-norem a t-konorem

Dle standardnich operaci do viyjsledné skupiny vybrangch zdkazniku patii C, F,
G, H, I, K, L se svymi stupni prislusnosti. Nabidku posleme zdkaznikum C, F, L,
dle kritéria rozeslat nabidky zdkaznikum se stupni prislusnosti k vysledné mnoziné
aspon 0,5.

Dle Lukasiewiczovyjch operact do viysledné skupiny vybranych zdkazniki patri
C, F, G, I se svymi stupni prislusnosti. Nabidku posleme zdkaznikum C| F.

Dle soucinovijch operaci do skupiny vybranych zdikaznikiu patii pouze zdkaznik

L. Nabidku bysme mu, ale pri uziti souc¢inovych t-norem a t-konorem neodeslali.
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Dle drastickych operaci do viysledné skupiny vybranych zdkazniku patii C, F

se svymi stupni prislusnosti. Témto zdkaznikum také odesleme nabidku.

4.2 Fuzzy logika

Nejprve se ve struénosti seznamime s vicehodnotovou logikou, ktera nas privede
na fuzzy logiku a jeji zédkladni rozdéleni. Pii zpracovani jsem cCerpala zejména z
publikaci [2] a [4] a také jsem vyuzila informacnich zdroju [3], [8] a [9].

V Zivoté se casto dostavame do situaci, kdy si nejsme zcela jisti, zda tvrzeni
je urcité spravné, napft. se setkavame s tvrzenim, ze pacient ma pravdépodobné
danou nemoc, ale stale mame urcité pochybnosti. Popis tohoto uvazovani vede
k vicehodnotové logice, kde kromé hodnot pravda (hodnota 1) a nepravda (hod-
nota 0), uvazované v klasické logice, pripoustime i hodnotu udévajici stupen
naseho presvédceni napt. hodnoty udavané v procentech.

Nejznaméjsim a nejstarsim predstavitelem vicehodnotovych logik je logika
trojhodnotova, kde je zvykem vyznam tfeti hodnoty chapat jako nevim (ozn.
1/2). Mezi vicehodnotovou logiku zarazujeme také fuzzy logiku.

V klasické logice je pocet moznych hodnot argumentu roven dvéma a in-
terpretaci logické spojky lze uréit vycétem vsSech moznosti. K tomu nam slouzi
pravdivostni tabulky logickych operaci. Na nasledujici tabulce vidime hodnoty
jednotlivych operaci pro pravdivostni hodnoty vyroku A, B (0 resp. 1), symbolem
— oznacujeme negaci, A znaci logickou spojku konjunkci a V oznacuje disjunkci.

Konstrukce pravdivostnich hodnot jednotlivych operaci je zndzornéna v Tab. 9.

-A|ANB|AVB|A=B | A& B

el Ll ===
k=l E=s

Ol |IFR|Fk|>

—lololol<

r—tO»—t»—tU

—lolo|l—|T

S| O~

Tab. 9 Pravdivostni tabulky
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Logicka spojka implikace (ozn. =), je bindrni operaci mezi dvéma proménnymi.
Pravdivostni hodnoty této operace uvadime v Tab. 9.
Nyni si uvedeme dvé dulezité vlastnosti implikace.

Implikaci muzeme nahradit disjunkci, protoze plati
(a=b) < (—aVb). (74)
Plati také obména implikace
(a=0b) < (-b= —a). (75)

Dalsi logickou operaci je ekvivalence (ozn. < ). Pravdivostni hodnoty této ope-
race uvadime v Tab. 9. Pravdivostni hodnota ekvivalence je shodna s pravdivostni
hodnotou oboustranné implikace, tj. nasledujici dvé formule maji stejnou prav-

divostni tabulku

a<<b,
(a=b) A (b= a). (76)

Pravdivostni hodnota ekvivalence je opa¢na k pravdivostni hodnoté disjunkce, tj.

nasledujici dvé formule maji stejnou pravdivostni tabulku

a < b,
=((a A =b) V (—a AD)). (77)

Fuzzy logika je zobecnénim klasické logiky. Ve fuzzy logice uvazujeme prav-
divostni hodnoty 1 (pravda) a 0 (nepravda), které povazujeme za extrémni hod-
noty a navic mezi nimi ptipoustime i hodnoty castecné pravdivosti. Fuzzy lo-
gika tedy pracuje se vSemi hodnotami z intervalu (0,1). Fuzzy logiku muzeme
chapat jako logiku komparativni pravdy, kdy vyroky mohou byt vice ¢i méné
pravdivé. Diky faktu, ze fuzzy logika pracuje s nekoneénym poc¢tem hodnot z in-
tervalu (0, 1), nemuzeme sestavit tabulku pravdivostnich hodnot jako v klasické

logice. Logické spojky muzeme popsat funkci. Konjunkci A modelujeme pomoci
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operace t-normy a disjunkci V pomoci operace t-konormy. Uvedeme si znaceni
operaci, které vyuzijeme v Piikladu 4.4, kde konjunkci (resp. disjunkeci) modelu-
jeme pomoci standardnich operaci, pouzivame znaceni Ag (resp. Vg), obdobné
pro Lukasiewiczovy operace Ap (resp. V) a pro souéinové operace vyuzivame
znaceni Ap (resp. Vp).

Pomoci znalosti t-norem, t-konorem a negace muzeme nadefinovat dalsi lo-
gickou spojku nazvanou fuzzy implikaci (muzeme k jejimu nadefinovani vyuzit
i formule (75)) a nasledné lze vyjadrit i fuzzy ekvivalenci (muzeme se setkat s
oznacenim fuzzy biimplikace). K sestaveni ndsledujiciho textu jsem vyuzila lite-
ratury [2], [4].

Nyni si predstavime nejcastéji pouzivané typy fuzzy implikace, kterymi jsou
reziduovand fuzzy implikace (R-implikace, reziduovand implikace), S-implikace,

Q-implikace (kvantovéd implikace z ang. quantum implication).
Definice 4.8. R-implikace je bindrni operace =1: (0,1)? — (0, 1), dand vztahem
a =8b=sup{c:T(a,c) <D}, (78)

kde T oznacuje prislusnou t-normu.

S-implikace je bindrni operace =5 : (0,1)? — (0,1), definovand vztahem
a =7 b=S(N(a),b)}, (79)

kde N je standardni negace a S oznacuje t-konormu.

Q-implikace je bindrni operace =9: (0,1)2 — (0,1), definovand vztahem
a=J b= S5(N(a),T(a,b)}, (80)

kde N je standardni negace, T je t-norma a S oznacuje dudlni t-konormu kT

vzhledem k negaci N.

Nyni si predstavime nejcastéji vyuzivané typy fuzzy implikace.
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Priklad 4.2. Gaodelova implikace, kterd je odvozena ze standardni t-mormy, je

ddna nasledugicim vztahem

1,a<b
a=5b= ’C,L__ ’ (81)
b, jinak.

Lukasiewiczova implikace, kterd je odvozena pomoci Lukasiewiczovy t-normy, je

definovdna ndsledovné

1 <b
a=fp={" = (82)
1—a+0b, jinak.

Od soucinové t-normy je odvozena Goguenova implikace dand nasledujicim vzta-

hem

1,a<b
aiﬁbz{bﬂ?" (83)
Jinak.

Goguenova implikace je také zndmd pod ndzvem Gainesova implikace.
Ze standardni t-normy dostaneme Zadehovu implikaci (ang. early Zadeh im-

plication)
a=%9b=Syax(N(a), Tmin(A, B)) = max{1 — a, min{a, b}}. (84)
U

Od implikace =3 se odvozuje komutativni operace <7, definovana vztahem

asib=T((a=720),(b=10a)), (85)
kterou nazyvame fuzzy ekvivalence.
Priklad 4.3. Lukasiewiczova ekvivalence
asfb=1~a—0|, (86)
Godelova ekvivalence

a=lh= L a=b;
S TM[N(CL,b>, jmak;,
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Soucdinovd ekvivalence

a=b=0;

88
Jinak. (88)

1
R _ s
a <:>I3 b - { T]\/IIN(a7b)

Snrax(a,b)’

0

Priklad 4.4. Méyme dany vyroky A a B, s danymi pravdivostnimi hodnotami.

Pak predstavené logické operace maji hodnoty wvedené v Tab. 10 aZ v Tab. 12.

A| B|ANsB|AVvsB | A=EB| A&EB
0,5 0,5 0,5 0,5 1 1
0,8\ 0,2 0,2 0,8 0,2 1
0,3 0,2 0,2 0,3 0,2 1
0,9\ 0,8 0,8 0,9 0,8 1
0,3 0,6 0,3 0,6 1 1
Tab. 10 Pravdivostni tabulky pro standardni operace
A| B |AAB|AV.B | A=EB | Al B
0,5 0,5 0 1 1 1
0,8 0,2 0 1 0,4 0,4
0,3 0,2 0 0,5 0,9 0,9
0,9 0,8 0,7 1 0,9 0,9
0,3 0,6 0 0,9 1 0,7

Tab. 11 Pravdivostni tabulky pro Lukasiewiczovy operace

A| B | AApB| AVpB | A=EB| AsEB
0,505 025 0,75 1 1
0802l 016 0,8/ 0,25 0,25
0,302 o006 0,44 0,67 0,67
0,9 0,8 0,72 0,98 0,89 0,89
0,31 0,6 0,18 0,72 1 0,5

Tab. 12 Pravdivostni tabulky pro soucinové operace
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Nyni si predstavime nékolik zdkladnich typu fuzzy logik. V literatute (napf.
2], [4]) jsme se setkali s ¢lenénim, které vyuzivd modelaci konjunkce prislusnou
t-normou a spojky implikace. My zde uvedeme ¢lenéni, kde vyuzivame operaci

t-norma, t-konorma a negace.

o Zdkladni vyrokovd fuzzy logika (ang. Basic fuzzy logic, odtud oznaceni BL),
predstavuje logiku, kde konjunkce je definovana spojitou t-normou, dis-
junkce je modelovand spojitou t-konormou duélni k dané t-normé vzhledem

k standardni negaci.

o Gddelova fuzzy logika je zvlastnim pripadem zakladni fuzzy logiky, kde kon-
junkei je standardni t-norma, disjunkci je standardni t-konorma, jako ne-

gace tady vystupuje standardni negace.

o Lukasiewiczova fuzzy logika je zvlastnim ptipadem zakladni fuzzy logiky,
kde konjunkei (resp. disjunkei) je Lukasiewiczova t-norma (resp. Lukasiewi-

czova t-konorma) a negaci modelujeme pomoci standardni negace.
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5 Zaveér

Cilem této prace bylo seznamit ¢tenare s tfidami konjunktnich a disjunktnich
agregacnich operatoru, s jejich matematickymi vlastnostmi a s jejich moznym
vyuzitim. Praci jsem pro vétsi nazornost ilustrovala obrazky.

Velkou ¢ast prace jsem se zabyvala zkoumanim matematickych vlastnosti jed-
notlivych studovanych agrega¢nich operatoru, pricemz vlastnosti, jejichz dukaz
nebyl uvedeny v mé dostupné literatute, jsem zde navic dokazala. Prehled zjisté-
nych vlastnosti je uveden v piiloze (viz Tab. 13 a Tab. 14).

V kapitole vénované praktickym aplikacim, jsem uvedla piiklady vyuziti dis-
junktnich a konjunktnich agrega¢nich operatoru, které se vyuzivaji pii mode-
lovani pruniku a sjednoceni fuzzy mnozin a pii modelovani logickych spojek
konjunkce a disjunkce ve fuzzy logice. Mozné aplikace jsou pak zndzornény na
konkrétnich prikladech.

Diky této praci jsem si rozsitila znalosti tykajici se problematiky agregacnich
operatori, které jsem casteéné nabyla pri zpracovani bakalarské préce.

Obrazky jsem vytvofila pomoci matematického softwaru Matlab. Velkou vyho-
dou tohoto systému je vlozeny balik programu zabyvajici se teorii fuzzy - Fuzzy
Logic Toolbox. Vyuzila jsem zejména piikazu pro fuzzy aritmetiku.

K vysazeni textu této prace jsem vyuzila topograficky systému KTEX, tento
systém je preferovany nastroj pro zpracovani matematickych vyrazu. Vznikl nepla-
nované, kdy meél prof. Donald E. Knuth v roce 1977 v timyslu vydat knihu The
Art of Computer Programming. Zjistil, ze sazba neni provedena prilis kvalitné
a ze lepsi zpusob neexistuje, rozhodl se, ze vytvori novy sdzeci systém. Za rok
uz se KIEXdostal k prvnim uzivatelim. Vyvoj pokracoval a vznikaly tak dalsi
verze. S verzi 3.0 se vSak vyvoj z rozhodnuti Donalda Knutha zastavil. Kazdé
dalsi vydani pouze opravuje nalezené chyby a jeho ¢islo je doplnéno o jednu dalsi

¢islici tak, ze konverguje k ¢islu 7.
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Seznam priloh

Piiloha A - Vlastnosti t-norem

Priloha B - Vlastnosti t-konorem
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Prilohy

operator Tvuin | Ty Tp Th
SYMETRIE ANO | ANO | ANO | ANO
SPOJITOST ANO | ANO | ANO | NE
RYZI MONOTONNOST | NE | NE | ANO | NE
RYZI NE | NE | ANO| NE
ASOCIATIVITA ANO | ANO | ANO | ANO
ROZLOZITELNOST | ANO | NE | NE | NE
ANIHILATOR ANO | ANO | ANO | ANO
NEUTRALNI ELEMENT | ANO | ANO | ANO | ANO
BISYMETRIE ANO | ANO | ANO | ANO
IDEMPOTENTNOST | ANO | NE | NE | NE
VYVAZITELNOST ANO | ANO | ANO | ANO
ARCHIMEDOVSKA NE | ANO | ANO | NE
NILPOTENTNI NE | ANO| NE | NE

Tab. 13 Vlastnosti t-norem
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operator Smax | SL Sp Sp
SYMETRIE ANO | ANO | ANO | ANO
SPOJITOST ANO | ANO | ANO | NE
RYZI MONOTONNOST | NE | NE | ANO | NE
RYZI NE | NE | ANO| NE
ASOCIATIVITA ANO | ANO | NE | ANO
ROZLOZITELNOST ANO | NE | NE | NE
ANIHILATOR ANO | ANO | ANO | ANO
NEUTRALNI ELEMENT | ANO | ANO | ANO | ANO
BISYMETRIE ANO | ANO | ANO | ANO
IDEMPOTENTNOST | ANO | NE | NE | NE
VYVAZITELNOST ANO | ANO | ANO | ANO
ARCHIMEDOVSKA NE | ANO | ANO | NE
NILPOTENTNI{ NE |ANO | NE | NE

Tab. 14 Vlastnosti t-konorem
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