VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE
__//J \\Jy BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNiHO INZENYRSTV/
USTAV MATEMATIKY

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
5 I INSTITUTE OF MATHEMATICS

-
%
\S

//

MODELY STOCHASTICKEHO PROGRAMOVANI
V INZENYRSKEM NAVRHU

THE SELECTED STOCHASTIC PROGRAMS IN ENGINEERING DESIGN

DIPLOMOVA PRACE
MASTER’S THESIS

AUTOR PRACE Bc. MICHAL CAJANEK
AUTHOR

VEDOUCI PRACE RNDr. PAVEL POPELA, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2009






Abstrakt

V diplomové praci je rozebrana tiloha dvojstupnového stochastického programovani s ome-
zenim ve tvaru parcialnich diferencidlnich rovnic eliptického typu. Je navrzeno vypoctové
schéma, ptricemz duraz je kladen na aproximacni techniky. Zavadime metodu aproximace
nahodnych proménnych stochastické ilohy a k diskretizaci omezeni vyuzivame vhodné nu-
merické metody, nejdiive metodu kone¢nych diferenci, nasledné metodu konecnych prvku.
Dale jsou formulovany ulohy matematického programovani popisujici pruhyb membrany
s ndhodnym zatizenim. Nasleduje uréeni vhodnosti pouziti stochastické optimalizace na-
misto prislusné deterministické ulohy a posouzeni kvality aproximace zalozené na simu-
lacni metodé Monte Carlo a teorii intervalovych odhadu. Vysledné matematické mode-
ly implementujeme a fesime pomoci vSeobecného algebraického modelovaciho systému
GAMS. Vysledky prezentujeme v numerické i grafické podobeé.

Summary

Two—stage stochastic programming problem with PDE constraint, specially elliptic equa-
tion is formulated. The computational scheme is proposed, whereas the emphasis is put on
approximation techniques. We introduce method of approximation of random variables of
stochastic problem and utilize suitable numerical methods, finite difference method first,
then finite element method. There is also formulated a mathematical programming prob-
lem describing a membrane deflection with random load. It is followed by determination
of the acceptableness of using stochastic optimization rather than deterministic problem
and assess the quality of approximations based on Monte Carlo simulation method and
the theory of interval estimates. The resulting mathematical models are implemented and
solved in the general algebraic modeling system GAMS. Graphical and numerical results
are presented.
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1. UVOD

1. Uvod

V inzZenyrskych oborech je tieba feSit optimaliza¢ni problémy s omezenimi ve tvaru
parcidlnich diferencidlnich rovnic. Vyznamnou inzenyrskou oblasti zabyvajici se témito
problémy je navrhovani konstrukce, kde tlohy délime na stacionarni a nestacionarni.
Nestacionarni problémy popisuji parcidlni diferencialni rovnice parabolického a hyperbo-
lického typu, napiiklad se tesi problémy kmitani nosniku nebo vinéni desky. Naopak sta-
cionarni problémy jsou popsany eliptickymi parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto
ulohy popisuji ustdlené stavy nestacionarnich iloh. Piikladem jsou napiiklad ohyb nosniku,
deformace desky nebo deformace (pruhyb) membrény. V této praci se zaméiime na ses-
taveni matematickych modelu popisujicich pravé pruhyb membrény.

Cim dél vice se v modelovéni uvazuji ndhodné elementy. V problematice navrhu kon-
strukce ndhodnost nejcastéji predstavuje ndhodné zatizeni. Tim se dostavame od deter-
ministické tlohy k tloze spojité stochastické optimalizace. Proto odvodime aproximace
ndhodnych proménnych [5] a sestavime postup aproximace omezeni metodou kone¢nych
diferenci [8] a ndsledné jako druhy pifstup metodou koneénych prvku [I, 4]. Dostaneme
se tak k ulohdm kvadratického programovani [0], které dokdzeme fesit pomoci optimali-
zacniho software. Na zavér bude posouzena vhodnost pouziti stochastické optimalizace
oproti prislusné deterministické optimalizaci a nasledné pro ziskané feseni bude zaveden
jeho odhad kvality pomoci simula¢ni metody [7].

Diplomové prace je zahrnuta do feseni tikolt projektu MSMT Ceské republiky
¢fs. 1IM06047, projektu GA CR reg. ¢is. 103/08/1658 a vyzkumného zdméru MSMT Ceské
republiky ¢is. MSM0021630519.



2. Nelinearni programovani

Budeme se zabyvat optimalizacnimi tlohami, které obsahuji nelinearni vyrazy v ucelové
funkei a v omezenich [6].

2.1. Formulace ulohy nelinearniho programovani
Obecna tloha nelinedarniho programovani ma tvar
min {f(x)|g(x) 0 0,x € X} (2.1)

Proménné znacime x = (z1,...,2,)7 a nabyvaji hodnot ze zdkladni mnoziny X C R",
popisujici napiiklad nezapornost proménnych. Hledame ptipustné feseni x,,;,, které mini-
malizuje tcelovou (kriteridlni) funkci f : R™ — R. Body x € X povazujeme za piipustné,
pokud splnuji omezeni ve tvaru rovnic a nerovnic. Nebude—li zfejmé, co je proménna
a co parametr, uvedeme oznaceni proménné pod symbolem min. Symbol 0 zna¢i nulovy
vektor, zde dimenze m, o oznacuje sloupcovy vektor symbolu <, =, a omezeni jsou urcena
vektorovou funkei g : R” — R™. Mnozinu piipustnych feseni C' = {x € X|g(x) 0 0} lze
zapsat ve tvaru

c = 6c,~=6{xeX|g<x>oo}=

= {xeX|g(x)<0,1<i<lgx)=0,1+1<i<m}.

DEFINICE 2.1.1 (EXTREMY FUNKCI) Pro funkci f : C — R definujeme, Ze rozhodnuti
Xmin € C' je bodem

{ lokalniho }x{ ostrého

globdlniho neostrého } minima

{ 30 (Xumin) :\j;c ee g\r{w )gn(j?m)\{xmm} }X F ) { 2 } ey

Uvedené schéma muzeme pouzit k obvyklé definici. Rozhodnut{ x,,;, je bodem lokélniho
neostrého minima funkce f : C — R pravé tehdy, kdyz existuje okoli O(xpi,) takové,
ze pro vSechna x € C'N O(Xmin) \{Xmin} Plat! f(Xmin) < f(x). Obdobné schéma muzeme
sestrojit pro Xmax.
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Vidime, ze funkéni hodnota lokalniho ostrého minima musi byt mensi nez funkéni
hodnota v jinych bodech nékterého jeho okoli. Protoze existuji ,patologické funkce®,
které maji v okoli nékterého bodu nekoneéné mnoho extrému, hovotime o izolovaném
extrému, pokud je tento extrém jedinym na nékterém svém okoli. Puvodni zapis tlohy
(2.1) muzeme povazovat za oznaceni optimalni hodnoty tcelové funkce min { f(x)|x € C'}
respektive max { f(x)|x € C'} a z kontextu pak rozlisujeme, zda se zabyvame lokdlnimi
nebo globalnimi extrémy. Podobné zna¢ime pro minimum

Xmin € argmin { f(x)|x € C} = {x¢ € C|f(x0) = min{f(x)|x € C}}
a pro maximum
Xmax € argmax {f(x)|x € C'} = {xo € C|f(x0) = max{f(x)|x € C}}.

Pojmy zavedené pro mnozinu C' z (2.1) zobecnime pro libovolnou konvexni mnozinu
S C R", viz Definice 2.2.1, pouhou zaménou symbolu C' a .S ve formulacich.

2.2. Konvexni funkce
Nyni se vénujme vlastnostem tlohy (2.1). Klicovym pojmem je konvexnost mnozin a funkei.

DEFINICE 2.2.1 (KONVEXN{ MNOZINA) Mnozinu S C R™ nazveme konvezni mnoZinou,
jestlize pro libovolné dva body x1,%9 € S a pro libovolné o € (0;1) plati

ax; + (1 —a)xg €S,

Konvexni mnozina tedy s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i celou usecku, ktera je
spojuje.

DEFINICE 2.2.2 (KONVEXN{ FUNKCE) Méjme redinou funkci f : S — R, kde S C R" je
neprazdnd konvexrni mnozina. Rekneme, Ze f je konverni funkci na S prdve tehdy, kdyz
pro kazdé dva body x1,Xs z mnoziny S a pro libovolné X € (0;1) plati

FOx1 4+ (1= A)x2) S Af(x1) + (1= A) f(x2).

Pokud plati ostra nerovnost pro kazdé body x1, x5, které jsou ruzné, hovoiime o ryze
konvexni funkci. Pokud plati opa¢na nerovnost > respektive >, hovoiime o konkd&vni,
piipadné ryze konkavni funkeci.

7 definice vidime, ze konvexni i konkavni funkce jsou definovany pouze na konvexnich
mnozinach. Hlavni vyznam konvexnich funkci pro optimalizaci vymezuje nasledujici tvrzeni.
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VETA 2.2.3 (O MINIMU KONVEXNf FUNKCE) Necht S C R" je neprdzdnd konvezni mno-
zina a f: S — R je konvexni funkce na S. Je—Ii Xy bodem lokdlniho minima funkce f,
potom je také bodem globdlniho minima f. Je—li f ryze konvexnt, je to minimum izolované
a jediné.

V pripadé konvexni tcelové funkce f a konvexni mnoziny S hovoiime o tloze kon-
vexniho programovani a véta iikd, ze pak nemusime rozliSovat mezi lokalnimi a globalnimi
extrémy.

Konvexnost mnoziny pripustnych resSeni.

Oznac¢me S, = {x € S|f(x) < a}. Je—li f : S — R konvexni funkce, potom je S,
konvexni mnozina pro kazdé a € R. Tento poznatek muzeme vyuzit pro nelinearni pro-
gramovani nasledovné. Predpokladejme, ze mnozina X je konvexni. Jsou—Ili omezeni tlohy
(2.1) tvaru ¢;(x) < 0O proi € I ={1,...,m} a funkce g; jsou konvexni, potom jsou kon-
vexni mnoziny C; = {x € X|g;(x) < 0}. Vime, Ze prunik konvexnich mnozin je konvexni
mnozinou, a proto je konvexni i mnozina piipustnych reseni C' = ;s C;.

Spojitost.

Konvexni funkce f je spojita ve vSech vnitinich bodech svého definiéniho oboru. Kla-
sicka Weierstrassova véta tika, ze spojitda funkce f na kompaktni mnoziné S nabyva
svého globédlniho minima a maxima. Kompaktni mnozina je mnozina, ktera je uzaviena
a omezena.

Derivace.

Existence parcialnich derivaci konvexni funkce f, a tim i gradientu V f, neni obecné
zarucena, ale vzdy existuji smérové derivace

) —
(mgzgﬁf@+A)f@)

pro vSechny body x € S, a smysluplné sméry d € R", tj. takové, ze existuje A > 0,
spliujici x + \d € S

Subgradient.

Konvexni funkce f : .S — R je takova funkce, jejiz nadgraf

epi — f = {(x9)|x € S;y > f(x)},

tj. mnozina bodu lezicich nad grafem funkce, je konvexni mnozina. Pro kazdy vnitini bod
Xo mnoziny S existuje vektor u takovy, ze nadrovina H = {(x;9)|y = f(xo) +ul (x—x0)}
je opérnou nadrovinou mnoziny epi—f v bodé (xo; f(X¢)) a zejména plati

f(x) > f(x0) +u’(x — xg).

Vektor u se pak nazyva subgradient a na rozdil od gradientu existuje ve vSech vnitinich
bodech S, i kdyz nemusi byt definovan jednozna¢éné. Mnozina subgradientu v daném bodé

6



2. NELINEARNI PROGRAMOVANI

je konvexni. Existence subgradientt ve vSech vnitinich bodech S pak zarucuje konvexnost
funkce uvnitt S.

Gradient.

Zabyvejme se diferencovatelnymi konvexnimi funkcemi. Je—li konvexni funkce f diferen-
covatelnd v bodé x¢, pak existuje jediny subgradient, ktery je zaroven gradientem V f(xg).
Navic plati, ze funkce f, diferencovatelna v kazdém bodé xy oteviené konvexni mnoziny
S, je konvexni pravé tehdy, kdyz je splnéno f(x) > f(xo)+ V f(x0)” (x —%q) pro libovolné
x € S. Proto se také iika, ze graf diferencovatelné konvexni funkce lezi nad tecnou.

Hessova matice.

Jestlize existuji spojité parcialni derivace druhého radu, Tayloruv polynom druhého stupné
v bodé x( pro funkci f: .S — R ma tvar

Ty(x) = f(x0) + Vf(x0)" (x — o) + ;(X — xo) H(x0)(x — Xo),

kde H(xg) je symetrickd Hessova matice druhych parcidlnich derivaci funkce f(x) v bodé xq.
Funkce f je konvexni pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod x¢ € S plati, ze H(xg) je pozi-
tivné semidefinitni. Z pozitivni definitnosti H(x), V(xq) € S, pak vyplyva ryzi konvexnost
f, ale z ryzi konvexnosti plyne jen pozitivni semidefinitnost H(xg), pro V(x¢) € S. Kon-
vexnost funkce muzeme tedy testovat pomoci pozitivni semidefinitnosti matic. V ptipadé
kvadratické icelové funkce se ovéreni zjednodusi, protoze V(xq) € S : H(xg) = D. Pro
funkci jedné proménné pouze staci zkoumat znaménko druhé derivace. Konvexnost lze
také ovéiovat z definice a dalsi rozsifenou metodou zjistovani konvexnosti je vycislent
hlavnich minoru matice H(xy)

Konvexnost slozenych funkci.

Vitanou pomtuckou pro zkoumani konvexnosti slozenych funkei f(x) a g(x) v (2.1) muze
byt schéma 2.1, které shrnuje poznatky pro realné funkce hi, hy a pro slozenou funkci
ha(hy). Symbol T znamend rostouci funkei a druhy symbol | znaéi klesajici funkei. Z obraz-
ku muzeme vyvodit naptiklad nasledujici pravidlo: Je—li h; konvexni a hy konvexni a ros-
touci, pak slozena funkce hy(hy) je konvexni. Obecnéji, pro funkce vice proménnych plati,
ze nezaporna linearni kombinace

k
f(x):Zozjfj(x); a; >0, j=1,....k
=1

konvexnich funkei f;(x) je rovnéz konvexni funkce. Ddle soucet konvexnich funkei je
opét konvexni funkce, ale sou¢in konvexnich funkci nemusi byt konvexni. Rovnéz funkce
h(x) = max;{f;(x)} je konvexni pro konvexni funkce f;(x),j =1,...,k.
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h, konvexni h, konvexni T h,(h,) konvexni

h, konvexni l h, konkavni i

h, konkavni h, konkavni T h,(h,) konvexni

Obrazek 2.1: Konvexnost a konkavnost slozenych funkei

Extrémy konvexnich funci.

Dopliime nase poznatky o extrémech konvexnich funkei. Rozhodnuti x( je bodem minima
konvexni funkce f na S pravé tehdy, kdyz v tomto bodé existuje subgradient u, ktery
splituje u? (x — x¢) > 0 pro viechny body x € S. Vektor —u je moznym smérem poklesu
f(x) a uvedend nerovnice ikd, ze tento smér svird s piipustnym smérem x — xq tupy
uhel, a tedy neexistuje pripustny smeér poklesu, a proto hodnotu funkce nelze déle zlepsit.
Je—li navic S oteviend mnozina (napiiklad R™), potom vektor 0 je prvkem mnoziny vsech
subgradientu v bodé x¢. Je—li déle f v bodé x( diferencovatelnd, potom neexistuje jediny
subgradient u = V f(xg), a nutnou a postacujici podminkou existence minima v xq je, ze

Vf(Xo) =0.

Zobecnéni konvexnosti funkci.

Pojem konvexnosti zobecnime, a tak zeslabenim podminek rozsitime skupinu efektivne
reSitelnych optimalizacnich tloh. Rekneme, ze f je kvazikonvexni funkce na konvexni
mnoziné S pravé tehdy, kdyz pro kazdé x;,x, € S a libovolné A € (0; 1) plati

FOX1 A+ (1= A)x) < max{f(x1); f(x2)}- (2.2)

Pro kvazikonvexni funkci f plati, Zze diive definovana mnozina S, je vzdy konvexni. Je—li
f kvazikonvexni spojitd funkce na polyedru S, potom nabyva svého maxima v nékterém
krajnim bodé. Poznamenejme, ze pii feSeni se pak 1ze inspirovat algoritmem simplexové
metody. Pifkladem kvazikonvexni funkce je y = 23, kterd neni konvexni. Soucet kvazikon-
vexnich funkei nemusi byt kvazikonvexni funkci.

Ryzi kvazikonvexnost funkce f, kterd vyzaduje splnéni ostré nerovnosti v (2.2) pro
viechna x; # Xy spliujici f(x1) # f(x2), zarucuje, ze lokdlni minimum je zéroven
globdlnim minimem. Déle se zavadi silnd kvazikonvexnost (unimodalita), kterd zarucuje
jedinecnost existence tohoto minima.
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Protoze pro diferencovatelné kvaziokonvexni funkce nemusi platit, ze V f(xo) = 0
zarucuje, ze X je bodem minima, zavadi se pseudokonvexnost f. Pro pseudokonvexni
funkci bude platit, ze nulovost gradientu v bodé zarué¢i existenci minima v tomto bodé.
Rekneme, ze diferencovatelnd funkce f na konvexni mnoziné S je pseudokonvexni prave
tehdy, kdyz pro vSechna xi, x5 € S plati,

7e 7 V f(x1)" (x2 — x2) > 0 plyne f(x2) > f(x1).

Shriime vztahy mezi jednotlivymi typy konvexnich funkci. Ryze konvexni funkce je
rovnéz konvexni. Diferencovatelnd konvexni funkce je pseudokonvexni a ta je kvazikon-
vexni. Poznamenejme, ze ryze kvazikonvexni funkce nemusi byt kvazikonvexni.

Vsechny uvedené typy konvexnosti funkci se vztahovaly k celé mnoziné S, ale kon-
vexnost funkce muze byt rovnéz definovana lokalné vzhledem k jednomu pevnému bodu xq.
Vlastnosti takové funkce plati lokalné a zejména jiz neplati tvrzené o globédlnich extrémech.

2.3. Volné extrémy

Zabyvejme se dale volnymi extrémy tlohy min{f(x)|x € R"}. Vsimnéme si, ze je—li
[ diferencovatelnd v xq a existuje—li vektor d takovy, 7ze V f(x¢)Td < 0, potom musf
existovat d > 0 tak, ze plati

f(x0+Ad) < f(x0)

pro viechna A € (0;4), coz znamend, ze d je smérem poklesu hodnot f v x,. Podminky,
které vylucuji existeni sméru poklesu v bodé x( a tim zarucuji existenci minima v tomto
bodé, uvadi nasledujici véta.

VETA 2.3.1 (NUTNE A POSTACUJICI PODMINKY) UvaZujme optimalizacni ilohu na vol-
ny extrém. Potom plati:

Nutna podminka 1. radu: Jestlize funkce f md v bodé xq spojité parcidlni derivace
1. ddu a md tam lokdlni minimum, potom V f(x¢) = 0.

Nutna podminka 2. radu: Jestlize funkce f ma v bodé xq spojité parcidlni derivace
2. rddu a ma tam lokdlni minimum, potom V f(xo) = 0 a ddle H(xq) je pozitivné
semidefinitni.

Postacujici podminka 1. fadu: Md—1Ii funkce f v bodé xq spojité parcidlni derivace
2. rddu, f(x0) = 0 a H(xo) je pozitivné semidefinitni, potom xq je bodem ryziho lokdlniho
minima funkce f.

Nutna a postacujici podminka 1. fadu: Je—1li funkce f pseudokonvexni (plati
i pro f konvezni a diferencovatelnou) v xq, pak xq je globdlni minimum prdvé tehdy, kdyz

Vf(xg) =0.
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2.4. Uloha kvadratického programovani

VETA 2.4.1 (KARUSH—KUHN—TUCKER) Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé
xq, ktery je bodem lokdlniho minima 4lohy min{f(x)|g(x) < 0}. Necht ddle plati, Ze
sloupce matice Vg(xo)®, odpovidajici gradientim aktivnich omezent jsou linedrné nezdvislé
(podminka regularity). potom ezistuji koeficienty u tak, Ze plati

Vf(x0) +Vg(xo)'u=0, u’g(xe)=0, u>0.

Véta uvadi KKT podminky nutné pro existenci minima v xq. Pro bod xy podeziely
z existence extrému plati, fe vektor nejvétsiho spadu —V f(xg) je mozné vyjadiit jako
nezapornou linedrni kombinaci gradientu Vg;(xg), uréenych aktivnimi omezenimi.

Uvazujeme ulohu s kvadratickou ucelovou funkei, se symetrickou matici H a s linedrnimi
omezenimi:

1
min{c’x + §XTHX|AX = b,x > 0}. (2.3)
Tuto tlohu je mozné tesit obecnymi algoritmy nelinedrniho programovani. Navic KKT
podminky muzeme vyjadiit ve tvaru ulohy linedrni komplementarity,viz (2.4)—(2.7) ve
které hleddme w > 0 a z > 0 tak, aby platilo
w— Mz =q

wlz =0.

Pro teseni této tlohy pouzijeme Lemkeho nebo Cottleho—Dantziguv algoritmus nebo
muzeme pii feSeni ulohy vyuzit simplexovou metodu linearniho programovani.

Lagrangeova funkce je
1
L(x,u,v) = c’'x + §XTHX + (Ax —b)Tu —x"v.

KKT podminky jsou pak tvaru V,L =0, V,L =0, V,L <0avI'V,L=0prov>0.
Po dosazeni

Ax = b (2.4)
Hx+ATu-v = —c (2.5)
x'v = 0 (2.6)
X, v > (2.7)

Je—li H pozitivné semidefinitni, je tuloha (2.3) konvexni a jeji optimalni feSeni je
feSenim soustavy m+n rovnic o m+ 2n neznamych (2.4)—(2.5) za podminek (2.6)—(2.7),
které urcuji, ze nejvyse m + n proménych muze byt nenulovych.
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3. STOCHASTICKE PROGRAMOVANI

3. Stochastické programovani

V této kapitole rozebereme formulaci stochastického programovani [5, 9].

3.1. Formulace ulohy stochastického programovani

Ulohu stochastického programovani 1ze obecné formulovat ve tvaru

min { f(x€)lg(x, ) 0 0,x € C(€)}. (3.1)

Neznédmou této tlohy je tedy rozhodnuti x € X C R”, splnujici podminku pripustnosti
x € C(&) a kritérium f. Stejné jako v kapitole 2 o reprezentuje sloupcovy vektor relaci
<, <. Mnozinu ptipustnych fesSeni lze explicitné vyjadrit ve tvaru

c©) = (106 = 1 x € Xlglx,6) 00} =

= =1
= {xeX|yg(x,6) <0,1<i<lgx&=0,1+1<i<m},

kde £ znaci ndhodny vektor definovany na pravdépodobnostnim prostoru (Z, X, P) a jeho
rozdéleni pravdépodobnosti nezavisi na rozhodnuti x. Readlna funkce f : R® x = — R
a vektorova funkce g : R” x = — R jsou méritelné vzhledem ke & pro kazdé x € R". Pri
tom predpoklad méfitelnosti neni z hlediska aplikaci omezenim, avsak je nutny z duvodu
pravdépodobnostniho ptistupu.

Ulohu (3.1) nazyvame puvodni tilohou matematického programovani. Z hlediska feseni
nenf tento zapis zcela korektni, nebot nevime, jak chapat symbol min reprezentujici opera-
ci minimalizace ucelové funkce f(x, &) pred realizaci nahodného vektoru €. Tuto nejasnost
odstranime zavedenim tzv. deterministického ptepisu, jehoz feSeni povazujeme za feseni
puvodni tlohy.

3.2. WS a HN rozhodnuti

Deterministicky prepis je konstruovan tak, aby byla vhodné odstranéna ndhodnost z tlohy
(3.1). Vlastni konstrukei predchézi zodpovézeni otazek tykajicich se rozhodnuti x a rozsahu
znalosti o rozdéleni &.

Podle toho, kdy je zndma realizace ndhodné veliciny, rozlisujeme

e WS (wait—and—see) rozhodnuti

e HN (here—and—now) rozhodnut{

O WS rozhodnuti hovotime v piipadé, ze rozhodnuti je vyzadovano az po realizaci ndhodné
veli¢iny. Rozhodnuti x tak reaguje na pozorovani £ a je tedy méfitelnou funkei x(&)
ndhodného vektoru £. Pak také hodnoty f(x(&),&) jsou definované avsak definované pro
vSechna &. Tento pristup je zejména pouzivan pti dlouhodobém planovani a v matematické
statistice.
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3.3. DETERMINISTICKE PRISTUPY

Stochastické programovani se zabyva predevsim HN rozhodovanim, kdy pozorovatel
musi prijmout rozhodnuti dfive nez znd pozorovani, coz pro praktické aplikace typické.
V tomto piipadé tedy rozhodnuti matematicky modelujeme pomoci vektoru x, ktery musi
byt stejny pro vsechny budouci realizace €.

3.3. Deterministické pristupy

V této kapitole se sezndmime s deterministickymi prepisy ucelové funkece [, 9]. Jiz difve
jsme zminili, Ze je nutné tyto deterministické prepisy zavést, aby optimaliza¢ni problém
mél smysl a nezavisel na realizaci ndhodné veli¢iny &.

DEFINICE 3.3.1 (UNDERLYING PROGRAM — UP) Definujeme zdikladni (stochastickou,)
ulohu jako
? € argmin{F(x,6) |x € C§)}, (3.2)

kde & : 2 — RY je ndhodnyj vektor a (=,%, P) je dany pravdépodobnostni prostor.

DEFINICE 3.3.2 (EO DETERMINISTICKY PREPIS) Mé&jme zdkladni (stochastickou) tilohu,
viz definice 3.3.1. Definujme jeji here—and—now (HN) deterministicky prepis pomoct
stredni hodnoty icelové funkce (Expected objective — EO)

? € argmin{ E(F(x,£))|x € C(§)skoro jisté}, (3.3)

DEFINICE 3.3.3 (EV DETERMINISTICKY PREPIS) Méjme zdkladni (stochastickou) ilohu,
viz definice 3.3.1. Definugme jeji HN deterministicky prepis pomoct stredni hodnoty ndhod-
né veliciny (Expected value — EV)

7€ argmin.{F(x, E(£)) [x € C(E(¢))}, (3.4)

DEFINICE 3.3.4 (EEV DETERMINISTICKY PREPIS) Pro EV deterministicky ekvivalentni
ulohu, viz definice 3.3.3, definuyme EEV lohu jako

EEV = B (F(xEY ¢)), (3.5)

min

EEV znamend stredni hodnotu tcelové funkce pro optimdlni veseni EV 4lohy. Pokud

EV

Xy & C(§) skoro jisté, tj. je nepripustné, pak je EEV plus nekonecno.

Nadefinovali jsme deterministické prepisy EO, EV a EEV. Kladem EV tlohy jsou
vyrazné jednodussi vypocty, zatimco kladem EO tlohy jsou vérohodnéjsi vysledky. Vhod-
nost pouziti stochastického programovani lze posoudit na zakladé hodnoty VSS.

DEFINICE 3.3.5 (VSS) Definujeme hodnotu stochastického teseni (Value of Stochastic

Solution — VSS) jako
VsS = EEV — 2 EO. (3.6)

min

VSS je dulezita charakteristika, ktera fika, jak vhodné je pouziti HN aproximace oproti
EV aproximace. Malé hodnoty VSS znamenaji, ze pouziti EV programovani k aproximaci
stochastické tlohy je dobré.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

4. Uloha stochastické optimalizace

Ve fyzikalnich problémech, naptiklad jako vedeni tepla, kmitani, ¢i vinéni, lze hledat
ustdleny (tj. nezavisly na case) stav. V piipadé rovnice vedeni tepla tedy uvazujeme
situaci, kdy se teplota v ¢ase neméni. Podobné v pripadé vlnové rovnice se kmitani struny
nebo membrany ptechdzi na pruhyb (deformaci).

VInova rovnice i rovnice vedeni tepla nabyvaji v stacionarnim pripadé stejného tvaru

—Av=Ff, (4.1)
kde A = >, ;—; je Laplaceuv operator a f je dané funkce proménnych zq,...,x,.
Rovnice (4.1) se nazyva Poissonova. Specidlnim pripadem Poissonovy rovnice je Laplaceova
rovnice

Av = 0.

Pro rovinny piipad, tj. n = 2, oznacime x; = x a xs = y. Pak je rovnice (4.1) tvaru

v 0%

—— + = —f(z,).

02 o f(z,y)
Pro tyto rovnice nemaji poc¢atecni podminky smysl, uvazujeme pouze podminky okrajové,
napt Dirichletova okrajovéd podminka

v =1y nal,

predepisujici hodnotu feseni na hranici I' oblasti €2, v niz rovnici uvazujeme.

Uvedené rovnice maji fadu dalsich fyzikalnich interpretaci. Poissonova rovnice napft.
popisuje elektricky potencidl, sifeni piimési difuzi a proudéni tekutiny tenkou vrstvou
proménné Sirky.

4.1. Formulace tlohy

V inzZenyrskych oborech lze nékteré problémy popsat jako optimalizacni ilohu s omezenim
ve tvaru parcidlnich diferencidlnich rovnic [10]. Navic fada tloh nemusi byt jen deter-
ministického charakteru, ale muze se v nich vyskytovat nahodnost, problémy nazyvame
stochastické problémy.
V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat stochastickymi problémy popisujici staciondrni
déje, presnéji pruhybem (deformaci) membrany
0% 0%
@(QT,Q) + aiyg(xvy> = _f(xvy) vil= {(xay) MRS <07a> Yy € <Ovb>} (42)
s okrajovou Dirichletovou podminkou
v(z,y) = vg na I, (4.3)

kde v(x,y) popisuje pruhyb membrany v bodé o souradnicich [z, y], f(z,y) je dand hustota
vnéjsich sil pusobicich na membranu a a,b € R. V celé této praci budeme uvazovat, ze
hodnota feseni na hranici I' je rovna nule (vy = 0).
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4.1. FORMULACE ULOHY

Deterministicky problém (4.2)—(4.3) prevedeme na stochasticky problém zavedenim
nahodnosti. Nahodnost v problému realizuje ndhodna velic¢ina

£ =2 — R,
kde (2, %, P) je pravdépodobnostni prostor.

Nyni predpokladejme, ze prithyb membrany muzeme regulovat silou, kterd nepiimo
pusobi na membranu, viz Obr. 4.1. Déle uvazujme, ze chceme docilit minimélni odchylky
pruhybu membrany od predem daného pruhybu.

[ f |

Obrazek 4.1: Pruhyb membréany

Dostavame se k tloze spojité stochastické optimalizace. Jelikoz lze provést rozhodnuti
pred i po realizaci nahodné velic¢iny &, je nasim cilem optimalizovat nasledujici tilohu.

2EO = min E(F (& e,0(9)) =min B [ ["(0(¢,2,9) — ulw,y)*dady  (4.4)
Yo zo

e,v(§)
0? 0?
ai;é(ga'fvy) + ayg(ga xay) = _f(fwxa y) - T(ga l’,y)e(lﬂ, y) (45)
z € (0,a), y€(0,b), {€E, (4.6)

kde v(&, z,y) je vysledny pruhyb, f(£, x,y) ndhodné vnéjsi zatizeni, e(z, y) fizeni prvniho
stupné, které nepiimo pusobi na membranu, coz zprostiedkovava matice T(¢, x,y).

Aby optimalizacni uloha méla smysl a nezavisela na realizaci ndhodné veli¢iny &,
zvolime vhodny deterministicky prepis. Pouzili jsme stfedni hodnotu F tcelové funkce
F (tzv. EO (expected objective) tloha)). Dalsim moznym deterministickym piepisem je
tzv. EV (expected value) tloha, kde ndhodnou veli¢inu £ nahradime jeji sttedni hodnotou
E(&). Rozbor téchto téchto dvou pristupu je proveden v odstavci 3.3.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE
4.2. Scénarovy pristup

Aproximaci tlohy spojité stochastické optimalizace (4.4)—(4.6) provedeme ve dvou krocich.
Nejdiive vyuzijeme scénarového piistupu k diskretizaci ndhodnosti [5].

Predpokladédme, ze nahodnad veli¢ina & ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti s konec-
nym poctem scénaru &, kde s = 1,..., R. Jednotlivé scénafe maji pravdépodobnost

4.3. Aproximace ulohy: metoda siti

V druhém kroku aproximuje PDR omezeni vyuzitim numerickych metod. Nejjednodussi je
tzv. metoda konecnych diferenci (metoda siti) [2, 8], kdy na oblast €2 oblasti definuje délent
a TeSeni problému hledame v uzlovych bodech. Parcidlni derivace a integrace se nahradi
prislusnymi numerickymi formulemi pro numerickou derivaci a numerickou integraci [3].
Tyto upravy Poissonovy rovnice vedou na soustavu linearnich rovnic. Dalsi numerickou
metodou je metoda kone¢nych prvku, ta je rozebrana v kapitole 4.5.

4.3.1. Diskretizace prostorovych proménnych

Laplaceuv operator vyjadiime v diskrétni formé, ktera je vhodna pro numericky vypocet.
Vyuzijeme formule pro vypocet druhé derivace f”(x)

f”(a:) _ f(:L‘—i—h) _2];1(2x)+f(x_h> +O(h2), (47)

kde O(h?) je diskretizacéni chyba. Formule byva oznacovana jako druhd centralni diference.
Vzorec (4.7) aplikujeme na funkei v(z,y), tim ziskdme aproximace druhych parcidlnich
derivaci v, (z,y) a v;y(x, Y)

v(z+hyy)+v(lx—hy)+o(z,y+h) +v(x,y—h) —4do(z,y)

Av(z,y) = 12 O(h?).
(4.8)
Predpokladdme, ze oblast €2 je obdélnik Q = {(z,y) : 0 < 2 < a,0 <y < b}. Na
obdélniku uvazujeme rovnomérné déleni x; = th, ¢ =0,...,. M ay;, = jh, 7 =0,..., N,
h=+= %, kde h je krok déleni na osach x a y, viz obr. 4.2.

K teseni Poissonovy rovnice (4.2) vyuzijeme aproximaci

Aoz y) ~ v(z+h,y)+v(x—hy)+o(z,y+h) +o(z,y—h) —4v(z,y) -

h2
(4.9)

kterda md tad presnosti O(h?) v kazdém vnitinim bodé sité (z,y) = (z;,y;) pro
i=1,.... M—-1aj=1,...,N—1.
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

Obrazek 4.2: Sit pro diferenéni rovnice

Oznacime—li v; ; = v(z;,y;) a fij = f(x;,v;), pak rovnici (4.9) zapiSeme ve tvaru

Vig1,j + Vie1j + Vi1 + Vi1 — 4
Avi,j =~ 72 = fi,j’ (410)

zvanému pétibodova diferencni formule pro Poissonovu rovnici. Tato formule dava do sou-
vislosti funkéni hodnotu v; j se sousednimi hodnotami v;41 j, vi—1 5, v j+1, i j—1 @ hodnotou
fij, viz obr. 4.3.

16



4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

Obrazek 4.3: Poissonova Sablona

Okrajova podminka se vyjadii ve tvaru

)=1v;=0 prol <j<N—1 (levy okraj)
v(xz,yo) =vg; =0 pro1<i<M—1 (dolnf okraj) 1)
v(zar,y;) =v0; =0 prol <j< N—1 (pravy okraj) :

) (

=1, =0 prol <i<M—1 (horni okraj)
4.3.2. Aproximace ucelové funkce
K diskretizaci ucelové funkce vyuzijeme slozené Simpsonovy formule pro numericky vypo-

cet integralu

I3(f (@) = 5 (f(xo) +4f (1) + 2 (22) + 4 (w3) + -+ + 2f (wn—2 + 4f (2n1) + 2 (2n) ,

(4.12)

OD\D

4.3.3. Uloha matematického programovani

V odtavci 4.2 jsme rozebrali aproximaci nahodné veli¢iny & pomoci scénarového pristupu,
v odstavei 4.3.2 jsme odvodili aproximaci ulohy (4.4)—(4.6) pomoci metody siti. Déle
jsme nadefinovali deterministické prepisy, viz 3.3. Pomoci téchto znalosti prevedeme tilohu
spojité stochastické optimalizace na nasledujici ilohy matematického programovani.

EO tdloha matematického programovani:

R N M

£ = mmZZZps ab;(Veis — Uss)? (4.13)

s=1j=01=0

1
Viij = Z(‘/s,H»l,j + Vo + Vi + ‘/s,i,jfl) + hQ(fs,i,j + Ts,i,jei,j) (4.14)

i = 1...N—1, j=1...M~-1
Veoj = Vem;=0, j=0...N (4.15)
‘/s,i,O = ‘/371"]\7:0, ZIOM (416)
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

EV idloha matematického programovani:
Y = min )Y T (Vi — Uiy)? (4.17)
j=01i=0 9
1
Vij = Z(W—&-l,j + Vicry + Viga + Vi) +
R R
n* (Z [s,iiPs + (Z Ts,i,jps> 61’,3‘) (4.18)
s=1 s=1
i =1.N—-1, j=1..M-1
Vb,j - VM,]':O, jZON (419)
Vio = Vin=0, 1=0...M (4.20)

EEYV tdloha matematického programovani:

R N M h2

BBV = min} > > psgaib;(Vaig — Uiy)’ (4.21)
s=135=01:=0
1 2 EV
‘/Sﬂ}j - 4(V9Z+1j+‘/;l 1j+‘/82]+1+‘/;1] 1)+h fSl]+T5Z] ij (422)
i = 1...N—1, j=1...M -1
Veos = Vemy; =0, j=0...N (4.23)
Vsio = Vsun=0, i=0...M (4.24)

Jedna se o ulohy kvadratického programovani, tj. icelové funkce je kvadraticka a ome-
zeni jsou linedrni, proto muzeme fict, ze se jedna o konvexni tlohy, viz odstavec 2.2.

4.3.4. Vysledky

Aproximované tilohy matematického programovani (4.13), (4.17) a (4.21) byly implemen-
tovany a feseny pomoci vSeobecného algebraického modelovaciho systému GAMS fesicem
nelinearnich iloh CONOPT. Ziskana vysledna data byly vykresleny pomoci MATLABu.

Uvazujeme membranu c¢tvercové plochy o rozmérech ¢ = 1 a b = 1 jednotkové
délky s rovnomérnym délenim na obou stranach s krokem déleni h = 0,05, tudiz pocty
diskretizacnich kroku jsou M = N = 20. Pozadovéna vychylka je u(x,y) = 0 a hodnota
feSeni na okraji (okrajovd podminka) je v(z,y) = 0 na I
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

Déle uvazujeme, ze vysledné ndhodné zatizeni f(§,x,y) je ddno kombinaci péti ele-
mentarnich zatizeni konstantniho, linearniho, kvadratického, sinusového a exponencidlniho
prubéhu.

fl(xvy) =1

Ploy) = S+042

fS(xv y) - _3(1: - 07 4>2 - 2(y - 07 5)2
fa(z,y) = sin <1Ox2—|— 5y> + ;

fs(z,y) = exp(z,y)

Vysledné nahodné zatizeni je definované vztahem

[ z,y) = ZAk &) fi(z,y),

kde koeficienty A; jsou dany jako vybér z rovnomérného rozdéleni
Ap(§) ~ U(0,1)
a plati
5

> Ag(€) =1 pro VE.

k=1
Matice T popisujici nepifmé pusobeni Fizeni e(x,y) je volena ve tvaru (viz [5])

T(ga xz, y) = T1($, 9)57

kde matice Ty (x,y) byl generovan z rovnomérného rozdéleni U(0,9;1,1) a £ ~ U(0, 10).
Vypocéty v GAMSu byly provedeny pro 100 scénait.

Pro problém optimalizace pruhybu membrany popsany v odstavci 4.3.3 jsme ziskali
nasledujici hodnoty zvolené ucelové funkce

22O — 9071542 .10 (4.25)
AV 85782031077 (4.26)
CEEV _ 9 981571 - 107 (4.27)

EO

Z vysledku vidime ze hodnota z\. je mald, coz znamend, ze rozdil mezi prihybem
membrany a pozadovanym pruhybem je maly.
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

Pro posouzeni vhodnosti pouziti stochastické optimalizace namisto piislusné determi-
nistické tlohy vypocteme velicinu VSS, viz 3.3. V nasem piipadé jsme dosahli hodnoty

VSS = 2.100286 - 107°.

Hodnota je kladné, coz znamena, ze pouziti stochastické optimalizace zlepsi hodnotu
ucelové funkce oproti deterministické optimalizace.

Pro ptrehlednost jsou znazornény prubéhy zatizeni, fizeni i pruhybu membrany pouze
pro osm scénaiu EO tlohy, dédle pro porovnani jsou zobrazeny i vysledky EV tlohy.

Na obrazku 4.3.4 1ze vidét ze fizeni neni dostatecné hladké, coz se projevi i na vysledném
pruhybu membrany.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

zatizeni f (EC) wychylka v (EO)

0o 0o

zatizeni f (ED) wychylka w (ED)

0p 0o

zatizeni f (EO) wychylka v (EO)
P x 10 ST

00 0o

zatizeni f (ED) wychylka v (EQ)
3 e

w10

0ooq 0o
Obrazek 4.4: Zatizeni a pruhyb membrany pro ruzné scénate
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

zatizeni f (EO) wychylka v (EO)

0o 0o
zatizeni f (EO) wychylka v (EO)
w10

0o 0o

zatizeni f (EO) wychylka v (EO)
%10 ) )

00 0o

zatizeni f (EQ) wychylka v (EQ)

0nq 0o
Obrazek 4.5: Zatizeni a pruhyb membrany pro ruzné scénare v EO tloze
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

rizeni e (EC)

0

Obrézek 4.6: Konstantni rizeni v EO tloze
zatizeni f (EY) wychylka v (BEV)

o ¥ 10 v

00 0o
Obrazek 4.7: Zatizeni a pruhyb membrany v EV tloze

rizeni g [E%)

0o
Obrazek 4.8: Konstantni fizeni{ v EV dloze
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

E gamside: C:\Users\AlCajda\Documents)School\Diplomka \GAMS\Pruhyb_membrany\Pruhyb_membrany.gpr

File Edit Search Windows Utiities Help

FECMME 1 oafnl
R
MKP_EVQmSlIModngms Maddigmsl ManteCarlo.gms

VEV(i,3) =e= 1/4% (vEV(i-1,3)+vEV(i+1,j)+vEV(i,Jj-1)+vEV(i,j+1)+ ‘:J
sgqr(h) = (EL(1,3)+ET(1,3)*eEV(L,3)) )¢
expected value £(i,j}) .. Ef{i,j})=e= sumi(s,f(=s,i,])*prob(s));
expected value T(i,j} .. ET(i,j) =e= sum(=,T(=,1,]7)*prob(=));
ICP1EV(j) .. vEV{('0',j) =e= 0O;
OP2EV(i,j)%(ord (i) eqg card(i)) .. wEVI(i,j) === 0O;
IOP3EV(i) .. vEV(i,'0'") =e= 0;
IOP4EV(i,j)S{ord(j) eg card(j)) .. VvEV(i,j) =e= O:
mfEEV .. zEEV =e= =sum|( (=s,1,3),prob(s)*=sqr(h)/9%a (i) *b(j) *sqr (vEVs(=s,1i,3)-u(i, 7))

prunvbEEV(=s,1i,j)%((ord (i) ne l)and(ord(i) ne card(i))and(ord(j) ne 1)and
ford(j) me ecard(j}))
vEV=(=s,1,]j) =e= 1/4=(vEV=(s5,1i-1,])+vEVs(3,1i+1,j)+vEVs(=,1,3-1)+
VEVs(=s,1i,j+l)4sgr(h)*(£(=3,1,3)4+T(=s,1i,])*ecEVs(i,J))):

OP1EEV (=,3) .. WEVa(s,'0',3) =e= 0O:
IOP2EEV (=2,i,j)&(ord (i) eq card(i)) .. VvEV=(a,i,3j) =e= 0:
ICP3EEV(3,1i) .. VEVs(s,i,'0'") =e= 0
IOP4EEV (2,1i,j)5(ord(j) eq card(j)) .. VvEV=(a,i,j) =e= 0:

odel model pruhybEC fufEC,pruhyb,CFl,0P2,0F3,0F4/;
Eodel model pruhybEV fafEV,prahybEV,DFlEV,DFEEV,DFSEV,DF&EV,Expected_valae_f,
Expected_valae_Tf;
model model pruhybEEV /ufEEV, pruhybEEV, OP1EEV, CP2ZEEV, OP3EEV, OP4EEV/;

e.l(i,3)=-0.7:

=olve model pruhybEC using nlp minimizing zEOQ;
=olve model pruhybEV using nlp minimizing zEWV;
eEVz.up (i, j)=eEV.1(i,]j)-
eEV=.lo({i,j)=eEV.1(1i,3)-

solve model pruhybEEV using nlp minimizing zEEV;
W55=zEEV.1-zE(Q.1;

zlepseni=zEEV.1l/zE0.1;

[ . o0 | | [Jp—

Obrazek 4.9: Ukazka prostredi GAMSu
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

4.3.5. Hladkost rizeni

Nyni chceme doséhnout, aby funkce e(z,y) byla hladka. K vySetfeni prubéhu funkce
v matematické analyze pouzivame derivace funkce. K tloham matematického programo-
véani, viz 4.3.3 priddme dalsi omezen{ popisujici prubéh fizeni e(z, y). Predpoklddejme, ze
musi byt splnéna nésledujici podminky

ap < S TG G T g o M —1,j=0,...,N (4.28)

=7 h
%Semﬂ;@J—%fqugﬁgi:L“wN—Li:Q”wM.MQ%

Podminky omezuji hodnoty rozdilu derivaci ve dvou sousednich uzlovych bodech, kde
aq, ae, B, B2 jsou predem dané konstanty. Vyuzili jsme formule pro vypocet prvni zpétné
diference s diskretiza¢ni chybou fadu O(h).

Ulohy matematického programovani 4.3.3 popisujici nas problém nyni budou ve tvaru

EO tdloha matematického programovani:

R N M

O = min Y Zps aib;(Vaij — Uss)? (4.30)
s=135=01:=0
1
Veij = Z(‘/s,iJrl,j + Viic1y + Ve + Veijo1) + hz(fs,i,j + Ty, je;) (4.31)
i = 1..N—-1, j=1...M—1
Vioj = Vem; =0, 7=0...N (4.32)
‘/571"0 = ‘/;ain = O, Z = O e M (433)
i—1j — 2€i5 — €iy1 . .
o < b ij”mgﬁlzzL”wM—ngauwN (4.34)
ij—1 — 2€i; — € . .
0y < Z” Gt <5, i=1,... N—1,i=0,....M (4.35)

EV tloha matematického programovani:

ZII?n}l/ = minZZKClzbg(sz Usj)? (4.36)

§=0i=0

1
Vij = Z(V;'—&-l,j + Vierg + Vigs + Vi) +

R R
h? <Z JsigPs + (Z Ts,i,jps> ez’,j) (4.37)
s=1

s=1

i = 1..N—1, j=1.M-1

Vo, = Vi, =0, j=0...N (4.38)

Vie = Vin=0, i=0...M (4.39)
i—1j — 2€ij — €41 . .

a < Gobd 2J6+M§ﬁlz:L“wM—Lj:Q”wN (4.40)
Q-1 — 2€ij — € . .

ay < Sl Zfew”g@ i=1,....N—1,i=0,....M  (4.41)
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4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

EEYV tdloha matematického programovani:

EEV

Zmin

Vs

7
Vs,
Vs.i0

aq

%)

IA

IN

R N M

miny > Zps aibj(Veiy — Uij)? (4.42)
s=1;j=01i=0

1

4(‘/:924-1]_{—‘/81 1]+VS’L]+1+‘/SZ] 1)+h2 (fSZ]+TSZj EV) (443)

1...N—1, j=1...M—1

Vem;j =0, j=0...N (4.44)

Vsin=0, 1=0...M (4.45)

i—1j — 2€i5 — €1 : :

Gl Z’J “li g i=1,... M —1,j=0,....N  (4.46)

i1 — 2€5 — € j . .

Cig—1 eh’J Ciitl g =1, . N—=14i=0.. . M (4.47)

4.3.6. Vysledky

Ulohy v odstavei 4.3.5 opét fesime v GAMSu pro stejné zadéni jako v odstavei 4.3.4
s rozdilem, ze volime hodnoty omezeni

ap =0 =—

052:62:1

Pro tuto 1lohu jsme docilili vysledki

22O _ 4688023 - 10~ (4.48)
AEV 13924151077 (4.49)
AEEV 6 067492 - 107 (4.50)
VSS = 1.379469 - 10~*. (4.51)

Jak je vidét na obrazcich docilili jsme hladkého prubéhu fizeni e(z,y). Nepatrné se
zhorsila hodnota tcelova funkce oproti predchozi tloze, ale dosazena hodnota je postacujici.
Veli¢ina VSS opét 7ika, ze pouzitim stochastické optimalizace doséhneme lepsich vysledki.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

zatizeni f (EC) wychylka w (ED)

0o 0o

zatizeni f (ED) wychylka w (ED)

0p 0o
zatizeni f (EC) wychylka v (EO)
x 10 B

00 0o

zatizeni f (EXC) wychylka w (EQ)

o0 e
omf

ozl

andle

0ooq 0o
Obrazek 4.10: Zatizeni a pruhyb membrany pro ruzné scénaie

27



4.3. APROXIMACE ULOHY: METODA SITI

zatizeni f (EO) wychylka v (EO)

0o 0o

zatizeni f (EO) wychylka v (EO)

0o

zatizeni f (EOQ) vychylka v (EO)
RS %10 S

N -
NN

0o

zatizeni f (EO) wychylka w (EQY

0ooq 0o
Obrazek 4.11: Zatizeni a pruhyb membrany pro ruzné scénare v EO tloze
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

rizeni e (EC)

0
Obrazek 4.12: Konstantni fizeni v EO dloze

zatizeni f (EY) wychylka v (BEV)

00 00
Obrazek 4.13: Zatizeni a pruhyb membrany v EV tloze

rizeni g [E%)

0o
Obréazek 4.14: Konstantni fizeni v EV loze
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4.4, ODHAD KVALITY RESENI
4.4. Odhad kvality resSeni

V této kapitole se budeme zabyvat odhadem kvality kandidatniho fizeni é(z,y) ziskaného
z tulohy stochastické optimalizace pruhybu membrany pomoci metody siti, viz kapitola
4.3. Urceni kvality kandidatniho feseni vyuzijeme pravdépodobnostni dolni mez piislusné
ulohy stochastického programovani. Konstruujeme interval spolehlivosti chyby aproxi-
mace (optimality gap) [7, 10], coz je je rozdil v hodnotéch celovych funkei s kandidatnim
feSenim a optimalnim feSenim. Metodika mezi je zalozena na feSeni aproximovaného
problému generovaného vybérem nahodné veli¢iny & pomoci metody Monte Carlo.

4.4.1. Intervalovy odhad chyby aproximace

Uvazovanou tlohu spojité stochastické optimalizace (4.4) symbolicky zapiseme ve tvaru

2t = m%g E(F(&ev(8))). (4.52)
Vygenerujeme ndhodny vybér z £ s n scénaii €1, €2, ..., £". Pak je tato dloha aproxi-

movana SAA (sample average approximation) ulohou (4.30)—(4.35)

Zr = min 7lz Xn:F(fl, e,v(§)), (4.53)

e,v(§) i=1

kterou fesime vhodnym deterministickym algoritmem.

Definujeme chybu aproximace jako

G(@) = min E(F(¢,6,0(9)) = =" (4.54)

K odhadu kvality kandidatniho feSeni é pouzijeme intervalovy odhad chyby aproxi-
mace. Pro odhad chyby aproximace vygenerujeme n, vybéru o rozsahu n, tj.

9, i=1,2,....nj=12.n,

a pouzijeme prumeérovani. Pak bodovy odhad G(é) ziskdme jako

_ 1 2a
Grng(&) = —> GL(é) =

Ng ;=1
1 = 17 - - 17 - -

= — min — » F(&Y,6,9(€Y)) —min —» F(&Y,¢e,g9(£Y))] . (4.55
8 i 3P (e i £ SR gte)] - (059

Intervalovy odhad se spolehlivosti 1 — « ziskdme na zakladé centralni limitni véty
G(&) € [0, G, (é) + ¢, (4.56)
€ je odhad chyby vyjadieny jako
e — hizalng = Don, (&) (4.57)
\/n_g
kde t1_o(ny — 1) je (1 — a)—kvantil Studentova rozdéleni s (n, — 1) stupni volnosti a

5 (6) = \/1 512, (GA(€) — Gy (2))” je v¥berovd smerodatnd odchylka,

ng—1
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

4.4.2. Vysledky

Byla posuzovana kvalita vysledka pro feseni é tlohy (4.30)—(4.35). Kandidatni fesent
bylo vypocteno pomoci 100 scénait. Pro metodu Monte Carlo bylo generovano ngy = 30
realizaci ndhodné veliciny £. Doséhli jsme nésledujicich vysledku se spolehlivosti 95%

Bodovy odhad Gnyng =0,5-10"*
Odhad chyby ¢ = 0,2-107*
Intervalovy odhad G, ,, = <O; 0,7- 10_4>
Bodovy odhad hodnoty 1celové funkce byl vypocten feSenim pro 100 scénaiu, ziskali
jsme hodnotu
20 = 4,69 - 1074,
Sitka intervalového odhadu chyby aproximace tvoif 14% z bodového odhadu hodnoty
ucelové funkce poukazuje na dobrou kvalitu posuzovaného feseni.

4.5. Aproximace tlohy: metoda kone¢nych prvki

V této césti zavedeme zdkladni pojmy metody koneénych prvka [I, 1] aplikované na
stacionarni problém pruhybu membrany na ¢tvercové oblasti s Dirichletovou okrajovou
podminkou. Resen{ problému spoéiva v zavedeni slabé formulace Poissonovy rovnice (4.2).
Nésledné popiseme konecné prvkovy model pro libovolny n—vrcholovy element z hlediska
interpolac¢ni funkce. Této funkci se tika bazova a je Lagrangeova typu, tzn. ze mohou byt
konstruovany z Lagrangeovych interpolacnich polynomu. Nasledné sestavim interpolac¢ni
funkce pro 4—uzlovy obdélnikovy element a zkompletujeme elementarni rovnice v soustavu
linedrnich rovnic popisujici cely problém.

Odvozeny postup aproximace metodou konecnych prvku je navic proti zadani diplo-
mové prace a je vyzkousen jako prvni krok vyzkumu, ktery bude déle rozvijen.

4.5.1. Klasicka formulace

Nasim cilem je uré¢it funkci popisujici pruhyb membrany

v(x,y) € C*(Q)NC(Q) (4.58)
vyhovujici diferencidlni rovnici
0% v
@(x,y) + @(%?ﬂ =—flz,y) vQ (4.59)

a splnujici okrajovou podminku
v(z,y) =0 na I. (4.60)
Piedpokladejme n = (n,,n,)" = (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normdly hranice a
ov ov v
I :n:c%‘i‘nyafy = n
je derivace ve sméru normaly. Pro existenci klasického feSeni je tfeba predpokladat hlad-
kost dat

(4.61)

fec®)

a ze ) je regularni oblast s hladkou hranici I'.
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4.5. APROXIMACE ULOHY: METODA KONECNYCH PRVKU

4.5.2. Slaba formulace

Nejprve zavedeme Greenovu formuli.

VETA 4.5.1 (GREENOVA FORMULE) Necht f(x1,22),9(x1,12) € HY(Q). Potom plati

/ 6de:/fgnids—/fagdx,
Q Ox; r r° ox;
kde dx = dxydxy a ds je diferencidal oblouku I

(4.62)

K slabé formulaci se dostaneme vyndsobenim rovnice (4.59) testovaci funkei w, ktera
spliiuje podminku w = 0 na I', naslednou integraci pres libovolnou podmnozinu ¢ s hra-
nici I'® a pouzitim Greenovy formule (4.62). Libovolnou podmnozinu muze representovat

n—vrcholovy element uvniti oblasti €2, viz Obr. 4.5.2.

r

r

Obrazek 4.15: Elementéarni oblast

Dostavame rovnici
2 2

/e w(z,y) (g;;@, y)+ g;;(x, y) + f(:v,y)> dzdy = 0.

Sils o 0 v Ow v 9%v lé) v\ _ wdv | 9%
Vyuzitim vztahu e (w%) = oz T 92 @ e (wa—y) = 3y oy + 9y2 dostaneme

/ gw@ —1—210@ @@ aﬂ@%— wf|dxd = 0.
Qe |Ox ox dy oy Oxr Or Oy Oy N

Nyni vyuzitim Greenovy formule dostavame

0 ov ov
/Qe% < 8a7>d d= waxnxds
0 ov ov
/Qe a—y ( 8y> dxd = waynyds.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE
S vyuzitim derivace ve sméru vnéjsi normaly (4.61) zapiSeme rovnici (4.64) ve tvaru

owdv  Ow v
L

= 4.
5595+ 3y 8y] dzd = /ewfdxd+/ wnds. (4.67)

Leva strana se rovnice se oznacuje a(v,w) a prava L(w). a(v,w) je symetrickd bi-
linedrn{ forma a L(w) je linearni funkciondl. Slabou formulaci Poissonovy rovnice (4.59)
rozumime 1lohu

najit v € W spliujici a(v, w) = L(w) Yw €V,

kde W je mnozina pifpustnych feseni a V = {w € H'(Q)|w = 0 na '} je prostor testo-
vacich funkei.

4.5.3. Konec¢né prvkovy model

V tomto odstavci popiSeme vytvoreni koneéné prvkového modelu na zakladé predpoklada-
ného priblizného feseni. Reseni problému (4.67) pro libovolny n—vrcholovy element je
definovano vztahem

= > oz, )5 (2, y), (4.68)
7j=1

kde
ve(x,y) je uzlova hodnota feseni v(x,y) v j—tém uzlu elementu

Y5(x,y) je bdzové funkce pro v(z,y) v j—tém uzlu elementu.

Bézova funkce musi splnovat nésledujici podminky

V5 (Tk, yr) = djx pro viechny uzly (j,k) =1,2,...,n, (4.69)
Zw;f(x, y) = 1 v oblasti Q°, (4.70)
j=1

kde 0, je Kroneckerovo delta definované

djrp =1proj=~k
djr =0 proj #k

Substituci rovnice (4.68) do slabé formulace (4.67) dostaneme

n 8 e n a ea
/Qe[ Zv ¢ Z . o GU]d d=— /ewfdxd—l—/requds. (4.71)

T =1
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4.5. APROXIMACE ULOHY: METODA KONECNYCH PRVKU

Protoze w; = 5 pro i = 1,2,...,n a po zdméné pofadf integrace a sumace v (4.71),
feSeni rovnice vede na problém feSeni soustavy linearnich rovnic. Dostavame tak konécné
prvkovy model pro n—vrcholovy element.

SKGVi=F +Qproi=12,....n, (4.72)
j=1
kde

o [ousous o o
Kij —/Qe [8$ o7 + oy oy dxd (4.73)
By =— P fldzd 4.74
f=— [ Wiflde (4.74)
Q: = [ viauds (4.75)

K;; se nazyvé elementarni matice tuhosti a F; je elementarni vektor zatiZeni.

4.5.4. Bazové funkce

Predpokladejme, ze oblast €2 je obdélnikova, kterou pokryjeme obdélnikovou siti S sklada-
jici se z obdélnikovych elementu E takovych, ze uzavéry kazdych dvou ruznych obdélniku
jsou bud’to disjunktni nebo maji spoleénou stranu nebo vrchol a ze plati

- UE

EeS

2

Elementarni oblasti se také nazyvaji prvky a jejich vrcholy uzly. Sit charakterizuje pocet
prvku sité (M), pocet vsech uzlu (N) a pocet uzlu lezicich na I' (N*), viz obr.4.16.

Y

11 12 13 14 15

10 6

1 2 3 4 5
Obrazek 4.16: Obdélnikova sit
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Linearni bazové funkce pro obdélnikovou oblast ziskdme pomoci soucinu jednodimen-
zionalnich Lagrangeovych interpolacnich polynomu. Lagrangeuv interpola¢ni polynom

k—tého fadu pro n bodu (z;,7 = 1,2, ...,n) je stejny jako jednodimenzionalni interpolaéni
funkce
o —x .
L) = 11 — ¥ (@), (4.76)
i=1,i£j Tk — Ti

Ta spliiuje podminky

Li(z;) = dji (4.77)
S L) = 1. (4.78)

Pro ¢tyt vrcholovy obdélnikovy element, viz obr. 4.17, jsou bazové funkce tvaru

sten = (-3 (-2
vy = Z(1-4)

a
lay) = 7
vy = (1-2)%

Obréazek 4.17: Elementérni oblast

Bazové funkce jsou definovany ve smyslu lokalnich souradnic z, y.
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4.5.5. Elementarni soustava rovnic

Koeficienty elementarni matice tuhosti se pocitaji ze vztahu

¢ _ Ou; 0% 0y Y5
K’”_/ [8:0 Ox - dy Oy

dzd. (4.79)

Pro numericky vypocet elemntarni matice tuhosti se vétsinou pouziva Gauss—Legend-
reova kvadratura, ale v nasem pripadé lze provést piimy vypocet integralu. Nejdiive
vypocteme parcidlni derivace bazovych funkci

Oi(r,y) _ 10a—=z)b-y) y—>
Ox ab Ox ab
ousay)  10a-a)b-y) a-a
dy ab oy ab
Os(r,y) _ 10x(b—y)  y—b
Ox ab  Ox ab
os(x,y)  1oxlb—y) =
dy ab Oy ab
os(e,y) 10wy y
Oz ab dr  ab
Oys(r,y) _ 10wy x
dy T ab oy ab
Opi(r,y) _ 10a—=x)y y
Ox ab  Ox ab
dvilry)  Lda-a)y __r—a
oy ab Oy o ab
Dosazenim do rovnice (4.79) a integraci dostaneme
. a2 + b2
K{, = 2—{)2/ / T —a) —b)})dzdy = "
2 2
e _ VY _a®—2b
K{, = a2b2/ / (x —a)r — (y — b)*)dady = 6
; a4 b?
K, — W/ | (@ = o)+ (g = oyy)dady = -2
. b — 2a?
Ki{, = a2b2/ / (x —a)® — (y — b)y)dady = 6
2 2
. B Y _a®—2b
K = a2b2/ / (x —a)r — (y — b)*)dedy = o
2 | 2
e 1 9 2 _a*+b
K22 - aQbQ/O /0 (fﬂ + (y b) )dl'dy - 3ab
. 1 boa b? — 2a*
Ky = — [ | (—o* = (= by)dady =
5 = b | [0 -
24 a2b? o Jo ((Q? CL>$ + (y b)y)dxdy Gab
. 1 b e a? + b?
K = —5 [ [ (@ = oo+ —bydndy =~
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1 b ra b? — 24>
R
32 CL2b2 0 0( x (y b)y)dl’dy 66Lb
A L PP L at+ b
Kis = g ) ) (0 490y ="
a? — 202

K;, = a2b2// (x—a)r—vy )dxdy: 6

. b — 2a?
K = a2b? / / (2= a)* = (y = by)dady = 6ab

¢ a® + b’
Ki = W/ (@ = aja+ (y = by)dady = -
e a’® — 2b*
Kj; = peTEs / / (r —a)r — )dxdy = o
2 2
L — 2 2 _a*+b
Ky, = W/O/O((LC—G) + y*)dady = b
Elementarni matice tuhosti je typu 4 x 4 a je symetricka:
a?+b? a?—2b2 a?4b? b%—2a?
3ab 6ab ~ " 6ab Gab
2262 a?4b? B2-2a®  _ a24b?
e 6ab 3ab 6ab Gab
K= a?+b2 b2 —-2q2 a24b2 a2—9p2 (480)
" 6ab 6ab 3ab Gab
b*—2a” a?4+b% a2 a?4b?
6ab ~ " 6ab 6ab 3ab
n(x,b)=(0,1)
Y
1—‘6
b
n(0,y)=(-1,0) n(a,y)=(1,0)
é— ()e —>

n(x,0)=(0,-1)

Obréazek 4.18: Vnéjsi normaly
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4.5. APROXIMACE ULOHY: METODA KONECNYCH PRVKU

Uvazujeme—li rovnici (4.5), pak dle vzorce (4.74) slozky vektoru elementarniho nahod-
ného zatizeni vyjadiime ve tvaru

Fr == | Wi+ T(E 2 y)e(a.y)] dad (4:81)

Hodnota integralu (4.75) pro obdélnikovou oblast je

Q; =0,

proto jiz v dalsi ¢asti prace nepoc¢itame s hodnotou Q5.
Tedy feSeni V; ve vrcholech elementdrni oblasti 2 ziskdme vyfeSenim soustavy rovnic

ZlK;ij =Ffproi=12,...,n. (4.82)
]:

4.5.6. Soustava rovnic

Obdélnikovou sit popisuje matice B, kterd ndm dava ¢isla (oznaceni) uzlu jednotlivych
prvki sité. Naptiklad pro sit na obr. 4.16 je

1 2 9 10
2 3 8 9
3 4 7 8
4 5 6 7
B= 7 6 15 14
8§ 7 14 13
9 8 13 12
10 9 12 11

Pomoci matice B se prvky elementarni matice tuhosti a elementarniho vektoru nahod-
ného zatizeni zobrazi na prvky matice tuhosti a vektoru ndhodného zatizeni. Napiiklad
pro prvni dva prvky sité se elementarni matice tuhosti zobrazi na prvky matice tuhosti,
viz obr. 4.19.

Matice tuhosti je slozena z jednotlivych elementdrnich matic a je typu N x N (N je
pocet uzlu). Tim jsme aproximovali Poissonovu rovnici na soustavu rovnic

KV =F. (4.83)

Uloha musi spliiovat Dirichletovu okrajovou podminku, proto pfi feSeni soustavy rovnic
(4.83) vynechame ty sloupce a fadky, které odpovidaji uzlum s predepsanou podminkou.
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4. ULOHA STOCHASTICKE OPTIMALIZACE

ELEMENT #1

_Local Indices of [k®] B  Global Indices of [K]
(1 02 (1.3) (14) 1 12 19 (1,10
(21} (22) (23) (£4) 21 22 29 (210
(31) (32) (33) (34) — = | 5 92 @9 (9.10)
4.1 @) 4.3 4.4 (10,19 (10,29 (10,9) (10,10)
ELEMEMT #2

_Lcn:al Indices of [KF] B _ Global Indices of [K]
(1.1 (1.2 (1.3) (1.4) (22) (23) (28) 23]
(2,1) 22) 23] 24) (32) (33) (38) (33)
(3.1) 32) (33) (34) —®= | B2 @3 @8 @9
(4.1) 42) (43) 44) #2) 33 (28 (33

Obrazek 4.19: Prechod z K¢ na K
4.5.7. Uloha matematického programovani

Ulohu (4.5) Fesenou pomoci metody konecnych prvku je pomérné obtizné implemento-
vat v . GAMSu, proto se omezime pouze na vypocet EV problému, ktery je pro vypocet
jednodussi. Déle pro jednoduchost uvazujeme nasledujici ic¢elovou funkci

PV = min(F(B(€),¢)) = mein;m — U, (4.84)

kde V; (respektive U;) je pruhyb membrany (respektive pozadovany pruhyb) v i—tém
uzlu sité. Postupem uvedenym v kapitole 4.5 aproximujeme Poissonovu rovnici (4.5).
Dostaneme tak nasledujici ilohu matematického programovani.

EV tloha matematického programovani:

N
V= min(F(B(E).€)) = min Y (Vi ~ U (4:85)
KV = F (4.86)
V, = 0, Vel (4.87)

4.5.8. Vysledky

EV tloha (4.85)—(4.87) byla implementovana do GAMSu se stejnym zadédnim jako v pfipa-
dé metody siti, viz 4.3.4. Ctvercova oblast byla rozdélena na 100 ¢tvercll, coz znamend
hledat feseni V; v 121 uzlovych bodu. Na jednotlivych elementarnich oblastech bylo defi-
nované rovnomérné déleni s krokem h = 0,01 potfebné pro numericky vypocet prvku
vektoru vnéjstho zatizeni s vyuzitim slozené Simpsonovy formule (4.12).
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4.5. APROXIMACE ULOHY: METODA KONECNYCH PRVKU

Bylo dosazeno hodnoty ucelové funkce
SV = 3185014 - 1077,

Pro presnéjsi feseni problému optimalizace pruhybu membrany je zapotiebi zavést
komplexnéjsi aproximaci. Jelikoz se jedna a o prvotni implementaci metody konecnych
prvki do GAMSu dosazené vysledky nejsou vérohodné, viz nasledujici obrazky priuhyby
membrany 4.20 a fizeni membrany 4.21.

wychylka v ([EY) wychylka v (BEV)

i 05 elv

Obrazek 4.20: Pruhyb a zatizeni membrany

wyehylka v (EV)

Obrézek 4.21: Rizenf membrény
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5. ZAVER
5. Zaver

V diplomové praci byla zformulovana tloha spojité stochastické optimalizace s omeze-
nim ve tvaru parcialnich diferencialnich rovnic popisujici pruhyb membrany. Nahodnost
v problému byla reprezentovana nahodnym zatizenim. Byly odvozeny matematické mode-
ly pomoci numerickych metod, nejdiive metodou koneénych diferenci (metoda siti), poté
metodou konecnych prvku.

V piipadé metody siti jsme formulovali EO, EV, EEV 1lohy. Vysledky ukazaly nehlad-
ky prubéh fizeni, proto tyto tulohy byly doplnény navic o omezeni zohlednujici prubéh
fizeni. Bylo dosazeno ptijatelnych vysledku, které jsme posoudili pomoci hodnoty VSS
urcujici vhodnost pouziti stochastické optimalizace a urc¢enim kvality feseni pomoci inter-
valového odhadu chyby aproximace. Stochastickym programovanim jsme docilili lepsich
vysledkt nez deterministickym pristupem a dosahli jsme dobré kvality fesSeni.

Dale jsme odvodili zédkladni aproximaci omezeni pomoci metody koneénych prvka.
7 hlediska narocnosti implementace a vypoctové naroc¢nosti jsme odvodili pouze EV tlohu
matematického programovani. Prvotni implementaci problému bylo dosazeno nevérohod-
metodou kone¢nych prvku. Odvozeny postup je nad ramec zadani diplomové prace a je
vyzkousSen jako prvni krok vyzkumu, ktery bude dél rozvijen.
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Seznam zkratek a symbolu

Néhodna veli¢ina

Scénére

Pravdépodobnostni prostor

Pruhyb membrany

Pozadovany pruhyb membrany

Néhodné vnéjsi zatizeni

Regulaéni sila (konstantni fizeni prvniho stupné)
Matice popisujici nepfimé pusobeni e(x, y) na membanu
Elementarni matice tuhosti

Elementarni vektor neznamych

Elementarni vektor zatizeni

Matice tuhosti

Vektor neznamych

Vektor zatizeni



Prilohy

Obsah prilozeného CD

Soucasti diplomové prace je CD obsahujici zdrojové kédy fesenych tloh a ziskana vysledna
data. Podrobny ptehled prilozenych souboru viz tabulka nize.

Obsah souboru, popi adresaru

Umisténi, popf. nazev souboru

Text diplomové prace ve formatu pdf

text\diplomova prace.pdf

Zdrojovy kéd MKD

zdrojove kody—GAMS\MKD nehladke.gms

Zdrojovy kéd MKD 2

zdrojove kody—GAMS\MKD hladke.gms

Zdrojovy kéd MKP

zdrojove kody—GAMS\MKP_EV.gms

Zdrojovy kéd Monte Carlo

zdrojove kody—GAMS\MonteCarlo.gms

Data k MKD vysledna data\metoda siti—nehladke\
Data k MKD 2 vysledna data\metoda siti—hladke\
Data k MKP vysledna data\mkp\

Grafy vysledku MKD

vysledna data\metoda siti—nehladke\obr\

Grafy vysledku MKD 2

vysledna data\metoda siti—hladke\obr\

Grafy vysledku MKP

vysledna data\mkp\obr\
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