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Abstrakt
V diplomové práci je rozebrána úloha dvojstupňového stochastického programováńı s ome-
zeńım ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic eliptického typu. Je navrženo výpočtové
schéma, přičemž d̊uraz je kladen na aproximačńı techniky. Zavád́ıme metodu aproximace
náhodných proměnných stochastické úlohy a k diskretizaci omezeńı využ́ıváme vhodné nu-
merické metody, nejdř́ıve metodu konečných diferenćı, následně metodu konečných prvk̊u.
Dále jsou formulovány úlohy matematického programováńı popisuj́ıćı pr̊uhyb membrány
s náhodným zat́ıžeńım. Následuje uřčeńı vhodnosti použit́ı stochastické optimalizace na-
mı́sto př́ıslušné deterministické úlohy a posouzeńı kvality aproximace založené na simu-
lačńı metodě Monte Carlo a teorii intervalových odhad̊u. Výsledné matematické mode-
ly implementujeme a řeš́ıme pomoćı všeobecného algebraického modelovaćıho systému
GAMS. Výsledky prezentujeme v numerické i grafické podobě.

Summary
Two−stage stochastic programming problem with PDE constraint, specially elliptic equa-
tion is formulated. The computational scheme is proposed, whereas the emphasis is put on
approximation techniques. We introduce method of approximation of random variables of
stochastic problem and utilize suitable numerical methods, finite difference method first,
then finite element method. There is also formulated a mathematical programming prob-
lem describing a membrane deflection with random load. It is followed by determination
of the acceptableness of using stochastic optimization rather than deterministic problem
and assess the quality of approximations based on Monte Carlo simulation method and
the theory of interval estimates. The resulting mathematical models are implemented and
solved in the general algebraic modeling system GAMS. Graphical and numerical results
are presented.
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4.2 Scénářový př́ıstup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1. ÚVOD

1. Úvod
V inženýrských oborech je třeba řešit optimalizačńı problémy s omezeńımi ve tvaru

parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Významnou inženýrskou oblast́ı zabývaj́ıćı se těmito
problémy je navrhováńı konstrukce, kde úlohy děĺıme na stacionárńı a nestacionárńı.
Nestacionárńı problémy popisuj́ı parciálńı diferenciálńı rovnice parabolického a hyperbo-
lického typu, např́ıklad se řeš́ı problémy kmitáńı nosńıku nebo vlněńı desky. Naopak sta-
cionárńı problémy jsou popsány eliptickými parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi. Tyto
úlohy popisuj́ı ustálené stavy nestacionárńıch úloh. Př́ıkladem jsou např́ıklad ohyb nosńıku,
deformace desky nebo deformace (pr̊uhyb) membrány. V této práci se zaměř́ıme na ses-
taveńı matematických model̊u popisuj́ıćıch právě pr̊uhyb membrány.

Č́ım dál v́ıce se v modelováńı uvažuj́ı náhodné elementy. V problematice návrhu kon-
strukce náhodnost nejčastěji představuje náhodné zat́ıžeńı. T́ım se dostáváme od deter-
ministické úlohy k úloze spojité stochastické optimalizace. Proto odvod́ıme aproximace
náhodných proměnných [5] a sestav́ıme postup aproximace omezeńı metodou konečných
diferenćı [8] a následně jako druhý př́ıstup metodou konečných prvk̊u [1, 4]. Dostaneme
se tak k úlohám kvadratického programováńı [6], které dokážeme řešit pomoćı optimali-
začńıho software. Na závěr bude posouzena vhodnost použit́ı stochastické optimalizace
oproti př́ıslušné deterministické optimalizaci a následně pro źıskané řešeńı bude zaveden
jeho odhad kvality pomoćı simulačńı metody [7].

Diplomová práce je zahrnuta do řešeńı úkol̊u projektu MŠMT České republiky
č́ıs. 1M06047, projektu GA ČR reg. č́ıs. 103/08/1658 a výzkumného záměru MŠMT České
republiky č́ıs. MSM0021630519.
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2. Nelineárńı programováńı
Budeme se zabývat optimalizačńımi úlohami, které obsahuj́ı nelineárńı výrazy v účelové

funkci a v omezeńıch [6].

2.1. Formulace úlohy nelineárńıho programováńı

Obecná úloha nelineárńıho programováńı má tvar

min {f(x)|g(x) ◦ 0,x ∈ X} (2.1)

Proměnné znač́ıme x = (x1, . . . , xn)T a nabývaj́ı hodnot ze základńı množiny X ⊂ Rn,
popisuj́ıćı např́ıklad nezápornost proměnných. Hledáme př́ıpustné řešeńı xmin, které mini-
malizuje účelovou (kriteriálńı) funkci f : Rn → R. Body x ∈ X považujeme za př́ıpustné,
pokud splňuj́ı omezeńı ve tvaru rovnic a nerovnic. Nebude−li zřejmé, co je proměnná
a co parametr, uvedeme označeńı proměnné pod symbolem min. Symbol 0 znač́ı nulový
vektor, zde dimenze m, ◦ označuje sloupcový vektor symbol̊u ≤,=, a omezeńı jsou určena
vektorovou funkćı g : Rn → Rm. Množinu př́ıpustných řešeńı C = {x ∈ X|g(x) ◦ 0} lze
zapsat ve tvaru

C =
m⋂
i=1

Ci =
m⋂
i=1

{x ∈ X|g(x) ◦ 0} =

= {x ∈ X|g(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ l; g(x) = 0, l + 1 ≤ i ≤ m} .

Definice 2.1.1 (Extrémy funkćı) Pro funkci f : C → R definujeme, že rozhodnut́ı
xmin ∈ C je bodem

{
lokálńıho
globálńıho

}
×
{

ostrého
neostrého

}
minima

⇐⇒

{
∃O(xmin) : ∀x ∈ C ∩O(xmin)\{xmin}

∀x ∈ C\{xmin}

}
× f(xmin)

{
<
≤

}
f(x).

Uvedené schéma můžeme použ́ıt k obvyklé definici. Rozhodnut́ı xmin je bodem lokálńıho
neostrého minima funkce f : C → R právě tehdy, když existuje okoĺı O(xmin) takové,
že pro všechna x ∈ C ∩ O(xmin)\{xmin} plat́ı f(xmin) ≤ f(x). Obdobné schéma můžeme
sestrojit pro xmax.
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2. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ

Vid́ıme, že funkčńı hodnota lokálńıho ostrého minima muśı být menš́ı než funkčńı
hodnota v jiných bodech některého jeho okoĺı. Protože existuj́ı

”
patologické funkce“,

které maj́ı v okoĺı některého bodu nekonečně mnoho extrémů, hovoř́ıme o izolovaném
extrému, pokud je tento extrém jediným na některém svém okoĺı. Původńı zápis úlohy
(2.1) můžeme považovat za označeńı optimálńı hodnoty účelové funkce min {f(x)|x ∈ C}
respektive max {f(x)|x ∈ C} a z kontextu pak rozlǐsujeme, zda se zabýváme lokálńımi
nebo globálńımi extrémy. Podobně znač́ıme pro minimum

xmin ∈ argmin {f(x)|x ∈ C} = {x0 ∈ C|f(x0) = min {f(x)|x ∈ C}}

a pro maximum

xmax ∈ argmax {f(x)|x ∈ C} = {x0 ∈ C|f(x0) = max {f(x)|x ∈ C}} .

Pojmy zavedené pro množinu C z (2.1) zobecńıme pro libovolnou konvexńı množinu
S ⊂ Rn, viz Definice 2.2.1, pouhou záměnou symbol̊u C a S ve formulaćıch.

2.2. Konvexńı funkce

Nyńı se věnujme vlastnostem úlohy (2.1). Kĺıčovým pojmem je konvexnost množin a funkćı.

Definice 2.2.1 (Konvexńı množina) Množinu S ⊂ Rn nazveme konvexńı množinou,
jestlǐze pro libovolné dva body x1,x2 ∈ S a pro libovolné α ∈ (0; 1) plat́ı

αx1 + (1− α)x2 ∈ S.

Konvexńı množina tedy s každými dvěma svými body obsahuje i celou úsečku, která je
spojuje.

Definice 2.2.2 (Konvexńı funkce) Mějme reálnou funkci f : S → R, kde S ⊂ Rn je
neprázdná konvexńı množina. Řekneme, že f je konvexńı funkćı na S právě tehdy, když
pro každé dva body x1,x2 z množiny S a pro libovolné λ ∈ (0; 1) plat́ı

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Pokud plat́ı ostrá nerovnost pro každé body x1,x2, které jsou r̊uzné, hovoř́ıme o ryze
konvexńı funkci. Pokud plat́ı opačná nerovnost ≥ respektive >, hovoř́ıme o konkávńı,
př́ıpadně ryze konkávńı funkci.

Z definice vid́ıme, že konvexńı i konkávńı funkce jsou definovány pouze na konvexńıch
množinách. Hlavńı význam konvexńıch funkćı pro optimalizaci vymezuje následuj́ıćı tvrzeńı.
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2.2. KONVEXNÍ FUNKCE

Věta 2.2.3 (O minimu konvexńı funkce) Necht’ S ⊂ Rn je neprázdná konvexńı mno-
žina a f : S → R je konvexńı funkce na S. Je−li xmin bodem lokálńıho minima funkce f ,
potom je také bodem globálńıho minima f . Je−li f ryze konvexńı, je to minimum izolované
a jediné.

V př́ıpadě konvexńı účelové funkce f a konvexńı množiny S hovoř́ıme o úloze kon-
vexńıho programováńı a věta ř́ıká, že pak nemuśıme rozlǐsovat mezi lokálńımi a globálńımi
extrémy.

Konvexnost množiny př́ıpustných řešeńı.

Označme Sα = {x ∈ S|f(x) ≤ α}. Je−li f : S → R konvexńı funkce, potom je Sα
konvexńı množina pro každé α ∈ R. Tento poznatek můžeme využ́ıt pro nelineárńı pro-
gramováńı následovně. Předpokládejme, že množina X je konvexńı. Jsou−li omezeńı úlohy
(2.1) tvaru gi(x) ≤ 0 pro i ∈ I = {1, . . . ,m} a funkce gi jsou konvexńı, potom jsou kon-
vexńı množiny Ci = {x ∈ X|gi(x) ≤ 0}. Vı́me, že pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı
množinou, a proto je konvexńı i množina př́ıpustných řešeńı C =

⋂
i∈I Ci.

Spojitost.

Konvexńı funkce f je spojitá ve všech vnitřńıch bodech svého definičńıho oboru. Kla-
sická Weierstrassova věta ř́ıká, že spojitá funkce f na kompaktńı množině S nabývá
svého globálńıho minima a maxima. Kompaktńı množina je množina, která je uzavřená
a omezená.

Derivace.

Existence parciálńıch derivaćı konvexńı funkce f , a t́ım i gradientu ∇f , neńı obecně
zaručena, ale vždy existuj́ı směrové derivace

f ′d(x) = lim
λ→0+

f(x + λd)− f(x)

λ

pro všechny body x ∈ S, a smysluplné směry d ∈ Rn, tj. takové, že existuje λ > 0,
splňuj́ıćı x + λd ∈ S

Subgradient.

Konvexńı funkce f : S → R je taková funkce, jej́ıž nadgraf

epi− f = {(x; y)|x ∈ S; y ≥ f(x)},

tj. množina bod̊u lež́ıćıch nad grafem funkce, je konvexńı množina. Pro každý vnitřńı bod
x0 množiny S existuje vektor u takový, že nadrovina H = {(x; y)|y = f(x0)+uT (x−x0)}
je opěrnou nadrovinou množiny epi−f v bodě (x0; f(x0)) a zejména plat́ı

f(x) ≥ f(x0) + uT (x− x0).

Vektor u se pak nazývá subgradient a na rozd́ıl od gradientu existuje ve všech vnitřńıch
bodech S, i když nemuśı být definován jednoznačně. Množina subgradient̊u v daném bodě
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2. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ

je konvexńı. Existence subgradient̊u ve všech vnitřńıch bodech S pak zaručuje konvexnost
funkce uvnitř S.

Gradient.

Zabývejme se diferencovatelnými konvexńımi funkcemi. Je−li konvexńı funkce f diferen-
covatelná v bodě x0, pak existuje jediný subgradient, který je zároveň gradientem ∇f(x0).
Nav́ıc plat́ı, že funkce f , diferencovatelná v každém bodě x0 otevřené konvexńı množiny
S, je konvexńı právě tehdy, když je splněno f(x) ≥ f(x0)+∇f(x0)T (x−x0) pro libovolné
x ∈ S. Proto se také ř́ıká, že graf diferencovatelné konvexńı funkce lež́ı nad tečnou.

Hessova matice.

Jestliže existuj́ı spojité parciálńı derivace druhého řádu, Taylor̊uv polynom druhého stupně
v bodě x0 pro funkci f : S → R má tvar

T2(x) = f(x0) +∇f(x0)T (x− x0) +
1

2
(x− x0)TH(x0)(x− x0),

kde H(x0) je symetrická Hessova matice druhých parciálńıch derivaćı funkce f(x) v bodě x0.
Funkce f je konvexńı právě tehdy, když pro libovolný bod x0 ∈ S plat́ı, že H(x0) je pozi-
tivně semidefinitńı. Z pozitivńı definitnosti H(x0),∀(x0) ∈ S, pak vyplývá ryźı konvexnost
f , ale z ryźı konvexnosti plyne jen pozitivńı semidefinitnost H(x0), pro ∀(x0) ∈ S. Kon-
vexnost funkce můžeme tedy testovat pomoćı pozitivńı semidefinitnosti matic. V př́ıpadě
kvadratické účelové funkce se ověřeńı zjednoduš́ı, protože ∀(x0) ∈ S : H(x0) = D. Pro
funkci jedné proměnné pouze stač́ı zkoumat znaménko druhé derivace. Konvexnost lze
také ověřovat z definice a daľśı rozš́ı̌renou metodou zjǐst’ováńı konvexnosti je vyč́ısleńı
hlavńıch minor̊u matice H(x0)

Konvexnost složených funkćı.

Vı́tanou pomůckou pro zkoumáńı konvexnosti složených funkćı f(x) a g(x) v (2.1) může
být schéma 2.1, které shrnuje poznatky pro reálné funkce h1, h2 a pro složenou funkci
h2(h1). Symbol ↑ znamená rostoućı funkci a druhý symbol ↓ znač́ı klesaj́ıćı funkci. Z obráz-
ku můžeme vyvodit např́ıklad následuj́ıćı pravidlo: Je−li h1 konvexńı a h2 konvexńı a ros-
toućı, pak složená funkce h2(h1) je konvexńı. Obecněji, pro funkce v́ıce proměnných plat́ı,
že nezáporná lineárńı kombinace

f(x) =
k∑
j=1

αjfj(x); αj > 0; j = 1, . . . , k

konvexńıch funkćı fj(x) je rovněž konvexńı funkce. Dále součet konvexńıch funkćı je
opět konvexńı funkce, ale součin konvexńıch funkćı nemuśı být konvexńı. Rovněž funkce
h(x) = maxj{fj(x)} je konvexńı pro konvexńı funkce fj(x), j = 1, . . . , k.
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2.2. KONVEXNÍ FUNKCE

Obrázek 2.1: Konvexnost a konkávnost slozených funkci

Extrémy konvexńıch funćı.

Doplňme naše poznatky o extrémech konvexńıch funkćı. Rozhodnut́ı x0 je bodem minima
konvexńı funkce f na S právě tehdy, když v tomto bodě existuje subgradient u, který
splňuje uT (x− x0) ≥ 0 pro všechny body x ∈ S. Vektor −u je možným směrem poklesu
f(x) a uvedená nerovnice ř́ıká, že tento směr sv́ırá s př́ıpustným směrem x − x0 tupý
úhel, a tedy neexistuje př́ıpustný směr poklesu, a proto hodnotu funkce nelze dále zlepšit.
Je−li nav́ıc S otevřená množina (např́ıklad Rn), potom vektor 0 je prvkem množiny všech
subgradient̊u v bodě x0. Je−li dále f v bodě x0 diferencovatelná, potom neexistuje jediný
subgradient u = ∇f(x0), a nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou existence minima v x0 je, že

∇f(x0) = 0.

Zobecněńı konvexnost́ı funkćı.

Pojem konvexnosti zobecńıme, a tak zeslabeńım podmı́nek rozš́ı̌ŕıme skupinu efektivně
řešitelných optimalizačńıch úloh. Řekneme, že f je kvazikonvexńı funkce na konvexńı
množině S právě tehdy, když pro každé x1,x2 ∈ S a libovolné λ ∈ (0; 1) plat́ı

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max{f(x1); f(x2)}. (2.2)

Pro kvazikonvexńı funkci f plat́ı, že dř́ıve definovaná množina Sα je vždy konvexńı. Je−li
f kvazikonvexńı spojitá funkce na polyedru S, potom nabývá svého maxima v některém
krajńım bodě. Poznamenejme, že při řešeńı se pak lze inspirovat algoritmem simplexové
metody. Př́ıkladem kvazikonvexńı funkce je y = x3, která neńı konvexńı. Součet kvazikon-
vexńıch funkćı nemuśı být kvazikonvexńı funkćı.

Ryźı kvazikonvexnost funkce f , která vyžaduje splněńı ostré nerovnosti v (2.2) pro
všechna x1 6= x2 splňuj́ıćı f(x1) 6= f(x2), zaručuje, že lokálńı minimum je zároveň
globálńım minimem. Dále se zavád́ı silná kvazikonvexnost (unimodalita), která zaručuje
jedinečnost existence tohoto minima.

8



2. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ

Protože pro diferencovatelné kvaziokonvexńı funkce nemuśı platit, že ∇f(x0) = 0
zaručuje, že x0 je bodem minima, zavád́ı se pseudokonvexnost f . Pro pseudokonvexńı
funkci bude platit, že nulovost gradientu v bodě zaruč́ı existenci minima v tomto bodě.
Řekneme, že diferencovatelná funkce f na konvexńı množině S je pseudokonvexńı právě
tehdy, když pro všechna x1,x2 ∈ S plat́ı,

že z ∇f(x1)T (x2 − x2) ≥ 0 plyne f(x2) ≥ f(x1).

Shrňme vztahy mezi jednotlivými typy konvexńıch funkćı. Ryze konvexńı funkce je
rovněž konvexńı. Diferencovatelná konvexńı funkce je pseudokonvexńı a ta je kvazikon-
vexńı. Poznamenejme, že ryze kvazikonvexńı funkce nemuśı být kvazikonvexńı.

Všechny uvedené typy konvexnosti funkćı se vztahovaly k celé množině S, ale kon-
vexnost funkce může být rovněž definována lokálně vzhledem k jednomu pevnému bodu x0.
Vlastnosti takové funkce plat́ı lokálně a zejména již neplat́ı tvrzené o globálńıch extrémech.

2.3. Volné extrémy

Zabývejme se dále volnými extrémy úlohy min{f(x)|x ∈ Rn}. Všimněme si, že je−li
f diferencovatelná v x0 a existuje−li vektor d takový, že ∇f(x0)Td < 0, potom muśı
existovat δ > 0 tak, že plat́ı

f(x0 + λd) < f(x0)

pro všechna λ ∈ (0; δ), což znamená, že d je směrem poklesu hodnot f v x0. Podmı́nky,
které vylučuj́ı existeni směr̊u poklesu v bodě x0 a t́ım zaručuj́ı existenci minima v tomto
bodě, uvád́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.3.1 (Nutné a postačuj́ıćı podḿınky) Uvažujme optimalizačńı úlohu na vol-
ný extrém. Potom plat́ı:

Nutná podmı́nka 1. řádu: Jestlǐze funkce f má v bodě x0 spojité parciálńı derivace
1. řádu a má tam lokálńı minimum, potom ∇f(x0) = 0.

Nutná podmı́nka 2. řádu: Jestlǐze funkce f má v bodě x0 spojité parciálńı derivace
2. řádu a má tam lokálńı minimum, potom ∇f(x0) = 0 a dále H(x0) je pozitivně
semidefinitńı.

Postačuj́ıćı podmı́nka 1. řádu: Má−li funkce f v bodě x0 spojité parciálńı derivace
2. řádu, f(x0) = 0 a H(x0) je pozitivně semidefinitńı, potom x0 je bodem ryźıho lokálńıho
minima funkce f .

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka 1. řádu: Je−li funkce f pseudokonvexńı (plat́ı
i pro f konvexńı a diferencovatelnou) v x0, pak x0 je globálńı minimum právě tehdy, když
∇f(x0) = 0.
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2.4. ÚLOHA KVADRATICKÉHO PROGRAMOVÁNÍ

2.4. Úloha kvadratického programováńı

Věta 2.4.1 (Karush−Kuhn−Tucker) Necht’ funkce f a g jsou diferencovatelné v bodě
x0, který je bodem lokálńıho minima úlohy min{f(x)|g(x) ≤ 0}. Necht’ dále plat́ı, že
sloupce matice ∇g(x0)T , odpov́ıdaj́ıćı gradient̊um aktivńıch omezeńı jsou lineárně nezávislé
(podmı́nka regularity). potom existuj́ı koeficienty u tak, že plat́ı

∇f(x0) +∇g(x0)Tu = 0, uTg(x0) = 0, u ≥ 0.

Věta uvád́ı KKT podmı́nky nutné pro existenci minima v x0. Pro bod x0 podezřelý
z existence extrému plat́ı, ře vektor největš́ıho spádu −∇f(x0) je možné vyjádřit jako
nezápornou lineárńı kombinaci gradient̊u ∇gi(x0), určených aktivńımi omezeńımi.

Uvažujeme úlohu s kvadratickou účelovou funkćı, se symetrickou matićı H a s lineárńımi
omezeńımi:

min{cTx +
1

2
xTHx|Ax = b,x ≥ 0}. (2.3)

Tuto úlohu je možné řešit obecnými algoritmy nelineárńıho programováńı. Nav́ıc KKT
podmı́nky můžeme vyjádřit ve tvaru úlohy lineárńı komplementarity,viz (2.4)−(2.7) ve
které hledáme w ≥ 0 a z ≥ 0 tak, aby platilo

w −Mz = q

wTz = 0.

Pro řešeńı této úlohy použijeme Lemkeho nebo Cottleho−Dantzig̊uv algoritmus nebo
můžeme při řešeńı úlohy využ́ıt simplexovou metodu lineárńıho programováńı.

Lagrangeova funkce je

L(x,u,v) = cTx +
1

2
xTHx + (Ax− b)Tu− xTv.

KKT podmı́nky jsou pak tvaru ∇xL = 0, ∇uL = 0, ∇vL ≤ 0 a vT∇vL = 0 pro v ≥ 0.
Po dosazeńı

Ax = b (2.4)

Hx + ATu− v = −c (2.5)

xTv = 0 (2.6)

x,v ≥ 0 (2.7)

Je−li H pozitivně semidefinitńı, je úloha (2.3) konvexńı a jej́ı optimálńı řešeńı je
řešeńım soustavy m+n rovnic o m+2n neznámých (2.4)−(2.5) za podmı́nek (2.6)−(2.7),
které určuj́ı, že nejvýše m+ n proměných může být nenulových.
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3. STOCHASTICKÉ PROGRAMOVÁNÍ

3. Stochastické programováńı
V této kapitole rozebereme formulaci stochastického programováńı [5, 9].

3.1. Formulace úlohy stochastického programováńı

Úlohu stochastického programováńı lze obecně formulovat ve tvaru

min {f(xξ)|g(x, ξ) ◦ 0,x ∈ C(ξ)} . (3.1)

Neznámou této úlohy je tedy rozhodnut́ı x ∈ X ⊂ Rn, splňuj́ıćı podmı́nku př́ıpustnosti
x ∈ C(ξ) a kritérium f . Stejně jako v kapitole 2 ◦ reprezentuje sloupcový vektor relaćı
≤, <. Množinu př́ıpustných řešeńı lze explicitně vyjádřit ve tvaru

C(ξ) =
m⋂
i=1

Ci(ξ) =
m⋂
i=1

{x ∈ X|g(x, ξ) ◦ 0} =

= {x ∈ X|g(x, ξ) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ l; g(x, ξ) = 0, l + 1 ≤ i ≤ m} ,

kde ξ znač́ı náhodný vektor definovaný na pravděpodobnostńım prostoru (Ξ,Σ, P ) a jeho
rozděleńı pravděpodobnosti nezáviśı na rozhodnut́ı x. Reálná funkce f : Rn × Ξ → R
a vektorová funkce g : Rn×Ξ→ Rm jsou měřitelné vzhledem ke ξ pro každé x ∈ Rn. Při
tom předpoklad měřitelnosti neńı z hlediska aplikaćı omezeńım, avšak je nutný z d̊uvodu
pravděpodobnostńıho př́ıstupu.

Úlohu (3.1) nazýváme p̊uvodńı úlohou matematického programováńı. Z hlediska řešeńı
neńı tento zápis zcela korektńı, nebot’ nev́ıme, jak chápat symbol min reprezentuj́ıćı opera-
ci minimalizace účelové funkce f(x, ξ) před realizaćı náhodného vektoru ξ. Tuto nejasnost
odstrańıme zavedeńım tzv. deterministického přepisu, jehož řešeńı považujeme za řešeńı
p̊uvodńı úlohy.

3.2. WS a HN rozhodnut́ı

Deterministický přepis je konstruován tak, aby byla vhodně odstraněna náhodnost z úlohy
(3.1). Vlastńı konstrukci předcháźı zodpovězeńı otázek týkaj́ıćıch se rozhodnut́ı x a rozsahu
znalost́ı o rozděleńı ξ.

Podle toho, kdy je známa realizace náhodné veličiny, rozlǐsujeme

• WS (wait−and−see) rozhodnut́ı

• HN (here−and−now) rozhodnut́ı

O WS rozhodnut́ı hovoř́ıme v př́ıpadě, že rozhodnut́ı je vyžadováno až po realizaci náhodné
veličiny. Rozhodnut́ı x tak reaguje na pozorováńı ξ a je tedy měřitelnou funkćı x(ξ)
náhodného vektoru ξ. Pak také hodnoty f(x(ξ), ξ) jsou definované avšak definované pro
všechna ξ. Tento př́ıstup je zejména použ́ıván při dlouhodobém plánováńı a v matematické
statistice.
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3.3. DETERMINISTICKÉ PŘÍSTUPY

Stochastické programováńı se zabývá předevš́ım HN rozhodováńım, kdy pozorovatel
muśı přijmout rozhodnut́ı dř́ıve než zná pozorováńı, což pro praktické aplikace typické.
V tomto př́ıpadě tedy rozhodnut́ı matematicky modelujeme pomoćı vektoru x, který muśı
být stejný pro všechny budoućı realizace ξ.

3.3. Deterministické př́ıstupy

V této kapitole se seznámı́me s deterministickými přepisy účelové funkce [5, 9]. Již dř́ıve
jsme zmı́nili, že je nutné tyto deterministické přepisy zavést, aby optimalizačńı problém
měl smysl a nezávisel na realizaci náhodné veličiny ξ.

Definice 3.3.1 (Underlying program – UP) Definujeme základńı (stochastickou)
úlohu jako

? ∈ argminx{F (x, ξ) |x ∈ C(ξ)}, (3.2)

kde ξ : Ξ→ RN je náhodný vektor a (Ξ,Σ, P ) je daný pravděpodobnostńı prostor.

Definice 3.3.2 (EO deterministický přepis) Mějme základńı (stochastickou) úlohu,
viz definice 3.3.1. Definujme jej́ı here−and−now (HN) deterministický přepis pomoćı
středńı hodnoty účelové funkce (Expected objective − EO)

? ∈ argminx{E(F (x, ξ)) |x ∈ C(ξ)skoro jistě}, (3.3)

Definice 3.3.3 (EV deterministický přepis) Mějme základńı (stochastickou) úlohu,
viz definice 3.3.1. Definujme jej́ı HN deterministický přepis pomoćı středńı hodnoty náhod-
né veličiny (Expected value − EV)

? ∈ argminx{F (x, E(ξ)) |x ∈ C(E(ξ))}, (3.4)

Definice 3.3.4 (EEV deterministický přepis) Pro EV deterministicky ekvivalentńı
úlohu, viz definice 3.3.3, definujme EEV úlohu jako

EEV = Eξ(F (xEV
min , ξ)), (3.5)

EEV znamená středńı hodnotu účelové funkce pro optimálńı řešeńı EV úlohy. Pokud

xEV
min /∈ C(ξ) skoro jistě, tj. je nepř́ıpustné, pak je EEV plus nekonečno.

Nadefinovali jsme deterministické přepisy EO, EV a EEV. Kladem EV úlohy jsou
výrazně jednodušš́ı výpočty, zat́ımco kladem EO úlohy jsou věrohodněǰśı výsledky. Vhod-
nost použit́ı stochastického programováńı lze posoudit na základě hodnoty VSS.

Definice 3.3.5 (VSS) Definujeme hodnotu stochastického řešeńı (Value of Stochastic
Solution − VSS) jako

VSS = EEV− zEO
min . (3.6)

VSS je d̊uležitá charakteristika, která ř́ıká, jak vhodné je použit́ı HN aproximace oproti
EV aproximace. Malé hodnoty VSS znamenaj́ı, že použit́ı EV programováńı k aproximaci
stochastické úlohy je dobré.
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

4. Úloha stochastické optimalizace
Ve fyzikálńıch problémech, např́ıklad jako vedeńı tepla, kmitáńı, či vlněńı, lze hledat

ustálený (tj. nezávislý na čase) stav. V př́ıpadě rovnice vedeńı tepla tedy uvažujeme
situaci, kdy se teplota v čase neměńı. Podobně v př́ıpadě vlnové rovnice se kmitáńı struny
nebo membrány přecháźı na pr̊uhyb (deformaci).

Vlnová rovnice i rovnice vedeńı tepla nabývaj́ı v stacionárńım př́ıpadě stejného tvaru

−∆v = f, (4.1)

kde ∆ =
∑n
i=1

∂2

∂x2
i

je Laplace̊uv operátor a f je dané funkce proměnných x1, . . . , xn.

Rovnice (4.1) se nazývá Poissonova. Speciálńım př́ıpadem Poissonovy rovnice je Laplaceova
rovnice

∆v = 0.

Pro rovinný př́ıpad, tj. n = 2, označ́ıme x1 = x a x2 = y. Pak je rovnice (4.1) tvaru

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= −f(x, y).

Pro tyto rovnice nemaj́ı počátečńı podmı́nky smysl, uvažujeme pouze podmı́nky okrajové,
např Dirichletova okrajová podmı́nka

v = v0 na Γ,

předepisuj́ıćı hodnotu řešeńı na hranici Γ oblasti Ω, v ńıž rovnici uvažujeme.
Uvedené rovnice maj́ı řadu daľśıch fyzikálńıch interpretaćı. Poissonova rovnice např.

popisuje elektrický potenciál, š́ı̌reńı př́ıměśı difuźı a prouděńı tekutiny tenkou vrstvou
proměnné š́ı̌rky.

4.1. Formulace úlohy

V inženýrských oborech lze některé problémy popsat jako optimalizačńı úlohu s omezeńım
ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic [10]. Nav́ıc řada úloh nemuśı být jen deter-
ministického charakteru, ale může se v nich vyskytovat náhodnost, problémy nazýváme
stochastické problémy.

V následuj́ıćı části se budeme zabývat stochastickými problémy popisuj́ıćı stacionárńı
děje, přesněji pr̊uhybem (deformaćı) membrány

∂2v

∂x2
(x, y) +

∂2v

∂y2
(x, y) = −f(x, y) v Ω = {(x, y) : x ∈ 〈0, a〉 y ∈ 〈0, b〉} (4.2)

s okrajovou Dirichletovou podmı́nkou

v(x, y) = v0 na Γ, (4.3)

kde v(x, y) popisuje pr̊uhyb membrány v bodě o souřadnićıch [x, y], f(x, y) je daná hustota
vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na membránu a a, b ∈ R. V celé této práci budeme uvažovat, že
hodnota řešeńı na hranici Γ je rovna nule (v0 = 0).
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4.1. FORMULACE ÚLOHY

Deterministický problém (4.2)−(4.3) převedeme na stochastický problém zavedeńım
náhodnosti. Náhodnost v problému realizuje náhodná veličina

ξ : Ξ→ R,

kde (Ξ,Σ, P ) je pravděpodobnostńı prostor.

Nyńı předpokládejme, že pr̊uhyb membrány můžeme regulovat silou, která nepř́ımo
p̊usob́ı na membránu, viz Obr. 4.1. Dále uvažujme, že chceme doćılit minimálńı odchylky
pr̊uhybu membrány od předem daného pr̊uhybu.

Obrázek 4.1: Pr̊uhyb membrány

Dostáváme se k úloze spojité stochastické optimalizace. Jelikož lze provést rozhodnut́ı
před i po realizaci náhodné veličiny ξ, je naš́ım ćılem optimalizovat následuj́ıćı úlohu.

zEO
min = min

e,v(ξ)
E(F (ξ, e, v(ξ))) = min

e
E
∫ y1

y0

∫ x1

x0

(v(ξ, x, y)− u(x, y))2dxdy (4.4)

∂2v

∂x2
(ξ, x, y) +

∂2v

∂y2
(ξ, x, y) = −f(ξ, x, y)−T(ξ, x, y)e(x, y) (4.5)

x ∈ 〈0, a〉 , y ∈ 〈0, b〉 , ξ ∈ Ξ, (4.6)

kde v(ξ, x, y) je výsledný pr̊uhyb, f(ξ, x, y) náhodné vněǰśı zat́ıžeńı, e(x, y) ř́ızeńı prvńıho
stupně, které nepř́ımo p̊usob́ı na membránu, což zprostředkovává matice T(ξ, x, y).

Aby optimalizačńı úloha měla smysl a nezávisela na realizaci náhodné veličiny ξ,
zvoĺıme vhodný deterministický přepis. Použili jsme středńı hodnotu E účelové funkce
F (tzv. EO (expected objective) úloha)). Daľśım možným deterministickým přepisem je
tzv. EV (expected value) úloha, kde náhodnou veličinu ξ nahrad́ıme jej́ı středńı hodnotou
E(ξ). Rozbor těchto těchto dvou př́ıstupu je proveden v odstavci 3.3.
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

4.2. Scénářový př́ıstup

Aproximaci úlohy spojité stochastické optimalizace (4.4)−(4.6) provedeme ve dvou kroćıch.
Nejdř́ıve využijeme scénářového př́ıstupu k diskretizaci náhodnosti [5].

Předpokládáme, že náhodná veličina ξ má diskrétńı rozděleńı pravděpodobnosti s koneč-
ným počtem scénář̊u ξs, kde s = 1, . . . , R. Jednotlivé scénáře maj́ı pravděpodobnost
ps = P (ξ = ξs) = 1

R
.

4.3. Aproximace úlohy: metoda śıt́ı

V druhém kroku aproximuje PDR omezeńı využit́ım numerických metod. Nejjednodušš́ı je
tzv. metoda konečných diferenćı (metoda śıt́ı) [2, 8], kdy na oblast Ω oblasti definuje děleńı
a řešeńı problému hledáme v uzlových bodech. Parciálńı derivace a integrace se nahrad́ı
př́ıslušnými numerickými formulemi pro numerickou derivaci a numerickou integraci [3].
Tyto úpravy Poissonovy rovnice vedou na soustavu lineárńıch rovnic. Daľśı numerickou
metodou je metoda konečných prvk̊u, ta je rozebrána v kapitole 4.5.

4.3.1. Diskretizace prostorových proměnných

Laplace̊uv operátor vyjádř́ıme v diskrétńı formě, která je vhodná pro numerický výpočet.
Využijeme formule pro výpočet druhé derivace f ′′(x)

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2), (4.7)

kde O(h2) je diskretizačńı chyba. Formule bývá označována jako druhá centrálńı diference.
Vzorec (4.7) aplikujeme na funkci v(x, y), t́ım źıskáme aproximace druhých parciálńıch
derivaci v

′′
xx(x, y) a v

′′
yy(x, y)

∆v(x, y) =
v(x+ h, y) + v(x− h, y) + v(x, y + h) + v(x, y − h)− 4v(x, y)

h2
+O(h2).

(4.8)

Předpokládáme, že oblast Ω je obdélńık Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}. Na
obdélńıku uvažujeme rovnoměrné děleńı xi = ih, i = 0, . . . ,M a yi = jh, j = 0, . . . , N ,
h = a

M
= b

N
, kde h je krok děleńı na osách x a y, viz obr. 4.2.

K řešeńı Poissonovy rovnice (4.2) využijeme aproximaci

∆v(x, y) ≈ v(x+ h, y) + v(x− h, y) + v(x, y + h) + v(x, y − h)− 4v(x, y)

h2
= f(x, y),

(4.9)

která má řád přesnosti O(h2) v každém vnitřńım bodě śıtě (x, y) = (xi, yj) pro
i = 1, . . . ,M − 1 a j = 1, . . . , N − 1.
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Obrázek 4.2: Śıt’ pro diferenčńı rovnice

Označ́ıme−li vi,j = v(xi, yj) a fi,j = f(xi, yj), pak rovnici (4.9) zaṕı̌seme ve tvaru

∆vi,j ≈
vi+1,j + vi−1,j + vi,j+1 + vi,j−1 − 4vi,j

h2
= fi,j, (4.10)

zvanému pětibodová diferenčńı formule pro Poissonovu rovnici. Tato formule dává do sou-
vislosti funkčńı hodnotu vi,j se sousedńımi hodnotami vi+1,j, vi−1,j, vi,j+1, vi,j−1 a hodnotou
fi,j, viz obr. 4.3.
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

Obrázek 4.3: Poissonova šablona

Okrajová podmı́nka se vyjádř́ı ve tvaru

v(x0, yj) = v0,j = 0 pro 1 ≤ j ≤ N − 1 (levý okraj)
v(xi, y0) = v0,j = 0 pro 1 ≤ i ≤M − 1 (dolńı okraj)
v(xM , yj) = v0,j = 0 pro 1 ≤ j ≤ N − 1 (pravý okraj)
v(xi, yN) = v0,j = 0 pro 1 ≤ i ≤M − 1 (horńı okraj)

(4.11)

4.3.2. Aproximace účelové funkce

K diskretizaci účelové funkce využijeme složené Simpsonovy formule pro numerický výpo-
čet integrálu

Ins (f(x)) ≈ h

3
(f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + · · ·+ 2f(xn−2 + 4f(xn−1) + 2f(xn) ,

(4.12)

4.3.3. Úloha matematického programováńı

V odtavci 4.2 jsme rozebrali aproximaci náhodné veličiny ξ pomoćı scénářového př́ıstupu,
v odstavci 4.3.2 jsme odvodili aproximaci úlohy (4.4)−(4.6) pomoćı metody śıt́ı. Dále
jsme nadefinovali deterministické přepisy, viz 3.3. Pomoćı těchto znalost́ı převedeme úlohu
spojité stochastické optimalizace na následuj́ıćı úlohy matematického programováńı.

EO úloha matematického programováńı:

zEO
min = min

R∑
s=1

N∑
j=0

M∑
i=0

ps
h2

9
aibj(Vs,i,j − Ui,j)2 (4.13)

Vs,i,j =
1

4
(Vs,i+1,j + Vs,i−1,j + Vs,i,j+1 + Vs,i,j−1) + h2(fs,i,j + Ts,i,jei,j) (4.14)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

Vs,0,j = Vs,M,j = 0, j = 0 . . . N (4.15)

Vs,i,0 = Vs,i,N = 0, i = 0 . . .M (4.16)
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EV úloha matematického programováńı:

zEV
min = min

N∑
j=0

M∑
i=0

h2

9
aibj(Vi,j − Ui,j)2 (4.17)

Vi,j =
1

4
(Vi+1,j + Vi−1,j + Vi,j+1 + Vi,j−1) +

+h2

(
R∑
s=1

fs,i,jps +

(
R∑
s=1

Ts,i,jps

)
ei,j

)
(4.18)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

V0,j = VM,j = 0, j = 0 . . . N (4.19)

Vi,0 = Vi,N = 0, i = 0 . . .M (4.20)

EEV úloha matematického programováńı:

zEEV
min = min

R∑
s=1

N∑
j=0

M∑
i=0

ps
h2

9
aibj(Vs,i,j − Ui,j)2 (4.21)

Vs,i,j =
1

4
(Vs,i+1,j + Vs,i−1,j + Vs,i,j+1 + Vs,i,j−1) + h2

(
fs,i,j + Ts,i,je

EV
i,j

)
(4.22)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

Vs,0,j = Vs,M,j = 0, j = 0 . . . N (4.23)

Vs,i,0 = Vs,i,N = 0, i = 0 . . .M (4.24)

Jedná se o úlohy kvadratického programováńı, tj. účelová funkce je kvadratická a ome-
zeńı jsou lineárńı, proto můžeme ř́ıct, že se jedná o konvexńı úlohy, viz odstavec 2.2.

4.3.4. Výsledky

Aproximované úlohy matematického programováńı (4.13), (4.17) a (4.21) byly implemen-
továny a řešeny pomoćı všeobecného algebraického modelovaćıho systému GAMS řešičem
nelineárńıch úloh CONOPT. Źıskána výsledná data byly vykresleny pomoćı MATLABu.

Uvažujeme membránu čtvercové plochy o rozměrech a = 1 a b = 1 jednotkové
délky s rovnoměrným děleńım na obou stranách s krokem děleńı h = 0, 05, tud́ıž počty
diskretizačńıch krok̊u jsou M = N = 20. Požadováná výchylka je u(x, y) = 0 a hodnota
řešeńı na okraji (okrajová podmı́nka) je v(x, y) = 0 na Γ.
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

Dále uvažujeme, že výsledné náhodné zat́ıžeńı f(ξ, x, y) je dáno kombinaćı pěti ele-
mentárńıch zat́ıžeńı konstantńıho, lineárńıho, kvadratického, sinusového a exponenciálńıho
pr̊uběhu.

f1(x, y) = 1

f2(x, y) =
x

4
+
y

3
+

1

2

f3(x, y) = −3(x− 0, 4)2 − 2(y − 0, 5)2

f4(x, y) = sin
(

10x+ 5y

2

)
+

1

2

f5(x, y) = exp(x, y)

Výsledné náhodné zat́ıžeńı je definované vztahem

f(ξ, x, y) =
5∑

k=1

Ak(ξ)fk(x, y),

kde koeficienty Ak jsou dány jako výběr z rovnoměrného rozděleńı

Ak(ξ) ∼ U(0, 1)

a plat́ı
5∑

k=1

Ak(ξ) = 1 pro ∀ξ.

Matice T popisuj́ıćı nepř́ımé p̊usobeńı ř́ızeńı e(x, y) je volena ve tvaru (viz [5])

T(ξ, x, y) = T1(x, y)ξ,

kde matice T1(x, y) byl generován z rovnoměrného rozděleńı U(0, 9; 1, 1) a ξ ∼ U(0, 10).
Výpočty v GAMSu byly provedeny pro 100 scénář̊u.

Pro problém optimalizace pr̊uhybu membrány popsaný v odstavci 4.3.3 jsme źıskali
následuj́ıćı hodnoty zvolené účelové funkce

zEO
min = 2.071542 · 10−4 (4.25)

zEV
min = 8.578203 · 10−7 (4.26)

zEEV
min = 2.281571 · 10−4 (4.27)

Z výsledk̊u vid́ıme že hodnota zEO
min je malá, což znamená, že rozd́ıl mezi pr̊uhybem

membrány a požadovaným pr̊uhybem je malý.
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4.3. APROXIMACE ÚLOHY: METODA SÍTÍ

Pro posouzeńı vhodnosti použit́ı stochastické optimalizace namı́sto př́ıslušné determi-
nistické úlohy vypočteme veličinu VSS, viz 3.3. V našem př́ıpadě jsme dosáhli hodnoty

VSS = 2.100286 · 10−5.

Hodnota je kladná, což znamená, že použit́ı stochastické optimalizace zlepš́ı hodnotu
účelové funkce oproti deterministické optimalizace.

Pro přehlednost jsou znázorněny pr̊uběhy zat́ıžeńı, ř́ızeńı i pr̊uhybu membrány pouze
pro osm scénář̊u EO úlohy, dále pro porovnáńı jsou zobrazeny i výsledky EV úlohy.

Na obrázku 4.3.4 lze vidět že ř́ızeńı neńı dostatečně hladké, což se projev́ı i na výsledném
pr̊uhybu membrány.
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

Obrázek 4.4: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány pro r̊uzné scénaře
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Obrázek 4.5: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány pro r̊uzné scénáře v EO úloze
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

Obrázek 4.6: Konstantńı ř́ızeńı v EO úloze

Obrázek 4.7: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány v EV úloze

Obrázek 4.8: Konstantńı ř́ızeńı v EV úloze
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4.3. APROXIMACE ÚLOHY: METODA SÍTÍ

Obrázek 4.9: Ukázka prostřed́ı GAMSu
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4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

4.3.5. Hladkost ř́ızeńı

Nyńı chceme dosáhnout, aby funkce e(x, y) byla hladká. K vyšetřeńı pr̊uběhu funkce
v matematické analýze použ́ıváme derivace funkce. K úlohám matematického programo-
váńı, viz 4.3.3 přidáme daľśı omezeńı popisuj́ıćı pr̊uběh ř́ızeńı e(x, y). Předpokládejme, že
muśı být splněna následuj́ıćı podmı́nky

α1 ≤
ei+1,j − ei,j

h
− ei,j − ei−1,j

h
≤ β1 i = 1, . . . ,M − 1, j = 0, . . . , N (4.28)

α2 ≤
ei,j+1 − ei,j

h
− ei,j − ei,j−1

h
≤ β2 i = 1, . . . , N − 1, i = 0, . . . ,M. (4.29)

Podmı́nky omezuj́ı hodnoty rozd́ıl̊u derivaćı ve dvou sousedńıch uzlových bodech, kde
α1, α2, β1, β2 jsou předem dané konstanty. Využili jsme formule pro výpočet prvńı zpětné
diference s diskretizačńı chybou řádu O(h).

Úlohy matematického programováńı 4.3.3 popisuj́ıćı náš problém nyńı budou ve tvaru

EO úloha matematického programováńı:

zEO
min = min

R∑
s=1

N∑
j=0

M∑
i=0

ps
h2

9
aibj(Vs,i,j − Ui,j)2 (4.30)

Vs,i,j =
1

4
(Vs,i+1,j + Vs,i−1,j + Vs,i,j+1 + Vs,i,j−1) + h2(fs,i,j + Ts,i,jei,j) (4.31)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

Vs,0,j = Vs,M,j = 0, j = 0 . . . N (4.32)

Vs,i,0 = Vs,i,N = 0, i = 0 . . .M (4.33)

α1 ≤
ei−1,j − 2ei,j − ei+1,j

h
≤ β1 i = 1, . . . ,M − 1, j = 0, . . . , N (4.34)

α2 ≤
ei,j−1 − 2ei,j − ei,j+1

h
≤ β2 i = 1, . . . , N − 1, i = 0, . . . ,M (4.35)

EV úloha matematického programováńı:

zEV
min = min

N∑
j=0

M∑
i=0

h2

9
aibj(Vi,j − Ui,j)2 (4.36)

Vi,j =
1

4
(Vi+1,j + Vi−1,j + Vi,j+1 + Vi,j−1) +

+h2

(
R∑
s=1

fs,i,jps +

(
R∑
s=1

Ts,i,jps

)
ei,j

)
(4.37)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

V0,j = VM,j = 0, j = 0 . . . N (4.38)

Vi,0 = Vi,N = 0, i = 0 . . .M (4.39)

α1 ≤
ei−1,j − 2ei,j − ei+1,j

h
≤ β1 i = 1, . . . ,M − 1, j = 0, . . . , N (4.40)

α2 ≤
ei,j−1 − 2ei,j − ei,j+1

h
≤ β2 i = 1, . . . , N − 1, i = 0, . . . ,M (4.41)
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4.3. APROXIMACE ÚLOHY: METODA SÍTÍ

EEV úloha matematického programováńı:

zEEV
min = min

R∑
s=1

N∑
j=0

M∑
i=0

ps
h2

9
aibj(Vs,i,j − Ui,j)2 (4.42)

Vs,i,j =
1

4
(Vs,i+1,j + Vs,i−1,j + Vs,i,j+1 + Vs,i,j−1) + h2

(
fs,i,j + Ts,i,je

EV
i,j

)
(4.43)

i = 1 . . . N − 1, j = 1 . . .M − 1

Vs,0,j = Vs,M,j = 0, j = 0 . . . N (4.44)

Vs,i,0 = Vs,i,N = 0, i = 0 . . .M (4.45)

α1 ≤
ei−1,j − 2ei,j − ei+1,j

h
≤ β1 i = 1, . . . ,M − 1, j = 0, . . . , N (4.46)

α2 ≤
ei,j−1 − 2ei,j − ei,j+1

h
≤ β2 i = 1, . . . , N − 1, i = 0, . . . ,M (4.47)

4.3.6. Výsledky

Úlohy v odstavci 4.3.5 opět řeš́ıme v GAMSu pro stejné zadáńı jako v odstavci 4.3.4
s rozd́ılem, že voĺıme hodnoty omezeńı

α1 = β1 = −1

α2 = β2 = 1

Pro tuto úlohu jsme doćılili výsledk̊u

zEO
min = 4.688023 · 10−4 (4.48)

zEV
min = 1.392415 · 10−7 (4.49)

zEEV
min = 6.067492 · 10−4 (4.50)

VSS = 1.379469 · 10−4. (4.51)

Jak je vidět na obrázćıch doćılili jsme hladkého pr̊uběhu ř́ızeńı e(x, y). Nepatrně se
zhoršila hodnota účelová funkce oproti předchoźı úloze, ale dosažena hodnota je postačuj́ıćı.
Veličina VSS opět ř́ıká, že použit́ım stochastické optimalizace dosáhneme lepš́ıch výsledk̊u.
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Obrázek 4.10: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány pro r̊uzné scénaře
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Obrázek 4.11: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány pro r̊uzné scénáře v EO úloze

28



4. ÚLOHA STOCHASTICKÉ OPTIMALIZACE

Obrázek 4.12: Konstantńı ř́ızeńı v EO úloze

Obrázek 4.13: Zat́ıžeńı a pr̊uhyb membrány v EV úloze

Obrázek 4.14: Konstantńı ř́ızeńı v EV úloze
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4.4. ODHAD KVALITY ŘEŠENÍ

4.4. Odhad kvality řešeńı

V této kapitole se budeme zabývat odhadem kvality kandidátńıho ř́ızeńı ê(x, y) źıskaného
z úlohy stochastické optimalizace pr̊uhybu membrány pomoćı metody śıt́ı, viz kapitola
4.3. Určeńı kvality kandidátńıho řešeńı využijeme pravděpodobnostńı dolńı mez př́ıslušné
úlohy stochastického programováńı. Konstruujeme interval spolehlivosti chyby aproxi-
mace (optimality gap) [7, 10], což je je rozd́ıl v hodnotách účelových funkćı s kandidátńım
řešeńım a optimálńım řešeńım. Metodika meźı je založena na řešeńı aproximovaného
problému generovaného výběrem náhodné veličiny ξ pomoćı metody Monte Carlo.

4.4.1. Intervalový odhad chyby aproximace

Uvažovanou úlohu spojité stochastické optimalizace (4.4) symbolicky zaṕı̌seme ve tvaru

z∗ = min
e,v(ξ)

E(F (ξ, e, v(ξ))). (4.52)

Vygenerujeme náhodný výběr z ξ s n scénáři ξ1, ξ2, . . . , ξn. Pak je tato úloha aproxi-
mována SAA (sample average approximation) úlohou (4.30)−(4.35)

z∗n = min
e,v(ξ)

1

n

n∑
i=1

F (ξi, e, v(ξ)), (4.53)

kterou řeš́ıme vhodným deterministickým algoritmem.

Definujeme chybu aproximace jako

G(ê) = min
v(ξ)

E(F (ξ, ê, v(ξ)))− z∗. (4.54)

K odhadu kvality kandidátńıho řešeńı ê použijeme intervalový odhad chyby aproxi-
mace. Pro odhad chyby aproximace vygenerujeme ng výběr̊u o rozsahu n, tj.

ξij, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , ng

a použijeme pr̊uměrováńı. Pak bodový odhad G(ê) źıskáme jako

Ḡn,ng(ê) =
1

ng

ng∑
j=1

Gj
n(ê) =

=
1

ng

ng∑
j=1

[
min
v(ξ)

1

n

n∑
i=1

F (ξij, ê, g(ξij))− min
e,v(ξ)

1

n

n∑
i=1

F (ξij, e, g(ξij))

]
. (4.55)

Intervalový odhad se spolehlivost́ı 1− α źıskáme na základě centrálńı limitńı věty

G(ê) ∈
[
0, Ḡn,ng(ê) + ε

]
, (4.56)

ε je odhad chyby vyjádřeny jako

ε =
t1−α(ng − 1)sng(ê)

√
ng

, (4.57)

kde t1−α(ng − 1) je (1 − α)−kvantil Studentova rozděleńı s (ng − 1) stupni volnosti a

sng(ê) =

√
1

ng−1

∑ng

j=1

(
Ḡj
n(ê)− Ḡn,ng(ê)

)2
je výběrová směrodatná odchylka.
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4.4.2. Výsledky

Byla posuzována kvalita výsledk̊u pro řešeńı ê úlohy (4.30)−(4.35). Kandidátńı řešeńı
bylo vypočteno pomoćı 100 scénář̊u. Pro metodu Monte Carlo bylo generováno ng = 30
realizaćı náhodné veličiny ξ. Dosáhli jsme následuj́ıćıch výsledk̊u se spolehlivost́ı 95%

Bodový odhad Ḡn,ng = 0, 5 · 10−4

Odhad chyby ε = 0, 2 · 10−4

Intervalový odhad Gn,ng =
〈
0; 0, 7 · 10−4

〉
Bodový odhad hodnoty účelové funkce byl vypočten řešeńım pro 100 scénář̊u, źıskali

jsme hodnotu
z∗100 = 4, 69 · 10−4.

Š́ı̌rka intervalového odhadu chyby aproximace tvoř́ı 14% z bodového odhadu hodnoty
účelové funkce poukazuje na dobrou kvalitu posuzovaného řešeńı.

4.5. Aproximace úlohy: metoda konečných prvk̊u

V této části zavedeme základńı pojmy metody konečných prvk̊u [1, 4] aplikované na
stacionárńı problém pr̊uhybu membrány na čtvercové oblasti s Dirichletovou okrajovou
podmı́nkou. Řešeńı problému spoč́ıvá v zavedeńı slabé formulace Poissonovy rovnice (4.2).
Následně poṕı̌seme konečně prvkový model pro libovolný n−vrcholový element z hlediska
interpolačńı funkce. Této funkci se ř́ıká bázová a je Lagrangeova typu, tzn. že mohou být
konstruovány z Lagrangeových interpolačńıch polynomů. Následně sestav́ım interpolačńı
funkce pro 4−uzlový obdélńıkový element a zkompletujeme elementárńı rovnice v soustavu
lineárńıch rovnic popisuj́ıćı celý problém.

Odvozený postup aproximace metodou konečných prvk̊u je nav́ıc proti zadáńı diplo-
mové práce a je vyzkoušen jako prvńı krok výzkumu, který bude dále rozv́ıjen.

4.5.1. Klasická formulace

Naš́ım ćılem je určit funkci popisuj́ıćı pr̊uhyb membrány

v(x, y) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) (4.58)

vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

∂2v

∂x2
(x, y) +

∂2v

∂y2
(x, y) = −f(x, y) v Ω (4.59)

a splňuj́ıćı okrajovou podmı́nku

v(x, y) = 0 na Γ. (4.60)

Předpokládejme n = (nx, ny)
T ≡ (n1, n2) je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice a

∂v

∂n
= nx

∂v

∂x
+ ny

∂v

∂y
= qn (4.61)

je derivace ve směru normály. Pro existenci klasického řešeńı je třeba předpokládat hlad-
kost dat

f ∈ C(Ω̄)

a že Ω je regulárńı oblast s hladkou hranićı Γ.
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4.5.2. Slabá formulace

Nejprve zavedeme Greenovu formuli.

Věta 4.5.1 (Greenova formule) Necht’ f(x1, x2),g(x1, x2) ∈ H1(Ω). Potom plat́ı∫
Ω

∂f

∂xi
dx =

∫
Γ
fgnids−

∫
Γ
f
∂g

∂xi
dx, (4.62)

kde dx = dx1dx2 a ds je diferenciál oblouku Γ.

K slabé formulaci se dostaneme vynásobeńım rovnice (4.59) testovaćı funkćı w, která
splňuje podmı́nku w = 0 na Γ, následnou integraćı přes libovolnou podmnožinu Ωe s hra-
nićı Γe a použit́ım Greenovy formule (4.62). Libovolnou podmnožinu může representovat
n−vrcholový element uvnitř oblasti Ω, viz Obr. 4.5.2.

Obrázek 4.15: Elementárńı oblast

Dostáváme rovnici∫
Ωe
w(x, y)

(
∂2v

∂x2
(x, y) +

∂2v

∂y2
(x, y) + f(x, y)

)
dxdy = 0. (4.63)

Využit́ım vztah̊u ∂
∂x

(
w ∂v
∂x

)
= ∂w

∂x
∂v
∂x

+ ∂2v
∂x2 a ∂

∂y

(
w ∂v
∂y

)
= ∂w

∂y
∂v
∂y

+ ∂2v
∂y2

dostaneme

∫
Ωe

[
∂

∂x

(
w
∂v

∂x

)
+

∂

∂y

(
w
∂v

∂y

)
− ∂w

∂x

∂v

∂x
− ∂w

∂y

∂v

∂y
+ wf

]
dxd = 0. (4.64)

Nyńı využit́ım Greenovy formule dostáváme∫
Ωe

∂

∂x

(
w
∂v

∂x

)
dxd =

∫
Γe
w
∂v

∂x
nxds (4.65)

∫
Ωe

∂

∂y

(
w
∂v

∂y

)
dxd =

∫
Γe
w
∂v

∂y
nyds. (4.66)
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S využit́ım derivace ve směru vněǰśı normály (4.61) zaṕı̌seme rovnici (4.64) ve tvaru

∫
Ωe

[
∂w

∂x

∂v

∂x
+
∂w

∂y

∂v

∂y

]
dxd = −

∫
Ωe
wfdxd +

∫
Γe
wqnds. (4.67)

Levá strana se rovnice se označuje a(v, w) a pravá L(w). a(v, w) je symetrická bi-
lineárńı forma a L(w) je lineárńı funkcionál. Slabou formulaci Poissonovy rovnice (4.59)
rozumı́me úlohu

naj́ıt v ∈ W splňuj́ıćı a(v, w) = L(w) ∀w ∈ V,

kde W je množina př́ıpustných řešeńı a V = {w ∈ H1(Ω)|w = 0 na Γ} je prostor testo-
vaćıch funkćı.

4.5.3. Konečně prvkový model

V tomto odstavci poṕı̌seme vytvořeńı konečně prvkového modelu na základě předpokláda-
ného přibližného řešeńı. Řešeńı problému (4.67) pro libovolný n−vrcholový element je
definováno vztahem

ve(x, y) =
n∑
j=1

ve(x, y)ψej (x, y), (4.68)

kde
ve(x, y) je uzlová hodnota řešeńı v(x, y) v j−tém uzlu elementu
ψej (x, y) je bázová funkce pro v(x, y) v j−tém uzlu elementu.

Bázová funkce muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky

ψej (xk, yk) = δjk pro všechny uzly (j, k) = 1, 2, . . . , n, (4.69)
n∑
j=1

ψej (x, y) = 1 v oblasti Ωe, (4.70)

kde δjk je Kroneckerovo delta definované

δjk = 1 pro j = k

δjk = 0 pro j 6= k

Substitućı rovnice (4.68) do slabé formulace (4.67) dostaneme

∫
Ωe

∂w
∂x

n∑
j=1

vej
∂ψej
∂x

+
n∑
j=1

vej
∂ψej
∂y

∂v

∂y

 dxd = −
∫

Ωe
wfdxd +

∫
Γe
wqnds. (4.71)
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Protože wi = ψej pro i = 1, 2, . . . , n a po záměně pořad́ı integrace a sumace v (4.71),
řešeńı rovnice vede na problém řešeńı soustavy lineárńıch rovnic. Dostáváme tak koněčně
prvkový model pro n−vrcholový element.

n∑
j=1

Ke
ijV

e
j = F e

i +Qe
i pro i = 1, 2, . . . , n, (4.72)

kde

Ke
ij =

∫
Ωe

[
∂ψei
∂x

∂ψej
∂x

+
∂ψei
∂y

∂ψej
∂y

]
dxd (4.73)

F e
i = −

∫
Ωe

[ψei f ] dxd (4.74)

Qe
i =

∫
Γe
ψei qnds. (4.75)

Kij se nazývá elementárńı matice tuhosti a Fi je elementárńı vektor zat́ıžeńı.

4.5.4. Bázové funkce

Předpokládejme, že oblast Ω je obdélńıková, kterou pokryjeme obdélńıkovou śıt́ı S skláda-
j́ıćı se z obdélńıkových element̊u E takových, že uzávěry každých dvou r̊uzných obdélńıku
jsou bud’to disjunktńı nebo maj́ı společnou stranu nebo vrchol a že plat́ı

Ω̄ =
⋃
E∈S

Ē.

Elementárńı oblasti se také nazývaj́ı prvky a jejich vrcholy uzly. Śıt’ charakterizuje počet
prvk̊u śıtě (M), počet všech uzl̊u (N) a počet uzl̊u lež́ıćıch na Γ (N∗), viz obr.4.16.

Obrázek 4.16: Obdélńıková śıt’
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Lineárńı bázové funkce pro obdélńıkovou oblast źıskáme pomoćı součinu jednodimen-
zionálńıch Lagrangeových interpolačńıch polynomů. Lagrange̊uv interpolačńı polynom
k−tého řádu pro n bod̊u (xi, i = 1, 2, . . . , n) je stejný jako jednodimenzionálńı interpolačńı
funkce

Lk(x) =
n∏

i=1,i 6=j

x− xi
xk − xi

= ψek(x). (4.76)

Ta splňuje podmı́nky

Lk(xj) = δjk (4.77)
n∑
k=1

Lk(x) = 1. (4.78)

Pro čtyř vrcholový obdélńıkový element, viz obr. 4.17, jsou bázové funkce tvaru

ψe1(x, y) =
(

1− x

a

)(
1− y

b

)
ψe2(x, y) =

x

a

(
1− y

b

)
ψe3(x, y) =

x

a

y

b

ψe4(x, y) =
(

1− x

a

)
y

b

Obrázek 4.17: Elementárńı oblast

Bázové funkce jsou definovány ve smyslu lokálńıch souřadnic x, y.
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4.5.5. Elementárńı soustava rovnic

Koeficienty elementárńı matice tuhosti se poč́ıtaj́ı ze vztahu

Ke
ij =

∫
Ωe

[
∂ψei
∂x

∂ψej
∂x

+
∂ψei
∂y

∂ψej
∂y

]
dxd. (4.79)

Pro numerický výpočet elemntárńı matice tuhosti se většinou použ́ıvá Gauss−Legend-
reova kvadratura, ale v našem př́ıpadě lze provést př́ımý výpočet integrálu. Nejdř́ıve
vypočteme parciálńı derivace bázových funkćı

∂ψe1(x, y)

∂x
=

1

ab

∂(a− x)(b− y)

∂x
=
y − b
ab

∂ψe1(x, y)

∂y
=

1

ab

∂(a− x)(b− y)

∂y
=
x− a
ab

∂ψe2(x, y)

∂x
=

1

ab

∂x(b− y)

∂x
= −y − b

ab
∂ψe2(x, y)

∂y
=

1

ab

∂x(b− y)

∂y
= − x

ab

∂ψe3(x, y)

∂x
=

1

ab

∂xy

∂x
=

y

ab
∂ψe3(x, y)

∂y
=

1

ab

∂xy

∂y
=

x

ab

∂ψe4(x, y)

∂x
=

1

ab

∂(a− x)y

∂x
= − y

ab
∂ψe4(x, y)

∂y
=

1

ab

∂(a− x)y

∂y
= −x− a

ab
.

Dosazeńım do rovnice (4.79) a integraćı dostaneme

Ke
11 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)2 + (y − b)2)dxdy =

a2 + b2

3ab

Ke
12 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)x− (y − b)2)dxdy =

a2 − 2b2

6ab

Ke
13 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)x+ (y − b)y)dxdy = −a

2 + b2

6ab

Ke
14 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)2 − (y − b)y)dxdy =

b2 − 2a2

6ab

Ke
21 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)x− (y − b)2)dxdy =

a2 − 2b2

6ab

Ke
22 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(x2 + (y − b)2)dxdy =

a2 + b2

3ab

Ke
23 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−x2 − (y − b)y)dxdy =

b2 − 2a2

6ab

Ke
24 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)x+ (y − b)y)dxdy = −a

2 + b2

6ab

Ke
31 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)x+ (y − b)y)dx)dy = −a

2 + b2

6ab
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Ke
32 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−x2 − (y − b)y)dxdy =

b2 − 2a2

6ab

Ke
33 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(x2 + y2)dxdy =

a2 + b2

3ab

Ke
34 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)x− y2)dxdy =

a2 − 2b2

6ab

Ke
41 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)2 − (y − b)y)dxdy =

b2 − 2a2

6ab

Ke
42 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)x+ (y − b)y)dxdy = −a

2 + b2

6ab

Ke
43 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
(−(x− a)x− y2)dxdy =

a2 − 2b2

6ab

Ke
44 =

1

a2b2

∫ b

0

∫ a

0
((x− a)2 + y2)dxdy =

a2 + b2

3ab
.

Elementárńı matice tuhosti je typu 4× 4 a je symetrická:

Ke =



a2+b2

3ab
a2−2b2

6ab
−a2+b2

6ab
b2−2a2

6ab

a2−2b2

6ab
a2+b2

3ab
b2−2a2

6ab
−a2+b2

6ab

−a2+b2

6ab
b2−2a2

6ab
a2+b2

3ab
a2−2b2

6ab

b2−2a2

6ab
−a2+b2

6ab
a2−2b2

6ab
a2+b2

3ab

 (4.80)

Obrázek 4.18: Vněǰśı normály
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Uvažujeme−li rovnici (4.5), pak dle vzorce (4.74) složky vektoru elementárńıho náhod-
ného zat́ıžeńı vyjádř́ıme ve tvaru

F e
i = −

∫
Ωe

[ψei (f + T (ξ, x, y)e(x, y))] dxd. (4.81)

Hodnota integrálu (4.75) pro obdélńıkovou oblast je

Qe
i = 0,

proto již v daľśı části práce nepoč́ıtáme s hodnotou Qe
i .

Tedy řešeńı Vj ve vrcholech elementárńı oblasti Ωe źıskáme vyřešeńım soustavy rovnic

n∑
j=1

Ke
ijV

e
j = F e

i pro i = 1, 2, . . . , n. (4.82)

4.5.6. Soustava rovnic

Obdélńıkovou śıt’ popisuje matice B, která nám dává č́ısla (označeńı) uzl̊u jednotlivých
prvk̊u śıtě. Např́ıklad pro śıt’ na obr. 4.16 je

B =



1 2 9 10
2 3 8 9
3 4 7 8
4 5 6 7
7 6 15 14
8 7 14 13
9 8 13 12
10 9 12 11


Pomoćı matice B se prvky elementárńı matice tuhosti a elementárńıho vektoru náhod-

ného zat́ıžeńı zobraźı na prvky matice tuhosti a vektoru náhodného zat́ıžeńı. Např́ıklad
pro prvńı dva prvky śıtě se elementárńı matice tuhosti zobraźı na prvky matice tuhosti,
viz obr. 4.19.

Matice tuhosti je složena z jednotlivých elementárńıch matic a je typu N × N (N je
počet uzl̊u). T́ım jsme aproximovali Poissonovu rovnici na soustavu rovnic

KV = F. (4.83)

Úloha muśı splňovat Dirichletovu okrajovou podmı́nku, proto při řešeńı soustavy rovnic
(4.83) vynecháme ty sloupce a řádky, které odpov́ıdaj́ı uzl̊um s předepsanou podmı́nkou.
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Obrázek 4.19: Přechod z Ke na K

4.5.7. Úloha matematického programováńı

Úlohu (4.5) řešenou pomoćı metody konečných prvku je poměrně obt́ıžné implemento-
vat v GAMSu, proto se omeźıme pouze na výpočet EV problémů, který je pro výpočet
jednodušš́ı. Dále pro jednoduchost uvažujeme následuj́ıćı účelovou funkci

zEV = min
e

(F (E(ξ), e)) = min
e

N∑
i=1

(Vi − Ui)2, (4.84)

kde Vi (respektive Ui) je pr̊uhyb membrány (respektive požadováný pr̊uhyb) v i−tém
uzlu śıtě. Postupem uvedeným v kapitole 4.5 aproximujeme Poissonovu rovnici (4.5).
Dostaneme tak následuj́ıćı úlohu matematického programováńı.

EV úloha matematického programováńı:

zEV = min
e

(F (E(ξ), e)) = min
e

N∑
i=1

(Vi − Ui)2 (4.85)

KV = F (4.86)

Vi = 0, ∀Vi ∈ Γ (4.87)

4.5.8. Výsledky

EV úloha (4.85)−(4.87) byla implementována do GAMSu se stejným zadáńım jako v př́ıpa-
dě metody śıt́ı, viz 4.3.4. Čtvercová oblast byla rozdělena na 100 čtverc̊u, což znamená
hledat řešeńı Vi v 121 uzlových bod̊u. Na jednotlivých elementárńıch oblastech bylo defi-
nované rovnoměrné děleńı s krokem h = 0, 01 potřebné pro numerický výpočet prvk̊u
vektoru vněǰśıho zat́ıžeńı s využit́ım složené Simpsonovy formule (4.12).
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Bylo dosaženo hodnoty účelové funkce

zEV = 3.185014 · 10−5.

Pro přesněǰśı řešeńı problému optimalizace pr̊uhybu membrány je zapotřeb́ı zavést
komplexněǰśı aproximaci. Jelikož se jedná a o prvotńı implementaci metody konečných
prvk̊u do GAMSu dosažené výsledky nejsou věrohodné, viz následuj́ıćı obrázky pr̊uhyby
membrány 4.20 a ř́ızeńı membrány 4.21.

Obrázek 4.20: Pr̊uhyb a zat́ıžeńı membrány

Obrázek 4.21: Ř́ızeńı membrány
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5. ZÁVĚR

5. Závěr
V diplomové práci byla zformulována úloha spojité stochastické optimalizace s omeze-

ńım ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı pr̊uhyb membrány. Náhodnost
v problému byla reprezentována náhodným zat́ıžeńım. Byly odvozeny matematické mode-
ly pomoćı numerických metod, nejdř́ıve metodou konečných diferenćı (metoda śıt́ı), poté
metodou konečných prvk̊u.

V př́ıpadě metody śıt́ı jsme formulovali EO, EV, EEV úlohy. Výsledky ukázaly nehlad-
ký pr̊uběh ř́ızeńı, proto tyto úlohy byly doplněny nav́ıc o omezeńı zohledňuj́ıćı pr̊uběh
ř́ızeńı. Bylo dosaženo přijatelných výsledk̊u, které jsme posoudili pomoćı hodnoty VSS
určuj́ıćı vhodnost použit́ı stochastické optimalizace a určeńım kvality řešeńı pomoćı inter-
valového odhadu chyby aproximace. Stochastickým programováńım jsme doćılili lepš́ıch
výsledk̊u než deterministickým př́ıstupem a dosáhli jsme dobré kvality řešeńı.

Dále jsme odvodili základńı aproximaci omezeńı pomoćı metody konečných prvk̊u.
Z hlediska náročnosti implementace a výpočtové náročnosti jsme odvodili pouze EV úlohu
matematického programováńı. Prvotńı implementaćı problému bylo dosaženo nevěrohod-
ných výsledk̊u. K dosažeńı lepš́ıch výsledk̊u je potřeba složitěǰśıho rozebráńı aproximace
metodou konečných prvk̊u. Odvozený postup je nad rámec zadáńı diplomové práce a je
vyzkoušen jako prvńı krok výzkumu, který bude dál rozv́ıjen.
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2001. 165 s. ISBN 80−214−1839−7

[7] Mak, W.−K., Morton, D.P., Wood, R.K. Monte Carlo bounding techniques for de-
termining solution quality in stochastic programs. Operations Research Letters, 1999,
vol. 24, pp. 47−56.

[8] Mathews, J. H., Fink, K. D. Numerical Methods Using Matlab. 3th ed. Upper Saddle
River: Pearson Prentice Hall, 2004. 680 p. ISBN 0−13−065248−2

[9] Popela, P. Stochatic programming. 2004, 72 p.
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Seznam zkratek a symbol̊u

ξ Náhodná veličina

ξs Scénáře

(Ξ,Σ, P ) Pravděpodobnostńı prostor

v(x, y) Pr̊uhyb membrány

u(x, y) Požadovaný pr̊uhyb membrány

f(ξ, x, y) Náhodné vněǰśı zat́ıžeńı

e(x, y) Regulačńı śıla (konstantńı ř́ızeńı prvńıho stupně)

T(ξ, x, y) Matice popisuj́ıćı nepř́ımé p̊usobeńı e(x, y) na membánu

Ke Elementárńı matice tuhosti

Ve Elementárńı vektor neznámých

Fe Elementárńı vektor zat́ıžeńı

K Matice tuhosti

V Vektor neznámých

F Vektor zat́ıžeńı
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