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Anotace

Hlavnim tématem diplomové préace je vytvoreni sbirky vybranych fesenych
zajimavych tloh urcéenych pro rozsirujici vyuku seminaiu matematiky na
stfednich skoldch, pripadné jako doplnkova literatura studentum rozliénych
obort vysokych skol.

Prvni ¢ast pojednava o moznostech aplikaci integralniho poctu v tlohach
z bézné praxe. Specificka témata nékterych tloh jsou vyuzitelna i v oblastech
odbornych kruht.

Druhd ¢ast prace se zaméfuje na matematicky fesené lohy, jejichz pre-
dlohou jsou vyjimecéné nastalé okolnosti z bézného zivota. Cilem kazdého
prikladu je sestaveni obycejné diferencidlni rovnice, stanoveni pocétecnich
podminek, doreseni rovnice a konfrontace se zadanim tlohy.

Annotation

The main topic of the Thesis is the creation of a collection of selected sol-
ved interesting tasks intended for expanding the teaching of mathematics
seminars at secondary schools, or as supplementary literature for students of
various fields of university.

The first part deals with the possibilities of applications of integral cal-
culus in problems from common practice. Specific topics of some tasks can
also be used in areas of professional circles.

The second part of the Thesis focuses on mathematically solved pro-
blems, based on exceptional circumstances from everyday life. The goal of
each example is to compile an ODE, determine the initial conditions, solve
the equation and confront the task.
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Kapitola 1
Uvod

Moderni doba se spolecnosti vyspélou v mnoha oblastech pired nas stavi
nejruznejsi ukoly. Zaroven vznikd potteba hledat odpovédi na otazky tesici
dusledky pokrokového zpusobu zivota. Leckteré situace se pro laiky mohou
stat neresitelnymi. Mnoho z nich vSak s vyuzitim davno objevenych pravidel
a zakonitosti matematiky vytesit dokazeme.

Prvotnim impulzem pro vybér namétu této prace se stala moje zaliba
v detektivnich pribézich. Inspirovaly mé vyobrazené myslenkové pochody kri-
minalisti i odborné metody, kterymi se snazi pripady vyfesit. Jejich uvahy
mé privedly k myslence rozvinout objasnéni detektivniho pripadu matema-
tickou cestou, kterd v zadné z detektivnich knih popséna neni.

Problematika zivotnich situaci, které muzeme popsat matematicky a najit
jejich matematické feseni, se stala podkladem pro téma této diplomové prace.
Velkou inspiraci pro volbu prikladu byl i kurz Diferencidlnich rovnic.

Cilem diplomové prace je vytvorit sbirku fesenych piikladu z integralniho
poctu a diferencidlnich rovnic. Vybér zadani piikladu se tidi hlavné zajima-
vosti postupu feSeni. Diplomova préace si neklade za cil vytvoreni ucelené
ucebnice s vykladem teorie, ale spiSe praktickou sbirku vybranych zajimavych
prikladi a moznych zpusobu jejich feSent.

Stézejnimi ¢astmi prace jsou dvé kapitoly. V Kapitole 2 je prezentovana
fada zajimavych ptikladu vyuzivajicich pii feSeni integralniho poctu a jeho
aplikaci. V této kapitole jsou spocitany integraly pomoci substitu¢nich me-
tod, pomoci metody per partes a integraly, které vedou ke zndmym vzorcim
pro objem a obsah nékterych geometrickych dtvaru. Kapitola 3 se zaméfuje
na ulohy z aplikaci obycejnych diferencidlnich rovnic. Jsou v ni studovany
slovni ulohy z ruznych zivotnich situaci, jejichz matematickd formulace vede
na pocatecni ulohy pro obyc¢ejné diferencidlni rovnice prvniho fadu. Tyto rov-
nice jsou nasledné feseny znamymi prostredky diferencidlniho a integralniho
poctu. Reseni vétsiny tloh je doplnéno obrézkem s grafem znézoriujicim da-



nou situaci.

Predpokladem k porozuméni tloh nabizenych v této sbirce je znalost
zékladu integralniho poc¢tu podle Danécka (2006), Mayerové (2006), Sam-
kové (2011). Predchozi osvojeni si postupu diferencialniho poctu, obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu a jejich pocatec¢nich loh v rozsahu po-
psaném Edwardsem (2008), Krajcem (2012), Kurzweilem (1978) je klicem
k tspésnému doreseni uloh vytvotenych pro tuto sbirku. Vzhledem k typtm
aplikaci slovnich tloh v Kapitole 3 predpokladame dale u ¢tenéare sbirky lo-
gicky tsudek a schopnost sestavit ze zadani ve findle mnohdy jednoduchou
diferencidlni rovnici, jejiz feseni je pak pouhym rutinnim postupem znamym
z kurzu o Diferencidlnich rovnicich.

Nalézti priklady, které presné kopiruji situace z redlného zivota a jsou
zaroven spocitatelné, je pomérné obtiznym tikolem. Pro potieby prace jsou
tedy nékteré priklady upraveny tak, abychom mohli dospét k jejich matema-
tickému teSeni, ale pritom tak, aby neztratily tzkou provazanost s redlnou
situaci.

Predkladana prace muze poslouzit jako rozsifujici sbirka ndameétu pro
ucitele zabyvajici se touto oblasti matematiky nebo studentum prohlubujicim
si své zakladni znalosti tématu a dalsim zdjemcum z fad odborné vetrejnosti.

Prace byla vysazena systémem IXTEX, obrazky nakresleny programem
GeoGebra.



Kapitola 2

Aplikac¢ni dlohy resené pomoci
integralu

V této kapitole budeme tesit praktické tlohy vedouci na vypocet integralu.
K jejich feseni budeme vyuzivat znamych metod integra¢niho poctu. Jde
predevsim o integraci metodou per partes a pomoci metody substituce. Pro
tyto metody je nezbytnda platnost nésledujicich vét prevzatych z Mayerové
(2006).

Pro neurcity integrél

(Metoda per partes.) Necht funkce u(z) a v(z) maji derivaci na intervalu
1. Pak plati

pokud aspon jeden z integralu v predchozim vzahu existuje.

(Metoda substituce.) Necht funkce f(u) ma na otevieném intervalu J
primitivni funkei F'(u), funkce ¢(x) ma derivaci na otevieném intervalu
a pro libovolné = € I je p(x) € J. Pak ma slozend funkce flp(x)]¢'(z) na
intervalu I primitivni funkci a plati

/ flo(@)]¢ (@) dz = Flp(@)] +c.



V levém integrélu rovnosti nahradime za funki ¢(z) proménnou u a za
vyraz ¢'(z) dz diferencidl du. Muzeme tedy psét
- [ fwau

kde do vysledné pravé strany musime dosadit puvodni proménnou,
tj. u = @(x).

Pro urcity integral

(Metoda per partes.) Necht funkce u(z) a v(z) maji na intervalu < a,b >,
a < b, derivace u/(z) a v'(x), které jsou na tomto intervalu integrovatelné.
Pak plati

[ feangwan=| A0

(Metoda substituce.) Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu < a,b >,
a < b. Necht funkce ¢(x) md derivaci ¢'(z) na intervalu < «a, 8 >, a < 3,
kterd je na tomto intervalu integrovatelnd. Déle necht plati a < ¢(x) < b pro
r €< a, B > (tedy ¢ zobrazuje interval < «, > do intervalu < a,b >). Pak
plati, ze

B ©(B)
| seae@an= [ s
o o(a)
(Mayerova, 2006)
Dodejme, ze splnéni predpokladu téchto vét bylo u vSech uvedenych
pifkladt ovéieno. Tuto skutecnost jiz u kazdého piiladu zvl4st neopakujeme.
Zduraznéme, ze vSechny funkce jsou na uvazovanych integracnich obo-
rech spojité a omezené, proto integraly existuji a jsou koneéné. Funkce jsou
na téchto intervalech spojité diferencovatelné, proto 1ze metodu per partes
pouzit. Substituéni funkce jsou na uvazovanych intervalech ryze monoténni,
diferencovatelné a proto korektni pro véty o substituci.



2.1 Obsah plochy pod krivkou

Priklad 2.1.1 Zdhon pripominajici obdélnik md délku 9 m a Sirku popsa-

nou funkci f(x) = \\;_ii;

spotrebujeme, kdyz vime, Ze jedna konev ndm vystaci na 1,4 m??

Kolik konvi vody na jeho rovnomérné zaliti

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

gﬁ—i_ldx
Vi+2 o

Nejprve zjistime plochu pozemku S, coz je urcity integral /
0

t=+
dt = - dz
9 1 2V St+1
S:/ ks der =| 2tdt = dz :/L-Qtdt
0o Vr+2 0 0 o t+2
9— 3

po vydéleni zlomku dostaneme

3 3 1
:2</t—1dt+2/ —dt)
0 0 t+2

2 7
2 [——t} +4nt+2]]
2 0

2(9—3—0+0)+4ln5—41n2

2
3 5
2.2 442
5 TG

5
=3+ 4In 5 = 6,67.



Plocha pozemku je asi S = 6,67 m?. Na jeji zalit{ budeme potiebovat

6,67
220 24 76.
L4

Na zaliti zahonku je potteba asi 5 konvi. A

05

4 5
S=667

Obrazek 2.1: Zahonek; Archiv autora



Priklad 2.1.2 Je potreba zrestaurovat viko cembala. Jakd bude celkovd cena
opravy, tctuje-li si restaurdtor 150 K& za 1 dm?. Vyska vika je ddna funkci

()

Inspirovéano (Danécek, 2006)

v/vk . 7-[-
= —— ¢ $iTka je — m.
1+ 3cos?x J 2

Reseni:

3 1
Ploch G ity int 3 - -
ocha VvikKa je urcity integra /0 1+ 3cos?2x

t=tanx
dt:cosl2mdx
- _1_
N Ao = i df © dt
S = 1—2dx: COST = =5 | = T
o l+3cos*x COSQIZ# o 1+ 1+t
0—0
5 +0o
o 1 < 1
[ st [ e
o 1+t243 o 4+1t2
u:lé
| s 24
= ———dt = udu = dt
o 41+(5)?) 0 0
00 00

1 [~ 1 1 [~ 1
4 )y 1+ u? 2 )y 14u?

1 o0
=5 larctanu), =



Plocha vika je S = % = 0,79m? = 79dm?. To odpovid4 cené
79 - 150 = 11850 Ke.

Za restauraci vika zaplatime 11850 K¢, A

0.8
0.6
0.4+

0.2

0 05 1 15 2
5=07T9

Obrazek 2.2: Viko cembala; Archiv autora



Priklad 2.1.3 V divadle maji kulisu, kterou je potreba natrit. Jedna strana
1

- 14+ 3cos?zx

na intervalu (0, 7). Jednotkovd cena modré barvy je 180 K¢ za m* a cena ze-

lené barvy je 160 K¢ za m?. Tloustku kulisy zanedbdvdme. Kolik K¢ zaplatime
za jeji natreni?

bude zelend, druhd modrd. Kulisa je popsdna grafem funkce f(z)

Inspirovano (Danécek, 2006)

Resent:

Zjistime plochu jedné strany kulisy. Ta je dana jako urcity integral

|
———dx.
o 1+ 3cos?z

Urcity integrdl je podobny integralu z Piikladu 2.1.2; ktery m& jen jinou
horn{ mez. Vzhledem k symetrii funkce f(z) = cos? z muzeme psat

m 1 2 1 T T
S = —————dr =2 ————dx=2-—=—.
/0 1+ 3cos2a /0 11 3cos2a 4 2

Plocha jedné strany kulisy je S = g =1,57m?.

Zelend pulka bude stat 1,57 - 160 = 251,2 K¢ a modra pulka bude stét
1,57 - 180 = 282, 6 K¢, dohromady

251,2 + 282, 6 = 533, 8.

Za natteni celé kulisy zaplatime 534 K¢. A

0.3 / N

05 / \\

N

02

Obrazek 2.3: Kulisa; Archiv autora



Piiklad 2.1.4 Stojna pod U-rampu je dina funkci f(x)

1

sinx + 1

na in-

tervalu (0, 7). Je potreba oboustranné oSetreni vsech 10 stojen ochrannou bar-
vou. Kolik plechovek musime koupit, kdyZ vime, Ze jedna vystaci na 1,6 m?

plochy?

Inspirovano (Danécek, 2006)

Reseni:

Plocha jedné strany jedné stojny je urcity integral /
0

S

r

1

sinx + 1

dx

t:tang

% = arctant

xr = 2arctant
_ 2

0—0
T 00

o L ][ =2
t+1], [t+1
—2

. —2
hm Ee—— _

0+2=2

10

1
sinx + 1

dzx.

[e.9]

0

1 24t
sinz =2sinjcosy |, 1—|—1J2£2.1—|—t2
sinz = 135
cosz = cos? £ —sin” £
cosm:tl;ﬁ
/—dt:/ ——dt
o A+1+1 o 22+
o0 2 o0
= ———dt=2 t+1)72dt
[ mmiesz e
(Ul I KUl Vi
-2+1 |, -1 |,



Celkova plocha jedné stojny je S = 2-2 = 4m?, plocha 10 stojen je 40m?2.
K jejich natfeni budeme potiebovat 40/1,6 = 25 plechovek.

K natfeni vSech stojen musime koupit 25 plechovek barvy. A

0.3

0.6 1

0.4+

0.2 4

Obréazek 2.4: Stojna pod U-rampu; Archiv autora
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Priklad 2.1.5 Je treba vyasfaltovat ¢ast opravovaného chodniku v sirce g m.
i 1

Druhy rozmeér je popsan funkci f(z) = %L Kolik kilogramu asfaltu
cos T

bude potreba k vyspraveni chodniku, chceme-li poloZit asfaltovou vrstvu ve

vySce 10 ecm? Hustota asfaltu je 1300 kg/m?.
Inspirovano (Danécek, 2006)

Reseni:

PR s s , 5 sinz +1
Plocha opravované ¢asti chodniku je urcity integral / _—
o cosx+1

t:tang

% = arctant

xr = 2arctant

dx—1+t2dt
0—0
- Tistan X = =
5 sinz + 1 3 5 V3 B+l 2
S = ————dr=| sinzx=2sinfcosi |= 5 . dt
g cosx+1 0 %+1 1+¢2
Sinav:litt2
Cosxzcos2§—sm2§
cosx:i;ﬁ
V5 2t + 1+ 12 2 +1 2

. . dt
0 1+¢2 1—2+24+1 1+1¢2
75 (t+1)? B4 +1
/ + 221+ t2dt = / bt dt
241
B \/§t2—|—1 /\/5 ot

o t?+1
o u=1+t> o 4
[ 4| du=2tat :[t]o«u/“%
1 4 u
O|—>17§'—>§ 1
1 4 1 4 1 4
=—+hju|j =—+h;-Inl=—+1In_.
V3 o] V3 3 V3 3

12



Plocha je S = \/Lg + ln% = 0,87 m?. To pii uvazované vysce 0,1 m znamen4
objem V = 0,087m?®. Po vyndsobeni hustotou dostavame 0,087 - 1300 =
113, 1 kg asfaltu.

K opravé chodniku bude potieba asi 113 kg asfaltu. A

1.2+

0.5

0.6

0.4+

0.2

0 05 1
S5=0287

Obrazek 2.5: Vyasfaltovani chodniku; Archiv autora
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Priklad 2.1.6 Pokud bychom bazén 10krdt zmensily v kazdim sméru, bylo
by jeho dno popsano funkci f(x) = sin+/z na intervalu (0,1). Uréete jeho
objem, kdyz je bazén ve skutecnosti hluboky 1,6 m.

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

1
Plocha dna zmenseného bazénu je urcity integral / sin /z dz.
0

t=+/t
dt:ﬁ%dx

1 1
S:/ sinyrzdr =| 2tdt = dx :/ sint - 2t dt
0 0—0 0
1—1

1
= 2/ tsintdt =
0

1
2 ([~ cost - 1] )+/ costdt
0

v =1 v=—cost

u=t v =sinx ‘

( cost - t]y + [sin t](l))
(—cosl +OcosO+sin1 —sin0)
(sinl —cosl).

2
2
2

Plocha dna 100krat zmenseného bazénu S = 2 (sin1 — cos 1) = 0,6 m?. Plo-
cha dna skuteéného bazénu je 100 - S = 60 m?. Coz pfi vysce 1,6 m dava
objem

V =1,6-100S = 160S = 96 m?>.

Objem bazénu je 96 m3. A

14



0.8 1

0.6

0.44

0.2 1

02 04 06 08 1
5 =060233735788

Obrazek 2.6: Hotelovy bazén; Archiv autora
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Priklad 2.1.7 Pro slavnostni vypusténi nove vyrobené lodi z doku je potieba
nastrikat barvou 16 stojen trupu lodé. Kolik litru barvy bude potreba, vime-li,
Ze jeden litr vystaci na pokryti 3 m?. Tvar jedné stojny je na jeji §irce 1 m
popsdn funkei f(z) = e V=,

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

1
Plocha jedné strany jedné stojny je urcity integral / e V= dx.
0

1=z

1 dt:ﬁdx 1
S = e Vide =| 2tdt = dx :/ e totdt
0 00 0
1—1

Plocha jedné strany jedné stojny je S = 2 (1 — %) = 0,53m?. Vzhledem
k poctu 16 stojen bude potieba natrit celkovou plochu

P =328 =32-0,53 = 16,96 m*.
Na tuto akci budeme potiebovat 16,96/3 = 5,65 litru barvy.

K natfeni vSech stojen z obou stran bude potieba asi 6 litri barvy. A

16



0.2 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0 0.5 Y
S5=053

Obrazek 2.7: Stojna boku lodi; Archiv autora
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Priklad 2.1.8 Kvidlo modelu historického letadla md sivku 8 dm. Obé kridla
je treba potdhnout platnem postupné v péti vrstvach ale pouze z vrchni strany.
Kolik platna spotrebujeme na potazZeni obou kridel, vime-li, Ze kridlo je v celé
jeho $iice popsdno funket f(z) = eVe?

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

Potazeni jednoho kiidla jednou vrstvou platna je ddno urcitym integralem
8
eV dz.

0

8 1 2

dt = d

S = eVT g = ) 3 T :/ et 3t2de
0 3t dt: dSC 0

u=t v =¢e

Ww=1 v=¢

2
-2 [tet](z)—l—Q/ etdt]
0

Kiidlo m4 plochu S = 6e? — 6 = 38,33 dm?2. Celkva spotfeba platna tedy
bude 25 - S = 383,3dm? = 3,833 m.

K potazeni kifdel budou potieba asi 4 m? platna. A

18



6.5 1

5.5

454

3.5

2.5

1.5

0.5

0 1 2 3 5 5 7 8

4
5=38.33

Obrazek 2.8: Kridlo modelu historického letadla; Archiv autora
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Priklad 2.1.9 Po opravé terasy je potreba zakryt podlahu v Sirce jednoho
metru a v délce popsané funkci f(x) = arctanz. Bylo rozhodnuto, Ze se
dira vybetonuje a pokryje kacirkem. Kolik kg kacirku bude potreba koupit,
predpokldddme-li, Ze 5 kg kacirku pokryje 0,3 m? plochy?

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

1
Plocha opravované ¢asti terasy je urcity integral / arctan x dzx.
0

uw = arctanz v =1
! 1

1
S:/ arctan z dx =
0

T 1422 v=zr
Loy
= [z arctan x](l) — / dx
0 1 + .7}2
t=1+ 22
= [z arctan x](l) — | dt =2zdx
% =zdz
1
dt
1
— t — —
[z arctan x|, /o 5
1 1
= [z arctan 2] — [5 In(1 + x2)1
0

1 1
:arctan1—0—51n2+§ln1

1
:arctan1—§1n2:%—ln\/§.

Plocha je tedy S = 7 — Inv2 = 0,44m> Na pokryti takovéto plochy
potfebujeme
5-0,44

0,3

m =

= 7,33kg.

K opravé bude potieba asi 7,33 kg kacirku. A

20



0.8

0.6 1

0.4+

0.2+

0 0.5 1
5=044

Obrazek 2.9: Pokryti ¢asti terasy kacirkem; Archiv autora
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Priklad 2.1.10 Je potreba osetrit ndatérem kijl lodi z obou stran. Predpokld-
dejme, Ze je v celé své §irce m m popsan funkci f(x) = e*sinx. Pro lepsi
ochranu budeme aplikovat nater dvakrdt. Jak velkou plochu budeme natirat?

Inspirovéno (Stépankové, 2014)

Reseni:

Plocha jedné strany kylu je urcity integral I = / e’ sinxdx.
0

m x / : s
: u=¢€" v =sinz
I:/ emsmxdx:‘ . e :[—e:”cosx]g—i-/ e’ cosx dz
0 u=e" v=—cosx 0
|l u=e® v =coszx
u =e" v=sinx

™
= [—e"cosz + e sinx]j — / e’ sinzxdx.
0

Zde je zfejmé, ze bychom metodu per partes opakovali nekone¢né mnohokrat
a vysledku bychom nedosahli. Muzeme ale integral napsat jako rovnost

I =[e"(sine —cosz)]y — I
21 = [e"(sinz — cosz)];
1
I= 3 [e®(sinx — cos )]
1 ™
I=5[e(0+1)—e(0-1)]
1
I = 5 (GW + 1)

Plocha jedné strany kylu je I = 1 (e™ + 1) = 12,07 m?. Na oboustranny
dvojity natér bude potieba natiit 41 = 4 - 12,07 = 48,28 m?.

Celkem je potieba natiit asi 49 m? plochy. A
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0.5

1 15 2
| =12.0703463163806

Obrazek 2.10: Kyl lodi; Archiv autora
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Priklad 2.1.11 Kwuli vystavbé plotu bude potreba dokoupit ¢dst pozemku po-
psaného na intervalu (e, ) funkci f(x) = Inx. Kolik za pozemek zaplatime,
kdyz jednotkovd cena za m* je 3000 Ké?

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Reseni:

Plocha pozemku je dana urcitym integralem / Inxdz.

S:/ Inzdx = :xlnx—/ 1dzx

=[zlnz — 2|} = [z(lnz — 1)]]
=m(lnmr—1)—=0)=7n(ln7 —1).

u=Ilnx v =1
=% wv==x
xT

Plocha pozemku je S = w(Inm — 1) = 0,45 m?. Cena za cely pozemek bude
tedy
0,45 - 3000 = 1350.

Za pozemek zaplatime asi 1350 K¢. A

0.8
0.6
04

0.z

S=045

Obrazek 2.11: Pozemek ke koupi; Archiv autora
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2.2 Obsah obrazce omezeného krivkami

Priklad 2.2.1 Uréete obsah obrazce omezeného krivkamiy = x* a y = .

Inspirovéno (Stépankova, 2014)

Resent:

Nejdiive je nutné najit meze, musime tedy vyfesit rovnici

3

==z
? -1 =0
(2> —1)=0
r € {£1;0}

Kofeny rovnic ndm piiklad rozdéli na dva symetrické integraly.

/01(933—x)dx+/01(x—x3)da:=Q/i(x3_x)dm:2/ol(x_xs)dx
e o Gl

Obsah obrazce je S = 3 j>. A

B=(1,1)

—1 1
A=(-1-1)

Obrazek 2.12: Geometricka interpretace; Archiv autora
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Priklad 2.2.2 Urcéete obsah obrazce omezeného krivkams

_ 1 _ 1,2
Y= 15z 0y =37

Inspirovano (Stépankova, 2014)

Resent:

Nejdfive je nutné najit meze, musime tedy vyftesit rovnici

1 x?
1+22 2
2= 332(1 + x2), pouzijeme substituci 2% = ¢
2=1t(1+1)
4+t—2=0
(t+2)(t—1)=0
te{-2;1}.

Po navratu k substituci 2 = t méme rovnici

=1

r = =*1.

Obsah obrazce tedy spocitame jako

1 2 1
1 1
S = / _r dz = |arctanx — —2°
S \1+4+22 2 6 |,

1
= [arctan 1-— 6 arctan(—1) + —(—1)] =

| =
T
Wl

T
4

Obsah obrazce je S =% — £ j>. A

B=(105)

0.5 1 15

Obrazek 2.13: Geometricka interpretace; Archiv autora
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2.3 Délka kiivky

V nasledujicich sekcich budeme vyuzivat znameho vzorce pro vypocet délky
kiivky dané rovnici y = f(z), « € (a,b),

- / (@) da

pripadné kiivky dané parametricky
T = ()7 y—l/)()a te(aab>7

/ V@) + @) de.

(Mayerova, 2006)
Piiklad 2.3.1 Urcete délku krivky dané rovniciy = Inx na intervalu (\/3, V8).

Inspirovéano (Danécek, 2006)

Resent:

K vypoctu potiebujeme znat kvadrat derivace. Spocitejme nejprve derivaci
podle x

(Inz)" =

Nésledné jeji kvadrat

/ 2 = dt
/ 1+—dm—/ x+1
3n—>2

1 1t 32 t
/ + dt = / - dt
2 —1 s V2 —1 Vit2—-1
—1+1 3 1
:/ ———dt = /—+dt:/1+—dt.
, 12—1 , 12-—1 ) 2 —1

Tento integréal vede na parcidlni zlomky

3 1 3
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Pro ¢t =1 mame

At—1)+B(t+1)=1

1

2B =1
1
B=-
2
Pro t = —1 mame
—92A =1
!
D)
Plati tedy
31 3 1 1 3 1
dt = dt =
/2t2—1 / (—2<t+1>+2<t—1>> / (2<t—1>

28

2t +1
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Po dosazeni zpét do piikladu dostavame

L/3 1+ L dt = t+11 |t—1\—11 |1t+1]3
~ /), ot—1) 20¢+1)) T2 2 )

t=1N\|’ 3+112 2 111 1+1 11 11
= —In—-—2——-In- = —|n-—1In—
t+1|/], 24 23 2\ "9 3

Délka oblouku kfivky je L = 1 + In \/§ i A

1.2
0.8
06
04

0.2

14 16 18 2 22 24 286 28

Obrazek 2.14: Geometricka interpretace; Archiv autora

29



Priklad 2.3.2 Urcete délku krivky dané rovnici y = In(sinx) na intervalu

T 27
(5:%)-
Inspirovano (Danécek, 2006)

Resent:

K vypoctu potiebujeme znat kvadrat derivace. Spocitejme nejprve derivaci

podle x
(In(sinx)) = o8y

sinz’
Néasledné jeji kvadrat

(cos :B>2 cos’ x

sinx sin?z’

27 2 2m .92 2

3 Cos“ 3 sin” x + cos“x
L= 1+ ——dr = ———dz

z sin“ x z sin” x

2m 1 = o
3 3 3 sinx

= ——dr = - dox = ——dw
= sin”® x = sinx = sin“w

cosx =1
2m . .
3 sin x —sinxdr = dt
— —dl': T 1
r 1—cos’x 33
27 —1
3 7 3

—1 1
El dt [z dt
! 1—t2  Jaal1—1¢2

Tento integral vede na parcialni zlomky

51 i/ A B
dt = BRGNS T
/211—t2 /21(1+t+1—t>

Al -t +B1+1t) =1

N|=

Pro ¢t =1 mame

A-0+2B =

N| — =
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Prot = —1 mame

24 =1
A=l
2
Plati tedy
1 1
2 ] 2 1 1
= dt
/—11—152 /_1 (2(1+t)+2(1—t))

2 2

Po dosazeni zpét do piikladu dostavame

L—/ ! + ! dt—1[1n|1+t\]% +1[—ln\1—t|]%
) \2(1 1) 2(1—t) T2 5 2 5

i 1/ 3 1
] ——(hl%—ln%)
2 2\ 3 3

1 1 1 1.1 1 1
= — (1n3—1n§) :51n3—§ln—:§1n3+§1n3:1n3.

N

1+1

1 1
=[n|l+t|—In|l—1t]% == [ln
2 2

2 3

Délka oblouku ktivky je L =1In3 j. A

15

A B

1 \/

0.5

05 1 15 2
Obrazek 2.15: Geometricka interpretace; Archiv autora
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2.4 Ijlohy s uzitim vzorcu obsahu, povrchi
a objemu

V nésledujici sekci budeme vyuzivat vzorcu z predchozich sekci a vzorce pro
objem a povrch rota¢niho télesa daného rotaci kiivky y = f(x), € (a,b)
kolem osy x

vr [ U@y
S = 27T/abf<l')\/1 + (f'(z))* da.

Priklad 2.4.1 Urcete obsah elipsy dané rovnici i—i + 4 =1.

Inspirovano (Mayerova, 2006)

Resent:

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme a,b > 0. Rovnici elipsy si muzeme
upravit na y = :I:S\/ a?> —x?,x € (—a,a). Protoze je elipsa symetricky utvar,
muzeme spocitat pouze horni polovinu, vysledek vynasobime dvéma.

r =asint
ap b a _
5:2/ —~/a2—x2da::2—/ mdx: dx ac?rstdt
—aq @ a J_, a,f—>§

—ar— ="

b (2
:2—/ Va2 —a?sin®t - acostdt

@S

3
:2b/ \/a2(1 —sin®t) - cost dt

i

3 31 2t
:2b/ acos2tdt:2ab/ +C%dt

]

s
2

(ME]

1
:ab/ 1+ cos2tdt = ab [t+§sin2t]

2

1 1
=ab {g + 5 sinm + g ~3 Sin(—ﬁ)] = mab.

Obsah elipsy je S = wab. A

32



Priklad 2.4.2 Urcete délku kruznice dané rovnicemiy = r-cost ay = r-sint
prot € (0,2m), r > 0.

Inspirovéano (Mayerova, 2006)

Resent:

2 2
L:/ \/rgsin2t+rgcos2tdt:/ \/ﬁ:[rt]gﬂ:%rr—():%rr
0 0

Délka kruznice je L = 2nr. A

33



Piiklad 2.4.3 Uréete obsah kruhu daného rovnici r* = x* +y? pror > 0.

Inspirovano (Mayerova, 2006)

Resent:

Rovnici obvodové kruznice daného kruhu si muzeme upravit na y = +v/r2 — 22,
x € (—r, 7). Protoze je kruh symetricky tutvar, muzeme spocitat pouze horni
polovinu, vysledek vynésobime dvéma.

r =rsint
" do = tdt
522/ Vit—2de=| TC?TS
—r Ty
—T = 5

g
:2/ Vr2 —r2sin?t - rcostdt
2/ \/72(1 — sin®t) - r cost dt

2 Vr2cos?t-rcostdt
2 9 2 z 2

:2/ r“cos“tdt = 2r / cos“tdt

71 2 2

:27“2/ %dt:ﬁ/ 1+ cos2tdt

I Il
IMENCIE [NERVTH

INERCTE

ol
ol

jus
2

VB

1 2
=72 {t + 5 sin Qt]

vl

1 1
=r? [g + 3 sinm + g —3 sin(—w)} = r’r.

Obsah kruhu je S = 7r?2. A
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Ptiklad 2.4.4 Urcete povrch koule dané rotaci krivky x? + y*> = r? kolem
08y .

Inspirovéano (Mayerova, 2006)

Resent:

Rovnici kiivky (kruznice) si muzeme upravit na y = £vr? — 22. Protoze
je koule symetricky utvar, muzeme spocitat pouze horni polovinu, vysledek
vynasobime dvéma. K vypoctu jesté potiebujeme znat kvadrat derivace.
Spocitejme nejprve derivaci podle x

(M)l = % (r* — 332)_% (=2x) = _—f

— 2_ z?
2 —g2) -z
" x2 " r2 — a2+ x?
S =2r V2 —a? 1+ — > de =27 Vr?2 —at ) ————dx
L, r2—g . r2 —g

= 27r/ Vr2de = 2r [ra]”, = 2n(r? + r?) = 4mr?

r

Nasledné jeji kvadrat

Povrch koule je S = 4mr?. A
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Priklad 2.4.5 Urcete objem kuzele, ktery rotuge kolem primky y = *2

lem osy x na intervalu (0,v).

Inspirovéano (Mayerova, 2006)

Resent:

Tr-v

Objem kuzele je V =

36
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2.5 Ijlohy o vstrebavani 1ékua

Piiklad 2.5.1 Po prijeti pacienta na ambulanci mu byl intravendzné poddn
lék v koncentraci 20 mg/kg vihy. Jak vypadd krivka vstrebdvani tohoto léku
do organismu pacienta, je-li koncentrace v krvi poddvané ldatky v krvi paci-
enta popsdna pro éast > 0 funkei f(t) = 20e™3. Predpoklddejme, Ze funkce
vstrebdvani léku do organismu je ddna jako funkce horni meze urcitého in-
tegralu z koncentracni funkce.

Inspirovano (Pehrson & col., 2016) a osobni konzultace s lékarem

Reseni:

Resenfm je funkce
F(r) = / £(0) dt.
0

Po dosazeni za f(t) mame

F(r) =20 / e 2 dt.
0

Tento integral budeme tesit pfimou integraci, resp. jedoduchou linearni sub-
stituci u = —3t.

u = —3t
T du = —3dt
_ -3t _
F(T)—QO/Oe dt = 0 0
T+ —3T
20 737 20,
=—— etdu = —— [e"];°"
3 Jo 3
20
= —g(e_?ﬁ — 1)

Funkce vstiebavani F(7) mé tedy predpis

20

F(7) 3 (1-e?). A
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14
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1
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|
1

@

Obrézek 2.16: Prubéh koncentrace (¢drkovand modra cara) a prubéh

vstiebaného mnozstvi 1éku (plné ¢ervend ¢ara) v zavislosti na case (vyjadieno
v hodinédch).; Archiv autora
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Priklad 2.5.2 Po prijeti pacienta na ambulanci mu byl ordlné poddn [ék.
Jak vypadd krivka vstrebdvani tohoto léku do organismu pacienta, je-li kon-
centrace v krvi podavané latky v krvi pacienta popsana pro t > 0 funkci

f@t) = Ate=2" | Predpoklddejme, Ze funkce vstrebdvdnd léku do organismu je
ddna jako funkce horni meze urcitého integrdlu z koncentracni funkce.

Inspirovano (Pehrson & col., 2016) a osobni konzultace s 1ékarem

Reseni:

Resenim je funkce
F(r)= / f(t)dt.
0

Po dosazeni za f(t) méme

F(r)= 4/ te™" dt.
0

Tento integral budeme fesit pomoci substituce u = —2t2. Tato substituéni
funkce sice nenf prostd na celém R, ale na intervalu [0, +o0) prosta je (je
klesajici) a tedy predpoklady véty o substituci jsou splnény.

u = —2t?
Fry=a [ e qr = | Qv = Al
: 0—0
T =272
—272
2
:—/ e“du:—[e“]a%
0
— (e o)
Funkce vstiebdavani F'(7) ma tedy predpis
Fir)=1—-¢2". A

39



1.2 1 -~

0.8 !

06 \

044 1

0.2 .

—

0 02 04 06 08 1 12 14 18 18 > 22 24 28

Obrazek 2.17: Prubéh koncentrace (¢arkovand modra ¢éra) a prubéh
vstiebaného mnozstvi léku (plna ervend ¢éra) v zavislosti na ¢ase (vyjadieno
v hodinéch).; Archiv autora
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Priklad 2.5.3 Po prijeti pacienta na ambulanci mu byl ordlné poddn [ék.
Jak vypadd krivka vstrebdvani tohoto léku do organismu pacienta, je-li kon-
centrace v krvi poddvané ldatky popsdna pro t > 0 funkei f(t) = 2,5t -e7".
Predpoklddejme, Ze funkce vstrebdvani léku do organismu je dana jako funkce
horni meze urcitého integralu z koncentracni funkce.

Inspirovano (Pehrson & col., 2016) a osobni konzultace s 1ékarem

Reseni:

Resenim je funkce
F(r)= / f(t)dt.
0
Po dosazeni za f(t) méme

F(r) = 2,5/ te~"dt.
0

Tento integral budeme fesit metodou per partes jako neurcity. Multiplikativni
konstantu a obé meze doplnime v zavéru integrace.
u=t v =e"

—t .
/te dt = =1 v=—et

= —te 4 / e tdt

=—te'—et4+¢c, ceR

t

Funkce vstiebavani F(7) ma tedy predpis

F(r)=2,5[-e"(t+1)+¢|, =257 (T+1)+2,5. A
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Obrazek 2.18: Prubéh koncentrace (¢arkovand modrda ¢ara) a prubéh
vstiebaného mnozstvi 1éku (plné éervend ¢ara) v zavislosti na case (vyjadieno
v hodinédch).; Archiv autora
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Kapitola 3

Aplikace obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic

V této kapitole budeme fesit tlohy vedouci k feseni Cauchyovy tlohy pro
oby¢ejné diferencialni rovnice. Typickym zadanim ptikladu bude jednak se-
stavit diferencidlni rovnici (prvniho fadu), vyftesit ji (obvykle metodou se-
parace proménnych), urc¢it obecné feseni takové tlohy, pomoci zadanych
pocatecnich podminek urcit vSechny nezndmé konstanty tulohy a zjistit kon-
krétni pozadované teSeni. Vzhledem k tomu, ze obvykle pujde o prubéh
zmény néjaké veliciny v ¢ase, bude soucésti zadani i ukol zjistit, kdy doslo
k dotazovanym udalostem specifikovanym v jednotlivych tlohach.
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3.1 Praktické ulohy reSené diferencialnimi rov-
nicemi prvniho radu

Priiklad 3.1.1 Pacientovi byla poddana ordlné tableta vortioretinu. Po 2 ho-
dindch od poddni byla nameérena koncentrace v krvi 2,1 uM a v mozku

660 pmol/kg. Po 4 hodindch po poddni byla namérena koncentrace v krvi
1,45 uM a v mozku 540 umol/kg. Predpoklidejme, Ze koncetrace léku v krvi
klesda exponencidlné a v mozku klesd kvadraticky.

Urcete rychlost poklesu koncentrace léku v krvi a v mozku. Na zdkladé
takto vypocitanijch rychlosti odhadnéte prubéh zmény koncentrace v casech
6, 8, 12, 16 a porovnejte s namérenymi skutecnymi hodnotami (viz tabulka).
Za jak dlouho Iék zcela vymizi z mozku?

Inspirovano (Pehrson & col., 2016) a osobni konzultace s lékarem

cas od podani | t | krev | mozek
2 0| 2,1 660
4 2 | 1,45 | 540
8 6 | 0,6 210
12 10 | 0,25 85
16 14 | 0,1 25

Namérené hodnoty vortioxetinu v krvi a v mozku.

Resent:

Pro zjednoduseni formulace vypoctu nastavime poc¢atecni podminku ¢ = 0 na
prvni idaj, ktery mame k dispozici, tj. 2 hodiny po podani léku. Vypocetni
cas t se tak lisi od casu po podani o 2 hodiny.

Vyftesime nejprve problematiku mnozstvi latky v krvi. Vzhledem k expo-
nencionalnimu poklesu musi koncentrace p(t) v case ¢ (méfeno v hodinéch)
splnovat diferencialni rovnici

P(t) = —kp(t).

To je rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty. Vytesime ji pomoci
charakteristického polynomu dosazenim feseni ve tvaru p(t) = e'".

p'=—kp
p+Ekp=0
r+k=0
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Obecné teseni je nasobkem tohoto prvku fundamentalniho systému
p(t) =cre ™ cecR,teR.
7 pocatecnich podminek spocitame konstantu c;

p(0)=2,1=¢ -¢°
01:271

a nasledné také rychlost poklesu hladiny latky v krvi

p(2) = 1,45 = ¢ - e**

1,45
6—2k _
C1
1,45
—2k =In—
C1
1. 1,45
k=—-In——".
2 C1

Dosazenim ¢iselnych hodnot ziskdame

1. 1,45
k=—-In—2— =0.19.
2n271 0,19

Rychlost poklesu latky v krvi odpovida konstanté 0, 19 a prubéh koncentrace
je tedy dan funkci
p(t) =2,1-e %19

Pro zjisténi aproximovanych hodnot v dalsich zadanych ¢asech tyto dosadime
do zapisu konkrétniho feseni

p(6) =2,1-¢ %196 = 0,67
p(10) =2,1- %1910 = 0 31
p(14) = 2,17 %1914 = 0 15,

Pro vstiebavani léku v mozku bude platit rovnice s kvadratickym poklesem.
Koncentrace m = m(t) v case t (méfeno v hodinach) bude déna diferencidln{
rovnici

m'(t) = —bm?(t).
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Tuto rovnici budeme fesit metodou separace proménnych

m/

/—dt b [ a

m
—1

= bt +c,
m

odkud dostavame obecné reseni ve tvaru

1
bt —c’

m(t) = b>0, ceR, te(c/k,+00).

Dosadime nyni do pocatecnich podminek. Nejprve

1
m(0) = 660 = ——,
c
z ¢ehoz vyjadiime
1
= ——— = —0,001515.
“~ 7660
Pro hodnotu ¢t = 2 plati
(2) = 540 1
m = =
2b— ¢’
po uprave
1
2b —c= —
‘T 510
a tedy
b= L1 +c | =0,0001684
2\540 ) T '
Koncentrace vortioxetinu v mozku je tedy ptiblizné popsana funkci

1

t) = .
m(t) 0,0001684f + 0,001515

Spocteme hodnoty v pozadovanych casech

1
6) = = 396, 02
m(6) 0,0001684 - 6 + 0,001515 ’
1 .
m(10) = = 312,65

0,0001684 - 10 + 0,001515
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1
©0,0001684 - 14 + 0,001515

m(14) = 258, 27.

V obou pripadech (jak v krvi, tak v mozku) ndm vysly koncentrace vétsi
nez skutecné namérené. V pripadé mozku vyrazné. Znamenad to, ze rychlost
poklesu je vétsi nez nami vypocitana. Déle je mozné, ze model pro koncent-

raci 1éku
zadaném

v mozku je pouzitelny pouze na kratsim casovém intervalu nez na

16 hodin od doby podéani léku. A

Cas2 = (2] 1.45)

Cas6 = (6, 0.691298185941)

\‘@: (10;0:3205815047485

Cas14 = (14,0.1571304112775)

et

Obrazek

3.1: Kiivka vypoc¢itaného mnozstvi vortioxetinu v krvi v uM, na

vodorovné ose je ¢as v hodinach. Krivka byla vypocitana na zakladné prvnich
dvou méfeni. Pro tiplnost jsou na obrazku zobrazena i dalsi tii méfeni.; Archiv

autora

600
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300

200

100

J Cas0 = (0, 660)

Cas2|= (2, 540)

Cas6 = (6, 395.9999999999999)

Cas10|= (10, 312.6315789473684)

Cas14|= (14, 258.2608695652173)

M

Obrazek

3.2: Mnozstvi vortioxetinu v mozku v pmol/kg, na vodorovné ose

je ¢as v hodinach. Kiivka byla vypocitana na zédkladné prvnich dvou méteni.
Pro dplnost jsou na obrazku zobrazena i dalsi tfi méreni.; Archiv autora
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Priklad 3.1.2 Ve cturtek 22. dubna 2010 se potopila ropnd plosina De-
epwater Horizon. Jeji vrt vytvoril ropnou skvrnu pripominagici kruh. Po-
lomér ropné skvrny roste rychlosti neprimo umérnou druhé mocniné po-
loméru. 25. dubna 2010 pokrijvala skvrna plochu 1500 km?. 30. dubna to
bylo iz 10 000 km?.

Kdyby urady nezasdahly, za jak dlouho by ropnd skrvna dosdhla na pevninu
vzddlenou 100 km od plosiny?

(Prispévatelé Wikipedie. Havérie plosiny Deepwater Horizon, 2019)

Reseni:

Ozna¢me r(t) polomér ropné skvrny v ¢ase t (méfeno ve dnech). Polozme
t = 0 na den havarie. Zména poloméru ropné skvrny je dana diferencialni
rovnici

dr K

At

Tu vytesime metodou separace proménnych

r’dr = Kdt

/r2dr:/Kdt.

Integraci a dpravami postupné vyjadiime obecné feSeni

73

g = Kt +c
r(t) = 3(Kt+c), teR.

Pomoci pocatecnich podminek v ¢ase t = 3 a t = 8 zjistime hodnoty kon-
stant k a c. Protoze pocateéni podminky jsou formulovany vzhledem k plose,
musime je neprve prepocitat na hodnoty poloméri. Ze znamého vzorce pro
obsah kruhu vyjddifme r(3), resp. r(8) jako

7“(3)2\/5;3):\/15:07 76(8):\/5*7(:3):\/107(:00’

coz je priblizné r(3) = 21,85 km, resp. r(8) = 56,42 km.
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Dosazenim obecného teseni do téchto podminek vzhledem k r dostavame

r(3) = BBE 1 o) = | 2%

™

r(8) = /38K + ¢) = ) 0

™

Tuto dvojici rovnic spolecné upravime do tvaru

3

1/1 2

3K +c= - <—500> , (3.1)
3 T

™

3
1/1 2
o= b (1000

Odectenim rovnic vyjadiime

3 3
1/1 5 5
si L ( 0000> B 1 (1500) |
3 T 3 T

naslednou upravou ziskame

o i 10000 B 1500 .
15 T s

Dosazenim do (3.1) dostaneme

1/1500\2 3 [/10000\2 /1500\ ?
c=-|—] —— - ==
3 T 15 T T ’

coz muzeme upravit do tvaru

8 /1500\2 3 /10000\ 2
c=— | — ) — = )
15 T 15 T

Vypocitanim ¢iselného vyrazu ziskdme

c=—30353,12, Kk =11276,94.
Ropna skvrna dosdhne pevniny za cas t = t,, splnujici rovnici

r(t,) = 100,
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kterou vytesime

1
Kt+c:§106
108
Kt=— —¢
3

Po dosazeni dostavame

t, = ! 10° + 30353, 12
P11276,94 \ 3 ’

t, = 32,25.

Ropné skvrna by dosdhla pevniny asi za mésic. A

100

Polomer100 = (32.2504646713049, 100)

90

80

70

60

Den8 = (8, 56.4189583547756)

50

40

30

Den3 = (3, 21.8509686118416)

20

10

0 10 20 30 40 50 G0 70

Obrézek 3.3: Polomér v km ropné skvrny v zavislosti na ¢ase (méfeno ve
dnech); Archiv autora
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Priklad 3.1.3 Dle dostupnych idaji 13. ledna 2019 sledovali pracovnici li-
penské prehrady tloustku ledu. Zjistili, Ze z 25 cm v 10:00 hodin dopoledne se
do 11:00 hodin led ztencil na 23 cm. Bezpeénd tloustka ledu pro bruslare je
stanovena na 18 cm.

Za jak dlouho bude brusleni zakdzano, predpokladdme-li, Ze led taje rych-
losti neprimo imeérnou své tloustce? Vv vody pod ledem zanedbdvdme a tep-
lotu okolniho prostredi povazZujme pro jednoduchost za konstantni.

(Gabajova, 2019, data CHMU)

Resent:

Oznacme tloustku ledu v case ¢ (méfeno v hodindch) jako x(t). Pocatek
t = 0 stanovme na ¢as 10:00. Zménu tloustky ledu muZeme zapsat pomoci
diferencidlni rovnice

de K
dt =z
dx
— =K.
T

Integraci postupné dostavame

/:m’(t)dt:K/ldt

/xdx:K(t—i-c)
x—2:K(t—|—c).

2
Obecné feseni pak je ve tvaru

x(t) = 2K(t+c), te(—o0,—],

kde vzhledem k tani ledu je K < 0 a ¢ € R je libovolna konstanta.
Ze zadani nam plynou dvé pocatecni podminky v 10 a v 11 hodin

z(0) = 25, z(1) = 23.
Dosazenim do prvni z nich dostaneme

2K ¢ = 625. (3.2)
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Ze druhé pocatecni podminky vyjadiime

2K (1 + ¢) = 529.

Rovnice od sebe odec¢teme a dostaneme
—K =625 — 529

K = -96.

Dosazenim do rovnice (3.2) ziskdme

to+c= 02
0TTT oK
625
= —
2K
624
c=——
—192
13
c=—.
—4

Dostavame tak konkrétni reSeni ve tvaru

13 13
1) =4/—192 |t — — t< —.
() \/ (-5) 1=

7 tohoto tvaru je zirejmé, ze led za danych okolnosti kompletné roztaje za
t = 13/4 hodiny. To je za 3 hodiny 15 minut, k ¢emuz dojde ve 13 hodin
15 minut.

Na hranici bezpecéné tloustky x, = 18 cm led roztaje za dobu t;, splitujici

rovnici
13
—-192 ¢t — — | = 18.
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Postupné upravujeme

—192 (t — 1Z3> =324

13
-

ty =

173

l =

324

—192
b2 27

16 16
25

16
1, 56.

Zakaz brusleni bude muset byt vyhlasen asi v 11:30 hodin. A

20

18

16

14

12

10

Zakaz = (1.9625, 18)

Roztani = (3.25, 0)

0 0.5 1 15 2

-
25 3 35 4

Obréazek 3.4: Tloustka ledu v cm v zévislosti na ¢ase (méfeno v hodindch

od 10:00); Archiv autora
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Priklad 3.1.4 Ve Francii maji povoleny limit zkuSeni neprofesiondlni ridici
0,5 %o alkoholu v krvi, Tidici hromadné dopravy a 7idici zacédtecnici jen
0,2 %o. Z lidského organismu se alkohol odbourdvd rovnomérné, kaZdou ho-
dinu se ho rozlozi 10 az 15 %. Po shlédnuti fotbalového zdpasu vyrazil Pierre
autem ze sportovniho baru domu. Ve 23:00 hodin ho zastavila policejni hlidka
nameérila mu 0,45 %o alkoholu v krvi. Vzhledem k povolenému limitu ho pus-
tila ddl.

Muze Pierre jako tidi¢ autobusu nastoupit na ranni sménu v 5:00 hodin
rano? Pokud ne, v kolik hodin hladina alkoholu klesne na povoleny limit?

Vzhledem k jeho postavé je rychlost odbourovdni alkoholu 10 %.

(Dittrich, 2019)

Reseni:

Ozna¢me mnozstvi alkoholu v krvi v ¢ase t (méfeno v hodindch) jako A =A(t),
povolené mnozstvi alkoholu pro neprofesni tidice jako Ay a pro profesni
fidice jako Ap. Protoze se v Pierrové ptripadé alkohol odbourava rovnomérné
a rozlozi se ho 10 % za hodinu, muzeme pro jeho aktudlni mnozstvi alkoholu
v krvi psat diferencidlni rovnici

dA
— =—0,1A.
dt ’

Postupnym feSenim metodou seperace proménnych dostavame

A/

— =-0.1

A 0
Al
—dt= [ —0,1dt
A / 0
dA
7:—0,1t+0

InA=-0,1t+c¢
A= e—O,lt—i—c

A= 01670,11?'

Obecné feseni rovnice je tedy
At) = e tEeR, (3.3)

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
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Ze zadani ndm plyne pocatecni podminka A(0) = Ap = 0, 2, kterou jsme
pritadili okamziku poklesu hodnoty alkoholu v krvi na povoleny limit pro
fidice autobusu.

Diky ni vyjadiime konstantu c;

0,2 = cre?
O, 2= Cq1.
Konkrétni feSeni rovnice tedy je
A(t) =0,2e7%" t e R, (3.4)

Pierr smi nastoupit na sménu po uplynuti doby ¢y. Pti jeho rychlosti
odbouravani c¢; = 0, 2 se snizi hodnota alkoholu v krvi z namétrenych
A, = 0,45 na povolenych Ap = 0,2 za dobu ty. Tato doba musi spliovat
rovnici

A(—ty) = A,.

Po dosazeni do (3.4) dostavdme
Apeo,ltN — AT7

odkud vyjadiime ty jako

eO,ltN — ﬁ
Ap
AT‘
0, 1tN =1In AP
Ar
tN =101n AP
ty =101n2,25
ty =8, 1.

Doba odbouravani je delsi nez zbyvajicich 6 hodin do nastupu na ranni
sménu. Pierre musi prichod do prace odlozit. Ridit autobus smi az po sedmé
hodiné rano. A

95



0:45
Namereno = (-8.1093021659275, 0.4500000001694)

04

0:35

S =(-2.1093021659275, 0.2469652363353)

n:2

015

04

0:05

-2 -8 -4 -2 0 2 4 ] g 10
Obrazek 3.5: Mnozstvi alkoholu v krvi. Na vodorovné ose ¢as méteny v ho-

dindch, pocatek nastaven na povolenou hladinu k fizeni autobusu.; Archiv
autora
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Priklad 3.1.5 Na vyhrazené cdsti skolniho pozemku osdzené jehlicnatymi
i listnatymi stromy bylo vdZenim a vipocétem zjisténo, Ze na 1 m? spadne
8 kg jehlici a listi za rok. Na zdkladé konzultace s odborniky z katedry botaniky
stanovme, Ze se kazdy rok rozlozi 20 % spadané hmoty.

Pracovnici technickych sluzeb misto peclive uklidili. Jaké mnoZstvi hmoty
bude na pozemku za 3, 5, 10 let? K jaké hodnoté se bude blizit mnozstvi na-
padané hmoty, pokud se nebudeme o $kolni pozemek nikdy starat?

(Katedra botaniky, 2020 a vlastni méfeni)

Resent:

Ozna¢me hmotnost list{ a jehli¢i v case t (méfeno v letech) jako m = m(t).
Vime, Ze se kazdorocné rozlozi 20 % listi. A proto mnozstvi spadané hmoty
splnuje diferencialni rovnici

d

an_ prirustek — ubytek
dt

dm

— =8-0,2
dt e
m =8—0,2m.

Jelikoz se jednd o nehomogenni rovnici, vyfesime nejprve odpovidajici tilohu
homogenni

m +0,2m =0
m' = —0,2m
mg(t) = e, teR,

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Vime, Ze feseni nehomogenni tlohy hleddme ve tvaru

m(t) = mg(t) + mp(t).

Pomoci metody neurcitych koeficientu budeme hledat konstatni partikularni
feseni nehomogenni rovnice mp(t). Pro mp = A je m’, = 0,

0+40,2m =8
0,24 =38
8

0,2

A = 40,
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Tim dostdavame obecné feseni nehomogenni rovnice
m(t) = cre” " + 40.

Ze zaddni ndm plyne pocateéni podminka m(0) = 0. Diky ni vyjadiime
konstantu ¢;.

0= C1 +40
CcCl = —40.

Nésledné ziskdme konkrétni feSeni rovnice
m(t) = —40e"" + 40.

Déle nés zajim4, kolik listi a jehli¢i bude na skolnim pozemku za 3 roky, 5 let
a 10 let. V piipadeé tii let fesime tlohu

m(3) =x
= —40e %3 + 40
= —40e %% + 40
v =—40(e "% —-1)
x = 18, 05.

V pripadé péti let fesime ilohu

m(b) =x
= —40e7%%% + 40
x = —40e~ ! 4+ 40
r=—40(e ' —1)
x = 25,28.

Pro deset let fesime tlohu

m(10) =z
r = —40e”%*1% 1 40
x = —40e"* + 40
r=—40(e* - 1)
x = 34,59.
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Potiebujeme-li znat, k jaké hodnoté bude mnozstvi hmoty konvergovat s ros-
toucim ¢asem, musime vypocitat limitu

lim (—e™ + 40) = 40,

t—o00

protoze prvni ¢len konverguje k nule.

Za tii roky bude na gkolnim pozemku asi 18,05 kg hmoty na jeden m?. Za
pét let bude na pozemku asi 25,28 kg hmoty na jeden m?. Za deset let bude
na pozemku asi 34,59 kg hmoty na jeden m?. S roustocim casem se bude
mnozstvi hmoty pfiblizovat hodnoté 40 kg hmoty na jeden m?. A

40

35

roky10 = (10, 34.5865886705355)

30

25
roky5 = (5! 25.2848223531423)

20

roky3 = (3, 18.0475345562389)
15

10

2

Obrazek 3.6: Mnozstvi spadané hmoty v kg na jeden m?*, na vodorovné ose

cas vyjadreny v letech.; Archiv autora
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Priklad 3.1.6 Dwojice muzi nasla v nedeli 7. 7. 2019 u brehu Orlické pre-
hrady utonulého muze ve véku 25 let. Privoland policejni hlidka zmérila v 00:30
hodin teplotu obéti 29°C'. Zaroven duchaplné zmérila také teplotu vody, kterd
byla 14°C'. Patolog se na misto dostavil v 01:15 hodin a naméril teplotu
tela 28,13°C. I on zméril teplotu Orliku, kterd byla stdle stejnd (teplotu
vody v prehradé budeme povaZovat za konstantni, coZ rano potvrdila i vedouci
hrdze).

Kdy doslo k dmrti, pokud predpokladame, Ze zesnuly byl zdravy jedinec
s teplotou téla 36,6°C ¢ Jak se zménil zdpis casu umrti patologem, jestlize
ndslednym Setrenim bylo zjisténo, Ze utonuly mél v inkriminovany vecer ho-
recku 37,5°C'? Jaké by byly okolnosti smrti, kdyby se ukdzalo, Ze zesnuly
byl jesté v plné sile vidén ve 22:00 hodin na zdibavé? Pro jednodnoduchost
predpokladejme, Ze teplota téla klesd rychlosti primo umernou rozdilu teploty
téla a teploty okoli.

(Data CHMU.)

Reseni:

Zvolme t =ty = 0 pro dobu prvniho méteni v 00:30 hodin. Oznac¢me teplotu
téla v case t (méfeno v hodindch) jako T' = T(t). Déale ozna¢me teploty
prvniho méfeni v ¢ase ty = 0 jako Ty = 29 a teplotu méfenou patologem
o 3/4 hodiny pozdéji, tj. v case t = t; = 0,75 jako T = 28,13. Teplotu
vody oznacme Tk = 14, teplotu lidského téla T, = 36, 6 a teplotu pfi horecce
Ty = 37,5. Protoze zména teploty je pifimo umérnd rozdilu teploty téla
a okolni vody (s konstantou imérnosti k£ > 0), spliiuje aktudlni teplota téla
diferencialni rovnici

T'(t) = k(Tr — T(1)).
Jejim TeSenim metodou separace proménnych postupné dostavame
T
TR =T

T/
[ e [ra

dT
dt = kt R
/TR—T +c cc

—In|Tg = T| =kt +c
In|Tp —T| = —kt+c
Tp—T = +cie ™, ¢ #0
Th—T =—coe ™, ¢>0proT > Tg

=k
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T =Ty + coe ™.
Obecné feseni rovnice je tedy

T(t) =Tr+ce™™, teR.

Ke zjisténi konstant ¢, a k bude nutné pouzit obou nameérenych teplot. Hod-

notu ¢y uréime z pocateéni podminky 7°(0) = Ty

TOZTR+62€0
cg =Ty —1Tg
cy =29 —14 = 15.

Dalsi pocatecni podminka T'(t;) = 77 ndm umozni zjistit konstantu k

Tl = TR + 02€7kt
T1 = TR + 02673’6/4
T1 — TR = 026_3k/4

T —T
1 R _ e 3k/4

Ca
3k T, —Tgr
——=1n
4 Co
PR N )
3 Co
PR N tl)
3 Co
4. 28,13 —14 4
k:——ln—& 5 =—=In
3 15 3
k= 0,08.

Dostavame tedy konkrétni feSeni rovnice

T(t) = 14+ 15 "% ¢ € R.
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Pro vypocet ¢asu umrti musime nejprve zjistit, v jakém case teplota dana
funkef (3.5) nabyvala hodnoty teploty zivého lidského téla. Tu budeme uva-
zovat nejprve pro zdravého ¢lovéka Ty = 36,6 °C. Resime tedy rovnici

TR + @e‘ktL = TL

Cge_ktL = TL — TR

efk:tL:TL_TR
Co
T, —T
B T e —
Co
1. T, T
tp = ——In L1
k Co
100 . 36,6 — 14 25 22,6
tL_— In = ——1ln——

8 15 2 715
tr, = —5,12h = —5h 7Tmin.

Pokud predpokladédme, ze zemftely byl zdravy, zemftel piiblizné 5 hodin pred
prvnim métfenim policejni hlidkou, tedy kolem 19:30 hodin.

Analogicky zjistime dobu umrti pro jedince s horeckou zaménou teploty
Ty, za teplotu Ty = 37, 5.

1. Ty—Tg
tp=——In-2L "1
k Co
100, 37,5 —14 25 23,5
tp=——In2 o = I
8 15 2 15

tg = —5,61h = —5h 37min.

Predpokladédme-li, Zze dotyény zemftel s horeckou, zjistime, ze doba amrti byla
priblizné 5 hodin 37 minut pred méfenim policejni hlidkou. Dotyény zemfel
kratce pred 19. hodinou.

Z dosud vypocitanych hodnot vyplyva, ze byl-li doty¢ny spatien jesté
ve 22:00 hodin zivy, musely okolnosti smrti byt jiné nez utonuti. Télo mu-
selo chladnout podstatné rychleji, coz nedovolovala voda v prehradé. Lze
se tedy domnivat, Zze na misto nalezu byla mrtvola premisténa z prostiedi
vyrazné chladnéjsitho nez voda v ptrehradé. Tuto teorii potvrdili i krimina-
listé. Vysetrovani ukonéili zavérem, ze mrtvy zemifel po hadce a rvacce ve
sklepé hostince, kde se zdbava konala. /A
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38
Horecka = (-5.6353579949389, 37.49999999968)

Zdravy = (-5.1451842028753, 36.5999999972366)
36

34

32

0
PrvniMereni = (0, 29)

Doktor = (0.75, 28.13)
28

26

24

22

20

-5 -4 2 2 4

Obrazek 3.7: Teplota namérena mrtvole. Na vodorovné ose ¢as v hodinach,
pocatek nastaven na prvni méteni policejni hlidkou. Jsou vyneseny hodnoty
druhého méteni doktorem a hodnoty zdravého clovéka a ¢lovéka s horeckou.;
Archiv autora
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Piiklad 3.1.7 Uderem 11. hodiny vyndala babicka upecenou kachnu z trouby.
Kachnu pekla za stalé teploty 200 °C'. Sonddznim teplomérem byla 15 minut
po vynddni zjisténa teplota 120 °C'. Po dalsich 15 minutdch teplota klesla
na 77 °C. Predpoklddejme, Ze teplota kachny klesd rychlosti primo imérnou
rozdilu teploty kachny a teploty mistnosti.

Jakd je teplota v kuchyni? (Predpokladdme, Ze teplota byla po celou dobu
konstantni.) Za jak dlouho teplota kachny klesne na 70 °C' (tj. na optimdlni
teplotu pro podavant)?

(Vlastni data.)

Reseni:

Ozna¢me teplotu kachny v ¢ase t (méfeno v minutach) jako 7' = T(t)
a teplotu mistnosti jako Tj,. Vime, Ze teplota kachny klesa rychlosti primo
umérnou rozdilu teploty kachny a teploty mistnosti, konstantu timérnosti
ozna¢ime k > 0. Teplota kachny musi splnovat diferencialni rovnici

ar

— =—Kk(T-T
dt ( M)7

kterou budeme fesit metodou separace proménnych

T/
= -k
T —Ty
T/
dt = — [ kdt
/T—TM /
dT
= — T-T
/T—TM kt+c, v >0

T — TM = cle*kt,

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Obecné teseni rovnice ma tvar

T@t)=cre ™ +Ty, teR.

Ze zadani nam plynou tfi pocatecni podminky

T(0) =200, T(15) =120, T(30) = T77.
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S jejich vyuzitim ziskame nelinearni soustavu tii rovnic o tfech neznamych
cre” % + Ty = 200
cre” % 4+ Ty = 120
016_30k + TM =T7.

Pro zjednoduseni pouzijeme substituci Ex = e~ 1% a dostaneme

c1+ Ty =200
ClEK + TM =120
el B + Ty = 1T7.

7 prvni rovnice soustavy vyjadiime Ty, a dosadime vyraz do zbyvajicich dvou
rovnic

Ty = 200 — ¢ (3.6)
ClEK + 200 — C1 = 120
c1 B2 4200 — ¢y = T7.

Z rovnic (3.7), (3.8) vytkneme ¢

01<EK — ]_)
C1<E?( — 1)

—80 (3.9)
—123. (3.10)

Rovnici (3.10) rozlozime na sou¢in
c1(Ex — 1)(Ex +1) = —123,

Je ziejmé, Ze jeho prvni dva ¢leny jsou stejné jako leva strana rovnice (3.9),
muzeme tedy psat
—80(Fk +1) = —123.

Odtud postupné dostavame

123
Ep4+1=—=2"
K+ 80

123 80

Ep = —2 =

K780 80
43
Ep = —.
K780
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Névratem k substituci Ex = e 1% zjistime hodnotu k

B
80
43
15k = In—
130
1 43
S
F=—1pg

Z rovnice (3.9) vypocitdme konstantu ¢,

01<EK — 1) = —80

55
T B 1
80
T Ee
8080
“aT 737

C1 = 173.

Vyuzitim rovnice (3.6) lze dopocitat teplotu mistnosti

Ty =200 — ¢
Ty = 27.

Teplota mistnosti je 27 °C'.

Do schladnuti kachny na teplotu Tpr = 70°C, uplyne c¢as tp spliujici rov-
nost
T(tp) = Cleiktp + TM = Tp.

Odtud postupné vyjadiime hledany cas

Cle_ktP = Tp — TM

e_ktp _ TP - TM
(&1
Tp — T
—ktp=InL M
(&1
1 Tp — Ty
tp=——1
P K 1 )

66



po dosazeni dostavame

y 1 70 — 27
%-lng?)’ 173
y 15 | 43
=1 M
ln% 173
t=33,7.

Kachnu tedy muzeme zacit podavat v 11 hodin 34 minut. A

200
180
160

140

3 T15 = (14.9929773756125, 120.0000000000126)

100

20 T30 = (29.9869362856922, 77)

Rodavani = (33.63102, 69.9999986778708)
60

40

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Obréazek 3.8: Teplota uvnitt kachny, na vodorovné ose ¢as v minutach od
vyndéani z trouby. Carkované je vyznacena teplota mistnosti.; Archiv autora
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Priklad 3.1.8 Australskd ndrodni banka vydala vioni zhruba 50 milioni ban-
kovek s tistenou gramatickou chybou. Chyba byla objevena pul roku od vypus-
téni emise do obéhu. Diky tomu je v soucasnosti jedna pétina z celkového
poctu padesdtidolarovych bankovek chybnd. Bylo rozhodnuto, Ze banka na-
hradi chybné bankovky novymi. Predpokladad se, Ze kaZdy den australské banky
vymeni zhruba 70 miliont bankovek. Z toho je 30 milionu bankovek prdvé
v nomindlni hodnoté 50 australskych dolari.

Za jak dlouho bude vymeénéno 25 %, 50 %, 75 %, 90 % vadnijch bankovek?
Za jak dlouho bude v obéhu jen 10 % padesdtidolarovijch bankovek vadnijch?

(Stonisova, 2019)

Reseni:

Oznacéme pocet vadnych bankovek v ¢ase ¢ (méfeno ve dnech) jako V = V (t)
a pocet novych bankovek jako N = N(t). V soucasnosti, tj. v ¢ = 0 vime, ze

V(0) =50-10°, N(0) = 0.

Celkovy pocet padesatidolarovych bankovek je konstantni a roven pétinasobku
V(0), tedy

C =V(t)+ N(t) = 250 - 10°.
Vime, 7e bankami protecée denné v = 30 - 10° z nich. Zachycené vadné ban-

kovky kazdodenné vymeéni za nové. Rychlost vymeény zavisi na aktudlni hus-
toté vadnych bankovek v celkovém poctu a je proto dana vztahem

Pocet vadnych bankovek v obéhu v ¢ase ¢ (méfeno ve dnech) je dén dife-
rencialni rovnici

dV v
— = —(t) = —=V(1).
= () = — 2V ()
Tuto rovnici budeme fesit metodou separace proménnych.
dV v
—=—=V(t
dt C ®)

/“///g))dt:—/%dt

1n|V]:—%-t—|—cl, c €R.
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Odtud dostavame obecné feseni diferencialni rovnice
V(t)=Ke ¢, K R
Hodnotu K, uréime z pocateéni podminky
V(0) =K, - =50-10°
a dosazenim do obecného feseni dostaneme
V(t)=50-10°-e et =50-10°-73/% ¢ >0.

Pocet vadnych bankovek v obéhu bude klesat exponencidlneé.

Oznacme pomér vymeénénych vadnych bankovek z celkového poctu pu-
vodnich vadnych bankovek jako p. Cas t = tp, ve kterém dojde k vyméne
casti vadnych bankovek, musi splnovat rovnici

Vit,)
vy 1P

protoze v obéhu zustane ¢ast (1 — p) vadnych.
Postupnym feSenim vzhledem k ¢, dostdvame

_oy, _ (L=p)V(0)

e C —
K,
v, (1-pV(0)
Otp—ln—K,1
~ C. (1-pV(0)
tp = vln K, )

Vzhledem k tomu, Ze v nasem piipadé K; = V(0), dostdvame vzorec pro
vypocet casu vymény pozadovaného mnozstvi vadnych bankovek

C 25
t, = —;ln(l —p) = —gln(l — D).

Postupnym dosazenim dostavame
25 25
t0725 = —g 111(1 — 0, 25) = —? hl(o, 75) = 2,4,

25 25
fos = =% In(1—0,5) = =5 In(0,5) = 5,78,
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2 2
to,75 = —35111(1 —0,75) = —35 In(0,25) = 11, 55,

25 25
tog = _3111(1 —-0,9) = 3 In(0,1) = 19,19.

Dospéli jsme k zavéru, ze 25% vadnych bankovek bude vyménéno za
3 dny, 50 % za 8 dni, 75 % za 15 dni, 90 % za 25 dni.
Odpovéd na druhou otdzku budeme fesit analogicky. Jen vznikne vydéle-

nim aktualniho po¢tu vadnych bankovek celkovym poctem padesatidolarovych

bankovek
V(ty)

c
Analogickym postupem odtud vyjadiime

C. pC C. pC
tp=——In"— =——1In

v Ky v V(0)
coz pro konkrétni hodnoty ¢iselné znamena

95 0.1-250 25
fog = — 2o 2205274 A
0.1 3 TR0 3 ’

Vymena0.9 = (0.9, 19.1882091082837)

Vymena0.75 = (0.75, 11.5524530093324)

Vymena0.5 = (0.5, 5.7762265046662)

Vymena0.25 = (0.25, 2.3973506037648)

[} o1 02 03 ol 05 ols 07 olg 09 1 h 12 103 14

Obrazek 3.9: Prubéh vymény bankovek. Na vodorovné ose cas ve dnech od
prvniho dne vymeény.; Archiv autora
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Priklad 3.1.9 Sousediv rybnik Dvoristé u Obratané md rozlohu 9,6 hektari
a predpokladanou kapacitu 1500 dospélych ryb. Pred péti lety bylo do rybnika
nasazeno 50 ryb. Po prunim roce se pocet ryb v rybniku zdvojndsobil.

Kdy je dosazeno polovicni kapacity rybniku a kdy bude v rybniku 1000 ryb?
Predpokladdme konstantni rychlost mnoZeni ryb.

(Cesky rybaisky svaz, 2020)

Reseni:

Ozna¢me pocet ryb v ¢ase t (pocitano v letech) jako p = p(t), nosnou ka-
pacitu prostredi jako K a rychlost rustu jako r. Aktudlni pocet ryb je dén

diferencidlni rovnici »

(1)
p p K
kterou budeme tesit metodou separace proménnych. Postupné dostavame

/

p

=r

d
/—p —rt+c. (3.11)
p
Integral vlevo oznacme jako I

1 A B
I=| ———dp= —4+——F | dp
(1 — ﬁ) p 11— P
PUTK K
a budeme ho Tesit pomoci parcidlnich zlomkt

1=A(1-2)+ B

s neznamymi A, B € R.
Pro p = 0 mame

1=A4-1+0
A=
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Pro p = K méme

1=A-04+B-K
1

B

?.
Integral I tedy vyjadiime jako

A B 1 1 1 1
[ (b ta) - o] o [
=% K(1-%)

p
nlp| —In|K —p|=In %

Zpétnym dosazenim do (3.11) dostdvame

In

=rt+c, prope€ (0, K),
e ‘ pro p € ( )
coz postupné upravime

= ert

K—p
p=cie (K —p)
0=cie"K —ciep—p
0=cie"K —p(cie™ +1)
—c1e""K = —p(cie™ + 1)

e K
cet+1 P

K —
et 1 P

Obecné teseni diferencialni rovnice je tedy

K
t>0.

= ——
p(t) et 417 T
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Diky pocatecni podmince p(0) = 50 =: py vyjadiime konstantu c¢;

K =50
(cremt+1)
K
—— =50
(1€ +1)
K 50
(a+1)
K = 50c¢; + 50
K —50 .
50
K —po
=C.
Po
Konkrétni feSeni rovnice je tedy
K
p(t) = ,
K —
|
Po
coz lze upravit jako
K
t) =
Po
Kp
p(t) -

"~ po+ (K —po)e Tt
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Poznamenejme, ze toto feseni je pro 0 < py < K definovano na celém R.
Vime, ze pocet ryb se po prvnim roce zdvojnasobil, ¢ili muzeme psat
_ Kpo

po+ (K — po)e 1

p(l) = 2p07

odkud vyjadiime koeficient rustu r

K

=2
po+ (K —po)e

K =2py+2(K —pg)e™"

K_2p0 . _-r
2(K —Po)
1 K —2py
n——m——=-—r
2(K —po)
r=1In —Q(K — o)
K —2pg
2(1500 — 50)
r=ln————=
1500 — 100
2900
r=In——
1400
| 29
r=In—.
14
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Dalsim tikolem bylo zjistit, kdy bude v rybniku 750 ryb
rovnici

. Musime tedy vytesit

K
) =—
p(t) = 5
K K
T _
i P 2
Do
K —
2= — ety
Do
K —
Do
po= (K —po)e ™
Po _ G_Tt
K —po
Pbo
In = —rt
K —po
K —
rt =1In Po
Po
1. K-
t=-1In Po
r Do
L 1 1 1500 — 50
e ST
14
t = 1 In 29
29
In —
14
t=4,62
V rybniku bude 750 ryb asi za 4,62 roku. A
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V dalsi ¢asti tiloha zjistuje, za jak dlouho bude v rybniku 1000 ryb. Tento
pocet odpovidd 2/3 kapacity rybnika. Musime tedy vyfesit rovnici ve tvaru

2K
p(t) = 3
K B 2K
o _ =
2P0y 3
Do
K —
S_K oo,y
2 Po
1 . K — Do ot
— = — ¢
2 Po
@ — (K_po)e—rt
2
Po —rt
—_— =
2(K —po)
Po
In———— = —rt
Q(K—po)
20K —
rt =In ( Po)
Po
1. 2(K —
r Do
1 2(1500 — 50)
t = 1 59 In 0
n_
14
t= 1 In 58
~ g™
In —
14



t =5, 58.

Priblizné za 5,58 roku se v rybniku namnozi pozadovany pocet ryb. A

1500
1400
1300
1200
1100
ryb1000 = (5.5757049490281, 1000.0000000153796)
1000
a00
800
ryb750 = (4.6238915249194, 749 9999999999997)
700
600
500
400
300
200
100
& 1yb50 = (0! 50)
0 10 20 30 40

Obrazek 3.10: Vypocitany prubéh poc¢tu ryb v rybniku. Na vodorovné ose
cas v letech od vysazeni.; Archiv autora
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Kapitola 4
Zaveér

Tato diplomova prace méla za hlavni cil vytvoreni souboru konkrétnich pti-
kladu, kterymi si uzivatel sbirky muze rozsitit zdsobu procvicovacich tloh
z oblasti integralniho poctu a diferencialnich rovnic. Zaroven byl pii vybéru
kladen duraz na netypicnost a nestandardnost slovnich tloh, se kterymi se
vsak specifické skupiny osob mohou i v bézném ¢i pracovnim zivoté setkat.

Prvni cast prace, s ulohami z oblasti integralniho poctu, je rozdélena
do podkapitol sefazenych podle vlastnich kritérii. Piiklady vedly k pfimym
vypoctum s vyuzitim standardniho aparatu feseni integralu. Tyto tlohy jsou
zajimavé predevsim interpretaci, kterou predstavuji tvary a obsahy ploch
vymezenych zadanim. Neméné zajimavé jsou svym fesenim tlohy vyuzivajici
integraly k odvozeni vzorcu pro obsahy obrazcu, nebo povrchu ¢ objemu
zakladnich typu téles. Ijlohy posledni podkapitoly této ¢asti byly inspirovany
zivotni zkusenosti s kazdodennim uzivanim 1éku osoby blizké rodiny. Proto
jsem se po konzultaci s osobou z 1ékaiského odborného prostiedi ponotil do
zevrubného probadani zpusobu vstiebavani 1é¢ivé latky a pokusil se, na rozdil
od mnoha jinych pacientu podstupujicich 1écby, najit matematické reseni této
pomérné bézné zivotni situace.

V druhé c¢asti, zamérené na neobvyklé priklady vyuzivajici diferencialnich
rovnic, jsou prezentovany vyhradné slovni ilohy, u nichz bylo tfeba nejprve
slovni text prevést do matematického jazyka a néasledné, povétsinou stan-
dardnimi metodami, vytesit diferencidlni rovnici. Velmi naro¢ny byl vybér
vhodnych slovnich tloh, ackoliv bézny zivot pfindsi mnoho situaci, pro které
by se na prvni pohled nabizelo feSeni zvolenym matematickym aparatem
diferencialnich rovnic. Po hlubsim zamysleni jsem vsSak dospél k zavéru,
ze v mnoha ptipadech je konkrétni jev ovlivnén velkym mnozstvim fak-
toru a okolnosti, které nelze do vypoétu zahrnout a které by teoreticky
vypocitany vysledek znacné zkreslovaly. Proto takové tilohy nebyly do sbirky
uloh zatazeny. I v pouzitych tulohach musi byt nékdy pfistoupeno k jisté
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mife idealizace bézné situace, tak, aby okolnosti odpovidaly parametrum pro
pouziti diferencialnich rovnic.

Priklady jednotlivych okruhu diplomové prace mohou byt piinosné a obo-
hacujici nejen pro studenty ruznych matematickych oboru, ale mohou rozsirit
obzory védomosti i vyucujicim danych predméti, nebo byt zajimavym dopli-
kem informaci pro odborniky z oboru lékarstvi, soudniho znalectvi ¢i ochrany
zivotniho prostiedi.

Psani diplomové prace bylo rozhodné pirinosem i pro mé samotného. Sa-
mostudiem odborné literatury jsem si prubézné rozsifoval znalosti proble-
matiky integralniho poctu a diferencialnich rovnic. Tvorba diplomové prace
a promysleni variant slovnich tiloh ve mné vzbudila potiebu hlubsiho poznani
zakonitosti a jevu z jinych obortu a profesi. Proto jsem se setkal s osobnostmi
z oblasti lékarstvi, ustavu biologie ¢i rybarstvi, které rozsitili mé, doposud
velmi strohé védomosti o 1é¢ivech, preméné rostlinné hmoty v humus, nebo
o potfebach vysazovani ryb do nasich stojatych vod.

Uloha o tloustce ledu, jeho odtavani a bezpecnosti provozovani zimnich
sporti na prehradach by v budoucnu mohla presahnout hranice nad ramec
moji diplomové prace a stat se podkladem pro hlubsi prostudovani proble-
matiky. Mohla by se tak stat pifinosem nejen pro provozovatele odpovédné
za bezpecnost navstévnika, vodohospodére, ale i vodni zachranare.
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