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Prohlašuji, že v souladu s § 47b zákona č. 111/1998 Sb. v platném zněńı
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Anotace
Hlavńım tématem diplomové práce je vytvořeńı sb́ırky vybraných řešených
zaj́ımavých úloh určených pro rozšǐruj́ıćı výuku seminář̊u matematiky na
středńıch školách, př́ıpadně jako doplňková literatura student̊um rozličných
obor̊u vysokých škol.

Prvńı část pojednává o možnostech aplikaćı integrálńıho počtu v úlohách
z běžné praxe. Specifická témata některých úloh jsou využitelná i v oblastech
odborných kruh̊u.

Druhá část práce se zaměřuje na matematicky řešené úlohy, jejichž pře-
dlohou jsou výjimečné nastalé okolnosti z běžného života. Ćılem každého
př́ıkladu je sestaveńı obyčejné diferenciálńı rovnice, stanoveńı počátečńıch
podmı́nek, dořešeńı rovnice a konfrontace se zadáńım úlohy.

Annotation
The main topic of the Thesis is the creation of a collection of selected sol-
ved interesting tasks intended for expanding the teaching of mathematics
seminars at secondary schools, or as supplementary literature for students of
various fields of university.

The first part deals with the possibilities of applications of integral cal-
culus in problems from common practice. Specific topics of some tasks can
also be used in areas of professional circles.

The second part of the Thesis focuses on mathematically solved pro-
blems, based on exceptional circumstances from everyday life. The goal of
each example is to compile an ODE, determine the initial conditions, solve
the equation and confront the task.



Poděkováńı
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Kapitola 1

Úvod

Moderńı doba se společnost́ı vyspělou v mnoha oblastech před nás stav́ı
nejr̊uzněǰśı úkoly. Zároveň vzniká potřeba hledat odpovědi na otázky řeš́ıćı
d̊usledky pokrokového zp̊usobu života. Leckteré situace se pro laiky mohou
stát neřešitelnými. Mnoho z nich však s využit́ım dávno objevených pravidel
a zákonitost́ı matematiky vyřešit dokážeme.

Prvotńım impulzem pro výběr námětu této práce se stala moje záliba
v detektivńıch př́ıběźıch. Inspirovaly mě vyobrazené myšlenkové pochody kri-
minalist̊u i odborné metody, kterými se snaž́ı př́ıpady vyřešit. Jejich úvahy
mě přivedly k myšlence rozvinout objasněńı detektivńıho př́ıpadu matema-
tickou cestou, která v žádné z detektivńıch knih popsána neńı.

Problematika životńıch situaćı, které můžeme popsat matematicky a naj́ıt
jejich matematické řešeńı, se stala podkladem pro téma této diplomové práce.
Velkou inspiraćı pro volbu př́ıklad̊u byl i kurz Diferenciálńıch rovnic.

Ćılem diplomové práce je vytvořit sb́ırku řešených př́ıklad̊u z integrálńıho
počtu a diferenciálńıch rovnic. Výběr zadáńı př́ıklad̊u se ř́ıd́ı hlavně zaj́ıma-
vost́ı postup̊u řešeńı. Diplomová práce si neklade za ćıl vytvořeńı ucelené
učebnice s výkladem teorie, ale sṕı̌se praktickou sb́ırku vybraných zaj́ımavých
př́ıklad̊u a možných zp̊usob̊u jejich řešeńı.

Stěžejńımi částmi práce jsou dvě kapitoly. V Kapitole 2 je prezentována
řada zaj́ımavých př́ıklad̊u využ́ıvaj́ıćıch při řešeńı integrálńıho počtu a jeho
aplikaćı. V této kapitole jsou spoč́ıtány integrály pomoćı substitučńıch me-
tod, pomoćı metody per partes a integrály, které vedou ke známým vzorc̊um
pro objem a obsah některých geometrických útvar̊u. Kapitola 3 se zaměřuje
na úlohy z aplikaćı obyčejných diferenciálńıch rovnic. Jsou v ńı studovány
slovńı úlohy z r̊uzných životńıch situaćı, jejichž matematická formulace vede
na počátečńı úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Tyto rov-
nice jsou následně řešeny známými prostředky diferenciálńıho a integrálńıho
počtu. Řešeńı většiny úloh je doplněno obrázkem s grafem znázorňuj́ıćım da-
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nou situaci.
Předpokladem k porozuměńı úloh nab́ızených v této sb́ırce je znalost

základ̊u integrálńıho počtu podle Daněčka (2006), Mayerové (2006), Sam-
kové (2011). Předchoźı osvojeńı si postup̊u diferenciálńıho počtu, obyčejných
diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu a jejich počátečńıch úloh v rozsahu po-
psaném Edwardsem (2008), Krajcem (2012), Kurzweilem (1978) je kĺıčem
k úspěšnému dořešeńı úloh vytvořených pro tuto sb́ırku. Vzhledem k typ̊um
aplikaćı slovńıch úloh v Kapitole 3 předpokládáme dále u čtenáře sb́ırky lo-
gický úsudek a schopnost sestavit ze zadáńı ve finále mnohdy jednoduchou
diferenciálńı rovnici, jej́ıž řešeńı je pak pouhým rutinńım postupem známým
z kurzu o Diferenciálńıch rovnićıch.

Nalézti př́ıklady, které přesně koṕıruj́ı situace z reálného života a jsou
zároveň spočitatelné, je poměrně obt́ıžným úkolem. Pro potřeby práce jsou
tedy některé př́ıklady upraveny tak, abychom mohli dospět k jejich matema-
tickému řešeńı, ale přitom tak, aby neztratily úzkou provázanost s reálnou
situaćı.

Předkládaná práce může posloužit jako rozšǐruj́ıćı sb́ırka námět̊u pro
učitele zabývaj́ıćı se touto oblast́ı matematiky nebo student̊um prohlubuj́ıćım
si své základńı znalosti tématu a daľśım zájemc̊um z řad odborné veřejnosti.

Práce byla vysázena systémem LATEX, obrázky nakresleny programem
GeoGebra.
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Kapitola 2

Aplikačńı úlohy řešené pomoćı
integrál̊u

V této kapitole budeme řešit praktické úlohy vedoućı na výpočet integrálu.
K jejich řešeńı budeme využ́ıvat známých metod integračńıho počtu. Jde
předevš́ım o integraci metodou per partes a pomoćı metody substituce. Pro
tyto metody je nezbytná platnost následuj́ıćıch vět převzatých z Mayerové
(2006).

Pro neurčitý integrál
(Metoda per partes.) Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı derivaci na intervalu

I. Pak plat́ı ∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx,

pokud aspoň jeden z integrál̊u v předchoźım vzahu existuje.
(Metoda substituce.) Necht’ funkce f(u) má na otevřeném intervalu J

primitivńı funkci F (u), funkce ϕ(x) má derivaci na otevřeném intervalu I
a pro libovolné x ∈ I je ϕ(x) ∈ J . Pak má složená funkce f [ϕ(x)]ϕ′(x) na
intervalu I primitivńı funkci a plat́ı∫

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx = F [ϕ(x)] + c.
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V levém integrálu rovnosti nahrad́ıme za funki ϕ(x) proměnnou u a za
výraz ϕ′(x) dx diferenciál du. Můžeme tedy psát∫

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∣∣∣∣ ϕ(x) = u
ϕ′(x) dx = du

∣∣∣∣ =

∫
f(u) du,

kde do výsledné pravé strany muśıme dosadit p̊uvodńı proměnnou,
tj. u = ϕ(x).

Pro určitý integrál
(Metoda per partes.) Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı na intervalu < a, b >,

a < b, derivace u′(x) a v′(x), které jsou na tomto intervalu integrovatelné.
Pak plat́ı ∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

(Metoda substituce.) Necht’ funkce f(t) je spojitá na intervalu < a, b >,
a < b. Necht’ funkce ϕ(x) má derivaci ϕ′(x) na intervalu < α, β >, α < β,
která je na tomto intervalu integrovatelná. Dále necht’ plat́ı a ≤ ϕ(x) ≤ b pro
x ∈< α, β > (tedy ϕ zobrazuje interval < α, β > do intervalu < a, b >). Pak
plat́ı, že ∫ β

α

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(t) dt.

(Mayerová, 2006)
Dodejme, že splněńı předpoklad̊u těchto vět bylo u všech uvedených

př́ıklad̊u ověřeno. Tuto skutečnost již u každého př́ıladu zvlášt’ neopakujeme.
Zd̊urazněme, že všechny funkce jsou na uvažovaných integračńıch obo-

rech spojité a omezené, proto integrály existuj́ı a jsou konečné. Funkce jsou
na těchto intervalech spojitě diferencovatelné, proto lze metodu per partes
použ́ıt. Substitučńı funkce jsou na uvažovaných intervalech ryze monotónńı,
diferencovatelné a proto korektńı pro věty o substituci.
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2.1 Obsah plochy pod křivkou

Př́ıklad 2.1.1 Záhon připomı́naj́ıćı obdélńık má délku 9 m a š́ıřku popsa-

nou funkćı f(x) =

√
x+ 1√
x+ 2

. Kolik konv́ı vody na jeho rovnoměrné zalit́ı

spotřebujeme, když v́ıme, že jedna konev nám vystač́ı na 1,4 m2?

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Nejprve zjist́ıme plochu pozemku S, což je určitý integrál

∫ 9

0

√
x+ 1√
x+ 2

dx.

S =

∫ 9

0

√
x+ 1√
x+ 2

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t =
√
x

dt = 1
2
√
x

dx

2t dt = dx
0 7→ 0
9 7→ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 3

0

t+ 1

t+ 2
· 2t dt

po vyděleńı zlomk̊u dostaneme

= 2

(∫ 3

0

t− 1 dt+ 2

∫ 3

0

1

t+ 2
dt

)
= 2

[
t2

2
− t
]3
0

+ 4 [ln |t+ 2|]30

= 2

(
9

2
− 3− 0 + 0

)
+ 4 ln 5− 4 ln 2

= 2 · 3

2
+ 4 ln

5

2

= 3 + 4 ln
5

2
.
= 6, 67.
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Plocha pozemku je asi S = 6, 67m2. Na jej́ı zalit́ı budeme potřebovat

6, 67

1, 4
.
= 4, 76.

Na zalit́ı záhonku je potřeba asi 5 konv́ı. 4

Obrázek 2.1: Záhonek; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.2 Je potřeba zrestaurovat v́ıko cembala. Jaká bude celková cena
opravy, účtuje-li si restaurátor 150 Kč za 1 dm2. Výška v́ıka je dána funkćı

f(x) =
1

1 + 3 cos2 x
a š́ıřka je

π

2
m.

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

Plocha v́ıka je určitý integrál

∫ π
2

0

1

1 + 3 cos2 x
dx.

S =

∫ π
2

0

1

1 + 3 cos2 x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tanx
dt = 1

cos2 x
dx

dx = 1
1+t2

dt

cosx = 1√
1+t2

cos2 x = 1
1+t2

0 7→ 0
π
2
7→ +∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞
0

1

1 + 3
1+t2

· dt

1 + t2

=

∫ ∞
0

1

1 + t2 + 3
dt =

∫ ∞
0

1

4 + t2
dt

=

∫ ∞
0

1

4(1 + ( t
2
)2)

dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u = t

2

du = 1
2

dt
2u du = dt

0 7→ 0
∞ 7→ ∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

4

∫ ∞
0

1

1 + u2
2 du =

1

2

∫ ∞
0

1

1 + u2
du

=
1

2
[arctanu]∞0 =

1

2

(π
2
− 0
)

=
π

4
.
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Plocha v́ıka je S =
π

4
.
= 0, 79 m2 = 79 dm2. To odpov́ıdá ceně

79 · 150 = 11850 Kč.

Za restauraci v́ıka zaplat́ıme 11850 Kč. 4

Obrázek 2.2: Vı́ko cembala; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.3 V divadle maj́ı kulisu, kterou je potřeba natř́ıt. Jedna strana

bude zelená, druhá modrá. Kulisa je popsána grafem funkce f(x) =
1

1 + 3 cos2 x
na intervalu (0, π). Jednotková cena modré barvy je 180 Kč za m2 a cena ze-
lené barvy je 160 Kč za m2. Tloušt’ku kulisy zanedbáváme. Kolik Kč zaplat́ıme
za jej́ı natřeńı?

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

Zjist́ıme plochu jedné strany kulisy. Ta je dána jako určitý integrál∫ π

0

1

1 + 3 cos2 x
dx.

Určitý integrál je podobný integrálu z Př́ıkladu 2.1.2, který má jen jinou
horńı mez. Vzhledem k symetrii funkce f(x) = cos2 x můžeme psát

S =

∫ π

0

1

1 + 3 cos2 x
dx = 2

∫ π
2

0

1

1 + 3 cos2 x
dx = 2 · π

4
=
π

2
.

Plocha jedné strany kulisy je S =
π

2
.
= 1, 57 m2.

Zelená p̊ulka bude stát 1, 57 · 160 = 251, 2 Kč a modrá p̊ulka bude stát
1, 57 · 180 = 282, 6 Kč, dohromady

251, 2 + 282, 6 = 533, 8.

Za natřeńı celé kulisy zaplat́ıme 534 Kč. 4

Obrázek 2.3: Kulisa; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.4 Stojna pod U-rampu je dána funkćı f(x) =
1

sinx+ 1
na in-

tervalu (0, π). Je potřeba oboustranné ošetřeńı všech 10 stojen ochrannou bar-
vou. Kolik plechovek muśıme koupit, když v́ıme, že jedna vystač́ı na 1,6 m2

plochy?

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

Plocha jedné strany jedné stojny je určitý integrál

∫ π

0

1

sinx+ 1
dx.

S =

∫ π

0

1

sinx+ 1
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tan x
2

x
2

= arctan t
x = 2 arctan t
dx = 2

1+t2
dt

0 7→ 0
π 7→ ∞

sinx = 2 sin x
2

cos x
2

sinx = 2t
1+t2

cosx = cos2 x
2
− sin2 x

2

cosx = 1−t2
t2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∫ ∞
0

1

1 + 2t
1+t2

· 2 dt

1 + t2

=

∫ ∞
0

2

2t+ 1 + t2
dt =

∫ ∞
0

2

t2 + 2t+ 1
dt

=

∫ ∞
0

2

(t+ 1)2
dt = 2

∫ ∞
0

(t+ 1)−2 dt

= 2

[
(t+ 1)−2+1

−2 + 1

]∞
0

= 2

[
(t+ 1)−1

−1

]∞
0

= −2

[
1

t+ 1

]∞
0

=

[
−2

t+ 1

]∞
0

= lim
t→∞

(
−2

t+ 1

)
− −2

1

= 0 + 2 = 2
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Celková plocha jedné stojny je S = 2 · 2 = 4 m2, plocha 10 stojen je 40 m2.
K jejich natřeńı budeme potřebovat 40/1, 6 = 25 plechovek.

K natřeńı všech stojen muśıme koupit 25 plechovek barvy. 4

Obrázek 2.4: Stojna pod U-rampu; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.5 Je třeba vyasfaltovat část opravovaného chodńıku v š́ıřce
π

3
m.

Druhý rozměr je popsán funkćı f(x) =
sinx+ 1

cosx+ 1
. Kolik kilogram̊u asfaltu

bude potřeba k vyspraveńı chodńıku, chceme-li položit asfaltovou vrstvu ve
výšce 10 cm? Hustota asfaltu je 1300 kg/m3.

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

Plocha opravované části chodńıku je určitý integrál

∫ π
3

0

sinx+ 1

cosx+ 1
dx.

S =

∫ π
3

0

sinx+ 1

cosx+ 1
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tan x
2

x
2

= arctan t
x = 2 arctan t
dx = 2

1+t2
dt

0 7→ 0
π
3
7→ tan π

6
= 1√

3

sinx = 2 sin x
2

cos x
2

sinx = 2t
1+t2

cosx = cos2 x
2
− sin2 x

2

cosx = 1−t2
t2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∫ 1√
3

0

2t
1+t2

+ 1
1−t2
t2+1

+ 1
· 2

1 + t2
dt

=

∫ 1√
3

0

2t+ 1 + t2

1 + t2
· t2 + 1

1− t2 + t2 + 1
· 2

1 + t2
dt

=

∫ 1√
3

0

(t+ 1)2

2
· 21 + t2 dt =

∫ 1√
3

0

t2 + 2t+ 1

t2 + 1
dt

=

∫ 1√
3

0

t2 + 1

t2 + 1
dt+

∫ 1√
3

0

2t

t2 + 1
dt

= [t]
1√
3

0 +

∣∣∣∣∣∣
u = 1 + t2

du = 2t dt
0 7→ 1 1√

3
7→ 4

3

∣∣∣∣∣∣ = [t]
1√
3

0 +

∫ 4
3

1

du

u

=
1√
3

+ [ln |u|]
4
3
1 =

1√
3

+ ln
4

3
− ln 1 =

1√
3

+ ln
4

3
.
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Plocha je S = 1√
3

+ ln 4
3

.
= 0, 87 m2. To při uvažované výšce 0, 1 m znamená

objem V = 0, 087 m3. Po vynásobeńı hustotou dostáváme 0, 087 · 1300 =
113, 1 kg asfaltu.

K opravě chodńıku bude potřeba asi 113 kg asfaltu. 4

Obrázek 2.5: Vyasfaltováńı chodńıku; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.6 Pokud bychom bazén 10krát zmenšily v každ́ım směru, bylo
by jeho dno popsáno funkćı f(x) = sin

√
x na intervalu (0, 1). Určete jeho

objem, když je bazén ve skutečnosti hluboký 1,6 m.

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Plocha dna zmenšeného bazénu je určitý integrál

∫ 1

0

sin
√
x dx.

S =

∫ 1

0

sin
√
x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t =
√
x

dt = 1
2
√
x

dx

2t dt = dx
0 7→ 0
1 7→ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1

0

sin t · 2t dt

= 2

∫ 1

0

t sin t dt =

∣∣∣∣ u = t v′ = sinx
u′ = 1 v = − cos t

∣∣∣∣
= 2

(
[− cos t · t]10

)
+

∫ 1

0

cos t dt

= 2
(
[− cos t · t]10 + [sin t]10

)
= 2 (− cos 1 + 0 cos 0 + sin 1− sin 0)

= 2 (sin 1− cos 1) .

Plocha dna 100krát zmenšeného bazénu S = 2 (sin 1− cos 1)
.
= 0, 6 m2. Plo-

cha dna skutečného bazénu je 100 · S = 60 m2. Což při výšce 1, 6 m dává
objem

V = 1, 6 · 100S = 160S = 96 m3.

Objem bazénu je 96 m3. 4

14



Obrázek 2.6: Hotelový bazén; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.7 Pro slavnostńı vypuštěńı nově vyrobené lodi z doku je potřeba
nastř́ıkat barvou 16 stojen trupu lodě. Kolik litr̊u barvy bude potřeba, v́ıme-li,
že jeden litr vystač́ı na pokryt́ı 3 m2. Tvar jedné stojny je na jej́ı š́ıřce 1 m
popsán funkćı f(x) = e−

√
x.

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Plocha jedné strany jedné stojny je určitý integrál

∫ 1

0

e−
√
x dx.

S =

∫ 1

0

e−
√
x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t =
√
x

dt = 1
2
√
x

dx

2t dt = dx
0 7→ 0
1 7→ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1

0

e−t2t dt

= 2

∫ 1

0

e−tt dt =

∣∣∣∣ u = t v′ = e−t

u′ = 1 v = −e−t
∣∣∣∣

= 2
([
−te−t

]1
0

)
−
∫ 1

0

1 · (−e)−t dt

= 2
(

(−e−1 − 0)−
[
e−t
]1
0

)
= 2

(
−1

e
− e−1 + 1

)
= 2

(
1− 2

e

)
.

Plocha jedné strany jedné stojny je S = 2
(
1− 2

e

) .
= 0, 53 m2. Vzhledem

k počtu 16 stojen bude potřeba natř́ıt celkovou plochu

P = 32S = 32 · 0, 53
.
= 16, 96 m2.

Na tuto akci budeme potřebovat 16, 96/3
.
= 5, 65 litr̊u barvy.

K natřeńı všech stojen z obou stran bude potřeba asi 6 litr̊u barvy. 4
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Obrázek 2.7: Stojna boku lodi; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.8 Kř́ıdlo modelu historického letadla má š́ıřku 8 dm. Obě kř́ıdla
je třeba potáhnout plátnem postupně v pěti vrstvách ale pouze z vrchńı strany.
Kolik plátna spotřebujeme na potažeńı obou kř́ıdel, v́ıme-li, že kř́ıdlo je v celé
jeho š́ıřce popsáno funkćı f(x) = e

3√x?

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Potažeńı jednoho kř́ıdla jednou vrstvou plátna je dáno určitým integrálem∫ 8

0

e
3√x dx.

S =

∫ 8

0

e
3√x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = 3
√
x

dt = 1
3
x−

2
3 dx

dt = 1

3
3√
x2

dx

3t2 dt = dx
0 7→ 0

1 7→ 3
√

8 = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2

0

et · 3t2 dt

= 3

∫ 2

0

t2et dt =

∣∣∣∣ u = t2 v′ = et

u′ = 2t v = et

∣∣∣∣
= 3

([
t2et
]2
0

)
−
∫ 2

0

2tet dt

= 3

[
(4e2 − 0)−

∣∣∣∣ u = t v′ = et

u′ = 1 v = et

∣∣∣∣− 2
[
tet
]2
0

+ 2

∫ 2

0

et dt

]
= 3

(
4e2 − 2(2e2 − 0) + 2

[
et
]2
0

)
= 3

(
4e2 − 4e2 + 2e2 − 2

)
= 3(2e2 − 2) = 6e2 − 6.

Kř́ıdlo má plochu S = 6e2 − 6
.
= 38, 33 dm2. Celkvá spotřeba plátna tedy

bude 2 · 5 · S .
= 383, 3 dm2 = 3, 833 m2.

K potažeńı kř́ıdel budou potřeba asi 4 m2 plátna. 4
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Obrázek 2.8: Kř́ıdlo modelu historického letadla; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.9 Po opravě terasy je potřeba zakrýt podlahu v š́ıřce jednoho
metru a v délce popsané funkćı f(x) = arctanx. Bylo rozhodnuto, že se
d́ıra vybetonuje a pokryje kač́ırkem. Kolik kg kač́ırku bude potřeba koupit,
předpokládáme-li, že 5 kg kač́ırku pokryje 0,3 m2 plochy?

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Plocha opravované části terasy je určitý integrál

∫ 1

0

arctanx dx.

S =

∫ 1

0

arctanx dx =

∣∣∣∣ u = arctanx v′ = 1
u′ = 1

1+x2
v = x

∣∣∣∣
= [x arctanx]10 −

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

= [x arctanx]10 −

∣∣∣∣∣∣
t = 1 + x2

dt = 2x dx
dt
2

= x dx

∣∣∣∣∣∣
= [x arctanx]10 −

∫ 1

0

dt

2t

= [x arctanx]10 −
[

1

2
ln(1 + x2)

]1
0

= arctan 1− 0− 1

2
ln 2 +

1

2
ln 1

= arctan 1− 1

2
ln 2 =

π

4
− ln
√

2.

Plocha je tedy S = π
4
− ln

√
2 = 0, 44 m2. Na pokryt́ı takovéto plochy

potřebujeme

m =
5 · 0, 44

0, 3
.
= 7, 33 kg.

K opravě bude potřeba asi 7,33 kg kač́ırku. 4
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Obrázek 2.9: Pokryt́ı části terasy kač́ırkem; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.10 Je potřeba ošetřit nátěrem kýl lodi z obou stran. Předpoklá-
dejme, že je v celé své š́ıřce π m popsán funkćı f(x) = ex sinx. Pro lepš́ı
ochranu budeme aplikovat nátěr dvakrát. Jak velkou plochu budeme nat́ırat?

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Plocha jedné strany kýlu je určitý integrál I =

∫ π

0

ex sinx dx.

I =

∫ π

0

ex sinx dx =

∣∣∣∣ u = ex v′ = sinx
u′ = ex v = − cosx

∣∣∣∣ = [−ex cosx]π0 +

∫ π

0

ex cosx dx

=

∣∣∣∣ u = ex v′ = cosx
u′ = ex v = sinx

∣∣∣∣
= [−ex cosx+ ex sinx]π0 −

∫ π

0

ex sinx dx.

Zde je zřejmé, že bychom metodu per partes opakovali nekonečně mnohokrát
a výsledku bychom nedosáhli. Můžeme ale integrál napsat jako rovnost

I = [ex(sinx− cosx)]π0 − I
2I = [ex(sinx− cosx)]π0

I =
1

2
[ex(sinx− cosx)]π0

I =
1

2

[
eπ(0 + 1)− e0(0− 1)

]
I =

1

2
(eπ + 1)

Plocha jedné strany kýlu je I = 1
2

(eπ + 1)
.
= 12, 07 m2. Na oboustranný

dvojitý nátěr bude potřeba natř́ıt 4I
.
= 4 · 12, 07 = 48, 28 m2.

Celkem je potřeba natř́ıt asi 49 m2 plochy. 4
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Obrázek 2.10: Kýl lodi; Archiv autora
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Př́ıklad 2.1.11 Kv̊uli výstavbě plotu bude potřeba dokoupit část pozemku po-
psaného na intervalu (e, π) funkćı f(x) = lnx. Kolik za pozemek zaplat́ıme,
když jednotková cena za m2 je 3000 Kč?

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Plocha pozemku je dána určitým integrálem

∫ π

e

lnx dx.

S =

∫ π

e

lnx dx =

∣∣∣∣ u = lnx v′ = 1
u′ = 1

x
v = x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫ π

e

1 dx

= [x lnx− x]πe = [x(lnx− 1)]πe
= π(ln π − 1)− 0) = π(ln π − 1).

Plocha pozemku je S = π(ln π − 1)
.
= 0, 45 m2. Cena za celý pozemek bude

tedy
0, 45 · 3000 = 1350.

Za pozemek zaplat́ıme asi 1350 Kč. 4

Obrázek 2.11: Pozemek ke koupi; Archiv autora
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2.2 Obsah obrazce omezeného křivkami

Př́ıklad 2.2.1 Určete obsah obrazce omezeného křivkami y = x3 a y = x.

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Nejdř́ıve je nutné naj́ıt meze, muśıme tedy vyřešit rovnici

x3 = x

x3 − x = 0

x(x2 − 1) = 0

x ∈ {±1; 0}

Kořeny rovnic nám př́ıklad rozděĺı na dva symetrické integrály.∫ 0

−1
(x3 − x) dx+

∫ 1

0

(x− x3) dx = 2

∫ 0

−1
(x3 − x) dx = 2

∫ 1

0

(x− x3) dx

= 2

[
1

4
x4 − 1

2
x2
]0
−1

= 2

[
0−

(
1

4
− 1

2

)]
= 2 · 1

4
=

1

2
.

Obsah obrazce je S = 1
2

j2. 4

Obrázek 2.12: Geometrická interpretace; Archiv autora
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Př́ıklad 2.2.2 Určete obsah obrazce omezeného křivkami
y = 1

1+x2
a y = 1

2
x2.

Inspirováno (Štěpánková, 2014)

Řešeńı:

Nejdř́ıve je nutné naj́ıt meze, muśıme tedy vyřešit rovnici

1

1 + x2
=
x2

2

2 = x2(1 + x2), použijeme substituci x2 = t

2 = t(1 + t)

t2 + t− 2 = 0

(t+ 2)(t− 1) = 0

t ∈ {−2; 1}.

Po návratu k substituci x2 = t máme rovnici

x2 = 1

x = ±1.

Obsah obrazce tedy spoč́ıtáme jako

S =

∫ 1

−1

(
1

1 + x2
− x2

2

)
dx =

[
arctanx− 1

6
x3
]1
−1

=

[
arctan 1− 1

6
− arctan(−1) +

1

6
(−1)

]
=
π

4
− 1

6
+
π

4
− 1

6
=
π

2
− 1

3
.

Obsah obrazce je S = π
2
− 1

3
j2. 4

Obrázek 2.13: Geometrická interpretace; Archiv autora
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2.3 Délka křivky

V následuj́ıćıch sekćıch budeme využ́ıvat známeho vzorce pro výpočet délky
křivky dané rovnićı y = f(x), x ∈ (a, b),

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx,

př́ıpadně křivky dané parametricky

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (a, b),

L =

∫ b

a

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dx.

(Mayerová, 2006)

Př́ıklad 2.3.1 Určete délku křivky dané rovnićı y = lnx na intervalu (
√

3,
√

8).

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

K výpočtu potřebujeme znát kvadrát derivace. Spoč́ıtejme nejprve derivaci
podle x

(lnx)′ =
1

x
.

Následně jej́ı kvadrát (
1

x

)2

=
1

x2
.

L =

∫ √8
√
3

√
1 +

1

x2
dx =

∫ √8
√
3

√
x2 + 1

x2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x =
√
t2 − 1

dx = t√
t2−1dt√

3 7→ 2√
8 7→ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 3

2

√
t2 − 1 + 1

t2 − 1
· t√

t2 − 1
dt =

∫ 3

2

√
t2√

t2 − 1
· t√

t2 − 1
dt

=

∫ 3

2

t2

t2 − 1
dt =

∫ 3

2

t2 − 1 + 1

t2 − 1
dt =

∫ 3

2

1 +
1

t2 − 1
dt.

Tento integrál vede na parciálńı zlomky∫ 3

2

1

t2 − 1
dt =

∫ 3

2

(
A

t+ 1
+

B

t− 1

)
dt
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A(t− 1) +B(t+ 1) = 1

Pro t = 1 máme

2B = 1

B =
1

2

Pro t = −1 máme

−2A = 1

A =
−1

2

Plat́ı tedy∫ 3

2

1

t2 − 1
dt =

∫ 3

2

(
1

−2(t+ 1)
+

1

2(t− 1)

)
dt =

∫ 3

2

(
1

2(t− 1)
− 1

2(t+ 1)

)
dt.
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Po dosazeńı zpět do př́ıkladu dostáváme

L =

∫ 3

2

(
1 +

1

2(t− 1)
− 1

2(t+ 1)

)
dt =

[
t+

1

2
ln |t− 1| − 1

2
ln |t+ 1|

]3
2

=

[
t+

1

2

(
ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣)]3
2

= 3 +
1

2
ln

2

4
− 2− 1

2
ln

1

3
= 1 +

1

2

(
ln

1

2
− ln

1

3

)
= 1 +

1

2
ln

3

2
= 1 + ln

√
3

2
.

Délka oblouku křivky je L = 1 + ln
√

3
2

j. 4

Obrázek 2.14: Geometrická interpretace; Archiv autora
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Př́ıklad 2.3.2 Určete délku křivky dané rovnićı y = ln(sin x) na intervalu(
π
3
, 2π

3

)
.

Inspirováno (Daněček, 2006)

Řešeńı:

K výpočtu potřebujeme znát kvadrát derivace. Spoč́ıtejme nejprve derivaci
podle x

(ln(sinx))′ =
cosx

sinx
.

Následně jej́ı kvadrát (cosx

sinx

)2
=

cos2 x

sin2 x
.

L =

∫ 2π
3

π
3

√
1 +

cos2 x

sin2 x
dx =

∫ 2π
3

π
3

√
sin2 x+ cos2 x

sin2 x
dx

=

∫ 2π
3

π
3

√
1

sin2 x
dx =

∫ 2π
3

π
3

1

sinx
dx =

∫ 2π
3

π
3

sinx

sin2 x
dx

=

∫ 2π
3

π
3

sinx

1− cos2 x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosx = t

− sinx dx = dt
π
3
7→ 1

2
2π
3
7→ −1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ −1
2

1
2

− dt

1− t2
=

∫ 1
2

−1
2

dt

1− t2
.

Tento integrál vede na parciálńı zlomky∫ 1
2

−1
2

1

1− t2
dt =

∫ 1
2

−1
2

(
A

1 + t
+

B

1− t

)
dt

A(1− t) +B(1 + t) = 1

Pro t = 1 máme

A · 0 + 2B = 1

B =
1

2
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Pro t = −1 máme

2A = 1

A =
1

2

Plat́ı tedy ∫ 1
2

−1
2

1

1− t2
dt =

∫ 1
2

−1
2

(
1

2(1 + t)
+

1

2(1− t)

)
dt

Po dosazeńı zpět do př́ıkladu dostáváme

L =

∫ 1
2

−1
2

(
1

2(1 + t)
+

1

2(1− t)

)
dt =

1

2
[ln |1 + t|]

1
2
−1
2

+
1

2
[− ln |1− t|]

1
2
−1
2

= [ln |1 + t| − ln |1− t|]
1
2
−1
2

=
1

2

[
ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣] 1
2

−1
2

=
1

2

(
ln

3
2
1
2

− ln
1
2
3
2

)
=

1

2

(
ln 3− ln

1

3

)
=

1

2
ln 3− 1

2
ln

1

3
=

1

2
ln 3 +

1

2
ln 3 = ln 3.

Délka oblouku křivky je L = ln 3 j. 4

Obrázek 2.15: Geometrická interpretace; Archiv autora
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2.4 Úlohy s užit́ım vzorc̊u obsah̊u, povrch̊u

a objemů

V následuj́ıćı sekci budeme využ́ıvat vzorc̊u z předchoźıch sekćı a vzorce pro
objem a povrch rotačńıho tělesa daného rotaćı křivky y = f(x), x ∈ (a, b)
kolem osy x

V = π

∫ b

a

(f(x))2 dx,

S = 2π

∫ b

a

f(x)

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Př́ıklad 2.4.1 Určete obsah elipsy dané rovnićı x2

a2
+ y2

b2
= 1.

Inspirováno (Mayerová, 2006)

Řešeńı:

Bez újmy na obecnosti předpokládejme a, b > 0. Rovnici elipsy si můžeme
upravit na y = ± b

a

√
a2 − x2, x ∈ (−a, a). Protože je elipsa symetrický útvar,

můžeme spoč́ıtat pouze horńı polovinu, výsledek vynásob́ıme dvěma.

S = 2

∫ a

−a

b

a

√
a2 − x2dx = 2

b

a

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = a sin t

dx = a cos t dt
a 7→ π

2

−a 7→ −π
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

b

a

∫ π
2

−π
2

√
a2 − a2 sin2 t · a cos t dt

= 2b

∫ π
2

−π
2

√
a2(1− sin2 t) · cos t dt

= 2b

∫ π
2

−π
2

a cos2 t dt = 2ab

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2t

2
dt

= ab

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2t dt = ab

[
t+

1

2
sin 2t

]π
2

−π
2

= ab

[
π

2
+

1

2
sin π +

π

2
− 1

2
sin(−π)

]
= πab.

Obsah elipsy je S = πab. 4
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Př́ıklad 2.4.2 Určete délku kružnice dané rovnicemi y = r·cos t a y = r·sin t
pro t ∈ (0, 2π), r > 0.

Inspirováno (Mayerová, 2006)

Řešeńı:

L =

∫ 2π

0

√
r2 sin2 t+ r2 cos2 t dt =

∫ 2π

0

√
r2 = [rt]2π0 = 2πr − 0 = 2πr

Délka kružnice je L = 2πr. 4
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Př́ıklad 2.4.3 Určete obsah kruhu daného rovnićı r2 = x2 + y2 pro r > 0.

Inspirováno (Mayerová, 2006)

Řešeńı:

Rovnici obvodové kružnice daného kruhu si můžeme upravit na y = ±
√
r2 − x2,

x ∈ (−r, r). Protože je kruh symetrický útvar, můžeme spoč́ıtat pouze horńı
polovinu, výsledek vynásob́ıme dvěma.

S = 2

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = r sin t

dx = r cos t dt
r 7→ π

2

−r 7→ −π
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∫ π
2

−π
2

√
r2 − r2 sin2 t · r cos t dt

= 2

∫ π
2

−π
2

√
r2(1− sin2 t) · r cos t dt

= 2

∫ π
2

−π
2

√
r2 cos2 t · r cos t dt

= 2

∫ π
2

−π
2

r2 cos2 t dt = 2r2
∫ π

2

−π
2

cos2 t dt

= 2r2
∫ π

2

−π
2

1 + cos2t

2
dt = r2

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2t dt

= r2
[
t+

1

2
sin 2t

]π
2

−π
2

= r2
[
π

2
+

1

2
sin π +

π

2
− 1

2
sin(−π)

]
= r2π.

Obsah kruhu je S = πr2. 4
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Př́ıklad 2.4.4 Určete povrch koule dané rotaćı křivky x2 + y2 = r2 kolem
osy x.

Inspirováno (Mayerová, 2006)

Řešeńı:

Rovnici křivky (kružnice) si můžeme upravit na y = ±
√
r2 − x2. Protože

je koule symetrický útvar, můžeme spoč́ıtat pouze horńı polovinu, výsledek
vynásob́ıme dvěma. K výpočtu ještě potřebujeme znát kvadrát derivace.
Spoč́ıtejme nejprve derivaci podle x(√

r2 − x2
)′

=
1

2

(
r2 − x2

)− 1
2 · (−2x) =

−x√
r2 − x2

.

Následně jej́ı kvadrát (
−x√
r2 − x2

)2

=
x2

r2 − x2
.

S = 2π

∫ r

−r

√
r2 − x2

√
1 +

x2

r2 − x2
dx = 2π

∫ r

−r

√
r2 − x2

√
r2 − x2 + x2

r2 − x2
dx

= 2π

∫ r

−r

√
r2 dx = 2π [rx]r−r = 2π(r2 + r2) = 4πr2

Povrch koule je S = 4πr2. 4
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Př́ıklad 2.4.5 Určete objem kužele, který rotuje kolem př́ımky y = rx
v

a ko-
lem osy x na intervalu (0, v).

Inspirováno (Mayerová, 2006)

Řešeńı:

V = π

∫ v

0

(rx
v

)2
dx = π

r2

v2

∫ v

0

x2 dx = π
r2

v2

[
1

3
x3
]v
0

= π
r2

v2

(
1

3
v3
)

=
πr2v

3
.

Objem kužele je V =
πr2v

3
. 4
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2.5 Úlohy o vstřebáváńı lék̊u

Př́ıklad 2.5.1 Po přijet́ı pacienta na ambulanci mu byl intravenózně podán
lék v koncentraci 20 mg/kg váhy. Jak vypadá křivka vstřebáváńı tohoto léku
do organismu pacienta, je-li koncentrace v krvi podávané látky v krvi paci-
enta popsána pro čas t ≥ 0 funkćı f(t) = 20e−3t. Předpokládejme, že funkce
vstřebáváńı léku do organismu je dána jako funkce horńı meze určitého in-
tegrálu z koncentračńı funkce.

Inspirováno (Pehrson & col., 2016) a osobńı konzultace s lékařem

Řešeńı:

Řešeńım je funkce

F (τ) =

∫ τ

0

f(t) dt.

Po dosazeńı za f(t) máme

F (τ) = 20

∫ τ

0

e−3t dt.

Tento integrál budeme řešit př́ımou integraćı, resp. jedoduchou lineárńı sub-
stitućı u = −3t.

F (τ) = 20

∫ τ

0

e−3t dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = −3t

du = −3 dt
0 7→ 0

τ 7→ −3τ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −20

3

∫ −3τ
0

eu du = −20

3
[eu]−3τ0

= −20

3
(e−3τ − 1).

Funkce vstřebáváńı F (τ) má tedy předpis

F (τ) =
20

3

(
1− e−3τ

)
. 4
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Obrázek 2.16: Pr̊uběh koncentrace (čárkovaná modrá čára) a pr̊uběh
vstřebaného množstv́ı léku (plná červená čára) v závislosti na čase (vyjádřeno
v hodinách).; Archiv autora
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Př́ıklad 2.5.2 Po přijet́ı pacienta na ambulanci mu byl orálně podán lék.
Jak vypadá křivka vstřebáváńı tohoto léku do organismu pacienta, je-li kon-
centrace v krvi podávané látky v krvi pacienta popsána pro t ≥ 0 funkćı
f(t) = 4te−2t

2
. Předpokládejme, že funkce vstřebáváńı léku do organismu je

dána jako funkce horńı meze určitého integrálu z koncentračńı funkce.

Inspirováno (Pehrson & col., 2016) a osobńı konzultace s lékařem

Řešeńı:

Řešeńım je funkce

F (τ) =

∫ τ

0

f(t) dt.

Po dosazeńı za f(t) máme

F (τ) = 4

∫ τ

0

te−2t
2

dt.

Tento integrál budeme řešit pomoćı substituce u = −2t2. Tato substitučńı
funkce sice neńı prostá na celém R, ale na intervalu [0,+∞) prostá je (je
klesaj́ıćı) a tedy předpoklady věty o substituci jsou splněny.

F (τ) = 4

∫ τ

0

te−2t
2

dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = −2t2

du = −4t dt
0 7→ 0

τ 7→ −2τ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∫ −2τ2
0

eu du = − [eu]−2τ
2

0

= −(e−2τ
2 − 1).

Funkce vstřebáváńı F (τ) má tedy předpis

F (τ) = 1− e−2τ2 . 4
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Obrázek 2.17: Pr̊uběh koncentrace (čárkovaná modrá čára) a pr̊uběh
vstřebaného množstv́ı léku (plná červená čára) v závislosti na čase (vyjádřeno
v hodinách).; Archiv autora
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Př́ıklad 2.5.3 Po přijet́ı pacienta na ambulanci mu byl orálně podán lék.
Jak vypadá křivka vstřebáváńı tohoto léku do organismu pacienta, je-li kon-
centrace v krvi podávané látky popsána pro t ≥ 0 funkćı f(t) = 2, 5 · t · e−t.
Předpokládejme, že funkce vstřebáváńı léku do organismu je dána jako funkce
horńı meze určitého integrálu z koncentračńı funkce.

Inspirováno (Pehrson & col., 2016) a osobńı konzultace s lékařem

Řešeńı:

Řešeńım je funkce

F (τ) =

∫ τ

0

f(t) dt.

Po dosazeńı za f(t) máme

F (τ) = 2, 5

∫ τ

0

te−t dt.

Tento integrál budeme řešit metodou per partes jako neurčitý. Multiplikativńı
konstantu a obě meze doplńıme v závěru integrace.

∫
te−t dt =

∣∣∣∣ u = t v′ = e−t

u′ = 1 v = −e−t
∣∣∣∣

= −te−t +

∫
e−t dt

= −te−t − e−t + c, c ∈ R.

Funkce vstřebáváńı F (τ) má tedy předpis

F (τ) = 2, 5
[
−e−t(t+ 1) + c

]τ
0

= −2, 5e−τ (τ + 1) + 2, 5. 4
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Obrázek 2.18: Pr̊uběh koncentrace (čárkovaná modrá čára) a pr̊uběh
vstřebaného množstv́ı léku (plná červená čára) v závislosti na čase (vyjádřeno
v hodinách).; Archiv autora
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Kapitola 3

Aplikace obyčejných
diferenciálńıch rovnic

V této kapitole budeme řešit úlohy vedoućı k řešeńı Cauchyovy úlohy pro
obyčejné diferenciálńı rovnice. Typickým zadáńım př́ıklad̊u bude jednak se-
stavit diferenciálńı rovnici (prvńıho řádu), vyřešit ji (obvykle metodou se-
parace proměnných), určit obecné řešeńı takové úlohy, pomoćı zadaných
počátečńıch podmı́nek určit všechny neznámé konstanty úlohy a zjistit kon-
krétńı požadované řešeńı. Vzhledem k tomu, že obvykle p̊ujde o pr̊uběh
změny nějaké veličiny v čase, bude součást́ı zadáńı i úkol zjistit, kdy došlo
k dotazovaným událostem specifikovaným v jednotlivých úlohách.
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3.1 Praktické úlohy řešené diferenciálńımi rov-

nicemi prvńıho řádu

Př́ıklad 3.1.1 Pacientovi byla podána orálně tableta vortioxetinu. Po 2 ho-
dinách od podáńı byla naměřena koncentrace v krvi 2,1 µM a v mozku
660 µmol/kg. Po 4 hodinách po podáńı byla naměřena koncentrace v krvi
1,45 µM a v mozku 540 µmol/kg. Předpokládejme, že koncetrace léku v krvi
klesá exponenciálně a v mozku klesá kvadraticky.

Určete rychlost poklesu koncentrace léku v krvi a v mozku. Na základě
takto vypoč́ıtaných rychlost́ı odhadněte pr̊uběh změny koncentrace v časech
6, 8, 12, 16 a porovnejte s naměřenými skutečnými hodnotami (viz tabulka).
Za jak dlouho lék zcela vymiźı z mozku?
Inspirováno (Pehrson & col., 2016) a osobńı konzultace s lékařem

čas od podáńı t krev mozek
2 0 2,1 660
4 2 1,45 540
8 6 0,6 210
12 10 0,25 85
16 14 0,1 25

Naměřené hodnoty vortioxetinu v krvi a v mozku.

Řešeńı:

Pro zjednodušeńı formulace výpočt̊u nastav́ıme počátečńı podmı́nku t = 0 na
prvńı údaj, který máme k dispozici, tj. 2 hodiny po podáńı léku. Výpočetńı
čas t se tak lǐśı od času po podáńı o 2 hodiny.

Vyřeš́ıme nejprve problematiku množstv́ı látky v krvi. Vzhledem k expo-
nencionálńımu poklesu muśı koncentrace p(t) v čase t (měřeno v hodinách)
splňovat diferenciálńı rovnici

p′(t) = −kp(t).

To je rovnice prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty. Vyřeš́ıme ji pomoćı
charakteristického polynomu dosazeńım řešeńı ve tvaru p(t) = ert.

p′ = −kp
p′ + kp = 0

r + k = 0
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r = −k
p = e−kt.

Obecné řešeńı je násobkem tohoto prvku fundamentálńıho systému

p(t) = c1e
−kt, c ∈ R, t ∈ R.

Z počátečńıch podmı́nek spoč́ıtáme konstantu c1

p(0) = 2, 1 = c1 · e0

c1 = 2, 1

a následně také rychlost poklesu hladiny látky v krvi

p(2) = 1, 45 = c1 · e2k

e−2k =
1, 45

c1

−2k = ln
1, 45

c1

k = −1

2
ln

1, 45

c1
.

Dosazeńım č́ıselných hodnot źıskáme

k = −1

2
ln

1, 45

2, 1
.
= 0, 19.

Rychlost poklesu látky v krvi odpov́ıdá konstantě 0, 19 a pr̊uběh koncentrace
je tedy dán funkćı

p(t) = 2, 1 · e−0,19t.

Pro zjǐstěńı aproximovaných hodnot v daľśıch zadaných časech tyto dosad́ıme
do zápisu konkrétńıho řešeńı

p(6) = 2, 1 · e−0,19·6 .
= 0, 67

p(10) = 2, 1 · e−0,19·10 .
= 0, 31

p(14) = 2, 1 · e−0,19·14 .
= 0, 15.

Pro vstřebáváńı léku v mozku bude platit rovnice s kvadratickým poklesem.
Koncentrace m = m(t) v čase t (měřeno v hodinách) bude dána diferenciálńı
rovnićı

m′(t) = −bm2(t).
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Tuto rovnici budeme řešit metodou separace proměnných

m′

m2
= −b∫

m′

m2
dt = −b

∫
dt∫

dm

m2
= −bt+ c

−1

m
= −bt+ c,

odkud dostáváme obecné řešeńı ve tvaru

m(t) =
1

bt− c
, b > 0, c ∈ R, t ∈ (c/k,+∞).

Dosad́ıme nyńı do počátečńıch podmı́nek. Nejprve

m(0) = 660 = −1

c
,

z čehož vyjádř́ıme

c = − 1

660
.
= −0, 001515.

Pro hodnotu t = 2 plat́ı

m(2) = 540 =
1

2b− c
,

po úpravě

2b− c =
1

540

a tedy

b =
1

2

(
1

540
+ c

)
.
= 0, 0001684.

Koncentrace vortioxetinu v mozku je tedy přibližně popsána funkćı

m(t) =
1

0, 0001684t+ 0, 001515
.

Spočteme hodnoty v požadovaných časech

m(6) =
1

0, 0001684 · 6 + 0, 001515
.
= 396, 02

m(10) =
1

0, 0001684 · 10 + 0, 001515
.
= 312, 65
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m(14) =
1

0, 0001684 · 14 + 0, 001515
.
= 258, 27.

V obou př́ıpadech (jak v krvi, tak v mozku) nám vyšly koncentrace větš́ı
než skutečně naměřené. V př́ıpadě mozku výrazně. Znamená to, že rychlost
poklesu je větš́ı než námi vypoč́ıtaná. Dále je možné, že model pro koncent-
raci léku v mozku je použitelný pouze na kratš́ım časovém intervalu než na
zadaném 16 hodin od doby podáńı léku. 4

Obrázek 3.1: Křivka vypoč́ıtaného množstv́ı vortioxetinu v krvi v µM, na
vodorovné ose je čas v hodinách. Křivka byla vypoč́ıtána na základně prvńıch
dvou měřeńı. Pro úplnost jsou na obrázku zobrazena i daľśı tři měřeńı.; Archiv
autora

Obrázek 3.2: Množstv́ı vortioxetinu v mozku v µmol/kg, na vodorovné ose
je čas v hodinách. Křivka byla vypoč́ıtána na základně prvńıch dvou měřeńı.
Pro úplnost jsou na obrázku zobrazena i daľśı tři měřeńı.; Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.2 Ve čtvrtek 22. dubna 2010 se potopila ropná plošina De-
epwater Horizon. Jej́ı vrt vytvořil ropnou skvrnu připomı́naj́ıćı kruh. Po-
loměr ropné skvrny roste rychlost́ı nepř́ımo úměrnou druhé mocnině po-
loměru. 25. dubna 2010 pokrývala skvrna plochu 1500 km2. 30. dubna to
bylo jǐz 10 000 km2.

Kdyby úřady nezasáhly, za jak dlouho by ropná skrvna dosáhla na pevninu
vzdálenou 100 km od plošiny?

(Přispěvatelé Wikipedie. Havárie plošiny Deepwater Horizon, 2019)

Řešeńı:

Označme r(t) poloměr ropné skvrny v čase t (měřeno ve dnech). Položme
t = 0 na den havárie. Změna poloměru ropné skvrny je dána diferenciálńı
rovnićı

dr

dt
=
K

r2
.

Tu vyřeš́ıme metodou separace proměnných

r2 dr = K dt∫
r2 dr =

∫
K dt.

Integraćı a úpravami postupně vyjádř́ıme obecné řešeńı

r3

3
= Kt+ c

r(t) = 3
√

3(Kt+ c), t ∈ R.

Pomoćı počátečńıch podmı́nek v čase t = 3 a t = 8 zjist́ıme hodnoty kon-
stant k a c. Protože počátečńı podmı́nky jsou formulovány vzhledem k ploše,
muśıme je neprve přepoč́ıtat na hodnoty poloměr̊u. Ze známého vzorce pro
obsah kruhu vyjádř́ıme r(3), resp. r(8) jako

r(3) =

√
S(3)

π
=

√
1500

π
, r(8) =

√
S(8)

π
=

√
10000

π
,

což je přibližně r(3) = 21, 85 km, resp. r(8) = 56, 42 km.
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Dosazeńım obecného řešeńı do těchto podmı́nek vzhledem k r dostáváme

r(3) = 3
√

3(3K + c) =

√
1500

π
,

r(8) = 3
√

3(8K + c) =

√
10000

π
.

Tuto dvojici rovnic společně uprav́ıme do tvaru

3K + c =
1

3

(
1500

π

) 3
2

, (3.1)

8K + c =
1

3

(
10000

π

) 3
2

.

Odečteńım rovnic vyjádř́ıme

5K =
1

3

(
10000

π

) 3
2

− 1

3

(
1500

π

) 3
2

,

následnou úpravou źıskáme

K =
1

15

[(
10000

π

) 3
2

−
(

1500

π

) 3
2

]
.

Dosazeńım do (3.1) dostaneme

c =
1

3

(
1500

π

) 3
2

− 3

15

[(
10000

π

) 3
2

−
(

1500

π

) 3
2

]
,

což můžeme upravit do tvaru

c =
8

15

(
1500

π

) 3
2

− 3

15

(
10000

π

) 3
2

.

Vypoč́ıtáńım č́ıselného výrazu źıskáme

c
.
= −30353, 12, k

.
= 11276, 94.

Ropná skvrna dosáhne pevniny za čas t = tp splňuj́ıćı rovnici

r(tp) = 100,
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kterou vyřeš́ıme

Kt+ c =
1

3
106

Kt =
106

3
− c

t =
1

K

(
106

3
− c
)

Po dosazeńı dostáváme

tp
.
=

1

11276, 94

(
106

3
+ 30353, 12

)
tp

.
= 32, 25.

Ropná skvrna by dosáhla pevniny asi za měśıc. 4

Obrázek 3.3: Poloměr v km ropné skvrny v závislosti na čase (měřeno ve
dnech); Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.3 Dle dostupných údaj̊u 13. ledna 2019 sledovali pracovńıci li-
penské přehrady tloušt’ku ledu. Zjistili, že z 25 cm v 10:00 hodin dopoledne se
do 11:00 hodin led ztenčil na 23 cm. Bezpečná tloušt’ka ledu pro bruslaře je
stanovena na 18 cm.

Za jak dlouho bude brusleńı zakázáno, předpokládáme-li, že led taje rych-
lost́ı nepř́ımo úměrnou své tloušt’ce? Vliv vody pod ledem zanedbáváme a tep-
lotu okolńıho prostřed́ı považujme pro jednoduchost za konstantńı.

(Gabajová, 2019, data ČHMÚ)

Řešeńı:

Označme tloušt’ku ledu v čase t (měřeno v hodinách) jako x(t). Počátek
t = 0 stanovme na čas 10:00. Změnu tloušt’ky ledu můžeme zapsat pomoćı
diferenciálńı rovnice

dx

dt
=
K

x

x
dx

dt
= K.

Integraćı postupně dostáváme∫
xx′(t) dt = K

∫
1 dt∫

x dx = K(t+ c)

x2

2
= K(t+ c).

Obecné řešeńı pak je ve tvaru

x(t) =
√

2K(t+ c), t ∈ (−∞,−c],

kde vzhledem k táńı ledu je K < 0 a c ∈ R je libovolná konstanta.
Ze zadáńı nám plynou dvě počátečńı podmı́nky v 10 a v 11 hodin

x(0) = 25, x(1) = 23.

Dosazeńım do prvńı z nich dostaneme

2Kc = 625. (3.2)
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Ze druhé počátečńı podmı́nky vyjádř́ıme

2K(1 + c) = 529.

Rovnice od sebe odečteme a dostaneme

−K = 625− 529

K = −96.

Dosazeńım do rovnice (3.2) źıskáme

t0 + c =
625

2K

c =
625

2K

c =
624

−192

c =
13

−4
.

Dostáváme tak konkrétńı řešeńı ve tvaru

x(t) =

√
−192

(
t− 13

4

)
, t ≤ 13

4
.

Z tohoto tvaru je zřejmé, že led za daných okolnost́ı kompletně roztaje za
t = 13/4 hodiny. To je za 3 hodiny 15 minut, k čemuž dojde ve 13 hodin
15 minut.

Na hranici bezpečné tloušt’ky xk = 18 cm led roztaje za dobu tk splňuj́ıćı
rovnici √

−192

(
t− 13

4

)
= 18.
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Postupně upravujeme

−192

(
t− 13

4

)
= 324

tk −
13

4
=

324

−192

tk =
52

16
− 27

16

tk =
25

16
tk

.
= 1, 56.

Zákaz brusleńı bude muset být vyhlášen asi v 11:30 hodin. 4

Obrázek 3.4: Tloušt’ka ledu v cm v závislosti na čase (měřeno v hodinách
od 10:00); Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.4 Ve Francii maj́ı povolený limit zkušeńı neprofesionálńı řidiči
0,5 h alkoholu v krvi, řidiči hromadné dopravy a řidiči začátečńıci jen
0,2 h. Z lidského organismu se alkohol odbourává rovnoměrně, každou ho-
dinu se ho rozlož́ı 10 až 15 %. Po shlédnut́ı fotbalového zápasu vyrazil Pierre
autem ze sportovńıho baru dom̊u. Ve 23:00 hodin ho zastavila policejńı hĺıdka
naměřila mu 0,45 h alkoholu v krvi. Vzhledem k povolenému limitu ho pus-
tila dál.

M̊uže Pierre jako řidič autobusu nastoupit na ranńı směnu v 5:00 hodin
ráno? Pokud ne, v kolik hodin hladina alkoholu klesne na povolený limit?
Vzhledem k jeho postavě je rychlost odbourováńı alkoholu 10 %.

(Dittrich, 2019)

Řešeńı:

Označme množstv́ı alkoholu v krvi v čase t (měřeno v hodinách) jakoA =A(t),
povolené množstv́ı alkoholu pro neprofesńı řidiče jako AN a pro profesńı
řidiče jako AP . Protože se v Pierrově př́ıpadě alkohol odbourává rovnoměrně
a rozlož́ı se ho 10 % za hodinu, můžeme pro jeho aktuálńı množstv́ı alkoholu
v krvi psát diferenciálńı rovnici

dA

dt
= −0, 1A.

Postupným řešeńım metodou seperace proměnných dostáváme

A′

A
= −0, 1∫

A′

A
dt =

∫
−0, 1 dt∫

dA

A
= −0, 1t+ c

lnA = −0, 1t+ c

A = e−0,1t+c

A = c1e
−0,1t.

Obecné řešeńı rovnice je tedy

A(t) = c1e
−0,1t, t ∈ R, (3.3)

kde c1 > 0 je libovolná konstanta.
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Ze zadáńı nám plyne počátečńı podmı́nka A(0) = AP = 0, 2, kterou jsme
přǐradili okamžiku poklesu hodnoty alkoholu v krvi na povolený limit pro
řidiče autobusu.
Dı́ky ńı vyjádř́ıme konstantu c1

0, 2 = c1e
0

0, 2 = c1.

Konkrétńı řešeńı rovnice tedy je

A(t) = 0, 2e−0,1t, t ∈ R. (3.4)

Pierr smı́ nastoupit na směnu po uplynut́ı doby tN . Při jeho rychlosti
odbouráváńı c1 = 0, 2 se sńıž́ı hodnota alkoholu v krvi z naměřených
Ar = 0, 45 na povolených AP = 0, 2 za dobu tN . Tato doba muśı splňovat
rovnici

A(−tN) = Ar.

Po dosazeńı do (3.4) dostáváme

AP e
0,1tN = Ar,

odkud vyjádř́ıme tN jako

e0,1tN =
Ar
AP

0, 1tN = ln
Ar
AP

tN = 10 ln
Ar
AP

tN = 10 ln 2, 25

tN
.
= 8, 1.

Doba odbouráváńı je deľśı než zbývaj́ıćıch 6 hodin do nástupu na ranńı
směnu. Pierre muśı př́ıchod do práce odložit. Ř́ıdit autobus smı́ až po sedmé
hodině ráno. 4
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Obrázek 3.5: Množstv́ı alkoholu v krvi. Na vodorovné ose čas měřený v ho-
dinách, počátek nastaven na povolenou hladinu k ř́ızeńı autobusu.; Archiv
autora
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Př́ıklad 3.1.5 Na vyhrazené části školńıho pozemku osázené jehličnatými
i listnatými stromy bylo vážeńım a výpočtem zjǐstěno, že na 1 m2 spadne
8 kg jehlič́ı a list́ı za rok. Na základě konzultace s odborńıky z katedry botaniky
stanovme, že se každý rok rozlož́ı 20 % spadané hmoty.

Pracovńıci technických služeb mı́sto pečlivě uklidili. Jaké množstv́ı hmoty
bude na pozemku za 3, 5, 10 let? K jaké hodnotě se bude bĺı̌zit množstv́ı na-
padané hmoty, pokud se nebudeme o školńı pozemek nikdy starat?

(Katedra botaniky, 2020 a vlastńı měřeńı)

Řešeńı:

Označme hmotnost list́ı a jehlič́ı v čase t (měřeno v letech) jako m = m(t).
Vı́me, že se každoročně rozlož́ı 20 % list́ı. A proto množstv́ı spadané hmoty
splňuje diferenciálńı rovnici

dm

dt
= př́ır̊ustek− úbytek

dm

dt
= 8− 0, 2m

m′ = 8− 0, 2m.

Jelikož se jedná o nehomogenńı rovnici, vyřeš́ıme nejprve odpov́ıdaj́ıćı úlohu
homogenńı

m′ + 0, 2m = 0

m′ = −0, 2m

mH(t) = c1e
−0,2t, t ∈ R,

kde c1 > 0 je libovolná konstanta.
Vı́me, že řešeńı nehomogenńı úlohy hledáme ve tvaru

m(t) = mH(t) +mP (t).

Pomoćı metody neurčitých koeficient̊u budeme hledat konstatńı partikulárńı
řešeńı nehomogenńı rovnice mP (t). Pro mP = A je m′P = 0,

0 + 0, 2m = 8

0, 2A = 8

A =
8

0, 2

A = 40.
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T́ım dostáváme obecné řešeńı nehomogenńı rovnice

m(t) = c1e
−0,2t + 40.

Ze zadáńı nám plyne počátečńı podmı́nka m(0) = 0. Dı́ky ńı vyjádř́ıme
konstantu c1.

0 = c1 + 40

c1 = −40.

Následně źıskáme konkrétńı řešeńı rovnice

m(t) = −40e−0,2t + 40.

Dále nás zaj́ımá, kolik list́ı a jehlič́ı bude na školńım pozemku za 3 roky, 5 let
a 10 let. V př́ıpadě tř́ı let řeš́ıme úlohu

m(3) = x

x = −40e−0,2·3 + 40

x = −40e−0,6 + 40

x = −40(e−0,6 − 1)

x
.
= 18, 05.

V př́ıpadě pěti let řeš́ıme úlohu

m(5) = x

x = −40e−0,2·5 + 40

x = −40e−1 + 40

x = −40(e−1 − 1)

x
.
= 25, 28.

Pro deset let řeš́ıme úlohu

m(10) = x

x = −40e−0,2·10 + 40

x = −40e−2 + 40

x = −40(e−2 − 1)

x
.
= 34, 59.
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Potřebujeme-li znát, k jaké hodnotě bude množstv́ı hmoty konvergovat s ros-
toućım časem, muśıme vypoč́ıtat limitu

lim
t→∞

(
−e−2t + 40

)
= 40,

protože prvńı člen konverguje k nule.

Za tři roky bude na školńım pozemku asi 18,05 kg hmoty na jeden m2. Za
pět let bude na pozemku asi 25,28 kg hmoty na jeden m2. Za deset let bude
na pozemku asi 34,59 kg hmoty na jeden m2. S roustoćım časem se bude
množstv́ı hmoty přibližovat hodnotě 40 kg hmoty na jeden m2. 4

Obrázek 3.6: Množstv́ı spadané hmoty v kg na jeden m2, na vodorovné ose
čas vyjádřený v letech.; Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.6 Dvojice muž̊u našla v neděli 7. 7. 2019 u břehu Orlické pře-
hrady utonulého muže ve věku 25 let. Přivolaná policejńı hĺıdka změřila v 00:30
hodin teplotu oběti 29 ◦C. Zároveň duchaplně změřila také teplotu vody, která
byla 14 ◦C. Patolog se na mı́sto dostavil v 01:15 hodin a naměřil teplotu
těla 28, 13 ◦C. I on změřil teplotu Orĺıku, která byla stále stejná (teplotu
vody v přehradě budeme považovat za konstantńı, což ráno potvrdila i vedoućı
hráze).

Kdy došlo k úmrt́ı, pokud předpokládáme, že zesnulý byl zdravý jedinec
s teplotou těla 36, 6 ◦C? Jak se změnil zápis času úmrt́ı patologem, jestlǐze
následným šetřeńım bylo zjǐstěno, že utonulý měl v inkriminovaný večer ho-
rečku 37, 5 ◦C? Jaké by byly okolnosti smrti, kdyby se ukázalo, že zesnulý
byl ještě v plné śıle viděn ve 22:00 hodin na zábavě? Pro jednodnoduchost
předpokládejme, že teplota těla klesá rychlost́ı př́ımo úměrnou rozd́ılu teploty
těla a teploty okoĺı.

(Data ČHMÚ.)

Řešeńı:

Zvolme t = t0 = 0 pro dobu prvńıho měřeńı v 00:30 hodin. Označme teplotu
těla v čase t (měřeno v hodinách) jako T = T (t). Dále označme teploty
prvńıho měřeńı v čase t0 = 0 jako T0 = 29 a teplotu měřenou patologem
o 3/4 hodiny později, tj. v čase t = t1 = 0, 75 jako T1 = 28, 13. Teplotu
vody označme TR = 14, teplotu lidského těla TL = 36, 6 a teplotu při horečce
TH = 37, 5. Protože změna teploty je př́ımo úměrná rozd́ılu teploty těla
a okolńı vody (s konstantou úměrnosti k > 0), splňuje aktuálńı teplota těla
diferenciálńı rovnici

T ′(t) = k(TR − T (t)).

Jej́ım řešeńım metodou separace proměnných postupně dostáváme

T ′

TR − T
= k∫

T ′

TR − T
dt =

∫
k dt∫

dT

TR − T
dt = kt+ c, c ∈ R

− ln |TR − T | = kt+ c

ln |TR − T | = −kt+ c

TR − T = ±c1e−kt, c1 6= 0

TR − T = −c2e−kt, c2 > 0 pro T > TR
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T = TR + c2e
−kt.

Obecné řešeńı rovnice je tedy

T (t) = TR + c2e
−kt, t ∈ R.

Ke zjǐstěńı konstant c2 a k bude nutné použ́ıt obou naměřených teplot. Hod-
notu c2 urč́ıme z počátečńı podmı́nky T (0) = T0

T0 = TR + c2e
0

c2 = T0 − TR
c2 = 29− 14 = 15.

Daľśı počátečńı podmı́nka T (t1) = T1 nám umožńı zjistit konstantu k

T1 = TR + c2e
−kt

T1 = TR + c2e
−3k/4

T1 − TR = c2e
−3k/4

T1 − TR
c2

= e−3k/4

−3k

4
= ln

T1 − TR
c2

k = −4

3
ln
T1 − TR
c2

k = −4

3
ln
T1 − TR
c2

k = −4

3
ln

28, 13− 14

15
= −4

3
ln

14, 13

15
k
.
= 0, 08.

Dostáváme tedy konkrétńı řešeńı rovnice

T (t) = 14 + 15e−0,08t, t ∈ R. (3.5)
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Pro výpočet času úmrt́ı muśıme nejprve zjistit, v jakém čase teplota daná
funkćı (3.5) nabývala hodnoty teploty živého lidského těla. Tu budeme uva-
žovat nejprve pro zdravého člověka TL = 36, 6 ◦C. Řeš́ıme tedy rovnici

TR + c2e
−ktL = TL

c2e
−ktL = TL − TR

e−ktL =
TL − TR

c2

−ktL = ln
TL − TR

c2

tL = −1

k
ln
TL − TR

c2

tL = −100

8
ln

36, 6− 14

15
= −25

2
ln

22, 6

15
tL

.
= −5, 12 h

.
= −5h 7min.

Pokud předpokládáme, že zemřelý byl zdravý, zemřel přibližně 5 hodin před
prvńım měřeńım policejńı hĺıdkou, tedy kolem 19:30 hodin.

Analogicky zjist́ıme dobu úmrt́ı pro jedince s horečkou záměnou teploty
TL za teplotu TH = 37, 5.

tH = −1

k
ln
TH − TR

c2

tH = −100

8
ln

37, 5− 14

15
= −25

2
ln

23, 5

15
tH

.
= −5, 61 h

.
= −5h 37min.

Předpokládáme-li, že dotyčný zemřel s horečkou, zjist́ıme, že doba úmrt́ı byla
přibližně 5 hodin 37 minut před měřeńım policejńı hĺıdkou. Dotyčný zemřel
krátce před 19. hodinou.

Z dosud vypoč́ıtaných hodnot vyplývá, že byl-li dotyčný spatřen ještě
ve 22:00 hodin živý, musely okolnosti smrti být jiné než utonut́ı. Tělo mu-
selo chladnout podstatně rychleji, což nedovolovala voda v přehradě. Lze
se tedy domńıvat, že na mı́sto nálezu byla mrtvola přemı́stěna z prostřed́ı
výrazně chladněǰśıho než voda v přehradě. Tuto teorii potvrdili i krimina-
listé. Vyšetřováńı ukončili závěrem, že mrtvý zemřel po hádce a rvačce ve
sklepě hostince, kde se zábava konala. 4
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Obrázek 3.7: Teplota naměřená mrtvole. Na vodorovné ose čas v hodinách,
počátek nastaven na prvńı měřeńı policejńı hĺıdkou. Jsou vyneseny hodnoty
druhého měřeńı doktorem a hodnoty zdravého člověka a člověka s horečkou.;
Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.7 Úderem 11. hodiny vyndala babička upečenou kachnu z trouby.
Kachnu pekla za stálé teploty 200 ◦C. Sondážńım teploměrem byla 15 minut
po vyndáńı zjǐstěna teplota 120 ◦C. Po daľśıch 15 minutách teplota klesla
na 77 ◦C. Předpokládejme, že teplota kachny klesá rychlost́ı př́ımo úměrnou
rozd́ılu teploty kachny a teploty mı́stnosti.

Jaká je teplota v kuchyni? (Předpokládáme, že teplota byla po celou dobu
konstantńı.) Za jak dlouho teplota kachny klesne na 70 ◦C (tj. na optimálńı
teplotu pro podáváńı)?

(Vlastńı data.)

Řešeńı:

Označme teplotu kachny v čase t (měřeno v minutách) jako T = T (t)
a teplotu mı́stnosti jako TM . Vı́me, že teplota kachny klesá rychlost́ı př́ımo
úměrnou rozd́ılu teploty kachny a teploty mı́stnosti, konstantu úměrnosti
označ́ıme k > 0. Teplota kachny muśı splňovat diferenciálńı rovnici

dT

dt
= −k(T − TM),

kterou budeme řešit metodou separace proměnných

T ′

T − TM
= −k∫

T ′

T − TM
dt = −

∫
k dt∫

dT

T − TM
= −kt+ c , T − TM > 0

T − TM = c1e
−kt,

kde c1 > 0 je libovolná konstanta.
Obecné řešeńı rovnice má tvar

T (t) = c1e
−kt + TM , t ∈ R.

Ze zadáńı nám plynou tři počátečńı podmı́nky

T (0) = 200, T (15) = 120, T (30) = 77.
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S jejich využit́ım źıskáme nelineárńı soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých

c1e
−0k + TM = 200

c1e
−15k + TM = 120

c1e
−30k + TM = 77.

Pro zjednodušeńı použijeme substituci EK = e−15k a dostaneme

c1 + TM = 200

c1EK + TM = 120

c1E
2
K + TM = 77.

Z prvńı rovnice soustavy vyjádř́ıme TM a dosad́ıme výraz do zbývaj́ıćıch dvou
rovnic

TM = 200− c1 (3.6)

c1EK + 200− c1 = 120 (3.7)

c1E
2
K + 200− c1 = 77. (3.8)

Z rovnic (3.7), (3.8) vytkneme c1

c1(EK − 1) = −80 (3.9)

c1(E
2
K − 1) = −123. (3.10)

Rovnici (3.10) rozlož́ıme na součin

c1(EK − 1)(EK + 1) = −123.

Je zřejmé, že jeho prvńı dva členy jsou stejné jako levá strana rovnice (3.9),
můžeme tedy psát

−80(EK + 1) = −123.

Odtud postupně dostáváme

EK + 1 =
−123

−80

EK =
123

80
− 80

80

EK =
43

80
.
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Návratem k substituci EK = e−15k zjist́ıme hodnotu k

e−15k =
43

80

−15k = ln
43

80

k = − 1

15
ln

43

80
.

Z rovnice (3.9) vypoč́ıtáme konstantu c1

c1(EK − 1) = −80

c1 =
−55

EK − 1

c1 =
80

1− EK
c1 =

80 · 80

37
c1

.
= 173.

Využit́ım rovnice (3.6) lze dopoč́ıtat teplotu mı́stnosti

TM = 200− c1
TM = 27.

Teplota mı́stnosti je 27 ◦C.

Do schladnut́ı kachny na teplotu TP = 70 ◦C, uplyne čas tP splňuj́ıćı rov-
nost

T (tP ) = c1e
−ktP + TM = TP .

Odtud postupně vyjádř́ıme hledaný čas

c1e
−ktP = TP − TM

e−ktP =
TP − TM

c1

−ktP = ln
TP − TM

c1

tP = − 1

K
ln
TP − TM

c1
,
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po dosazeńı dostáváme

t =
1

1
15
· ln 43

80

· ln 70− 27

173

t =
15

ln 43
80

· ln 43

173

t
.
= 33, 7.

Kachnu tedy můžeme zač́ıt podávat v 11 hodin 34 minut. 4

Obrázek 3.8: Teplota uvnitř kachny, na vodorovné ose čas v minutách od
vyndáńı z trouby. Čárkovaně je vyznačena teplota mı́stnosti.; Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.8 Australská národńı banka vydala vloni zhruba 50 milion̊u ban-
kovek s tǐstěnou gramatickou chybou. Chyba byla objevena p̊ul roku od vypuš-
těńı emise do oběhu. Dı́ky tomu je v současnosti jedna pětina z celkového
počtu padesátidolarových bankovek chybná. Bylo rozhodnuto, že banka na-
hrad́ı chybné bankovky novými. Předpokládá se, že každý den australské banky
vyměńı zhruba 70 milion̊u bankovek. Z toho je 30 milion̊u bankovek právě
v nominálńı hodnotě 50 australských dolar̊u.

Za jak dlouho bude vyměněno 25 %, 50 %, 75 %, 90 % vadných bankovek?
Za jak dlouho bude v oběhu jen 10 % padesátidolarových bankovek vadných?

(Stonǐsová, 2019)

Řešeńı:

Označme počet vadných bankovek v čase t (měřeno ve dnech) jako V = V (t)
a počet nových bankovek jako N = N(t). V současnosti, tj. v t = 0 v́ıme, že

V (0) = 50 · 106, N(0) = 0.

Celkový počet padesátidolarových bankovek je konstantńı a roven pětinásobku
V (0), tedy

C = V (t) +N(t) = 250 · 106.

Vı́me, že bankami proteče denně v = 30 · 106 z nich. Zachycené vadné ban-
kovky každodenně vyměńı za nové. Rychlost výměny záviśı na aktuálńı hus-
totě vadných bankovek v celkovém počtu a je proto dána vztahem

v(t) =
V (t)

C
· v.

Počet vadných bankovek v oběhu v čase t (měřeno ve dnech) je dán dife-
renciálńı rovnićı

dV

dt
= −v(t) = − v

C
V (t).

Tuto rovnici budeme řešit metodou separace proměnných.

dV

dt
= − v

C
V (t)∫

V ′(t)

V (t)
dt = −

∫
v

C
dt∫

1

V
dV = − v

C
· t

ln |V | = − v
C
· t+ c1, c1 ∈ R.
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Odtud dostáváme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

V (t) = K1e
− v
C
t, K1 ∈ R.

Hodnotu K1 urč́ıme z počátečńı podmı́nky

V (0) = K1 · e0 = 50 · 106

a dosazeńım do obecného řešeńı dostaneme

V (t) = 50 · 106 · e−
v
C
t = 50 · 106 · e−3t/25, t ≥ 0.

Počet vadných bankovek v oběhu bude klesat exponenciálně.
Označme poměr vyměněných vadných bankovek z celkového počtu p̊u-

vodńıch vadných bankovek jako p. Čas t = tp, ve kterém dojde k výměně
části vadných bankovek, muśı splňovat rovnici

V (tp)

V (0)
= 1− p,

protože v oběhu z̊ustane část (1− p) vadných.
Postupným řešeńım vzhledem k tp dostáváme

e−
v
C
tp =

(1− p)V (0)

K1

− v
C
tp = ln

(1− p)V (0)

K1

tp = −C
v

ln
(1− p)V (0)

K1

.

Vzhledem k tomu, že v našem př́ıpadě K1 = V (0), dostáváme vzorec pro
výpočet času výměny požadovaného množstv́ı vadných bankovek

tp = −C
v

ln(1− p) = −25

3
ln(1− p).

Postupným dosazeńım dostáváme

t0,25 = −25

3
ln(1− 0, 25) = −25

3
ln(0, 75)

.
= 2, 4,

t0,5 = −25

3
ln(1− 0, 5) = −25

3
ln(0, 5)

.
= 5, 78,
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t0,75 = −25

3
ln(1− 0, 75) = −25

3
ln(0, 25)

.
= 11, 55,

t0,9 = −25

3
ln(1− 0, 9) = −25

3
ln(0, 1)

.
= 19, 19.

Dospěli jsme k závěru, že 25 % vadných bankovek bude vyměněno za
3 dny, 50 % za 8 dńı, 75 % za 15 dńı, 90 % za 25 dńı.

Odpověd’ na druhou otázku budeme řešit analogicky. Jen vznikne vyděle-
ńım aktuálńıho počtu vadných bankovek celkovým počtem padesátidolarových
bankovek

V (tp)

C
= p.

Analogickým postupem odtud vyjádř́ıme

tp = −C
v

ln
pC

K1

= −C
v

ln
pC

V (0)
,

což pro konkrétńı hodnoty č́ıselně znamená

t0,1 = −25

3
ln

0, 1 · 250

50
= −25

3
ln 0, 5

.
= 7, 4. 4

Obrázek 3.9: Pr̊uběh výměny bankovek. Na vodorovné ose čas ve dnech od
prvńıho dne výměny.; Archiv autora
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Př́ıklad 3.1.9 Soused̊uv rybńık Dvořǐstě u Obrataně má rozlohu 9,6 hektar̊u
a předpokládanou kapacitu 1500 dospělých ryb. Před pěti lety bylo do rybńıka
nasazeno 50 ryb. Po prvńım roce se počet ryb v rybńıku zdvojnásobil.

Kdy je dosaženo polovičńı kapacity rybńıku a kdy bude v rybńıku 1000 ryb?
Předpokládáme konstantńı rychlost množeńı ryb.

(Český rybářský svaz, 2020)

Řešeńı:

Označme počet ryb v čase t (poč́ıtáno v letech) jako p = p(t), nosnou ka-
pacitu prostřed́ı jako K a rychlost r̊ustu jako r. Aktuálńı počet ryb je dán
diferenciálńı rovnićı

p′ = rp
(

1− p

K

)
,

kterou budeme řešit metodou separace proměnných. Postupně dostáváme

p′

p
(

1− p

K

) = r

∫
p′

p
(

1− p

K

) dt =

∫
r dt

∫
dp

p
(

1− p

K

) = rt+ c. (3.11)

Integrál vlevo označme jako I

I =

∫
1

p
(

1− p

K

) dp =

∫ A
p

+
B

1− p

K

 dp

a budeme ho řešit pomoćı parciálńıch zlomk̊u

1 = A
(

1− p

K

)
+Bp

s neznámými A,B ∈ R.
Pro p = 0 máme

1 = A · 1 + 0

A = 1.

71



Pro p = K máme

1 = A · 0 +B ·K

B =
1

K
.

Integrál I tedy vyjádř́ıme jako

∫ A
p

+
B

1− p

K

dp

 =

∫
1

p
dp+

∫
1

K
(

1− p

K

) dp =

∫
1

p
dp+

∫
1

K − p
dp =

= ln |p| − ln |K − p| = ln

∣∣∣∣ p

K − p

∣∣∣∣ .
Zpětným dosazeńım do (3.11) dostáváme

ln

∣∣∣∣ p

K − p

∣∣∣∣ = rt+ c, pro p ∈ (0, K),

což postupně uprav́ıme

p

K − p
= c1e

rt

p = c1e
rt(K − p)

0 = c1e
rtK − c1ertp− p

0 = c1e
rtK − p(c1ert + 1)

−c1ertK = −p(c1ert + 1)

c1e
rtK

c1ert + 1
= p

K

c2e−rt + 1
= p.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice je tedy

p(t) =
K

c2e−rt + 1
, t ≥ 0.
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Dı́ky počátečńı podmı́nce p(0) = 50 =: p0 vyjádř́ıme konstantu c1

K

(c1e−rt + 1)
= 50

K

(c1e0 + 1)
= 50

K

(c1 + 1)
= 50

K = 50c1 + 50

K − 50

50
= c1

K − p0
p0

= c1.

Konkrétńı řešeńı rovnice je tedy

p(t) =
K

K − p0
p0

e−rt + 1
,

což lze upravit jako

p(t) =
K

(K − p0)e−rt + p0
p0

p(t) =
Kp0

p0 + (K − p0)e−rt
.
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Poznamenejme, že toto řešeńı je pro 0 < p0 < K definováno na celém R.
Vı́me, že počet ryb se po prvńım roce zdvojnásobil, čili můžeme psát

p(1) =
Kp0

p0 + (K − p0)e−r·1
= 2p0,

odkud vyjádř́ıme koeficient r̊ustu r

K

p0 + (K − p0)e−r
= 2

K = 2p0 + 2(K − p0)e−r

K − 2p0
2(K − p0)

= e−r

ln
K − 2p0

2(K − p0)
= −r

r = ln
2(K − p0)
K − 2p0

r = ln
2(1500− 50)

1500− 100

r = ln
2900

1400

r = ln
29

14
.
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Daľśım úkolem bylo zjistit, kdy bude v rybńıku 750 ryb. Muśıme tedy vyřešit
rovnici

p(t) =
K

2
K

K − p0
p0

e−rt + 1
=
K

2

2 =
K − p0
p0

e−rt + 1

1 =
K − p0
p0

e−rt

p0 = (K − p0)e−rt
p0

K − p0
= e−rt

ln
p0

K − p0
= −rt

rt = ln
K − p0
p0

t =
1

r
ln
K − p0
p0

t =
1

ln
29

14

ln
1500− 50

50

t =
1

ln
29

14

ln 29

t
.
= 4, 62.

V rybńıku bude 750 ryb asi za 4,62 roku. 4
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V daľśı části úloha zjǐst’uje, za jak dlouho bude v rybńıku 1000 ryb. Tento
počet odpov́ıdá 2/3 kapacity rybńıka. Muśıme tedy vyřešit rovnici ve tvaru

p(t) =
2K

3

K
K − p0
p0

e−rt + 1
=

2K

3

3

2
=
K − p0
p0

e−rt + 1

1

2
=
K − p0
p0

e−rt

p0
2

= (K − p0)e−rt

p0
2(K − p0)

= e−rt

ln
p0

2(K − p0)
= −rt

rt = ln
2(K − p0)

p0

t =
1

r
ln

2(K − p0)
p0

t =
1

ln
29

14

ln
2(1500− 50)

50

t =
1

ln
29

14

ln 58
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t
.
= 5, 58.

Přibližně za 5,58 roku se v rybńıku namnož́ı požadovaný počet ryb. 4

Obrázek 3.10: Vypoč́ıtaný pr̊uběh počtu ryb v rybńıku. Na vodorovné ose
čas v letech od vysazeńı.; Archiv autora
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Kapitola 4

Závěr

Tato diplomová práce měla za hlavńı ćıl vytvořeńı souboru konkrétńıch př́ı-
klad̊u, kterými si uživatel sb́ırky může rozš́ı̌rit zásobu procvičovaćıch úloh
z oblasti integrálńıho počtu a diferenciálńıch rovnic. Zároveň byl při výběru
kladen d̊uraz na netypičnost a nestandardnost slovńıch úloh, se kterými se
však specifické skupiny osob mohou i v běžném či pracovńım životě setkat.

Prvńı část práce, s úlohami z oblasti integrálńıho počtu, je rozdělena
do podkapitol seřazených podle vlastńıch kritéríı. Př́ıklady vedly k př́ımým
výpočt̊um s využit́ım standardńıho aparátu řešeńı integrál̊u. Tyto úlohy jsou
zaj́ımavé předevš́ım interpretaćı, kterou představuj́ı tvary a obsahy ploch
vymezených zadáńım. Neméně zaj́ımavé jsou svým řešeńım úlohy využ́ıvaj́ıćı
integrály k odvozeńı vzorc̊u pro obsahy obrazc̊u, nebo povrch̊u či objemů
základńıch typ̊u těles. Úlohy posledńı podkapitoly této části byly inspirovány
životńı zkušenost́ı s každodenńım už́ıváńım lék̊u osoby bĺızké rodiny. Proto
jsem se po konzultaci s osobou z lékařského odborného prostřed́ı ponořil do
zevrubného probádáńı zp̊usobu vstřebáváńı léčivé látky a pokusil se, na rozd́ıl
od mnoha jiných pacient̊u podstupuj́ıćıch léčby, naj́ıt matematické řešeńı této
poměrně běžné životńı situace.

V druhé části, zaměřené na neobvyklé př́ıklady využ́ıvaj́ıćı diferenciálńıch
rovnic, jsou prezentovány výhradně slovńı úlohy, u nichž bylo třeba nejprve
slovńı text převést do matematického jazyka a následně, povětšinou stan-
dardńımi metodami, vyřešit diferenciálńı rovnici. Velmi náročný byl výběr
vhodných slovńıch úloh, ačkoliv běžný život přináš́ı mnoho situaćı, pro které
by se na prvńı pohled nab́ızelo řešeńı zvoleným matematickým aparátem
diferenciálńıch rovnic. Po hlubš́ım zamyšleńı jsem však dospěl k závěru,
že v mnoha př́ıpadech je konkrétńı jev ovlivněn velkým množstv́ım fak-
tor̊u a okolnost́ı, které nelze do výpočtu zahrnout a které by teoreticky
vypoč́ıtaný výsledek značně zkreslovaly. Proto takové úlohy nebyly do sb́ırky
úloh zařazeny. I v použitých úlohách muśı být někdy přistoupeno k jisté
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mı́̌re idealizace běžné situace, tak, aby okolnosti odpov́ıdaly parametr̊um pro
použit́ı diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklady jednotlivých okruh̊u diplomové práce mohou být př́ınosné a obo-
hacuj́ıćı nejen pro studenty r̊uzných matematických obor̊u, ale mohou rozš́ı̌rit
obzory vědomost́ı i vyučuj́ıćım daných předmět̊u, nebo být zaj́ımavým doplň-
kem informaćı pro odborńıky z oboru lékařstv́ı, soudńıho znalectv́ı či ochrany
životńıho prostřed́ı.

Psańı diplomové práce bylo rozhodně př́ınosem i pro mě samotného. Sa-
mostudiem odborné literatury jsem si pr̊uběžné rozšǐroval znalosti proble-
matiky integrálńıho počtu a diferenciálńıch rovnic. Tvorba diplomové práce
a promýšleńı variant slovńıch úloh ve mně vzbudila potřebu hlubš́ıho poznáńı
zákonitost́ı a jev̊u z jiných obor̊u a profeśı. Proto jsem se setkal s osobnostmi
z oblasti lékařstv́ı, ústavu biologie či rybářstv́ı, které rozš́ı̌rili mé, doposud
velmi strohé vědomosti o léčivech, přeměně rostlinné hmoty v humus, nebo
o potřebách vysazováńı ryb do našich stojatých vod.

Úloha o tloušt’ce ledu, jeho odtáváńı a bezpečnosti provozováńı zimńıch
sport̊u na přehradách by v budoucnu mohla přesáhnout hranice nad rámec
moj́ı diplomové práce a stát se podkladem pro hlubš́ı prostudováńı proble-
matiky. Mohla by se tak stát př́ınosem nejen pro provozovatele odpovědné
za bezpečnost návštěvńık̊u, vodohospodáře, ale i vodńı záchranáře.
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vysokých škol. ISBN 80-7204-467-2.
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