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ABSTRAKT 
Práce se zabývá využitím deterministického modelování s vlivem nahodilosti materiálo
vých parametrů k napodobení série experimentálních zkoušek betonových těles tvaru psí 
kosti při jednoosém excentrickém tahu zaměřujících se na vliv velikosti konstrukce na 
její mechanické vlastnosti , především na nominální pevnost. (Size effecť). Úloha bude 
řešena jako úloha rovinné napjatosti pomocí dostupných diskrétních výpočetních metod. 

KLÍČOVÁ SLOVA 
diskrétní modelování, stochastické modelování, vliv velikosti, kvazikřehké materiály, po
rušování betonu 

ABSTRACT 
The work focuses on the use of deterministic discrete model ing with representation of 
spatial randomness in material parameters to simulate a series of experimental tests of 
concrete specimens in the shape of a dog bone, loaded in excentric uniaxial tension. The 
main focus is on the influence of the size of the structure on its mechanical properties, 
especially nominal strength (Size effect). The specimens are modeled as a plane stress 
problem using available discrete computat ional methods. 
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discrete model ing, stochastic model ing, size effect, quasi-brittle materials, damage of 
concrete structures 
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Úvod 
V oblasti kons t rukčního a mater iá lového inženýrství se při studiu heterogenních 

kvazikřehkých kompozitu, krom konvenčně používaných spoji tých metod, jako je 

metoda konečných prvků, již běžně používají d iskrétní př ís tupy, k teré lépe vysti

hují některé mechanické vlastnosti těchto mater iá lů , jako je např ík lad nel ineární 

změkčení, nebo energetické problémy související s heterogenitou daného mater iá lu . 

Ukazuje se však, že u některých úloh, maj í i d iskré tní p ř í s tupy své limity. Např í 

klad při studiu Size effectu 1 , na ráž íme u diskrétních modelů na j is té meze minimál

ních pevnost í , k teré nelze t ěmi to modely podkroč i t . Ukazuje se tak, že hrubost zrn, 

k t e rá ovlivňuje množs tv í energie po t ř ebné k porušení prvku, není j ed iným jevem, 

k t e rým k Size effectu přispívá. Z tohoto důvodu je zaveden předpoklad , že je cho

vání be tonových konstrukcí ovlivněno t aké nahod i lým u s p o ř á d á n í m mater iá lových 

p a r a m e t r ů po objemu konstrukce. T í m t o p rob lémem se u diskrétních p rvků zabývá 

např ík lad článek Eliáš; Vořechovský; Skoček; Bažan t [1], k te rý je zaměřen na t ř íbo

dový ohyb diskrétně modelovaného t r ámce , s nahod i lým u s p o ř á d á n í m mater iá lovcýh 

p a r a m e t r ů . 

Nápln í t é t o práce bude pomocí diskrétních p ř í s tupů napodobit Size effectový ex

periment při zkouškách jednoosého tahu, popsanýo v článku van Vliet ; van Mier [2], 

k te rý byl již napodoben v článku Vořechovský [3] pomocí konečněprvkostn ího soft

waru A T E N A . Nejdříve bude experiment napodoben diskrétními modely bez v l ivu 

nahodilosti mater iá lu . Provede se odhad pevnos tn ích mezí, kalibrace mate r i á lu a ná

sledně několik sérií numerických zkoušek. Následně bude na tyto modely aplikováno 

p ravděpodobnos tn í pole nahodi lých mater iá lových p a r a m e t r ů , k te ré bylo použi to 

ve zmíněných pracích [3, 1]. Výsledky těchto dvou p ř í s tupů budou porovnány mezi 

sebou a následně se zmíněnými experimenty. 

1soubor jevů, které určitým způsobem přispívají k závislosti mechanických vlastností stavební 
konstrukce na konkrétních rozměrech 
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Cíle 
• Napodobit sérii exper imentá ln ích t ahových zkoušek be tonového prvku tvaru 

psí kosti zaměřených na zkoumání v l ivu velikosti zkoušeného vzorku na nomi

nální pevnost, a to pomocí : 

— 2D diskré tního modelování opa t řeného pouze geometrickou nahodi los t í 

— 2D diskré tního modelování opa t řeného nahod i lým rozložením mater iá lo

vých p a r a m e t r ů 

• Simulované zkoušky porovnat s výsledky exper imen tů 
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1 Experiment 
V prvn í kapitole jsou p o p s á n a zvolená exper imentá ln í data, k t e rá sloužila jako pod

klad pro vytvoření numerických modelů , nas tavení p roměnných a provedení nume

rických studií . J e d n á se zejména o popis geometrie zkušebních těles a d o s t u p n á data 

o mater iá lových parametrech. Detai lní údaje z exper imen tů poslouží pro identifikaci 

mater iá lových p a r a m e t r ů a zpě tně též jako nás t ro j pro validaci modelu a provedení 

predikcí. 

V t é to práci bude k tomuto účelu sloužit exper imentá ln í studie [2] a diser tační 

práce [4], ve k te ré byly tes tována na tah geometricky p o d o b n á zkušební tělesa z 

betonu. Studie je un iká tn í pro svůj neobvyklý poměr velikostí zkušebních těles 1:32. 

Vzhledem k tomu, že se předložená práce zabývá krom modelování procesů porušo

vání betonu i vl ivem velikosti na pevnost, je zvolená exper imentá ln í studie ideální. 

J e d n á se o pečlivě plánovaný a provedený experiment doktoranda van Vl i e t a na 

Technické univerzi tě v nizozemském Delftu pod vedením uznávaného odborn íka na 

experimenty s betonem prof. van Miera . Tes tovaná zkušební tělesa byla vyrobena 

jak z pískovce, tak z betonu a to v sérii, označené jako D R Y , kde t u h n u t í a t v r d n u t í 

betonu probíhalo v labora torn ích podmínkách , a v sérii př ipravované v klimatické 

mís tnos t i , označené jako W E T . 

Pro účely numerického modelování v předložené práci byla v y b r á n a série D R Y . 

J e d n á se konkré tně o sérii t ahových zkoušek be tonových vzorků ve tvaru psí kosti 

(dog bone specimens). 

1.1 Geometrie zkušebních těles 
Uvedená studie využívá geometrii psí kosti, k t e r á disponuje v h o d n ý m rozložením 

napěťového pole tak, aby k porušení nedocházelo u podpor vlivem víceosého na

pěťového pole. U všech rozměrů zkušebních těles se podař i lo zvolenou geometri í 

dosáhnou t toho, že makrotrhliny byly lokalizovány do zúžené části , kde byla tělesa 

vystrojena zař ízením k měření posunů a zpě tného řízení zatěžovacího stroje. Geo

metrie je d á n a kons tan tn í t loušťkou vzorku 100 mm, k te rá byla použ i t a pro všechna 

tělesa. O s t a t n í rozměry byly škálovány v závoslosti na šířce D. Ta následně definuje 

veškeré další délkové poměry, k teré jsou deta i lně uvedeny na obrázku 1.1. Série se 

skládá z šesti velikostí A F počínaje tě lesem A o rozměru D = 50 mm. Každá 

další velikost zkušebního tělesa m á rozměr rovný dvojnásobku předchozí velikosti. 

Největší těleso F m á rozměr D = 1600 mm.. 
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Type A B C D E F 
D (mm) 50 100 200 400 800 1600 
r (mm) 36.25 72.5 145 290 580 1160 

Obr. 1.1: Geometrie modelů použi tých v článku van Vliet ; van Mier [2] 

1.2 Vybrané výsledky experimentů 
Naměřené kř ivky závislosti síly na ř ízeném posunu t í a též závislost maximáln ího 

nominá lneho n á m ě t í na rozměru těles byly z dizertace van Vlie t [4] a zmíněných 

č lánků převedeny do digi tální podoby, aby mohly bý t snadněj i porovnávány s námi 

získanými daty z numerických studií . Pro účely předložené práce pos tač í s t řední 

hodnoty a směroda tné odchylky nominálních pevnos t í zkušebních těles (1.2) a L D 

diagram zkušebního tělesa velikosti B, pro kalibraci mater iá lových p a r a m e t r ů (2.2). 

Je p o t ř e b a poznamenat, že je nominá ln í pevnost v experimentu definována jako 

maximáln í dosažená síla, vz tažená na průřezovou plochu v polovině výšky nosníku. 

Stejnou definici budeme používat při následujících numerických zkouškách. Veškerá 

data pochází z článku van Vliet ; van Mier [2]. 

10 



3.6 t 

3.4 -

1 I I 
A B T 

C: 
'j ' i ' 

E 
-

D [mm] 

Vzorek A(10) B(4) C(7) D(5) E(4) F(4) 

aN (MPa) 2.54 2.97 2.75 2.30 2.07 1.86 

(0.41) (0.19) (0.21) (0.09) (0.12) (0.16) 

Obr. 1.2: nominálních pevnos t í zkušebních těles 
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2 Deterministické modely 
P r v n í typ numerického modelu, k t e r ý m se budeme zabývat , je diskrétní model typu 

L D P M [5] jehož nahodilost spočívá pouze v n á h o d n é m uspo řádán í samotné geome

trie modelu a nejsou do něj př idávány žádné další nahodi lé jevy. Pro lepší orientaci 

v textu tento typ modelu nazveme jako determinist ický, a to i přes to , že se nejedná o 

čistě determinis t ický model, neboť jednot l ivé realizace modelu poskytuj í různou od

pověď kvůli geometrické nahodilosti v rozmístění s t ředů modelovaných tuhých „zrn" . 

Naopak model, jehož nahodilost nebude spočívat pouze v geometr ickém uspořádání , 

budeme pro p o t ř e b u práce nazývat jako model stochastický. 

Vytvoření determinis t ického modelu bez s tochast ických j evů n á m umožňuje po

hlížet na zdroje v l ivu velikosti na pevnost odděleně a pomůže n á m odlišit s amotný 

potenciál determinis t ického modelu a jeho p ř ípadné limity. Podle dos tupných prací, 

k teré se diskrétními modely zabývají , p ředpok ládáme , že je determinis t ický model 

schopný vystihnout jevy jako je velikost procesní zóny F P Z , šířku trhliny a vl iv 

oslabených okrajů. 

Očekáváme však, že modely nebudou schopny chování vzorků v exper imentá ln í 

zkoušce napodobit zcela. Zkušenost i a u t o r ů [1, 3] ukazují , že rozptyl odezvy modelu 

spojený s n á h o d n ý m rozmís těn ím s t ředů zrn v modelu je menší , než rozptyl experi

mentá ln ích dat získaných se sku tečným betonem. N á h o d n é rozmís tění zrn a od toho 

odv inu tá nahodilost v teselaci sice vede na rozptyl v rozměrech a or ientací p ru tů , 

k teré reprezentuj í rozhraní mezi t u h ý m i zrny, ale pokud se pro výpočet hodnot pa

r a m e t r ů těchto p r u t ů použijí determinist ické mater iá lové parametry kons t i tu t ivn ího 

zákona, celkový rozptyl odezvy je poměrně malý. 

N a základě těch to zkušenost í a úvah lze očekávat , že např . nominá ln í pevnost 

modelovaných těles nadměrných velikostí bude omezena spodní mezí, kterou deter

minis t ickým modelem není možné podkroč i t . Tomuto problému je dále věnována 

podkapitola 2.3. 

2.1 Geometrie modelů 
Pro účely práce byla vy tvořená série rovinných diskrétních mode lů velikostí (A-F) 

s geometri í , k t e rá napodobuje geometrii těles, k teré byly použi ty ve dříve zmíněných 

experimentech [2]. Pro snížení výpočtové náročnos t i modelů byla ú loha pro účely 

práce uvažována jako rovinná, konkré tně ú loha rovinné napjatosti. 

Modely jsou generovány preprocesorem. Ten nejdříve vytvoř í pomyslný obrys 

tvaru psí kosti, do k te rého je p o t ř e b a umís t i t kružnice o p r ů m ě r u 

^iiiiii} k teré re

prezentuj í jednot l ivá zrna kameniva. Zrna jsou do geometrie generována n á h o d n ě s 
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• Střednice p r u t ů 

o Voroného tesalace 

• P ř ík lad stykové plošky 

Obr. 2.1: Geometrie p ru tových e lementů 

t ím, že se po vložení každého zrna ověří, jestli jeho hranice nepro t íná žádné ze sou

sedních zrn. Pokud zrno p o d m í n k u nesplňuje, je z geometrie odebráno . Prostor je 

dále rozdělen pomocí Voroného teselace, k t e r á v polovině spojnic s t ředů zrn vytvoří 

kolmici definující stykovou plochu. Pomocí takto rozděleného prostoru jsou následně 

definovány pru tové elementy, jejichž s třednice je tvořena spojnicí s t ředů zrn. P růřez 

pru tových e lementů definuje již zmíněná styková plocha, na k te ré jsou předepsány 

fyzikální vztahy mezi n a p ě t í m a p ře tvořen ím mater iá lu . Takto provedená geomet

rie se nachází v mís tě , kde očekáváme porušení zkoušeného tělesa. V obdélníkových 

částech tělesa, poblíž podpor, je velikost cř m i n vynásobená konstantou, závislou na 

velikosti zkoušeného vzorku. Zavedení t é t o takzvané hrubé diskretizace je zvoleno s 

ohledem na rychlost generování modelů . 

K r o m samotné geometrie je n u t n é napodobit i okrajové podmínky. V experi

mentu bylo pro uchycení těles zkonst ruováno un iká tn í zařízení pro vnášení nucené 

deformace tak, aby bylo umožněno volné otáčení kolem kotevních b o d ů na horn ím 

a dolním líci, kde je nás ledně vnášen předepsaný posun. Pro n a p o d o b e n í těchto 

podmínek je horn í a spodní okraj modelu tvořen nedeformovatelnou př ímkou, k te rá 

je v mís tě zmíněných kotevních b o d ů uchycena na rotačních p o d p o r á c h tak, aby 

okrajové p o d m í n k y co nejlépe napodobovaly experiment. 

Z článků, k te ré se zabývají vl ivem velikosti na nominá ln í pevnost (tzv. size effect) 

betonu víme, že u vzorků malých velikostí dochází k poměrně vý raznému poklesu je-

2.1.1 Úprava okrajů 

1 3 



j ich pevnos t í oproti větš ím p r v k ů m [2, 3]. To je způsobeno t ím, že vrstva mater iá lu , 

k t e rá se nachází při okraji vzorku, m á odlišné mechanické vlastnosti. Zdrojem té to 

odlišnosti může být tzv wall effect, tedy jev, kdy rozdělení velikostí zrn v blízkosti 

okraje musí být j iné, než upros t řed objemu, neboť při výrobě těles je p ř í t omno bed

nění. Dalš ím vlivem je nerovnoměrné vysychání a smršťování, kdy p r ů b ě h vysychání 

vrstvy pod povrchem těles je typicky odlišný od zbytku objemu. Dále může h r á t roli 

vývin hydra t ačn ího tepla a s t í m související rozdíly v tep lo tě b ě h e m tv rdnu t í : po

vrchová vrstva bývá chladnější díky p ř e s tupu tepla do okolí. Vzhledem k tomu, že 

t loušťka t é to vrstvy je přibl ižně kons tan tn í a nezávislá na rozměrech zkušebních tě

les, ovlivňuje silněji tělesa menších rozměrů. Z tohoto důvodu jsou pro účely práce 

vytvořeny dva rozdílné typy modelů . U mode lů označených A 0 - F c byla s tředová 

část nosníku nejdřív nahrazena čtvercovou oblast í s délkou strany D, do k teré byla 

vygenerována síť diskrétních prvků. Následně je vygenerovaná síť po rovnána s obry

sem tvaru psí kosti, a veškeré pru tové elementy, k te ré nespojují dvě zrna umís t ěná 

uvn i t ř obrysu jsou odst raněny. O b d o b n ě byly vytvořeny oblasti s hrubou diskreti-

zací. T í m že nebudou pru tové elementy př ímo kopírovat pomyslný obrys tvaru psí 

kosti, dojde v některých mís tech ke zmenšení nominá ln í plochy. D á se p ředpokláda t , 

že právě v těch to oslabených místech může dojít k p o č á t k u šíření trhliny, a t í m se 

sníží výs ledná nominá ln í pevnost tělesa. Takto získáme modely, k teré z jednodušeně 

napodobuj í v l iv oslabených okrajů. 

P ro tože však chceme mí t možnos t , odlišit v l iv oslabených okrajů od dalších de

terminis t ických vlivů na Size effect, je p o t ř e b a vytvoř i t modely, u k te rých bude 

nomináln í plocha, v kterémkoliv vodorovném řezu, t o tožná s plochou řezu tělesa psí 

kosti. Ty to modely budeme označovat A n - F n . U těchto mode lů postupujeme ob

dobně jako u mode lů A 0 - F 0 s t í m rozdílem, že po dokončení modelu veškeré s t ředy 

zrn, nacházející se v blízkosti okraje ozrcadl íme přes kružnicovou pomyslnou hranici 

modelu a tyto nově vytvořené s t ředy propoj íme p ru tovými elementy se zbytkem 

modelu. 

2.2 Materiálové parametry 
A b y bylo možné zjištěná data z numerických zkoušek porovnávat s experimenty, 

je p o t ř e b a kromě geometrie zatěžovaného vzorku napodobit i mater iá lové parame

try (dále M P ) . Diskrétní modely, používané v t é to práci n á m umožňují nastavovat 

lokální M P asociované s modelovanou mezo-úrovní J e d n á se tedy o parametry po

pisující chování jednot l ivých stykových plošek mezi dvěma zrny. Konkré tně se j edná 

o lokální modul pružnos t i v tahu Et, lokální tahovou pevnost ft, lomovou energii v 

tahu Gt, a součinitel a0. N a tyto parametry jsou pak navázané další parametry, jako 

např . lomová energie kon tak tn í plošky ve smyku apod. Je však důležité poznamenat, 
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že tyto mater iá lové charakteristiky nebudou př ímo číselně odpovída t p a r a m e t r ů m 

vzorku jako celku (homogenizované makroskopické charakteristiky spja té s větš ím 

objemem mate r i á lu ) . Proto je p o t ř e b a lokální (meziúrovňové) M P a makroskopické 

parametry, jako např . modul pružnos t i E, Poissonovo číslo v a pevnost mater iá lu , 

rozlišovat. V souvislosti s p ředs taveným konceptem modelování odezvy mate r i á lu na 

mezoúrovni je již zřejmé, že pojem pevnosti jako urči té maximáln í úrovně napě t í , je 

problematický, neboť „pevnos t" vy jádřená max imáln í silou normovanou rozměry, je 

u heterogenních mate r i á lu s neproporc ionáln í závislostí síly na deformaci (s neline

árn í odezvou) sp ja tá s celou řadou jevů, jako jsou rozměry těles, nebo tvar geometrie, 

k teré ovlivňují pole napě t í , viz. např ík lad habi l i tační práce Vořechovský [6]. 

2.2.1 Kalibrace materiálových parametrů 
Př i h ledání vhodných M P , se zaměř íme pouze na lokální modul pružnos t i v tahu 

Et, lokální tahovou pevnost ft a lomovou energii Gt. Lokální modul pružnos t i ve 

smyku Es nebude n u t n é uvažovat , protože vztah mezi Es a Et je vázaný součinitelem 

«0, k te rý je definovaný vztahem (2.1). Součinitel a0 t ak t éž nebude t ř e b a kalibrovat, 

jelikož je jeho hodnota odvozena od hodnoty Poissonova čísla př ib l ižným vztahem 

(2.2), k teré je pro různé t ř ídy betonu stejné. Součinitel ao bude tedy fixně stanoven 

konstantou 0.3. 

Dále se tedy postupuje tak, že se vybere jedna konkré tn í velikost, v našem pří

padě velikost B (D = 100 mm), k t e rá není silně ovlivněna prostorovou proměnlivost í 

mater iá lových p a r a m e t r ů , není výrazně ovl ivněna oslabenými okraji a především 

není příliš ná ročná na výpočet . Pro kalibraci (identifikaci p a r a m e t r ů modelu) je 

to t iž p o t ř e b a prohledat prostor vs tupních p a r a m e t r ů , což vyžaduje vypoč ten í vel

kého p o č t u realizací celé zatěžovací zkoušky. 

Začneme t ím, že podle dat z exper imentů nas tav íme lokální modul pružnos t i 

Et. To bude poměrně j ednoduché , jelikož tento parametr je jediný, k te rý ovlivňuje 

sklon počá tečn í l ineární větve diagramu. Stačí tedy nastavit Et tak, aby sklon l i 

neární větve odpovídal sklonu větve v experimentech. Souhlas nas taveného sklonu 

numerické zkoušky s experimentem vidíme na obrázku 2.2. 

a0 = Et/Es 

1 - a0 (2.2) v = 
4 + ao 
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Př i s toup íme tedy k nas tavení pevnosti / t , a lomové energii Gt- Hodnota ft ovliv

ňuje pochopi te lně předevš ím hodnotu Ft, tedy max imáln í sílu, k t e rá bude u zkoušky 

dosažena, za t ímco hodnota Gt ovlivňuje dukt i l i tu zkoušeného prvku, tedy množs tv í 

energie, k teré bude u zatěžovací zkoušky disipováno v p r ů b ě h u přerozdělování napě t í . 

N a L D diagramu se množs tv í t é to energie projevuje na velikostí plochy pod namě

řenou křivkou. Hledání těch to p a r a m e t r ů však není tak j ednoduché , jako u modulu 

pružnost i , pro tože lomová energie poměrně výrazně ovlivňuje i hodnotu maximáln í 

dosažené síly. To znamená , že k poměrně mas ivn ímu přerozdělování napě t í dochází 

již p řed dosažením max imáln í síly a houževna tos t ma te r i á lu vyjádřená parametrem 

Gt se tedy upla tn í . Obecně plat í , že se Ft s rostoucí hodnotou Gt zvyšuje a na

opak. Postup byl tedy zvolen takový, že byla nalezena dvojice p a r a m e t r ů [ft, Gt] 

taková, aby výsledná kř ivka dobře odpovída la d a t ů m v experimentu. Tuto dvojici 

nazveme jako referenční dvojici a L D diagram zkoušky s takto získanými materi

álovými parametry označíme jako / ( X ) R . N a obrázku 2.2 můžeme vidět porovnání 

/ ( X ) R S experimenty s t ím, že je vrchol funkce / ( X ) R přibl ižně o 0,1 M P a vyšší oproti 

expe r imen tům, kvůli očekávanému snížení pevnosti z důvodu př i rozeného oslabení 

okrajů. J e d n á se o velikost B. 

17.5 Experimenty 

15.0 

12.5 -

^ 10.0 -

7.5 -

5.0 

2.5 

0.0 

200 400 600 
u [um] 

300 

Obr. 2.2: Porovnán í referenční zkoušky s experimenty. 
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2.2.2 Jednoznačnost materiálových parametrů 
Problém použitého přístupu k hledání M P spočívá v t om, že takto získaná dvojice pa
rametrů [ft, Gt] nemusí být jedinečná, protože podobně dobré shody diagramu s ex
perimentem lze dosáhnout větším počtem kombinací parametrů [ft, Gt]. Jejich vliv na 
odezvu totiž není izolovaný - parametry ft a Gt současně ovlivňují stejné rysy fitovaného 
diagramu. Tento problém může následně způsobit nejednoznačnost získaných výsledků. Z 
tohoto důvodu byla v předložené práci vytvořena jednoduchá systematická studie, která 
spočívá v prohledání dvojic materiálových parametrů [ft, Gt] v pravidelném rastru pře
krývajícím odhadnuté řešení a bylo provedeno porovnávání takto získaných L D diagramů 
s funkcí f(x)R. 

Postupujeme tedy tak, že vytvoříme deset různých parametrů ft a deset parametrů 
G t a z nich následně vygenerujeme 100 různých kombinací [ft, Gt]- U každé dvojice 
je vytvořena realizace tahové zkoušky a vzniklý L D diagram je porovnán s diagramem 
referenční dvojice. Pokud však chceme funkce navzájem porovnávat, je potřeba si vytvořit 
nějaké referenční veličiny, podle kterých budeme porovnávání provádět. Jako první zřejmý 
kandidát se nabízí rozdíl maximální dosažené síly AF definovaný vztahem (2.3), kde F t

R 

je maximální síla získána z funkce / ( X ) R , a F t

: je síla získaná z dané realizace o indexu i. 

Samotná AF však pro porovnání dvou L D diagramů nestačí, protože je třeba porovnat i 

Spočtením plochy pod funkcí g(x) získáme parametr, který nazveme AG a který bude 
sloužit jako další porovnávací parametr. P lochu pod křivkou spočítáme jako numerickou 
integraci pomocí lichoběžníkové metody. Obecný vztah je uveden zde 2.5, prakticky byla 
úloha počítaná pomocí modulu scipy.integrate.trapz v jazyce python. 

(2.3) 

jejich sestupnou větev. Řešením tedy bude vytvořit pomocnou funkci chyby aproximace, 
g(x), definovanou následovně. 

g(x) = \ f(x)R - f(x)i (2.4) 

ŕ 
AG = / 

J a 

N 

g(x) dx ~ 
k=l 

g(xk - 1) +g(xk) 
2 

Axk (2.5) 
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Na grafu 2.3 můžeme vidět referenční funkci ostatní porovnávané funkce 
f(x)i a funkci g(x) z jejichž plochy jsme získali plochu AG. 

Pro grafické znázornění výsledků byl vytvořen graf 2.4. Červený bod znázorňuje refe
renční dvojici M P , zelené body znázorňují porovnávané realizace. Sytost zelených bodů 
reprezentuje velikost hodnoty AF (čím menší je A F , tím je daný bod sytější) a velikost 
bodů reprezentuje hodnotu A G. (čím menší je hodnota A G, tím je daný bod větší). 
Pro lepší orientaci v grafu byl definován součinitel k vztahem 2.6 kde G R je plocha pod 
funkcí f(x)R. 

u [um] 

Obr. 2.3: Referenční funkce f(x)R, o s t a tn í porovnávané funkce f(x)i a funkce g(x) 

2.2.3 Vyhodnocení provedené kalibrace 
Podíváme-li se na grafický výstup 2.4 je patrné, že má uvedená kalibrace značné limity. 
Největší limitací uvedeného přístupu k hledání M P je fakt, že byla kalibrace provedena 
pouze na vzorku velikosti B, což pravděpodobně způsobuje, že bychom mohli najít min i 
málně dvě dvojce parametrů takové, které by taktéž vyhovovali experimentům a přitom 
by mohly vykazovat jiné chování u jiných velikostí, než je velikost B. Tento problém by 
se dal vyřešit tím, že bychom porovnávali na vícero velikostí současně. Tento přístup zde 
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• realizace funkce fl.x)x # k = 0 , 3 AF f = 0.5 [kN] • k = 0,0 AF f = 0.0 [kN] k = 0,5 AF f = 1.5 [kN] 

O • O O O O 
# # # • 0 0 

o # # # # # o o o o 
oo####oo o o o o • o o 

G O # # O O O O Q 
o o o # # # # # # # 

o o • • • 

o o o o o o o o o * 
3.15 3.20 3.25 3.30 3.35 3.40 

ft [MPa] 

Obr. 2.4: Grafický výs tup studie jednoznačnos t i mater iá lových p a r a m e t r ů 

není použit kvůli jeho komplexnosti a také proto, že u rozměrů vzorku D = 400 mm a 
vyšších, má na výsledné chování značný vliv nahodilost materiálových parametrů a tudíž 
by byla následná kalibrace o to komplikovanější. Další limitací uvedeného přístupu je fakt, 
že se kalibrace realizovala pouze na jedné vygenerované geometri i , což bylo zvoleno, aby 
nebylo nutné počítat stovky realizací. 

2.3 Meze nominální pevnosti zkušebních těles 
Experimentální data jednoznačně ukazují snížení nominálních pevností s rostoucí vel i 
kostí těles (1.2). Data nijak neukazují, že by se pokles pevnosti zpomalova l . Jak detailně 
studovali autoři prací [3, 7], deterministické modely založené na nelineární metodě ko
nečných prvků jednoznačně konvergují k dolní mezi pevnosti, která je diktována pouze 
tahovou pevností materiálu ft. 

Podobný trend lze očekávat i u studovaného diskrétního modelu. V deterministické 
verzi modelu zůstává prostor pro uplatnění pořadové statistiky, neboť numericky gene
rované „zrna" mají náhodné rozměry a orientaci. Lze tedy očekávat, že pokud je dán 
prostor pro náhodný výběr nejslabšího kontaktu pro inicializaci rozhodující trhl iny (trhliny, 
při jejímž zformování je dosaženo maximání hodnoty síly), předpokládáme tedy pokles 
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průměrné pevnosti s nárůstem velikosti. To lze zdůvodnit tak, že s narůstajícím počtem 
kandidátů na nejslabší element klesá průměrná pevnost takového elementu. Jenomže 
tento efekt bude silně limitován tím, že zvolená geometrie zkušebních těles implikuje 
polohu trhliny přibližně v místě maximálního napětí a výběr nejslabšího kontaktu je tak 
značně omezen na malá počet kontaktů. Jejich velikost lze považovat za materiálovou 
konstantu. 

Předpokládáme tedy, že deterministické diskrétní modely poskytují dolní mez nomi 
nální pevnosti, kterou nehledě na konkrétní vygenerovanou geometrii nemohou podkročit. 
Tato mez je diktována především lokálním parametrem tahové pevnosti ft, který je u 
deterministických modelů neměnný. Částečně je pevnost také diktována lomovou energií 
a parametry ve smyku, neboť nejzatíženější element nemusí být orientován kolmo na 
globální směr tahu. 

Přístupů, kterými můžeme uvedenou dolní mez stanovit je několik, v této práci jsou 
použity přístupy dva. 

2.3.1 Mez stanovená MKP modely 
Abychom mohli stanovit nepodkročitelnou mez, je potřeba brát v úvahu fakt, že napětí 
v horizontálním řezu prvku není rozloženo rovnoměrně, ale vznikají zde koncentrátory 
napětí. Z tohoto důvodu se mez nominální pevnosti nerovná lokálnímu parametru / t , 
protože ve stavu, kdy je v koncentrátorech napětí na úrovni ft, je nominální napětí vý
razně nižší. Nepodkročitelnou mez tedy stanovíme tak, že stanovíme koncentrátor napětí, 
kterým následně podělíme hodnotu ft, tak získáme tíženou pevnostní mez. Koncentrá
tor napětí budeme počítat v nejvíce namáhaném místě a tedy uprostřed výšky při okraji 
vzorku. 

Koncentrace napětí na excentricky zatíženém elastickém prvku tvaru psí kosti má 
dvě příčiny, a to vliv momentového zatížení a vliv geometrický. Tyto vlivy jsou uvedeny: 

• odděleně na modelu tvaru kvádru zatíženém excentricky (model 1) a na modelu 
tvaru dogbone zatíženém centrický (model 2), pomocí nichž je vypočtena přibližná 
hodnota koncentrátoru C3 

• společně na modelu tvaru dogbone zatíženém excentricky (model 3), pomocí kte
rého je vypočtena přesná hodnota koncentrátoru C 4 

Model 1 je excentricky zatížený model tvaru kvádru, který slouží k zachycení vlivu mo
mentového zatížení na koncentrátor napětí označený jako C l . Vzhledem k jednoduchosti 
mode lu je koncentrátor počítán analyticky. Geometrie modelu četně jeho rozměrů lze na
jít na obrázku 2.5. Výpočet provedeme tak, že si nejdříve vyjádříme průběh napětí <7i(x) 
vyvolané normálovou silou vztahem 2.7 a napětí 02(2;) vyvoláno momentovým účinkem 
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2.8. Průběh napětí a3(x) pak obdržíme součtem předchozích složek. 2.9 

/ X N F , N 

= 7 = s (2.7) 

a 2 (x) = T x = j ^ x (2.* 

a 3 (x) = d i ( x ) + a 2 (x) (2.9) 

Výsledný koncentrátor napětí je pak definován obecným vztahem. 2.10 

c W = ^ M = i + ^ M = i + f . (2.io) 

Protože chceme znát koncentrátor napětí při okraji prvku dosadíme za x podle vztahu 
2.11. Průběhy jednotlivých napětí můžeme vidět na obrázku 2.5. 

12e b 
C i = C ( | ) = l + — - - = 1,2 (2.11) 

Model 2 (2.7a) je centrický zatížený model tvaru psí kosti, který slouží k zachycení 
vlivu zakřivených okrajů na koncentrátor napětí označený jako C2 . Tento model je řešen 
numericky M K P systémem A T E N A a byl modelován z lineárně elastického materiálu. 
Aby u podpor nedocházelo k lokálnímu namáhání materiálu. Jsou nad podporami vymo
delovány ocelové pláty o výrazně větší tuhosti než je tuhost zatěžovaného vzorku. 

Maximální reakční síla naměřená v podpoře měla hodnotu F R = 6 7 , 5 k N . Při výpočtu 
koncentrátoru však chceme pracovat se silou jednotkovou a proto veškeré napětí, které 
bylo u zkoušky naměřeno, bylo touto hodnotou poděleno. Nominální napětí je tedy 
stanoveno vztahem 2.12. a jednotkové napětí změřené v místě koncentrátoru má hodnotu 
aK = 0,0133 M P a . 

iV 1 0 • 10 3 

aN = — = = 0, 01042 M P a (2.12) 
A 0 , 6 - 1 , 6 - 0 , 1 ' V ; 

Výsledný koncentrátor napětí C 2 pak vypočteme jednoduše podle vztahu. 2.15. 

aK 0,01318 
C2 = — = = 1, 26 (2.13) 

CT n 0,01042 ' v ; 
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© ^1 

Obr. 2.5: Geometrie a p r ů b ě h napě t í modelu 1 

Model 3 (2.7b) je obdoba předchozího modelu s tím rozdílem, že je zatížen excentricky, 
podobně jako u modelu 1. Nominální napětí, napětí v místě koncentrace a koncentrátor 
napětí C3 je získán identicky, konkrétní výpočty jsou uvedeny rovnicemi. 2.14 

N 1, 0 - 10 3 

aN = — = = 0, 01042 M P a 
A 0 , 6 - 1 , 6 - 0 , 1 

aK = 0, 01556MPa (2.14) 

^ 0 ^ 1 5 5 6 
6 a N 0,01042 

Hodnotu koncentrátoru C3 lze nyní ověřit porovnáním s přibližnou hodnotou koncentrá
toru C4, kterou můžeme získat vztahem. 

C 4 = Ci • C2 = 1, 2 • 1, 26 = 1, 54 » 1,49 = C 3 (2.15) 

Výslednou pevností mez, označenou získáme podílem lokální tahové pevnosti ft s přes
nější hodnotou koncentrátoru C 3 . 
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A F A F 

(a) Model 2 (b) Model 3 

Obr. 2.6: Geometrie modelů 

(a) Model 2 (b) Model 3 

Obr. 2.7: Tahová zkouška M K P sys témem A T E N A 



Mez stanovená diskrétními modely 
Zachycení koncentrátoru napětí pomocí M K P přístupu je limitováno tím, že je velikost 
koncentrátoru ovlivněna hustotou sítě M K P . Ve skutečnosti je však velikost místa, do kte
rého se může napětí koncentrovat dána geometrií struktury vzorku a odpovídá přibližně 
vzdálenosti jednotlivých zrn kameniva. Z toho mimo jiné vyplývá, že velikost koncen
trátoru a tedy i pevnostní mez závisí na velikosti zkoušeného vzorku. Je tedy vhodné 
vytvořit sérii diskrétních modelů s upravenou geometrií tak, aby bylo při zatěžování do
saženo nejnižší možné tahové pevnosti. 

Víme, že kontakt mezi dvěma numerickými zrny má nejmenší pevnost a k jeho poru
šení je disipováno minimální množství energie v případě, pokud je namáhán pouze pros
tým tahem. Není totiž aktivován smykový odpor kontaktu a celková disipovaná energie 
se tudíž rovná pouze parametru lomové energie Gt- Pokud výslednice sil mezi zrny není 
kolmá na jejich stykovou plošku, aktivuje se smykový odpor kontaktu, neboť se vzájemný 
posun promítne do své normálové a tangenciální složky. 

Aby došlo k úplnému porušení vzorku, musí se trhlina dostat přes celou jeho šířku. 
Energeticky je samozřejmě nejvýhodnější, aby celková délka trhliny byla co nejmenší a 
tím pádem aby její trajektorie byla ideálně přímá. 

Z těchto důvodů byla vytvořena série diskrétních modelů velikostí A-F upravených 
tak, že je v nejužším místě taženého trámce připravena řada kolmých kontaktů, které 
tvoří prostor pro vytvoření trhl iny s co nejmenší možnou délkou. Tyto kontakty jsou 
vzájemně rovnoběžné a jejich vzdálenost se rovná hodnotě minDist . Tahové pevnosti 
takto vytvořených modelů definují mez pevnosti, která bere v úvahu mimo jiné i vliv 
velikosti zatěžovaného vzorku na velikost koncentrátoru napětí. Očekáváme, že tato 
nová mez bude mít tendenci konvergovat k mezi stanovené metodou M K P . Geometri i 
takto získaných modelů můžeme vidět na obrázku. Pro účely práce, byl vytvořen vždy 
pouze jeden takový model, pro každou velikost (A-F). Důvodem je předpoklad, že se 
díky předem připravené trhlině prvek poruší vždy stejným způsobem a z tohoto důvodu 
bude mít každý takový model stejné velikosti, téměř totožnou nominální pevnost v tahu. 
Ukázku takto upraveného modelu můžeme vidět na obrázku 3.4c. 

2.4 Řízení a průběh zkoušky 

Na rozdíl od modelů s vodorovnou spárou, u kterých byla vytvořena vždy pouze jedna 
geometrie u každé velikosti (A-F), bylo u modelů bez spáry u každé velikosti vygene
rováno několik geometrií, podle vlastností konkrétní velikosti. U větších velikostí bylo 
například modelů potřeba méně, kvůli předpokládané menší směrodatné odchylce pev
ností. Z opačného důvodu bylo u velikostí A potřeba více než 20 realizací. 
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Ln 

2.4.1 Řízení posunu 
Vzorky byly zkoušeny za podmínek jednoosého 
tahu, řízeného posunem horní podpory ve směru y a 
to s tím, že vztah mezi posunem a krokem procesu 
je lineární. Důvod použití posunem řízené zkoušky 
je to, abychom byli schopni zaznamenat krom l i 
neárního vzestupu zatěžovací síly do momentu do
sažení nejvyšší tahové pevnosti i nelineární pokles 
zatěžovací síly charakteristický pro tahové zkoušky 
kvazikřehkých kompozi tu , jako je právě beton. 

Posun je zprostředkován pomocí posuvné pod 
pory, která je umístěna s lehkou excentr ic itou, e = 

D /500 od podélné osy symetrie taženého prvku 
tak, jak bylo učiněno v experimentu [2]. Důvodem 
této excentricity je zajištění toho, aby se poškození 
objevilo vždy pouze na jedné straně vzorku a nedo
cházelo tak ke komplikované interakci trhl in z obou 
stran. 

Aby bylo možné řídit závislost mezi přetvořením 
a zatížením, je třeba znát vzájemný posun dvojce 
bodů na zkoušeném vzorku. Toho je dosaženo vlo
žením dvojce bodů do geometrie vzorku tak, aby bylo detailně zachyceno otevírání vzn i 
kající trhliny. Řízení zkoušky bylo prováděno dvěma různými přístupy, podle toho, zda se 
snažíme získat pouze informaci ho maximální dosažené síle, nebo jestl i nás zajímá celý 
průběh zatěžování četně sestupné větve. Pokud nás zajímá pouze maximální dosažená 
síla, používáme řízení přímé, kde jsou hodnoty posunů odečítány z bodů, umístěných 
přímo v podporách. Toto řešení je velice jednoduché a přímočaré, avšak u vzorků větších 
rozměrů začíná docházet k tomu, že po vytvoření tahové trhliny dojde k prudkému odleh
čení vzdáleného materiálu a tudíž ke ztrátě napětí. Pokud jsou tedy měrky příliš vzdálené 
od F P Z 1 , dojde v rámci jednoho kroku k prudkému poklesu měřené síly a většinou také 
k přerušení zkoušky. Tento jev je v odborné literatuře známý jako lokální nestabilita, 
anglicky Snapback. 

Pokud nás tedy zajímá celý průběh zatěžovací zkoušky četně sestupné části způso
bené nelineárního změkčením, je třeba řídit výpočet měrkou, která bude trhlinu obepínat 
v těsné blízkosti. To je však problematické, protože geometrie modelů je generována 
náhodně a je proto nemožné předpovědět, kudy se bude trhlina propagovat a kam tedy 
umístit řídící měrku. Byl tedy pro tento účel definován řetěz řídících měrek, které svým 

Obr. 2.8: Rozmís tění měrek 

X FPZ je zkratka slov „fracture process zone", česky „lomová procesní zóna" 
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(a) Přímé řízení 

L 5 0 2 D 0 2 5 0 

u [Mm] 

(b) Nepřímé řízení 

Obr. 2.9: Porovnán í diagramu se z t r á tou stability (snapback instability) u velikosti 

D s rozdí lným řízením 

umístěním kopírují pravý líc geometrie psí kosti tak, aby propagovaná trhlina byla vždy 
obepínána jednou z umístěných měrek. Řízení je definováno tak, aby se výpočet řídil 
vždy tou měrkou, která zaznamená výraznou deformaci. Tak docílíme toho že bude mít 
řídící měrka dostatečně malou délku a zároveň neriskujeme, že v některé vygenerované 
geometrii dojde k propagaci trhliny mimo řídicí měrku. 

Protože je však zachycení celého průběhu zatěžovací zkoušky výpočetně náročné, bylo 
tohoto postupu použito pouze u několika realizací větších velikostí (D-F) . Pro získání 
maximální dosažené síly bylo použito řízení přímé a výpočet byl po dosažení maximální 
síly zastaven. Na obrázku 2.9 můžeme vidět porovnání L D diagramu velikosti D pomocí 
nepřímého řízení a pomocí řízení přímého, kde došlo k výraznému poklesu síly způso
beného lokální ztrátou stability. Na sestupné větvi nejsou rovnovážné body uspořádány 
tak, aby vnější posun pouze narůstal. Závislost síly na posunu tedy není funkce, pro
tože nemá nejvýše jednu hodnotu síly pro dané prodloužení u. Po dosažení maximální 
síly musí dočasně poklesávat současně síla i posun u, zatímco lokální prodloužení měrky 
stále neklesá. Rovněž neklesá disipovaná energie. 

2.4.2 Měření posunu 
Krom výše zmíněných řídících měrek je nutné do geometrie přidat měrky, kterými budeme 
měřit výslední posun, který bude sloužit k utváření L D diagramů. Toho je dosaženo 
vložením dvojce bodů do geometrie vzorku tak, aby jejich umístění přibližně odpovídalo 
geometrii měrek v článku [2]. Pro naše účely nebylo však umístění měrek napodobeno 
zcela přesně z toho důvodu, že měrky použité v experimentu nebyly lineárně úměrné k 
velikosti daného vzorku. Pro naši potřebu tedy byla vytvořena kontrolní měrka, která 
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tuto podmínku splňuje. Měrka se nachází při pravém okraji, aby bylo detailně zachyceno 
otevírání vznikající trhliny. Přesné rozměry měrky jsou uvedeny na obrázku 3.1. 

2.5 Výsledky 
Získané výsledky zkoušení deterministických modelů jsou četně pevnostních mezí a dat z 
experimentů vyneseny na grafu 2.10. V grafu je znázorněna závislost nominální pevnost 
a velikosti rozměru D s tím, že jsou obě osy z praktických důvodů vyneseny v logarit
mickém měřítku. První, čeho si můžeme všimnout, je linie označená jako ft. Jedná se 
o dříve zmíněnou lokální tahovou pevnost. Pokud tuto hodnotu podělíme součinitelem 
koncentrátoru C3, získáme minimální pevnostní mez, kterou při zachování geometrie 
nelze podkročit. 

Další pevnostní mez je tvořena výsledky tahových zkoušek diskrétních modelů opat 
řených vodorovnou symetrickou spárou, označených A s - Fs. Zde můžeme vidět, že 
minimální nominální napětí, kterého můžeme dosáhnout, je skutečně závislé na velikosti 
zkoušených vzorků, jak se předpokládalo, avšak je důležité zmínit, že pevnosti těchto mo
delů byly očekávány nižší. Takto mírný pokles pevností modelů se symetrickou spárou, 
jejichž porušení můžeme vidět na obrázku 3.4c, totiž omezuje i možný pokles pevností 
modelů bez spáry. 

Nyní se zaměříme na výsledky modelů A „ - F „ a A 0 - F c . Co se týče vzorků velikosti 
B, na kterých byla prováděna kalibrace materiálu, můžeme vidět, že se pevnost modelů 
B „ liší od experimentů výrazněji, než by po přepočtu na zatěžovací sílu odpovídalo grafu 
2.2. To však bylo předpokládáno s ohledem na fakt, že byla kalibrace prováděna pouze 
na jedné realizaci. U vyšších velikostí dochází u obou typů modelů k poklesu nominální 
pevnosti na ustálenou hodnotu okolo 3 M P a což se dalo vzhledem k výsledkům modelů 
A s - f s předpokládat. U velikostí A - C jsou však výsledky výrazně odlišné, protože 
poškození okrajů u modelů A G - F G způsobilo výrazný pevnostní pokles na hodnotu 
blížící se experimentům. 

M i m o samotné pevnosti je potřeba zaměřit se i na získaný rozptyl jednotlivých zkou 
šek. Ten se u všech modelů, krom modelu A 0 pohybuje ve výrazně nižších hodnotách než 
rozptyl získaný v experimentech. Tento výsledek je pozitivní, protože nám dává prostor 
pro zvětšení rozptylu, které je očekáváno u zkoušek s nahodilými materiálovými para
metry. Mode l A G má rozptyl výrazně větší, na tom se pravděpodobně podílí nahodilost 
generování poškozených okrajů, která rozptyl přirozeně zvětšuje. 
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Dalším očekávaným jevem, který byl u výsledků pozorován, je fakt, že pro náš kon
krétní zvolený materiál existuje určitá délka, kterou počáteční trhlina musí mít, aby se 
mohla začít nekontrolované šířit a způsobila tak přerušení vzorku. V našem případě tato 
kritická délka byla změřena přibližně na hodnotu 4 cm . To se potvrdi lo u každé zkoušené 
velikosti A - F. Tato skutečnost pro nás bude důležitá především kvůli predikci chování 
modelů s nahodilým polem. 

3.6 t 

3.4 -

D [mm] 

Obr. 2.10: Nomináln í pevnost zkušebních těles 

2 8 



D [mm] <7n [MPa] s Počet realizací 

50 3.15 0.19 13 

B n 100 3.17 0.11 25 
r 200 3.08 0.09 21 

D„ 400 2.99 0.05 15 

En 800 2.95 0.07 7 

Fn 1600 2.95 0.08 4 

A 0 50 2.45 0.32 23 

100 2.83 0.18 35 

c 0 200 2.83 0.12 25 

D 0 400 2.86 0.08 15 

E0 800 2.88 0.06 9 

F0 1600 2.83 0.06 4 

A 5 50 2.92 0.0 1 

B 5 
100 2.83 0.0 1 

c 5 
200 2.74 0.0 1 

400 2.64 0.0 1 

E s 800 2.6 0.0 1 

F s 1600 2.54 0.0 1 

Obr. 2.11: Přeh led výsledků determinis t ických modelů 
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A (D = 50 mm) B (D = 100 mm) 

E (D = 800 mm) F (D = 1600 mm) 

Obr. 2.12: Výsledky zkoušek determinis t ických modelů 
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3 Stochastické modelování 

3.1 Pravděpodobnostní rozdělení parametrů lokální 
pevnosti betonu 

Hlavní princip deterministických modelů, kterými jsme se zabývali ve stejnojmenné ka
pitole, spočívá v předpokladu, že je beton tvořený nedeformovatelnými zrny kameniva, 
a prostor mezi zrny je vyplněn deformovatelným materiálem, který má v každém svém 
objemu identické mechanické vlastnosti. 

Pokud chceme věrně napodobovat chování betonových těles, musíme se pokusit krom 
geometrie napodobovat co nejvíce dalších nahodilých jevů, které se ve skutečném beto
novém tělese vyskytují. 0 existenci těchto dalších jevů nám napovídá fakt, že podle [1, 3] 
deterministické modely nevykazují takový rozptyl, jaký můžeme vidět v experimentech. 
Toto tvrzení podporují i výsledky uvedené v této práci. Budeme tedy uvažovat, že me-
zoškálové materiálové charakteristiky nejsou po objemu betonového prvku konstantní, 
ale mají proměnlivý charakter. Tato proměnlivost se vysvětluje především proměnlivostí 
vstupních surovin, jejich promícháním a nerovnoměrným tvrdnutím směsi. 

Důvodem, proč má různorodost materiálových vlastností vliv na snížení pevnosti 
těles větších rozměrů se dá stručně popsat tak, že se struktura betonu částečně chová 
jako kombinace sériového a paralelního systému vnitřních vazeb. Poškození dostatečného 
objemu struktury betonu, které je doprovázeno relativně lokalizovaným přerozdělením 
napětí v paralelních vazbách může vyvolat propagaci trhliny, která způsobí kolaps celé 
konstrukce (sériové zapojení objemů). Velké konstrukce jsou pak méně odolné, protože 
s ohledem na proměnlivé lokální materiálové pevnosti u nich existuje větší šance na 
výskyt extrémních hodnot materiálových parametrů. Jevy, kdy větší objem materiálu 
má statist icky menší únosnost (tedy v průměru) a typicky s menším rozptylem, říkáme 
statistický vliv velikosti a tento fenomén je úzce spjatý s teorií extrémních hodnot. 

3.2 Prostorová proměnlivost jako náhodné pole 
Nahodilost materiálových parametrů bude v modelu reprezentována proměnlivostí lokál
ních materiálových parametrů v tahu ft a Gt a ve smyku / s a Gs. Modu lu pružnosti Et 

a Es zůstávají po ploše průřezu konstantní. Nahodi lost parametrů ft a Gt je zprostřed
kována pomocí normálně rozděleného náhodného pole, jehož klíčovým parametrem je 
hustota pravděpodobnosti definovaná vztahem 3.1, kde 5g je směrodatná odchylka a fig 

střední hodnota, která se v našem případě rovná jedné. Další klíčovou složkou náhodného 
pole je autokorelační funkce. T a j e pro l ibovolnou dvojici bodů obecně dána vztahem 3.2, 
kde Xi a Xj jsou prostorové souřadnice libovolné dvojce bodů a lc je autokorelační délka. 
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Samotné náhodné pole H (x) je pak generováno pomocí K L expanze, pole je navíc pri
praveno tak, aby jeho funkční hodnoty mohly být odečítány v místech středů prutových 
elementů. Konkrétní postup a teoretický princip je uveden v článku [8]. 

/ (*) 
1 

e (3.1) 
5g\/2iř 

) 

2 
Pij = exp (3.2) 

Preprocesor pro náhodná pole nejdříve načte materiál určený pro diskrétní modelování. 
Hodnoty tohoto materiálu budou tvořit střední hodnoty nahodilých materiálových veličin. 
Následně pro každý prutový element načte hodnotu náhodného H(x) a vynásobíji střední 
hodnotou materiálové veličiny podle vztahu 3.3, kde X je střední hodnota materiálové 
veličiny a X(x) je hodnota konkrétní materiálové veličiny dle prutového elementu na 
souřadnici x. 

Tento postup provedeme pro veličiny ft, fs, s tím, že pro všechny veličiny použijeme 
jedno společné náhodné pole H(x), pomocí kterého ovlivníme všechny parametry sou
časně. Náhodné pole H(x) je použito jako násobitel dříve deterministických parametrů 
ft a fs, které pak mají roli středních hodnot pole. Původně deterministické (střední) hod
noty lomových energií Gt a Gs byly vynásobeny čtvercem náhodného pole H(x). Tento 
postup zachovává lokální Irwin-Hillerborgovu charakteristickou délku EGtjft jako kon
stantu nezávislou na poloze v modelovaném tělese. Uvedeným „randomizováním" zís
káme výsledná náhodná pole pro čtyry materiálové charakteristiky, kterými jsou upraveny 
již vygenerované deterministické modely, použité v předchozí kapitole. Takto upravené 
modely budou mít v názvu označení „ (rf ) [<5g;/c]" kde za 5g a lc budou dosazeny skutečné 
hodnoty. 

X(x) = X H(x) (3.3) 
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3.2.1 Modely s lokálním náhodným polem pevnosti 
Jak již bylo nastíněno v sekci 2.5, víme, že v oka 
mžiku dosažení maximální síly má počáteční trhliny 
vždy délku cca 4 cm. Můžeme se tedy okamžik po
rušení představit jako pomyslný pás o šířce 4 cm, 
který lemuje pravý okraj zkoušeného modelu. Do 
sažení pevnosti libovolné myšlené trhliny o délce 
4 cm inicializované kdekoliv podél tohoto pomysl 
ného pásu pak přibližné odpovídá maximální síle, 
kterou je zkušební těleso schopné unést. Další ná
růst vnuceného prodloužení tělesa vede k jeho cel 
kovému porušení doprovázeného poklesem síly. Lze 
tedy předpokládat, že právě uvedený okrajový pás 
je lokalita, kde se existence prostorové proměnli
vosti pevnosti ve formě např. náhodného pole pro
jeví nejvýrazněji. Na okrajový pás lze pohlížet jako 
na řetěz složený z objemů, jejichž pevnost je vyčer-

Obr. 3.1: Mode l s lokálním ná-
pana, pokud v nich trhlina dosáhne kritické délky. 

A , , h o d n ý m polem 
Uvedený retez (sériové zapojeni) je pak tak únosný, 
jak únosný je nejslabší potenciálně rozrušený ob 
jem. Na základě této úvahy byly krom již zmíněných modelů s nahodilým polem vytvořený 
modely, které disponují lokálním nahodilým polem pouze v místě kde je předpokládán 
vznik počáteční trhliny. Modely se vyskytují pouze u velikosti F a jsou označeny jako 

-Ploc-

Statistický model , kterým lze úspěšně vystihnout maximální únosnost, lze popsat 
následovně [9, 10]. Při růstu trhliny dochází k lokálnímu přerozdělení, které lze vnímat 
jako lokální zprůměrování příspěvků k pevnosti z jednotlivých materiálových vazeb. Toto 
přerozdělení úzce souvisí s paralelním modelem vazeb v materiálu. Jakmile se vyčerpá 
redistribuční potenciál kteréhokoliv z vysoce napjatých takových objemů a trhl ina do
roste kritické délky, dojde k dosažení maximální síly zkušebního tělesa. Maximální síla 
tedy odpovídá nejmenší hodnotě únosnosti z celé řady potenciálních kritických trhlin 
rozmístěných podél vysoce zatíženého okraje (řetězu). Každá taková potenciální kritická 
trhlina odpovídá síle, která se rovná přibližně součtu únosnosti všech vazeb, které je 
nutné podél takové trhliny rozrušit. 
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3.3 Kalibrace pole a výsledky 
Aby byly získané výsledky co nejvěrohodnější, je potřeba nastavit parametry náhodného 
pole H(x) tak, aby se výsledné pevnosti co nejvíce blížily experimentům. Pokud se ome
zíme na normální rozdělení náhodného pole H(x) se zadanou jednotkovou střední hodno
tou a zvolený tvar autokorelační funkce, zbývají pouze dva volné parametry: směrodatná 
odchylka Sg, která přímo ovlivňuje výslednou variabilitu náhodného pole a autokorelační 
délka lc, která ovlivňuje prostorový dosah korelace dvou veličin vybraných z náhodného 
pole. Jako první možnost při volbě parametrů náhodného pole se nabízí využít para
metrů, který již byly použity v článku [3]. Dvojce parametrů [6g, lc] je zde stanovena 
na hodnoty [0,15; 0,08]. Ty to hodnoty tedy byly použity pro první sérii modelů která 
je značená jako A 0 (rf) [0,15; 0,08] - F 0 (rf) [0,15; 0,08]. Na grafu 3.2 lze vidět, že 
pevnostní rozdíl mezi těmito modely u velikostí A a B s nahodilým polem a bez něj, 
nejsou příliš výrazné. Tento výsledek je očekávaný. Oprot i rozměrům těchto těles je totiž 
hodnota lc tak výrazná, že se u nich jakákoliv realizace náhodného pole jeví jako téměř 
konstantní, a tím pádem není vytvořen prostor pro vznik extrémních hodnot M P , ve 
kterých by se mohla iniciovat počáteční trhl ina dříve, než-li u deterministických modelů. 
Poměrně neočekávané chování však vykazují velikosti D a F. Pokles u obou velikostí, je 
vzhledem k experimentům výrazně nedostatečný. Navíc se u této série objevuje poměrně 
silný rozptyl. Je tedy na místě pokusit se dvojici parametrů [6g, lc] vhodně upravit. 

Pro tento účel jsou vybrány další tři dvojice parametrů náhodného pole ( [0,15; 0, 04], 
[0,15; 0,12], [0,12; 0,08]). Dvojice byly vybrány tak, aby z jejich výsledků bylo zřetelné, 
jakým způsobem se jednotlivé parametry projevují na výsledném pevnostním chování. 
Takový krok pomůže k lepšímu pochopení vlivu variability náhodného pole a délkového 
měřítka, na základě čehož budou vybrány parametry finální série. Na výběru dvojic je 
patrné, že byla rovnou zamítnuta verze s vyšší směrodatnou odchylkou, než je 15%. 

Důvodem je fakt, že již stávající rozptyl je poměrně signifikantní, tudíž by jeho další 
zvětšování bylo nežádoucí. U modelu se zmenšenou směrodatnou odchylkou jde vidět 
výrazný nárůst průměrné pevnosti. Takové chování je vzhledem k mechanismu stat ist ic
kého vlivu velikosti na pevnost pochopitelné, protože s větší směrodatnou odchylkou se 
snižuje velikost pevnostních extrémů v pomyslném pásu, ve kterém dochází ke vzniku po
čáteční trhliny. Nyní se zaměříme na manipulaci s veličinou lc. Při zvětšení autokorelační 
délky na dvojnásobnou hodnotu, tedy 12 cm, došlo ke zvětšení nominální pevnosti téměř 
o 0, 2 M P a . Při zmenšení hodnoty lc o dvojnásobek však dochází k poklesu pevnosti 
o pouze nepatrnou hodnotu. To je pravděpodobně způsobeno právě absolutní délkou 
trhliny. Pokud se totiž lc začne blížit délce počáteční trhliny, nebude již rozhodovat ex
trémní hodnota pevnosti v místě trhliny, ale pouze průměr všech pevností po celé její 
délce. Kvůli této skutečností nemá význam veličinu lc dále snižovat. 

I přes fakt, že dvojice parametrů [0,15; 0,04] nevykazuje chování experimentální 
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sady zcela, jedná se o nejlepší kombinaci z testovaných. Tato dvojce tedy byla použita 
pro finální sérii modelů s náhodným polem. Série je označena A G (rf) [0,15; 0,08] -

F G rf [0,15; 0,08]. Na výsledcích této série na obrázku 3.2 jde vidět podobnost se sérií 
původní. U velikosti E však dochází v dvojitě logaritmickém grafu k poměrně výraznému 
snížení sklonu na hodnotu okolo pevnosti 2, 7 M P a u velikosti F. Tuto hodnotu potvrzují 
i realizace modelů F i o c . 
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Obr. 3.2: Nomináln í pevnost zkušebních těles s nahod i lým polem 
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D [mm äfi [MPa] s Počet realizací 

A 0 (rf) [0,08;0,15] 50 2.46 0.42 30 

B c(rf) [0,08;0,15] 100 2.77 0.40 30 

D c(rf) [0,08;0,15] 400 2.71 0.28 30 

F 0(rf) [0,08;0,15] 1600 2.42 0.33 30 

A c (rf) [0,04;0,15] 50 2.48 0.51 30 

B 0(rf) [0,04;0,15] 100 2.68 0.45 30 

C 0(rf) [0,04;0,15] 200 2.69 0.36 30 

D 0(rf) [0,04;0,15] 400 2.59 0.26 30 

E c(rf) [0,04;0,15] 800 2.38 0.2 30 

F 0(rf) [0,04;0,15] 1600 2.31 0.2 30 

E 0(rf) [0,08;0,12] 800 2.64 0.37 30 

E 0(rf) [0,12;0,15] 800 2.61 0.28 30 

F Z o c(rf) [0,04;0,15] 1600 2.36 0.19 30 

Obr. 3.3: Přeh led výsledků mode lů s n á h o d n ý m polem 
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A (D = 50 mm) B (D = 100 mm) 

Obr. 3.4: Výsledky zkoušek mode lů s n á h o d n ý m polem - vždy jedna reprezenta t ivní 

realizace n á h o d n é h o pole pevnosti a současně je vykreslena lokalizovaná trhlina 

v pokr i t ickém s tád iu zatěžování oo 



4 Diskuze 
Při porovnání výsledků pevností diskrétních modelů s výstupy z článku [3] můžeme vidět, 
že je námi získaný pokles pevností modelů bez náhodného pole a tudíž vliv disipace 
energie na size effect poměrně nevýrazný. Toto chování předpověděly už poměrně vysoké 
pevností modelů s vytvořenou vodorovnou spárou. Důvodem těchto vysokých pevností, 
především u velikostí A - C může být fakt, že u hrubších diskretizací dochází k tomu, 
že se napětí nemůže koncentrovat do dostatečně malé plochy. V budoucnu, by k ověření 
tohoto předpokladu bylo vhodné vytvořit sérii velikostí větších rozměrů než je velikost 
F s vodorovnou spárou, u kterých by se dalo ověřit, jestli se jejich pevnost při vzrůstající 
hodnotě D snižuje až na hodnotu blízkou / r /1 .49 . 

U stochastických modelů se jako poměrně problematické jeví výrazné rozptyly, které 
u experimentů nejsou pozorovány. Snížení rozptylů pevností pro jednotlivé velikosti by 
bylo možné dosáhnout pomocní zmenšení lokálního rozptylu náhodného pole. Ovšem je 
třeba mít na paměti, že tento lokální rozptyl přímo ovlivňuje sklon pravou asymptoty 
průměrné pevnosti, tedy určuje, jak silný bude statistický vliv velikosti v případě, že vliv 
přerozdělení napětí na únosnost lze zanedbat (konstrukce alespoň l O x větší, než velikost 
lomové procesní zóny). Dalším problémem je změna sklonu na logaritmickém grafu u 
velikosti E, protože z hlediska vlivu nahodilosti pevností k tomuto chování není důvod. 
Nabízí se tedy otázka, jestli je příčinou deterministický, nebo stochastický vliv a jestli 
podobné chování můžeme očekávat i u větších velikostí. V tomto ohledu je tedy vytvořen 
prostor pro budoucí šetření. Dalším krokem v budoucí práci je sestavení analytického 
modelu inspirovaného prací [9], tedy modelu, který by pouze se znalostí délky trhliny 
odpovídající maximální síle mohl pro jakékoliv parametry náhodného pole pevnosti rovnou 
předpovědět statist iky nominální pevnosti pro l ibovolnou velikost zkušebního tělesa. 
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5 Závěr 
Bylo vytvořeno několik sérií zatěžovacích zkoušek deterministických modelů a několik sérií 
modelů s diskrétní reprezentací materiálové struktury s aplikací pole náhodných materiá
lových parametrů. Materiálové a geometrické vlastnosti těchto modelů byly přizpůsobeny 
potřebě napodobení série experimentů zaměřených na vliv velikosti betonových těles [2]. 
Výsledky byly s experimenty porovnány a diskutovány. Práce však přináší řadu otázek a 
podnětů k další práci, které vyžadují budoucí zkoumání. 
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Seznam symbolů, veličin a zkratek 
D proměnná šířka vzorků 
LDPM Latt ice Discrete Particle Model 
FPZ Procesní zóna 
Snapback Prudký pokles měřené síly způsobený odlehčením materiálu vzdáleného 

trhliny 
E Globální modul pružnosti. 
Et Lokální modul pružnosti v tahu na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
Es Lokální modul pružnosti ve smyku na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
ft Lokální tahová pevnost na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
/ s Lokální smyková pevnost na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
Gt Lokální lomová energie v tahu na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
Gs Lokální lomová energie ve smyku na stykové plošce mezi dvěma zrny. 
a0 Součinitel definující vztah mezi Et a Es 

v Poissonovo číslo. 
Ft Maximální dosažená síla 
F t

R Maximální dosažená síla u referenční realizace 
Fl Maximální dosažená síla realizace o indexu i 
AF Rozdíl dosažených sil 
AG Parametr charakterizující změnu sestupné větve L D diagramu 
M P Materiálové parametry 
Í(X)R Funkce L D diagramu referenční dvojice M P 
G R P locha pod křivkou f(x)-R 
AQ — FQ Zkoušená tělesa s oslabenými okraji 
AN — Fn Zkoušená tělesa s neoslabenými okraji 
dmín Minimální vzdálenost spojnic prutových elementů 
5g Směrodatná odchylka normálního rozdělení 
fig Střední hodnota normálního rozdělení 
Pij Korelační funkce 
lc Autokorelační délka 
H(x) Náhodné pole 
X Střední hodnota 
Fioc Mode l s lokálním náhodným polem 
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