Jiho¢eska univerzita vCeskych Budjovicich

Pedagogicka fakulta
Katedra fyziky

Tvorba uéebniho textu z vySSi matematiky
S vyuzitim e-learningu

Bakaldska prace

Autor: Alena Novakova
Vedouci prace: RNDr. Pavelik, Ph.D.

Ceské Budjovice 2008



Anotace
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1. Uvod

Tato prace se zabyva Ukolem vyiivaicebni text pro vyuku matematiky v bakisiiych
studijnich oborech zatrenych na fyziku vy&éovanych na Pedagogické fakulCU.

Cilem prace je shrnoutibbzité pasaze matematické analyzy a linearni ajgedr
podoby uceleného studijniho materialu a poskytstudentm prehlednou formou
pottebny matematicky aparat pro studiurfedeni fyzikalnich problém

Obsahové zasteni a rozsah témat vychazi zejména zgiopredntta Matematika pro
fyziky 1l. MPF2 a Aplikovana matematika AMAB2.iPaz je kladen na srozumitelnost
vykladu a ilustrovani latky pomoctiglada s fyzikalni tématikou. Vzhledem k rozsahu
a &elu textu je latka fedkladana formouiphledu kl¢ovych poznatik bez dikazl a
odvozeni.

Pro studium tebniho textu jsouipdpokladany znalosti matematiky v rozsahu
stredoskolské matematiky a zakladniho kurzu matenm@atcialyzy.

Ucebni text jetlenén do 6 kapitol. Prvni kapitola shrnuje poznatkyoonplexnich
¢islech, v kapitole druhé jsou popsany matice araeitanty, teti kapitola se zabyva
numerickymieSenim rovnic. Vétvrté kapitole jsou vysitleny dilezité pojmy z oblasti
vektorové analyzy, ptgbné pro studium vektorovych a skalarnich poliyzéce.
Kapitola pata je #novana diferenciadlnimu ptu funkci vice realnych proénnych.
Kapitola Sesta pokryva téma diferencialnich rovnic.

Souasti této prace je jeji elektronicka podoba — etelitka webnice v podob
hypertextového dokumentu. Ta pokryva stejna ténjata, Ltebni text a je navic
rozStena o dalSi ilustemi priklady a tlohy k procwiovani, které vzhledem k rozsahu
prace nebylo vhodné zahrnout dehiniho textu.



2. Komplexni éisla

2.1. Definice komplexnichtisel

Komplexnimi¢isly nazyvame usgrédané dvojice relnyatisel [a, b, kdecislo a
piedstavujeealnou ¢astkomplexnihaiisla acislo b imaginarni ¢astkomplexniho
¢isla. Pokud je redln&ast nulova, jedna sergze imaginarnikomplexnicislo.
Komplexnicisla zapisujeme pomoci pismene

Kazdé komplexnéislo Ize vyjadit v algebraickém tvarua+ bi , kdei jeimaginarni

jednotka

a + bi imaginarni Pro imaginarni jednotku plaif = -1

realni céast jednotka
imaginarni éast

Pro @irozené mocniny plati:

i4k =1 i4k+1 - | | ak+2 — -1 | At 3 _i

Tatocisla ndm umaiuji odmocnit zapornéislo:

i2 =1, tedy/- 1= i

(3i)"=-9, tedyv- 9= 3i  atim ifesit kvadratickou rovnici se zapornym

(V5i) =-5, tedyv=5=1/5

diskriminantem.

Priklad 2.1
Reste rovnicix®> -6x+13=0

a=1, b=-6,c=13,D=6- 4c 36 52- 1

X, =—b+\/6=6i4;/—_1=312\/_—1

2 23.
i=v/-1
X, =32

Geometrické znazorréni komplexnich éisel
Komplexnicislo mizeme chapat také jako ugpdanou dvojici realnyctisel - prvni je

realnacast komplexnihgisla a druha imaginargast komplexnihgisla. Protoze



existuje vzajemé jednoznéné @irazeni mezi mnozinou vSech ugpdanych dvojic
realnych¢isel a mnozinou vSech bbd rovirg, je Zejmé, Ze mzeme komplexndisla
znazornit jako body roviny. Rovinu, jejiz body paugeme za obrazy komplexnich

¢isel, nazyvam&aussova rovinai rovina komplexnichéisel

¥ A imaginarni osa

T3i
+2i
24
¢$ — — — i
|
| realna osa
I | | | | | Tl
-3 2 1 0 1 z 3 =
+-i
+-2i
+-3i

Obr. 2.1. Znazorrni komplexnihasisla v Gaussavroving

2.2. Zakladni matematické operace v oboru komplexoh ¢isel

Rovnost
Dvé komplexniisla z =[ a, h], z=[ a. b jsou si rovna, rovnaji-li se jejiatasti

redlné (a, = a,) i jejich ¢asti imaginarni(b, =b,).

Piiklad 2.2
Kdy budegislou =3-2i rovnocisluv= p+g?

Pokud¢islo u=3-2ima byt rovnov= p+ g, musi platitp =3 a sodasre¢
q=-2.

Sowet, rozdil, sowin
Komplexnicisla v algebraickém tvar¢isame a nasobime obdabjako realné

dvojcleny:

z=[a,1]. 2=[ 3,

z+2=(a+ a)+( b+ b)i
z-2=2+(-2)=(a 3+( b bi



2, =(aa- hb)+( ab+ ahi.
itani i ndsobeni komplexniciisel je komutativni:
a+b=Db+a
a asociativni:
a+(b+c)=(a+ b+ c
Nasobeni je distributivni vzhledem k&tani:
a+(b+c)= alc+ Hl.
Je-li sodin dvou komplexnickisel roven nule, je rovno nule asgedno z nich.

Pro mocniny komplexnictisel s pirozenym exponentem plati stejna pravidla jako pro

mocninyc¢isel reélnych:

"= 72"
(x3)" = X" 02"
() =2

Nasobeni realnyndislemk :
k(Z= k(a+ kb

Déleni reéalnymeislemk :

a b.
=—+—]
k k

~IN

Piiklad 2.3

Vypoctete [3(2- i) - (1+1)]".

[3(2-i)-(1+i)] =(6-3i-1- i)’ =(5- 4)° = 25~ 40 161 =
=25-40i- 16= 9 40i

Komplexni ¢islo sdruzené

Komplexré sdruzené&fisloscislemz=a+ ki jecisloz=a-h.
(Je-litedyz=3-2i, je z= 3+ 2)

zlz=(a+ b)( a b)= &+ B



Déleni

Mame-li vypaitat podil% komplexnichsisel z =[ a, h], z=[ a, B (z, nenulové),

rozstime zlomelcislem sdruzenym ke jmenovateli, tim vznikne ve jowvexteli realné
¢islo, kterym jiz bez problétmvydélime.

z_23_(a+bh)(a-b _ ag bb ab ab
z 27 (3+hH)(3- 8 &+ b & 2

Priklad 2.4
3+4i_(3+4){2+5) _-14+23i_-14, 23
2-5 (2-5)f2+5) 4+25 29 29

Absolutni hodnota
Absolutni hodnota (modulkomplexnihctisla z= a+ b je nezaporné realrigslo:

|4=Vz+z=v &+ B

Geometricky vyznam absolutni hodnoty udava v Gaussuving vzdalenostisla z od
¢isla O (p@atku sotiadného systému).

Pro paitani s absolutnimi hodnotami komplexnigkel plati podobna pravidla jako u
¢isel redlnych. Tedy absolutni hodnota@ou, resp. podilu komplexnigtisel je rovna
souwinu, resp. podilu jejich absolutnich hodnot.

Komplexnigislo, jehoz absolutni hodnota je rovna jedné, gguakomplexni

jednotka.

—
a X

Obr. 2.2. Absolutni hodnota komplexnikidsla

VSechna komplexniisla, ktera maji stejnou absolutni hodnotu, leZtnuanici se

stredem v poatku a s polorem |z| Komplexni jednotky lezZi na jednotkové kruznici.
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2.3. Vyjadi‘eni komplexnihodisla v goniometrickém a exponencialnim
tvaru

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Bod Z - obraz komplexnihéisla z= a+ i v Gausso¥ rovingé - mizeme uéit také

pomoci jeho vzdalenostiod paéatku a velikosti orientovaného Uhiiu:

X
-

P

a

Obr. 2.3. Obraz komplexnihgisla

Plati: cosg :E, sing :9 atedy:b=r[3Sing , a=rltosp.
r r
Cislo z Ize tedy zapsat:
z=a+ b = rlBosg + rising i=r( cog+ Usi)
Realn&islo ¢ (urtujici velikost orientovaného Ghlu) nazyvame argunkemplexniho

¢isla.
Reéalnésislo r je absolutni hodnota komplexnitislar =|z| =+v/a® + b’ .

Goniometricky tvar komplexnihé&isla z# 0 je jeho vyjadeni ve tvaru:

z=|7(cosp + ising),
kde ¢ je jeho argument, pro ktery platiosg =2 , Sing :9.
r r

Sowin a podil komplexnich¢éisel v goniometrickém tvaru
Souin libovolnych nenulovych komplexnidlisel z =| z|(cosg, + iCsing,) a

z, =| z|(cosp, + iCking,) je roven komplexnimaisiu:

2,z =| g (1| cos(g,+¢,) + iTsin(g,+¢,) |.

Pt ndsobeni tedy absolutni hodnoty vynasobime anaegty séteme.

11



Podil libovolnych nenulovych komplexni¢fsel z =| z|(cosg, + ising,) a

z, =|z|(cosp, + iCking,) je roven komplexnimaislu:

4 ZE[COS(@ _¢2) + ”:Sir(¢1_¢2):| :

z, |z

Pri déleni tedy absolutni hodnoty v§iiime a argumenty odeeme - v pisluSném
poradi!

Exponencialni tvar komplexnihodisla
Exponencialnim tvarem komplexnilitsla rozumime jeho vyjddni ve tvaru:

z=r#’.

Exponencidlni tvar je nejvyhodi pro vyjadeni sodini a poditi komplexnichtisel.
=%, 2= ¥

2,2, = [r,[E®#)

4 - e
zZ L

2.4. Moivreova \ta, odmocnina komplexnihogisla

Mocnina komplexniho¢isla
Vztah pro mocninu komplexnihisla vyjaduje Moivreova ¥ta pro umogovani:
pro kazdé celéislon a kazdé komplexniislo z=|7(cosg + iCsing) plati:

2" =[|4(cosp + itsing) | =| 4 ( cosrig + Dsinrip).
Pt umocreni tedy absolutni hodnotu umocnime a argument Wridse exponentem

mocniny.

Pro specialniifpad |z =1 je mozné Moivreovu &u formulovat takto:
pro kazdé firozenécislo n a libovolné reélnéislo ¢ plati:

(cosp + iTsing)" =( com g+ Usimp)

V exponencialnim tvaru fiieme Moivreovu $tu zapsat jako

Z"=r"@Em,

Odmocnina komplexnihoéisla
n-t4 odmocnina z komplexnihgéisla je n-znana, nabyva tedyn raznych hodnot.

Podle Moivreovy ¥ty pro odmodaovani plati:

12



. p+2km

Vz=¥re o ,prok=0,1... ,n-1.

2.5.Redeni rovnic v oboru komplexnickisel

Kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty
Kvadraticka rovnice s realnymi koeficientyb, c nema v oboru realnyatisel pro

zaporny diskriminan{D < 0) realnéieSeni (neexistuje realnd odmocnina ze zaporného
¢isla). V oboru komplexnictisel 1ze ale dokazat, Ze plati:

J5 =|(-)(-0) =V

Odmocnina Zisla-D (kladné) jiz existuje a dostavame 2av

kvadraticka rovniceax’ + bx+ ¢=0 s realnymi koeficienty a zapornym diskriminantem

D ma v oboru komplexnictisel pra¢ dva kaeny, a to komplexhsdruzendisla:

_-b+iV-D _ _-b-iJ-D
X = X ——

2a 2a
Priklad 2.5
V oboru komplexnickiselfeste rovnici3x® — 4x+ 2= 0
D=16-24=-¢
_4+-8 _ 4+i/8_ 2t i/2
N

ProtozZe je kazda kvadraticka rovnice s realnymfikety v oboru komplexnichisel
reSitelna (existuji jeji ki@ny), Ize i kazdy kvadraticky trélgn s realnymi koeficienty
rozloZzit v sodin a plati:

kazdy kvadraticky tra@jen ax’ + bx+ c=0 s realnymi koeficienty Ize vyjéi jako
souwin:

axd +bx+ c= d x ¥( x ¥,

kde x, X, jsou kdeny rovniceax’ + bx+ c=0.

Binomické rovnice
Binomickou rovnici rozumime rovnici tvarux" - z=0,

kde z je komplexniislo, x neznama an je pirozenécislo wtsi nez 1.

Resenim binomické rovnicg" - z=0 v C je komplexnin-t4 odmocninax=4z.

13



Rovnici upravime na ekvivalentni tvaf = z a aplikujeme definici komplexni
odmocniny.

Binomicka rovnice v komplexnim oboru ma tedyednoduchych kieni, které, jak

vime, tvdi v Gausso¥ roviné pravidelnyn-uhelnik. OprotieSeni binomickych rovnic

v realném oboru, kdieSeni nemusi byt Zadné, jedno neboé (@odle toho, kolik

vrcholi pravidelnéhon -uhelnika padne na realnou osu), zde vidime kraspoetrii a
piesré dany péetieSeni. To je jeden z mnoh#&gadi, kdy prevedeni gjakého

problému z oboru realnyatisel do¢isel komplexnich poskytuje daleko hlubsi vhled do
jeho podstaty.

2.6. Pojem komplexniho vektoru a komplexni funkce
Obrazem komplexnihéisla Z v Gausso¥ roviné je bod. Toto zobrazeni je

jednozné&né. Vzajemn jednoznané je i fifazeni orientované U8ey s paateinim
bodem v poatku soustavy sdgadnic a koncovym bodem v obrazu komplexnifsta
Z . Stejny obraz pouzivame na grafické znaZorwektofi, této analogie vyuzijeme

k zavedenkomplexniho vektoru

Dvojice [a, b] je komplexni vektor, pro ktery plati vSechny mat¢ické operace platné
pro komplexniisla. Komplexni vektoZ muZzeme zapsat ve tvaru

Z=a+hj=z[¥ = {cosg+ jsing),

kde zje velikost komplexniho vektorig, bjsou jeho sloZky a je faze. Znazornim

komplexniho vektoru je orientovand dka.
Poznamka: V souladu s konvencemi pouzivanymi vtedegchnickych vypétech zde
budeme pouzivat pro ozfeni komplexni jednotky pismeno j misto pismenedhio

by dojit k zamn¢ s ozn&enim proudu).

V praxi jsou komplexni vektor§asto funkci realnych proinnych, nap.
Z=a(x y)+jb( x y), kdex, y jsou reain&isla, slozky komplexniho vektord jsou

funkci prongnnych x, y. Potom hovéime o funkciZ =Z (x, y).

V dalsich Gvahach se omezime pouze na futiisaZ =Z (t), tzv. fasovy vektar

14



Pro fyzikalni praxi jsou dlezité casové vektory, jejichz faz¢ je linearni funkctasu
Y=y(t)=at+¢, kde wa ¢ jsou konstanty.

Casovy vektor potom nabyva tvaru

Z=zE" = 2(005[//( )+ Osing ( ﬁ) = 164 = @co#a) t¢,)+ Psifw +¢O)).
SloZzkycasového vektorl jsou d¥ nezavislé, realné, harmonické funkeesu
Re(Z) =z cogwt+9¢)

Im(Z) = zsin(wt+ ¢)

Nectt Z, = z[B% je ¢asovy vektor prd =0, potoméasovy vektorZ, = z[E* je vektor

Vv roving, ot&ejici se stalou uhlovou rychlost? kolem svého p&atezniho bodu, tj.

kolem pa@atku soustavy sdadnic.

Komplexré sdruzenyasovy vektorz” =z 0 &, kde Z = z[&'% je vektor otéejici
se v opaném smyslu nez vektaf .

Matematické operace gasovymi vektory

Souet a rozdikasovych vektar Z, a Z,je ¢asovy vektorZ

2=2,%2,=(Z %2 ,)e" =2 ,[8“.

Vektor Z se otéi stejnou uhlovou rychlosi, jeho p@ateeni poloha je dana sétem

(rozdilem) péatetnich poloh jivodnich vektai (plati pro libovolny péet vektof).

Vysledkem nasobeni komplexnich vekidt, a Z, je casovy vektorZ
2=2,Z,=(z, 2 ,)e* =Z &

Vektor Z se oté&i uhlovou rychlosti2w, jeho p&ateeni poloha je dana sémem

pocatesnich poloh fivodnich vektoi :

7, Z, =z, 8" 0z 0¢ = z 08" = 2z

Vysledkem dleni komplexnich vektdrZ,a Z, je casovy vektorZ

. _

Z, _Z,[&" _ze* _Z, J#8) — ot — K
jat 36> !

Z, & z,&* z,

15



kde K je staly vektor, jehoz velikost j& =% a jeho poloha je dana fagi=¢, — @, .
2

Derivacec¢asoveého vektorZ je casovy vektorZ'

Z':d—Z: jwZ @ = jwZ
dt 0

Vektor Z', jehoz velikost jeZ' = wz, je poot@eny vzhledem k vektord o l:lhe|7—27,

L /g L .
faze jeg +E+wt a ot&i se Uhlovou rychlostév.

Pravidla pro derivovani sétu, soginu, rozdilu a podilu, ktera plati pro realné fuakc

plati i procasové komplexni vektory.

Neurity integralcasového vektorl je casovy vektor
jZdt = Zo g 4K = —j5+K ,
jw w
kde za komplexni vektdk dosadime nulovy vektor, tK =0 (sowet¢asového a

konstantniho vektoru znamena jen posunuti v &vin

Vektor jZdt , jehoz velikost jeg), je poot@eny vzhledem k vektorZ o uhel —7—27,

L /g L .
faze Je¢—5+wt a ot&i se Uhlovou rychlostév.

Pravidla integracéasovych vektar jsou stejna jako pravidla integrace realnych fiinkc

2.7. Nahrazovani harmonickych funkci¢asovymi vektory
Mnoho fyzikalnich vellin, které se vyskytuji v praxi, jsou harmonickymnkcemi

¢asu. Napiklad elektrické nagti, elektricky proud, okamzita vychylk& pednoduchém
kmitavém pohybu. Jejich fuliki zavislost n&asu je analogicka s futiki zavislosti

realné nebo imaginargasti komplexnih@asoveho vektoru.
u=Usin(at+¢)  Im(Z)=zsin(wt+g¢),

kde uje okamzita hodnotai$tlavého elektrickeého nap, U je amplituda nagti.
x= Acos(awt+@¢)  Re(Z)=zcofwt+g)

kde x je okamzita vychylka kmitavého pohybA,je amplituda kmitavého pohybu.
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Z uvedenych fikladi vyplyva, Zecasovy vektor obsahuje &harmonické funkcéasu,
z nichZ jedna je analogicka funkci pro kmitawyj.d/elikost casového vektorZ je
rovna je rovna amplitudptisludné fyzikalni vetiiny. Cas, za ktery se zni faze

casoveého vektoru @77, odpovida perio®l T fyzikalniho kmitavého ge:

z, @47 =7 @27 7 tohoT 27
w

Mizeme tedy najklad pro stidavé elektrické nagi psatu =U sin(at+¢) = RgU),

kde ¢asovy vektor nafii U je U=U @4 =y &4, u,=U @,

Symbolicko-komplexni metodg@ nahrazovani harmonickych funkeisovymi vektory,
tedy nap. mistou=U sin(a)t+¢) piSemeU . VSechny nahrazované funkce musi byt
stejného typu, tedging/ (t) nebocosy (t).

Vyhody této metody:

1. Uspora i pogitani, psani a mysleni.

2. Komplexni tvar Ize kdykolivigpsat do realného tvartgsto se fepisuji jen
vysledky.

3. V geometrickém zobrazeni kreslime misto sinysj@d vektor v rovis.

Nahradowasovymi vektory Ize i@psat tyto operace s harmonickymi funkcemi:
a) soget a rozdil
u*u - U,xU,
b) ndsobeni konstantou (respekti¥edi konstantou)
kL, - kU,
c) derivaci
dy ),
dt dt
d) neutity integral
fudt - [u,dt
Pro operace s@inu a podilu ndhrady neplati, jeba je gjakym zpisobem
kompenzovat (Ize pro séim) nebo wibec nenahrazovat (u podilu).
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2.8. Pouziti komplexnichéisel nareSeni skidavych dgja ve fyzice

Pouziti ¢éasovych vekto#i v teorii mechanickych kmita
Pokud hmotny bod vykonava s@sré dva kmitavé pohyby stejného &m

s = Ssin(wt+@,) as, = Ssin(wt+g,),
pak skladanimsthto kmiti vznikne vysledny kmitavy pohyb, jehoz vychylkge
dana superpozici vychylek obou pohyh.
S=3+3
V symbolickém komplexnim vygtu miZzeme proveést nahradu
S -S.,S - S, 8- £
Potom
=S+S= g+ get=( gv g)et= @
Plati
=Im(S) = Ssin(wt+¢)
Vysledny kmitavy pohyb je harmonicky s frekvenei Jeho amplituda je
s:@=\/( s+ 9)f 3+ 9= &9 88 [$56 5=
=\S'+ S +2'$ Scof¢,-¢)
Faze¢ je dana vztahem

_1S-8'_15+S5,-§-§_2jm(S)+2jim(S) _
jS+S s+ S+ 5+ S 2Re( 3+2Rq §

_ Ssin(wt+¢,)+ S sin(wt+¢,)
B Scos(wt+¢,)+ S cogwttg,)

Pacateni faze vysledného kmitu je

Ssing, + S sing,

9% =5 cosp, + S cod,

Pouziti ¢éasovych vekto v teorii stiidavych prouda
Obvod s idealnim rezistorem. Idealni odpor, jelezistence jeR, je ipojeny na

harmonické nagi u (obr. 2.4.a). Podle 2. Kirchhoffova a podle Ohmasgkona plati
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Symbolicky mizeme pséat
U-U,=0
U=RI

Casovy vektorl :% je dany podilentasoveho vektorw a konstantyR, tj. vektor

| je stejné frekvence jako vektat, neni mezi nimi fazovy posun. Pro amplitudy

vektori Ua | plati

| = =Y
R R

m

Obvod s idealni civkou inddkosti L je gipojeny na harmonické n&p u (obr. 2.4.c).
Pro tento obvod plati

u-u =0
u- Lﬂ =
dt
Symbolicky mizeme pséat
uU- Lﬂ =0
dt
Integraci a Upravou dostaneme
.U
| =—]—
L

Uvedena komplexni rovnice charakterizuje elektripéery v tomto obvodu: proud
ma harmonicky pitbéh a stejnou frekvenci jako né&p Efektivni hodnota proudu je

ol - krat menSi nez efektivni hodnota sy X, = jal je tzv. komplexni induktivni

reaktance). Proutl je fazow opozd&ny za naptim o 7—27 :

Obvod s idealnim kondenzatorem kapacityje piipojeny na harmonické nag u
(obr. 2.4.b). Pro tento obvod plati

u-u. =0
u-=[iwt=0
C
Po nahrad casovymi vektory dostaneme
WL g jau=Ll 1=jucu
d C C
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Proud ma harmonicky pb¢h a frekvenci stejnou s n&fm. Efektivni hodnota proudu

je aC - krat witSi nez efektivni hodnota n&tp (X, =% je tzv. komplexni kapacitni
J

reaktance). Proutl fazow predbiha nagti o %T :

1 i i
o—p— o—Php—
u nl:l Uy Ul Com [Ue u L< |u,
a) b) c)

Obr. 2.4. Obvody s idedlnimi sa@éstkami

a) s rezistorem b) s civkou c) s kondenzatorem

Podle pedchozich vztahmiuZzeme psat, Z&asové vektory nagi na idealnim odporu
R, civce induknosti L a kondenzéatou kapacity jsou

Ug=Rl

=joll =X ||

UL
I
U, =—-—1 =X
¢ =51 =Xd
Obecr pro libovolnou kombinacR, L, C, pripojenou na harmonické nép (obvodem
prochazi proud, ktery ma stejnou frekvenci jakipgiené napti), plati

:H — \/z [ BQ(““%) :EEj(¢l+¢2) — ZEE¢
[ \/E n @i(““fﬁz) |

Komplexni impedancei$tlavého elektrického obvodu je konstantni komplesxakitor,

Z

jehoz velikost je dana podilem réipa proudu.

Pro stidavé elektrické obvody plati tyto zdkony v komplaxr tvaru:
a) Ohmiv zakonZ :IE

b) 1. Kirchhoffiiv zakon )1, =0

c) Il. Kirchhoffiiv zakon» U, =0

Prevracena hodnota komplexni impedace komplexni admitancy

20



Velikost admitance j& =% ajejifazejeg =-¢ .

Komplexni impedancZ a admitanciY v zakladnim tvaru piSeme takto:
impedanceZ = R+ jX, kde Rje rezistence obvodu X je reaktance obvodu;
admitanceY =G+ |B, kde G je konduktance (vodivost) obvoduBgje susceptance

obvodu.

Piiklad 2.6
V obvodu na obr. 2.5 =100Q,R, = 200 ,L= 0,5HC= §F), ktery je gipojeny na

sttidavé elektrické napi s efektivni hodnotoW =220V, vypciitejte:

a) komplexni impedanck celého obvodu a jeji velikogt , komplexni impedance
Z,,Z, castiobvoduR,L aR,,C

b) casovy vektorl celkového proudu

c) casové vektory napi U,,U, na odporuR a induknosti L ; ¢asovy vektor
napéti U, na paralelnim obvadR,, C

d) casové vektory proud

e) fazovy posung mezi naptim U a proudem

Resent:

R1

C

RZJ

Obr. 2.5.Obvod k gikladu 2.6

a) Celkova impedance obvodufe=7,+7,

Kde Z,=R+jwlL
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e
R wcj R~ jwRC
a Z
2= 22
R - _ | 1+aPRC
aC
. C
Tedy Z= Ry W) L——R;2
Y e=R L gre ) ( 1+w2F§c2j
Ciselrg: Z, =100+ j[157= 186&"°"* Q
Z,=182- ji67,1= 191&*"*) Q
Z =282+ j[©9,9= 298 Q
b) Plati

| :%al =J20@“, U=J2I @*“?

Ciselre | =+/2[0, 736 A
c)

=R1=73,6VaU, =V/273,6@“ V
Podobr

j| ax
U =wll =116Va U, =\/§EL16E3]( 2] Vv
U,=27,1=114Va U, = /2 141+ @(“20°%8)

d) Pro proudy plati

U

Iy, = Ez =0,705A al, =20, 705&/“**%) A

R

- =U,aC =0,221A al, :ﬁm,zzﬁj(m—zoosswc) A= \/_ZDO, Zz[e(ax—sg 29) /

e) Fazovy posup mezi celkovym nagiim a proudem (tjU al ) se rovna fazi
impedanceZ tj. ¢ =19°30.
PoznamkaVypocet komplexnicktasovych vektar I, 1 . ,I U U U, nenivzdy

potrebny. Ve vypétu je dilezité ukit komplexni impedance, resp. admitance olivod
jejich velikost a ugdomit si fazové posunyasovych vektar proudi a nagti. Tak se

stane vypoet mechanickou zalezitosti a je mozno ho jednodsEate&nit.
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3. Matice a determinanty

3.1. Pojem matice a operace s nimi
Matice typu (m, n) je uspgadana soustava privka, do m radki a n sloupdi. Casto

pouzivany zkraceny zapis (pokud vime, o jaky typicesse jedna) jeA =(a, ).

& A, .. a,
Al o
B Bup - B,

Prvky a,, 1<k <n pro dany index tvori i-ty 7Fadek prvky a,, 1<i < npro dany
index k tvori k -ty sloupec Prvni index v ozngni prvkua, nazyvameadkovym
druhysloupcovymRadky a sloupce se souhtnmazyvajifady matice

Prvky a;,,a,,, a,, tvori hlavni diagonalua nazyvaji sélavni prvky, prvky

a,,a,, ., 8, ,tvori vedlejSi diagonalu

Matice A =(a, ) se rovna maticB = (b, ) praw tehdy, jsou-li ob matice stejného typu
a jejich stejnolehlé prvky se rovnaji. MatematidapsanoA =B < Ui k a, =k,
Je-lim=n, pak seA nazyvéétvercovou maticim-tého stupé (m-téhorddu) jinak
hovaime o matici obdélnikove.

Nulovou maticinazyvame matici, jejiz vSechny prvky se rovnajenidnaime obvykle
symbolem0 nebo icislem 0.

Diagonalni maticinazyvameitvercovou matici, u které prvky na hlavni diagonjatsu
razné od nuly a vSechny ostatni prvky rovny nule.

Jednotkovou matichazyvame takovou diagonalni matici, jejiz vSechiayni prvky

jsou rovny 1. Jednotkova matice se obvykleczrig | nebo icislem 1.

Horni (pravou) trojuhelnikovoumatici nazyvameétvercovou maticiA = (aik) , jestlize
pod hlavni diagonalou jsou vSechny prvky nulova, iz >k :a, =0.

Dolni (levou) trojuhelnikovoumatici nazyvameétvercovou maticiA = (qk) , jestlize

nad hlavni diagonalou jsou vSechny prvky nulove, iz <k:a, =0.
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Submaticinazyvame maticA , ktera vznikne vynechanim jistéhogpoiadki nebo

sloupd.

300

2 1 0 0O
= = = 0 2

31 0 0O
0 0 5
1 00 1 3 1 6 0
E=(0 1 0f M= 0 4 N=l 3 1
0 01 0 0 5 2 0

Obr. 3.1. Typy matic: A —¢tvercova, N — nulova, D — diagonalni, E — jednotkov

M — horni trojuhelnikova, N — dolni trojuhelnikova
Transpozice matic
Transponovanou matick matici A typu (m, n) nazyvame maticA " typu
(m, n) takovou, kterou dostaneme z matikezanenou transpozicfadka a sloup@.
Oznaime-li prvek vi-témiadku ak-tém sloupci transponované matiag, pak
miZzeme psata; = a, .
Jinakieceno, transponovana matiée’ vznikne ,geklopenim* maticeA kolem jeji
hlavni diagonaly. Pro transpozici matic pIé&iT )T =A.

Pokud prastvercovou maticiA plati rovnostA™ = A |, hovdime o symetrické
(soun®¥rné) matici. Pokud prétvercovou maticiA plati rovnostA™ = -A , hovdime
0 antisymetrickénatici.

Z definice je rejmé, ze pro prvky symetrické matice plagi = a,,. Obdob® pro prvky
antisymetrické matice plat, =-a,, odkud dale plyne, Ze diagonalni prvky

antisymetrické matice musi byt nulové.

Piiklad 3.1
Pro maticiA najdste matici transponovanoA™ .
1 4
: 1 2 3 1
Je-li A= ,pakjeA' =12 5
4 5 6 3 6
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Sowet matic

Matice C je sodtem maticA ,B praw tehdy, jsou-li vSechnyitmatice téhoz typu a

plati-li, Ze kazdy prvek matic€ je soktem stejnolehlych prikmatic A ,B.
Matematicky zapisC=A+B = 0Oi k ¢, =g, +h,

Pro itani matic plati:

A+(B+C)=(A+B)+C =A +B +C (asociativnost)

A +B =B +A (komutativnost)

(A+B) =AT+B"

Piiklad 3.2

. 21 6 3 1 -2
S&téte maticeA = aB=
01 2 4 2

_1'

5 2 4

C=A+B=
4 3 1

Nasobeni maticetislema
Sowinem maticeA =(a, ) acislaa je maticeB = (b, ) stejného typu jako matica ,

pro jejiz prvky platib, =a [, .
Matematicky zapisB = gA - ik ‘b, =a&,
Pro nasobeni maticéslem plati:

(a+B)A=aA +pA (distributivnost)
a(A+B)=aA +aB (distributivnost)
a(BA)=(aB)A =apA (asociativnost)

(aA) =aAT.

Piiklad 3.3

) . 2 1 6)
Vynasobte maticiA = ¢islem 6.
012

12 6 36
6[A=
(o 6 12}
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Nasobeni matic
Soutinem maticeA =(a, ) typu (m, n)a maticeB = (b, ) typu (n, p) nazyvame matici

C=(c,) typu(m, p), pro jejiz prvky platic, => a;b, .
=1

ZapisujemeC =AB neboistekou C=A[B.

Souwin matic je definovan pouze tehdy, je-liqed sloupd prvni (levé) matice roven
poctu fadka druhé (prave) matice. Prvek sowinu C = AB je vlastré skalarnim
sowinemi-téhoradku maticeA ak-tého sloupce maticB .

Mame-li sodin AB, fikame, Ze matic nasobi maticB zleva nebo také, ze matice
B nésobi maticiA zprava. Toto rozliSeni je nutné, nébeeplati komutativni zdkon
tzn. obecs AB ZBA .

Pro nasobeni matic plati:

AE =EA =A (jednotkovym prvkem je jednotkova matice)
(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB +AC (distributivnost)

A(BC)=(AB)C =ABC (asociativnost)

(AB)" =B"AT.

Priklad 3.4
Ukazeme, Ze sa@in dvou nenulovych matic éize byt nulova matice.

, 1 2 -2 -2). 00
Je-li B = , C= je BC= .
1 2 1 1 00

Hodnost matice
Hodnostimatice A typu(m, n) nazyvame maximalni get linearg nezavislychadka

(sloupdi) maticeA .
Hodnosti nulové matice (jeji vSechny prvky jsoung¥) je nula. Hodnosti nenulové
matice (alespjeden jeji prvek jetizny od nuly) je pirozenécislo h>1. Protoze

maximalni pget linearr nezavislychradki matice je roven maximalnimu o

linearre nezavislych slougc plati h(A) = h(AT) al<h(A)<min{m,r} prokazdou
nenulovou maticiA typu (m, n).

Hodnost matice se nezmi provedenim nasledujicich ekvivalentnich Uprav:
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- vzadjemnou vyrénou dvouradki (sloupd),
- vynasobenim libovolnéhi@dku (sloupcegislem fiznym od nuly,
- prictenimc¢iselného nasobku libovolnékadku (sloupce) k jinémtadku (sloupci),

- vynechanim nulovyckadki (sloupd).

O maticiB , kterd je stejného typu jako matiéea vznikla z maticé& elementarnimi
Gpravamiiikame, Ze jeekvivalentnis maticiA . ZapisujemeA ~ B . Ekvivalentni

matice maji stejnou hodnost.

Mocniny a inverze étvercovych matic
Proétvercovou maticiA definujemeA® =1, A* =A*'A pro kazdé firozenégislok.

Z vlastnosti nasobeni matic vyplyvéa, 2& = AA .. A (k — krat).
Obdobr jako proc¢iselné mocniny platiA™A"=A ™" m,nO Z.

Matice A je ¢tvercovou matici tpr(m, n) a E je jednotkovou matici stejného typu.
Matici B typu (m, n), ktera spiuje vlastnostAB =E =BA , nazyvameénverzni matici

k matici A . Inverzni matici k maticiA oznaujeme symbolemA™.

Hodnost matic& je rovna jejimuadu, tph(A) =n.

Matice B fadun je regularni, praw kdyz pro jeji hodnost plati(B) = n.
Ctvercovou maticiA radun, pro niz jeh(A) < n, a tudiz pro ni neexistuje matice
inverzni, nazyvamsingularni matici

Pro regularni matice téhdadu pIati:(A‘l)_l =A, (AT)_l = (A‘l)T,

(ABC) =CcB A

Piiklad 3.5

1 -1
Pro maticiA =(2 J stanovte jejifeti mocninu.

P TR P T

3.2.Reseni soustav linedrnich rovnic pomoci matic
Nech’ je dana soustava linearnich rovnic e neznamych:
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8% toapX% o & X
QX F8X t .. Ay X

1
Kooy

auX t 8pX% * .. 8% =k

Pak matici
a; & 2
A=(a,)=| T B T
2 o

typu (m, n) nazyvamenatici soustavy
Matici

a; @, ... & b
A &y & . 3 b

(alk,h(): cee ces ces cee cee
y 8p .- 8y b

typu (m, n+1) nazyvameozsienou matici soustavy

Sloupcovou matici

% b
X = X2 = (%, %»..., %), resp.,b = bz =(b,b,.....1,)"
X, b,

nazyvamevektorem(sloupcem neznamychresp.vektorem(sloupcen pravych stran

Soustavum lineérnich rovnic m neznamych rizeme zapsat v maticovém tvafx=b .

Frobeniova wta
Soustava linearnich rovnic jesitelna pra¥ tehdy, ma-li maticeA soustavy a

roz&fena matice soustawy stejnou hodnodt. Pak prdi(A) = h(A'), h= nexistuje
praw jednoteseni, pron(A) =h(A'), h< n existujeteSeni nekon@mé mnoho. Pokud
h(A)# h(A"), soustava nema zadreSeni.

Homogenni soustava rovnic linearnich rovnig. soustava, jejiz vektor pravych stran

b je nulovym vektorem, ma vzdy aspgdnoieseni.
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Dukaz plyne z Frobeniovy&ty, neb@ u homogenni soustavy se matice riea$k od
matice soustavy liSi pouzéiganim nulového sloupce a tato operace drdrhodnost

matice.

Piiklad 3.6
Reste soustavu rovnic

2x+3y+ z=4
X+2y+2z=6
5x+ y+4z= 2]

Matici soustavyA, prevedeme pomoci ekvivalentnich Uprav na trojuhelrokica

vypocitame jeji hodnost. Totéz provedeme s fi@®u matici soustava, .

3 1) (2 3 2 3
A,=|1 2 2|~|0 -1-3~| 0-1-3;h=
14 |0 -13 0 0 4
2 31 4) (2 3 1 2 3 1
A =[1 22 6/~|0 -1-3-8~0-1-3-28h=
5 1 421 (0-13 3 22 | 0 0 42 1%

h=h =3= n - soustava ma jednozmareSeni.

Trojuhelnikovy tvar maticéA, je ekvivalentni soustay

2x+3y+z=4
-y-3z=-8
42= 12

aznijez=3, y=—1 x= 2

3.3. Pojem determinanti a patitani s nimi

Je-li A =(a, ) maticeradun,(h)=(k, k..., k) permutaceisel1,2,.. n,
sgn(k) znaménko permutadg), pak sodin n prvki matice A tvaru

sgn(k) 3y &y, --- & NAzyvamefenem determinantuA ; determinantem maticeA
souwet vSechn! jeho iznych¢lena. Determinant maticé znaime detA , piipadré
det(A).

Determinanttvercové maticeA ma celkemn! ¢lend, neba vSech permutadcisel

1,2,..,n je n'=(n-1)(n-2)...32. Znaménko permutace je pak zavislé pouze na
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tom, zda poet transpozic (vzajemnych vyméisel v permutaci) nezbytnych

k pitevedeni na zakladni fadi 1,2,3,.. nje sudy (znameénko <€) lichy (znaménko -).
Z definice determinantu jegmeé, Ze kazdylen determinantuwdetA obsahuje saiin n
prvki matice A , piicemz z kazdéh#adku a sloupce maticA je vybran prav jeden
prvek.

Matice, jejiz determinant jéizny od nuly, se nazyu&gularni. V opa&ném gipad
hovaime o maticisingularni.

Subdeterminantenfminorem) k-téhofadu maticeA typu (m, n) nazyvame

determinant matice, ktera vznikne z mat&evypusgnim tolikaradki a sloupd, aby

Z ni zbylactvercova matic&-téhotradu.

Vlastnosti determinanti
detE = 1.

detA = detA”.

detAB = detA [0deB (pro¢tvercové matice téha&adu).

Zamenime-li v matici navzdjem dvidaddky nebo dva sloupce, Zni determinant
znameénko.

Spole&ného nenulovéhsinitele jednohaadku nebo sloupce Ize vytknoued
determinant.

Determinant je roven nule prétehdy, jestlize prvky alespgednohaoradku (sloupce)
jsou rovny nule nebo jestlize&jaky radek (sloupec) je linearni kombinaci ostatnich
radki (sloupd).

Determinant se nezini, piicteme-li k libovolnémuadku (sloupci) jakoukoliv linearni

kombinaci ostatnickadki (sloupa@).

Vypocet determinanti prvniho radu
Pro matici prvnihdaduA =(a,,) plati: detA =a,,.

Determinantem matice prvnitiédu je tedy hodnota jediného jejiho prvku. Neni zde
vhodny zapis determinantu pomoci svislyeln, nebd ten by svad k mylnému dojmu,

Ze se jedna o absolutni hodnotu prvku.

Vypocet determinanta druhého radu
Determinant matice druhéltédu Ize péitat podle vzorce:
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_|1%1 &
detA=| " A= 8,85, ~ 8,8,
1 2
Priklad 3.7

2 1
Urcéete determinant matice = (4 5} )

2
detB=‘4 j= 26- 114 16 &

Vypocéet determinanta tietiho Fadu
Pro vypa@et determinantu maticéetihoradu se pouziva schéma zv&arusovo

pravidlo: K maticiA pripiSeme prvni dva sloupce (obdélja mozné formulovat toto
pravidlo profadky) a pak provadime s&iny po gimychcarach tak, jak je nazteno
na obrazku, ficemz ve sréru zleva doprava je znaménko kladné, vesrsraprava

doleva zaporné.

By Gy ﬁm\ Gu Ay

a3 \9‘ ﬂu

&&HI‘} /<Q1

Piiklad 3.8
2 3

Vypocitejte hodnotu determinantg -2 Sarrusovym pravidlem.
1 2

2 3

5 -2 1=20C2)3+ 5214 D821 @~ 2)4 121 [BB=

=-12 46 3 8 4 4 51 61 10

Vypocdet determinanti n-téhofadu

&, &, - &
doc ol Ee o
By By - B

Hodnotu tohoto determinantudime podle nasledujici definice:
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detc=Y (-1 "a,A,,

i=1

kde prvky a, jsou prvky prvniho sloupcé ,je algebraickym dogkem prvkua, .
Algebraickym dopkkemprvku a, maticeA =(a, ) nazyvameisloA, =(-1)"M,,
kde M, je subdeterminant (minor) vznikly z matiéevynechanim-téhotradku ak-

tého sloupce.
Kazdy determinantadu n se gevede na vypiet n determinant fadu n—1, kazdy
determinantadu n—1 nan-1 determinant fadu n-2 atd., tedy vyp&et determinantu

fadun-téhoradu se nakonedg@vede na vypet m determinatitiadu 3 (pro & lze
pouzit Sarrusovo pravidlo), kde plati= n( n-1)( n-2)Cl..[5(4 (pro n =10 je

m=60480( - velmi zdlouhavé!)
Uvedena definice je tzvozvojem determinantypodle prvniho sloupce, takovy rozvoj

Ize obecs provést podle libovolnéhadku nebo sloupce.

Rozvoj determinantu podle prvki vybrané rady
Rozvoj determinantu podietéhoradku:

detA =) a, A, .
k=1
Rozvoj determinantu podletého sloupce:
detA =) a, A, .
i=1

SymbolA, ve vzorcich vySe oziaje algebraicky doplik prvku a, .

DalSi moznosti vyptiu determinantu jefevést matici na trojuhelnikovou, tzn.
vynulovat vSechny prvky pod nebo nad hlavni diagmnaDeterminant trojuhelnikové

(horni nebo dolni) matice je roven sow jejich hlavnich prvi

Uvazujme nap dolni trojuhelnikovou matid =(a, ) fadun. V prvnimradku této
matice niize byt pouze jediny nenulovy prvek, diagonalni giae. Rozvoj jejiho
determinantu podle prvnifddku ma tedy pouze jedélen:detA =a A ;.
Algebraicky doplgk A, = (—1)1+1M 11 =M |, je roven determinantu matice vzniklé

Zz maticeA odstragnim prvnihofadku a prvniho sloupce. Tato maticégdu o jedna
mensiho a je rowi dolni trojuhelnikova. Mzeme tudiz provést analogicky rozvoj
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jejiho determinantu podle prvnilié@dku. Opakovanim provedenych Gvah dojdeme az
k jednoprvkové matic(ann) , jejiz determinant je roven jejimu jedinému prviwdtud

k zawrecnému vyjadenidetA = a,a,,... 8,,.

Priklad 3.9
Vypoctéte determinant matice
2 -3 41
4 -2 3 2
A= :
1 111
3 -1 4 3

Volime rozvoj podleittihoradku. Plati:

detA = I[defA,, + T]deh ,,+ [ d&t ..+ [1 det,,=
-3 4 2 4 2 -3 1|2-3 4

=-2 3 Z2-|4 3 2+/4 -2 4-2 | 5
-1 4 3 4 3 -1 3-1 4

3.4. Vyuziti determinanti

Cramerovo pravidlo
Kazda soustava rovnidx =b s regularni maticA fadun ma pra¢ jednoresenix,,

které Ize psat ve tvarx, = th((i")) , kdek=1,2,... ,n, det(A) je nenulovy

determinant matice soustav;det(Ak) je determinant matice soustavy, ve kterk-j@

sloupec nahrazen sloupcem pravych stran
Cramerovo pravidlo formuluje obecny vzorec pro giieiké vyjadeni jednotlivych

kofeni soustavy linearnich rovnic (s regularni maticistauy).

Piiklad 3.10
Stanovte vSechn@seni soustavy
X~ X +2%=5

2% + 3X, — 4%, =-2

1 3
X +—=—x+2x =0
2X1 2X2 X
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3 -1 2 5 -1 3 5
detA=|2 3 -4= 4% detA, =-3 3 -4= 4 detA,=|2 -3 -4=-4
13, 0o 3 R
2 2 2 2
3 -1 9§ .
detA,=[2 3 —'3_35
13
2 2
45
_det(A,) _45 0 - det(A,) -45_ 1oy det(A;) o _1
& det(A) 45 e det(A) 45 % det(A) 45 2

1
=1 =-1 X,=—
X % X 5

3.5. Vlastni¢isla a vektory matice
Nech’ je danatvercova maticd fadun a nenulovy vektor (sloupcova matiog)typu

(n,2). Plati-li Au = Au, tzn. vynasobeni vektowzleva maticiA je ekvivalentni

vynasobeni vektorw urgitym ¢islem A, nazyvame vektou vlastnim
(charakteristickym) vektoremmatice A acislo A prisluSnymvlastnim
(charakteristickym) ¢islemmaticeA .

Charakteristickou maticiétvercové matice

a; & a,
A= & 8y ay
S R
nazyvame matici
A-ay;  a, ay
AE-A = 8 A-ay an '
A ap .. ATay,

kde veltina A je realna nebo komplexni prémmé. Charakteristicka matice jigepme
funkci proménné A .

Polynom det()lE—A) n-téhoradu promdnné A, tj. determinant charakteristické matice

k matici A , nazyvameharakteristickym polynomem
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Vlastnimicisly maticeA jsou kdeny A, 4,,...,A, charakteristického polynomu
det(AE-A).

V¢éta dava jasny navod, jak nalézt vlastisia matice. Pokud je vSak charakteristicky
polynom stupn vySSiho nezietiho, nemusi byt nalezeni jeharén jednoduchou
ulohou.

Vlastni¢isla trojuhelnikové matice jsou rovna piéwvk v hlavni diagonale (hlavnim
prvkam).

Dukaz je snadny, stasi pripomenout, Ze determinant trojuhelnikové maticevjen
souwinu jejich hlavnich prvi

Ctvercové maticeA , B téhozradu nazyvampodobnymj existuje-li takova matice,
Ze platiB = P AP . Hovatime o tzvpodobnostni transformaci

Podobné matice maji stejny charakteristicky mritdg stejna vlastniisla a stejnou
stopu.

Hermitovskou(hermitovsky symetrickoumatici nazyvame matici, pro niA™ = A ,

neboli A =AT =A* (pruh zn&i komplexni sdruzenihorni index + tzvhermitovské
sdruzenj tzn. sodasnou transpozici matice a jeji komplexni sdruzeni)
Ortogonalni maticirozumime matici, pro kterou plafi™ =A".

Unitarni matici rozumime matici, pro kterou plasi™ =AT=A",

S uvedenymi typy matic se vel@asto setkdvame v praxi. Nize uvadime jejich vybrané
vlastnosti, které maji vztah k problematice viasrisel.

Vlastni¢isla hermitovské matice jsou realna.

Vlastni¢isla realné symetrické matice jsou realna.

Modul (absolutni hodnota) kazdého vlastnéfgla unitarni matice je roven jedné.
Vlastni vektory hermitovské maticéiglusné iznym vlastnintislim jsou navzajem
ortogonalni.

Vlastni vektory unitarni maticefiglusné iznym vlastnintislim, jsou navzajem

ortogonalni.

Necht’ A je hermitovska matice. Pak existuje unitarni neatic takov4, Ze matice
U™AU je diagonalni (a reand).
Necht A je realna symetricka matice. Pak existuje reatt@gonalni maticeP takova,

Ze matic® AP je diagonalni (a samigjng také realna).
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4. NumerickéreSeni rovnic

4.1. Algebraicka rovnicen-tého stuprg o jedné neznamé
Rovnice, jejiz leva strana je polynoRy( x) n-tého stups, ma tvar
ax'+a, ,X'+3,X*+.+3=0, az(,

kde a,,a,a,,...8_,, § jsou koeficienty.

Je-li a, =1 je rovnice ve tvarmormovaném

Podle Gaussovysty kazda algebraicka rovnice ma aspeden kden, jinak kazda
rovnice n-tého stups ma pra¢ n koreni (komplexnich nebo realnych), gtame-li

kazdy kden s jeho nasobnosti.
Pri feSeni algebraickych rovnit-tého stupa (n=3) mame naigeteli:
Algebraickymi metodami izemeresit jen rovnice nejvyse stupd., dale rovnice
binomické, reciproké.
Je-li a korenem algebraické rovnice-tého stupg, je mnohdélenem P(x) - leva
strana rovnice —ditelny kofenovymginitelem x-a, tj.

P(x) =(x-a)Q%,
piicemz mnohdlen Q(X) je stupr (n—-1).

Ma-li rovnice P(x) =0, koteny x, X,,...%, , platf identicky

P(x)=(x=)(x= %)(x ¥...(x ¥
A mezi koeficienty(a,, a,,...8,) a kaeny (x, X,,...%, ) plati:
XX+ X%+t X="8,

X% XK+ XXt F XX X4 XX R
XXX T XXX XX+ X X%t XX ¥+ XX, - a8

XXt X% %= (C1)'. @
(vSechny keeny jsou dliteli absolutnihaslenu)
Kdyz je v rovnicia X"+ 3, X"+ a_, X *+...+ 3=0, a# (O posledniclk koeficienti

rovno nule, mé& rovnick koreni rovnych nule. P&t kladnych kéeni je nejvys rovny
poctu zmen znameének v posloupnosti koeficier(t, a ,a,,..a, ), nebo je rozdilny o

sudy pa@et, a pdet zapornych kieni, kolik ma znaménkovych shod (nebo o sud§gbo
mére). Rozdil mezi pstem kdeni kladnych a zapornych (je vzdy sudy) jeeb
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koreni komplexnich. Znaménkovou 2mou je + — nebo — +, znaménkovou shodou je +
+, ——. Nap.

xX'+2x  —25¢ - 26k + 126

NN NSNS

l.shoda 1.zena 2.shoda 2.zéma
2 zmeny - 2 kareny kladné: X =2,%=4
2 shody-> 2 kaeny zaporné: X, =-3, X,=-5

X2 —6x° +11x - 6= (
'\1/' '\2/”\3/'

3zmeny: x, =1, X, =2, %= 3
Zname-li jeden kien a @lime-li levou stranu rovniceP(x) =0 korenovymcinitelem,
dostanete rovnici, ze kteréideme ugit ostatni kdeny.
Ma-li rovnice P(x) =0 nekteré kdeny stejné (nasobné), ma&i( x) a P'(x) stejného
delitele. Spoléného d@litele obou mnohd&end najdeme, polozime-li jej rovného nule, a
takto vznikla rovnice dava vSechny vicenasobriégp
a) Neclt je P(x)normovanou algebraickou rovnieitého stups
X"+a X"'+3 ,X*+..+3a=0
a a jejim karenem. @lime-li ji korenovymcinitelem x—a, je podilem mnohden
Q(X), jehoz stupkje n—1a zbytek Z; plati identita
P(X)=(x-a)Q 3+ Z
Bude-liz =0, ozn&ime-li b,, b, b,,...H_, koeficienty mnohdlenu Q(x), je
Q) =B X7+ B, X +..+ |
a miZzeme psét, Ze
P() =(x-a)(h, X"+ b, X7 +..+ b).
Koeficienty Q(X) je mozné ufit podleHornerova schématu

a, &1 &2 &5 - 4| §
a ab, ab_, ab_, ... ah|ah
b.=3 b, B, B, .. b Z

Mezi koeficienty P(x) a Q(X) plati:
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b,,=a,,+ab,,
b,s=a,,+ah,,
b=a+ah

a pro zbytek platZ = g, +ah,.

Pouziti Hornerova schématu:

- ureni hodnoty polynomu pra=a

- déleni mnohdlenu linearnim dva@jenemx—a (tj. k ur¢eni koeficient podilu)
- uréovani nasobnosti keni polynomu

- uréeni hodnoty derivace polynomu v kiod,

- preména mnoholenu P(X) pomoci substituce/ = x— a

4.2. Separace kbeni algebraickych rovnic
Separace kEeni — tj. nalezeni systému interuakteré obsahuji pr&jeden kaen.

Separaci kieni provadime zpravidla takto: Stanovime intervalkieém vSechny

koreny lezi: oznéime A=max(|a,.| |a,,| ... |a| |a]) u polynomu ve tvaru
P(X)=X'+3g_, X'+ a,X’+...ax% g

potom v3echny realné teny lezi v intervaly ~A-1 A+1).

Mame-li dva fizné kdenya, # a,, pro které platiP(a,) = P(a,) =0, potom mezia, a
a,lezi alespa jednoa tak, zeP'(a)=0.

V kazdém intervalu typ(a, b), kde funkce rani znaménko (P (a) CP(b) <0), lezi
jeden nebo lichy peet kareni polynomuP(x) . V kazdém intervalu typ(a, b), kde
funkce nendni znaménko (tjP(a) [P( b) >0), nelezi zadny nebo lezi sudyepd
koreni polynomu P(x) .

Necht P(x)= X+ g, X"+ g, X?+...ax g vytvorime posloupnost

a1, & yre-,, &, Pi¢emz vynechame nulové koeficienty, potdhfix) =0 ma tolik

kladnych kaeni, kolik je v této posloupnosti znaménkovych&mmebo o sudy et

meére. U predchozi posloupnosti zZmime znaménko u koeficigns lichym indexem;
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potom rovniceP(x) =0 ma tolik zapornych keni, kolik je v této nové posloupnosti

znaménkovych zgm nebo o sudy pet mér.

Postup pi separaci kieni algebraickych rovnid(x) = 0:

- odstranime nasobnéilemy vydlenim D(x)

- nalezneme intervg|-A-1; A+1), v émz leZi redlné kieny

- rozclime predchozi interval na dill intervaly tak, aby v kazdém leZel pégeden

koten (vyuziti monoténnosti).

V nékterych gipadech, obzvla§tehdy, kdyz polynom neobsahuje mnatena, Ize
koreny odseparovat grafickyié/edeme vhodnéeny z levé strany algebraické rovnice

na pravou, tak abychom dostali rovnici tvap(ix) = q( ¥ , kde p(x) a q(x) jsou
polynomy, jejichz grafy umime zakreslit. Po nakeeslobrazku vidime ihned, kolik

maji grafy &chto Kivek pris&ika a v kterych intervalech lezi. Tytoimetiky jsou
kofeny pivodniho polynomuigSenimi fivodni algebraické rovnice).

Priklad 4.1
Separujte kteny rovnicex® —3x+ 2= 0.
Resen:

Derivace3x* -3

uréimeD(X)
(x2 —1)+(x—1)= x+1
(x3—3x+2)+(x2—1):x 2+ X
=X+ X x-1
—2X+2 -x+1
0
D(x) = x-1,

Odstranime nasobné emy (x3 -3x+ 2) +(x=1) =¥+ x- 2= Q(X),
nalezneme interva|-A-1, A+1) A=2=(-3;3

11 -2=1 jedna znaménkova zma, tedy bude jeden kladnyilem
1 -1 -2=1 jedna znaménkova zma, tedy bude jeden zapornyr&n

Z toho plyne: jeden ken je v intervalu(0,3) a jeden keen je v intervalu-3,0)

pdeli a, = pO{x1,+3 QY=o
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L1 10 -3 2

_ 11 -2

x=1 1 2 = X*2=0 x=1 —— = ¢
oo x= -2 11 -2 0
120 2

1 je dvojnasobny

koren

4.3. NumerickéreSeni algebraickych rovnic
V technické praxi jgeSeni rovnic vysSich stiif, které nelzéeSit obecnymi vzorci,

velmi ¢asté a fi jejich feSeni vyst&ime s femi metodami davajicimi dostéte presné

koteny. Jsou tanetoda iter&ni, metoda regula falsi a metoda Newtonova

Metoda iteraéni
Metoda iterani prevadi rovnici f (X) =0 na tvarx = @¢(X) ; pri grafickémieSeni

bychom dostali vysledek jakeovou sodadnici psetiku piimky y = x a Kivky

y = @(X) s pongrné malou gresnosti a mohlo by nam to poslouzit jako pruitlfzeni.
Pri numerickémieSeni metodu ite¢ai dosadime do rovnice = ¢(x) cislo x, (to si
odhadem zvolime), které santiepneé rovnici nevyhovuje a vysledek (tj. to, co nam
vyjde) ozngime x, a plati tedyx, = #(X). Cislo x, dosadime znovu d@(x) ; vysledek
je X, =¢(x) ato opakujeme.itblizujeme se tak hodnotanx, x,, x;, ..., %, K presné
hodnot kofenu x. Této metody Ize pouzit, je-li sgma podmink4¢’(x)| <1 a potom
X, je lepSi piblizna hodnota (lepSi aproximace)ikau x. V pripac, ze ¢'(x,) <0,
jsou dw& po solé jdouci giblizné hodnoty natiznych stranach hodnoty a mizeme
odhadnout fesnost fiblizeni. Vyjde-li |¢’(x)| >1, paitame dal pomoci inverzni

funkce.
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*g Hy ¥z My
Obr 4.1. Pouziti iter&ni metody

Metoda regula falsi
Metoda regula fal§imetoda sé&en, linearni interpolace) je zaloZena na tont,ass

kiivky y = f(X), kde f(x) je leva strana dané algebraické rovnice vySSianstve
tvaru f(x) = 0) vintervalu(a, b),a< b, v némz lezi kden rovnice f (x) = 0,
nahradime smou prochazejici bodA[a; f(a)], B[b; f(b)] lezici na kivce y = f(X),
piicemz podminkou je, aby (a)a f (b) mély opaina znaménka. $ea protne osu
xv bodk c, ktery rozdluje interval(a,b) na intervaly(a,c) a({c,d), z nichZ si
vybereme ten, vdmz je kden rovnice a jehoz hranice maji 6pa znameénka.

V piipack, ze f(c) =0, je c kofenem rovnice. Interva(la, b> hledame Hornerovym

schématem é&isloc vypaitame ze vzorce

. alf(h)-b0f(a
f(b)- f(a)

Zuzovani intervalu a vyget lepSich aproximaci opakujeme, az dostanemevaiter

v némz vSechnyisla maji pdet prvnich desetinnych mist stejny (na kter&eko
uréujeme). Jiny zfisob provedeni metody&n gedpoklada, ze v interval@xl, x2> je
aspai jeden realny kien a zef (x) a f(x,) maji op&na znameénka. Potom vzhledem
k xax, je lepSi aproximaci vyraz,:

(%, = %) Of (%)
F0q) = (%)

X, =%+

41



7 )

/ / E (koTeny i
flx]
-
i

Obr. 4.2. Pouziti metody regula falsi

Metoda Newtonova
Metoda Newtonova (metodattn) nahrazujéast kivky y = f(X), kde f(x) =0 je

dana rovnice, v interval(la, b>, a< b tecnou, jejiz ptis&ik s osoux hledame. Je

ziejme, Ze metoda ma vyznam tehdy, padneagik tecny s osoux dovnitt intervalu
<a, b> a nema-li kivka y = f(X) v tomto intervalu ani minimum, ani maximum, ani
inflexni bod, tj. f'(x) #0 a f"(x) #0 v celém intervaIL(a, b>. Bude tedy nutné najit

prvni i druhou derivaci, nelfor intervalu, v 8mz lezi kden x a vSechny fiblizné
hodnoty, musi byt
f(x) Of"(X)
[FeoT

Ozna&ime-li prvni gibliznou hodnotu kiene x, (je to pase&ik tetny t; s osoux), je

<m<1.

lepSi aproximace, dana vztahem

R
SEE

Bod x, déli interval (a,b) na(a, x,) a(x,,b). Plati-li x, = a, lezi kden v(x,,b), je-li

x, =b, je kaen v(a,x,).
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Pro ugeni vychoziho bodu, vémz mame vest tau t, je nutné, aby to byl bod,

vémz f(x) a f"(x) maji stejna znaménka.

M

Y y = 1(x)

tetna

X

B

Obr. 4.3. Pouziti Newtonovy metody

Metoda pialeni intervalu
Jestlize funkcd je spojitd na uzaeném intervaIL(a, b> a plati-li f(a)f(b) <0, pak

v oteweném intervalua, b) lezi alespt jeden kaen rovnice f (x) =0.
Metoda pileni intervalu je zaloZena na opakovaném pouZiti téttyvJe pouZitelna za

piedpokladu, Ze jsou dany malislos >0a interval(ao, bo) tak, Ze f je spojita na

intervalu(a,, by) a f (8 )Of ()< O.

Metoda vytvéi posloupnost interval

(a,0) O(a,b)0...0(a, k) O...tak, aby vzdyf (a,) Of (b,) <O,
n-ty krok metody najde &td s, :%b“‘lintervalu (a,4.h.,) . Jestlizes, - g, <&,

vypocet skowri. Je-lis, — a_, = £, pak z pedpokladuf (a,_,) Of (b,_,) <O plyne, Ze plati
praw jedna z podminek

1. f(a,,)f(s,) <0...polozi sea, =a,_,, b =5

2. f(s,)0f(b,) <O0...polozisea,=s, b=Dh,

3. f(s,) =0...vypocet skowi.

Vyslednou aproximaci kene jecislos,.

Pro metodu flleni intervalu lze velmi snadno posoudit rychlosh&ergence. Na
zacatku vypatu sphuje kaen x podminkux =5 * d,, kde odhad chyby pa krocich

je
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b~ 3

=
2n
Tedy v kazdém kroku se odhad chyby zmenSi dvakrét.
1 Y
=
. X
a x %, / ¥, b
J GE t:'a
me stfed pfislusného intervalu
i} 0
Obr. 4.4. Pouziti metody fleni intervalu
Piiklad 4.2

Kolik krokt metody f@leni intervalu jeiteba k tomu, aby se odhad chyby zmensil
desetkrat?

Reseni:

Protoze pon krocich se odhad chyby zmer8ikrat, hledame nejmensi hodnatutak,
aby10< 2'. Protozel0= 2*°, je pro zmenseni chyby desetki@ia provésttyii

kroky metody fleni intervalu.

Piiklad 4.3

Urgete priblizng viechny keeny rovnice f (X) = x—2In x-2= 0 z intervalu(0,1 7).
Reseni:

Predstavu o p&tu a giblizny odhad hodnot keni poskytnegraficka metodazaloZzena

na vyjadeni dané funkcé (x) ve tvaru rozdilu funkci, jejichz grafy Ize snadno

schematicky znazornit. N&jglad f(x) =0 < x—2=2InXx
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4]

21

Obr. 4.5. Grafy funkciy = x— 2 ay= 2Ink

Vi s

Z grafického znazosmi na obr. 4.5. Ize odhadnout, Ze rovnice méa dvarko

X f(x)
0,5 | -0,1137
0,3 0,7079
52 | -0,0973
6 0,4165

Protoze hodnoty funkcé maji v bodech0,5a 0,3opana znaménka, lezi ken x, v

intervalu (0,3;0,5 . Zbyvajici dvaradky vedou k za¥ru, ze kden x, lezi v intervalu

uzaweném intervalu

(5,2;6). Viz obr. 4.6. V Gvaze bylo vyuZito této zakladtdstnosti funkci spojitych na

2]

1l

_I

1 IlI
o7 v ) 3 4 -
] A& &
11 \ 'f

Obr. 4.6. Intervaly obsahuijici ken rovnicex -2Ing)-2=0
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5. Diferencialni a integrélni paet funkci vice proménnych

5.1. Funkce dvou a vice profnmnych
Je-li dana mnoZina M béd- rozmérného prostoru fa je-li kazdému bodu

X =[x1, Xyyeons )g]] OM prifazeno pra¥ jedno realnéisloy, fikame, Ze je na mno&
definovanaunkce n prongnnych. PiSemey = f(x) neboy= f(x, %,..., % ).Mnozinu
M nazyvamedefini¢nim oborem funkcdf; pisemeM =D ( f) neboM=D, , M=D,

M={[x y]}

Cisloy, které je funkcif ptitazeno bodw , nazyvamedunkéni hodnotou Mnozina

vSech hodnot funkcd se nazyva@bor hodnot funkce f neboobor funkénich hodnot
funkce f , zna&ime yOH(f), H(f)=H,.

Pro realnou funkcn- proménnych jeD, OR",H, O R

Grafem funkce f (x, y) nazgvame mnozinu béd x, y, 0E,, kde[x,Z/0 D a
z=f(xy).

Graf funkcen promennych y = f(X, %.,..., %) je mnozina boil [x, %,,...,%,, Y|
eukleidovského prostork,,, (graf nelze geometricky znazornit).

Vrstevnici funkcez = f(x, y) nazyvame Kvku, na niz je tato funkce konstantni.

Pro funkce vice proémnych zavadime pojefadina funkce— plocha, na niz je tato

funkce konstantni.

Limita a spojitost funkce n proménnych
Okolim bodua s polongrem & rozumime mnozinu bddz E,, jejichZ vzdalenost od

bodua je menSi ned .
Nap. pro n=1 jde o oteveny interval, pron=2 o vnitrek kruhu, pron =3 o vnitrek

koule (vzdy se sedem v bod a a polongrem J).

Nech’ je funkcef (x) definovana na okoli boda. Rekneme, Ze je tato funksgojita

v bodk a, praw kdyz Oe >0 05> 0:0xO D, plati |x-a]<d=|f (x)-f(a)|<e.
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(kde symbolerfy | oznaujeme eukleidovskou normu vepsaného vektoru).

Priklad 5.1

Yy
sin® 71x

Pro kterax a y je funkce spojita:f (x, y) =

Reseni: Tato funkce je spojita proxa pro réz sin’ 7x # 0, neba tento vyraz se
naléza ve jmenovateli dané funkce:

sin®7ix# 0, sirx# (, odtud x# Kk, k je celéislo;y je libovolné. Dana funkce je
tedy spojita ve vSech bodech rovi(w, y), které nelezi nafpmkachx =k, k je celé

¢islo (primky rovnolgZzné s osouwy).

PodredukovanymA -okolim bodua=[a,,...,a,] rozumime mnozinu

K, (a) ={xOR":0<|x-4d| <4}

Nech’ je funkcef (x) definovana na#akém redukovaném okoli bodu. Rekneme, Ze
tato funkce ma v uvedeném odastni limitu A, praw kdyz e >0 05 > 0:0x 0 D,
plati 0<|x-a| <o =|f (x)-A<e.

Pouzivame stiny zapislim f (x) = A.

Pro funkci vice realnych pramnych, podob&jako pro funkci jedné realné prénmé,
plati Zejme, Ze je spojita v bad prav kdyz je jeji limita v tomto baglrovna jeji

funkeni hodnot lim f (x) = f(a).

Nectr je funkce f (x) definovana nagakém redukovaném okoli bodu. Rekneme,
Ze tato funkce ma v uvedeném Boevlastni limitu +co , praw kdyz

OK >000>0:0x0D, platio<|x-a|<d= f(x)>K.

Daletekneme, Ze funkcema v bod a nevlastni limitu —oo , praw kdyz

OK <006>0:0x0D, plati 0<|x-a|<d= f(x)<K.

V ptipads nevlastnich limit pouzivame stmy zapislim f (x) =+
X-a
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Limity v nevlastnich bodechnijednostranné limitynejsou pro funkce vice realnych

proménnych definovany.

Algebra limit
Pro limity realnych funkci vice reélnych prémmych plati stejné tvrzeni o algeldimit,

jaka plati pro funkce jedné realné promé:

lim (£ (x)+g(x))=lim f(x)+im g(x),
(x)=g(x))=tim £ (x)~lim g(x).

im (7 (x) (g (x)) =lim £ (x)@im g(x).

im (£ (x)/9(x ))—"m f(x)/1im g(x),

pokud ovSem maji pravé strany uvedenych rovnosgskm

Ilm( X

Priklad 5.2
Vypoctéte limitu

lim (X_y+ijmosxy .
LU xy 2

Re3eni: Dosazenim s@dnice bodu, v#m?Z paitame limitu, do vyrazu dané funkce,

dostaneme:

lim x—y+£ [Cosxy | = lL2+—1 [tos2= (Qlcos2
2 20 2

xﬂl
y- Xy

5.2. Parcialni derivace
Parcialni derivacifunkce f (x, y) podlex v bodt [XO, yo] rozumime limitu (existuje-li)

im Lt h %)= 0%, %)

oo h nebo f,(X,, Y,) -

a znd&ime ji

of (%5 Yo)
0Xx

Podob derivace funkcef (x, y) podle y v bod [x,, y,] je

of (X5, o)
oy

Obdobre se definuji parcialni derivace v daném &pdo funkci vice nez dvou

f05, %+ = 0% %)
h

= 1,06, o) =1im

pomenych. Parcialni derivace funkcg = f(X, %,,..., %) v bodk a=[a,, a,...., 3]
podle x je tedy definovana jako obgjna derivace funkce

y=9(x)= f(a,a,..,a, X a,..., ). Funkci, ktera kazdému bodu
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af (x)

X =[x1, Xyyenes >§]] prifadi hodnotua—, nazyvame parcialni derivaci funkce f podle i-
X

té prongnné a zn&me ji ii f nebof, .
ox 0x

Parcialni derivace podlg ma geometricky vyznam smmice te&ny k ploSe v daném
bodt ve sngru konstantnihy a parcialni derivace podige snernice te&ny k plose
v daném boé&ve snéru konstantnihox.

Pri vypoctu parcialni derivace podlg postupujeme stefrjako @i vypoctu derivace
funkce jedné prognné. x povazujeme za pro¥nnou a ostatni proénné si
piedstavime jako konstantyiiRypoctu parcialnich derivaci plati stejnéty jako pro

funkce jedné progmné, vyjimku tvdi pouze ¥ta o derivovani sloZzené funkce.

Priklad 5.3
Vypoctste parcialni derivace funkcé (X, y) =3xy’ +1v bodt [1,2] podle obou

promennych.

Resent:

Povazujemey za konstantu a derivovanim podie f, (1,2) = (3y*), 5 = 24
Derivace podley, kde povazujemex za konstantu:f,’ (1,2)= (9xy’ ) = 3€.

Algebra derivaci
Pokud maji pravé strany rovnosti smysl, plati

Ar0) )= ()4 28 g,

0X, 0%, 0%,

o(f-g), _ of 0
S @)= (@5 (d,

a(kOr), . _of

5 @)=k (@),

o(f

U )= 2 o)+ (3229
o120, o @@= 1AL (3
0%, a(a)’
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Opakovanym parcialnim derivovanim, pokud je to népziskameryssi parcialni
derivacezadané funkce vice reélnych pramych.
Opakované derivovaniideme provést podle stejné nezavislé pnamé. Ziskame tak

druhou, teti atd. parcialni derivacfunkcef podle této prognné. Pouzivame ozdeni

ooy ot o forf) o
X \0x ) 0%’ x| 0k ) 9%

Pokud opakované derivovani provadime potmych pronénnych, dostavame tzv.
smiSené vyssi derivaeadané funkce. Pro smiSenou vySsi derivaci pakipaomne

ozna&eni

Sty e

Indexm u symbolu parcialniho derivovaniitateli ozn&uje #a4d parcialni derivace

2
Pokud ma funkcév boct a spojité okt smiSené druhé denvaeéaL(a) [
0X;0%
0°f
0x,;0X

(a), pak jsou si tyto derivace rovny.

Piiklad 5.4
Vypoétéme viechny parcialni derivace druhéhdu funkcef (x, y) = X + xy+ Y +1.

Reseni: Nejtive vypateme derivace prvnihiddu, odtud pak derivace druhétéalu.
fi(x,y)=4xX+y, §(xy)= x2)
fo(%y)=12¢, £ (x,¥)= 1, f, (x,yF L f, (x,yF :

Definicnim oborem dané funkce i jejich derivaci je celima E, .

Derivovani sloZenych funkci (vice realnych prognmnych)
| funkce vice prornnych mizeme tiznymi zpisoby skladat. NiZze si ukdZzeme, jak

nékolik z&kladnich typ sloZenych funkci vice realnych prénmych derivovat.
Neclt f (x,,...,x,) je redlna funkca realnych prornnych a dale nechg; (t) jsou

realné funkce jedné realné prameé,j =1,...,n. Pak pro funkci

h(t)=f(g(t),.... g (1) plati
dg.

a(to) :Za(gl(to)""’gn(tO))Eld_t](to)'
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Nectr f (y)je redlna funkce jedné realné pramé ag(x,..., x,) je realna funkcen

realnych prorannych. Pak pro funkch(x,..., %) = f( a( %, )g)) a pro kazdé

j=1,...,n plati
:—):(q@):g—:/(g(qq))%( a,.., ).

jsou reélné funkcen realnych prorannych. Pak pro funkci

h(xl ..... %)= f(a( %) %) ees G %o, %)) @ pro kazdé =1,...,m plati

(8 8) =3 (6 () 0 e B SR b ).

j=1 aXy
Vzorce uvedené vipdchazejicichieéch &tach je mozno psat i ve stngjsi a

piehledr&jSi forme

G0 =S o) )
o @ 0@ E (@,
o (6)=3 2 (o() S (0).

Obecny navodktery pro derivovani sloZzenych funkci vice re&myprongnnych
uvedené ¥ty poskytuji, je mozno formulovat nasledujicimigpbem:
- nejdiive derivujeme v§Si funkci podle kazdé prognné, ktera zavisi na
proménné vnitni funkce, podle niz derivaci slozené funkceif@me,
- pak tuto derivaci vynasobime odpovidajici deriwantirni funkce,

- nakonec vSechny takto ziskané &oy seteme.

Derivace ve snéru
Parcialni derivacedf (a)/dx, popisuje, jak se v zadaném Badeni funkcef podélk-té

souadnicoveé osy. V této kapitole si ukaZzeme, jak pppsgnu dané funkce podél

libovolné @imky prochazejici bodera

Nech’ nOR" je jednotkovy vektor, tj. plafin| =1. Pak limitu
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im f(a+tnt)— f(a)

nazvemelerivaci funkce fv bo#dave snéru n. Budeme pro ni pouzivat symbol
of
(a).

an
Pro speciélni volbw™ =[0,...,1,..,d, kde jedntka stoji ne&k-té pozici a vekton mifi

ve sneru k-té sodtadnicove osy, iechazi derivace v zadanéméemna prostou

Y | of
parcialni denvamw(a) = &(a).

Nech’ funkcef ma na Bjakém okoli bodwa vSechny prvni parcialni derivace, které jsou

navic v bod a spoijité. Pak platfgi(a) =>n, g—f(a) , kden, jsou slozky vektoru.
n k-1 X

Vektor (i(a)i(a)j nazyvameyradientemfunkcef v bodt a. Obvykle pro &j

0%, 0x,
pouzivame ozrigni Of (a) .
Pomoci gradientu izeme vzorec pro vyget derivace ve s@ru n piepsat do

viv s

Souasre vSak nizeme zapsat skalarni studvou vektod jako sodin jejich velikosti
a kosinu Ghlu, ktery sviraji. Plati te%\;L(a) =|of (a)| cosa, kde a je dhel seteny
n

vektorem gradientlf (a) a jednotkovym vektorem, a 0(0, 7). Derivace

of (a)/on bude proto nabyvat své maximaini hodnoty pre 0. Mizeme tedyici, Ze

gradient funkce udava simjejiho maximalnihodstu

5.3. Totalni diferencial
Funkce f (x) = f(X, %,..., %) se nazyvdliferencovatelna v oblastQ O D( f ), jsou-

li vSechny jeji parcialni derivacg (proi=1,2,.. n) v oblastiQ ohrangene, tzn. pro

vhodnégislo 0<m<oo a pro kazdy bockdQ plati ‘ f, (x)‘ <m.
Mezi diferencovatelnosti a spojitosti funkce piasledujici vztah:
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je-li funkce f (x) diferencovatelna v okold bodua, pak je spojita.

POZOR! \&ta neplati obracen To znamend, Ze ze spojitosti funkcedetplyne jeji
diferencovatelnost. Plati vSak tato pésjé&ci podminka pro diferencovatelnost funkce
v daném bog

ma-li funkce f v bocE a spoijité parcialni derivace podle vSech péamych, pak je
funkce f diferencovatelna v béda .

Ma-li funkce f (x, y) spojité parcialni derivacé,, f, v okoliU bodua, nazyvame
aplnym (nebototalnim) diferencialemfunkce f (x, y) v bodt a:[ai, az] vyraz
df(a) = f,(@)h + f,(ad [h,, kdeh = x-4a, h = y- g, jsou libovolné Hristky
argument X, y, pokud bodX =[x, y| pati do okolU bodua.

Obdobre se definuje uplny diferencial v daném Bguto funkci vice nez dvou
pronennych. Pro funkcif (X) = f(x, X,...., %) aboda=[a,a,...,a] je
df(@=f,(@lx-a)+ L (Ux-a)+...+ L (U x- ).

Nekdy se rozdilyx, —a, zn&i h, nebodx, . Potom piSeme

df(@) = f (@ + f (h+..+ £ (ATh,= f,(JLx+ f (JUdx+..+ { (1dx.

Priklad 5.5
Vypoctéte diferencialdf (a) je-li f(x, y)= X+ xy+ ¥, a=[1,2].

Reseni: Vypéteme parcialni derivace v boe :

fi(@=(2x+y), =4, f @)= (x+ 2y),= <.

Hledany diferencial ma proto tvaif (a) = 4(x—1)+ 5(y- 2).

5.4. Dvojny a trojny integral

Dvojny resp.trojny integral je zobecanim ugitého integralu funkce jedné prémmé
na funkci dvou respfiitpromennych.

Dvojny integral funkcef (x, y) ptes oblast O jedstavuje objem vymezeny

soudadnicovymi plochami, které omezuji oblast O a ptachva‘enou danou funkci
f(xy)

V:J-'[ f (x, y) dxdy.
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Trojny integral funkcef (x, y, Z) pres objem V pedstavuje hmotnost daného objemu,

kdyz funkce f (x, y, Z) predstavuje prognnou hustotu daného objemu

m:'m f (x,y,2) dxdyd.

Vypocet dvojného integralu
Fubiniova wta

Nech je funkce f (X, y) integrovatelna na intervalu=(a, b)x (¢ d). Pak plati

db b/ d

“f(x,y)dxdyzj'(j (x;}d% dx:j( ,x)y}<

Podle Fubiniovy ¥ty mizeme tedy dvojny integral na dvojrogmém intervalu péitat
jako dvoijici integrak jednoduchych, idécemz na ptadi integrace nezalezi. Musime
ovSem zartit, Ze hledany dvojny integral existuje. Integraby pravé stranrovnosti
nazyvame zpravidldvojnasobnymi

Je-li jedna prorénna zavisla na druhé, integrujeme tigje podle zavislé proémné a
teprve potom podle nezavislé.

Je-li oblasti M obdéInika< x< 3 { c< y< ¢, pak plati

b d d b
[[fooyydxdy=[ df Txydy| dy € x)yc
D a Cc C a
(promeEnné x a y jsou nezavislé, proto nezalezi naamti integral).
Mgme mnozinuM={a< x< i {#(X < y< é,( 3} pak plati:

ﬁm f(xy dxdy—jﬁX) Xy dq

a¢i(x) a\ #(¥

(promenné jsou zde zavislé, zavisla préma tvdi vnitini funkci dvojného integréalu)

Priklad 5.6
Urcete dvojny integral
D: xO<0;1>
”(6xy2 -12x% y) dxdy
2 yl< 2;3>

Resent:
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”(esxy2 12X y)dxdy:J%D (6Xx5-12% Y d} dy

(D)

-[loey -2 } y-i3>3>?—4>?§: dy [(3 94 ) d

2

— 3 3 _ 2| — _ 3 _ -
—[gy Eyl_[f 2y2]2_27 18- 8+ 8 9

Vypocéet trojného integralu
Je analogii vyp&tu dvojného integralu.

Dvojny integral v polarnich souradnicich
Polarni sotadnice uzivAme vifpad ploSnych utvat, které jsou kruhové nebo tifo

¢ast kruhu. Plati vztah:

JI 1 yydxdy= [[ (o Leosp yoLsing pLicpCigp,

kde dxdy predstavuje plosny elemens v kartézskych saadnicich ap[dl p [t¢
piedstavuje ploSny elemedSyv polarnich sotadnicich, picemz musimeifislusré

transformovat meze vymezuijici oblast O.

Trojny integral v cylindrickych sou Fadnicich
Cylindrickeé sotiadnice uzivame vifpact prostorovych utvdrvykazujicich symetrii

kolem osy rotace, nebo ¥ipack rotujicich tles, nap. pii vypoétu momentu
setrv@&nosti. Plati vztah:

([ f(x. v, 29 dxdydz [[[ torzosp pOsing ; 0 A0 A0

kde dxdyd: predstavuje objemovy elemedV v kartézskych saadnicich a
pLd p[dg [dz predstavuje objemovy elemedV v cylindrickych soiadnicich,

piicemz musimeifslusre transformovat meze vymezujici objém

Piiklad 5.7
Urcete vztah pro objem valce v cylindrickych sadnicich.
Reseni:
R2m v
[ ] [dxdyd=] [ dededez{ } el ¥ =
v) 000
RZ

7[27@/ TR [V
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Trojny integral ve sférickych souradnicich
Sférické sotadnice uzivame vifpadt prostorovych Gtvar, které jsou symetrické

kolem stedu rotace, tj. b kulové symetrii (nap kulové vysée apod.). Plati vztah:
j j j f(x, y, 2) dxdydz
\%

=ﬂjf(rsinz9u:os¢ r Osin? Osig r; 0 ca8r § 0 sifidr d 9d ¢
\%

kde dxdydzpiedstavuje objemovy elemedV¥ v kartézskych saadnicich

r’$inddr [dIdg predstavuje objemovy elemedV ve sférickych sotadnicich,
piicemz musimeifslusre transformovat meze vymezujici objém

Pro vypa@et geometrickych a fyzikalnich vztak polarnich, cylindrickych a sférickych
souadnicich plati analogické vzorce jakib pypoctech s ukitym integralem funkce

jedné prominneé.

Piiklad. 4.8
Urcete vztah pro objem koule (pomoci sférickychiaduic).

Reseni:
v:j”rzsinﬁd a9 o :?rz d[f sief azf 4=
V) 0 0 0

] r e R 4
{g} J-coss]; ], = = Ot 1par=— 7R

0
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6. Vektorova analyza

6.1. Vektorova funkce jedné skalarni pronénneée

M¢jme nezavisle prosmnout . Jestlize kazdémti z uritého definéniho oboru
pritadime vektora, mluvime ovektorové funkcia= a(t) .

Nap. v mechaniceip pohybu hmotného boduipazujeme kazdémtasovemu

okamziku polohovy vektor pohybujiciho se badt) . Je-li vektora umisgén

Vv trojrozmerném prostoru, je den ¥emi sodtadnicemi a vektorovou funkciivieme

psat ve tvaru
a(t) =a ()i+a (f)j+a,(k
Velikosti vektorove funkce(t) nazyvame funkcf (t), pro kterou plati
(O =)
pro vSechna z oboru vektorové funkce.

Souwinem skalarni funkce(t) a vektorove funkce(t) je vektorova funkce
b(t) = g(t) xa(t) .
Skalarnim soginem funkcia(t) a b(t) je skalarni funkce
g(t) = a(t) th(t) .
Vektorovym sodinem funkcia(t) ,b(t) je vektorova funkce
c(t) = a(t)x b(t),
kde rovnosti jsou spémy pro vSechnd, ktera lezi v piniku oboi obou funkci.
Podobs jako u skalarni funkce jedné prémmé zavadime i u vektorové funkce pojem

limity funkce, spojitosti funkce, derivace a difecgalu funkce. V dalSim se budeme

zabyvat jen spojitymi vektorovymi funkcemi.

Derivaci vektorové funkce(t) rozumime vektorovou funkci

a(t +At) - a(t)
t

0= m "7

viz obr. 6.1, kde je znaza¥na derivace v badt, . Je teba si ugdomit, Ze rozdil

a(t, +At)-a(t,) =Aa

je rozdilem vektat, ktery v obecnémifpack pri At - 0 meni sner.
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Obr. 6.1. Derivace v bod t

Pravidla pro derivovani funkce jedné prameé Zistavaji v platnosti i pro vektorovou
funkci.

Jestlize tedya(t) a b(t)jsou vektorové funkce #(t) je skalarni funkce,ijptemz

vSechnyti funkce maji derivace, je mozno psat
[#(0) @) = ¢'(t) () +p(t) (L),
[a®) +b(v)] =4 (1) + B (),
[a(t) ()] = al(t) bt) + at) B (t),
[a(t) xb(t)] =&(t)x b(t) + a(t) x B(t).
Jestlize zapiSeme vektorovou funkci v trojrézneém prostoru pomocfitslozek
a(t) =a,(t)i +a, (0 + a,(tk ,
je zZ‘'ejme derivace dana vztahem
al(t) =&l (t)i+a () + &tk .
Fyzikalni smysl derivace vektorové funkcéiame ukézat natfkladu z mechaniky.

Jestlize prornnat je ¢as a vektorova funkce(t) je polohovy vektor pohybujiciho se

bodu, pakr {(+At }»r t F4X je vektorova zréna polohy bodu zéas At ,

A—r[je vektor stedni rychlosti % je vektor okamzité rychlosti(;—rt =V.

C o dor _dr . ]
Druha derlvace? e a je vektor zrychleni.

Piiklad 6.1
Jaky sndr ma zrychleni pohybujiciho se hmotného bodu, jekiotilost méa stale

konstantni velikost?

Reseni: Plati
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dr
IVI=|==¢
dt
Tedy ar BOL =c’
dt dt
Zderivujeme ob strany pedchézejici rovnosti podiasu a dostaneme
2
29T g
dt® dt

2
Protoze véakﬂTzr =a, plati pro skalarni s@in rychlosti a zrychlenav =0
a tedy vektor zrychleni je dunulovy (nap. rovnongrny piimocary pohyb) nebo je
kolmy k vektoru rychlosti (nap rovnongrny kruhovy apod.).

6.2. Skalarni pole
Uvazujme body v trojrozgtném prostoru, z nichZ kazdy jecen polohovym vektorem

r(x,y, 2).Jestlize v utité ¢asti prostoru je definovana skalarni funkce, mlwviom
skalarnim poli.

Nap. zavedeme-li saadnicovou soustavu v atmosdé dostaneme skalérni pole tlaku,
neba’ pro kazdy bod v prostorutitheme stanovit odpovidajici tlak vzduchu. V okoli
elektrickych nabdj je zase ufeno skalarni pole potencialu.

Skalarni funkci pronného vektoru (X, y, 2)
f(r)y="1(x,y,2
muzeme chapat jako funkdii fpromennych x, y, z.
Nap. pole potencialu v okoli bodoveého nab@peumistno v paatku sodadnicové

soustavy je dano funkci
¢= kg = k—Q :
Irl e+ y2+ 2
Zavisi-li skalarni pole také ri@ase, nazyvame skalarni pole nestacionarnim a dostav
funkci ¢tyi promgnnych
f(r,t)=~1T(x,y,21).
Pole je stacionarni, jestlize se ngrhs¢asem. V dalSim se budeme zabyvwavpzr
stacionarnimi poli.

Mnoziny bodi ve skalarnim poli, pro&Z jsou funkni hodnoty dané skalarni funkde

konstantni, se nazyvaji hladiny. Jejich rovniceljso
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f (X, Y, 2 = konst.
Nap. ve skalarnim poli tlaku vzduchuaujeme tzv. izobary, tj. plochy éené body o
stejném tlaku, v elektrickém poli mame hladiny séjo potencialu neboli

ekvipotencialni plochy.

6.3. Vektorové pole
M¢jme mnozinu bodl trojrozmérného prostoru. Jestlize kazdému batl(x, y, 2) z této

mnoZziny giradime vektora, dostavdme vektorovou funkai= a(x, y, 2).

Tato funkce wtuje tzv.vektorové pole

Ve fyzice nachazimeasté piklady vektorovych poli, napelektrické pole, magnetické
pole nebo graviti pole.

Funkcea = a(x, y, 2) urtujici vektoroveé poleigdstavuje vlastntii skalarni funkce

a=a(xy%2 3g=3g(xyr &= A Xxy)
kde a,, a,, a, jsou slozky vektorwa a jsou funkcemitt promeénnych x, y, z.
Spojité vektorové pole popisujemiarami, jejichz tény v kazdém bodu duji sner
piislusného vektoru. Tytéary nazyvame vektorovyndarami daného vektorového
pole.
Nap. u vektorového pole daného funkeck r jsou vektorovymearami polopimky
vychazejici z ps&atku a u pole popsaného funkcE cx r, kde ¢ je konstantni vektor,
jsou to kruznice, které majiretly na pimce prochazejici gatkem ve srru ¢ a lezi
v rovinach kolmych k tétoifmce.

Paset vektorovychear ve vektorovém poli volime podle velikosti vektdg| . Malou

ploSkou proloZzenou bodem vektorového pole kolntarném, prochazi tolik
vektorovychéar, aby jejich peet pripadajici na jednotkovou plochu byl roven velikosti
vektorua v daném bo#l Tedy v mistech, kde ma vektorova funke&gsivelikost, jsou

vektorovécary hustjsi.

6.4. Gradient skalarniho pole
M¢jme nyni skalarni pole dané funk€ix, y, 2), které je definovana na okoli bodu

A(X, Y, 2 a ma zde parcialni derivace. Néchje nenulovy vektor daného gm a s,

je jednotkovy vektor téhoz sfru. Pak nizeme najit limitu
f(r+a)- f(r)

Ui
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kterou budeme nazyvderivaci funkce f (r) ve snéru s, a znait g—f.SOLfadnice
So

vektorus miazeme vyjadit pomoci smrovych kosiri
s, =| g cosa, = scom, .
s, =|g/cosa, = scosr,

s, =|q/cosa, = scosr, .

Vztah o :ﬂcos a, +ﬂ cosa, +ﬂ cosy, je skalarnim satinem vektofi
0s, 0x ay 0z
(cosa,,cosa,, cosr,)a (ﬂ o ﬂ)
% x i 27 ox oy 0z
Tento druhy vektor se nazyva gradientem funkceZnatime jej
gradf =ﬂi +ﬂj +ﬂk
ox o0y 0z

of o _
Kdy g—gradf (3, s, |gradf||Ols,| Ocos¢ # graél| cos

a ¢ je uhel mezi vektorys, a gradf .
Protoze prog =0 je cosg =], je Zejmé, Ze derivace ve $nu gradientu je neptsi

z derivaci ve vSech jinych smech a je rovna velikosti gradientu
2 2 2
foract] = [ 2] +( 5] ()
0x ay 0z
Potencialové pole

Pole vektorové veliny a= a(x, Y, z) , ke které existuje takova skalarni funke¢e ze

pro kazdy bod pole plaa = —-gradV , se nazyv@otencialové poleSkalarni funkceé/
je potencial veliiny a(x, y, 2).
Nap. intenzita elektrického pole = -grad¢ v zavislosti na saadnicich bod

trojrozmerného prostoru wuje vektorove elektrické pole.

Piiklad 6.2

Intenzita elektrického pole je dana vztah&m— gradp , kde ¢ je potencial. Utete
intenzitu v bod B(3,0,—4) v poli vytvareném d¥¢ma kladnymi nabojQ,, Q,, z nichz

prvni je umistn v pa:atku a druhy v batl A(3,0,0).
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Re3eni: Kolem bodového nabade vznikéa skalarni pole potencialu dané funkci

g= c%”, kde c je konstanta usrnosti.

V naSem pipad tedy
Q Q

J+y+7 ¢2:C\/(x—3)2+ y+ 72

E, =—gradp, ,E, =-grad, ,
E=E, +E, =—gradp, = -gradg, + ¢, )

Souadnice vektoruE jsou:

g =c

E = _0(@+¢,) _ cQ x . cQ( x3) _
N R 22)2 ((x=3y+y*+ 22)2

g - 0@+¢)_ cQy cQy _
Yooy D] (D)

c_04te)_ Qy . Qy
oz O+ vy + 22)2 ((x—3)2+y2+ 22)2

V bock B je tedy intenzita
£=3Q, _(4CQ N cij

125 125 16

Piiklad 6.3
Potencialg elektrického dipélu je @en rovnicig= Br?cos?, kded je Ghel mezi

smeérem dipolu a osoW .Urcete ekvipotencialni plochy a rovnici elektrickyalo&ar.
Reseni: Podminka= ¢ vede k rovnici ekvipotencialnich plogi = konstllcos? .
Jelikoz R=-0g, jsou slozky intenzity elektrického pole

E = —g—rw =2pBr°cosd, E,= —%g—g =Brsing.
Ve sférickych sotadnicich jep, =r, p, =4, h =1, h, = r (dipdl je orientovan ve
smeru osy Z), takze z toho plyne
L
r sind
Tj.
d(Inr —2Insing )= G,
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Resp.
r=Csin’39,

Kde C je integr&ni konstanta. Zgnou této konstanty dostavame svazikdk.

6.5. Divergence vektoroveho pole
Vezméme ve vektorovém poli ploSku o obsalig, jejiz normala v daném b&d

A(X, Y, 2) svird se siremcar popisujicich pole uhet . Pimét ploSky do polohy
kolmé k poli ma obsalkiSCtog a tedy poetcéar prochazejicich danou ploskou bude
|a] S tTos
Tento vyraz nizeme zapsat pomoci skalarniho@ou
|al| CeStosp = alhd €,

kde n je jednotkovy vektor ve sénu normaly k ploSce. Podle orientace normaly

mluvime ogarach vychézejicich z ploch@ & ¢ < 7—2T vyraz|a| ES[tog je kladny)

nebo vchéazejici do plochylz—T(< ¢ < i1, vyraz|a| @SCtos je zaporny).

Zvolme ve vektorovém poli geném vektorovou funka(x, y, 2) bod A(x,y, 2) a
utvorme kvadrABCDA'B'C'D’, jehoZ hrany maiji sén sodadnicovych os a velikosti
Ax,Ay,Az. Zkoumejme, jak se z&ni paiet ¢ar popisujicich poleippriachodu timto
kvadrem. Podldla|| [@SCtos = alh[d < spateme paet kivek prochazejicich
jednotlivymi sénami, gi¢emz normaly orientujeme ven z kvadru.
ax,y,2-)[AYAz#a( A xy BlA M\ #a( X,y)e())A K +z

+a(x, y+Ay, 2j[A XA z#a( x y ¥(-k)[A M ya( x,y#A kA K =y
=ildydza(x+Ax y 3-a( x y g|+iD & [Aa( xyA y)za( ,x Yz

+k MxMDy[a(x v z+A3-a( xy,2)|=AyDF g( A xy )y A xy}+
+Axmz[ay( X yrAy 3- a( x y)%+A B [y.& Xy )z L@, % Y|z
Vyrazy v hranatych zavorkach jsotinistky funkcia,(x, ¥, 2, (% ¥ 2, a( X y )
vzdy pro jednu prognnou, které mizeme nahradit diferencialy, aniz by to ovlivnilo

vysledek. Tedy
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a,(x+0% %, 2= (X ¥ 3= 2
a,(x y+Ay, - g(x y = ayVm

_ L 03, o
a,(xy,z+89= a(x y p=— 1 ;

Zmegna p@tu car @i prachodu danym kvadrem je tedy

9
%% axaydz+ P axnyn #9%A @y =
0x oy 0z

—Axusymz(aaX ay aaj

ox dy 0z

ProtozeAx [Ay[AAz je objem uvazovaného kvadru, udava vyraz

93, 08,
ax dy 0z’

Zmeénu patu car @i protékani jednotkového objemu.
Skalarni funkci, danou vyrazeng—+ a“/ 69 , jehoZ vyznam jsme odvodili
X

v predchazejici kapitole, nazyvame divergenci vektdroygole a zndme

diva= a*‘ a“/ a%
ax dy 0z

Divergence vektorového pok(x, y, 2) je definovana v oboru, ve kterém maji slozky
a(xy 2, g(xy3 alxy )parciani derivace. Ma-ligkteré vektorové pola ve
vSech bodechiiva=0, nazyva s@ole solenoidaln{nezidlové). Podle odvozeni

v minulé kapitole z toho vyplyva, Ze v solenoidéinpoli vychazi z jednotkového

objemu tolik¢ar, kolik do rho vchazi.

6.6. Rotace vektorového pole
Je znamo, ze pro skalarni funkic{x, y, z), kterd ma parcialni derivace vSadiii

spojité, plati

0 (of a(afj ay(afj d(of igﬂl:iﬁﬂl
oxlay) oy\ax) oywoz azay 0 o 9 %o
Zkoumejme nyni vektoroveé pokyx, y, 2) . Je-li toto pole potencialové, to znamena, ze

je gradientem skalarni funkce, pak je
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_of o _of _ _of

' Yy 0z
Podle pedchoziho musi platit:
0 0 0 0 0 0
—a, —a=0,—a-——a=0,—a—a=0
axay ayaX ayaX azay azaX 6x6E

Je-li alespa jeden z vyrak

da, 03, oda, _oda, 03 0a
dy 0z 0z 0X 00X 0y

u Y b i S i b ia "
razny od nuly, neni vektorové polx, y, Z2) potencialové

K obecnému vektorovému pd(x, y, 2 zavedeme nove vektorové pole, jehoz

0 0
souradnice jsou ueny vyrazyaaz % , 08, 03, , % %3,
0 0z 0z O0x 00X 0V

a nazveme jeotaci

vektorového polea a oznaime rota(x,y, z).

Plati tedy vzorec

rota(x,y,z):(aiz—ai‘/jﬁ (ai“—a&jﬁ (aﬂ_aﬁjk ,
oy 0z 0z 0X ox 0y

C0Z mizeme zapsat ve tvaru determinantu

i j k
0o J0 0
rota=— — —|.
ox 0y 017
a a g

Je-lia =gradf , je Zejme rot a rovna identicky nule. D& se ukazat, Ze tat@a \plati

v podstat i obraces.

6.7. Hamiltontiv operator a Laplaceiv operator
Gradient, divergence a rotace se daji zjednoduBgpsat pomoci tzHamiltonova

operatorunebolioperatoru nabla

=494 0
ox 09y 0z

Tento vyraz je jen symbol, ktery dostava smyslp@eni se skalarni nebo vektorovou

funkci, jak ukaZzeme dale.
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af(x,y, 2= —f +ﬂj+ﬂk,
0X

dy. 0z
Of =grad f,
0
Dm(x,y,z):aax+ ay+6az’
ox dy 0z
Oa=diva,
0
Dxa(x A Z) a% ay (a;ax—aijj+ ;ay—a;ax k,
dy 0z dz 0X odx 0y

Oxa(x, y, 2 = rota.
Uvazime-li dale, Ze slozky operatorivyjadiuji parcialni derivovani, a pouzijme-li

pravidel pro derivaci satu a sodinu, dostavame pro vektorove funkagx, y, 2) a

b(x, Y, 2) a pro skalarni funkcd (X, y, 2a g(x, y, 2 dalSi rovnosti:
a(f +g)=0f +0g,
O(f [g) = f g+ gllf,
O(a+b)=0a+ b,
O(f (&)= f Ma+0b.

Najdeme jedtdivergenci vektorového seimu (axb):
div(axb)=0(axb).

Vyraz mizeme chapat jako smiSeny 8&outii vektort:
9 9 9
ox 0y 01
O(axb)=|a & &=
b, b b

X y

0 0 0
:—(aybz— azby)+—(asz— axb)+a—z( ab- gh=

_ay b, +p, da, azaby_baey+azg+ 0a, _
ox ox ox Yoy oy oy

b, 0a, ob da, abX aay
z_b y —_

ady ° 6y+axaz+by bx
aaz aY +b(ai_a&j+bz a;ay_a;ax —
dy 0z \dz adx X 0y

a9 )_ (abx_%)_ o8 _ob ).
a*ay ay ayaz 0 X @ax oy

=b tota—altotb.



Tedy

div(axb) = bfota— altotb
Tento vysledek izeme pomoci Hamiltonova operatotigpsat ve tvaru

O(@axb)=b{Oxa) —al{lxb.
ProtoZediva je skalarni funkce gradf arota jsou funkce vektorové, tieme najit
pét jejich kombinaci, tzv. operaci druhéfaru. Jsou to:
graddiva,divgradf ,rotgradf ,divrota, rotdiva.

Z Gvah v pedchazejici kapitole vyplyva, Zet gradf = (.
Snadno téz dokazeme, desrota=0.

Spaitemedivgradf

div gradf —i(ﬂj z(afzj 0°f 6 f
J x| ox ayay 2% af/ S

Tento vysledek zapisujeme zkrdcenou formou

_0*f  0%f  o°f
N = + + ,
x> ay* 07

2 2 2
kde A = 9 >+ 9 > a je Laplacaiv operator Jeho souvislost s Hamiltonovym
x> dy 622

operatorent] vidime z formalniho saiinu A =0 .

Piiklad 6.4

Rovnice kontinuity pohybu tekutiny je dana ve tv%n% +div(pv) =0, kde p(x,y,z,t)

je hustota tekutiny, vektorovéa funkee= %I +$/J + i udéva rychlost tekutiny.

dt
Najdéte rovnici kontinuity, je-li kapalina nestidelna a existuje-li funkcef takova, ze
v =gradf .
Reseni:

%—f+ vgradp + pOdivw = C, Upravou druhéhdlenu dostaneme.

9 va’O va—'o+vza—p+,omivv=0
ot  *ox Yoy 0z

6_p+6_p2<+0_p$/+0_piz+pmivvzo
ot oxdt oJy dt odz dt
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dp_dp , dp dx, 9p dy, dp dz
dt ot oxdt dy dt 0z dt

do .

—+ pldivv=0

a P

Je-li kapalina nesttitelnda, je hustota nezavisla dase.

?j—’f =0 atedypdivv = 0. Dosadimev = gradf a dostaneme

div gradf = C, Af =0.

Dana funkcef (x,y,z) vyhovuje tedy tzv. Laplace¢vovnici.

6.8. Fyzikalni pole jako skalarni a vektorové pole
Jak jiz bylo definovano v kapitole 5.4. pole vekteg veltiny a=a(x, y, 2), ke které

existuje takova skalarni funkag, Ze pro kazdy bod pole plati=—gradV , se nazyva

potencialové pole. Skalarni funkse je potencial vetiiny a(x, Y, z) :

Integral Iamr ma vyznam rérné veltiny pro praci pole po dréze(t) mezi body

A

A, B.

. . f: Y, oV oV 2
V potencialovém poli platij aldr = || ~——dx——d/y——— dz|=—| dvV= V-V,
p poli p j !( = V3 { Y-y

tedy tento integral nezavisi na intefjracest, ale pouze na poloze gaeniho bodu

A akoncového bodi této drahy.
Musi tedy platitpardr =0
C

Potencialova pole jsou ndklad elektrostatické a gravitai pole. Prace vykonana
v téchto polich po uzaené draze je nulova.
M¢&jme vektorové pole, jehoz vektorov@ry jsou uzakené Kivky. Integrujeme

v takovém poli podélikvky, ktera je totozna s vektorov@arou. Potom vSechny

elementyaldr jsou bul’ kladné, nebo zaporné; v takovém poli vzdy de%iﬂ'Edr £0.
C

Pole, které se vyzigje touto vlastnosti, se nazyviioveé pole(nag. magnetické pole).
V takovych polich jsou vektorowgry uzavené Kivky (pole rychlostiv bodi

rotujiciho &lesa, virové proushi tekutin, magneticka indukd® apod.).
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7. Diferencialni rovnice

7.1. Zakladni pojmy
Obyejnou diferencialni rovnici n-téhdg‘adu rozumime rovnici

F (x, A ;;“)) =0
nebo, je-li takzvatirozfeSena vzhledem k nejvyssi derivacivnici tvaru

y(n) — f(X, VA );n_l))'

Slovre tegeno, jedna se o vztah mezi funkgfx) jedné proninné a jejimi derivacemi.

Réd diferencialni rovnice je dan nejvyssi derivtdra se v rovnici vyskytuje.
Diferencialni rovnim-téhotfadu nemusi obsahovat vSechny derivace nizéithnebo

proménné x a y, ale vzdy musi osahovat aleggednu derivaci funkcey = f(X).
Napriklad rovnicey” - xy* + cos x= ( je obyejnou diferencialni rovnici druhéitadu

pro neznamou funkcy nezavislé prognné x.

Reenimneboliintegralem (taképartikularnim #eSenim, partikularnim integralem
nebointegralni kiivkou) rovnice F (x, y, ) = 0 nazyvame kazdou funkgi = g( X,

ktera v uvazovaném oboru této rovnici identicky eyhje.

UvaZovanym oborem je nigstji otevieny intervall , specialg nag. okoli ngjakého
bodu nebo cela mnozind realnychéisel. Formulace ,vyhovuje identicky” znamena,

Ze po dosazeﬁiééen’g(x) zay do diferencialni rovnice dostaneme vztah, ktery je
spirén ve viech bodechuvazovaného oboriReSeni nize byt dano také jako
implicitni funkce, tzn. rovnich(x, y) =0, kdy y chapeme jako vefinu zavislou na
nezavislé prornné x. Reseni diferencialni rovnice prvniléduy = f (x y) ma
geometricky vyznam. Uvedenou rovnici je dano tmersvé pole, které kazdému bodu
[, y] z uvazovaného obordipazuje snrovy element (kratkou Ggku) se srarnici

tana =y . Vyiesit diferencialni rovnici znamena najit takowivky, které se v kazdém

svem bod dotykaji srdroveého elementu.
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Nech’ je dana diferencialni rovnigetéhoiradu rozeSené vzhledem k nejvyssi derivaci,
ti. ve tvaru y" = f(X, Y Yoo )y]_l)) ,abodP[a b, b...., ].

, ; df df df
Necht’ funkceT , Ty ’dy(”_l)

dy
v okoli boduP . Pak v uéitém okoli bodu axistuje pra¥ jednoieSeniy = g( x) , které

jsou spojité (jako funkca+1 promennych)

sphiuje tzv.pocaterni podminkyy(a)=1h, y(a= b...., )(f_l)( 3= p

Posatesni podminky pedepisuji hodnotu hledanéteseni a jehdn-1) derivaci ve
vybraném bod# a. Volbou p@&atetnich podminek si vlastrnvybirame z mnoha
piipustnychreSeni pouze jediné.

V¢éta ma lokalni charakter (pojednavéeseni v okoli boda). SilngjSi vétu, ktera by
zaruwovala existenci a jednozérzostieSeni v celém uvazovaném intervaluje mozné
formulovat nap. pro tzv. linearni diferencialni rovnice (budowedeny dale). Obeén
nalezneme-lteSeni wité diferencialni rovnice s danymi gatesnimi podminkami

v n¢jakém okoli bodua, musime vyséit, zda je mozné totteSeni roz$it i mimo toto

okoli (nag. na cely interval) a zda je toto razSii jednoznéne.

Obecrjsi tvar diferencialni rovnice, tjF- (x, A ;;“)) = 0, pouzit nelze, protoze ani

za uvedenych poénné prisnych podminek pro funk€& neni zargena jednoznmost

feSeni.

Nalezen&eSeni (v okoli zvoleného boai) je dano volbou pateEnich podminek, tzn.

n-tici hodnot[bl, bz,...,q] . Je tedy funkch volnych parameir. Nabizi se otazka, zda

je mozné formulovat takou@seni dané diferencialni rovnice, ve kterém by
vystupovalon nezavislych parameir(konstant nezavislych na prémméx), jejichz
vhodnou volbou by totéeSeni peslo vieSeni vyhovujici konkrétni patesni

podmince.

Neclt Q je (n +1) -rozmerna oblast slozena z takovych lﬁoB[a, h,b,..., q], pro
které ma rovnicey(”) = f(x, Vi Yooy )}”‘1)) praw jednoireSeniObecnymifeSenim

(obecnym integraleindiferencialni rovnicg!™ = f(x, Y, Yoors )9”’1)) vzhledem k
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oblastiQ rozumime takovou funkay(x G, G,,..., G) pronenné x a konstant
C.C,....,C, , Ze pro kazdy bod JQ l|ze €mto konstantamifradit (a to jednozrae)
takovéciselné hodnoty, ze vznikla funkce pramé x, tj. y(x)=g(%x G, C,..., G),

je feSenim dané diferencialni rovnice sg@@nimi podminkami

y(@)=h, y(d=h... ¥ (3= p

Receno jinak, obecnéeseni (vzhledem k oblag}) v sok¢ obsahuje viechna
partikularnireSeni (odpovidajici gateinim podminkamP Q) a tato partikularni
ieSeni z & dostaneme vhodnou volbou konstant.

Zadné z konstant,,C,,...,C, v obecnénteseni neni zbytea, tzn. nelze ji vypustit

ani spojit s jinou konstantou. Pokud by bylo mogn&it paet konstant nap
ekvivalentni Upravou a zavedenim konstant novyemoahlo by jit o obecnieseni.
Obecné&esSeni bylo vySe exakirdefinovano pouze pro diferencialni rovniciifeZenou

vzhledem k nejvySSi derivaciéBre se termin ,obecnieseni” (v uéité oblastiQ)

pouziva volwji pro takovou funkcg(x, G, G,...., G ), kde vhodnou (ale ne nugn
jednoznanou) volbou konstan€,,C,,..., G, Ize splinit libovolné p&ateni podminky
z oblastiQ. Pasateni podminka, dana nagbodemP[a,ly, b...., §]0Q, tedy mize
byt splrena d¥maci vice iznymi volbami konstanC,,C,,...,C, , kterym odpovidaji
razna partikularnfeSeni. V tomto smyslu Ize havi o obecnénteSeni diferencialni
rovnice nerogesené vzhledem k nejvyssi derivaci.

Priklad 7.1

Obecnym integralem diferencialni rovnige- y —2y= 0 vzhledem k oblasf = R® je
funkce y = C, & + G, €*. Pro libovolné pateni podminkyy(a)=h, y(d = b, kde
a,b,b,OR (neboli bodP[a h, b,..., R]OQ), stai vzit

C, :%(bﬁ b)e*, G =—$(2 h- b) & Dosazenimithto hodnot do obecného integralu

obdrzime partikularni integréay =%[(q +h) €Y +(2h- ) é‘XJ ,

ktery sphuje pavodni diferencialni rovnici v celém realném oborayhovuje zvolené

pocatesni podmince.
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V praxi se porérn¢ ¢asto objevuje fipad, kdy kromd obecnéhdeSeni gjaké
diferencialni rovnice (vzhledem Kjaké oblastiQ ) existuje ireSeni, které nelze ziskat
z obecnéhdeSeni Zadnou volbou konstant, ale kteréigpldanou diferencialni rovnici

pro ukité patateini podminky.

Singularnim FeSenim(singularnim integralen) diferencialni rovnice rdesené
vzhledem k nejvySsi derivaci nazyvame takte&eni (integralnitivku) této rovnice,
v jehoz kazdém bade porusena jednozéraost, tzn. kazdym bodefx, y] tohoto
feSeni prochazi jeSfiné feSeni (integralnitikvka).

SingularnimieSenim je napobéalka parametrického systémuikek tvoreného
obecnymieSenim (pokud existuje).

Véta o jednoznénostifeSeni neni narusSena, pouze v bodech, kterymi singaeSeni
prochazi, nejsou spiny predpoklady jeji platnosti.

V praxi identifikujeme singularniesSeni nejast;ji tak, Ze je (v protikladu kd&nému
partikularnimureSeni) nelze ziskat z obecnéhéeni Zadnou volbou konstant.
Zobecréni na vSechny diferencialni rovnice je mozné poxkela, aby kazdym bodem

singularniha‘eSeni prochazelo jin@Seni (integralniiikvka) se stejnou tamou.

7.2. Diferencialni rovnice prvnihoiadu

Rovnice typuy' = f(x)

Za predpokladu, ze funkcfe(x) je ve vySaibvaném oboru spojita, ma uvedena rovnice
obecny integraly = j f () dx.

Integrani konstanta je zahrnuta v néiém integralu. Partikularni integral vyhovujici

posateni podmince/(x,) =y, je y=y, +f f(t) dt.

%

Na pravé strahposledni rovnice se jednd o integral jako funkuili meze.

Rovnice typu y = f ()

Za predpokladu, ze funkce(x) je ve vySebvaném oboru spojitd &zna od nuly,

. s . , dx o .
feSime rovnici fepsanim na tvaalL = , ¢imz uvedenou rovniciipvedeme na

y ()
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rovnici predchoziho typu pro funkck(y) . Obecnym integralem je tudiz J'% a
y
lArnim i e _ L [ Ot
partikularnim integralenx =y, + J'_

W Tt

Rovnice separovatelnay’ :m
a(y)

Je-li funkce f (x) spojita v intervalu(a,b) a funkceg(y) spojita aizna od nuly
vintervalu(c,d), pak uvedena rovnice ma v obld3tr (a, b)x(c d) obecny integral
J' f (x) dx:j g( y) dy. Partikularni integral prochazejici bodem y,| JQ je dan

y

rovnici J;Z f (t)dt:I 9(9) ds

Yo

Tento typ diferencialni rovnice v sbkahrnuje oba dvaredchozi typy jako specialni

piipady.
Nazev této rovnice souvisi s tim, Zégsime tzvseparaci prordnnych, tj. jejich

odcklenim na jednotlivé strany rovnice.

Rovnice homogenniy’ = f(ij
X

Predpoklada se«# 0 ve vySetovaném oboruResime zavedenim nové
_y(%) : _ o ] :
funkcez(x) ==~ nebolixZ( X) = y( ¥. Derivovanim posledni rovnice podie
X

dostaneme vztaly' = z+ x[0Z. Dosadime-li uvedené vyrazy zaa y' do pivodni

rovnice, dostaneme diferencialni rovnic+ x(2 = f( 3, kterou jednoduse upravime

. . , ., flz)-z ) e, .
na rovnici se separovanymi prénmymi z =(—). Najdeme-li Jejlresenlz( x), je
X

reSenim pvodni rovnice funkcg(x) = x( X.

73



Termin homogenni v ndzvu rovnice znamena, Ze ne @iaag se jedna o tzv.

homogenni funkci (nultého stugn Pripomaime, Ze funkcef (x, y) se nazyva

homogenn&-tého stupa, plati-li f (tx,ty) =t f(x y).
Na homogenni rovnici lzefvést rovniciy’' :M tak, ze se vhodnou
a,xtby+t ¢

substitucix=u+ A,y= v+ E, zbavime absolutniaieni c,, c,.

Rovnice linearni y' +a(x) y= o %
Jsou-li funkce(x), b( ¥ spojité v utitém intervalu, existuje v tomto intervalu p&av

jednoreSeni uvedené rovnice spjici danou peatesni podminku.

Postup nalezerteSeni je ndsledujici. NejprveSimerovnici bez pravé stranytzv.

homogennirovnici (nezamiovat s ndzvemipdchozi diferencialni rovnice!)

y'+a(x) y=0. Tato rovnice séesi separaci pramnych:

Id—;/=—ja(x)dx:> n(Ky)=—[ o ) e Ky 40

J.a(x)dx C= i
K

Obecny integral fovodni rovnice flehomogennis pravou stranol dostaneme tzv.

= y=Ce

metodou variace konstantyredpokladame, ZzieSeni nehomogenni rovnice ma stejny
tvar jakoreSeni homogenni rovnice, avsak intégfkonstantu povazujeme za funkci
promEnnéx:
y - C( X) e—ja(x)dx.
Tento vyraz derivujeme podiea dosadime doipodni rovnice:
' —Ja(x)dx mECLE -] & kdx_ ' -] pax

(e =) 43 @V g ) ¢ )E= ) €)X (b,

Dostaneme diferenciélni rovnici se separovanymirgrsymi pro funkc'C(x) , jejimz

reSenim jeC(x) = j b( ¥ 4o g,
Dosazenim doiedpokladanéhteSeni nehomogenni rovnice obdrzime nakonec obecny

integréal ve tvaruy = R J' b X ey,
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Rovnice exaktni

Je dana rovnicey'+;((%’;2=0, kde funkcef (x,y), g( x ), maji v ugité

oblastiQ spoijité derivace prvnihi@du. Rovnici Ize snadndgveést na diferencialni

formu f (x, y) dx+ g % y dy= 0. Pokud je leva strana posledni rovnic@wotalnim
diferencialemnejaké funkceF (x, y), jedna se o tzwexaktni rovnici

Obecny integrél exaktni rovnice je dan rovrﬁcﬁx, y) = C (vyznam symbadi viz

v predchozi definici).

Aby vyraz f (x,y) dx+ g x Y dybyl totalnim diferencialem, musiy platit rovnost

of _9g
dy ox
VlastniteSeni probiha tak, Ze nejprvestime, zda plati rovnost
of _9g
dy 0x’

a pokud ano, nalezneme funkeix, y) . Tato funkce je s funkcemi (x, y) a
g(x y) svazana vztahy

oF (X, y)
0X ay

f(xy)=
odkud
F(xy)=[ f(xy) o q yaF(xy)=a(xy) dw ¢ ¥
Pokud rovnice neni exaktni,tileme se pokusit najit takovou funkn( X y) , Zvanou
integraeni faktor, aby rovnicem(x y) f( x y) d nh x ¥ § x)y dyO0 byla exaktni.

Najit integr&ni faktor neni obeansnadné, protoZze musirtesit parcialni diferencialni

0 (mf) a(mg)l

oy 0X
Da se vSak snadno ukézat, Ze pokud je vyraz
of _og of _og
dy O0X resp. dy 0X |
g f
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funkci pouze prorRnné x, resp.y, je také integréni faktor funkci pouzex, resp.y, a
nalezneme jgjeSenim rovnice
of dg

of _og

dinm_ady o0x dinm_ady o0x
= , resp. = :
dx g dy - f

Rovnice typu y= f(x Y)
Rovnici prepiSeme na tvay = f(x p), kde jsme zavedli paramepr=y . Derivaci

podle x a o@tnym dosazenim parametiu za y' obdrZzime rovnici

_ot  of dp
ox 0p dx
a po Upray
_of (x, p)
dp_ P o
dx of (x, p)
ap

Toto je rovnice prvnihdadu pro neznamou funkq:i(x) roz‘eSena vzhledem
k derivaci. Nalezneme-li jeji obecny integpét g( x C), dosazenim dotpodni

rovnice obdrzime jeji obecitéseniy = f (x g( x C)).

Jedné se o rovnici ner@Senou vzhledem k prvni derivaci.
Lze také nejprve derivovat vychozi rovnici podecimz dostaneme rovnici druhého

fadu

6f(x,y)+6f(x,)i)

Y=o ay

Y,

ve které nevystupuje, a teprve do této rovnice dosagitzay', ¢imz dosdhneme
shizeni jejihdadu.

Zajimavy moment nastava v okamziku, kdy jiz maetenip = g( X, C) . Misto
dosazeni dogvodni rovnice se nabizi také moznost vratit s¢ lateSit tlohu

y =g(x C). Tim bychom v3ak dostaieseni rovnice druhéhédu uvedené

v predchozim bogtéto pozndmky (se dwa integrénimi konstantami), coz neni

nasSim ukolem.
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Specialnim fipadem je rovnicey = xy +¢( )i) zvanéClairautova (¢teme
.Klerotova"). VySe uvedenym postupem snadno zjistie jeji obecn&eSeni ma tvar
y=Cx+¢(Q),

a navic objevime, Ze existuje i dalSi, singul&eseni, které vyhovuje rovnici

dg _

X+——=
dy
Rovnice typu x= f(y, Y)
Tuto rovnicifeSime obdobhjako predchozi typ. Zavedenim paramepre y a
derivaci rovnice podley (pozor, ne podlex) obdrzime rovnici prvnihéadu

1(_ dxj_6f+af dp

Pl dy

pro neznamou funkc'p( y), kterou opt miazeme jednoduse@vést na rovnici

1_of(y.p)
dp_p ay
y  of(y.p)
ap

rozieSenou vzhledem k prvni derivaci. Obecny integtal tovnice

p=g(y, ©) dosadime do vychozi rovnice a obdrzime jeji obéategral v implicitnim

tvaru x= f(y, g(y, O).

Jedné se o rovnici ner@Senou vzhledem k prvni derivaci.
Stejnym zfisobem je mozngesit rovnicey = f(y) , respx= f(y), které jsou

specialnimi pipady obou fedchozich ty.
Bernoulliho rovnice

Diferencialni rovnice typw' + F(X) y= E(X Y, ve kterén# 0, n# 1, se nazyva

Bernoulliho rovnice Ukazeme si jeden ze igohi feSeni této rovnice. Neznamou

funkci poloZzime rovnu sa@inu dvou neznamych funkof(x) = u( X M 3 .

Dosazenim do rovnicg' + F(X) y= F(X Yy dostaneme

uv+vut+ E(uw= B( x 0V
uv+u[V+ (3= B(x 0¥
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Porevadz jednu funkci ze sounu y(x) = u( XY M ¥ mazeme volit podle poeby, je
vhodné pro zjednoduSeniguichazejiciho vztahu dit v(x) z podminkyV + F(x)v=0.

Separaci prognnych dostaneme

v —-F,(x)dx
v

Inv:—J' F (X) dx

—| R (x)dx
v=eIl

Integrani konstantu izeme zde volit rovnu nule, nebstai uvést pouze jedni@seni
v(X) .

Funkci u(x) miZzeme nyni najit nasledujicimigopbem:

uv=FE XUV,
u_n = FZ(X)\P_:L’
u

du

— =F,(x)Vv"dx.
u

Integraci dostaneme

1
-n+1

Odkud vyp@temeu . Obecné&eSeni pak wime podle vztahuy(X) = u( XY M X .

u™™t =J. F(X)V™dx+ C,

Piiklad 7.2

Reste metodou separace pgsmych rovniciy’ - 2\/?/ =0
(pcc. podm :y(1)=0)

Reseni:
Y—z\dﬁ/zo 0= ecy
d_y: Zx/y C=-1
X
— (v_1\2 -~
Y _ gy y =(x-1)* part.reSen

Jy
J’y_;dy: ZJ' dx

1

y2=2x+C

\N:x+C

y= x+CY¥ obecn#esen
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Priklad 7.3

Urcete zavislost piu nerozpadlych atofnradioaktivni latky n&ase, jestlize plati

dn= _Ir_1r_2 ndt, kde nje paiet nerozpadlych atoinv ¢aset, T je polaas rozpadu.

Reseni: Danou diferencialni rovnicisttemeresit separaci prognnych.

@ = —In_zdt
n T
dn Inzj
—=——|dt
Inn=—m2t+c
T

Predpokladame-li, Ze préast =0 je paet nerozpadlych atoirroven péateni
hodnot n,, dostaneme

Inn,=0+C
In2

Inn-Inn =——1t

b T

In
n_gr
s

In2
n=ne’

Patet atomi klesd podle exponencialnifikky.
7.3. Diferencialni rovnice vysSichFadi

RovnicereSitelné gFimou integraci
Jedna se o rovnice typy"” = f(X) . ReSimen-nasobnowiimou integracipodle x.

Napriklad prvni integraci rovnice druhékaduy” = f(x) obdrzime rovnici

y' :j f(x) dx, jeji integraci pak obecriéSeniy :j y(X) dx= I(I f( % d>) d.
Rovniceresitelné snizeninfadu

Jedna se o rovnice tygei(x, Y™, y™ ..., ¥?)= 0, kde m>1. Rovnici substituci

y" = z prevedeme na rovnidin — m) -téhoiadu pro funkciz( x)
F(X 2 2,...,27™)=0.

Uvedeny postup nazyvansaizenimiadu diferencialni rovnice Nalezneme-lteSeni
z(x)nove rovnice, pak jehariipnoum-nasobnou integraci (vizgdchozi typ rovnice)
obdrzimey(X).
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Specialni tvary™ = f(x, ¥"™), resp.F(x, ¥, yV) = 0, maZzeme pevést dokonce na

rovnici prvéhoradu.

Rovnice typuy” = f(y)
Rovnici prevedeme na rovnici prvnitfddu vynasobeniny', ¢cimz dostaneme rovnici

yy =1f(yYy,

a jeji integraci podlg obdrzime rovnici prvnihéadu

1 12
SYE=[ 0 dy.

O platnosti Upravy seiieme peswdcit derivaci posledni rovnice podte

Obecna linearni diferencialni rovnice
Linearni diferencialni rovnici n-tého#adu rozumime rovnici tvaru

yV+a (AW )+t a(Y Y+ g X E X

kde tzv.koeficienty a,(X),..., a,_,(X aprava stranaf (x) jsou funkcemi pronnex.

Nazev je dan skuteosti, Ze se na levé stearovnice vyskytuje linearni vyraz pro
neznamou funkcly a pro jeji derivace.

Obecna linearni diferencialni rovnice je v obecripac obtizre ieSitelna. Nize jsou
uvedeny zékladni teoretické poznatky, které budoieiné v nasledujici kapitole pro
feSeni specialniho typu této rovnice, tzv. linedifdérencialni rovnice s konstantnimi

koeficienty.

Jestlize funkce,y(X),...,8,._,(¥), f(X) jsou spojité v intervall, pakexistuje pray

jednoreSeniuvedené rovnice definované v celém interdakteré spiuje paateni

!

podminkuy (%)= ¥y, ¥( %)= %»-.., )(P_l)( x)= ¥ kdex, 01 ayy, ¥i,..., Yoy jSOU

libovolna realn&isla.

Homogenni lineérni diferencialni rovnicprislusnou k pvodni rovnici, nazyvame

rovnici
Y + e, (X Y+ a( ) y+ a( ¥ ¥O

tj. rovnici bez praveé strany

Libovolna linearni kombinaceSeni homogenni linearni rovnice je také jeg@senim.
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Ptimym dosazenim linearni kombina&Seni do rovnice a vyuzitim linearity jeji levé

strany a linearity operace derivace.

Systémy; (x), ¥,(X)...., ¥.( ¥ vintervalul linearré nezavislychreSeni homogenni
linearni rovnice se nazyfandamentalni systéntéto rovnice.

Tvori-li funkee y; (x), Y,( ¥...., ¥ ( ¥ fundamentalni systém homogenni linearni
rovnice, pak obecny integral této rovnice ma tyar ¢y, + G, %, +...+ ¢ Yy, kde

C.,C,,..., G jsou libovolné konstanty.

Zname-li fundamentalni systém(x), y,( X ,..., ¥,( ¥ homogenni rovnice, pak
obecny integral nehomogenni rovnice matya gy + ¢ y,+...+ ¢ Y+ Y,
kdec;,c,,...,G, jsou libovolné konstanty &, je jakékolivieseni (partikularni integral)

nehomogenni rovnice.

Staii dosadit uveden&Seni do nehomogenni rovnice &topyuZit jeji linearity.
Slovre fe¢eno, obecny integral nehomogenni rovnice je&a obecného integralu
rovnice homogenni a libovolného partikularniho gnéu rovnice nehomogenni.

O tom, jak najit partikularni integral nehomogerminice, hovei nasleduijici ¥ta.

Partikularni integraly, (x) nehomogenni rovnice lze hledat ve tvaru

Yo(¥)=a(H u(3+ c( ¥ v( ¥+.v o K )

tj. ve tvaru obecnéhieSeni homogenni rovnice, kde vSak aialy

C.C,,...,G nepovazujeme za konstanty, ale za neznamé fumkogpnex (tzv.
metoda variace konstaptDa se dokazat, Ze funkagg (x) je hledanynteSenim prav
tehdy, vyhovuiji-li neznamé funkag(x), c,( ¥...., G ( ¥ sousta¥ diferencialnich
rovnic prvnihoradu

CHtGYt...+qYy=0
YO+ +qYy=0

YT Gy = ()
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Tuto soustaviieSime obdobnym postupem jako algebraické sousitaed@rhich rovnic

(eliminaéni metodou, Cramerovym pravidlem apod.). Integeékanych prvnich

derivacic(X), & (X),..., ¢( ¥ nakonec dostaneme hledané funkce
&

6. (%),

X),..., G( ¥ anasledapartikularniresentiy, ().

Piiklad 7.4

. .dl R, _U o . .
Reste rovn|C|a+Il :T pro stidavé napti U =U sinat .
Reseni. Pdebujemetesit rovnici

—+—| :ﬁsinai .
dt L L

. , ‘. Rt L . .
Homogenni rovnice mésenil :Cexp(—T) PartikularnireSeni homogenni rovnice

najdeme takto: JelikoZ na pravé strgmsinat (derivacewcosat ), pokusime se najit

feSeni ve tvard = Asinat + B cosut .

Po dosazeni dgl+BI :ﬁsinm dostaneme
dt L L
(a)A+%?jcosa)t+( a)B+%Aj sim)t:(u—l_oj sirwt

Porovnanim koeficiefitu cosat a sinat ziskdme proAa B rovnice

a)A+R—LB—O a)B+R—LA—UT jejichzieSenim je

_ 1
A= RUO, B= UOL“), zE(R?+a)2 ,_2)2_
Z z

1
SubstitucemiA= Dcosd , B=-D sird, tj. D(A® + B%)?2 :%,tgd=%.
se Asinat + B coswt prevede na tvabD =sin(at - 0).

Obecné&eseni rovniceg—![ +§I :U—Losinwt tedy je

| =C exp(_TRt /Lj+UOZ‘l sifat-9), kde C je libovolna integrani konstanta.
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7.4. Homogenni linearni diferencialni rovnice s kastantnimi
koeficienty
Homogenni linearni diferencialni rovnici s konstanimi koeficientyrozumime

rovnici
YW+ g,, Y+t gyt @ y=0,

kdekoeficienty a,,a,,...,8,., jsou konstantynezavislé na proémné x.

PredpokladaméeSeni ve tvary = €. Po dosazeni do homogenni rovnice asleymi

rovnice vyrazeme™ obdrzime tzvcharakteristickou rovnici
a"+a_a"+.. . +aa+a,=0,
cozZ je algebraicka rovnice-tého stup# pro neznamouwr . Tato rovnice ma pr&vn
koremi a,,q,,...,qa,.
Mohou nastat dvaifpady:
VSechny kdeny jsou navzajemizné; pak fundamentalni systém homogenni rovnice je
tvoren n funkcemiy, =&, y, = €*,..., y= &~.
Je-li rektery ka'en a,, r -nasobny, pak mu ve fundamentalnim systému odpavida

linearr nezavislych) funkciy, = &, y, = *,..., y= X' &,
( y Y, ¥ y

Predchozi ¥tou je nalezeni fundamentalniho systémiesgno az na jeden detalil.
Koteny charakteristické rovnice mohou totiz byt oliglkomplexni, a pak jsou
komplexni také fislusné funkce fundamentélniho systému. Pokud jamiv redlném

oboru (a to je nastfpad), zajimaji nasipdnost# realndreSeni. Ukazuje se, Ze je

mozné nezadouci komplexi@Seni nahradit realnymi.

Nalezeni realného fundamentalniho systému

Jsou-li konstantya,, a,,..., 8, realné, musi (jak plyne z teorie algebraickycmioyke
kazdému komplexnimu kenu a+ib charakteristické rovnice existovat takéédwm
komplexreé sdruzenya—ib, a to stejné nasobnosti. Misto abychom do fundéh@ho
systému vzali komplexni funkog®?*, *'9* pouzijeme jejich vhodné linearni
kombinace, a to takové, aby vysledné funkce byit apzavislé aifitom realné. Na

zaklad Eulerova vzorce z teorie komplexnigisel

atib _

e"* = &(cosht isinb
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je zZ‘'ejmé, ze nejjednodussi je vzit linearni kombinace

%(e(a+‘b)x+ d*99 = & cos by a%(e(a”b)x — d*9%) = &sin by,
i

tzn. redlnou a imaginariast.
Pokud jsou keny a+ib, a—ib r-nasobné, vezmeme dale do fundamentalniho

systému realné funkce
xe™cosbx, x& sinbx.. , X* & cosbx™® % sin |

Tim je problém nalezeméalného fundamentalniho systémisgsre uzaven.

Piiklad 7.5
Hmotny bod vykonavéa netlumeny harmonicky pohykidte zavislost vychylkg na

2
¢ase, je-li pohyb popsan diferencialni rovm(:ﬁ’|2§+a)2 =0 a paatenimi podminkami

s(0) = Asing, s (0)= Av co®, kde Aag jsou dané konstanty.
Reseni. Charakteristicka rovni@ + «* =0 ma kdeny z , = tiw.
Obecné&eSeni je tedys = C sinwt+ C, coswt.

Spaitame prvni derivaci a najdent& a C, z paatenich podminek.
S = (G coswt- C, sinwt),

Asing =C,, Awcosp = wC,

Acosp =C,.

Tedy

s= Acosg sinwt+ Asip coat,

s= Asin(wt+¢).

Priklad 7.6
—-du

Jednorozrarny pohyb hmotného bodu (s hmotnaost) pod viivem silyF (x) Ed—
X

. . .., —duU
je popsan rovnicimx' = ——.
dx

Najdéte obecnédeSeni této pohybové rovnice.
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Reseni: Rovnicmx' =_3—U vynasobimex' uzijeme identityxx E%(% xzj a vztah
X

(duj ,_(duj(dxj_du . s
— X =|— || — |=—, coz da
dx dx /\ dt dt

E(mez + Uj =0
dt\ 2

Odtud plyne

%mx2 + U =konst= W.
Integrani konstantaV je rovna sodtu kinetické(mX/Z) a potencialni energie .

z %mx2 + U =konst= W plyne

dx _ | 2.\, %
a‘i[mw “)}

1 1
Odkud integraci ziskame obede&enit —t, + (m/2)2J‘[W— U(R)] 2 dx.

7.5. Nehomogenni linearni diferencialni rovnice sdastantnimi
koeficienty
Nehomogenni lineérni diferencialni rovnici s konsttimi koeficientyrozumime

rovnici tvaru
YO+, Y+t ayt gy ()
kde a,,4,,...,3,, jsou konstanty. Na pravé steavystupuje funkcef (x) rizna od

funkce nulové.

Z teorie obecné linearni diferencialni rovnice vjie obecny integral nehomogenni

rovnice miZzeme psat ve tvaru

y=aytGgyt..t gyt Yy
kde v,(X), %,( ..., ¥ ( ¥ tvori fundamentalni systém homogenni rovnice
C,C,..., G, jsou libovolné konstanty &, je jakékoliviesSeni (partikularni integral)

nehomogenni rovniceUr¢it fundamentalni systém homogenni rovnice jizZ umime
stejre jako vypaitat partikularni integrél metodou variace konstdetoda variace

konstant ale neni vzdy tou nejrychlejSi a nejsnegsiou. Pro ¢které funkce
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f (x) (tzv. specialni prave stranjymizeme totiz tvar partikularniho integraly

piedem ukit a nasled& jednoduse doptat.

Nech’ prava strana linearni diferencialni rovnice s kanimi koeficienty ma tvar
f (x)= €[ P(Ycosbx- ¢ ¥sin bk

Kde P(x), Q(X jsou mnohsleny obecs rizného, nejvySe vSak-tého stupi

s realnymi koeficienty a, b jsou libovolna realnéisla.

Jestlize nena+ib (a tedy ania—ib) korenem charakteristické rovnice, pak

partikularni integral ma tvar

y, =€ R(Ycosbx $ ksin bk
kde R(X), § ¥ jsou (zatim neznamé) mnatkeny nejvyses-tého stups.
Obecrji, je-li a+ib (atedyia—ib) r-nasobnym kenem charakteristické rovnice,

pak partikularni integral ma tvar

y, =X €[ R Jcosbx $ ksin b}

kde R(X), S 3 jsou mnoholeny nejvyses-tého stups.

Funkci f (x) = €[ P(Ycosbx- ¢ ¥sin bx nazyvame v této souvislosipecialni

pravou stranou

Uvedena specialni prava strana zahrnuje Sirokdu funkci, se kterou v praxi obvykle

vystaime. Tak nap proa=0, b=0, pfechazi prava strana v ponnoIﬁ( x) , pro
az0, b=0 a P(x) =1 dostavame na pravé stéaxponencialni funkce™, pro
a=0,b#0, P(x)=1aQ(x)=0 (resp.P(x) =0 a Q(x) =1) dostaneme

cosbx (resp.sinbx) apod. Z pedchozi poznamky a posledrity plyne, Ze je-li prava
strana ve tvaru polynomu, jieba @i hledani partikularniho integralu vysietzda

charakteristicka rovnice nematiem 0 (= 0+ i0). Pokud je na pravé stréan
exponencialae™, je nutné vyséit existenci kdene a (: a+ iO), a pokud je na pravé

strar¢ funkce cosbx nebosinbx, je teba @init totéZ pro hodnotub (= 0+ ib) :
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Pozor na fipad, kdy je na pravé strapouze jedna z funkaiosbx, sinbx. Partikularni

integral y, musime hledat (v souladu s posledétbu) ve tvaru, obsahujicim &lyto

goniometrické funkce.

Provedeme-li sprawnurceni tvaru partikularnihgeseniy,, pak jediné, co zbyva, je
dopaitat zatim neznamé koeficienty polyndriR(x) a S( X). To provedeme

nasledova: Nejprve dosadimerpdpokladany tvar partikularniho integrajy a jeho
potrebné derivace daijpodni (nehomogenni) rovnice za neznampoa jeji derivace.
Obdrzime tak jednu rovnici pro neznamé koeficigrafynomi R(x) a S( X, kterou

feSime tzvmetodou neutitych koeficienti. Tato z algebry znama metoda &pa
v porovnani koeficieritu jednotlivych linearé nezavislych funkci na obou stranach
rovnice. Z provedeného porovnani obdrzimeégimty p@et rovnic pro jednozriaé

uréeni hledanych koeficietpolynomii R(X) a S( X . Vysledny partikularni integral

Y, j& mozné otit piimym dosazenim doipodni (nehomogenni) rovnice.

Jestlize ma prava strana temuétu funkci uvedeného specialniho tvaru (které se od
sebe liSifiznou hodnotodisel a, resp.b), je také partikularni integral sétem
piislusnych partikularnich integéalTyto partikularni integraly,ijislusné jednotlivym
itandim na pravé stran lze hledat kazdy zvl@3netodou popsanou vySe a vysledky

se&ist.
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8. Zawér

Tato prace shrnujeitezité poznatky v oblasti maticovéhoghm, komplexnickisel,
numerickéhdeseni rovnic, diferencialniho §o, vektorové analyzy &esSeni
diferencialnich rovnic.

Ucebni text byl zpracovan ve dvoji podolako skriptum a jako elektronick&ebnice

v podolg hypertextoveho dokumentu. ©podoby pokryvaji stejna témata, elektronicka
podoba debniho textu je navic rozéha o dalsi ilusteani priklady a rekteré roz&iujici
pasaze, které vzhledem k rozsahovému omezeni nebgtiné zahrnout do skripta.

Elektronicka podobadebnice je koncipovana jako sada vzajémprovazanych
statickych HTML dokumerit Tento format byl zvolen s ohledem na snadné
publikovani v ramci e-learningovéeho systému eAM®DBa jinych WWW serverech.

Pri ptipraw elektronické tebnice byloiteba uspokoji¥ vyieSit zejména problém sazby
velkého mnoZzstvi matematickych vytaa jejich fevodu do podoby vhodné pro
publikovani. PraeSeni tohoto Ukolu byl pouzit va@mostupny programovy balik
Latex2HTML.

Duvodem této volby byla zejména propracované mozisegtdy ve formatu Latex
a moznost hromadného zpracovéfipm@mvenych zdrojovych dokument

s automatickym generovanim vzgjemnych odkanz umoznilo fi ladéni podoby
textu jednoduchou aktualizaci elektronickéhbinice. To by $ ru¢nim koédovani
predstavovalo velmi obtizny kol s moZnosti vznikylth

S pomoci konverzniho programu byly dokumenty venfitu Latex obsahujici zdrojovy
kod matematické sazby, vlastni text a formatovaformace konvertovany do podoby
dokument ve formatu HTML 3.2. Matematické vyrazy bylyghHem konverze
automaticky pevedeny na obrazové soubory ve formatu GIF a vipderHTML
dokument.

DalSi moznosti budouciho vyvoje elektronick&hbnice spdivaji nag. v mozném
zatlereni interaktivnich dynamickych prikna strat prohliz&e ¢i serveru (interaktivni
piiklady s moznosti zadani vstupnich hodnot, javatgpltyto vlastnosti v3ak jiz

s ohledem na né&tnost zpracovanifpsahuji ramec této prace.
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