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Abstrakt
Disertačńı práce se věnuje problematice numerických simulaćı v́ıcefázového prouděńı, zvláště pak
predikci pohybu disperzńı fáze (částic) unášené proudem. Pro popis pohybu systému tekutina-
částice je použit Euler-Lagrange̊uv př́ıstup. To znamená, že tekutina je považována za kontinuum
a pro popis jej́ıho pohybu je použit Euler̊uv př́ıstup, zat́ımco částice jsou uvažovány jako hmotné
body a jejich pohyb je popsán pomoćı př́ıstupu Lagrangeova. Pro vyřešeńı pohybu nosné fáze
je použita moderńı metoda Large Eddy Simulation. Byla provedena série simulaćı zpětného
proudu za schodem s částicemi a byla sledována modulace turbulence částicemi. Koncentrace
částic v proudu je dostatečně vysoká, aby se projevil vliv částic na nosný proud. Turbulence na
vstupu do domény je reprezentována pomoćı vyvinutého schématu pro generaci turbulence na
vstupu. Dále je v práci zkoumán vliv anizotropńıho rozkladu subgridńı energie na pohyb částic.

Summary
Doctoral thesis deals with the numerical simulations of two-phase flows, especially with predic-
tion of movement of dispersed phase (particles) carried by fluid. The Euler-Lagrange approach
was applied for description of the system fluid-particles. It means that the fluid is considered to
be continuum and its movement is described using Euler approach. Particles are regarded as mass
points and their movement is solved using Lagrangian approach. The Large Eddy Simulation
method was adopted for solution of the fluid flow. The series of simulations of the backward-
facing step flow laden with particles were performed. The concentration of the particles in the
flow was high enough for consideration of the influence of particles on the turbulence of the
carrier phase. The developed scheme for generation of turbulence on the inlet is applied. The
influence of anisotropic decomposition of subgrid energy on movement of particles was studied
in the frame of this work.
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Eddy Simulation vypracoval samostatně pod vedeńım školitele prof. Ing. Miroslava J́ıchy, CSc.
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V Brně 12.6. 2013

Ing. Jaroslav Volavý
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1.1.2 Měř́ıtka turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1.3.3 Lokalizovaný dynamický Smagorinského model . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Seznam použitých zdroj̊u 85

Publikace autora 91
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Úvod

Jedńım z nejzaj́ımavěǰśıch problémů dynamiky tekutin je řešeńı turbulentńıho prouděńı s př́ıto-
mnost́ı disperzńı fáze v hlavńım proudu. S t́ımto typem prouděńı se můžeme setkat v mnoha
pr̊umyslových aplikaćıch, např. v chemickém pr̊umyslu, v uhelných elektrárnách při dopravě
uhelného prachu do kotle, při predikci znečǐstěńı vzduchu a jiné. Zejména v těchto odvětv́ıch je
nutná přesná predikce pohybu a depozice částic, aby byla zajǐstěna správná funkce zař́ızeńı a ne-
docházelo k havarijńım situaćım. Pokud chceme s dostatečnou přesnost́ı určit pohyb disperzńı
fáze (částic), tak je velmi d̊uležité správně vyřešit prouděńı a turbulenci nosné fáze, nebot’ ta
ovlivňuje transport a depozici částic ze všeho nejv́ıce.

Turbulence nosné fáze je ovlivněna mnoha faktory. Jedńım z nejvýznamněǰśıch faktor̊u je
geometrie oblasti, v ńıž se prouděńı odehrává. Téměř ve všech př́ıpadech dvoufázového prouděńı
jsou př́ıtomny v doméně stěny. Je tedy třeba věnovat značnou pozornost př́ıstěnné oblasti.
Daľśım z faktor̊u může být př́ıtomnost samotné disperzńı fáze. V př́ıpadech, kdy koncentrace
částic v proudu neńı velká, můžeme uvažovat pouze tzv. one-way coupling. To znamená, že proud
ovlivňuje pohyb částic a sám neńı př́ıtomnost́ı částic nikterak dotčen (“proud o částićıch nev́ı”).
Překroč́ı-li objemový pod́ıl mezńı hodnotu, pak už př́ıtomnost částic v proudu z hlediska modi-
fikace proudu neńı zanedbatelná a tud́ıž muśıme použ́ıt two-way coupling (proud ovlivňuje pohyb
částic a naopak). V tomto př́ıpadě docháźı k modulaci turbulence zp̊usobené př́ıtomnost́ı částic.
Vyvstává otázka, jak je turbulence modulována a jak tuto modulaci zahrnout do výpočetńıch
kódu řeš́ıćıch dvoufázové prouděńı.

Jak již bylo řečeno, pro správnou simulaci pohybu disperzńı fáze je esenciálně d̊uležitá
správná reprezentace nosné fáze. Volba metody pro simulaci nosné fáze je tedy kritická. V posled-
ńıch letech doznala metoda Large Eddy Simulation značného pokroku a ukazuje se, že tato
metoda je velmi perspektivńı a schopná vysoké přesnosti simulace jednofázového prouděńı za
cenu rozumných výpočetńıch náklad̊u. Jev́ı se tedy jako velmi vhodné použ́ıt pro simulaci nosné
fáze právě tuto metodu.

Disertačńı práce je zaměřena na řešeńı prouděńı tekutiny pomoćı metody Large Eddy Simu-
lation a následný transport částic. Práce je rozdělena do tř́ı tématických kapitol. Prvńı kapitola je
věnována teoretickému popisu metody Large Eddy Simulation. Dř́ıve než je představena hlavńı
myšlenka této metody, tak jsou uvedeny základńı vlastnosti turbulentńıho proudu, zejména exis-
tence širokého spektra délkových a časových měř́ıtek a přenos energie mezi těmito měř́ıtky, tak
zvaná energetická kaskáda. Bez uvedeńı těchto pojmů by hlavńı myšlenka metody LES nebyla
tak zřetelná. Daľśı část této kapitoly se věnuje popisu subgridńıch model̊um. Tyto modely slouž́ı
k modelováńı vlivu nejmenš́ıch turbulentńıch útvar̊u, jenž byly pomoćı operace filtrace odsepa-
rovány a nejsou v simulaci řešeny př́ımo.

Druhá kapitola se zabývá jedńım z problémů, který vyvstává při použit́ı metody LES pro
řešeńı turbulentńıho prouděńı, a to správnou reprezentaćı turbulence na vstupu do domény.
Na př́ıkladu zpětného proudu za schodem je ukázáno, že r̊uzné př́ıstupy k popisu turbulence na
vstupu dávaj́ı zcela odlǐsné výsledky. Kapitola obsahuje rešerši problematiky generace turbulence
na vstupu do domény. Jsou představeny r̊uzné metody, jak se s t́ımto problémem vypořádat.
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Úvod

Hlavńı část této kapitoly sestává z představeńı př́ıstupu k tomuto problému vyvinutého v rámci
disertačńı práce. Vyvinutý př́ıstup pro generaci turbulence na vstupu do domény je kombinaćı
použit́ı předběžné simulace a buzeńı turbulence. Pomoćı tohoto př́ıstupu je odsimulován proud
mezi dvěma paralelńımi deskami pro dvě r̊uzná Rynoldsova č́ısla a výsledky porovnány s DNS
daty.

Třet́ı a posledńı kapitola je zaměřena na v́ıcefázové prouděńı, zejména pak na transport
disperzńı fáze tekutinou. Pro řešeńı pohybu částic lze použ́ıt bud’ Euler̊uv nebo Lagrange̊uv
př́ıstup. V disertačńı práci je aplikován př́ıstup Lagrange̊uv. Tento př́ıstup použ́ıvá pro rozřešeńı
pohybu částic pohybové rovnice pro částice, jež jsou výsledkem silového p̊usobeńı na částici.
Proto je tedy věnovaná značná pozornost i śılám, které p̊usob́ı na částice unášené proudem. Daľśı
část této kapitoly je věnována modulaci turbulence částicemi. Při vyšš́ıch koncentraćıch částic
v proudu nastává ovlivněńı nosné fáze částicemi. Vyvstává tedy otázka, jak je proud ovlivněn.
Za t́ımto účelem byla provedena série simulaćı zpětného proudu za schodem s částicemi a byl
sledován vliv částic na turbulenci nosné fáze. Pro simulaci nosné fáze je použita metoda LES. Na
základě výsledk̊u byla navržena úprava modelu, konkrétně zahrnut́ı vlivu částic do subgridńıho
modelu. Posledńı část této kapitoly obsahuje studii vlivu subgrińıch měř́ıtek proudu na transport
částic. Je zde představen model, jež bere tento vliv v potaz. Tento model použ́ıvá anizotropńı
rozklad subgridńı energie do jednotlivých směr̊u.
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Ćıle dizertačńı práce

Hlavńım ćılem dizertačńı práce je přispět k hlubš́ımu porozuměńı turbulentńıho proudu s př́ıto-
mnost́ı částic simulovaného metodou Large Eddy Simulation a interakci plyn-částice zahrnuj́ıćı
modulaci turbulence částicemi. Byl zkoumán transport částic a jejich vliv na turbulenci nosné
fáze. Dále byla provedena studie vlivu subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic a jejich následnou
depozici v př́ıstěnné oblasti. Rámcově lze ćıle disertačńı práce rozdělit do tř́ı skupin:

1. Vyvinut́ı a implementace schématu buzeńı umělé turbulence

2. Zahrnut́ı vlivu modulace turbulence zp̊usobenou př́ıtomnost́ı částic v proudu pro přesněǰśı
reprezentaci turbulence nosné fáze

3. Zahrnut́ı vlivu anizotropie turbulence v bĺızkosti stěny k přesněǰśı predikci depozice částic
u stěny

ad 1) V rámci dizertačńı práce bylo vyvinuto schéma buzeńı turbulence. Existuj́ıćı schémata
buzeńı turbulence se nejev́ı jako vhodná, protože jsou většinou navržena ve spektrálńım prostoru
a proto nejsou pro běžné př́ıpady prouděńı s komplexńı geometríı vhodná. Navržené schéma
pracuje ve fyzikálńım prostoru a jedná se o kombinaci předběžné simulace a buzeńı turbulence.
Pro buzeńı turbulence je použit Ornstein-Uhlenbeck̊uv proces. Použit́ı navrženého schématu
buzeńı turbulence inicializuje přechod do turbulence a umožňuje rychleǰśı vývin turbulence, což
vede k redukci výpočetńıho času.
ad 2) Do pohybových rovnic popisuj́ıćı pohyb nosné fáze byl přidán člen zohledňuj́ıćı př́ıtomnost
disperzńı fáze v proudu. Taktéž byl modifikován Smagorinského subgridńı model. Smagorinského
konstanta je závislá na koncentraci částic. Takto modifikovaný model byl použit pro simulaci
zpětného proudu za schodem s částicemi. Modifikovaný subgridńı model dává lepš́ı výsledky než
model neupravený.
ad 3) Jelikož se ukazuje, že izotropický rozklad turbulentńı kinetické energie v bĺızkosti stěn vede
k nadhodnocováńı depozice částic u stěny, byl do výpočt̊u zahrnut i vliv anizotropie turbulence.
Jedńım ze zp̊usob̊u, jak anizotropii zahrnout, je anizotropický rozklad subgridńı kinetické energie
do směr̊u podélných se stěnou a do směru kolmého na stěnu.
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KAPITOLA 1

Large Eddy Simulation

1.1 Úvod do turbulence

V reálném světě se setkáváme s mnoha př́ıpady turbulentńıho prouděńı. Turbulentńı prouděńı
můžeme v př́ırodě pozorovat třeba na kouři vycházej́ıćıho z komı́na, na prouděńı vody v potoce
či řece nebo na prachu zv́ı̌reném větrem. Toto jsou viditelné př́ıklady turbulence, ale turbu-
lence je vlastně všude okolo i v nás, jen neńı tak dobře pozorovatelná. To je př́ıpad obtékáńı
r̊uzných těles vzduchem nebo jiným médiem, prouděńı vzduchu v dýchaćıch cestách, potrub́ıch
či kanálech a mnoho jiných. Turbulence hraje velice významnou roli i v pr̊umyslových odvětv́ı,
např́ıklad v leteckém, automobilovém, chemickém nebo potravinářském pr̊umyslu. Zejména
v těchto odvětv́ıch je d̊uležité umět turbulentńı prouděńı nejen dobře popsat, ale nejlépe ho
i co nejpřesněji predikovat. Ale nejprve si řekněme některé d̊uležité vlastnosti turbulence.

Podat přesnou definici turbulence je velmi obt́ıžné, ale mnoho vědc̊u a inženýr̊u se shodne
na některých d̊uležitých rysech turbulence. Pro lepš́ı představu si tyto významné vlastnosti
turbulence ilustrujme na výše zmı́něném př́ıpadě kouře vycházej́ıćıho z komı́na.

Asi si nejdř́ıve všimneme nepravidelného chaotického pohybu. Turbulentńı prouděńı vykazuje
výrazné a nepravidelné změny rychlosti jak v prostoru tak i v čase. Popsat toto chováńı deter-
ministicky pomoćı funkce v prostorových a časových souřadnićıch je proto naprosto nemožné.
Náhodnost však můžeme popsat statisticky, čehož využ́ıvaj́ı některé metody řešeńı turbulentńıho
prouděńı.

Daľśı velice významnou vlastnost́ı turbulence je difuzivita celého procesu, tedy vlastnost
umožňuj́ıćı transportovat a mı́chat tekutinu výrazně efektivněji než v př́ıpadě laminárńıho
prouděńı. Už prvńı pokusy provedené Osbornem Reynoldsem v roce 1883 odhalily tuto vlast-
nost. Tento pokus spoč́ıval ve vypouštěńı barviva do středu trubky, kterou proudila voda,
a následného pozorováńı chováńı barviva. Zpozoroval, že v některých př́ıpadech je barvivo daleko
v́ıce radiálně rozptylováno. Rozptyl barviva zp̊usobilo právě turbulentńı prouděńı. Na základě
těchto pokus̊u pak stanovil jeden z nejvýznamněǰśıch bezrozměrných parametr̊u charakterizuj́ıćı
režim prouděńı, tzv. Reynoldsovo č́ıslo. Reynoldsovo č́ıslo je obecně definováno jako Re = UL/ν,
kde U a L jsou charakteristická rychlost a délka proudu a ν je kinematická viskozita kapaliny.
V př́ıpadě prouděńı potrub́ım by U byla středńı rychlost proudu a L pr̊uměr potrub́ı. Je-li
v tomto př́ıpadě Reynoldsovo č́ıslo menš́ı než zhruba 2300, můžeme prouděńı považovat za
laminárńı, jinak je prouděńı turbulentńı.

Vrat’me se zpět k našemu př́ıpadu kouře vycházej́ıćıho z komı́na. Daľśım jevem spojeným
s turbulenćı, který můžeme pozorovat, je široké spektrum měř́ıtek turbulentńıho proudu. V tur-
bulentńım proudu můžeme nalézt struktury (v́ıry) s měř́ıtkem rovným až velikosti výstupńıho
otvoru, které se postupně rozpadaj́ı na stále menš́ı a menš́ı útvary. Docháźı ke složitému procesu,
kdy je energie postupně transportována z oblasti velkých měř́ıtek do oblasti malých měř́ıtek,
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při kterých docháźı k disipaci energie na teplo. Celý tento proces se nazývá energetická kaskáda
(viz dále).

1.1.1. Základńı rovnice prouděńı

Abychom mohli zač́ıt simulovat prouděńı, muśıme mı́t nějaký matematický model, který prouděńı
popisuje. Tento model je tvořen Navierovými-Stokesovými rovnicemi. Navier-Stokesovy rov-
nice, pojmenované po Claude-Louis Navierovi a George Gabriel Stokesovi, je sada rovnic, které
popisuj́ı pohyb tekutin jako jsou třeba kapaliny a plyny. Tyto rovnice ř́ıkaj́ı, že změna hybnosti
části tekutiny je výsledkem změny tlaku a disipačńıch vazkých sil p̊usob́ıćıch uvnitř tekutiny.
Viskózńı śıly vznikaj́ı vzájemnou interakćı molekul v tekutině a udávaj́ı, jak moc je daná tekutina
vazká. Tedy tyto rovnice představuj́ı dynamickou rovnováhu sil p̊usob́ıćıch v každé dané části
tekutiny.

Dř́ıve než uvedeme detailńı popis Navierových-Stokesových rovnic, budeme muset udělat
několik předpoklad̊u o námi uvažované tekutině. Je d̊uležité, aby tekutina neobsahovala žádná
prázdná mı́sta, jako jsou třeba bublinky nebo rozpuštěný plyn. Také nebudeme uvažovat směsi
kapalin. Daľśı nepostradatelný předpoklad je, že všechna pole, která nás zaj́ımaj́ı a která chceme
vyšetřovat (tj. tlakové, rychlostńı a teplotńı pole), jsou diferencovatelná, tj. nepřipoušt́ıme změny
skupenstv́ı.

Odvozeńı Navierových-Stokesových rovnic vycháźı ze zákonu zachováńı hmoty, hybnosti a en-
ergie. Z d̊uvodu prostorové náročnosti zde toto odvozeńı provádět nebudeme. Kompletńı a po-
drobné odvozeńı těchto rovnic lze nalézt např. v [7],[42].

Vektorový zápis Navierových-Stokesových rovnic pro nestlačitelnou Newtonovskou kapalinu
má tvar:

∇.u = 0, (1.1)

ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
= −∇p+ µ∇2u, (1.2)

kde u = (u1, u2, u3)T znač́ı rychlostńı pole, ρ je hustota kapaliny, µ dynamická viskozita kapaliny
a p je tlak. Navierovy-Stokesovy rovnice ve složkovém zápisu:

∂ui
∂t

+
∂

∂xj
(uiuj) = −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui
∂xk∂xk

, (1.3)

ν = µ/ρ je kinematická viskozita kapaliny.

1.1.2. Měř́ıtka turbulence

Přestože okamžité rychlostńı pole u(x,t) má náhodný a nepředpov́ıdatelný charakter, je naštěst́ı
možné zavést r̊uzné statistické veličiny popisuj́ıćı toto pole, např́ıklad pr̊uměrné hodnoty. Tur-
bulence je sice děj náhodný, ale korelovaný. To znamená, že hodnota rychlosti v určitém bodě
(čase) je částečně závislá na hodnotách rychlosti v jeho bĺızkém okoĺı. Tato skutečnost poukazuje
na existenci měř́ıtek statistické korelace. K tomu je zapotřeb́ı zadefinovat některé veličiny.

Abychom byli schopni źıskat některé statistické informace o toku, je nutné rozložit okamžitou
rychlost u na součet pr̊uměrné rychlosti u a fluktuačńı složky u′ v čase:

u = u + u′, (1.4)

kde u′ je náhodná složka pohybu. Na výše zmı́něnou operaci lze pohĺıžet také jako na separaci
měř́ıtek, ale o tom bude pojednáno v́ıce v daľśı kapitole. Dále se pro lepš́ı názornost omezme
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na př́ıpad prouděńı s fluktuacemi rychlosti u(x,t) pouze v jednom směru. Potom je prostorově-
časová korelačńı funkce dána takto:

R(x, x′, t, t′) =
〈u′(x, t)u′(x′, t′)〉
〈u′(x, t)u′(x, t)〉

, (1.5)

〈〉 znač́ı zpr̊uměrováńı. V př́ıpadě homogenńıho statisticky stacionárńıho proudu mohou být
autokorelačńı funkce (v prostoru a čase) vyjádřeny jako:

R(ξ, t0) =
〈u′(x, t0)u′(x+ ξ, t0)〉
〈u′(x, t0)u′(x, t0)〉

, (1.6)

R(x0, τ) =
〈u′(x0, t)u

′(x0, t+ τ)〉
〈u′(x0, t)u′(x0, t)〉

, (1.7)

kde ξ = x′ − x, τ = t′ − t a x0 (respektive t0) znač́ı danou lokaci (daný okamžik). Typický tvar
těchto autokorelačńıch funkćı je zobrazen na obrázku 1.1.

u’(x0,t0) u’(x0+ξ,t0) nebo u’(x0,t0+τ) 

ξ nebo τ

L nebo T

ξ

nebo τλ
0

1

R

(P)

Obrázek 1.1: Tvar autokorelačńı funkce rychlosti a Taylorovo měř́ıtko. Převzato z [67].

Nyńı už můžeme zadefinovat integrálńı měř́ıtka proudu. Integrálńı prostorové a časové měř́ıtko
proudu (v literatuře někdy též označována jako Taylorova makro-měř́ıtka ) je dáno [67]:

L =

∫ ∞
0

R(ξ, t)dξ, (1.8)

T =

∫ ∞
0

R(x, τ)dτ. (1.9)

Integrálńı prostorové měř́ıtko L udává velikost oblasti, ve které jsou rychlosti znatelně ko-
relovány, tj. velikost velkých v́ır̊u nesoućıch většinu energie turbulentńıho pohybu. Podobně
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integrálńı časové měř́ıtko T udává délku intervalu, přes který je korelace rychlosti významná,
tj. doba jednoho obratu v́ıru.

Daľśım významným délkovým měř́ıtkem je Taylorovo mikroměř́ıtko. K autokorelačńı funkci

můžeme sestrojit oskulačńı parabolu definovanou jako R = 1 − ξ2

λ2
při ξ → 0. Pak můžeme

definovat Taylorovo mikroměř́ıtko λ(t) jako:(
∂2R(ξ, t)

∂ξ2

)
τ=0

= − 2

λ2(t)
. (1.10)

λ je nazýváno mikroměř́ıtkem proto, že je definováno pomoćı zakřiveńı v počátku rychlostńı
autokorelačńı funkce, tedy záviśı na nejmenš́ıch v́ırech [67]. Taylorovo mikroměř́ıtko je charak-
teristickým délkovým měř́ıtkem gradientu rychlosti.

Nicméně, velikost nejmenš́ıch v́ır̊u př́ıtomných v proudu je ještě menš́ı než Taylorovo mikro-
měř́ıtko λ(t). Označme rychlostńı, délkové a časové měř́ıtko nejmenš́ıch turbulentńıch struktur
jako vK , LK a τK . Abychom źıskali vyjádřeńı pro LK předpokládejme, že při malých měř́ıtkách
jsou difuzńı a konvekčńı člen v rovnováze. Aproximujeme-li konvekčńı člen u · ∇u ≈ v2

K/LK a
difuzńı člen ν∇2u ≈ νvK/L2

K , źıskáme:

ReK =
vKLK
ν

= 1. (1.11)

Použit́ım definice pro disipaci energie ε = 2νSijSij (Sij = ∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi) a dimenzionálńı
analýzy dostaneme přibližný odhad disipace energie:

ε ≈ ν

τ2
K

. (1.12)

Zkombinujeme-li vztah (1.12) s daľśım výrazem vK = LK/τK , dostaneme:

τK =
(ν
ε

) 1
2
, LK =

ν
3
4

ε
1
4

, vK = (νε)
1
4 . (1.13)

Měř́ıtka vK , LK a τK jsou nazývána Kolmogorova mikroměř́ıtka turbulence. Tato měř́ıtka jsou
charakteristická pro nejmenš́ı turbulentńı útvary (v́ıry), při nichž docháźı k disipaci energie na
teplo.

Jelikož se výše zmı́něná měř́ıtka početně velice obt́ıžně zjǐst’uj́ı a před simulaćı, kdy nemáme
o proudu dostatek informaćı k jejich zjǐstěńı za pomoci výše zmı́něných vztah̊u, existuj́ı odhady
těchto měř́ıtek. Označme si

ReL =
u0L

ν
(1.14)

jako Reynoldsovo č́ıslo charakterizuj́ıćı největš́ı měř́ıtka turbulence. Pak lze měř́ıtka turbulence
odhadnout:

LK
L
≈ Re−

3
4

L ,
λ

L
≈ Re−

1
2

L ,
LK
λ
≈ Re−

1
4

L . (1.15)

Ze vztah̊u (1.15) lze vypozorovat, že Taylorovo mikroměř́ıtko lež́ı někde mezi Kolmogorovým
mikroměř́ıtkem LK a integrálńım délkovým měř́ıtkem L. Dále tyto vztahy ukazuj́ı na fakt, že
v turbulentńım proudu se nacháźı široké spektrum r̊uzně velkých turbulentńıch útvar̊u r̊uzných
měř́ıtek. Prvńı vztah (1.15) napov́ıdá, že š́ı̌rka tohoto spektra roste s Reynoldsovým č́ıslem.
Jinými slovy řečeno, hlavńı rozd́ıl mezi dvěma proudy se stejným délkovým měř́ıtkem ale jiným
Reynoldsovým č́ıslem je velikost nejmenš́ıch v́ır̊u.

9
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1.1.3. Energetická kaskáda

Jednou z nejpopulárněǰśıch charakteristických vlastnost́ı turbulence je koncept energetické kas-
kády. Podle tohoto konceptu je turbulentńı kinetická energie tvořena nějakou exterńı silou nebo
hydrodynamickými nestabilitami. Tato energie je většinou generována v oblasti velkých měř́ıtek,
typicky v řádu integrálńıho délkového měř́ıtka turbulentńıch fluktuaćı. Posléze je tato energie
transformována pomoćı nevazkého nelineárńıho mechanismu do malých měř́ıtek, ve kterých
docháźı d́ıky vazkému disipačńımu procesu k přeměně této energie na teplo. Na obrázku 1.2
je tento mechanismus graficky vyjádřen v energetickém spektru E(κ), κ je vlnové č́ıslo (κ ≈
1/poloměr v́ıru) . Můžeme zde rozlǐsit tři r̊uzné regiony.

Oblast velkých vírů Vnitřní podoblast Disipativní víry

Obrázek 1.2: Znázorněńı energetické kaskády. Obě osy jsou v logaritmických souřadnićıch.
Převzato z [67].

Prvńı region je tvořen největš́ımi v́ıry v proudu. Zde docháźı ke generaci turbulentńı kine-
tické energie z hlavńıho proudu. Tato měř́ıtka jsou spojena s pr̊uměrným polem a jsou závislá
na produkčńım mechanizmu (exterńı śıly, hydrodynamické nestability). Z d̊uvodu rozmanitosti
generace turbulence nemá tato oblast žádný univerzálńı charakter. Energie je generována při
integrálńım délkovém měř́ıtku L. Za předpokladu, že energii obsahuj́ıćı v́ıry se rozpadaj́ı při
časovém měř́ıtku obratu v́ıru, pak rychlost, se kterou energie vstupuje do kaskády, je:

εI ≈
u2

0

L/u0
=
u3

0

L
(1.16)

a tato veličina neńı závislá na viskozitě.
Druhá oblast je oblast přechodových délkových měř́ıtek l, nazývána též vnitřńı podoblast,

přičemž LK � l� L. V této oblasti docháźı k transportu turbulentńı kinetické energie z velkých
měř́ıtek do měř́ıtek menš́ıch. K transportu docháźı nelineárńı interakćı mezi jednotlivými měř́ıtky
bez ohledu na viskozitu a mechanismus generace energie. Rozsah této oblasti je závislý na
Reynoldsově č́ıslu. V tomto regionu jsou jen dvě d̊uležité veličiny: délkové měř́ıtko κ = 1/l
a pr̊uměrná rychlost disipace turbulentńı energie εT . Protože energie je transferována beze ztrát,
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εT z̊ustává konstantńı a je rovna pr̊uměrné rychlosti disipace energie (za podmı́nky statistické
stacionarity):

εT ≈ εI . (1.17)

Energetické spektrum této vnitřńı podoblasti, často nazývané jako Kolmogor̊uv zákon nebo
Kolmogorovo spektrum, má tvar [85]:

E(κ) = K0ε
2/3κ−5/3, (1.18)

kde K0 je Kolmogorova konstanta nabývaj́ıćı hodnot 1,4 - 1,7.
Posledńı region obsahuje nejmenš́ı měř́ıtka, pro něž viskózńı děje nabývaj́ı na d̊uležitosti a kde

je kinetická energie disipována na teplo. Rychlost disipace v nejmenš́ıch v́ırech je ε = 2νSijSij
(Sij = ∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi). Jelikož energie je transformována beze ztrát, dostáváme:

u3
0

L
≈ ν

v2
K

L2
K

. (1.19)

Z tohoto vztahu můžeme v kombinaci se vztahem vKLK
ν = 1 identifikovat Kolmogorovo mikro-

měř́ıtko.
Základńı fyzikálńı mechanismus zodpovědný za tento transport energie směrem do oblasti

malých měř́ıtek je deformováńı (protahováńı) v́ır̊u. Když v́ır prodělá takovouto deformaci podél
své osy rotace, dojde v tomto směru k jeho protažeńı. V nestlačitelném prouděńı vede tato změna
ke zmenšeńı poloměru v́ıru, objem zabraný v́ırem se neměńı. Viskozita v tomto mechanismu
nehraje žádnou roli, je proto přirozené předpokládat, že úhlová hybnost v́ıru je v̊uči této operaci
invariantńı. Tedy muśı nutně doj́ıt k nár̊ustu osové složky v́ı̌rivosti. V d̊usledku toho došlo
k transportu kinetické energie do nižš́ıch měř́ıtek, protože poloměr v́ıru se zmenšil.

1.2 Modelováńı turbulence

Simulace prouděńı vlastně spoč́ıvá ve vyřešeńı Navierových-Stokesových rovnic s př́ıslušnými
počátečńımi a okrajovými podmı́nkami. Turbulence situaci však výrazně komplikuje. Proto
vznikly metody, jak k turbulenci přistupovat. Bud’ ji můžeme poč́ıtat př́ımo, což je početně
neskutečně nákladné (viz daľśı kapitola), nebo můžeme turbulenci modelovat. V minulosti bylo
vyvinuto mnoho př́ıstup̊u. Vznikla řada model̊u založená na tzv. Reynoldsově zpr̊uměrováńı,
kdy rozlož́ıme rychlost na složku v čase pr̊uměrnou a fluktuačńı (podobně jako při konstrukci
korelačńı funkce rychlosti) a tu posléze dosad́ıme do Navierových-Stokesových rovnic. Ty pak
řeš́ıme pro neznámé v čase pr̊uměrné rychlosti. Neuzavřené členy posléze modelujeme. Tento
př́ıstup se nazývá RANS (zkratka z anglického Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations).
Daľśı př́ıstup, na který se pak zaměř́ıme, je technika zvaná Large Eddy Simulation. I ta je
založena na zpr̊uměrováńı rychlosti, ale na zpr̊uměrováńı objemovém.

1.2.1. Direct Numerical Simulation

Metoda Direct Numerical Simulation (zkráceně DNS) spoč́ıvá v př́ımém řešeńı Navierových-
Stokesových rovnic s ohledem na předepsané okrajové podmı́nky, v jejich rozřešeńı až do nej-
menš́ıch měř́ıtek včetně Kolmogorova měř́ıtka. Každá DNS simulace představuje jednu realizaci
daného př́ıpadu prouděńı. Př́ıstup k řešeńı turbulentńıho prouděńı metodou DNS nebyl až do
sedmdesátých let minulého stolet́ı možný, protože neexistovaly dostatečně výkonné poč́ıtače,
které byly schopny zpracovat obrovská množstv́ı dat, což je, jak dále uvid́ıme, pro metodu DNS
nutné. Koncepčně je tento př́ıstup k řešeńı turbulence nejjednodušš́ı a když je použit, dosahuje
vysoké přesnosti a detailnosti výsledk̊u, které nemůže konkurovat žádná jiná metoda. Je to
ovšem za cenu enormńıch výpočetńıch nárok̊u.
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Řešeńı nestacionárńıch Navierových-Stokesových rovnice metodou DNS vyžaduje rozřešeńı
všech měř́ıtek od integrálńıho délkového měř́ıtka L až po Komogorovo mikroměř́ıtka LK . Jinými
slovy vzdálenost dvou sousedńıch výpočetńıch bod̊u (buněk) nesmı́ přesáhnout hodnotu LK .
Tedy počet bod̊u výpočetńı śıtě Nxyz potřebných pro trojdimenzionálńı DNS simulaci je úměrný
[85]:

Nxyz ≈ Re
9
4
L. (1.20)

Časové měř́ıtko nejmenš́ıch v́ır̊u udává mez pro maximálńı povolenou velikost časového kroku.
Abychom dostali dostatečně přesné řešeńı v čase, tak se žádná částice kapaliny nesmı́ během
jednoho časového kroku přemı́stit dále než je vzdálenost výpočetńıch uzl̊u. Minimálńı počet
časových krok̊u Nt pro simulaci jedné otočky v́ıru trvaj́ıćı T je:

Nt ≈
T

∆t
≈ T

LK/u0
≈ T

L/u0
Re

3
4
L. (1.21)

Za předpokladu, že procesorový čas vyžadovaný numerickým algoritmem použitým k řešeńı je
úměrný počtu početńıch operaćı, pak výpočetńı náklady simulace se škáluj́ı podle:

výpočetńı čas ∝ Nxyz.Nt ∝ C̃.Re3
L, (1.22)

kde C̃ představuje náklady algoritmu vyjádřené v [s/bod śıtě/iterace], což záviśı jak na náročnosti
numerického řešiče tak na rychlosti poč́ıtače. Dále jsou-li ve výpočetńı doméně př́ıtomny nějaké
stěny, pak je třeba rozřešit i př́ıstěnné turbulentńı útvary, t́ım pádem se stane závislost na
Reynoldsově č́ıslu ještě výrazněǰśı. Řešeńı většiny př́ıpad̊u prouděńı, s nimiž se můžeme v pr̊u-
myslu nebo v př́ırodě setkat, je bohužel pro velmi vysoké požadavky na výkon poč́ıtač̊u metodou
DNS nemožné.

1.2.2. Reynolds-Averaged Navier-Stokes

Asi v současnosti nejpouž́ıvaněǰśım př́ıstupem, kterak simulovat turbulentńı prouděńı, je použ́ıt
metodu Reynolds-Averaged Navier-Stokes (zkratka RANS, někdy se lze setkat i s názvem Rey-
nolds-Averaged Numerical Simulation). Základńım kamenem této metody je tak zvané Rey-
noldsovo pr̊uměrováńı a následný rozklad řešených veličin na složku v čase pr̊uměrnou a fluk-
tuačńı:

u(t) = ū+ u′(t), (1.23)

přičemž plat́ı:

ū =

T∫
0

u(t) dt a u′ = 0. (1.24)

Reynoldsovo pr̊uměrováńı je pak aplikováno na Navier-Stokesovy rovnice. Ty jsou posléze řešeny
pro v čase pr̊uměrné veličiny. Výsledkem RANS simulace je tedy v čase pr̊uměrná rychlost, tlak,
teplota a tak dále.

Bohužel v d̊usledku Reynoldsova pr̊uměrováńı se v Navier-Stokesových rovnićıch objev́ı členy,
jenž neńı možno vyjádřit pomoćı poč́ıtaných proměnných. Jedná se o pr̊uměrovaný součin fluk-
tuaćı složek rychlosti vzniklý z konvektivńıho členu. Aby byl systém řešitelný, je třeba tyto členy
uzavř́ıt, tj. vyjádřit pomoćı poč́ıtaných proměnných. Za t́ımto účelem vznikla celá řada RANS
turbulentńıch model̊u. Asi nejznáměǰśı jsou modely k− ε a k−ω a jejich varianty [85]. Jedná se
o tak zvané dvourovnicové modely turbulence. Turbulence je reprezentována turbulentńı kine-
tickou energíı k a specifickou disipaćı ε, respektive turbulentńı frekvenćı v́ır̊u ω. Z těchto veličin
je pak možno dopoč́ıtat měř́ıtka turbulence.
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Kapitola 1: Large Eddy Simulation

1.2.3. Large Eddy Simulation

Při řešeńı prouděńı metodou Large Eddy Simulation (zkráceně LES) jsou velké v́ıry reprezen-
továny př́ımo, zat́ımco malé v́ıry jsou modelovány. Co se týká výpočetńıch náklad̊u, pak metoda
LES lež́ı někde mezi metodami RANS a DNS. Vznik této metody byl motivován nedostatky
každé z těchto metod. Protože turbulentńı útvary velkých měř́ıtek jsou reprezentovány př́ımo,
lze od metody LES očekávat větš́ı přesnost a věrohodnost než od metody RANS pro př́ıpady
prouděńı, v nichž jsou útvary velkých měř́ıtek silně nestacionárńı, např́ıklad prouděńı okolo
oblých těles, kde docháźı k separaci a protahováńı v́ır̊u.

Jak bylo ukázáno výše, metoda DNS je velice výpočetně náročná. Náročnost této metody
roste zhruba s třet́ı mocninou Reynoldsova č́ısla. Většina výpočetńıho výkonu se spotřebuje na
rozřešeńı velice malých disipativńıch v́ır̊u. Avšak většina energie a anizotropie turbulence je
obsažena převážně ve velkých v́ırech. Metoda LES právě tyto velké v́ıry, které jsou ovlivněny
geometríı a tud́ıž nejsou univerzálńı, reprezentuje explicitně a vliv turbulentńıch v́ır̊u nejmenš́ıch
měř́ıtek, jenž maj́ı až na výjimky univerzálńı charakter, modeluje. Nedocháźı k př́ımé reprezentaci
malých v́ır̊u. Metoda LES je tedy o poznáńı méně náročná a neklade tak vysoké nároky na
výpočetńı techniku jako metoda DNS.

Hlavńı myšlenka metody LES spoč́ıvá v separaci energii obsahuj́ıćıch v́ır̊u velkých měř́ıtek
od malých disipativńıch v́ır̊u. Velké v́ıry jsou pak řešeny explicitně, zat́ımco vliv malých v́ır̊u se
modeluje. Separace měř́ıtek se provede pomoćı filtrace. Na rychlostńı pole se aplikuje filtr typu
dolńı propust. Po této filtraci velká měř́ıtka, tj. ńızké prostorové frekvence, z̊ustanou zachována
a útvary malých měř́ıtek (vysoké prostorové frekvence) se t́ımto odstrańı. Rychlostńı pole se
tedy rozlož́ı na součet přefiltrované složky a fluktuačńı složky rychlosti:

u(x, t) = u(x, t) + u′(x, t), (1.25)

kde:

u(x, t) = G ∗ u(x, t) =

∫
G(r,x,∆)u(x− r, t) dr (1.26)

je přefiltrovaná složka rychlosti oproštěná od vysokých frekvenćı. Operátor ∗ je operátor kon-
voluce. Funkce G(r,x,∆) se nazývá jádrem konvoluce (filtru). Pro tuto funkci muśı platit nor-
malizačńı podmı́nka: ∫

G(r,x,∆) dr = 1. (1.27)

Ve většině př́ıpad̊u funkce G(r,x,∆) nezáviśı na x.
Velmi d̊uležitým parametrem ovlivňuj́ıćı přesnost simulace je š́ı̌rka filtru ∆. Velikost tohoto

parametru definuje velikost oblasti malých měř́ıtek, která budou modelována. Č́ım větš́ı tato
š́ı̌rka bude, t́ım větš́ı bude oblast malých měř́ıtek odseparovaných od p̊uvodńıho pole rychlosti.
Naopak budeme-li š́ı̌rku filtru snižovat, pak budeme zvyšovat přesnost simulace až do mezńıho
př́ıpadu, kdy dosáhne velikosti Kolmogorova délkového mikroměř́ıtka. V tom př́ıpadě bude oblast
odseparovaných měř́ıtek zanedbatelně malá a LES simulace nám přejde v simulaci DNS. Velikost
š́ı̌rky filtru ∆ většinou bývá stejná jako rozměr buňky výpočetńı śıtě. Nemá smysl volit š́ı̌rku
filtru menš́ı než rozměr buňky.

Nejčastěji použ́ıvané filtry pro tř́ıdimenzionálńı LES simulace turbulentńıho prouděńı jsou
zejména [45]:

• Box filtr:

G(r,x,∆) =

{
1/∆3 pro |r| ≤ ∆/2
0 pro |r| > ∆/2

(1.28)

• Gauss̊uv filtr:

G(r,x,∆) =

(
6

π∆2

)1/2

exp

(
−6|r|2

∆2

)
(1.29)
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• Ostrý spektrálńı filtr:

G(r,x,∆) =
3∏
i=1

sin(ri/∆)

ri
(1.30)

Box filtr je použ́ıván v řešič́ıch turbulentńıho prouděńı založených na metodě konečných ob-
jemů. Gauss̊uv a ostrý spektrálńı filtr jsou použ́ıvány sṕı̌se ve vědeckých praćıch. Často nacháźı
uplatněńı ve spektrálńıch kódech, tj. které pracuj́ı s veličinami popisuj́ıćı prouděńı rozloženými
do Fourierovy řady. Grafické znázorněńı jader G těchto tř́ı nejpouž́ıvaněǰśıch filtr̊u je na obrázku
1.3.

−4 −2 0 2 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

∆
 G

(r
)

r/∆

Obrázek 1.3: Filtry použ́ıvané v LES: čárkovaná čára: Box filtr, plná čára: Gauss̊uv filtr,
čerchovaná čára: ostrý spektrálńı filtr. Převzato z [58]

Na obrázku 1.4 vid́ıme, co se stane s referenčńım signálem, pokud na něj aplikujeme box filtr
s r̊uznými š́ı̌rkami filtru. Na tomto obrázku si lze všimnout, že č́ım je š́ı̌rka filtru větš́ı, t́ım v́ıce
se signál vyhlad́ı, tj. bude potlačeno v́ıce malých prostorových frekvenćı.

Rozložeńı rychlosti na filtrovanou část a fluktuačńı složku hodně připomı́ná metodu RANS,
kde je rychlost podobně rozložena na složku pr̊uměrnou v čase a fluktuačńı. Jestliže v RANS
platilo, že ¯̄u = ū a ū′ = 0, tak pro př́ıpad filtrace tyto vztahy neplat́ı. To je vidět už z definice
filtrace. Dále je dobré si uvědomit, že i př́ıstup RANS představuje separaci měř́ıtek, ale tato
separace je provedena pro časová měř́ıtka, kdežto v LES separujeme prostorová měř́ıtka.

1.3 LES: Subgridńı modely

V předchoźı kapitole jsme si představili koncepci separace prostorových frekvenćı pomoćı ope-
race filtrace (konvoluce), což je jedńım ze základńıch kamen̊u metody Large Eddy Simulation.
V této kapitole uvedeme daľśı ned́ılnou součást metody LES a to sice tu, jak reprezentovat
odseparované útvary malých prostorových měř́ıtek. Pokud bychom tak neučinili, chyběl by nám
v naš́ı simulaci správný mechanismus disipace energie, což je vzhledem k faktu, že chceme co
nejreálněǰśı simulaci, nepř́ıpustné. Jak bylo zmı́něno výše, tato nejmenš́ı měř́ıtka se nepoč́ıtaj́ı
př́ımo, ale modeluj́ı pomoćı tzv. subgridńıch model̊u. Př́ıvlastek subgridńı tyto modely nesou
proto, že reprezentuj́ı útvary vysokých prostorových frekvenćı, které nejsme schopni postihnout
rozlǐseńım (velikost́ı) výpočetńı śıtě.
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Obrázek 1.4: Filtrovaný referenčńı signál (plná čára) pomoćı box filtru s š́ı̌rkou filtru `/16
(čárkovaná čára) a `/4 (čerchovaná čára). Převzato z [22]

Nejprve je třeba přefiltrovat rovnice popisuj́ıćı prouděńı. Pro větš́ı přehlednost a názornost je
zde uved’me znovu a ve složkovém tvaru. Uvažujme nestlačitelnou kapalinu. Rovnice kontinuity:

∂ui
∂xi

= 0 (1.31)

a pohybové rovnice:
∂ui
∂t

+
∂

∂xj
(uiuj) = −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui
∂xk∂xk

. (1.32)

Nyńı na ně aplikujme operátor filtrace. Na něj ovšem muśıme mı́t nějaké požadavky. Jádro
filtru G nesmı́ záviset na prostorové proměnné x. Tento předpoklad je velmi d̊uležitý, jelikož
nám dovoluje zaměnit operaci filtrace a derivace (časové i prostorové). Tento fakt př́ımo plyne
z definice filtrace. Pokud by G bylo závislé na x, pak by tato záměna nebyla možná. Filtrovaná
rovnice kontinuity:

∂ūi
∂xi

= 0. (1.33)

Filtrované pohybové rovnice:

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj
(uiuj) = −1

ρ

∂p̄

∂xi
+ ν

∂2ūi
∂xk∂xk

. (1.34)

Na levé straně (1.34) stoj́ı člen obsahuj́ıćı uiuj . Tento člen představuje problém, protože ho
nejsme schopni vyjádřit pomoćı námi poč́ıtaných proměnných ūi. Proto přičtěme k pravé i levé
straně (1.34) výraz ∂

∂xj
(ūiūj). Dostaneme:

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj
(ūiūj) = −1

ρ

∂p̄

∂xi
+ ν

∂2ūi
∂xk∂xk

− ∂τij
∂xj

, (1.35)

kde
τij = uiuj − ūiūj (1.36)
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je tenzor subgridńıch napět́ı. Tento tenzor v sobě zahrnuje vliv malých měř́ıtek. Nejsme schopni
ho vyjádřit explicitně, tud́ıž muśıme přistoupit k jeho modelováńı (aproximaci). V minulosti
vznikla celá řada subgridńıch model̊u.

1.3.1. Smagorinského model

Prvńı subgridńı model pro metodu Large Eddy simulation navrhl v roce 1963 Smagorinsky
[73]. Vycházel z předpokladu, že nejmenš́ı v́ıry v proudu je možno považovat za izotropické
a tud́ıž by bylo možno aplikovat Boussinesqovu hypotézu [6] pro popis efektu nerozřešených
v́ır̊u. Smagorinsky ve svém modelu uvažuje, že subgridńı tenzor napět́ı je úměrný tenzoru napět́ı
poč́ıtaného pomoćı rozřešených rychlost́ı S̄ij :

τij −
1

3
δijτkk = −2νtS̄ij , (1.37)

Konstanta úměrnosti mezi těmito dvěma tenzory je kinematická subgridńı viskozita νt:

νt = (CS∆)2|S̄| (1.38)

a S̄ij je tenzor napět́ı poč́ıtaný z rozřešené oblasti proudu:

S̄ij =
1

2

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
, (1.39)

přičemž |S̄| =|2S̄ijS̄ij |1/2.
Subgridńı viskozita νt je závislá na Smagorinského konstantě CS . Hodnota této konstanty

byla stanovena z teoretické analýzy rychlosti rozpadu izotropických turbulentńıch v́ır̊u ve vnitřńı
oblasti energetického spektra. Konstanta CS nabývá hodnot CS = 0.17 − 0.24. Rozsah hodnot
této konstanty naznačuje, že neexistuje žádná univerzálńı hodnota použitelná pro všechny možné
př́ıpady prouděńı. Smagorinského konstanta je závislá na př́ıpadu prouděńı. Toto je zásadńı
nevýhoda tohoto jinak velmi jednoduchého modelu.

Často tento model bývá ještě doplněn o tlumeńı subrgidńıho napět́ı v bĺızkosti stěn. Je-
likož subgridńı turbulentńı fluktuace muśı být u stěny nulové, tedy muśı být nulová i subgridńı
viskozita. Z toho d̊uvodu se subgridńı viskozita νt vynásob́ı výrazem

fµ = 1− exp(1− y+/26), (1.40)

který nulovost u stěny zaruč́ı [53].

1.3.2. Dynamický Smagorinského model

Podstatnou nevýhodu Smagorinského modelu v podobě závislosti na neuniverzálńı konstantě
se snaž́ı odstranit dynamické modifikace Smagorinského modelu. Při použit́ı těchto model̊u ne-
muśıme dopředu zadávat hodnotu Smagorinského konstanty, ta je pr̊uběžně poč́ıtána v pr̊uběhu
výpočtu. Odtud pocháźı název dynamické modely. Děje se tomu však za podstatného zesložitěńı
p̊uvodně velmi jednoduchého modelu a s t́ım souvisej́ıćım vzr̊ustem výpočetńıho času.

Jako prvńı představil dynamickou modifikaci Smagorinského modelu v roce 1991 Germano
[21]. Tento model je založen na algebraické identitě mezi subgridńımi napět́ımi źıskanými pomoćı
dvou filtr̊u o r̊uzných š́ı̌rkách a rozřešenými turbulentńımi napět́ı.

Nejprve aplikujme na rovnici (1.34) daľśı operátor testovaćıho filtru G̃ s větš́ı š́ı̌rkou filtru než
má p̊uvodńı filtr. Š́ı̌rku G̃ označme ∆̃. Obyčejně se voĺı ∆̃ = 2∆. Po druhé filtraci Navierových-
Stokesových rovnic źıskáme:

∂˜̄ui
∂t

+
∂

∂xj
(˜̄ui˜̄uj) = −1

ρ

∂˜̄p
∂xi

+ ν
∂2˜̄ui

∂xk∂xk
− ∂Tij
∂xj

, (1.41)
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kde tenzor subgridńıch napět́ı má nyńı tvar:

Tij = ũiuj − ˜̄ui ˜̄uj . (1.42)

Nyńı uvažujme rozřešený tenzor turbulentńıch napět́ı Lij definovaný jako:

Lij = ˜̄uiūj − ˜̄ui ˜̄uj . (1.43)

Tento tenzor se v literatuře nazývá Leonard̊uv tenzor napět́ı. Rozřešená turbulentńı napět́ı Lij
reprezentuj́ı př́ıspěvky do Reynoldsova tenzoru napět́ı z oblasti délkových měř́ıtek nacházej́ıćı
se mezi š́ı̌rkou testovaćıho filtru a š́ı̌rkou filtru p̊uvodńıho. Vztahy (1.36), (1.42) a (1.43) splňuj́ı
následuj́ıćı vztah

Lij = Tij − τ̃ij , (1.44)

který dává do souvislosti subgridńı napět́ı źıskaná pomoćı testovaćıho a p̊uvodńıho filtru. Po-
všimněme si, že tenzor Lij lze spoč́ıtat př́ımo (explicitně).

Identita definovaná vztahem (1.44) může být výhodně použita pro odvozeńı přesného sub-
gridńıho modelu. V př́ıpadě dynamického Smagorinského modelu slouž́ı výše uvedená identita
k přesněǰśımu stanoveńı Smagorinského konstanty, která bude lépe charakterizovat a vystihovat
okamžitý stav proudu.

Pro daľśı odvozováńı uvažujme, že funkčńı forma model̊u určených k výpočtu subgridńıch
napět́ı pro p̊uvodńı filtr τij a testovaćı filtr Tij má společné parametrické vyjádřeńı pro oba
subgridńı tenzory napět́ı. Použijme standardńı Smagorinského model s t́ım zobecněńım, že
Smagorinského konstanta je ted’ funkćı prostoru a času. Dále ještě předpokládejme, že pros-
torové změny této konstanty nejsou veliké, tud́ıž z̊ustane aplikováńım testovaćıho filtru téměř
nedotčena. Źıskáme

τij − (δij/3)τkk = −2CS∆2|S̄|S̄ij (1.45)

pro p̊uvodńı filtr a

Tij − (δij/3)Tkk = −2CS∆̃2| ˜̄S| ˜̄Sij (1.46)

pro filtr testovaćı, přičemž

˜̄Sij =
1

2

(
∂ ˜̄ui
∂xj

+
∂ ˜̄uj
∂xi

)
, | ˜̄S| =

√
2 ˜̄Smn

˜̄Smn,

∆ je charakteristická š́ı̌rka p̊uvodńıho filtru G a ∆̃ je š́ı̌rka testovaćıho filtru G̃. Dosad’me nyńı
vztahy (1.45) a (1.46) do (1.44) a zúžme výsledný tenzor tenzorem S̄ij . Dostaneme

LijS̄ij = −2CS

(
∆̃2| ˜̄S| ˜̄SijS̄ij −∆2 |̃S̄|S̄ijS̄ij

)
. (1.47)

Z tohoto výrazu už v principu lze hodnotu konstanty CS spoč́ıtat. Ovšem výraz v závorce může
nabývat nulové hodnoty, což učińı CS neurčitou. A priori testy pro př́ıpad turbulentńıho proudu
kanálem ukázaly, že toto je právě př́ıpad, kdy se výraz v závorce stává nulový. Tento nedostatek
odstrańıme tak, že výrazy na obou stranách (1.47) zpr̊uměrujeme přes nějakou část objemu.
Pro př́ıpad proudu kanálem provedeme zpr̊uměrováńı v rovinách paralelńıch se stěnou kanálu,
tj. ve směru izotropie turbulence. Konstanta CS tak bude závislá pouze na čase a vzdálenosti
od stěny:

CS(y, t) = −1

2

〈LklS̄kl〉
∆̃2〈| ˜̄S| ˜̄SmnS̄mn〉 −∆2〈|S̄|S̄pqS̄pq〉

, (1.48)

〈〉 znač́ı zpr̊uměrováńı.
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Obrázek 1.5: Škálováńı dynamické Smagorinského konstanty v př́ıstěnné oblasti v proudu
kanálem s Reτ = 1050. Plná a čárkovaná čára jsou výsledky simulaćı s r̊uzným rozlǐseńım.
Převzato z [50].

Výše uvedený postup pro źıskáńı Smagorinského konstanty byl upraven modifikaćı, kterou
navrhl Lilly [41]. Pro výpočet Smagorinského konstanty použil metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.
Dosazeńım vztah̊u (1.45) a (1.46) do (1.44) źıskáme:

Lij − (δij/3)Lkk = 2CSMij , (1.49)

kde

Mij = −∆̃2| ˜̄S| ˜̄Sij + ∆2 |̃S̄|S̄ij . (1.50)

Rovnice (1.49) je vlastně soustava pěti algebraických nezávislých rovnic pro jednu neznámou
CS . Neńı možné stanovit konstantu CS tak, aby bylo všech pět rovnic splněno. Je možno ji ale
určit tak, aby byla chyba vzniklá přeurčenost́ı soustavy minimálńı. Definujme Q jako kvadrát
chyby (1.49):

Q = (Lij − (δij/3)Lkk)− 2CSMij)
2. (1.51)

Nyńı hledáme takové CS , které minimalizuje (1.51), tedy muśı být splněna podmı́nka ∂Q/∂CS =
0. Provedeńım této derivace snadno źıskáme vzorec pro Samgorinského konastantu:

CS =
1

2

LijMij

M2
ij

. (1.52)

Uvedený vztah skutečně reprezentuje minimum chybové funkce Q, nebot’ lze snadno ukázat, že
∂2Q/∂C2

S > 0. Dále stoj́ı za zmı́nku, že v (1.52) nevystupuje izotropická část z (1.49), protože pro
př́ıpad nestlačitelného prouděńı plat́ı S̄ii = 0. Bohužel i v tomto postupu se objevuje komplikace
v podobě nulového jmenovatele (1.52), což zp̊usobuje značné nestability výpočtu. Tedy i Lilly
navrhuje zpr̊uměrovat čitatel i jmenovatel přes určitý objem výpočetńı domény, nejlépe ve směru
izotropie turbulence:

CS =
1

2

〈LijMij〉
〈M2

ij〉
. (1.53)

T́ım však částečně ztráćıme výhodu v lokálńım určeńı Smagorinského konstanty.
Výsledky mnoha LES simulaćı (např. [50], [19]) ukazuj́ı, že dynamický Smagorinského model

dosahuje větš́ı přesnosti výpočtu v porovnáńı s DNS simulacemi než standardńı Smagorinského
model. Vykazuje i lepš́ı chováńı v bĺızkosti stěn než Smagorinského model při použit́ı stěnových
funkćı.
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1.3.3. Lokalizovaný dynamický Smagorinského model

Při odvozováńı dynamického Smagorinského modelu se dopoušt́ıme jisté matematické nekonzis-
tence. Pro źıskáńı vztah̊u (1.47) nebo (1.49) vycháźıme z předpokladu malých prostorových
změn konstanty CS a tud́ıž ji můžeme považovat za téměř invariantńı v̊uči testovaćı filtraci.
Tento předpoklad neńı nijak od̊uvodněný a je v kontrastu s požadavkem na lokálnost CS . Daľśı
nedostatek dynamického Smagorinského modelu je nestabilita zp̊usobená nulovost́ı jmenova-
tel̊u (1.52). To bylo odstraněno zpr̊uměrováńım přes směry, ve kterých lze považovat turbulenci
proudu za izotropńı. Neř́ıká nám nic o tom, jak přistupovat k proudu bez směru izotropie.
Z těchto d̊uvod̊u upravil Ghosal a kol. [23] stávaj́ıćı dynamický model tak, aby tyto nedostatky
vymizely.

Nejprve si napǐsme Leonard̊uv tenzor napět́ı a dosad’me do něj vztahy pro subgridńı napět́ı
pro p̊uvodńı a testovaćı filtr. Tentokrát ale nechme Smagorinského konstantu pod filtraćı. Dosta-
neme:

Lij − (δij/3)Lij = αijC − β̃ijC, (1.54)

kde
αij = −2∆̃2| ˜̄S| ˜̄Sij , βij = −2∆2|S̄|S̄ij . (1.55)

Podobně jako Lilly [41] definujme chybu nesplněńı (1.54):

Eij(x) = Lij − (δij/3)Lij − αijC + β̃ijC. (1.56)

V nějakém daném bodě x záviśı Eij na hodnotách funkce C v bodech nacházej́ıćıch se v bĺızkém
okoĺı daného bodu. Proto neńı možné minimalizovat součet kvadrát̊u rezidúı EijEij lokálně,
protože změna hodnoty EijEij v jednom bodě vyvolá změnu rezidúı v okolńıch bodech. Nicméně
metodu nejmenš́ıch čtverc̊u můžeme zobecnit pro př́ıpad globálńıho hledáńı minima rezidúı.
Funkce C, která nejlépe splńı integrálńı rovnice (1.54) je taková funkce, která minimalizuje:

F [C] =

∫
Eij(x)Eij(x) dx. (1.57)

F [C] je funkcionál funkce C a integrujeme přes celou výpočetńı oblast. Pro minimalizaci tohoto
funkcionálu se nejprve naṕı̌se Eulerova-Langrangeova rovnice a ta se posléze vyřeš́ı, podrobnosti
v p̊uvodńı práci [23].

Ghosal a kol. ukázali, že pro př́ıpad izotropńı turbulence nebo turbulentńıho proudu s alespoň
jedńım směrem izotropie má jeho model stejnou podobu jako modely, které navrhl Germano a
kol. [21] nebo Lilly [41]. Dále se však věnuj́ı odvozeńı modelu pro obecný př́ıpad proudu bez
směru izotropie. Pro tento př́ıpad dostali:

C(x) =

[
f(x) +

∫
K(x,y)C(y) dy

]
+

, (1.58)

kde []+ znač́ı kladnou část a

f(x) =
1

αkl(x)αkl(x)

[
αij(x)Lij(x)− βij

∫
Lij(y)G(y,x) dy

]
, (1.59)

K(x,y) =
KA(x,y) +KA(y,x)−KS(x,y)

αkl(x)αkl(x)
, (1.60)

KA(x,y) = αij(x)βij(y)G(x,y), (1.61)

KS(x,y) = βij(x)βij(y)G(x,y)

∫
G(z,x)G(z,y) dz. (1.62)
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Lokalizovaný dynamický model byl testován na několika př́ıpadech turbulentńıho prouděńı.
Pro př́ıpad buzené i volně tlumené izotropńı turbulence vykazuje tento model velice dobrou
shodu s experimentálńımi daty. Pro testovańı chováńı tohoto modelu pro př́ıpad turbulence
bez směru izotropie byl zvolen př́ıpad zpětného proudu za schodem s Reynoldsovým č́ıslem
28000. Př́ıtomnost stěn a masivńı separace proudu za schodem poskytuje ideálńı př́ıpad pro
test schopnost́ı modelu vypořádat se s prouděńım s komplexńı geometríı. Pr̊uměrné rychlosti
v podélném směru jsou též v dobré shodě s experimentálńımi výsledky, viz obrázek 1.6. Model
též přesně predikuje vzdálenost za schodem, kde docháźı k opětovnému přilnut́ı proudu.

Obrázek 1.6: Pr̊uměrné rychlostńı profily po proudu za schodem: – LES s lokalizovaným
Smagorinského modelem, ◦ experimentálńı data; převzato z [23].

1.3.4. Jednorovnicový model

Daľśı ze skupiny subgridńıch model̊u použ́ıvaj́ıćı koncepci turbulentńı vizkozity pro zahrnut́ı
vlivu turbulence je tzv. jednorovnicový model (z anglického subgrid kinetic energy model) [52].
V tomto modelu se řeš́ı dodatečná rovnice pro subgridńı kinetickou energii. Subgridńı kinetická
energie je definována jako:

ksgs =
1

2
(uiui − ūiūi). (1.63)

Všimněme si, že tuto energii nelze spoč́ıtat př́ımo, proto se pro ni muśı napsat rovnice, jej́ımž
vyřešeńım subgridńı kinetickou energii źıskáme. Rovnice má tvar:

∂ksgs
∂t

+ ūi
∂ksgs
∂xi

= −τij
∂ūi
∂xj
− Cc

k
3/2
sgs

∆
+

∂

∂xj

(
νk
σk

∂ksgs
∂xi

)
. (1.64)

V této rovnici na pravé straně stoj́ı postupně členy produkce, disipace a difuze subgridni kinetické
energie. Tenzor subgridńıch turbulentńıch napět́ı ja pak modelován pomoćı:

τij = −2νkS̄ij +
2

3
ksgsδij , (1.65)
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kde subgridńı viskozita je rovna νk = Ck
√
ksgs∆. Konstanty Ck, Cc a σk se voĺı, v [52] jsou

použity hodnoty Ck = 0.05, Cc = 1.0 a σk = 1.0.

1.3.5. Model podobnosti měř́ıtek

Předchoźı skupina model̊u modelovala účinky turbulence za pomoci tzv. turbulentńı viskozity,
pro jej́ıž vyjádřeńı byl použit některý ze zmı́něných model̊u. Následuj́ıćı modely nevycháźı
z Boussinesqovy aproximace.

V roce 1980 představil sv̊uj subgridńı model Bardina [3]. Model pojmenoval model podobnosti
měř́ıtek. Při odvozeńı svého modelu vycházel z předpokladu invariance turbulentńıch měř́ıtek
a faktu, že turbulentńı struktury r̊uzných měř́ıtek jsou si podobné. Této podobnosti doslova
použil pro sv̊uj model.

Hlavńı myšlenka modelu podobnosti měř́ıtek pro metodu Large-Eddy Simulation je ta, že
turbulentńı struktury měř́ıtek menš́ıch než je š́ı̌rka filtru ∆ jsou podobné strukturám měř́ıtek
o trochu větš́ıch než ∆. Za tohoto předpokladu můžeme vyjádřit tenzor subgridńıch napět́ı
následovně:

τij = Csim(˜̄uiūj − ˜̄ui ˜̄uj). (1.66)

kde operátor vlnka reprezentuje operátor druhé filtrace, nyńı s š́ı̌rkou filtru γ∆, kde γ ≥ 1. Kon-
stanta Csim je konstanta podobnosti. Výraz v závorce ve vztahu (1.66) představuje turbulentńı
napět́ı pro měř́ıtka od ∆ do γ∆.

A priori testy, které provedl Bardina a kol. za použit́ı Gaussovského a box filtru, vykazuj́ı
vysokou mı́ru korelace mezi napoč́ıtanými a reálnými turbulentńımi napět́ımi, typicky kolem
80%. Avšak když model podobnosti měř́ıtek v této podobě použili pro r̊uzné simulace, tak se
ukázalo, že model je málo disipativńı, tj. velice podhodnocuje disipaci energie v oblasti nej-
menš́ıch měř́ıtek, což následně vede k nerealistickým výsledk̊u. Pro překonáńı tohoto nedostatku
přidali do vyjádřeńı turbulentńıho napět́ı (1.66) disipačńı Smagorinského člen. Výsledný model
je:

τij = Csim(˜̄uiūj − ˜̄ui ˜̄uj)− 2(CS∆)2|S̄|S̄ij . (1.67)

Často bývá tento modifikovaný model podobnosti měř́ıtek v literatuře označován jako smı́̌sený
model.

V předešlých letech se vyskytlo mnoho modifikaćı modelu podobnosti měř́ıtek. Většinou se
ale jedná o alternativńı volbu parametru γ nebo konstanty Csim. Zang a kol. [90] upravil smı́̌sený
model použit́ım dynamického Smagorinského modelu. Na př́ıpadu recirkulačńıho proudu ukázal,
že tento model dosahuje velmi dobrých výsledk̊u. V simulaci turbulentńı směšovaćı vrstvy, kterou
realizoval Vreman a kol. [82], dosáhl smı́̌sený model podobnosti měř́ıtek nejlepš́ıch výsledk̊u mezi
šesti subgridńımi modely.

1.3.6. Model přibližné dekonvoluce

Daľśı postup, jak přistupovat k reprezentaci turbulentńıch subgridńıch napět́ı, navrhl Stolz
a Adams [77]. Vyvinuli proceduru, která se snaž́ı aproximovat p̊uvodńı nefiltrované rychlosti
z filtrovaných za pomoci inverzńıho filtru. Následně jsou tyto zrekonstruované rychlosti použity
pro výpočet subgridńıho napět́ı. Inverzńı filtr je vyjádřen pomoćı několika prvńıch člen̊u jeho
polynomického rozvoje do nekonečné řady. T́ım źıskáme aproximaci inverzńıho filtru. Vzniklý
model nazvali model přibližné dekonvoluce (z ang. approximate deconvolution model, zkráceně
ADM).

Ukažme si nyńı, jak je model přibližné dekonvoluce zkonstruován. Pro větš́ı přehlednost
a lepš́ı souvislost napǐsme znovu přefiltrované Navierovy-Stokesovy rovnice a rovnici kontinuity:

∂ūi
∂t

+
∂ūj ūi
∂xj

+
∂p̄

∂xi
− 1

Re

∂2ūi
∂xk∂xk

=
∂ūiūj
∂xj

− ∂uiuj
∂xj

. (1.68)
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∂ūi
∂xi

= 0. (1.69)

Výraz na pravé straně (1.68) je neuzavřený člen subgridńıch napět́ı. Připomeňme též definici
filtrovaných rychlost́ı ū(x):

ū = G ∗ u. (1.70)

Jak již bylo řečeno, model přibližné dekonvoluce se snaž́ı uzavř́ıt systém tvořený Navierovými-
Stokesovými rovnicemi a př́ıslušnými okrajovými podmı́nkami tak, že se źıská aproximace p̊uvod-
ńı nefiltrované rychlosti z rychlosti filtrované. Ty se následně použij́ı pro výpočet subgridńıho
napět́ı.

Aproximace p̊uvodńı nefiltrované rychlosti je dána následuj́ıćı konvolućı:

u?i = QN ∗ ūi, (1.71)

kde QN je aproximace inverzńıho fitru k filtru s jádrem G. Aproximace inverzńıho filtru má tvar:

QN =
N∑
ν=0

(I −G)ν ≈ G−1, (1.72)

kde I je operátor identity. Tento vzorec pro vyjádřeńı inverzńıho filtru k filtru G byl poprvé
využit v oblasti numerické analýzy obrazu pro rekonstrukci spektrálńıch čar. Použit́ım (1.72)
mohou být rekonstruované rychlosti u?i spočteny takto:

u?i = QN ∗ ūi = ūi + (ūi − ¯̄ui) + (ūi − 2¯̄ui + ¯̄̄ui) + . . .

= 3ūi − 3¯̄u+ ¯̄̄ui + . . . .

Autoři modelu přibližné dekonvoluce doporučuj́ı ve vztahu (1.72) použ́ıt parametr N = 5.
Vrat’me se zpět k tenzoru subgridńıch napět́ı. Nyńı máme vyjádřeny aproximace rychlost́ı

a můžeme je tedy dosadit do vyjádřeńı tohoto tenzoru. Źıskáme:

∂ūiūj
∂xj

− ∂uiuj
∂xj

≈ ∂ūiūj
∂xj

−
∂u?iu

?
j

∂xj
. (1.73)

Nyńı už je člen subgridńıho napět́ı uzavřen, tj. vyjádřen pomoćı ūi.
Avšak i poté, co použijeme výše uvedený model, z̊ustanou nejmenš́ı měř́ıtka turbulence

nedostatečně reprezentována, zvláště co se týká disipace energie. Z toho d̊uvodu je třeba dodat
do Navierových-Stokesových rovnic relaxačńı člen, který tento neduh odstrańı. Výsledný systém
má tvar:

∂ūi
∂t

+
∂u?iu

?
j

∂xj
+
∂p̄

∂xi
− 1

Re

∂2ūi
∂xk∂xk

= −χu(I −QN ∗G) ∗ ūi, (1.74)

přičemž parametr χu je dynamicky poč́ıtán tak, aby energie v nejmenš́ıch měř́ıtkách z̊ustala
konstantńı v čase.

Model přibližné dekonvoluce byl nejprve testován na př́ıpadě volně tlumené izotropńı turbu-
lence v p̊uvodńı práci Stolz a Adams [77]. Model prokázal neobyčejné kvality ve shodě s DNS
daty. Při významně menš́ıch výpočetńıch nákladech dosáhl lepš́ıch výsledk̊u, než běžně použ́ıvaný
dynamický model. Stolz a kol. [78] pak model upravili pro použit́ı i na př́ıpady, kdy jsou
ve výpočetńı oblasti př́ıtomny stěny. Př́ıtomnost stěny je zohledněna speciálńı volbou filtru
použitého pro filtraci Navierových-Stokesových rovnic. Tuto úpravu udělali pro př́ıpad proudu
kanálem. I pro tento př́ıpad dává model přibližné dekonvoluce vynikaj́ıćı výsledky. Kuerten [36]
použil model přibližné dekonvoluce pro př́ıpad dvoufázového prouděńı, kdy jsou částice unášeny
hlavńım proudem kanálem. I zde posloužil model velmi dobře a jeho použit́ım byla dosažena
vysoká přesnost predikce turbulentńıch statistik částic. Bohužel úprava pro př́ıtomnost stěn ve
výpočetńı oblasti pro př́ıpady s komplexńı geometríı by byla velice komplikovaná a nebyla dosud
realizována. To znamená, že model přibližné dekonvoluce je aplikovatelný pouze pro teoretický
výzkum turbulence bez možnosti použ́ıt ho pro technické a pr̊umyslové aplikace.
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Obrázek 1.7: Podélné fluktuace rychlosti částic se Stokesovým č́ıslem 1, srovnáńı subgridńıch
model̊u. Převzato z [36].

1.4 Shrnut́ı

V předchoźıch kapitolách byla představena metoda pro řešeńı turbulentńıho vazkého prouděńı
Large Eddy Simulation. Tato metoda se jev́ı jako perspektivńı a poskytuj́ıćı velice přesné
výsledky za cenu výrazně nižš́ıch výpočetńıch náklad̊u než metoda Direct Numerical Simula-
tion, která je v současné době považována za nejvěrohodněǰśı metodu slouž́ıćı k predikci chováńı
tekutiny a dosahuj́ıćı výsledk̊u reálných experiment̊u. Metoda Large Eddy Simulation je založena
na myšlence separace turbulentńıch útvar̊u malých prostorových měř́ıtek, pro jejichž exaktńı sim-
ulaci by bylo třeba mnoho výpočtového času. Tato odseparovaná měř́ıtka jsou mı́sto toho pouze
modelována. Za t́ımto účelem byla v minulosti vyvinuta celá řada tzv. subgridńıch model̊u. V této
práci jsou představeny nejvýznamněǰśı subgridńı modely. Každý uvedený model má své výhody
a nevýhody a jeho užit́ı záviśı na konkrétńıch podmı́nkách, které chceme simulovat.

Vzhledem k dobrým výsledk̊um dosahovaných metodou Large Eddy Simulation se jev́ı jako
vhodné použ́ıt tuto metodu pro simulaci tekuté (nosné) fáze při dvoufázovém prouděńı, kdy
druhá fáze je tvořena disperzńımi částicemi či kapičkami. Pohyb disperzńı fáze je velmi závislý
na turbulenci nosné fáze a je tedy třeba věnovat značnou pozornost predikci turbulence nosné
fáze.
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KAPITOLA 2

Generace turbulence na vstupu pro LES

2.1 Úvod

Problémy spojené s použit́ım metody Large Eddy SImulation pro řešeńı turbulentńıho prouděńı
byly diskutovány v předešlých kapitolách. Daľśım úskaĺım je správná specifikace okrajových
podmı́nek, zvláště pak okrajové podmı́nky pro vstup tekutiny do domény. Předepsaná rychlost
by měla být konzistentńı s vybraným turbulentńım modelem.

Při použit́ı RANS metod pro řešeńı prouděńı je většinou dostatečné, když je rychlost na
vstupu charakterizována rychlostńım profilem a př́ıslušnými turbulentńımi veličinami. Korek-
tnost použit́ı tohoto př́ıstupu byla ukázána v práci [13]. V této práci bylo demonstrováno, že
RANS řešeńı neńı př́ılǐs ovlivněno specifikaćı turbulentńıch charakteristik na vstupu do domény.
RANS modely vykazuj́ı univerzálńı asymptotické chováńı nezávislé na specifikaci turbulence na
okrajové podmı́nce vstupu, alespoň pro jednoduchá smyková prouděńı.

V př́ıpadech, kdy je použito metod DNS nebo LES a prouděńı na vstupu je turbulentńı, je
situace se specifikováńım turbulence na vstupu v́ıce problematická. Ve většině př́ıpad̊u jsou pouze
k dispozici souhrnné statistiky popisuj́ıćı proud na vstupu, např́ıklad hmotnostńı tok, profil
rychlosti a turbulentńı kinetické energie. Velice často známe pouze hmotnostńı nebo objemový
tok. Tento zp̊usob popisu proudu na vstupu je v př́ıpadě LES nebo DNS nedostačuj́ıćı.

Rychlost generovaná okrajovou podmı́nkou na vstupu do domény pro LES nebo DNS by
měla být tvořena časově proměnným signálem reprezentuj́ıćı turbulenci na vstupu. Nejlepš́ım
zp̊usobem, jak tohoto chováńı doćılit, je provést simulaci proudového pole před vstupem do
domény, kterou vyšetřujeme, např́ıklad prodloužeńım vstupńı část. Této zp̊usob poskytne nejvě-
rohodněǰśı popis turbulence na vstupu do domény. Bohužel aplikace tohoto př́ıstupu je omezena
faktem, že rostou výpočetńı nároky jak na techniku tak i čas. Tud́ıž vznikla snaha o vyvinut́ı
př́ıstupu, který bude s dostatečnou přesnost́ı turbulenci na vstupu aproximovat.

Ne vždy je však nutné předepisovat turbulenci na vstupu. Výjimky tvoř́ı př́ıpady, kdy je
rychlost na vstupu ustálená a nejsou př́ıtomny žádné fluktuace, např́ıklad když je prouděńı
na vstupu do domény laminárńı [61], [27]. V těchto př́ıpadech jsou generovány rozruchy, které
jsou posléze superponovány na laminárńı profil, a t́ım je spuštěn mechanismus přechodu do
turbulentńıho prouděńı. Nejsou tedy třeba žádné rychlostńı fluktuace na vstupu. Avšak tato
metoda nemůže být použita v př́ıpadech, kdy očekáváme turbulentńı režim prouděńı už na
vstupu do domény, protože simulace přechodu do turbulence by byla velmi nákladná. Z d̊uvodu
redukce výpočetńıch náklad̊u tedy požadujeme, aby vstup do domény byl co nejbĺıže oblasti,
kterou vyšetřujeme.
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2.2 Vliv reprezentace turbulence na vstupu na charakter prouděńı

Demonstrujme si d̊uležitost vlivu správné reprezentace turbulence na vstupu do domény na
př́ıkladu zpětného proudu za schodem. Geometrie oblasti, výpočetńı śıt’ a parametry prouděńı
budou specifikovány podrobněji v daľśı části disertačńı práce, v tomto mı́stě se spokojme se
stručnou charakteristikou. Geometrie vycháźı z experimentálńı práce [17]. Jedná se o zpětný
schod s expanzńım faktorem 5:3 (poměr výšky po rozš́ı̌reńı k výšce před rozš́ı̌reńım). Výška
náběžného kanálu před rozš́ı̌reńım je 40 mm, délka náběžného kanálu je 120 mm. Reynoldsovo
č́ıslo na vstupu je 13 800.

Byly testovány tři př́ıstupy:
Case A: Rovnoměrný rychlostńı profil na vstupu do výpočetńı domény. Nejsou př́ıtomny žádné
fluktuace.
Case B: Rychlostńı profil plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı na vstupu do výpočetńı
domény. Nejsou př́ıtomny žádné fluktuace
Case C: Plně vyvinuté turbulentńı prouděńı na vstupu do domény. Rychlost je proměnná v čase
i prostoru. Postup pro dosažeńı takovéto reprezentace turbulence na vstupu bude popsán v kapi-
tole 2.4

Na obrázku 2.1 je znázorněna velikost okamžité rychlosti v podélném řezu kanálem pro
př́ıpad A – rovnoměrný rychlostńı profil. Z obrázku je patrné, že fluktuace rychlosti jsou ge-
nerovány až po odseparováńı proudu za odtokovou hranou. Nepř́ıtomnost rychlostńıch fluktuaćı
dále vede k formaci separačńı bubliny na horńı stěně domény. To je zp̊usobeno faktem, že docháźı
k prouděńı ve směru nepř́ıznivého tlakového spádu ( ∂p∂x > 0) a tento tlakový spád destabilizuje
mezńı vrstvu, která je v tomto okamžiku ještě laminárńı, a docháźı k jej́ımu odtržeńı. Daľśı
d̊usledek chyběj́ıćıch fluktuaćı je jiný tvar recirkulačńı oblasti za schodem. Pro př́ıpad turbu-
lentńıho rychlostńıho profilu na vstupu (Case B) je situace obdobná. Také docháźı ke vzniku
separačńı bubliny na horńı straně kanálu.

Obrázek 2.1: Okamžitá rychlost pro
rovnoměrný rychlostńı profil (Case A)

Obrázek 2.2: Okamžitá rychlost pro plně
vyvinuté prouděńı na vstupu (Case C)

Velikost okamžité rychlosti pro plně vyvinuté turbulentńı prouděńı na vstupu (Case C)
v podélném řezu kanálem je na obrázku 2.2. Prouděńı má úplně jiný charakter než předešlé
př́ıpady. Nedocháźı k formaci separačńı bubliny na horńı straně kanálu. To je d̊usledkem faktu,
že pro tento př́ıpad prouděńı je mezńı vrstva už v režimu turbulentńım a je méně náchylná na
r̊uzné destabilizačńı vlivy.

Rychlost pr̊uměrovaná v čase po dobu 1s pro př́ıpady A a C je na obrázćıch 2.3 a 2.4. I na
těchto obrázćıch je velice dobře patrný rozd́ılný charakter prouděńı.

Na obrázku 2.5 jsou rychlostńı profily podélné složky rychlosti ve vzdálenosti x/H = 2
pro výše zmı́něné př́ıstupy. Počátek souřadného systému je umı́stěn do středu odtokové hrany.
Rovnoměrný rychlostńı profil na vstupu dává nerealistické výsledky. Z plochosti profilu v oblasti
y/H > 0 lze usuzovat, že délka náběžného kanálu neńı dostatečná pro dosažeńı turbulentńıho
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Obrázek 2.3: Pr̊uměrná rychlost pro
rovnoměrný rychlostńı profil (Case A)

Obrázek 2.4: Pr̊uměrná rychlost pro plně
vyvinuté prouděńı na vstupu (Case C)

profilu rychlosti. Rychlostńı profily ve větš́ı vzdálenosti za schodem (x/H=5) jsou na obrázku
2.6. Negativńı hodnoty rychlosti a výrazná deformace profilu v horńı části grafu indikuj́ı, že zde
došlo ke vzniku separačńı bubliny. Pro př́ıpad A už také došlo k opětovnému přilnut́ı proudu za
schodem.
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Obrázek 2.5: Rychlostńı profil ve vzdále-
nosti x/H = 2 za schodem
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Obrázek 2.6: Rychlostńı profil ve vzdále-
nosti x/H = 5 za schodem

Rychlostńı profily ve vzdálenostech x/H = 7 a x/H = 9 jsou na obrázćıch 2.7 a 2.8. Př́ıpad
B také nepredikuje pozici bodu opětovného přilnut́ı správně.
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Obrázek 2.7: Rychlostńı profil ve vzdále-
nosti x/H = 7 za schodem
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Obrázek 2.8: Rychlostńı profil ve vzdále-
nosti x/H = 9 za schodem
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Z provedené studie sleduj́ıćı vliv reprezentace turbulence na vstupu do domény na charak-
ter prouděńı vyplývá, že se tomuto problému muśı věnovat náležitá pozornost. Je zde ilus-
trováno, že r̊uzné př́ıstupy k okrajové podmı́nce pro rychlost na vstupu vedou k diametrálně
odlǐsným výsledk̊um. V př́ıpadu použit́ı rovnoměrného a turbulentńıho profilu na vstupu docháźı
v d̊usledku chyběj́ıćıch rychlostńıch fluktuaćı ke vzniku separačńı bubliny na horńı straně domény.
Také bod opětovného přilnut́ı je predikován velmi nepřesně. Pouze př́ıstup, kde je už na vstupu
plně vyvinuté turbulentńı prouděńı dává dostatečně přesné výsledky.

Bohužel v praxi v mnoha př́ıpadech nemáme informaci o mı́̌re turbulence na vstupu do
oblasti, ve které vyšetřujeme prouděńı. Mnohdy je znám pouze objemový nebo hmotnostńı tok
tekutiny na vstupu do oblasti a daľśı informace o proudu chyb́ı. V některých př́ıpadech může
docházet např́ıklad i ke šroubovitému pohybu tekutiny, který vzniká po pr̊uchodu tekutiny
kolen či jiným ohybem. Je pak na uvážeńı uživatele, jak velkou část př́ıvodu tekutiny do oblasti
v simulace zahrne.

2.3 Přehled metod pro generaci turbulence na vstupu

V předešlé kapitole byla demonstrována nutnost správné reprezentace turbulence na vstupu do
domény při použit́ı metody Large Eddy Simulation pro řešeńı problémů mechaniky tekutin.
Na př́ıpadě zpětného proudu za schodem bylo ukázáno, že i v takto geometricky jednoduchém
př́ıpadě je závislost proudového pole na okrajové podmı́nce velmi výrazná. Následuj́ıćı podkapi-
toly obsahuj́ı rešerši metod př́ıstupu k okrajové podmı́nce pro vstup pro LES.

2.3.1. Metody recyklace rychlosti

Asi nejpřesněǰśı metodou, jak popsat rychlostńı fluktuace plně vyvinutého turbulentńıho proudě-
ńı pro metodu Large Eddy Simulation nebo Direct Numerical Simulation, je provedeńı tak zvané
předběžné simulace (z anglického precursor simulation). Jediný účel této simulace je poskyt-
nout hlavńı simulaci přesnou informaci o rychlosti na vstupu do výpočetńı oblasti. Je-li možno
považovat prouděńı v př́ıvodńım potrub́ı/části tekutiny do domény za plně vyvinuté turbulentńı,
dá se tohoto faktu využ́ıt a předběžnou simulaci lze provést pouze na omezené části př́ıvodu s pe-
riodickými okrajovými podmı́nkami. Tento předpoklad neńı až tak omezuj́ıćı, protože ve většině
př́ıpad̊u vnitřńıho prouděńı (prouděńı potrub́ım č́ı kanálem) tento režim ve skutečnosti nastává.
Informace o proudu jsou pak v předběžné simulaci přenášeny z roviny výstupu na rovinu vstupu,
a tedy předběžná simulace si generuje svoje vlastńı vstupńı data.

Schéma znázorňuj́ıćı myšlenku a použit́ı předběžné simulace pro generaci turbulence na vstu-
pu je na obrázku 2.9. Předběžná simulace sestává z prodloužené vstupńı části do domény. Ve
směru proudu jsou předepsány periodické okrajové podmı́nky. Dále je v předběžné simulaci
definována rovina kolmá na směr proudu. Z této roviny je posléze přenášena rychlost na vstup
do hlavńı simulace a tato rychlost je použita jako okrajová podmı́nka pro hlavńı simulaci.

Výše představený př́ıstup byl použit v práci [31]. Z předběžné simulace, jež měla podobu
kanálu s periodickými okrajovými podmı́nkami, byla extrahována rychlost, která byla předepsána
na vstup do rovinného difuzoru. Pro řešeńı prouděńı byla použita metoda Large Eddy Simu-
lation. Daľśı př́ıklad použit́ı tohoto př́ıstupu ke generaci turbulence na vstupu je možné naj́ıt
v práci [18], kde je takto řešen př́ıpad zpětného proudu za schodem. Breuer a Rodi [8] použili
předběžnou simulaci periodického kanálu se čtvercovým pr̊uřezem pro generováńı vstupńıch dat
pro simulaci 180◦ kolena pomoćı LES. Aksevoll a Moin [2] použili simulaci dvou koaxiálńıch
trubek s periodickými okrajovými podmı́nkami pro generaci dat pro vstupńı sekci do koaxiálńı
spalovaćı komory.

Předběžná simulace nevyžaduje žádný speciálńı typ okrajové podmı́nky, stač́ı předepsat pe-
riodické okrajové podmı́nky ve směru proudu. Je však nutné věnovat značnou pozornost inicial-
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data na vstupu

periodické okrajové podmínky

hlavní simulace

předběžná simulace

Obrázek 2.9: Schéma použit́ı předběžné simulace pro generaci turbulence na vstupu pro simulaci

izaci proudu tak, aby v pr̊uběhu předběžné simulace bylo dosaženo plně vyvinutého turbulentńıho
prouděńı. Např́ıklad Rogers a Moser [63] nebo Kim a kol. [33] použili k inicializaci pr̊uměrný
rychlostńı profil plus pár nestabilńıch Fourierových mód̊u.

Jak už bylo zmı́něno výše, tento postup pro generaci dat na vstupu do domény je možno
použ́ıt pouze v př́ıpadech, kdy předpokládáme plně vyvinuté turbulentńı prouděńı na vstupu.

Daľśı metodu, jak generovat okrajovou podmı́nku pro rychlost na vstupu do domény pomoćı
předběžné simulace pro LES nebo DNS, navrhl Schluter a kol. [71]. Na základě předběžné si-
mulace je vytvořena databáze rychlosti. Tato databáze sestává z okamžité rychlosti v rovinách.
Předběžná simulace je provedena s periodickými okrajovými podmı́nkami ve směru proudu.
Z této databáze jsou posléze vyextrahovány fluktuace rychlosti a tyto fluktuace jsou dále trans-
formovány tak, aby splňovaly požadované statistiky. Transformace se ř́ıd́ı vztahem:

ui,LES(t) = ūi,RANS + (ui,DB(t)− ūi,DB(t))

√
u′2i,RANS√
u′2i,DB

, (2.1)

kde spodńı index LES znač́ı rychlost předepsanou na vstupu v hlavńı simulaci, index RANS znač́ı
požadované statistiky proudu a DB hodnotu z databáze. Výhodou této metody je, že pomoćı
vytvořené databáze můžeme jej́ı transformaćı dle uvedeného vztahu rekonstruovat rychlost a jej́ı
fluktuace s požadovanými statistikami. Keating a kol. [32] použili tuto metodu pro generováńı
okrajové podmı́nky pro LES simulaci proudu kanálem s Reynoldsovým č́ıslem Re = 6 900,
přičemž použili databázi založenou na simulaci proudu kanálem s hodnotou Reynoldsova č́ısla
Re = 2 280. Tedy jednoduchou transformaćı lze použ́ıt databázi vzniklou při určitém Reynold-
sově č́ısle pro v́ıce př́ıpad̊u s r̊uzným Reynodsovým č́ıslem. Zásadńı nevýhodou této metody je,
že vytvořenou databázi lze použ́ıt pouze pro př́ıpady se stejnou geometrickou konfiguraćı vstupńı
části do domény.

28



Kapitola 2: Generace turbulence na vstupu pro LES

2.3.2. Syntetická turbulence

Metody pro generaci turbulence na vstupu do domény, které nepouž́ıvaj́ı předběžnou simulaci či
databázi vzniklou z předběžné simulace, generuj́ı turbulenci pomoćı nějakých stochastických pro-
ces̊u. Tyto stochastické procesy využ́ıvaj́ı generátory náhodných č́ısel ke konstrukci náhodného
signálu rychlosti, který představuje turbulenci. Tyto metody se nazývaj́ı metody generace syn-
tetické turbulence (z angl. synthetic turbulence methods).

Metody generace syntetické turbulence jsou založeny na myšlence zrekonstruováńı signálu
rychlosti ze známých statistik proudu. Často se jedná o statistiky nižš́ıch řád̊u, jako je např́ıklad
pr̊uměrná rychlost, turbulentńı kinetická energie atd. Avšak takto zrekonstruovaný signál je
pouze hrubou aproximaćı skutečné turbulence. Turbulentńı statistiky vyšš́ıch řád̊u, např́ıklad ko-
relace v prostoru nebo v čase, složky Reynoldsova tenzoru napět́ı atd. nejsou zpravidla zohledněny
při generaci vstupńıho signálu rychlosti. Taky je třeba, aby syntetická turbulence generovaná
okrajovou podmı́nkou měla správnou strukturu. Turbulentńı prouděńı se totiž skládá ze širokého
spektra délkových a časových měř́ıtek, které zálež́ı na typu proudu. Neńı-li správně vygenerována
struktura turbulentńıch v́ır̊u a jejich dynamika, pak docháźı k tomu, že se takto vygenerovaná
turbulence muśı po nějaký úsek (vzdálenost či čas) vyv́ıjet, aby dosáhla fyzikálně správného
stavu.

V minulosti byla navržena celá řada metod generace syntetické turbulence. Tyto metody
lze rozdělit do dvou skupin podle toho, zda se aplikuj́ı ve fyzikálńım prostoru, nebo prostoru
Fourierově. Metody aplikované ve fyzikálńım prostoru se pak nazývaj́ı algebraické metody, re-
spektive metody spektrálńı.

Algebraické metody

Algebraické modely pracuj́ı na principu transformace náhodných č́ısel. Nejprve je vygenerována
množina náhodných č́ısel a ta je posléze transformována tak, aby splnila požadavky kladené na
základě statistik turbulentńıho proudu. Nejpř́ımočařeǰśı př́ıstup, jak generovat syntetickou tur-
bulenci, je vygenerovat množinu náhodných č́ısel, jež se ř́ıd́ı normovaným Gaussovým rozděleńım
N(0,1) s pr̊uměrnou hodnotou µ = 0 a rozptylem σ = 1. Tato množina je dále naškálována tak,
aby výsledné fluktuace měly správnou hodnotu turbulentńı kinetické energie k. Takto vzniklé
fluktuace jsou pak přičteny k požadovanému pr̊uměrnému rychlostńımu profilu. Vzniklý signál
reprezentuj́ıćı turbulenci na vstupu má pak tvar:

ui = Ui + ri

√
2

3
k, (2.2)

kde ri je realizace náhodné veličiny s rozděleńım pravděpodobnosti N(0, 1). Realizace prob́ıhá
nezávisle pro každou složku rychlosti v každém bodě a každém časovém kroku. Tato proce-
dura vygeneruje signál rychlosti se zadaným pr̊uměrným rychlostńım profilem Ui a zadanou
turbulentńı kinetickou energíı k. Bohužel nevýhoda tohoto velice jednoduchého př́ıstupu je,
že vzájemné korelace jednotlivých rychlostńıch složek jsou nulové. Takto vygenerovaný signál
rovněž neosahuje žádná délková či časová měř́ıtka.

Vylepšeńı této metody tak, aby byly jednotlivé složky rychlosti vzájemně korelovány, navrhl
Lund a kol. [43]. Metodu upravili tak, že složky vygenerované rychlosti jsou už vzájemně korelo-
vané. V př́ıpadech, kdy je znám Reynolds̊uv tenzor napět́ı Rij , může být tento tenzor použit
pomoćı Choleského rozkladu pro konstrukci turbulentńıho signálu:

ui = Ui + rjaij , (2.3)
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kde aij je:

(aij) =


√
R11 0 0

R21/a11

√
R22 − a2

21 0

R31/a11 (R32 − a21a31)/a22

√
R33 − a2

31 − a2
32

 . (2.4)

Pomoćı této procedury lze vygenerovat náhodný signál rychlosti, jej́ıž složky jsou vzájemně
korelované a splňuj́ı Reynolds̊uv tenzor napět́ı. To je ovšem pouze za předpokladu, že náhodná
veličina ri splňuje podmı́nky < rirj >= δij a < ri >= 0. Tyto podmı́nky jsou splněny v př́ıpadě,
jestliže se náhodná veličina ri ř́ıd́ı normovaným náhodným rozděleńım N(0, 1).

Výše představené stochastické metody pro generaci syntetické turbulence bohužel nejsou
schopny zachytit korelaci rychlosti ani v prostoru ani čase. V reálných př́ıpadech turbulentńıho
prouděńı je přenos energie mezi měř́ıtky dle energetické kaskády iniciován v oblasti velkých
měř́ıtek, která nesou většinu energie. V př́ıpadě rychlosti vygenerované dle výše uvedených
postup̊u je ovšem energie nesená proudem rovnoměrně rozdělena např́ıč celým spektrem, a tedy
malá měř́ıtka nesou v́ıce energie než ve skutečnosti. Při těchto malých měř́ıtkách (Kolmogorovo
měř́ıtko) docháźı k disipaci energie a energie vygenerovaná těmito metodami velmi rychle disipuje.
Lund a kol. [43] ukázali, že v př́ıpadech s prostorově vyv́ıjej́ıćı se mezńı vrstvou docháźı k lam-
inarizaci proudu, pro nějž byla použita uvedená stochastická metoda pro generaci rychlosti na
vstupu do domény. Glaze a Frankel [24] provedli simulaci proudu z kruhové výustky za použit́ı
zmı́něné metody. I v tomto př́ıpadě došlo k rychlému vymizeńı vygenerovaných fluktuaćı vlivem
disipace energie v oblasti malých prostorných měř́ıtek. Aider a Danet [1] dále zjistili, že použit́ı
stochastického př́ıstupu ke generováńı rychlostńıch fluktuaćı na vstupu má nepř́ıznivý vliv na
tvar separačńı bubliny v simulaci zpětného proudu za schodem. Velikost separačńı bubliny byla
v této simulaci nadhodnocena.

Daľśı metodu pro generaci rychlosti na vstupu pro LES spadaj́ıćı do kategorie syntetické tur-
bulence navrhli Klein a kol. [34]. Představili stochastickou metodu, která odstraňuje nedostatek
již zmı́něných stochastických metod a to chyběj́ıćı korelace rychlosti v prostoru a čase. Ko-
relace rychlosti je dosaženo přefiltrováńım náhodného signálu. Signál fluktuace rychlosti je defi-
nován jako konvoluce signálu náhodného a digitálńıho filtru typu dolńı propust. Jednorozměrný
rychlostńı signál je pak:

u′(j) =

N∑
k=−N

bk r(j + k), (2.5)

kde bk jsou konstanty filtru, N představuje š́ı̌rku filtru a rj+k je náhodná veličina generovaná
v bodě (j+k) ř́ıd́ıćı se rozděleńım N(0,1). Výsledná korelace rychlosti pak bude záviset na volbě
filtru:

〈u′(j)u′(j +m)〉 =
N∑

k=−N+m

bkbk−m. (2.6)

Tato procedura je rozš́ı̌rena o časovou závislost generované syntetické turbulence v rovině
(yz). Je vygenerováno trojrozměrné náhodné pole rm(i, j, k) pro každou složku rychlosti ozna-
čenou indexem m. Indexy i, j a k reprezentuj́ı čas t a souřadnici ve směru osy y a z. Trojdimen-
zionálńı filtr bijk je źıskán konvolućı tř́ı jednodimenzionálńıch filtr̊u bijk = bi · bj · bk. Tento filtr
je pak aplikován na náhodné pole rm(i, j, k) ve třech dimenźıch t, y a z a t́ım se źıská fluktuace
rychlosti:

u′m(j, k) =

Nx∑
i′=−Nx

Ny∑
j′=−Ny

Nz∑
k′=−Nz

bi′j′k′ rm(i′, j + j′, k + k′). (2.7)
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Kdyby bylo ćılem generovat pouze homogenńı turbulenci, pak by tato procedura t́ımto
krokem končila. Jelikož obecně turbulence na vstupu je nehomogenńı, tak rychlostńı signál na
vstupu je dále transformován pomoćı rovnice (2.3), aby byl splněn požadavek na středńı hodnotu
rychlosti a profil Reynoldsova tenzoru napět́ı.

Pro přesnou reprodukci fluktuaćı se správnou korelaćı by měly být koeficienty filtru bk
spočteny inverźı rovnice (2.6). Poněvadž korelace rychlosti nejsou ve většině př́ıpad̊u prouděńı
známy, Klein a kol. [34] použil Gauss̊uv filtr závislý na jediném parametru a to na integrálńım
délkovém měř́ıtku L.

Spektrálńı modely

Následuj́ıćı kapitola se krátce věnuje spektrálńım metodám. Tyto metody použ́ıvaj́ı dekompozici
signálu do Fourierových mód̊u. Poprvé byla Fourierova dekompozice pro generaci syntetické
turbulence použita v práci [35]. Proudové pole bylo iniciováno trojdimenzionálńı homogenńı
a izotropickou turbulenćı pro studii difuze pasivńıho skaláru. Poněvadž rychlostńı signál je ho-
mogenńı ve třech směrech v prostoru, tak může být rozložen do Fourierova prostoru jako:

u′(x) =
∑
k

ûke
−ik·x, (2.8)

kde k je trojdinemzionálńı vlnové č́ıslo. Každému komplexńımu Fourierově koeficientu je dána
velikost spočtená z předepsaného izotopického trojdimenzionálńıho spektra E(|k|) a náhodná
fáze Θk z intervalu [0, 2π]. Výsledné syntetické rychlotńı pole má pak tvar:

u′(x) =
∑
k

√
E(|k|) e−i (k·x+Θk). (2.9)

Tato metoda byla často využ́ıvána pro inicializaci rychlostńıho pole ve studíıch dočasného roz-
padu homogenńı izotopické turbulence [62].

Tuto metodu upravili Lee a kol. [40] pro použit́ı ke generaci okrajové podmı́nky na vstu-
pu. Předpokládali, že proud se vyv́ıj́ı ve směru osy x a ve směru os y a z je turbulence ho-
mogenńı. Rychlostńı signál může být tedy rozložen do Fourierových mód̊u jak je definováno
rovnićı (2.8) s Fourierovými koeficienty z energetického spektra předepsaného pomoćı frekvence
a dvou př́ıčných vlnových č́ısel. Takto upravenou metodu použili Le a kol. [39] pro předepsáńı
rychlosti na vstupu v simulaci zpětného proudu za schodem.

Bohužel se vyskytlo pár problémů spojených s použit́ım této modifikované metody. V př́ı-
padech, kdy výpočetńı śıt’ neńı rovnoměrná na vstupu, neńı možné použ́ıt rychlou Fourierovu
transformaci ve směru kolmém na stěnu. To přináš́ı značné výpočetńı náklady spojené s výpočtem
inverzńı Fourierovy transformace. Daľśı komplikace souviśı s použit́ım konstantńıho izotro-
pického energetického spektra např́ıč mezńı vrstvou. Tento fakt zp̊usob́ı to, že se proud muśı
dodatečně po nějakou vzdálenost vyv́ıjet, aby źıskal správné turbulentńı statistiky.

2.3.3. Buzeńı turbulence

Tato podkapitola krátce pojedná o schématech buzeńı turbulence. Schéma pro buzeńı turbulence
může mı́t dvoj́ı funkci. Bud’ zabránit postupnému rozpadu turbulence, nebo urychlit přechod do
plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı. Prvńı př́ıpad se použ́ıvá hlavně při studiu homogenńı
izotropické turbulence. Druhý př́ıpad se použ́ıvá např. v kombinaci s metodou generace synte-
tické turbulence pro rychleǰśı vývin turbulence.

V minulých letech bylo vyvinuto mnoho schémat pro buzeńı turbulence. Eswaren a Pope
[15] navrhli stochastické schéma buzeńı turbulence operuj́ıćı ve spektrálńım prostoru. Hlavńı
myšlenka spoč́ıvá v generaci dodatečné śıly, která je následně přidána do pohybových rovnic.
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Śıla je generována pouze pro určitý rozsah vlnových č́ısel. Śıla je źıskána realizaćı nezávislých
stochastických Ornstein-Uhlenbeckových proces̊u. Overholt a Pope [56] naopak navrhli deter-
ministické schéma buzeńı turbulence ve spektrálńım prostoru. Malým vlnovým č́ısl̊um je dodána
dodatečná energie. Tato energie záviśı na rychlosti a vstupńıch parametrech schématu buzeńı.
Toto schéma dává lepš́ı reprezentaci energii obsahuj́ıćıch v́ır̊u a menš́ı statistickou variabi-
litu veličin než schémata stochastická. Výše uvedená schémata byla navržena pro použit́ı ve
spektrálńım prostoru a tud́ıž je nutno daný problém do spektrálńıho prostoru převést. To je ve
většině př́ıpad̊u velice obt́ıžné či dokonce nemožné. Proto byla snaha vyvinout schéma buzeńı
turbulence ve fyzikálńım prostoru. Lundgren [44] navrhl takzvané lineárńı schéma buzeńı tur-
bulence. Do pohybových rovnic přidal člen, který je př́ımo úměrný rychlosti. Ukázalo se, že toto
schéma dosahuje stejných kvalit jako spektrálńı schémata buzeńı turbulence [64].

2.4 Schéma na genereci turbulence na vstupu

V této kapitole bude popsána metoda ke generaci turbulence na vstupu pro metodu Large Eddy
Simulation navržena v této práci. Nejprve bude představen matematický popis této metody.
Správná funkčnost metody je pak demonstrována na jednoduchém př́ıpadu prouděńı mezi dvěma
paralelńımi deskami. Výsledky simulaćı jsou porovnány s DNS daty.

2.4.1. Definice

Metoda pro generaci rychlosti na vstupu do domény navržené v této práci je částečně založena na
myšlence metod recyklace rychlosti. Dř́ıve než je řešena hlavńı simulace, je provedena simulace
předběžná. Předběžná simulace sestává z prodloužené vstupńı části do domény hlavńı simulace.
Předběžná simulace má předepsány periodické okrajové podmı́nky ve směru proudu. Aby došlo
k rychleǰśımu přechodu do plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı, je použito v předběžné
simulaci buzeńı turbulence.

Schéma buzeńı turbulence vyvinuté v rámci této práce je aplikováno ve fyzikálńım prostoru.
V rovině vstupu do výpočetńı domény je definováno několik bod̊u. V těchto bodech je následně
generována př́ıdavná bud́ıćı śıla. Śıla je generována v každém časovém kroku a tato śıla je pak
přidána do momentových rovnic. Śıla je generována pomoćı Ornstein-Uhlenbeckova procesu [29].
Ornstein-Uhlenbeck̊uv proces je stochastický difuzńı proces generován Langevinovou rovnićı,
který dává rozumnou aproximaci pro modelováńı rychlostńıch fluktuaćı [59]. Nicméně, Ornstein-
Uhlenbeck̊uv proces zde neńı použit ke generováńı rychlostńıch fluktuaćı, jak bylo použito v práci
[30]. Tento př́ıstup vede k lokálńımu porušeńı rovnice kontinuity v mı́stě generováńı fluktuaćı.
Mı́sto toho je v této práci použit ke generováńı bud́ıćı śıly, jež je posléze zahrnuta do pohybových
rovnic.

Generace bud́ıćı śıly je ř́ızena rovnićı (2.10):

Fmi (t+ ∆t) = Fmi (t)− Fmi (t)
∆t

TOU
+

(
2σ2

OU∆t

TOU

)1/2

ξ(t), (2.10)

kde ∆t je časový krok simulace, TOU a σOU jsou dva vstupńı parametry procesu. TOU charak-
terizuje integrálńı časové měř́ıtko procesu, σOU udává variabilitu (rozptyl procesu). Funkce ξ(t)
je náhodná veličina s normovaným Gausovým rozděleńım (nulová středńı hodnota, jednotkový
rozptyl). Jednotlivé body, v nichž se bud́ıćı śıla generuje, jsou označeny indexem m. Index i
odpov́ıdá složkám bud́ıćı śıly. Śıla generovaná v jednom bodě je nezávislá na silách generovaných
v bodech ostatńıch. Složky bud́ıćı śıly jsou taky na sobě nezávislé. Tedy počet realizaćı Ornstein-
Uhlenbeckova procesu je trojnásobný, než je počet bod̊u, v nichž je śıla generována.

Nab́ıźı se otázka, zda by nemohla být pro generaci bud́ıćı śıly použita pouze náhodná funkce
ξ(t). Z hlediska energetického spektra turbulence to však neńı vhodné. Signál generovaný funkćı
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ξ(t) je vysokofrekvenčńı signál a tud́ıž se maximum energetického spektra nacháźı v oblasti
vysokých frekvenćı. Při vysokých frekvenćıch docháźı v turbulentńım prouděńı k disipaci energie,
a tedy energie dodaná bud́ıćı silou by byla rychle disipována bez požadovaného účinku. Naproti
tomu energetické spektrum Oenstein-Uhlenbeckova procesu má tvar:

E(ω) =
(2/π)σ2

OU TOU
1 + T 2

OU ω
2
, (2.11)

kde ω je frekvence. Tedy maximum energetického spektra lež́ı v oblasti malých frekvenćı. Daľśı
výhoda Ornstein-Uhlenbeckova procesu je, že se jedná o proces korelovaný, což je vlastnost,
kterou turbulentńı prouděńı také vykazuje.

Pod́ıvejme se na definici bud́ıćı śıly trochu podrobněji. Druhý, deterministický člen rovnice
(2.10) zp̊usobuje relaxaci śıly směrem k nule při časovém měř́ıtku TOU . Třet́ı, difuzńı člen přidává

náhodný př́ır̊ustek s nulovou středńı hodnotou a rozptylem
(
2σ2

OU∆t/TOU
)1/2

. Ukázka tř́ı reali-
zaćı Ornstein-Uhlenbeckova procesu pro parametry TOU = 0, 01 a σOU = 5 je zobrazena na
obrázku 2.10.

0 0.05 0.1 0.15 0.2
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

t

F
(t
)

 

 

realizace 1

realizace 2

realizace 3

Obrázek 2.10: Realizace Ornstein-Uhlenbeckova procesu

Navržené schéma buzeńı turbulence má dva vstupńı parametry: TOU a σOU . Nyńı vyvstává
otázka, jak tyto parametry zvolit. Z definice procesu [59] se časové měř́ıtko procesu TOU má
rovnat hodnotě integrálńıho časového měř́ıtka proudu. Rozptyl procesu σOU se polož́ı roven
středńı rychlosti. Odhadnout časové měř́ıtko proudu bez hlubš́ı znalosti proudu je docela obt́ıžný
úkol. Jednou z možnost́ı je použ́ıt hrubé odhady tohoto měř́ıtka na základě rychlosti prouděńı
a hydraulického pr̊uměru. Parametr σOU se dle definice procesu [59] polož́ı roven středńı rychlosti
proudu.

Schéma předběžné simulace pro generováńı turbulence na vstupu navržené v této práci je na
obrázku 2.11.

2.4.2. Testovaćı př́ıpad

Výše navržené schéma pro buzeńı turbulence bylo otestováno na př́ıpadu prouděńı mezi dvěma
paralelńımi deskami. Simulace byla koncipována jako předběžná simulace před simulaćı hlavńı.
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periodické okrajové podmínky

směr proudu

- body, ve kterých je generována budící síla

Obrázek 2.11: Schéma předběžné simulace s buzeńım turbulece

Účelem této simulace bylo zjistit, zda navržené schéma buzeńı turbulence dává dobré výsledky,
tj. zda urychluje přechod do plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı a zda výsledný turbulentńı
proud vykazuje správné statistiky.

Popisuj́ıćı rovnice

Pro větš́ı přehlednost a ucelenost textu zde znovu uved’me rovnice popisuj́ıćı prouděńı, jež jsou
následně řešeny. Prouděńı je řešeno metodou Large Eddy Simulation. Soustava rovnic popisuj́ıćı
prouděńı tedy sestává z filtrované rovnice kontinuity (2.12) a filtrovaných momentových rovnic
(2.13):

∂ūi
∂xi

= 0, (2.12)

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj
(ūiūj) = −1

ρ

∂p̄

∂xi
+ ν

∂2ūi
∂xk∂xk

− ∂τij
∂xj

+ Fi. (2.13)

Do rovnice (2.13) byla př́ıdána dodatečná śıla Fi, která ma za úkol budit turbulenci. Tato
śıla je definována dle vztahu (2.10). Ve skutečnosti se jedná o trojrozměrné silové pole. Toto
pole má nenulové hodnoty pouze v pozićıch bod̊u, v nichž docháźı k buzeńı turbulence.

Pro vyhodnoceńı tensoru subgridńıch napět́ı byl použit standardńı Smagorinského model:

τij −
1

3
δijτkk = −2νtS̄ij . (2.14)

Takto navržené schéma buzeńı turbulence bylo implementováno do programu OpenFOAM
verze 1.7-x, konkrétně do řešiče pisoFoam.

Testovaćı př́ıpad

Jak již bylo zmı́něno, navržené schéma buzeńı turbulence bylo testováno na př́ıpadu prouděńı
mezi dvěma paralelńımi deskami. Proud je v plně vyvinutém turbulentńım režimu prouděńı.
Tento typ prouděńı je homogenńı ve směru po proudu i ve směru př́ıčném na směr prouděńı.
Statistiky proudu jsou tedy závislé pouze na vzdálenosti od stěny. Geometrická konfigurace
a parametry prouděńı vycháźı z DNS simulace plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı, jej́ıž
výsledky jsou k dispozici [28]. Konkrétńı konfigurace pak vycháźı z volby poloviny výšky kanálu
δ = 0, 01m a kinematické viskozity ν = 10−5m2s−1.
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Proud kanálem

Ověřeńı funkčnosti schématu bylo provedeno pro dva proudy s r̊uzným Reynoldsovým č́ıslem.
Nejprve byla uskutečněna simulace prouděńı s Reynodsovým č́ıslem založeným na třećı rychlosti
Reτ = 110 a potom pro vyšš́ı rychlost prouděńı s Reτ = 395.

Tabulka 2.1: Parametry prouděńı kanálem

ńızké Re vysoké Re

Reτ 110 395

Rem 3220 13925

třećı rychlost uτ 0,055 m/s 0,2 m/s

středńı rychlost um 1,61 m/s 6,96 m/s

Rozměry kanálu jsou: 5πδ ve směru proudu, 2δ ve směru kolmém na stěny a 2πδ ve směru
př́ıčném na proud. Pro danou kinematickou viskozitu ν = 10−5m2s−1 je Reynoldsovo č́ıslo
založené na středńı rychlosti Rem = 3220 pro Reτ = 110 a Rem = 13925 pro Reτ = 395.
Parametry prouděńı, pro které byly simulace provedeny, jsou souhrnně uvedeny v tabulce 3.1.

Výpočetńı śıt’ sestává z 60 x 50 x 50 buněk ve směru po proudu, kolmém a př́ıčném na proud.
Ve směru po proudu je děleńı oblasti rovnoměrné. Stejně je tomu tak i ve směru př́ıčném. Ve
směru kolmém docháźı ke zjemněńı výpočetńı śıtě směrem ke stěně, aby byla splněna podmı́nka
y+ = yuτ/ν ≈ 1. Velikost buněk ve směru po proudu a proti proudu je ∆x+ = 28 a ∆z+ = 13.
Rozměry oblasti a výpočetńı śıt’ jsou zobrazeny na obrázku 2.12.

Obrázek 2.12: Geometrie a śıt’ pro simulaci proudu kanálem

Okrajové podmı́nky byly definovány následovně. V pozićıch y = 0 a y = 2δ byla definována
okrajová podmı́nka stěny, tj. nulová rychlost. Ve směru po proudu byla dle definice schématu
buzeńı turbulence definována periodická okrajová podmı́nka. Ve směru př́ıčném na proud byla
rovněž definována periodická okrajová podmı́nka.

Jako počátečńı podmı́nka pro rychlost bylo použito pole rychlosti o konstantńı hodnotě.
Jediná nenulová složka tohoto pole je složka ve směru proudu o velikosti středńı rychlosti. Pro
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rychleǰśı přechod do turbulentńıho režimu prouděńı bylo použito navržené schéma buzeńı tur-
bulence. Je tedy nutno nadefinovat body, v nichž se bude generovat dodatečná bud́ıćı śıla. Bylo
nadefinováno celkem 15 bod̊u ve třech horizontálńıch řadách. Řady jsou od sebe vzdáleny δ/2,
přičemž prostředńı řada je umı́stěna doprostřed výšky kanálu (y = δ). Vzdálenost mezi jed-
notlivými sloupci bod̊u je πδ/3. Prostředńı sloupec se nacháźı v polovině š́ı̌rky kanálu (z = πδ).
Pozice bod̊u, v nichž docháźı ke generaci bud́ıćı śıly, je zachycena na obrázku 2.13.

Obrázek 2.13: Lokace bod̊u, v nichž docháźı k buzeńı turbulence

Simulace byly provedeny v programu OpenFOAM veze 1.7-x. Pro řešeńı byl použit řešič
pisoFoam, jenž použ́ıvá PISO algoritmus pro řešeńı Navier-Stokesových rovnic. Diskretizaci kon-
vektivńıch i difuzńıch člen̊u byla provedena pomoćı centrálńıch diferenćı druhého řádu přesnosti.
Pro integraci v čase bylo použito Crank-Nicolsonovo schéma druhého řádu přesnosti.

Posloupnost provedeńı simulaćı je následovná. Nejprve byl napoč́ıtán krátký, 0,1 s trvaj́ıćı
časový úsek prouděńı. V tomto časovém úseku došlo k inicializaci a přechodu do turbulentńıho
režimu prouděńı. Po této fázi simulace pokračoval výpočet po dobu 1s pouze s t́ım rozd́ılem,
že bylo aktivováno pr̊uměrováńı rychlostńıho a tlakového pole v čase. Důvodem, proč nebylo
pr̊uměrováńı aktivováno hned od samotného začátku simulace, je fakt, že simulace vycházela
z nerealistické počátečńı podmı́nky a časový pr̊uměr by byl po velice dlouhý časový interval touto
počátečńı podmı́nkou ovlivněn. Po 0,1 s bylo prouděńı považováno za statisticky stacionárńı,
a tedy má smysl aktivovat časové pr̊uměrováńı ke zjǐstěńı turbulentńıch statistik proudu.

2.4.3. Výsledky pro Reτ = 110

V následuj́ıćıch podkapitolách jsou prezentovány výsledky testovaćı simulace. Nejprve jsou uve-
deny výsledky pro ńızké Reynoldsovo č́ıslo Reτ = 110, potom pro vysoké Reynodlsovo č́ıslo
Reτ = 395. V grafech jsou výsledky LES simulace reprezentovány plnou čárou a DNS data
čárou čárkovanou.

Středńı rychlost pro simulaci o ńızkém Reynoldsově č́ısle je um = 1, 61m/s. Integrálńı časové
měř́ıtko bylo odhadnuto přibližně na 0,0125s. Parametry schématu buzeńı turbulence jsou tedy
TOU = 0, 0125 a σOU = 1, 61.

Graf na obrázku 2.14 ukazuje profil podélné složky rychlosti např́ıč kanálem. V grafu je
použita bezrozměrná rychlost u+ = u/uτ . Rychlostńı profil je symetrický podle roviny y = δ
s toleranćı 0,5%. Je tedy zobrazena pouze polovina rychlostńıho profilu. Lze si povšimnout, že
LES simulace s použit́ım schématu buzeńı turbulence lehce podhodnocuje rychlost v př́ıstěnné
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Obrázek 2.14: Rychlostńı profil např́ıč kanálem pro Reτ=110

oblasti. Rychlost je podhodnocena pouze v laminárńı podvrstvě y+ < 11. V logaritmické části
je rychlost predikována přesně.
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Obrázek 2.15: Fluktuace podélné složky
rychlosti pro Reτ=110
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Obrázek 2.16: Fluktuace složky rychlosti
kolmé na stěnu pro Reτ=110

Obrázky 2.15 a 2.16 ukazuj́ı fluktuace podélné a na stěnu kolmé složky rychlosti po výšce
kanálu. Shoda s DNS daty neńı tak dobrá, jako v př́ıpadě pr̊uměrné rychlosti. Rozd́ıly jsou
výrazněǰśı. V př́ıstěnné oblasti jsou fluktuace rychlosti nadhodnocovány. Sklon křivek je větš́ı
než je tomu v př́ıpadě DNS simulace. Maximálńı hodnota fluktuace podélné složky rychlosti
je v př́ıpadě LES simulace u+

rms = 2, 48, zat́ımco maximum predikováno DNS má hodnotu
u+
rms = 2, 63. Chyba v odhadu maximálńı fluktuace podélné složky rychlosti je 5, 7%. Poloha

maxima má r̊uznou hodnotu pro LES a DNS. Pro LES simulaci, maximálńı hodnota lež́ı ve
vzdálenosti y/δ = 0, 102 od stěny. V př́ıpadě DNS simulace je maximum umı́stěno v poloze
y/δ = 0, 13. Dále od stěny (y/δ > 0, 1) je fluktuace podélné rychlosti podhodnocena. Sklon
křivek reprezentuj́ıćı LES a DNS data je skoro stejný v této oblasti.

Fluktuace složky rychlosti kolmé na stěnu je rovněž nadhodnoceno v př́ıstěnné oblasti (y/δ <
0, 5). Maximálńı hodnota této fluktuace je vyšš́ı pro LES simulaci (max(v+

rms) = 0, 712 v pozici
y/δ = 0, 38 pro LES a max(v+

rms) = 0, 691 v pozici y/δ = 0, 44 pro DNS). Ve středńı části kanálu
je velikost na stěnu kolmé fluktuace rychlosti predikovaná LES simulaćı podhodnocena.

Obrázky 2.17 a 2.18 znázorňuj́ı energetické spektrum ve směru po proudu ve vzdálenostech
od stěny y/δ = 0, 5 a y/δ = 1. Je zde patrná dobrá shoda ve tvaru spektra s výsledky DNS
simulace. Hodnoty jsou podhodnocovány LES simulaćı.
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Obrázek 2.17: Energetické spektrum
v y/δ = 0.5 pro Reτ=110
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Obrázek 2.18: Energetické spektrum
v y/δ = 1 pro Reτ=110

2.4.4. Výsledky pro Reτ = 395

Středńı rychlost pro simulaci o ńızkém Reynoldsově č́ısle je um = 6, 96m/s. Integrálńı časové
měř́ıtko bylo odhadnuto přibližně na 0,0028s. Parametry schématu buzeńı turbulence jsou tedy
TOU = 0, 0028 a σOU = 6, 96.
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Obrázek 2.19: Rychlostńı profil např́ıč kanálem pro Reτ=400

Profil podélné složky rychlosti pro vysoké Reynoldsovo č́ıslo je na obrázku 2.19. Nastává
podobná situace jako v př́ıpadě prouděńı s ńızkým Reynoldsovým č́ıslem. Lze si povšimnout, že
LES simulace s použit́ım schématu buzeńı turbulence lehce podhodnocuje rychlost v př́ıstěnné
oblasti. Rychlost je podhodnocena pouze v laminárńı podvrstvě y+ < 11. V logaritmické části
je rychlost predikována přesně.

Fluktuace podélné a na stěnu kolmé složky rychlosti po výšce kanálu pro vysoké Reynoldsovo
č́ıslo jsou znázorněny v grafech na obrázćıch 2.20 a 2.21. Shoda LES a DNS simulace je i v tomto
př́ıpadě dobrá. Fluktuace podélné složky rychlosti u+

rms je nadhodnocena v bĺızkosti stěny.
V oblasti dále od stěny (y/δ > 0, 3) je tato statistika podhodnocena. Fluktuace podélné složky
rychlosti nabývá maxima max(u+

rms) = 2, 844 at y/δ = 0, 05 pro LES simulaci, zat́ımco v DNS
simulaci je max(u+

rms) = 2, 721 v pozici y/δ = 0, 036.
Opačná situace je v př́ıpadě fluktuaćı složky rychlosti kolmé na stěnu v+

rms. V př́ıstěnné
oblasti jsou tyto fluktuace podhodnoceny, v ostatńı části jsou nadhodnoceny. Křivka pr̊uběhu
fluktuaćı složky rychlosti kolmé na stěnu po výšce kanálu pro LES nemá tak výrazný vrchol
jako pro DNS simulaci (max(v+

rms) = 0, 941 v pozici y/δ = 0, 295 pro LES a max(v+
rms) = 0, 996

v pozici y/δ = 0, 179 pro DNS).
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Obrázek 2.20: Fluktuace podélné složky
rychlosti pro Reτ=395
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Obrázek 2.21: Fluktuace složky rychlosti
kolmé na stěnu pro Reτ=395

Energetické spektrum ve vzdálenosti od stěny y/δ = 0, 5 a y/δ = 1 pro vysoké Reynoldsovo
č́ıslo je zobrazeno v grafech na obrázćıch 2.22 a 2.23. Shoda mezi LES simulaćı a DNS daty je
v tomto př́ıpadě dobrá. Sklon energetického spektra je předpovězen dostatečně přesně. Hodnota
energetického spektra je podhodnocena pro vyšš́ı vlnová č́ısla v obou dvou vzdálenostech od
stěny.
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Obrázek 2.22: Energetické spektrum
v y/δ = 0.5 pro Reτ=395
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Obrázek 2.23: Energetické spektrum
v y/δ = 1 pro Reτ=395

2.4.5. Efektivita schématu buzeńı turbulence

V předešlé kapitole byla demonstrována činnost navrženého schématu buzeńı turbulence na
př́ıpadu prouděńı kanálem a výsledky simulaćı byly porovnány s DNS daty. Ukázalo se, že
navržené schéma buzeńı turbulence je schopno iniciovat přechod do turbulence a výsledný turbu-
lentńı proud má správné charakteristiky. Daľśı fakt, který je třeba určit, je efektivita navrženého
schématu buzeńı turbulence.

Na obrázku 2.24 je znázorněn pr̊uběh podélné složky rychlosti v čase pro př́ıpad prouděńı
s vysokým Reynoldsovým č́ıslem. Časový záznam byl poř́ızen v bodě umı́stěném v geometrickém
středu kanálu. Z tohoto pr̊uběhu lze vypozorovat, že od času t = 0, 015s se charakter křivky
téměř neměńı. Od této chv́ıle lze proud tedy prohlásit za statisticky stacionárńı (časové pr̊uměr
a rozptyl je konstantńı v čase) a můžeme ho považovat za plně vyvinutý turbulentńı proud.
Na základě tohoto faktu lze konstatovat, že k přechodu do plně turbulentńıho režimu prouděńı
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docháźı už po jednom pr̊uchodu proud́ıćıho média kanálem.
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Obrázek 2.24: Závislost podélné složky rychlosti na čase v bodě umı́stěném do geometrického
středu kanálu pro Reτ = 395

Dále byla provedena simulace bez použit́ı navrženého schématu buzeńı turbulence. Jej́ım
účelem bylo stanoveńı faktoru urychleńı přechodu do plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı
pro navržené schéma buzeńı turbulence. V této simulaci byly použity úplně stejné počátečńı
i okrajové podmı́nky, jaké byly použity v předchoźı simulaci, pouze bylo deaktivováno buzeńı
turbulence. Bohužel v př́ıpadě simulace bez buzeńı turbulence k žádnému přechodu do turbu-
lentńıho režimu prouděńı nedošlo. Proud z̊ustal laminárńı i po mnoha pr̊uchodech média kanálem
a nebyly vygenerovány žádné fluktuace. Stejnou zkušenost s t́ımto problémem má i mnoho
daľśıch uživatel̊u programu OpenFOAM. Speciálńı postup muśı být aplikován pro dosažeńı plně
vyvinutého turbulentńıho prouděńı. Jedńım z těchto postup̊u je např́ıklad vygenerováńı speciálńı
počátečńı podmı́nky pro rychlost s rozruchy, které se časem vyvinou v turbulentńı proud [72].
Navržené schéma buzeńı turbulence lze tedy považovat za daľśı možnost, jak tento nedostatek
překonat.
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Obrázek 2.25: Časový korelačńı koeficient rychlosti v bode uprostřed kanálu

Obrázek 2.25 ukazuje časový korelačńı koeficient spočtený z časového záznamu pr̊uběhu
podélné složky rychlosti. Rychlost byla monitorována v bodě uprostřed kanálu. Monitorováńı
rychlosti bylo započato v okamžiku dosažeńı plně vyvinutého turbulentńıho režimu prouděńı.
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Pomoćı tohoto grafu lze spoč́ıtat integrálńı časové měř́ıtko dle vztahu:

T =

∫ ∞
0

R(t)dt. (2.15)

Pokud provedeme tento integrál pro funkci R(t) znázorněnou na obrázku 2.25 , źıskáme hodnotu
integrálńıho časového měř́ıtka T = 0.0035 s. Odhadovaná hodnota časového měř́ıtka, která byla
použita jako vstupńı parametr pro schéma buzeńı turbulence, byla rovna TOU = 0.0028 s, což se
jev́ı být dostatečně přesným odhadem integrálńıho časového měř́ıtka proudu.

Daľśı d̊uležitou otázkou, kterou je třeba zodpovědět, je vliv počtu bod̊u, v nichž je generována
dodatečná bud́ıćı śıla. Byla provedena daľśı simulace prouděńı kanálem s vysokým Reynoldsovým
č́ıslem. Jediný rozd́ıl oproti dř́ıve provedené simulaci je rozd́ılný počet bod̊u, ve kterých je ge-
nerována bud́ıćı śıla. Namı́sto tř́ı řad po pěti bodech byly použity čtyři řady po pěti bodech.
Celkový počet bud́ıćıch bod̊u je tedy dvacet.
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Obrázek 2.26: Rychlostńı profil v kan8le pro
Reτ=400 a r̊uzný počet bud́ıćıch bod̊u
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Obrázek 2.27: Fluktuace podélné složky
rychlosti pro Reτ=400 a r̊uzný počet bud́ıćıch
bod̊u

Na obrázku 2.26 je zobrazen rychlostńı profil pro simulaci s dvaceti bud́ıćımi body. Z grafu
je patrné, že výsledek simulace se čtyřmi řadami bud́ıćıch bod̊u je skoro totožný s výsledkem
se třemi řadami bud́ıćıch bod̊u. Jediná oblast, kde se výsledky nepatrně odlǐsuj́ı, je v přechodové
podvrstvě. Podobné chováńı lze vidět na grafu znázorňuj́ıćım podélné fluktuace rychlosti (obrázek
2.27).

Z těchto fakt̊u lze usoudit, že zvyšuj́ıćı se počet bud́ıćıch bod̊u nemá zásadńı vliv na přesnost
simulace. Navržené schéma buzeńı tedy přechod do turbulentńıho režimu prouděńı pouze ini-
cializuje a urychĺı, ale jakmile je tohoto režimu dosaženo, pak bud́ıćı body ztráćı vliv a proud
už dále neovlivňuj́ı. Toto je možný d̊uvod shodných výsledk̊u simulaćı se třemi a čtyřmi řadami
bud́ıćıch bod̊u.

2.4.6. Shrnut́ı

V této kapitole byla představena metoda pro generaci turbulence na rovině vstupu tekutiny do
domény pro metodu Large Eddy Simulation. Správný popis turbulence na vstupu je jedńım
z problémů použit́ı metody LES. Bylo ukázáno, že r̊uzné zp̊usoby reprezentace turbulence na
vstupu do domény mohou mı́t v některých př́ıpadech zcela zásadńı vliv na výsledky simulace.

Schéma generace turbulence na vstupu do domény vyvinuté v rámci této práce je kombinaćı
předběžné simulace pro generaci turbulence a metody buzeńı turbulence. Schéma buzeńı tur-
bulence se ukázalo jako nezbytné pro inicializaci přechodu do turbulentńıho režimu prouděńı
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a jeho urychleńı. Bez použit́ı schématu buzeńı turbulence a rovnoměrné rychlosti jako počátečńı
podmı́nky pro předběžnou simulaci se sice v kanálu vyvinul rychlostńı profil, ale nebyly př́ıtomny
žádné fluktuace rychlosti. Prouděńı bylo stále laminárńı. Toto chováńı lze vysvětlit následovně.
Ve skutečnosti prob́ıhá proces přechodu do turbulence tak, že v proudu vznikaj́ı mı́sta lokálńıch
nestabilit (tak zvané turbulentńı skvrny), která se dále propaguj́ı a postupně proĺınaj́ı. V DNS
výpočtech jsou tyto nestability zastoupeny např́ıklad zaokrouhlovaćı chybou. Při použit́ı metody
LES však docháźı k filtraci (lokálńı prostorové pr̊uměrováńı) a jakmile se takovéto mı́sto nesta-
bility objev́ı, tak je právě d́ıky filtraci potlačeno. Skvrna turbulence je totiž mı́sto s vysokou
prostorovou frekvenćı a použit́ı filtru typu dolńı propust (viz kapitola 1.2.3) toto mı́sto eliminuje.
Je tedy nutno aplikovat jiný mechanizmus pro inicializaci pro přechod do turbulence.
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KAPITOLA 3

Pohyb částic

3.1 Úvod

Po mnoho let byl návrh a konstrukce systému zahrnuj́ıćı v́ıcefázové prouděńı založen pouze
na empirických poznatćıch. S postupem času docházelo k rozvoji a vývoji stále v́ıce sofistiko-
vaněǰśıch měř́ıćıch metod a technik, které přispěly k hlubš́ımu porozuměńı tohoto typu prouděńı
a přispěly k odvozeńı základńıch vztah̊u a fundamentálńıch parametr̊u. Rozvoj výpočetńı tech-
niky a s ńım spojený nár̊ust výpočetńıho výkonu dovolil vývoj numerických metod určených pro
simulaci v́ıcefázových systémů. V posledńı době toto odvětv́ı procháźı rychlým vývojem a nume-
rické simulace se stávaj́ı mocným efektivńım pomocńıkem při návrhu nových prvk̊u a systémů.

3.1.1. Klasifikace v́ıcefázového prouděńı

Vı́cefázovým prouděńım je myšleno prouděńı zahrnuj́ıćı v́ıce fáźı. Fáźı se mysĺı skupenstv́ı média
a může být plynné, kapalné nebo tuhé. Při v́ıcefázovém prouděńı docháźı k transportu a po-
hybu směsi těchto fáźı. V následuj́ıćıch odstavćıch budou stručně popsány jednotlivé kombinace
transportovaných fáźı, jež se v pr̊umyslových aplikaćıch vyskytuj́ı nejčastěji.

Disperzńı a odseparované fáze

Proud s př́ıtomnost́ı disperzńı fáze je takový proud, kdy jedna fáze je tvořena diskrétńımi prvky,
např́ıklad pevné částice, bublinky plynu v kapalině a tak dále. Jednotlivé prvky disperzńı fáze
nejsou nikterak propojeny.

Obrázek 3.1: Schématické znázorněńı proudu s disperzńı fáźı

V proudu s odseparovanými fázemi je vždy zřetelná hranice na kontaktu jednotlivých fáźı.
V daném bodu v prostoru se pak může nacházet pouze jedna fáze. Př́ıpad prouděńı s navzájem
odseparovanými fázemi je např́ıklad prouděńı vzduchu nad vodńı hladinou či filmem. Do tohoto
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př́ıpadu by se dal zahrnout i př́ıpad prouděńı dvou vzájemně nemı́sitelných kapalin. Takový
systém je sice tvořen složkami se stejnou fáźı, ale vlastnosti proudu s odseparovanými fázemi
tento systém splňuje. Př́ıklad prouděńı dvou nemı́sitelných kapalin je např́ıklad olejový film na
vodńı hladině.

Obrázek 3.2: Schématické znázorněńı proudu s odseparovanými fázemi

V některých př́ıpadech docháźı k postupnému přechodu z jednofázového prouděńı do prouděńı
s oddělenými fázemi a následnému prouděńı s disperzńı fáźı. K tomuto přechodovému jevu
docháźı např́ıklad v parńıch generátorech nebo bojlerech. Voda je teplými stěnami ohř́ıvána
a postupně docháźı ke vzniku malých bublinek páry. Bublinky páry postupně nar̊ustaj́ı, docháźı
k jejich koalescenci a proud přejde do režimu s odseparovanými fázemi.

Obrázek 3.3: Schématické znázorněńı s přechodem do disperzńı fáze

Proud plyn-kapalina

Tato kombinace v́ıcefázového prouděńı se objevuje v pr̊umyslových aplikaćıch velmi často. Jedná
se o transport bublinek v kapalině nebo naopak kapiček v plynu. Př́ıkladem transportu kapiček
v plynu je např́ıklad atomizace kapaliny ve sprej́ıch a jejich následné š́ı̌reńı. Tato aplikace je
d̊uležitá pro spalováńı kapalných paliv, kde kvalita spalováńı zálež́ı mimo jiné i na kvalitě atom-
izace. Daľśı aplikaćı je nanášeńı materiálu na r̊uzné povrchy pomoćı spreje.

Proud plyn-pevná fáze

T́ımto typem prouděńı se uvažuje transport pevných částic plynem. Tato kategorie zahrnuje
pneumatický transport částic. Př́ıklady tohoto typu proudu lze nalézt v uhelných elektrárnách při
dopravě uhelného prachu do spalovaćı komory a jeho následného rozptylu ve spalovaćı komoře.
Š́ı̌reńı prachu a jiných nečistot v prostřed́ı spadá také do této kategorie. Často je středem zájmu
zjǐstěńı, kde docháźı k depozici částic a jestli nehroźı zaneseńı nebo dokonce ucpáńı nějakého
prvku.
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Proud kapalina-pevná fáze

V zásadě se jedná o podobný typ proudu jako je proud plyn-pevná fáze, ale s t́ım rozd́ılem, že
nosná fáze je nyńı ve skupenstv́ı kapalném. Problém zahrnuj́ıćı tento typ proudu je např́ıklad
š́ı̌reńı nečistot ve vodńıch toćıch.

Jelikož je tato disertačńı práce zaměřena na problematiku transportu částic, tak se daľśı část
práce bude věnovat pouze systému plyn/kapalina–disperzńı fáze. Řešeńı daľśıch typ̊u v́ıcefázového
prouděńı je natolik specifické a odlǐsné, že vyžaduje jiný př́ıstup k řešeńı.

3.2 Model pohybu částic

Pro numerické simulace transportu a pohybu disperzńı fáze nosnou (kapalnou či plynnou)
fáźı je nutné sestavit matematický model popisuj́ıćı chováńı tohoto systému. Matematický
model popisuj́ıćı pohyb nosné fáze a metody k jeho řešeńı byl podán v předchoźıch kapitolách.
Následuj́ıćı kapitoly budou věnovány popisu pohybu disperzńı fáze.

3.2.1. Metody popisu pohybu částic

Existuj́ı dva obecné př́ıstupy k numerickým simulaćım pohybu částic unášených plynem či ka-
palinou. Jedná se o Euler̊uv a Lagrange̊uv př́ıstup. Každý př́ıstup má své výhody a nevýhody
odvislé od charakteru zkoumaného prouděńı.

Euler̊uv př́ıstup

Při použit́ı Eulerova př́ıstupu jsou částice považovány za druhou tekutinu, která se chová jako
kontinuum a s vlastnostmi analogickými s tekutinou. Jsou sestaveny rovnice pro pr̊uměrné vlast-
nosti částic, např́ıklad hustota částic na jednotkový objem směsi a tak dále. Tyto rovnice jsou
posléze řešeny společně s rovnicemi popisuj́ıćı pohyb nosné fáze. Tento př́ıstup je vhodný pro
simulace s velkými koncentracemi částic v proudu. V př́ıpadě, že pro popis nosné fáze je použit
také Euler̊uv př́ıstup, pak se tento př́ıstup k řešeńı v́ıcefázového systému označuje jako Euler-
Euler̊uv př́ıstup. Vı́ce informaćı o tomto př́ıstupu lze nalézt v [10].

Lagrange̊uv př́ıstup

Druhou možnost́ı, jak pospat a řešit pohyb disperzńıch částicv proudu, je použit́ı Lagrangeova
př́ıstupu. Pro každou částici je sestavena pohybová rovnice, která je v pr̊uběhu výpočtu řešena
společně s rovnicemi popisuj́ıćımi pohyb nosné fáze. Vyřešeńım pohybové rovnice pro částici
źıskáme polohu částice v závislosti na čase (trajektorii) a derivaćı polohy podle času lze źıskat
rychlost a zrychleńı částice.

Pohybová rovnice pro částici je sestavena pomoćı druhého Newtonova zákona:

dxp
dt

= v, (3.1)

mp
dv

dt
=
∑

F(u,v, t), (3.2)

Ip
dω

dt
=
∑

T(u,v, t), (3.3)

kde xp je poloha částice, v je rychlost částice, u je rychlost tekutiny v pozici částice, mp je
hmotnost částice a

∑
F(u,v, t) je výslednice všech sil p̊usob́ıćı na částici. Śıly, které mohou na
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částici p̊usobit, jsou popsány a kvantifikovány v následuj́ıćı kapitole. V př́ıpadech, kdy rotace
částice má výrazný vliv na jej́ı pohyb (viz např́ıklad Saffmanova či Magnusova śıla), je třeba řešit
zároveň s pohybovými rovnicemi i rovnici pro rotaci částice (3.3). Změna vektoru rotace ω je
pak dána celkovým silovým momentem

∑
T(u,v, t) p̊usob́ıćı na částici a momentem setrvačnosti

částice Ip.
V zásadě přesné určeńı sil p̊usob́ıćıch na částici a vyřešeńı pohybu částic vyžaduje detailńı

znalost rychlosti nosné fáze kolem každé částice, viz obrázek 3.4 a). Pro použit́ı takového př́ıstupu
je však nutné na povrchu částice předepsat okrajovou podmı́nku ulṕıváńı a doplnit tak globálńı
okrajové podmı́nky. Śıla p̊usob́ıćı na částici se pak źıská např́ıklad integraćı tlakového pole přes
povrch částice. V současné době je i přes nár̊ust výpočetńıho výkonu nemožné t́ımto př́ıstupem
řešit problémy zahrnuj́ıćı transport částic, s nimiž se lze běžně setkat. Počet částic, které lze
takto simulovat v jednoduchých geometríıch je řádu O(103), což je hodnota řádově nižš́ı, než
počet transportovaných částic v pr̊umyslových aplikaćıch. Tento př́ıstup muśı být často použit
v DNS výpočtech proudu s částicemi, nebot’ mnohdy rozměr výpočetńı śıtě je menš́ı než rozměr
částic. Jedńım ze zp̊usob̊u, jak reprezentovat částice v proudu v této situaci, je použit́ı metody
Immersed Boundary Method [57].

Obrázek 3.4: Velikost částice v porovnáńı s výpočetńı buňkou: a) plně rozřešené pole kolem
částice, b) bodová reprezentace částice

Pro to, aby byly simulace pohybu disperzńı fáze proveditelné, je třeba redukovat požadavek
na detailńı znalost rychlostńıho pole kolem částice. Mı́sto toho, aby byla částice uvažována jako
daľśı část domény se svou okrajovou podmı́nkou, je částice považována za hmotný bod a śıly na
ni p̊usob́ıćı jsou určeny částečně pomoćı empirických vztah̊u, viz obrázek 3.4 b). Pomoćı tohoto
př́ıstupu lze odsimulovat pohyb i velkého množstv́ı částic, řádově až O(109).

3.3 Sily p̊usob́ıćı na částice

Pro správné vyřešeńı pohybu částice je nezbytné určit śıly, které na částice v proudu p̊usob́ı.
Spektrum sil, které mohou na částice p̊usobit, je velmi široké. Může se jednat o śıly, které
jsou zp̊usobeny interakćı částice s tekutinou (např́ıklad śıla odporová, Saffmanova, Magnusova,
tlaková, Bassetova, virtuálńı a jiné). Dále to mohou být śıly od r̊uzných poĺı, v nichž se částice
nacháźı (např́ıklad śıla gravitačńı, elektrostatická či magnetická). Někdy je nutné uvažovat
i vzájemné silové p̊usobeńı částic mezi sebou (van der Wallsova śıla). Za př́ıtomnosti teplotńıho
gradientu může nabývat na d̊uležitosti śıla termoforezńı. V př́ıpadě transportu velmi malých
částic je mnohdy nutno uvažovat i śılu Brownovu. Zahrnut́ı všech těchto sil do simulaćı a jejich
vyhodnoceńı klade velké výpočetńı nároky na výkon i čas. Je proto nutné identifikovat domi-
nantńı śıly p̊usob́ıćı na částice, jež budou mı́t na pohyb částic velký vliv, a śıly, jež je možno pro
jejich malý vliv v simulaci zanedbat. Popis výše zmı́něných sil lze nalézt v [11], [10], [74].
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3.3.1. Odporová śıla

Nejd̊uležitěǰśı śıla, která p̊usob́ı na částice nesené tekutinou, je odporová śıla (z anglického drag
force). Tato śıla je většinou dominantńı silou p̊usob́ıćı na částice a muśı být uvažována skoro
ve všech př́ıpadech zahrnuj́ıćı transport disperzńı fáze. Odporová śıla sestává ze dvou složek:
třećı a tlaková. Třećı složka je vyvolána zbrzděńım tekutiny na povrchu částice a tlaková složka
souviśı se strukturou úplavu vzniklým za částićı při jej́ım pohybu v tekutině. Většinou se vliv
těchto dvou složek zohledňuje v jednom koeficientu a to v součiniteli odporu. Odporovou śılu
lze vyjádřit jako:

FD =
1

2
CD Ap ρf (u− v)|u− v|, (3.4)

kde CD je výše zmı́něný součinitel odporu, jenž souviśı s tvarem částice, Ap je pr̊umět plochy
částice do roviny kolmé na relativńı rychlost částice, ρf je hustota tekutiny, v ńıž se částice
nacháźı, u je rychlost tekutiny v pozici částice a v je aktuálńı rychlost částice. Za povšimnut́ı
stoj́ı, že když je relativńı rychlost částice (u−v) nulová, tak na ni nep̊usob́ı śıla odporu prostřed́ı.
Operátor | · | znač́ı velikost vektoru.

Částice mohou nabývat obecně r̊uzných tvar̊u např́ıklad koule, elipsoidu, válce a tak dále.
Poskytnout matematický model pohybu zahrnuj́ıćı obecný tvar částice je mimo rámec této práce
a proto se dále omezme pouze na částice kulové. Pro kulovou částici bude pr̊umět do všech
směr̊u stejný a to Ap = π/4 d2

p. Použijme tento výraz v rovnici (3.4) a dosad’me takto upravené
vyjádřeńı odporové śıly do druhého Newtonova pohybového zákona. Źıskáme:

mp
dv

dt
=

1

2
CD

πd2
p

4
ρf (u− v)|u− v|, (3.5)

kde mp je hmotnost částice a dp je poloměr částice. Zadefinujme si nyńı Reynolsovo č́ıslo částice
jako:

Rep =
ρfdp
µ
|u− v|. (3.6)

Jedná se tedy o Rynoldsovo č́ıslo založené na relativńı rychlosti částice a poloměru částice.
Pohybovou rovnićı popisuj́ıćı pohyb částice (3.5) lze při použit́ı Reynodsova č́ısla částice upravit
na tvar:

dv

dt
=

18µ

ρpd2
p

CDRep
24

(u− v). (3.7)

Součinitel odporu kulové částice

Obecně je odporový součinitel závislý na tvaru částice, jej́ı orientaci v̊uči okolńımu proudu a na
daľśıch parametrech jako např́ıklad Reynoldsovo č́ıslo, Machovo č́ıslo, intenzita turbulence a tak
dále. Jak již bylo zmı́něno výše, zabývejme se pouze kulovými částicemi.

Na obrázku 3.5 je zobrazen pr̊uběh velikosti součinitele odporu pro kulovou částici v závislosti
na Reynoldsově č́ısle částice. Je zde možno identifikovat r̊uzné režimy pohybu částic, které jsou
spojeny s charakteristickými rysy prouděńı kolem koule.

Na malé částice (Rep < 0, 5) maj́ı dominantńı vliv vazké třećı śıly. Neńı zde pozorován žádný
úplav za částićı. Analytické vyjádřeńı součinitele odporu částice pro tato Reynoldsova č́ısla lze
naj́ıt v práci [76]:

CD =
24

Rep
. (3.8)

Tento režim bývá často označován jako Stokes̊uv režim.
Daľśı režim je takzvaný režim přechodový (0, 5 < Rep < 1000). Kolem Reynodlsova č́ısla

částice zhruba 24 se zač́ıná proud okolo částice odseparovávat. Nejprve se jedná o symetrickou
separaci proudu, jež se se zvětšuj́ıćım Reynodlsovým č́ıslem stává při Rep ≈ 150 periodickou. Na
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Obrázek 3.5: Závislost velikosti součinitele odporu na Reynoldsově č́ısle částice. Převzato z [74]

Obrázek 3.6: Proudnice kolem částice pro Rep = 10, 100 a 500. Převzato z [11]

obrázku 3.6 jsou vykresleny proudnice kolem částice pro Reynoldsova č́ısla částice Rep = 10, 100
a 500. Mnoho korelaćı bylo navrženo pro tento nelineárńı režim, která vystihuj́ı experimentálńı
data s větš́ı či menš́ı přesnost́ı [10], [9]. Jedna z nejčastěji použ́ıvaných korelaćı je dle Schillera
a Neumanna [70], která vystihuje pr̊uběh odporového součinitele až do Rep = 1000 dostatečně
přesně:

CD =
24

Rep

(
1 + 0.15Re0.687

p

)
=

24

Rep
fD (3.9)

Často bývá tato korelace označována jako standardńı korelace odporového součinitele.
Při prouděńı s Reynoldsový č́ıslem částice větš́ım než 1000 je proud okolo částice plně turbu-

lentńı a úplav a v́ırová struktura za částićı se téměř neměńı až do kritického Reynoldsova č́ısla.
Tento fakt se projev́ı t́ım, že odporový součinitel je zhruba konstantńı a nabývá hodnoty:

CD ≈ 0, 44. (3.10)
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Tento režim se označuje jako Newton̊uv režim.
Při kritickém Reynoldsově č́ısle (Rep ≈ 2, 5·105) nastává prudký pokles hodnoty odporového

součinitele. Tento pokles je zp̊usoben přechodem mezńı vrstvy okolo částice z laminárńıho do
turbulentńıho režimu. Toto zp̊usob́ı zmenšeńı velikosti úplavu za částićı.

V nadkritickém režimu (Rep > 2, 5 · 105) docháźı k opětovnému kontinuálńımu vzr̊ustu
součinitele odporu. Tento režim pohybu částic však skoro v̊ubec nenastává, tud́ıž tento režim
neńı relevantńı.

3.3.2. Saffmanova śıla

Safmanova śıla je zp̊usobená rozd́ılným rozložeńım tlaku na částici vzniklým rotaćı částice
v proudu. Rotace částice je následkem nenulovosti gradientu rychlosti, jak je ukázáno na obrázku
3.7. Vyšš́ı rychlost na vrchńı straně částice vyvolává lokálńı pokles tlaku a zvýšený tlak na dolńı
straně s nižš́ı rychlost́ı zp̊usob́ı vznik dynamické vztlakové śıly (angl. lift force). Saffman [66]
analyzoval tuto śılu pro ńızká Reynoldsova č́ısla a odvodil vztah pro č́ıselné vyjádřeńı této śıly:

Obrázek 3.7: Částice ve smykovém proudu

FSaff = 1.61µfdp|u− v|
√
ReG, (3.11)

kde ReG je smykové Reynoldsovo č́ıslo definováno jako:

ReG =
d2
p

νf

du

dy
. (3.12)

Tento parametr může být uvažován jako Reynodlsovo č́ıslo založené na rychlostńı diferenci mezi
spodńı a vrchńı část́ı částice. Rovnici (3.11) lze přepsat do formy:

FSaff = 1.61d2
p(µfρf )

1
2 |ωf |−

1
2 [(u− v)× ωf ], (3.13)

kde
ωf = ∇× u (3.14)

je rotace rychlosti tekutiny.
Je možno si povšimnout, že v př́ıpadě pozitivńı relativńı rychlosti směřuje dynamická vzt-

laková śıla směrem k vyšš́ım rychlostem tekuté fáze. V př́ıpadě negativńı relativńı rychlosti má
tato śıla směr k nižš́ı rychlosti.

Saffmanova analýza je založena na předpokladu , že Reynoldsovo č́ıslo částice Rep je mnohem
menš́ı než smykové Reynoldsovo č́ıslo založené na diferenci rychlosti:

Rer �
√
ReG (3.15)
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a že obě tato č́ısla jsou menš́ı než jedna. McLaughlin [48] rozš́ı̌ril Saffmanovu analýzu pro
Reynoldsovo č́ıslo částice větš́ı než smykové Reynoldsovo č́ıslo a zjistil, že pro tyto př́ıpady
velikost dynamické vztlakové śıly prudce klesá. Mei [49] použil numerické výsledky, které źıskali
Dandy a Dweyer [12], a na jejich základě navrhl empirické vyjádřeńı korekce Saffmanovy śıly
v závislosti na Rep a ReG:

FL/FSaff = (1− 0.3314β1/2)exp

(
−Rep

10

)
+ 0.3314β1/2 pro Rep ≤ 40 (3.16)

= 0.0524(βRep)
1/2 pro Rep > 40 (3.17)

kde

β =
dp

2|u− v
|ωf |, 0.005 < β < 0.4 (3.18)

Mei [49] dále ukázal, že výše uvedená empirická korekce vystihuje McLaughlinovy výsledky [48]
s dostatečnou přesnost́ı.

3.3.3. Magnusova śıla

Magnusonova śıla je vztlaková śıla vzniknuvš́ı na základě rotace částice v proudu. Na obrázku
3.8 je schématicky znázorněno p̊usobńı této śıly na rotuj́ıćı částici s rotaćı ωp v proudu o rychlosti
u. Rotace částice nemuśı být nutně zp̊usobená nenulovým gradientem rychlosti, viz Saffmanova
śıla, ale rotaci může částice źıskat po kolizi s jinou částićı nebo po nárazu do stěny. Rotace
částice vyvolává deformaci proudového pole v okoĺı částice, docháźı k posunu bodu stagnace
a vzniku tlakové diference na částici.

Obrázek 3.8: Magnusova śıla p̊usob́ıćı na rotuj́ıćı částici v proudu

Rubinow a Keller [65] odvodili analytické vyjádřeńı Magnusovy śıly pro malé částice s Rey-
noldsovým č́ıslem menš́ı než jedna jako:

FMag =
π

8
d3
pρf

[(
1

2
∇× u− ωp

)
× (u− u)

]
, (3.19)

kde 1
2∇× u je lokálńı rotace tekutiny a ωp je rotace částice. Lze si povšimnout, že Magnusova

śıla bude nulová, jestliže rotace částice je stejná jako lokálńı rotace tekutiny.
Vzorec pro výpočet Magnusonovy śıly může být rozš́ı̌ren koeficientem rotace pro použit́ı pro

částice s vyšš́ım Reynoldsovým č́ıslem [10]:

FMag =
1

2
ρf
π

4
d2
pCLR|u− v|

(
(u− v)× ωr
|ωr|

)
, (3.20)

kde ωr je relativńı rotace částice vzhledem k rotaci tekutiny daná jako:

ωr = ωp −
1

2
∇× u. (3.21)
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K p̊uvodńımu vztahu (3.19) platného pro částice s malým Reynoldsovým č́ıslem se lze dostat
volbou koeficientu rotace:

CLR =
dp|ωr|
|u− v|

=
ReR
Rep

, (3.22)

kde

ReR =
ρfd

2
p|ωr|
µf

. (3.23)

Pro výpočet koeficientu rotace pro částice s Rep < 140 lze použ́ıt empirický vztah [55]:

CLR = 0, 45 +

(
ReR
Rep

− 0, 45

)
(exp)(−0, 05684 ·Re0,4

R ·Re
0,3
p ). (3.24)

3.4 Relaxačńı čas částice

Odezva částice nebo kapky na změnu rychlosti či teploty okolńı kapaliny je velice d̊uležitá veličina
dovoluj́ıćı definici bezrozměrného parametru charakterizuj́ıćı pohyb částice v proudu. Relaxačńı
čas částice se vztahuje ke schopnosti částice reagovat na změnu rychlosti proudu. Odvod’me nyńı
vztah, podle něhož lze relaxačńı čas částice spoč́ıst, a demonstrujme jeho vlastnosti. Pohybová
rovnice pro kulovou částici, na ńıž p̊usob́ı pouze śıla odporu prostřed́ı má tvar:

dv

dt
=

18µ

ρpd2
p

CDRep
24

(u− v) (3.25)

při použit́ı Reynoldsova č́ısla částice. Zadefinujme relaxačńı čas částice τp jako:

τp =
ρp d

2
p

18µ
. (3.26)

Lze si povšimnout, že velké těžké částice budou mı́t relaxačńı čas větš́ı než malé lehké částice.
Lehké částice tedy budou rychleji reagovat na změny rychlosti nosné fáze. Dále uvažujme, že
částice se pohybuje ve Stokesově režimu, tj. faktor CDRep/24 se bĺıž́ı k jedničce. Pak lze rovnice
(3.25) zjednodušit na tvar:

dv

dt
=

1

τp
(u− v). (3.27)

Tato rovnice má analytické řešeńı pro zjednodušený př́ıpad konstantńı rychlosti nosné tekutiny
v a rychlost částice u je v čase t = 0 nulová. V tomto př́ıpadě lze vyjádřit rychlost částice
v závislosti na čase jako:

v = u

(
1− exp

(
− t

τp

))
. (3.28)

Z této rovnice lze odvodit, že relaxačńı čas částice je doba potřebná pro dosažeńı rychlosti částice
u na 63,2% rychlosti tekutiny v. Grafické znázorněńı významu relaxačńıho času částice je na
obrázku 3.9.

Relaxačńı čas částice lze pomoćı časového měř́ıtka proudu bezrozměrnit. Výsledný parametr
se nazývá Stokesovo č́ıslo. Stokesovo č́ıslo je poměr relaxačńıho času částice a časového měř́ıtka
proudu:

St =
τp
τf
. (3.29)

Při pohybu částic v turbulentńım poli se běžně použ́ıvá integrálńı časové měř́ıtko turbulence pro
výpočet Stokesova č́ısla. Toto měř́ıtko charakterizuje velké, energii obsahuj́ıćı v́ıry.
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Obrázek 3.9: Grafické znázorněńı relaxačńıho času částice

Pro detailněǰśı studii vlivu Stokesova č́ısla na pohyb částice byla provedena simulace pohybu
r̊uzně velkých částic v turbulentńım poli. Jako př́ıpad turbulentńıho prouděńı byl zvolen proud
mezi dvěma paralelńımi deskami s Reynoldsovým č́ıslem Re = 13 500. Do středu kanálu byly
postupně umı́stěny r̊uzně velké částice a pak byl po dobu deseti sekund sledován vývoj rychlosti
každé částice v čase. Hustota částic je 1000 kg/m3. Poloměry částice byly voleny postupně
0,04865 mm, 0,15385 mm, 0,34401 mm, 0,48650 mm a 0,76923 mm, což pro dané podmı́nky
odpov́ıdá Stokesovým č́ısl̊um 0,1, 1, 5, 10 a 25. Počátečńı rychlost každé částice je nulová. To
umožňuje sledovat, jak jsou r̊uzně velké částice postupně zrychlovány proudem.

Obrázek 3.10: Srovnáńı pr̊uběhu rychlosti v čase pro r̊uzně velké částice

Na obrázku 3.10 je vyobrazena závislost rychlosti částice umı́stěné do turbulentńıho pole
na čase. Částice s nejnižš́ım Stokesovým č́ıslem St = 0, 1 je téměř ihned urychlena na rychlost
nosného proudu a velmi rychle reaguje na změnu proudu. Oproti tomu největš́ı částice s St = 25
nabývá rychlost pozvolna a neńı fluktuacemi rychlosti skoro v̊ubec ovlivněna.
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3.5 Interakce nosné fáze s částicemi

Vzájemnou interakćı mezi jednotlivými fázemi při v́ıcefázovém prouděńı rozumı́me vzájemnou
výměnu rozličných veličin mezi fázemi. Jednotlivé fáze si mezi sebou mohou např́ıklad předávat
hmotu (např́ıklad vypařováńı kapek unášených plynem), tepelnou energii (rozd́ılné teploty fáźı),
hybnost a podobně. V daľśım textu se omeźıme pouze na výměnu hybnosti mezi disperzńı
a nosnou fáźı.

Při transportu disperzńı fáze může docházet k několika režimům, co se týká vzájemného
ovlivněńı pohybu fáźı. Může doj́ıt pouze k ovlivněńı pohybu částic okolńı tekutinou, aniž by byl
pohyb tekutiny částicemi výrazně narušen. Tento režim se nazývá tak zvaný one-way coupling.
V daľśım režimu, two-way coupling, už je ovlivněńı nosné fáze částicemi tak výrazné, že nemůže
být zanedbáno. Při posledńım režimu, nazývaném four-way coupling, už hraj́ı významnou roli
i vzájemné kolize částic.

Parametr rozhoduj́ıćı o tom, který z režimu vzájemného ovlivněńı disperzńı a nosné fáze
nastane, je koncentrace disperzńı fáze, potažmo pod́ıl vzdálenosti mezi částicemi a pr̊uměru
částic. Systém disperzńı-nosná fáze lze rozdělit do dvou skupin. Označme si pr̊uměrný čas mezi
vzájemnými kolizemi částic jako τc a τp jako relaxačńı čas částice, viz rovnice (3.26). Pak pomoćı
pod́ılu τp/τc lze rozdělit proud typu disperzńı-nosná fáze na ř́ıdký a hustý.

V ř́ıdkém proudu je koncentrace částic ńızká a plat́ı:

τp < τc → τp
τc
< 1, (3.30)

zat́ımco v hustém proudu při vysokých koncentraćıch plat́ı:

τp > τc → τp
τc
> 1. (3.31)

Přehled režimů vzájemného ovlivněńı fáźı při v́ıcefázovém prouděńı typu tekutina-částice je na
obrázku 3.11. Popǐsme si nyńı jednotlivé režimy detailněji.

Two-way

coupling

Four-way

coupling

Vysoké koncentrace 

částic

Nízké koncentrace 

částic

One-way

coupling

objemový podíl částic v proudu [-]

vzdálenost mezi částicemi L/dp

Obrázek 3.11: Interakce nosné a disperzńı fáze v závislosti na koncentraci disperzńı fáze. Převzato
z [74]
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3.5.1. One-way coupling

Při velmi ńızkých koncentraćıch částic v proudu, kdy objemový pod́ıl částic nepřesáhne hodnotu
zhruba αp < 10−6, lze vliv částic na nosnou fázi zanedbat. Vzájemné kolize částic také nastávaj́ı
pouze ojediněle a nemuśı být uvažovány. Z hlediska numerických simulaćı tento fakt znamená,
že pro rozřešeńı pohybu nosné fáze nemuśıme do modelu popisuj́ıćı jej́ı pohyb zahrnout vliv
částic. V př́ıpadech ustáleného prouděńı lze vyřešeńı pohybu částic provést až ve fázi zpracováńı
výsledk̊u (post-processing). Tento př́ıstup je nazýván v odborné literatuře jako metoda trajek-
toríı (z anglického trajectory method [10]). V př́ıpadech použit́ı metody RANS pro vyřešeńı
pohybu nosné fáze, kdy jsou řešeńım v čase pr̊uměrné veličiny, je metoda trajektoríı plně apliko-
vatelná. Vliv turbulentńıch fluktuaćı je do pohybu částic zahrnut pomoćı eddy life-time modelu,
který navrhl Yuu a kol. [89] a vylepšil Gosman a Ioannides [26] pro model turbulence k − ε.
Vliv turbulence je přidán generováńım rychlostńıch fluktuaćı na základě turbulentńı kinetické
energie k a specifické disipace ε.

Při řešeńı časově neustáleného prouděńı nelze použ́ıt metodu trajektoríı pro určeńı pohybu
částic. Muśı být použita discrete element method [10]. Řešeńı pohybu částic prob́ıhá simultánně
s řešeńım nosné fáze. Při použit́ı metody LES pro nosnou fázi je nutno použ́ıt tento př́ıstup,
nebot’ LES simulace je ze své podstaty vždy časově neustálená.

3.5.2. Two-way coupling

Přesáhne-li objemový pod́ıl částic v proudu hodnotu αp > 10−5, pak už vliv částic na proud nelze
zanedbat. Při těchto koncentraćıch už docháźı k ovlivněńı nosné fáze disperzńı fáźı. K vzájemným
koliźım částice sice docháźı častěji než v př́ıpadě, kdy lze použ́ıt one-way coupling, ale jelikož
čas mezi jednotlivými kolizemi částic je větš́ı než relaxačńı čas částice a tud́ıž dominantńı vliv
na pohyb částice má interakce s tekutinou, tak mohou být vzájemné kolize částic zanedbány.
Z pohledu turbulence může docházet vlivem př́ıtomnosti částic v proudu bud’ k jej́ımu tlumeńı
nebo buzeńı. Této problematice je věnována kapitola 3.6.

3.5.3. Four-way coupling

V režimu hustého proudu, kdy objemový pod́ıl v proudu přesáhne hodnotu αp > 10−3, už nelze
zanedbat vliv vzájemných koliźı mezi částicemi. Frekvence srážek částic je vysoká a čas mezi nimi
je menš́ı než relaxačńı čas částice. To se dá interpretovat tak, že dř́ıve než je částice ovlivněna
okolńı tekutinou, tak dojde ke srážce s jinou částićı. Na pohyb částic maj́ı tedy dominantńı vliv
kolize s ostatńımi částicemi.

V numerických simulaćıch lze přistupovat ke koliźım dvoj́ım př́ıstupem. Prvńı př́ıstup je de-
terministický. Kolize částice se určuje na základě jejich trajektoríı a pr̊uměru částic. V pr̊uběhu
řešeńı jsou tedy přesně identifikovány pozice, kde ke kolizi dojde. Tento přistup je ovšem
velmi výpočetně náročný a s rostoućım počtem částic jen velmi těžko aplikovatelný [79]. Druhý
př́ıstup je stochastický. Je založen na pravděpodobnosti koliźı, jež byla odvozena v teorii plyn̊u
pro mezimolekulárńı srážky. Tato metoda je nazývána jako Direct Simulation Monte Carlo
method (DSMC). Pro vyhodnoceńı, zda nastane kolize či nikoli, je sledován pouze redukovaný
počet částic a dle jejich vzájemné relativńı rychlosti, poloměru a daľśıch parametr̊u je určena
pravděpodobnost srážek [80].

Na obrázku 3.12 jsou schematicky znázorněny interakce mezi jednolivými fázemi ve v́ıcefá-
zovém prouděńı typu nosná-disperzńı fáze.
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Částice

One-way

coupling

Částice

Tekutina

Two-way

coupling

Two-way

coupling

Four-way

coupling

Obrázek 3.12: Schéma interakćı v systému nosná-disperzńı fáze

3.6 Modulace turbulence částicemi

Tato kapitola je věnována problematice modulace turbulence částicemi. Jedná se tedy o př́ıstup
two-way coupling. Jak již bylo řečeno, při vyšš́ıch koncentraćıch částic docháźı k ovlivněńı nosné
fáze fáźı disperzńı. Vyvstává otázka, jak je nosná fáze ovlivněna. Z hlediska turbulence nosné fáze
může doj́ıt bud’ ke zvýšeńı mı́ry turbulence vlivem př́ıtomnosti disperzńı fáze anebo naopak k tlu-
meńı. Následuj́ıćı podkapitoly obsahuj́ı rešerši jak experimentálńıho tak i numerického výzkumu
provedeného v této oblasti.

3.6.1. Experimentálńı výzkum

V minulých letech bylo provedeno hodně experimentálńıch praćı zabývaj́ıćıch se problematikou
modulace turbulence částicemi. Přehled těchto praćı poskytuje Gore a Crowe [25]. Udělali
přehled dostupných experimentálńıch dat zahrnuj́ıćı systémy plyn/pevná fáze, plyn/kapalina,
kapalina/pevná fáze a kapalina/plyn v trubkách a tryskách. Jako hlavńı parametr vhodný
k rozhodnut́ı, zda je turbulence částicemi tlumena nebo buzena, určili poměr pr̊uměru částic
a délkového měř́ıtka turbulence. Zjistili, že pokud je tento poměr menš́ı než 0,1, pak docháźı
k tlumeńı turbulence, při vyšš́ım poměru je turbulence buzena. Práce se však nezabývá kvan-
titativńımi změnami turbulence, pouze udává, na kterých parametrech může změna intenzity
turbulence záviset (3.32):

%změna intenzity = f

(
ρp
ρ
,
ρLŪ

µ
,
ρURdP
µ

,
le
dP
,

√
u′2

UR
, φ

)
. (3.32)

Studii, jej́ımž ćılem bylo i kvantitativńı určeńı změny intenzity turbulence vlivem př́ıtom-
nost́ı částic v proudu, provedli Kulick a kol. [38]. Uskutečnili řadu měřeńı ve vertikálńım kanálu
plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı obsahuj́ıćı částice. Částice v kanálu jsou rovnoměrně
rozmı́stěny a měřeńı byla provedena pro r̊uzné druhy částic a pro r̊uzné hmotnostńı pod́ıly
částic až do 0,8. Zjistili, že rychlostńı profil částic např́ıč kanálem je relativně plochý ve srovnáńı
s rychlostńım profilem nosné fáze. Tato skutečnost je zp̊usobená silným př́ıčným mı́chaćım me-
chanismem. Rychlostńı profil nosné fáze se nezměnil. Fluktuace rychlosti částic ve směru proudu
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se ukázala být větš́ı než ve směru př́ıčném. Stupeň utlumeńı turbulence roste se Stokesovým
č́ıslem a hmotnostńım pod́ılem částic. Dále pomoćı spektra turbulence ukázali, že turbulence je
tlumena v́ıce v oblasti vysokých frekvenćı. Se snižuj́ıćı se frekvenćı už neńı útlum tak výrazný.

Fessler a Eaton [17] se zabývali experimentálńım výzkumem modulace turbulence částicemi
na složitěǰśı geometrii. Studovali změny turbulence na př́ıpadu vertikálńıho zpětného proudu za
schodem. Ve svém experimentu použili skleněné částice o pr̊uměru 90µm a 150µm a měděné
částice o pr̊uměru 70µm. Hmotnostńı pod́ıl částic v proudu činil až 40%. Zjistili, že mı́ra utlumeńı
turbulence částicemi roste se zvyšuj́ıćım se počtem částic v proudu. Kapitola 3.7 vycháźı z této
práce a v této kapitole bude realizována numerická simulace tohoto experimentu.

3.6.2. DNS simulace

V posledńıch letech se metody Direct Numerical Simulation a Large Eddy Simulation ukázaly
být velmi mocným nástrojem pro řešeńı dvoufázového prouděńı. Bylo provedeno hodně studíı
týkaj́ıćıch se two-way couplingu a modulace turbulence.

Squires a Eaton [75] provedli DNS simulaci buzené izotropńı turbulence s částicemi. Ukázali,
že těžš́ı částice, jež h̊uře reaguj́ı na změnu proudu, maj́ı rovnoměrněǰśı rozložeńı než lehč́ı částice,
tud́ıž zp̊usobuj́ı v́ıce homogenńı modifikace turbulentńıch veličin než lehké částice. Lehké částice
maj́ı tendence se shlukovat v oblastech vysokého smykového napět́ı a ńızké v́ı̌rivosti. Dospěli
k závěru, že př́ıdavný zdrojový člen v momentových rovnićıch zohledňuj́ıćı vliv částic na nosnou
tekutinu p̊usob́ı jako propad pro kinetickou energii turbulence. Disipace turbulence vzrostla d́ıky
př́ıtomnosti malých částic a roste se zvyšuj́ıćım se hmotnostńım pod́ılem částic.

DNS simulace volně tlumené izotropńı turbulence s částicemi realizovali Elghobashi a Trues-
dell [14]. Použili částice, jejichž relaxačńı čas je zhruba roven Kolmogorově časovému měř́ıtku
(τp ≈ τK). Ukázali, že za nepř́ıtomnosti jiných p̊usob́ıćıch sil (gravitace) částice předávaj́ı sv̊uj
moment hybnosti vysokým vlnovým č́ısl̊um nosné látky, tud́ıž zvyšuj́ı obsah energie v malých
měř́ıtkách. Toto je doprovázeno zvýšeńım viskózńı disipace a tud́ıž zvýšeńım přenosu energie
z velkých měř́ıtek proudu do malých měř́ıtek (energetická kaskáda). V závislosti na počátečńı
rychlosti částic se může turbulentńı kinetická energie zvýšit, ale pak docháźı k jej́ımu rychleǰśımu
poklesu než v př́ıpadě absence částic.

Ferrante a Elghobashi [16] na př́ıpadu volně tlumené turbulence studovali mechanismy,
jakými r̊uzně velké částice modifikuj́ı turbulenci.

Pohyb nosné fáze je popsán Navierovými-Stokesovými rovnicemi a rovnićı kontinuity. Navie-
rovy Stokesovy rovnice použité v [14] a [16] maj́ı tvar:

∂ui
∂t

+
∂

∂xj
(ujui) =

1

Re

∂2ui
∂x2

j

− ∂p

∂xi
− fi, (3.33)

rovnice kontinuity:
∂uj
∂xj

= 0. (3.34)

Posledńı člen v rovnici (3.33) je člen, který zohledňuje př́ıtomnost částic v proudu.

fi =

N∑
n=1

fn,i. (3.35)

Tento člen je roven záporně vzatým silám p̊usob́ıćı na částice, fn,i je i-tá složka śıly p̊usob́ıćı na
n-tou částici. Tyto śıly vystupuj́ı v pohybových rovnićıch popisuj́ıćı pohyb částice. Uvažujeme-li
pouze odporovou a gravitačńı śılu, pak tyto rovnice maj́ı tvar [16]:

mp

(
dvi
dtp

)
= mp

(ui − vi)
τp

+ (mp −mf )gi. (3.36)

Śıla fn,i je rovna pravé straně rovnice (3.36).
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3.6.3. LES simulace

Podobnou studii jako je [75] provedl Boivin a kol. [5]. Jedná se o LES simulaci buzené izotropńı
turbulence s částicemi. Použili částice, jejichž relaxačńı časy jsou velmi bĺızké Kolmogorově
časovému měř́ıtku, a r̊uzné hmotnostńı pod́ıly částic. Pro simulaci použili široké spektrum sub-
gridńıch model̊u. Nejprve provedli sérii a priori test̊u, při nichž přefiltrovali DNS data a následně
pomoćı subgridńıho modelu dopoč́ıtali disipaci a tzv. backscatter (přenos energie z oblasti malých
měř́ıtek do oblasti velkých měř́ıtek, který se může v proudu vyskytnout). Tyto testy ukázaly, že
nejvhodněǰśı se jev́ı být dynamický smı́̌sený model (kombinace dynamického modelu poč́ıtaj́ıćıho
turbulentńı viskozitu a scale-similarity modelu). Výsledky tohoto modelu si jsou hodně bĺızké
s DNS daty. U dynamického Smagorinského modelu vypozorovali, že se zvyšuj́ıćım se hmot-
nostńım pod́ılem částic v proudu roste hodnota Smagorinského konstanty CS . Výsledky a pos-
teriori test̊u tyto závěry potvrdili.

Velmi podrobnou studii prouděńı částic kanálem řešeným metodou Large Eddy Simulation
poskytuje Yamamoto a kol. [87]. Tato práce nestuduje pouze vliv částic na proud (turbulenci),
ale do výpočt̊u jsou zahrnuty i vzájemné kolize částic. Simulace byla provedena na př́ıpadě
prouděńı částic vertikálńım kanálem, jenž bylo experimentálně zkoumané Kulickem a kol. [38].
Ukázal, že vzájemné kolize částic hraj́ı nezanedbatelnou roli při tomto druhu prouděńı. V práci
jsou uvedeny výsledky jak pro two-way coupling, tak i pro four-way coupling (vzájemné kolize
částic). Vliv př́ıtomnosti částic a jejich vliv na okolńı proud je modelován podobně jako v [14]
a [16]. Do Navierových-Stokesových rovnic se přidal zdrojový člen rovnaj́ıćı se záporně vzatým
silám p̊usob́ıćıch na částice. Tento člen je přidán do Navier-Stokesových rovnic, které jsou posléze
přefiltrovány. Jako subgridńı model by použit Smagorinského model s použit́ım Van Driestova
tlumeńı, které zajist́ı nulovost Smagorinského konstanty na stěně:

νsgs = (Csfs∆s)
2
√

2SijSij , (3.37)

kde CS je Smagorinského konstanta, fs = 1 − exp(−y+/25) je Van Driestova tlumı́ćı funkce
a ∆s š́ı̌rka filtru. Modulace turbulence částicemi neńı v subgridńım modelu zahrnuta. Co se
týče Lagrangeových pohybových rovnic pro částice, tak do nich jsou zahrnuty mimo odporové
a gravitačńı śıly také śıla Magnusova a Saffmanova. Magnusova śıla je zp̊usobená rotaćı částice
a Saffmanova śıla je zp̊usobena nenulovost́ı rychlostńıho gradientu kolem částice. Při prouděńı
kanálem má Saffmanova śıla své opodstatněńı, protože v bĺızkosti stěny vzhledem k podmı́nce
ulṕıváńı neńı gradient rychlosti nulový.

Na rozd́ıl od výše zmı́něných LES simulaćı (Boivin [5] a Yamamoto [87]), které vliv částic
na proud modeluj́ı jenom pomoćı př́ıdavného členu do NS rovnic, je vliv částic zahrnut i do
subgridńıho modelu. Takto upraven je Smagorinského model a dynamický Smagorinského model.
Upravený Smagorinského model:

νsgs = (Cs∆s)
2|S̄|(1 + Cpφ̄p), (3.38)

hodnota konstanty Cp byla stanovena 0,9 na základě experimentálńıch výsledk̊u. Veličina φ̄p je
hmotnostńı pod́ıl částic v proudu.

Daľśı studii proudu vertikálńım kanálem s částicemi provedl Vreman a kol. [83]. Objemový
pod́ıl částic v proudu byl roven 1,3%, což je hodnota relativně vysoká v kontextu moderńıch
LES simulaćı dvoufázového prouděńı při použit́ı Lagrangeova př́ıstupu k popisu pohybu částic.
Pro takto vysoké koncentrace bylo nutné i zahrnout vliv vzájemných koliźı částic do simulace.
Výsledky ukázaly, že př́ıtomnost disperzńı fáze v proudu s tak vysokou koncentraćı zp̊usob́ı
zploštěńı rychlostńıho profilu. Z porovnáńı výsledk̊u źıskaných pomoćı two-way a four-way cou-
plingu vyplynulo, že zanedbáńı vzájemných koliźı částic má výrazný vliv na výsledné turbulentńı
statistiky proudu a tedy muśı být uvažovány.
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3.7 Zpětný proud za schodem

Numerické simulace zpětného proudu za schodem s částicemi jsou popsány v této kapitole.
V rámci disertačńı práce byla provedena série simulaćı zpětného proudu za schodem s částicemi.
Simulace byly provedeny pro r̊uzné druhy částic a r̊uzné koncentrace částic v proudu. Simulace
jsou provedeny při použit́ı two-way couplingu.

Zpětný proud za schodem je dobrý testovaćı př́ıpad pro verifikaci a validaci r̊uzných model̊u
transportu tekutiny, zejména pak turbulentńıch model̊u. Geometricky se jedná o velice jednodu-
chou doménu sestávaj́ıćı z kanálu, jež se skokově rozšǐruje ve směru proudu. Prouděńı v této
doméně má však velmi složitý charakter [81]. V mı́stě náhlého rozš́ı̌reńı docháźı k separaci proudu
a vzniká směšovaćı vrstva. Na spodńı straně za náhlým rozš́ı̌reńım pak docháźı k opětovnému
přilnut́ı proudu. Predikce bodu znovupřilnut́ı je velice náročný úkol z hlediska numerických sim-
ulaćı a turbulentńıch model̊u. V některých př́ıpadech může dokonce vznikat takzvaná separačńı
bublina na horńı straně domény [4].

3.7.1. Experiment

Numerické simulace zpětného proudu za schodem s částicemi provedenými v rámci této disertačńı
práce vycháźı z experimentálńı studie Turbulence modification by particles in a backward-facing
step flow, kterou provedli Fessler a Eaton [17]. Výsledky simulaćı jsou porovnány s experi-
mentálńımi daty uvedenými v jejich práci. Tato podkapitola obsahuje stručný popis experi-
mentu, zejména partíı, které jsou nutné pro realizaci numerické simulace. Detailńı informace je
možno nalézt v p̊uvodńı práci.

Geometrie oblasti sestává z kanálu 40 mm vysokého, jež se skokově na jedné straně rozšǐruje
na 66,7 mm. Expanzńı faktor (poměr výšky před rozš́ı̌reńım a po rozš́ı̌reńı) vycháźı tedy 5:3.
Rozd́ıl výšek udává výšku shodu 26,7 mm. Délka náběžného kanálu před rozš́ı̌reńım je 5,2 m.
Tato vzdálenost byla zvolena dostatečně dlouhá proto, aby došlo k ustáleńı proudu a k jeho
přechodu do plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı.

Reynodlsovo č́ıslo proudu v náběžném kanále založené na p̊ulce výšky kanálu 20 mm a osové
rychlosti 10,5 m/s je 13 800. Po rozš́ı̌reńı je Reynoldsovo č́ıslo rovno 18 400 (založeno na výšce
schodu 26,7 mm a osové rychlosti 10,5 m/s). Parametry prouděńı jsou shrnuty v tabulce 3.1.

Tabulka 3.1: Paramtry proudu

Proud náběžným kanálem Zpětný proud za schodem

Výška kanálu, h 40 mm Výška schodu, H 26,7 mm

Osová rychlost, U0 10,5 m/s Expanzńı faktor 5:3

Reh = U0h
ν 13 800 ReH = U0H

ν 18 400

uτ , třećı rychlost 0,5 m/s τf , Integrálńı časové měř́ıtko,
5H/U0

12,7 ms

Kolmogorovo měř́ıtko, η 170 µm

Jako disperzńı fáze v proudu byly použity tři druhy částic. Jedná se o skleněné částice
o pr̊uměru 90µm a 150µm a měděné částice o pr̊uměru 70µm. Hustota skleněných částic je
2500 kg/m3 a měděných 8800 kg/m3. Relaxačńı čas částice spočtený dle (3.26) vycháźı 61ms pro
90µm skleněné částice, 167 ms pro 150µm skleněné částice a 130 ms pro 70µm měděné částice.
Tedy 90µm skleněné částice by měly nejlépe reagovat na změnu okolńıho proudu a být proudem
v́ıce ovlivněny. Vlastnosti částic jsou uvedeny v tabule 3.2.
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Tabulka 3.2: Vlastnosti částic

Poloměr částice [µm] 90 150 70

Materiál částice sklo sklo měd

Hustota [kg/m3] 2500 2500 8800

Relaxačńı čas dle (3.26) [ms] 61 167 130

Experiment byl proveden pro hmotnostńı pod́ıly částic v proudu o hodnotě 20% a 40%.
Uvažujeme-li hustotu vzduchu 1,2kg/m3, pak objemový pod́ıl skleněných částic v proudu vycháźı
zhruba 9,6·10−5 pro 20% hmotnostńı pod́ıl a 1,92·10−4 pro 40% hmotnostńı pod́ıl. Pro takto
vysoké objemové koncentrace částic v proudu by už mělo doj́ıt k ovlivněńı proudu částicemi.

Ještě je nutno zmı́nit se o orientaci domény. Aby byl potlačen vliv gravitace na pohyb
částic a zabránilo se jejich usazováńı, byla doména umı́stěna vertikálně. Prouděńı prob́ıhá tedy
ve směru p̊usobeńı gravitačńıho zrychleńı. Experiment byl proveden pro dostatečně vysokou
rychlost proudu a částic a už nedocháźı k daľśımu urychleńı vlivem gravitace. V daľśıch částech
této práce je doména a prouděńı v ńı zobrazovány v horizontálńım uspořádáńı z d̊uvodu lepš́ıho
využit́ı mı́sta.

3.7.2. Model

Pro řešeńı pohybu vzduchu (nosné fáze) byla použita metoda Large Eddy Simulation. Pohyb
vzduchu je popsán pohybovými rovnicemi (3.39) a rovnićı kontinuity:

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj
(ūiūj) = −1

ρ

∂p̄

∂xi
+ ν

∂2ūi
∂xk∂xk

− ∂τij
∂xj
− fi, (3.39)

∂ūi
∂xi

= 0. (3.40)

Prouděńı nosné fáze je považována za nestlačitelné. V tomto př́ıpadě se jedná o prouděńı při
relativně malých rychlostech (Ma < 0.04). Stlačitelnost hraje d̊uležitou roli až při rychlostech
vyšš́ıch (Ma > 0.3). Materiálové vlastnosti vzduchu byly určeny při teplotě 20◦C. V p̊uvodńım
článku popisuj́ıćı experiment, ze kterého simulace vycházej́ı, neńı žádná zmı́nka ani o ma-
teriálových vlastnostech ani o podmı́nkách, při kterých byl experiment proveden. Hodnota 20◦C
se jev́ı jako reálná, avšak může se od skutečnosti drobně lǐsit. Tlak vzduchu byl uvažován 101
325 Pa. Při těchto podmı́nkách je hustota vzduchu ρ = 1, 2 kg/m3 a kinematická viskozita
ν = 1, 526 · 10−5 m2/s.

Posledńı člen v rovnici (3.39) je tak zvaný coupling člen. Pomoćı tohoto členu je zahrnut vliv
částic na nosnou fázi. Velikost tohoto členu je určena pomoćı principu akce a reakce. Kapalina
p̊usob́ı na částici nějakou silou a dle akce a reakce stejnou silou p̊usob́ı i částice na kapalinu.
Coupling člen je tedy roven záporně vzaté śıle p̊usob́ıćı na částice a je definován jako:

fi(x) =

N∑
n=1

δx,xn fn,i, (3.41)

kde δx,xn je Diracovo delta:
δx,xn = δ(x− xn). (3.42)
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xn je pozice n-té částice. Tato př́ıdavná śıla má tedy nenulovou hodnotu pouze v mı́stech, kde
se nacháźı částice, všude jinde je nulová. Pohyb částic je popsán Lagrangeovým př́ıstupem. Pro
každou částici je sestavena na základě Newtonova druhého pohybového zákona pohybová rovnice.
Mezi śıly p̊usob́ıćı na částice byly zahrnuty pouze śıla odporová a gravitačńı. Pro vyhodnoceńı
odporového součinitele částice byla použita standardńı korelace pro částice s Reynoldsovým
č́ıslem větš́ım než jedna, viz vztah 3.9. Pohybová rovnice pro n-tou částici má tvar:

dvn
dt

=
u(xn, t)− vn

τp

(
1 + 0.15Re0,687

p

)
, (3.43)

kde vn je rychlost n-té částice, u(xn, t) rychlost kapaliny v pozici částice xn, τp = ρpd
2
p/(18ρfν)

je relaxačńı čas částice.
Pro výpočet tenzoru subgridńıch napět́ı τij byl použit Smagorinského model:

τij −
1

3
δijτkk = −2νtS̄ij , νt = (CS∆)2|S̄|, (3.44)

S̄ij =
1

2

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
, (3.45)

kde |S̄| =|2S̄ijS̄ij |1/2.

Výpočetńı doména a śıt’

Obrázek 3.13: Výpočetńı doména

Tabulka 3.3: Rozměry výpočetńı oblasti

Výška kanálu Hu 40 mm

Délka kanálu Lu 120 mm (3 Hu)

Výška schodu H 26,7 mm

Výška za schodem Hd 66,7 mm

Délka za schodem Ld 540 mm (14 H)

Expanzńı faktor 5:3 (H:Hd)

Před generováńım výpočetńı śıtě bylo pro potřeby simulace nutné učinit omezeńı oblasti,
na ńıž byl proveden experiment. Poměr š́ı̌rky domény k výšce schodu byl na experimentálńı ge-
ometrii 17:1. Takto široká oblast byla zvolena z d̊uvodu eliminace vlivu bočńıch stěn. Uprostřed
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š́ı̌rky domény už neńı proud bočńımi stěnami ovlivněn a lze tedy výsledné statistiky proudu
považovat za dvojdimenzionálńı. Z hlediska numerických simulaćı pomoćı Large Eddy Simu-
lation je takto veliká š́ı̌rka domény komplikuj́ıćı faktor. Výpočet nelze provést na jednoduché
dvourozměrné śıti. Turbulence je děj ze své podstaty trojrozměrný. Metoda Large Eddy Simula-
tion na rozd́ıl od metody RANS, která skoro celé energetické spektrum modeluje, řeš́ı turbulenci
př́ımo s výjimkou nejmenš́ıch měř́ıtek (tj. většina energetického spektra je rozřešena výpočetńı
śıt́ı) a omezeńı do dvou dimenźı by zp̊usobilo značnou nepřesnost simulace.

Rozřešeńı prouděńı v celé experimentálńı doméně by vyžadovalo výpočetńı śıt’ s velice mnoho
buňkami potřebnými pro pokryt́ı celé domény a s nutným zjemněńım směrem k bočńım stěnám.
Z toho d̊uvodu bylo přistoupeno k simulaci pouze výseku o š́ı̌rce 120 mm. Na boćıch výpočetńı
domény pak byly předepsány periodické okrajové podmı́nky. Nastaveńı simulace odpov́ıdá kon-
figuraci nekonečně široké domény a tedy bez vlivu bočńıch stěn.

Pro potřeby simulace byla vytvořena hexahedrálńı výpočetńı śıt’. Pro tvorbu śıtě byl použit
generátor śıtě blockMesh, jež je součást́ı baĺıku OpenFOAM. Jedná se o blokově struktur-
ovanou výpočetńı śıt. Směrem ke stěnám se śıt’ zjemňuje za účelem splněńı podmı́nky y+ ≈ 1,
která je nutná pro přesné rozřešeńı př́ıstěnné oblasti. Kv̊uli zjemněńı śıtě na straně schodu
docháźı k proniknut́ı zjemněńı i do prostoru volného proudu a to má pak za následek prudký
nár̊ust maximálńıho Courantova č́ısla. Oblast směšovaćı vrstvy je taktéž dostatečně rozřešena
v d̊usledku přechodu z jemné śıtě u stěny náběžného kanálu do prostoru za schodem. Detail
výpočetńı śıtě v bĺızkosti odtokové hrany je na obrázku 3.14.

Obrázek 3.14: Detail výpočetńı śıtě na odtokové hraně

Výpočetńı śıt’ sestává celkově z 2 340 000 hexahedrálńıch buněk. U stěny je splněna podmı́nka
y+ < 1. Od stěny dále velikost buněk ve směru kolmém na stěnu postupně roste s expanzńım
faktorem 1,06. Zjemněńı buněk ve směru po proudu v náběžném kanále k odtokové hraně prob́ıhá
s expanzńım faktorem 1,13. Maximálńı velikost buňky je ve směru po proudu ∆x+ ≈ 28 a ve
směru př́ıčném ∆z+ ≈ 13.

3.7.3. Posloupnost výpočtu

V této podkapitole bude popsána posloupnost řešeńı zpětného proudu za schodem s částicemi,
a jak byly źıskány jednotlivé výsledky. Detailńı popis postupu vyhodnocováńı výsledných statis-
tik proudu s částicemi je nezbytný pro zpracováváńı výsledk̊u źıskaných pomoćı metody LES.
Metoda LES řeš́ı vždy neustálené prouděńı. Na rozd́ıl od metody RANS, kdy je výsledkem v čase
pr̊uměrné pole rychlosti, tlaku a jiných veličin a turbulence je reprezentována např. polem tur-
bulentńı kinetické energie a specifické disipace (k-ε model) nebo frekvenćı v́ır̊u (k-ω model),
je nutné turbulentńı statistiky źıskat časovým pr̊uměrováńım okamžité rychlosti v pr̊uběhu
výpočtu. Vzájemné porovnáńı okamžitých rychlost́ı nemá valný smysl, protože tato charakteris-
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tika v sobě neobsahuje informaci o pr̊uměrné hodnotě a jej́ı variabilitě. Volba časového intervalu,
po který budou poč́ıtány statistiky proudu, má velice zásadńı vliv na statistiky samotné, ale také
i na dobu potřebnou pro samotný výpočet.

Posloupnost výpočtu lze rozdělit do několika fáźı. Na obrázku 3.15 je schematicky znázorněn
pr̊uběh rychlosti v čase v jednotlivých fáźıch výpočtu.

Obrázek 3.15: Schématické znázorněńı posloupnosti výpočtu

Fáze 0: Předběžná simulace

Před samotným výpočtem zpětného proudu za schodem s částicemi byla provedena simulace
pouze náběžného kanálu. Simulace byla provedena s periodickými okrajovými podmı́nkami ve
směru po proudu a při použit́ı schématu buzeńı turbulence představeného v kapitole 2.4. Jediným
účelem této simulace bylo źıskáńı plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı v této části domény.

Fáze I: Inicializace proudu

Poté, co byla ukončena fáze 0, začala fáze inicializace proudu. V tuto chv́ıli už bylo přistoupeno
k simulaci zpětného proudu za schodem. Okamžité rychlostńı pole plně vyvinutého turbulentńıho
proudu v náběžném kanálu źıskané ve fázi 0 bylo přeneseno do geometrie zpětného schodu.
Za schodem byla ponechána rychlost nulová. Takto vzniklé pole bylo použito jako počátečńı
podmı́nka pro výpočet. Počátečńı rychlostńı pole (velikost rychlosti) je zobrazeno na obrázku
3.16.

Dále je nutné, aby na vstupu do domény zpětného proudu za schodem byla generována
turbulence. Jak je ukázáno v kapitole 2.2, správná reprezentace turbulence na vstupu do domény
má zásadńı vliv na výsledný charakter proudu. Z toho d̊uvodu byla ve vzdálenosti 80 mm za
vstupem do domény nadefinována rovina, ze které je rychlost přenášena zpět na vstup. Toto
nastaveńı je tedy ekvivalentńı použit́ı předběžné simulace pro generaci turbulence na vstupu, jak
je prezentováno na obrázku 2.9. Rovina, ze které se přenáš́ı rychlost zpět na vstup, má stejnou roli
jako periodické okrajové podmı́nky v př́ıpadě předběžné simulace. Přenášeńı rychlosti z roviny
za vstupem do domény zpět na vstup je schematicky znázorněno na obrázku 3.17.

Pr̊uměrováńı a výpočet rychlostńıch fluktuaćı byly v této fázi vypnuty. V této fázi docháźı
k vývinu proudu z počátečńı podmı́nky a přechodu proudu do statisticky ustáleného stavu.
Začne-li sběr statistik v době, kdy proud ještě neńı dostatečně vyvinut a nedosáhl statisticky
stacionárńıho stavu (tj. stavu, kdy jsou už statistiky proudu v čase neměnné), tak by došlo
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Obrázek 3.16: Počátečńı podmı́nka pro rychlost

Obrázek 3.17: Schéma přenosu rychlosti z roviny za inletem zpět na inlet

k výraznému ovlivněńı statistik proudu a výpočet by musel běžet velmi dlouhou dobu, aby
vymizel vliv této přechodové fáze ve výsledných statistikách.

Tato fáze trvala 0,5 s. Po této době přešel proud do statisticky stacionárńıho stavu. Na
obrázku 3.18 je znázorněn vývin jednotlivých složek rychlosti v čase po dobu prvńıch 0,5
sekundy z počátečńı podmı́nky zobrazené na obrázku 3.16. Jedná se o záznam rychlosti v bodě
o souřadnićıch (0,0534; 0,02; 0)m. Tento bod je umı́stěn ve vzdálenosti x/H = 2 od schodu
a ve výšce odpov́ıdaj́ıćı polovině výšky náběžného kanálu. Z obrázku je patrné, že do statisticky
ustáleného stavu proud přešel už po 0,1 s. Po této době záznam rychlosti v čase už nevykazuje
žádné trendy a docháźı pouze k “oscilaci” kolem pr̊uměrné hodnoty. Obdobné chováńı bylo
pozorováno ve v́ıce bodech nacházej́ıćıch se ve výpočetńı doméně.

Fáze II: Statisticky stacionárńı proud

V této fázi je už proud ve statisticky stacionárńım stavu a může zač́ıt sběr statistik. Okamžitá
rychlost v jednom okamžiku v této fázi je na obrázku 3.19. Proud už je plně vyvinut v celé
oblasti. Částice v této fázi v proudu př́ıtomny nejsou.

V rámci této fáze bylo odsimulováno 1,5 s prouděńı. Po tuto dobu byla poč́ıtána pr̊uměrná
rychlost v čase a rozptyl rychlosti. V pr̊uběhu výpočtu byl sledován vývoj těchto statistik v čase.
Po určité době došlo k jejich ustáleńı a dále se už neměńı. V tuto chv́ıli byla tato fáze ukončena.
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Obrázek 3.18: Vývoj rychlosti po dobu 0.5s

Obrázek 3.19: Plně vyvinutý zpětný proud za schodem

Vývoj pr̊uměrné rychlosti v čase v bodě o poloze x/H = 2 a y/H = 0.75 je zobrazen na obrázku
3.20. Je patrné, že 1,5 s simulace je dostatečná doba pro ustáleńı pr̊uměrné rychlosti a rozptylu.
Sice ještě docháźı k drobným výchylkám, ale ty už nejsou významné.

Fáze III: Vpuštěńı částic

Předchoźı fáze zahrnovaly pouze jednofázové prouděńı vzduchu doménou. Po ukončeńı sběru
statistik jednofázového prouděńı jsou do domény vpuštěny částice. Částice vstupuj́ı do domény
na rovině vstupu. Vstupńı pozice jsou určeny rovnoměrně náhodně v rovině vstupu. Počátečńı
rychlost částice byla identická s hodnotou rychlosti vzduchu v poloze částice.

Fáze IV: Sběr statistik dvoufázového proudu

V této fázi docháźı k sběru statistik proudu s částicemi. Počátečńı konfigurace na začátku této
fáze je vyobrazena na obrázku 3.21. Pr̊uměrováńı rychlosti bylo aktivováno a simulace běžela po
dobu 1,5 s.

Celkově bylo provedeno šest simulaćı s částicemi – dva typy částic (pr̊uměr 90 µm a 150 µm
skleněné částice a tři r̊uzné hmotnostńı pod́ıly částic v proudu). Fáze 0, I a II jsou pro všechny
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Obrázek 3.20: Vývoj pr̊uměrné rychlosti v čase

Obrázek 3.21: Počátečńı stav simulace s částicemi

simulace stejné, nejsou závislé na částićıch, a tedy tyto fáze byly realizovány pouze jednou. Fáze
III a IV byly provedeny pro každou simulaci s částicemi zvlášt’.

3.7.4. Výsledky jednofázového prouděńı

Výsledy jednofázového zpětného proudu za schodem jsou prezentovány v této kapitole. Statistiky
proudu jsou źıskány ve fázi II, kdy je proud už ve statisticky stacionárńım stavu. Pr̊uměrné
rychlosti a fluktuace rychlosti byly źıskány časovým pr̊uměrováńım a výpočtem rozptylu aktuál-
ńıho rychlostńıho pole po časový interval o délce 1,5s.

Na obrázćıch 3.22 až 3.25 jsou vyobrazeny rychlostńı profily v r̊uzné vzdálenosti od schodu.
Plná čára reprezentuje výsledek LES simulace bez částic. Experimentálńı výsledky jsou znázor-
něny pomoćı kroužk̊u.

Na obrázku 3.22 je rychlostńı profil ve vzdálenosti x/H = 2 za schodem. Shoda LES simulace
a experimentu je velice dobrá. Maxima i minima podélné složky rychlosti jsou předpověděny
velice přesně. Jen je zde patrný mı́rný posun proudu směrem k horńı straně domény. Tento posun
je patrný i na rychlostńım profilu v pozici x/H = 5 za schodem (obrázek 3.23). V horńı části
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domény (y/H > 0) je rychlost z LES simulace velmi bĺızko výsledk̊um experimentu. V úplavu
už tak dobrá shoda nenastává. Docháźı zde k nadhodnoceńı rychlosti zpětného proudu.
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Obrázek 3.22: Rychlostńı profil v pozici
x/H = 2 za schodem
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Obrázek 3.23: Rychlostńı profil v pozici
x/H = 5 za schodem

Pozice x/H = 7 (obrázek 3.24) je už velmi bĺızko k bodu opětovného přilnut́ı proudu na
spodńı stěnu domény. Podélná složka rychlosti zde dosahuje už skoro nulové hodnoty. Rychlost
zpětného proudu z LES simulace je i zde větš́ı než v experimentu. Tento fakt se projev́ı t́ım,
že pozice opětovného přilnut́ı proudu bude LES simulaćı nadhodnocena. Je to př́ımý následek
posunu proudu směrem k horńı straně domény, k němuž došlo v předchoźı části domény. V pozici
x/H = 9 za schodem je už proud přilnut (kladná rychlost po celé výšce). I zde je patrná velmi
dobrá shoda LES simulace a experimentu.
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Obrázek 3.24: Rychlostńı profil v pozici
x/H = 7 za schodem
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Obrázek 3.25: Rychlostńı profil v pozici
x/H = 9 za schodem

Na obrázku 3.26 je zobrazen pr̊uběh smykového napět́ı na spodńı stěně domény. Toto napět́ı
je definováno jako:

τw = µ
∂u

∂y
. (3.46)

Do tohoto vzorce byla za rychlost u dosazena v čase pr̊uměrná podélná složka rychlosti. V mı́stě,
kde je smykové napět́ı na stěně rovno nule, docháźı k opětovnému přilnut́ı proudu na stěnu.
Pr̊uběh smykového napět́ı na spodńı stěně nabývá nulové hodnoty v pozici x/H = 7, 71.
V článku popisuj́ıćı experiment je uvedena hodnota pozice bodu opětovného přilnut́ı x/H = 7, 4.
Předpověděná hodnota ze simulace se od hodnoty zjǐstěné experimentálně lǐśı o 4,2%.
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Obrázek 3.26: Pr̊uběh smykového napět́ı na stěně za schodem

Fluktuace podélné složky rychlosti po výšce kanálu po rozš́ı̌reńı jsou znázorněny na obrázćıch
3.27 až 3.30. Ve všech sledovaných pozićıch x/H = 2, 5, 7 a 9 je patrná dobrá kvalitativńı shoda
LES simulace s experimentem. Na grafu fluktuace rychlosti v pozici x/H = 2 (obrázek 3.27) je
možno pozorovat jiný tvar lokálńıch minim a maxim. Zat́ımco v experimentu nastává minimum
fluktuace podélné složky rychlosti ve výšce y/H = 0, 8, tak výška minima z LES simulace je
y/H = 0, 95 a pr̊uběh křivky minimem nemá tak výrazný ohyb jak v př́ıpadě experimentu.
Podobný trend je možno pozorovat i v ostatńıch pozićıch.
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Obrázek 3.27: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem

0 0.05 0.1 0.15 0.2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

y
/H

u’/U
0

x/H=5

 

 

LES

Experiment

Obrázek 3.28: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem

Na obrázćıch 3.27, 3.28 a 3.29 pro pozice x/H = 2, 5 a 7 je opět patrný odklon osy proudu
směrem k horńı stěně výpočetńı oblasti. Tento jev byl už pozorován v grafech pr̊uběhu pr̊uměrné
podélné složky rychlosti po výšce kanálu. Tento odklon může být zp̊usoben nadhodnoceńım
mı́ry turbulence proudu v simulaci. V př́ıpadě, kdy nejsou v proudu obsaženy žádné fluktuace,
tj. proud lze považovat za laminárńı (viz podkapitola 2.2), docháźı k výrazně jinému charak-
teru proudu. Proud je daleko v́ıce sklopen k spodńı straně kanálu za schodem. Na protěǰśı
straně docháźı i ke vzniku separačńı bubliny. Je-li proud v náběžném kanále plně turbulentńı,
tak k výraznému odklonu nedocháźı. Je to zp̊usobeno právě př́ıtomnost́ı rychlostńıch fluktuaćı
v proudu. Z teorie mezńıch vrstev vyplývá, že turbulentńı mezńı vrstva je daleko méně náchylná
k separaci při prouděńı v nepř́ıznivém tlakovém gradientu (∂p/∂x > 0) než vrstva laminárńı
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Obrázek 3.29: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
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Obrázek 3.30: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem

[88]. V turbulentńı mezńı vrstvě má výrazný vliv př́ıčný mı́chaćı mechanismus, který tuto vrstvu
stabilizuje. Na základě těchto skutečnost́ı se lze tedy domńıvat, že jiný odklon proudu v LES si-
mulaci je zp̊usoben nadhodnoceńım rychlostńıch fluktuaćı. Na obrázćıch 3.27, 3.28 a 3.29 můžeme
pozorovat nadhodnoceńı rychlostńıch fluktuaćı v horńı části regionu.

Na základě zde prezentovaných výsledk̊u lze ř́ıci, že přesnost výsledk̊u LES simulace jed-
nofázového zpětného proudu za schodem je dostatečná. Nyńı lze tedy přistoupit k simulaci
proudu s částicemi.

3.7.5. Výsledky dvoufázového prouděńı pro 90µm částice

V následuj́ıćıch podkapitolách jsou uvedeny výsledky simulaćı proudu s částicemi. Nejprve budou
prezentovány výsledky pro proud s př́ıtomnost́ı 90µm skleněných částic a potom výsledky pro
proud se 150µm skleněnými částicemi.

Ve fázi II simulace proudu byly zjǐstěny statistiky proudu bez částic. Následuj́ı fáze simulace
proudu s částicemi.

Ve fázi III jsou do domény vpuštěny částice. Částice do domény vstupuj́ı na rovině vstupu.
Počátečńı pozice částice je určena rovnoměrně náhodně na rovině vstupu. Vstup do domény má
obdélńıkový tvar. Byla tedy vygenerována dvě náhodná č́ısla v rozmeźı délky a výšky vstupńıho
pr̊uřezu a tato byla použita coby vstupńı pozice částice. Generace náhodných č́ısel prob́ıhala
při použit́ı rovnoměrného rozložeńı. Rychlost vstupuj́ıćı částice byla inicializována na hodnotu
rychlosti tekutiny v pozici částice. Jakmile prvńı částice opustily doménu, tak byla fáze III
ukončena.

Sběr statistik proudu s částicemi prob́ıhá ve fázi IV. Tato fáze trvá stejně jako fáze II, ve
které prob́ıhal sběr statistik proudu bez částic, 1,5 s. Po tento časový okamžik byla poč́ıtána
v čase pr̊uměrná rychlost a rozptyl rychlosti.

Na obrázćıch 3.31 až 3.33 je zobrazeno pole v čase pr̊uměrného hmotnostńıho pod́ılu φ
90µm částic v proudu pro hodnoty hmotnostńıch pod́ılu φ = 20%, 40% a 60%. Na těchto
obrázćıch je patrné, že 90µm skleněné částice nejsou výrazně ovlivněny unášej́ıćım vzduchem.
Lze si povšimnout, že většina částic je v hlavńım proudu. Do úplavu vzniklým za schodem
se dostane pouze velmi omezené množstv́ı částic. Vyobrazeńı hmotnostńıho pod́ılu pro vyšš́ı
koncentrace má stejný charakter, pouze se zvyšuje hodnota hmotnostńıho pod́ılu. Dále je pa-
trný postupný nár̊ust koncentrace částic v bĺızkosti horńı strany domény. Jedńım z možných
vysvětleńı tohoto jevu je tak zvaná turboforeze (z anglického turbophoresis). Vlivem tohoto
jevu docháźı k pohybu částic v turbulentńım proudu směrem ke stěnám. Bylo ukázáno, že tento
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Obrázek 3.31: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 90µm částic v proudu pro φ=20%

Obrázek 3.32: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 90µm částic v proudu pro φ=40%

Obrázek 3.33: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 90µm částic v proudu pro φ=60%

jev je možno pozorovat i při numerických simulaćıch proudu s částicemi pomoćı metod DNS
a LES [37].

Co se týká v čase pr̊uměrného rychlostńıho pole proudu s částicemi, tak to neńı vlivem
př́ıtomnosti částic v proudu ovlivněno. Tento fakt je plně v souladu s experimentálńımi studiemi
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a i numerickými simulacemi [38], [17], [87], [83].
Mı́ra turbulence je však částicemi ovlivněna. Na obrázćıch 3.34 až 3.41 je zobrazen profil fluk-

tuace podélné složky rychlosti např́ıč kanálem v pozićıch za schodem x/H = 2, 5, 7 a 9. Graf vlevo
obsahuje výsledek LES simulace, vpravo je pro porovnáńı výsledek experimentu. Výsledek LES
simulace a experimentu neńı uveden v jednom grafu z d̊uvodu zhoršeńı přehlednosti a názornosti
grafu obsahuj́ıćıho větš́ı množstv́ı křivek. Př́ımé porovnáńı těchto veličin proudu bez částic bylo
provedeno v předchoźı kapitole, a jelikož tato statistika neńı př́ıtomnost́ı částic ovlivněna nato-
lik, aby se zásadně změnil jej́ı charakter, tak je i z tohoto d̊uvodu od př́ımého porovnáńı LES
simulace a experimentu upuštěno.
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Obrázek 3.34: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem
s 90µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.35: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem
s 90µm částicemi - experiment

Na dvojici obrázk̊u 3.34 a 3.35 je srovnáńı fluktuace podélné složky rychlosti proudu s př́ıto-
mnost́ı 90µm skleněných částic o hmotnostńıch pod́ılech 20%, 40% a 60%. Bohužel v článku
popisuj́ıćı experiment jsou uvedena data pouze pro hmotnostńı pod́ıl částic v proudu 20%. Data
pro vyšš́ı koncentrace částic uvedena nejsou. Na výsledku LES simulace je vliv částic malý, ale
patrný. V horńı části domény y/H > 0 docháźı k mı́rnému tlumeńı turbulence. S rostoućı kon-
centraćı částic v proudu roste i mı́ra utlumeńı. Ve výšce y/H = 0, 85 je mı́ra utlumeńı turbulence
rovna zhruba 2% pro 60% hmotnostńı pod́ıl částic v proudu. V dolńı části domény neńı turbu-
lence nikterak ovlivněna. Zřejmě je to zp̊usobeno faktem, že se do této oblasti nedostanou skoro
žádné částice. Bohužel ze srovnáńı s experimentem nelze usuzovat žádné závěry. K tlumeńı tur-
bulence zde docháźı v části regionu 0 < y/H < 0, 75 a pak ještě v úplavu −0, 75 < y/H < −0, 25.

V pozici x/H = 5 za schodem opět docháźı k tlumeńı turbulence pouze v horńı části domény,
kde se pohubuje většina částic. Ve zbylé části turbulence ovlivněna neńı. Experimentálńı data
také vykazuj́ı jistou mı́ru tlumeńı turbulence v horńı části, ale na rozd́ıl od LES simulaćı ne-
docháźı k tlumeńı turbulence po celou horńı část y/H > 0. Je ovšem třeba brát v potaz, že
tlumeńı turbulence je pro tento typ a koncentraci částic velmi malé a statistická variabilita
výsledk̊u experimentu může být větš́ı a tud́ıž lze jen stěž́ı rozlǐsit nepřesnost měřeńı a mı́ru
utlumeńı turbulence. V oblasti směšovaćı vrstvy docháźı naopak k nár̊ustu intenzity turbulence.
Tento jev simulace nepostihla.

Pro pozice x/H = 7 a x/H = 9 (obrázky 3.38 až 3.41) plat́ı podobná situace jako pro
předešlé pozice. V LES simulaćıch docháźı k tlumeńı turbulence v horńı části regionu, úplav
z̊ustává nedotčen. Ve vzdálenosti x/H = 9 za schodem je oblast tlumeńı turbulence částicemi
větš́ı (y/H > −0, 2). Výsledky experimentu také naznačuj́ı, že v horńı části domény je turbulence
mı́rně potlačena. Ve směšovaćı vrstvě je turbulence opět buzena. V LES simulaci pro pozici
x/H = 7 a koncentraci částic 20% je možno pozorovat v mı́stě y/H ≈ −0, 1 lokálńı nár̊ust
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Obrázek 3.36: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem
s 90µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.37: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem
s 90µm částicemi - experiment
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Obrázek 3.38: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
s 90µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.39: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
s 90µm částicemi - experiment

intenzity turbulence, ale v jiných pozićıch ani pro jiné koncentrace se tento nár̊ust nevyskytuje,
tud́ıž to nelze prohlásit za trend.

Výsledky LES simulaćı s 90µm skleněnými částicemi vykazuj́ı určitou mı́ru modulace turbu-
lence. Turbulence je částicemi tlumena. Tlumeńı neńı výrazné, ale s rostoućı koncentraćı částic
v proudu vykazuje trend a mı́ra utlumeńı roste. Ze srovnáńı s experimentem pro tento typ částic
se nedá mnoho vyvozovat. Je to z d̊uvodu statistické variability dat a uvedeńı výsledk̊u pouze
pro koncentraci částic 20%. Experimentálńı data naznačuj́ı, že turbulence je tlumena v horńı
části kanálu. V oblasti směšovaćı vrstvy docháźı k částečnému nár̊ustu intenzity turbulence.
Tento jev se v simulaćıch neprojevil.

3.7.6. Výsledky dvoufázového prouděńı pro 150µm částice

Na obrázćıch 3.42 až 3.44 je zobrazeno pole v čase pr̊uměrného hmotnostńıho pod́ılu 150µm
částic v proudu pro hodnoty hmotnostńıch pod́ılu φ = 20%, 40% a 60%. Je zde možno pozorovat
odlǐsné chováńı než v př́ıpadě 90µm částic. 150µm skleněné částice maj́ı Stokesovo č́ıslo větš́ı
než 90µm částice ze stejného materiálu. Tedy budou h̊uře reagovat na změny rychlosti nosného
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Obrázek 3.40: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem
s 90µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.41: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem
s 90µm částicemi - experiment

proudu. To se projev́ı tak, že trajektorie velkých 150µm částic se budou ještě výrazněji odlǐsovat
od proudnic. Na obrázćıch 3.42 až 3.44 je možno pozorovat menš́ı odklon částic od osy proudu
(horńı strany) než v př́ıpadě 90µm částic. Rostoućı koncentrace částic v proudu má vliv opět
pouze na hodnotu pole hmotnostńıho pod́ılu, nikoliv však na tvar. Dále je zase patrný nár̊ust
koncentrace částic u stěn.

Obrázek 3.42: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 150µm částic v proudu pro φ=20%

Př́ıtomnost částic nemá vliv na v čase pr̊uměrné rychlostńı pole ani v př́ıpadě větš́ıch 150µm
částic. Rychlostńı profily jsou takřka stejné jako v př́ıpadě jednofázového prouděńı.

Na dvojici obrázk̊u 3.45 a 3.46 je srovnáńı fluktuace podélné složky rychlosti proudu s
př́ıtomnost́ı 150µm skleněných částic o hmotnostńıch pod́ılech 20%, 40% a 60% v pozici x/H = 2
za schodem. Experimentálńı data jsou pro tento typ částic dostupná pro hmotnostńı pod́ıly 20%
a 40%. LES simulace se 150µm částicemi vykazuj́ı kvalitativně obdobné chováńı jako s 90µm
částicemi. Turbulence je tlumena v horńı části domény (y/H > 0), v oblasti úplavu z̊ustává
neovlivněna. S rostoućı koncentraćı částic v proudu mı́ra utlumeńı turbulence roste. Tento trend
je nyńı zachycen i experimentálńımi výsledky. Tedy oba typy částic vykazuj́ı kvalitativně stej-
nou modulaci turbulence. V čem se jednotlivé typy částic lǐśı, tak je mı́ra modulace turbulence.
Zat́ımco 90µm částice maj́ı pouze malý vliv na fluktuace rychlosti i pro 60% koncentraci, vliv
150µm částic je daleko větš́ı. V př́ıpadě 90µm částic se od sebe fluktuace rychlosti v proudu
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Obrázek 3.43: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 150µm částic v proudu pro φ=40%

Obrázek 3.44: Pr̊uměrný hmotnostńı pod́ıl 150µm částic v proudu pro φ=60%
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Obrázek 3.45: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.46: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem
s 150µm částicemi - experiment

bez částic a s částicemi lǐsily zhruba o 2%, za př́ıtomnosti 150µm tento rozd́ıl čińı už skoro 8%.
Rostoućı mı́ra tlumeńı turbulence se Stokesovým č́ıslem částice pozorována v LES simulaćıch
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proudu s částicemi je v souladu s experimentálńımi studiemi i numerickými simulacemi [38],
[75].
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Obrázek 3.47: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace

0 0.05 0.1 0.15 0.2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

y
/H

u’/U
0

x/H=5

 

 

unladen

20%

40%

Obrázek 3.48: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem
s 150µm částicemi - experiment
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Obrázek 3.49: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.50: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
s 150µm částicemi - experiment

Obrázky 3.47 až 3.50 porovnávaj́ı výsledek LES simulace a experimentu v pozićıch x/H = 5
a x/H = 7 za schodem. Výsledky jsou hodně podobné už dř́ıve prezentovaným výsledk̊um.
K tlumeńı turbulence opět docháźı jen v oblasti hlavńıho proudu. Tedy tam kde je př́ıtomna
většina částic. V pozici x/H = 7 je patrné ovlivněńı rychlostńıch fluktuaćı i v dolńı části domény
(y/H < 0). Tlumeńı turbulence v této oblasti však nevykazuje s rostoućım hmotnostńım pod́ılem
žádné trendy. Tato odchylka může být zp̊usobena nedostatečnou ustálenost́ı v čase pr̊uměrné
hodnoty rozptylu rychlosti. Bĺızko této oblasti docháźı k opětovnému přilnut́ı proudu k spodńı
stěně kanálu. Tento bod neńı stacionárńı, jeho pozice se v čase měńı. V čase pr̊uměrné statistiky
mohou v tomto mı́stě tedy vykazovat horš́ı vlastnosti týkaj́ıćı se jejich ustáleńı v čase. I výsledky
experimentu jsou v tomto mı́stě nejednoznačné. V př́ıpadě výsledk̊u jednofázového prouděńı je
v oblasti (y/H ≈ −0, 5) lokálně zvýšená hodnota fluktuace rychlosti. Sṕı̌se to vypadá na chybu
měřeńı než charakteristiku proudu. Ani z výsledk̊u prouděńı s částicemi se nedaj́ı vyvozovat
jednoznačné závěry.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

y
/H

u’/U
0

x/H=9

 

 

LES unladen

20%

40%

60%

Obrázek 3.51: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace
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Obrázek 3.52: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem
s 150µm částicemi - experiment

V pozici x/H = 9 za schodem (obrázek 3.51 a 3.52) se jen potvrzuj́ı předchoźı domněnky.
Turbulence je tlumena pouze v mı́stech, kde se nacháźı částice. V této pozici lze pozorovat
odlǐsnost LES simulace od experimentu. V experimentu docháźı k modulaci turbulence např́ıč
celou výškou kanálem. V oblasti y/H < 0, 2 je turbulence částicemi o hmotnostńım pod́ılu 20%
buzena, ale při větš́ı koncentraci částic 40% je naopak tlumena. Ve zbylé části oblasti je už tur-
bulence pouze tlumena a to pro obě koncentrace částic v proudu. Pokles fluktuace rychlosti je
daleko výrazněǰśı pro koncentraci částic 40%. V LES simulaci k podobnému chováńı nedocháźı.
Turbulence je pouze tlumena, k žádnému nár̊ustu nedocháźı. Také je možné si povšimnout,
že mı́ra útlumu turbulence nosné fáze nedosahuje úrovně vykazované experimentem. Ve výšce
y/H = 0, 75 docháźı v LES simulaci k útlumu o zhruba 8,5% vlivem př́ıtomnosti částic s kon-
centraćı 40%, zat́ımco v experimentu je tento útlum přibližně 40%.

3.7.7. Úprava subgridńıho modelu

Z uvedených výsledk̊u simulaćı zpětného proudu za schodem s částicemi lze usoudit, že numerický
model vykazuje kvalitativńı shodu s provedeným experimentem. Mı́ra útlumu turbulentńı kine-
tické energie roste se zvyšuj́ıćı se koncentraćı částic a se zvětšuj́ıćım se Stokesovým č́ıslem částic.
Bohužel kvantitativńı shoda s experimentem už tak dobrá neńı. Turbulence je částicemi tlumena
méně v numerické simulaci než v experimentu. Toto chováńı je dobře patrné na obrázćıch 3.51
a 3.52. Nab́ıźı se tedy otázka, jak vylepšit chováńı numerického modelu a zvýšit mı́ru tlumeńı
turbulence vlivem př́ıtomnosti částic.

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak doćılit větš́ıho útlumu turbulence v LES simulaci s částicemi, je
zahrnut́ı vlivu částic do subgridńıho modelu. Subgridńı model slouž́ı v zásadě k disipaci turbu-
lentńı kinetické energie, k ńıž docháźı k oblasti malých měř́ıtek (Kolmogorovo měřitko). V LES
simulaci jsou tato měř́ıtka odseparována pomoćı filtrace a jejich vliv je tedy nutno modelovat.
Právě k tomuto účelu byly navrženy subgrigńı modely. Poněvadž se ukazuje, že i částice slouž́ı
jako propad turbulentńı kinetické energie, jev́ı se jako vhodné zahrnout vliv částic do subgridńıho
modelu.

Pro úpravu byl vybrán základńı Smagorinského subgridńı model. Subgridńı viskozita je up-
ravena na tvar:

νsgs = (Cs∆s)
2|S̄|(1 + Cpφp), (3.47)

kde φp je hmotnostńı pod́ıl částic v proudu (viz např́ıklad obrázek 3.42). Hodnota konstanty
konstanty Cp je dle [20] 0,9. Vlivem př́ıtomnosti částic v určité části domény dojde k lokálńımu
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nár̊ustu hodnoty subgidńı viskozity a tedy v této oblasti by měla být intenzivněǰśı disipace
turbulentńı kinetické energie.

Takto upravený Smagorinského subgridńı model byl implementován do programu Open-
FOAM. Pomoćı tohoto modelu byl odsimulován př́ıpad zpětného proudu za schodem. Simulace
byly provedeny pouze pro 150µm skleněné částice. Pro skleněné částice s pr̊uměrem 90µm sim-
ulace provedeny nebyly. Je to z toho d̊uvodu, že tyto částice maj́ı pouze malý vliv na nosný
proud (výsledek simulace) a výsledky experimentu jsou nejednoznačné.

Na obrázćıch 3.53 a 3.54 je zobrazena fluktuace podélné složky rychlosti v pozićıch x/H = 2
a x/H = 5 za schodem. Vzhledem k tomu, že v oblasti, kde se nenacháźı skoro žádné částice,
ani v tomto př́ıpadě tato statistika ovlivněna neńı, tak jsou kv̊uli lepš́ı názornosti zobrazeny
výsledky pouze pro horńı část domény y/H > 0. Lze si povšimnout, že zahrnut́ı vlivu částic
do subgridńıho modelu má pozitivńı vliv na výsledky. Docháźı k větš́ımu útlumu turbulence
částicemi. V experimentu docháźı v bodě x/H = 2 a y/H = 0.75 k útlumu turbulence o 34% pro
40% hmotnostńı pod́ıl částic v proudu, zat́ımco v př́ıpadě LES simulace je mı́ra útlumu v př́ıpadě
s nemodifikovaným subgridńım modelem 15% a 19% s upraveným subgridńım modelem. Útlum
turbulence je stále podhodnocen, ale shoda s experimentem je větš́ı s použit́ım subgridńıho
modelu zohledňuj́ıćı př́ıtomnost částic v proudu. V mı́stě x/H = 5 je situace obdobná. Ve výšce
y/H = 0.75 je rozd́ıl ve fluktuaci podélné složky rychlosti proudu bez částic a s 40% pod́ılem
částic 28%, zat́ımco LES simulace vykazuje útlum o 14% s p̊uvodńım subgridńım modelem a 19%
s upraveným.
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Obrázek 3.53: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 2 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace s modi-
fikovaným subgridńım modelem
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Obrázek 3.54: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 5 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace s modi-
fikovaným subgridńım modelem

Ve vzdálenosti za schodem x/H = 7 a x/H = 9 vykazuj́ı výsledky stejný charakter jako ve
vzdálenostech předchoźıch. Zahrnut́ı vlivu částic do subgridńıho modelu má pozitivńı vliv na
výsledky simulace. Ovšem zase plat́ı, že mı́ra útlumu turbulence predikovaná LES simulaćı neńı
tak výrazná jako v experimentu.

3.7.8. Shrnut́ı

V této podkapitole byla popsána simulace proudu s částicemi provedená v rámci dizertačńı práce.
Nosná fáze je řešena metodou LES a pohyb částic je popsán Lagrangeovým př́ıstupem. Pro sim-
ulaci byl vybrán př́ıpad zpětného proudu za schodem, k němuž jsou k dispozici i experimentálńı
data [17]. Bohužel popis experimentu neńı úplný, některé informace nutné pro realizaci nume-
rické simulace chyb́ı. Jedná se např́ıklad o materiálové vlastnosti vzduchu. Ty byly pro potřebu

76



Kapitola 3: Pohyb částic
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Obrázek 3.55: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 7 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace s modi-
fikovaným subgridńım modelem
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Obrázek 3.56: Fluktuace podélné složky
rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem
s 150µm částicemi - LES simulace s modi-
fikovaným subgridńım modelem

simulace stanoveny pro vzduch o teplotě 20◦C a normálńım barometrickém tlaku. Zde mohlo
nastat drobné odchýleńı se od reality a při posuzováńı přesnosti simulace je třeba brát tento fakt
v potaz. Daľśı odchylka mohla nastat při reprezentaci proudu na vstupu do domény. V článku je
uvedeno pouze sděleńı, že proud na vstupu je v režimu plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı
s osovou rychlost́ı 10,5 m/s. Daľśı informace uvedeny nejdou. Z toho d̊uvodu byl v numerické
simulaci použit př́ıstup pro generaci plně turbulentńıho prouděńı na vstupu do domény vyvi-
nutý v rámci této dizertačńı práce, který je popsán v kapitole 2.4. Ale i přes tyto nedostatky
je přesnost LES simulace proudu bez částic dostatečná a bylo přistoupeno k simulaci proudu
s částicemi.

Simulace byly provedeny pro skleněné částice o pr̊uměru 90µm a 150µm. Hmotnostńı pod́ıl
částic v proudu je 20%, 40% a 60%. Při těchto koncentraćıch by už měl být výrazný vliv částic
na proud. Výsledky simulace jsou v souladu s předchoźımi studiemi zabývaj́ıćımi se modulaćı
turbulence částicemi. Částice maj́ı tendenci tlumit turbulenci. To je zp̊usobeno t́ım, že částice si
berou energii nutnou pro jejich pohyb z turbulentńıch v́ır̊u a to se projev́ı jako pokles turbulentńı
kinetické energie. Mı́ra útlumu turbulence roste se zvyšuj́ıćı se koncentraćı částic. Pro 90µm
částice je srovnáńı s experimentem nejednoznačné, nebot’ výsledky experimentu jsou uvedeny
pouze pro koncentraci 20% a z výsledk̊u experimentu se nedá usoudit, jak je turbulence těmito
částicemi ovlivněna. V př́ıpadě 150µm částic je patrná dobrá kvalitativńı shoda LES simulaćı
s experimentálńımi daty. I zde je nutné brát v potaz, že mohlo doj́ıt k odchylce nastaveńı LES
simulace od experimentu. V LES simulaci jsou částice rozloženy rovnoměrně na rovině vstupu,
kdežto v experimentu mohla být distribuce částic v této rovině jiná.

Mı́ra útlumu je však simulaćı podhodnocena. Z toho d̊uvodu byla realizována úprava sub-
gridńıho modelu. Do subgridńıho modelu byl zahrnut vliv částic. Byl modifikován Smagorinského
subgridńı model. Hodnota Smagorinského konstanty byla vynásobena výrazem závislým na kon-
centraci částic. Upravený model vykazuje drobné zlepšeńı výsledk̊u. Modifikovaný subgridńı
model ale zohledňuje pouze koncentraci částic v proudu. Jelikož mı́ra tlumeńı turbulence je
závislá i na Stokesově č́ısle částice, daľśı možná modifikace modelu by mohla zohledňovat i tuto
závislost. Ale určeńı takovéto závislosti vyžaduje detailněǰśı a velice přesné výsledky experi-
mentu.

77



Kapitola 3: Pohyb částic

3.8 Vliv anizotropie turbulence v bĺızkosti stěny

V této kapitole bude pojednáno o vlivu anizotropie turbulence v bĺızkosti stěny. Výsledky v ńı
uvedené źıskal autor práce během své stáže na Technické univerzitě Eidhoven u Dr. Kuertena.

Správný př́ıstup k reprezentaci turbulence u stěny v numerických simulaćıch proudu s čás-
ticemi je velice d̊uležitý. V bĺızkosti stěn docháźı k depozici částic nejen d́ıky r̊uzným śılám
(např́ıklad gravitačńı, Saffmanově a daľśı), ale depozice částic u stěny je také velmi ovlivněna tur-
bulentńı difuźı. Z tohoto d̊uvodu je třeba věnovat př́ıstěnné oblasti značnou pozornost a náležitě
př́ıstěnnou oblast rozřešit.

Daľśım d̊uležitým faktorem je interakce částice s turbulenćı proudu. V RANS simulaćıch, kdy
je řešeńım v čase pr̊uměrné pole rychlosti a jiných veličin a turbulence je reprezentována pomoćı
turbulentńı kinetické energie, je nutno zpětně zrekonstruovat fluktuace rychlosti, protože ty bu-
dou mı́t značný vliv na pohyb částic. Vliv turbulentńıch fluktuaćı je do pohybu částic zahrnut
pomoćı eddy life-time modelu, který navrhl Yuu a kol. [89] a vylepšil Gosman a Ioannides [26]
pro model turbulence k − ε. Vliv turbulence je přidán generováńım rychlostńıch fluktuaćı na
základě turbulentńı kinetické energie k a specifické disipace ε. Tento model použ́ıvá rovnoměrný
rozklad turbulentńı kinetické energie do všech směr̊u, a to i v bĺızkosti stěny. Takový rozklad
lze použ́ıt v dostatečné vzdálenosti od stěny, kde je turbulence izotropńı. U stěny ovšem turbu-
lence izotropńı neńı. Ukazuje se, že použit́ı rovnoměrného rozkladu turbulentńı kinetické energie
u stěny vede k nadhodnocováńı mı́ry depozice částic u stěn [47]. Wittig a kol. [86] navrhli tři
funkce, podle nichž prob́ıhá rozklad turbulentńı kinetické energie do r̊uzných směr̊u v bĺızkosti
stěn. Wang a Squires [84] navrhli model, jenž řeš́ı dodatečnou transportńı rovnici za účelem
źıskáńı rychlostńıch fluktuaćı v bĺızkosti stěny.

V LES simulaćıch je situace jiná. Výsledkem LES simulace neńı v čase pr̊uměrná rychlost,
jak tomu je v RANS simulaćıch, ale nestacionárńı filtrované rychlostńı pole. Toto rychlostńı pole
v sobě zahrnuje fluktuace jednotlivých složek rychlosti. Neńı tedy třeba žádný model pro jejich
rozklad do r̊uzných směr̊u. Toto pole v sobě ovšem nezahrnuje nejmenš́ı prostorová měř́ıtka
(subgridńı měř́ıtka). O tato měř́ıtka bylo rychlostńı pole zbaveno operaćı filtrace, jenž je jednou
ze základńıch myšlenek metody LES. V př́ıpadě transportu velkých těžkých částic s velkým
Stokesvým č́ıslem lze vliv subgridńıch měř́ıtek zanedbat. Velké těžké částice h̊uře reaguj́ı na
změny rychlosti okolńı tekutiny a nejsou těmito měř́ıtky ovlivněny. Pohyb malých částic může
být těmito měř́ıtky ovlivněn. Vyvstává tedy otázka, jak tento vliv na pohyb částic zahrnout do
modelu.

3.8.1. Matematický model a testovaćı př́ıpad

Vliv subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic byl přidán do programu řeš́ıćıho turbulentńı prouděńı
mezi dvěma paralelńımi deskami. Tento program je vyv́ıjen na Technické univerzitě Eidhoven.
Pro řešeńı nosné fáze je použita metoda LES s použit́ım modelu přibližné dekonvoluce coby
subgridńıho modelu (viz. kapitola 1.3.6). Model přibližné dekonvoluce použ́ıvá zpětně zrekon-
struovanou rychlost z rychlosti filtrované pro výpočet tenzoru subgridńıho napět́ı:

∂ūiūj
∂xj

− ∂uiuj
∂xj

≈ ∂ūiūj
∂xj

−
∂u?iu

?
j

∂xj
, (3.48)

kde
u?i = QN ∗ ūi, (3.49)

je zrekonstruovaná rychlost za pomoci aproximace inverzńıho filtru

QN =

N∑
ν=0

(I −G)ν ≈ G−1. (3.50)
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Pro popis pohybu částic je použit Lagrange̊uv př́ıstup. Jako jediná śıla p̊usob́ıćı na částici
je uvažována śıla odporová. Vzhledem k malé koncentraci částic je aplikován pouze př́ıstup
one-way copling. Pohybová rovnice pro j-tou částici má tvar:

dvj
dt

=
u(xj , t)− vj

τp

(
1 + 0.15Re0,687

p

)
, (3.51)

Rychlost tekutiny v mı́stě částice je źıskána pomoćı:

ui = ūi +X

√
u?2i − ū2

i , i = x, y, z, (3.52)

kde X je náhodná veličina s normálńım Gausovým rozděleńım N(0,1). Posledńı člen v rovnici
3.52 tedy zastupuje vliv subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic. Výraz pod odmocninou neńı nic
jiného než aproximace subgridńı kinetická energie i-té složky rychlosti. Je zde tedy i zohledněn
vliv anizotropie subgridńı kinetické energie v bĺızkosti stěny.

Transport a depozice částic při použit́ı výše uvedeného modelu byla zkoumána na př́ıpadě
prouděńı kanálem. Práce vycháźı ze studie “Subgrid modeling in particle-laden channel flow”
provedené dr. Kuertenem [36]. Výpočty byly provedeny pomoćı LES řešiče vyvinutého a použ́ı-
vaného na pracovǐsti v Eindhovenu. Kanál má rozměry 4Π x 2 x 2Π (délka x výška x š́ı̌rka).
Ve směru osy x a z je nastavena periodická okrajová podmı́nka, pro y=0 a y=2 je definována
pevná stěna. Simulace byly provedeny ve spektrálńım prostoru, výpočetńı śıt’ sestávala z 33
Čebyševových mód̊u ve směru kolmém ke stěně, 32 Fourierových mód̊u v podélném směru a 64
Fourierových mód̊u v př́ıčném směru. Reynoldsovo č́ıslo založené na třećı rychlosti uτ (“friction
velocity”) bylo Reτ=150, středńı Reynoldsovo č́ıslo Rem=2400. Simulace byly provedeny pro
r̊uzné částice s poloměry 1,02·10−3 m, 2,28·10−3 m a 5,10·10−3 m, což odpov́ıdá Stokesovým
č́ısl̊um 1, 5 a 25. Stokesovo č́ıslo je v tomto př́ıpadě definováno jako St = τ+

p = τpu
2
τ/ν. Částice

maj́ı hustotu ρp/ ρf = 769.23. Počet částic v kanále je 100 000, Částice jsou na počátku v kanále
rozmı́stěny náhodně rovnoměrně. Přefiltrovaná pole rychlosti a tlaku byla použita jako počátečńı
podmı́nka pro LES simulace.

3.8.2. Výsledky

V této podkapitole jsou srovnány výsledky simulace proudu s částicemi bez a se započteńım
vlivu subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic. V grafech jsou výsledky bez uvažováńı tohoto vlivu
označeny jako LES a reprezentovány trojúhelńıky. V tomto př́ıpadě je vypuštěn posledńı člen
z rovnice 3.52. Výsledky se zahrnut́ım vlivu subgridńıch měř́ıtek jsou označeny jako LES ani-
zotropic a reprezentovány kř́ıžky.

Na obrázćıch 3.57 až 3.59 je zobrazena na stěnu kolmá v čase pr̊uměrná relativńı rychlost
částic. Špičaté závorky znač́ı časové pr̊uměrováńı. Pro y+ < 25 je tato veličina podhodnocena
oběma LES simulacemi pro všechny typy částic. Lepš́ı shodu s DNS daty vykazuje model pohybu
částic bez zahrnut́ı vlivu subgridńıch měř́ıtek, rozd́ıl proti modelu s uvažováńım tohoto vlivu
neńı však výrazný. V těchto obrázćıch je možno dále odhalit, č́ım je zp̊usobena turboforeze
(migrace částic unášených turbulentńım proudem směrem ke stěně). Relativńı rychlost částic
v př́ıstěnné oblasti nabývá nenulových hodnot a výsledná relativńı rychlost směřuje směrem ke
stěně. Tento fakt má za následek zvýšenou koncentraci částic u stěny. Dále je možno pozorovat
odlǐsné hodnoty relativńı rychlosti pro r̊uzné typy částic. Relativńı rychlost roste s rostoućım
Stokesovým č́ıslem. Lze proto tedy předpokládat, že koncentrace částic u stěny bude pro částice
se Stokesovým č́ıslem St = 25 vyšš́ı než pro částice s nižš́ım Stokesovým č́ıslem.

Fluktuace normálové složky rychlosti částic jsou zobrazeny na obrázćıch 3.60 až 3.62. I zde
jsou výsledky LES simulaćı bez a se zohledněńım vlivu subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic
velice bĺızké. V oblasti s y+ < 50 jsou výsledky prakticky totožné pro všechny typy částic.
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Obrázek 3.57: Relativńı rychlost částic se
Stokesovým č́ıslem St = 1
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Obrázek 3.58: Relativńı rychlost částic se
Stokesovým č́ıslem St = 5
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Obrázek 3.59: Relativńı rychlost částic se
Stokesovým č́ıslem St = 25

K drobným odchylkám docháźı až s rostoućı vzdálenost́ı od stěny bĺızkosti středu kanálu. Pro
částice se Stokesovým č́ıslem 1 a 5 vykazuje lepš́ıch výsledk̊u model zohledňuj́ıćı vliv subgridńıho
napět́ı. Shoda s DNS daty je nepatrně lepš́ı pro tento model.

Obrázky 3.63 až 3.65 zobrazuj́ı vývoj koncentrace částic u stěny v čase. Koncentrace u stěny
byla vyhodnocena následovně. Kanál byl po výšce rozdělen na 40 stejně velkých podoblast́ı. Kon-
centrace v př́ıstěnné oblasti odpov́ıdá počtu částic nacházej́ıćıch se v krajńıch podoblastech. Dále
byla koncentrace normována tak, aby platilo že koncentrace je rovna 1 v př́ıpadě rovnoměrného
rozděleńı částic.

Na vývoji koncentrace částic v čase lze jasně vidět, že LES simulace s i bez zahrnut́ı vlivu
subgridńıch měř́ıtek nadhodnocuje koncentraci částic v př́ıstěnné oblasti oproti DNS simulaci.
Toto tvrzeńı plat́ı pro všechny typy částic kromě částic se Stokesovým č́ıslem 25. Pro tyto částice
je koncentrace u stěny při použit́ı modelu se zahrnut́ım subgridńıho napět́ı v časovém okamžiku
1, 1 · 104 < t+ < 1, 7 · 104 mı́rně podhodnocena. Pro částice se Stokesovým č́ıslem 1 a 5 se dá
ř́ıci, že vykazuje lepš́ıch výsledk̊u co se týče koncentrace částic u stěny. Zejména pak pro částice
se Stokesovým č́ıslem 5 a v čase t+ > 1.2 · 104 nastává velice dobrá shoda s DNS simulaćı. Daľśı
jev, který lze na obrázćıch 3.63 až 3.65 pozorovat, je zvyšuj́ıćı se koncentrace částic u stěny
s rostoućım Stokeovým č́ıslem. Teno jev nastává kv̊uli vyšš́ı relativńı rychlosti částic směrem ke
stěně pro větš́ı Stokesova č́ısla.
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Obrázek 3.60: Fluktuace normálové složky
rychlosti částic se Stokesovým č́ıslem St =
1
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Obrázek 3.61: Fluktuace normálové složky
rychlosti částic se Stokesovým č́ıslem St =
5
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Obrázek 3.62: Fluktuace normálové složky
rychlosti částic se Stokesovým č́ıslem St =
25
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Obrázek 3.63: Koncentrace částic se
Stokesovým č́ıslem St = 1 u stěny
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Obrázek 3.64: Koncentrace částic se
Stokesovým č́ıslem St = 5 u stěny
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Obrázek 3.65: Koncentrace částic se
Stokesovým č́ıslem St = 25 u stěny

3.8.3. Shrnut́ı

V LES simulaćıch neńı třeba řešit problém rozkladu turbulentńı kinetické energie pro źıskáńı
vlivu rychlostńıch fluktuaćı na pohyb částic, které je nutné provést v RANS simulaćıch. Řešeńım
LES simulace je totiž nestacionárńı pole rychlosti, z nichž lze jednotlivé složky rychlosti př́ımo
zjistit. Výsledná rychlost je ale zbavena v d̊usledku filtrace vysokých prostorových frekvenćı, tj.
malých měř́ıtek. V př́ıpadě transportu částic s velkým Stokesovým č́ıslem nemaj́ı tato měř́ıtka
na vliv pohyb částic. Tyto částice totiž h̊uře reaguj́ı na změnu rychlosti okolńı tekutiny a tud́ıž
na jejich pohyb tato měř́ıtka nemaj́ı zásadńı vliv. V př́ıpadě lehkých částic je situace jiná.

Byl navržen model, jenž bere v potaz vliv subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic. K rychlosti
tekutiny v pozici částice se přičte stochastický člen. Tento člen je úměrný turbulentńı subgridńı
energii dané složky rychlosti. Takto modifikovaná rychlost je posléze použita v Lagrangeově
pohybové rovnici popisuj́ıćı pohyb částice. Navržený model byl otestován na př́ıpadu prouděńı
tekutiny mezi dvěma paralelńımi deskami (kanálem). Pro simulaci byly použity částice se Stoke-
sovým č́ıslem 1, 5 a 25. Výsledky LES simulaćı s a bez zahrnut́ı vlivu subgridńıch měř́ıtek na
pohyb částic jsou si velice bĺızké. Co se týká predikce koncentrace částic u stěny, tak lepš́ı shodu
s DNS daty vykazuje model zohledňuj́ıćı subgridńı měř́ıtka a jejich vliv na pohyb částic.
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Závěr

Řešeńı turbulentńıho prouděńı s částicemi je komplikovaný a náročný problém. Nejprve je nutno
správně rozřešit pohyb nosné fáze, protože pohyb disperzńı fáze na něm bude př́ımo závislý.
Proto je volba metody určené pro rozřešeńı pohybu nosné fáze esenciálńı pro numerické simulace
zahrnuj́ıćı v́ıcefázové prouděńı. Metoda Large Eddy Simulation se jev́ı jako vhodná. Metoda LES
je dobrý kompromis mezi dosahovanou přesnost́ı simulace a výpočetńıch nárok̊u. Disertačńı práce
je proto zaměřena právě na toto téma.

Použit́ı metody LES pro řešeńı turbulentńıho vazkého prouděńı však v sobě skrývá četná
úskaĺı. Je třeba věnovat pozornost výpočetńı śıti. Výpočetńı śıt’ by neměla obsahovat náhlé změny
rozměr̊u buněk. Daľśı omezuj́ıćı faktor je rozřešeńı př́ıstěnné oblasti. Ke správnému rozřešeńı
mezńı vrstvy je třeba, aby u stěny byla splněna podmı́nka y+ ≈ 1. Tento požadavek velmi často
vede k prudkému nár̊ustu počtu výpočetńıch buněk a tedy zvyšuje nároky kladené na výpočetńı
techniku a prodlužuje čas nutný pro simulaci. Daľśı omezeńı se týká turbulence samotné. Jelikož
metoda LES řeš́ı velké energetické v́ıry př́ımo (jsou rozřešeny výpočetńı śıt́ı) a tyto v́ıry jsou
obecně trojrozměrné útvary, je nutno řešit prouděńı trojdimenzionálně a to i v př́ıpadech, které
by bylo možno zjednodušit na dvourozměrné.

Asi největš́ı rozd́ıl metody LES od metody RANS je forma výsledk̊u. Zat́ımco řešeńım
prouděńı metodou RANS jsou v čase pr̊uměrná pole popisuj́ıćı proud, výsledek metody LES
je tvořen veličinami nestacionárńımi, okamžitými. V čase pr̊uměrné hodnoty veličin je nutno
źıskat pr̊uměrováńım, obdobně pak fluktuace těchto poĺı v čase. Časové pr̊uměrováńı je většinou
nutné provést po několik deśıtek až stovek tiśıc časových krok̊u. Tento fakt zp̊usob́ı, že LES
výpočty jsou velmi časově náročné a napoč́ıtáńı např́ıklad jedné sekundy děje si kolikrát vyžádá
týdny až měśıce reálného času. Obzvláště je nutno věnovat zvýšenou pozornost časovému inter-
valu, po který prob́ıhá sběr statistik. Špatně zvolený interval může zvýšit dobu potřebnou pro
ustáleńı statistik proudu nebo vést k zaváděj́ıćım výsledk̊um. Je proto vhodné sledovat v pr̊uběhu
výpočtu hodnoty pr̊uměrných veličin a jejich vývoj v čase. Až dojde k jejich ustáleńı, je možno
výpočet ukončit.

Daľśı velice závažný problém při použit́ı metody LES je správná interpretace turbulence na
vstupu do domény. Ukazuje se. že v některých př́ıpadech má zp̊usob reprezentace turbulence na
vstupu výrazný vliv na charakter prouděńı. Je tedy nutno věnovat zvýšenou pozornost i tomuto
problému. Za t́ımto účelem bylo vyvinuto schéma, jak doćılit správné reprezentace plně vy-
vinutého turbulentńıho prouděńı na vstupu. Vyvinuté schéma je kombinaćı předběžné simulace
a buzeńı turbulence. Toto schéma bylo otestováno na př́ıpadu proudu mezi dvěma paralelńımi
deskami. Shoda s DNS daty je dobrá. Dále bylo toto schéma použito pro simulaci zpětného
proudu za schodem. I zde vykazuje schéma dostatečně přesné výsledky.

Po zvládnut́ı simulace jednofázového prouděńı je možno přej́ıt k simulaci prouděńı v́ıcefázové-
ho. Pro popis pohybu disperzńı fáze lze použ́ıt dva př́ıstupy: Lagrange̊uv nebo Euler̊uv. Při
použit́ı Eulerova principu jsou částice považovány za daľśı kontinuum a jejich pohyb se ř́ıd́ı
pohybovou rovnićı, jenž je řešena společně s nosnou fáźı. Daľśı př́ıstup je př́ıstup Lagrange̊uv.
Zde je pohyb každé částice řešen individuálně. Pohyb částice je popsán pohybovou rovnićı, která
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neńı nic jiného než druhý Newton̊uv pohybový zákon. Jelikož se tedy jedná o silovou rovnováhu,
je nutno nejprve určit śıly p̊usob́ıćı na částice a tyto śıly následně kvantifikovat. Správné určeńı
sil p̊usob́ıćı na částice má zcela zásadńı vliv na jejich pohyb. Při vysokých koncentraćıch částic
v proudu je nutno i uvažovat ovlivněńı nosné fáze částicemi, př́ıpadně zahrnout vzájemné kolize
částic.

Byla provedena studie zkoumaj́ıćı vliv př́ıtomnosti částic na nosnou fázi, zejména pak na jej́ı
turbulenci. Byl zkoumán př́ıpad zpětného proudu za schodem s př́ıtomnost́ı skleněných částic
o pr̊uměru 90µm a 150µm. Hmotnost́ı pod́ıl částic v proudu byl zvolen 20%, 40% a 60%.
Ukázalo se, že částice maj́ı zanedbatelný vliv na pr̊uměrné pole rychlosti. Rychlostńı profil v
doméně z̊ustal nezměněn. Na turbulenci však částice vliv maj́ı. Částice maj́ı tendenci tlumit
turbulenci. V simulaćıch je možno pozorovat pokles turbulentńı kinetické energie nosné fáze.
Tento pokles roste s rostoućı koncentraćı částic. Daľśı parametr ovlivňuj́ıćı mı́ru modulace tur-
bulence je Stokesovo č́ıslo částice. Částice s velkým Stokesovým č́ıslem zp̊usobuj́ı větš́ı útlum
turbulence než částice s malým Stokesovým č́ıslem. Tato pozorováńı jsou v souladu se studiemi
dvoufázového prouděńı. Ukázalo se, že pokles mı́ry turbulence nosné fáze je v simulaci podhod-
nocen. Z toho d̊uvodu byl upraven Smagorinského subgridńı model tak, že je v něm zohledněna
př́ıtomnost částic v proudu. Smagorinského konstanta je závislá na koncentraci částic. Takto
upravený model je v́ıce disipativńı a dává lepš́ı výsledky.

Dále byl v disertačńı práci zkoumán vliv subgridńıch měř́ıtek na pohyb částic. Ve většině
LES simulaćı transportu částic tekutinou je tento vliv zanedbán. V př́ıpadech částic s velkým
Stokesovým č́ıslem je zanedbáńı tohoto vlivu oprávněné. Na pohyb částic s malým Stokesovým
č́ıslem už mohou mı́t subgridńı měř́ıtka vliv. Byl upraven model pohybu částic tak, aby tento
vliv zohledňoval. Do pohybové rovnice částice byl přidán stochastický člen, jenž je př́ımo úměrný
aproximaci subgridńı kinetické energii dané složky rychlosti. Je tedy v tomto modelu zohledněna i
anizotropie subgridńı kinetické energie. Modifikovaný model byl odzkoušen na př́ıpadu prouděńı
mezi dvěma paralelńımi deskami s částicemi. Modifikovaný model lépe předpov́ıdá statistiky
částic, což následně vede k přesněǰśı predikci koncentrace částic v př́ıstěnné oblasti, zejména pro
částice se Stokesovým č́ıslem St = 5. Tato část práce vznikla během autorovy stáže na Technické
univerzitě Eidhoven.

V dizertačńı práci je popsáno řešeńı pohybu systému sestávaj́ıćıho z nosné a disperzńı
práce. Pro simulaci nosné fáze je použita metoda LES, pohyb částic je popsán Lagrangeovým
př́ıstupem. Za hlavńı př́ınosy práce lze považovat:

• vyvinut́ı schématu pro generaci turbulence na vstupu

• popis a následné použit́ı metody LES pro simulaci v́ıcefázového prouděńı

• zahrnut́ı vlivu částic na nosnou fázi a úprava subgridńıho modelu zohledňuj́ıćı př́ıtomnost
částic v proudu

• anizotropńı rozklad subgridńı kinetické energie a jej́ı zahrnut́ı do modelu pohybu částic

Většina výpočt̊u provedených v rámci dizertačńı práce prob́ıhala ve volně př́ıstupném programu
OpenFOAM. OpenFOAM se ukázal být silným nástrojem při řešeńı daného problému. Oproti
komerčńım programům určených pro CFD úlohy má tu výhodu, že jeho kód je př́ıstupný a plně
modifikovatelný, takže bylo možno provést navržené úpravy. Provedeńı navržených model̊u
a úprav ovšem vyžaduje dobrou orientaci a znalost kódu.
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datelstv́ı CERM, Brno, ISBN 80-214-2511-3, 2003.

[43] Lund, T., Wu, X., Squires, D.: Generation of turbulent inflow data for spatially-developing
boundary layer simulations. Journal of Computational Physics, 140, pp. 233–258, 1998.

[44] Lundgren, T.S.: Lineary forced isotropic turbulence, Annual Research Briefs (Center for
Turbulence Research), Stanford, s. 461-473, 2005.

[45] Versteeg, H. K., Malalalasekera, W.: Computational Fluid Dynamics: The Finite Volume
Method, Pearson Education Limited, Essex, ISBN 978-0-13-127498-3, 2007.

[46] Mandø, M., Lightstone, M.F., Rosendahl, L., Yin, C., Sørensen, H.: Turbulence modulation
in dilute particle-laden flow, Int. J. Heat and Fluid Flow 30, 2009.

[47] Matida, E.A., Nishino, K., Torii, K.: Statistical simulation of particle deposition on the wall
from turbulent dispersed flow, Int. J. Heat and Fluid Flow, vol. 21, 389-402, 2000.

[48] McLaughlin, J.B.: Inertial migration of small sphere in linear shear flow. Journal of Fluid
Mechanics, 224, 261, 1991.

87
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Symbol Jednotka Popis

CD - odporový součinitel
Csim - konstanta podobnosti měř́ıtek
CS - Smagorinského konstanta
G - jádro filtru
F m.s−2 bud́ıćı śıla
H m výška schodu
ksgs m2.s−2 subgridńı kinetická energie
K0 - Kolmogorova konstanta
L m charakteristická délka
Lij m2.s−2 Leonard̊uv tenzor napět́ı
L m integrálńı délkové měř́ıtko
LK m Kolmogorovo délkové měř́ıtko
Nt - počet časových krok̊u
Nxyz - počet bod̊u výpočetńı śıtě
p Pa tlak
QN - aproximace filtru G
R - korelačńı funkce
Re - Reynoldsovo č́ıslo
ReK - Kolmogorovo Reynoldsovo č́ıslo
Rem - Reynoldsovo č́ıslo založené na středńı rychlosti
Rep - Reynoldsovo č́ıslo částice
Reτ - Reynoldsovo č́ıslo založené na třećı rychlosti
Sij s−1 tenzor napět́ı
St Stokesovo č́ıslo
S̄ij s−1 filtrovaný tenzor napět́ı
t s čas
T s integrálńı časové měř́ıtko
TOU s časové měř́ıtko OU procesu
U , u0 m.s−1 charakteristická rychlost
u m.s−1 vektor rychlosti
v m.s−1 vektor rychlosti částice
ū m.s−1 fitrovaná rychlost
u′ m.s−1 fluktuace rychlosti
ui m.s−1 složka vektoru rychlosti
uτ m.s−1 třećı rychlost
vK m.s−1 Kolmogorovo měř́ıtko rychlosti
xi m prostorová proměnná
y+ - bezrozměrná vzdálenost od stěny
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Řecká ṕısmena

α - objemový pod́ıl částic v proudu
δ m polovina výšky kanálu
δij - Kroneckerovo delta
∆ m š́ı̌rka filtru
∆x+ - velikost výpočetńı buňky ve směru po proudu
∆z+ - velikost výpočetńı buňky ve směru př́ıčném
ε m2.s−3 disipace energie
κ m−1 vlnové č́ıslo
λ m Taylorovo mikroměř́ıtko
ν m2.s−1 kinematická viskozita
νt m2.s−1 turbulentńı kinematická viskozita
νsgs m2.s−1 subgridńı kinematická viskozita
µ Pa.s−1 dynamická viskozita
ρ kg.m−3 hustota
σOU - rozptyl OU procesu
τij m2.s−2 tenzor subgridńıch napět́ı
τK s Kolmogorovo časové měř́ıtko
τp s relaxačńı čas částice
φ - hmotnostńı pod́ıl částic v proudu
ξ - náhodná veličina s rozděleńım N(0,1)
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3.51 Fluktuace podélné složky rychlosti v pozici x/H = 9 za schodem s 150µm částicemi
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