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Abstrakt

Tématem této diplomové prace je vytvoreni sbirky feSenych piikladi na téma
derivace v aplikacnich tlohach. Zamétuje se tedy predevsim na ulohy z kazdodennich
situaci, fyzikalnich problémul a Uloh z technickych obort. Ptiklady jsou fazeny od
nacrty danych situaci vytvofenych v programu Google SketchUp a GeoGebra, popt. 3D
grafy jednotlivych funkci vytvofenych pomoci matematického programu Maple. V
samotném uvodu je poskytnuta ,,prvni pomoc* v podob¢ ndvodu na feSeni tohoto druhu

piikladi.

Abstract

The theme of this diploma thesis is to create a collection of exercises on the
differentiation in application tasks. It focuses primarily on tasks of everyday situations,
physical problems and problems from technical disciplines. Examples are sorted from
easy to advanced ones. For each example there is a solutionprocedure illustrated with
sketches of the situation created in majority with Google SketchUp and GeoGebra,
eventually 3D graphs of each function created using mathematical program Maple. In
the very introduction of this theses is given "first aid" in the form of manual to solve

this kind of exercises.
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I Uvod

Vazeni Ctenari,

do rukou se Vam dostala diplomova prace na téma ,,Derivace v aplikacnich tlohach —
sbirka fesenych ptikladi, kterd jak nadzev napovida obsahuje feSené ptiklady z oblasti
fyziky, techniky a kazdodennich situaci, pfi kterych je zapotitebi (nebo je to alespoii
jednou z moznosti) vyuziti diferencidlniho poctu jedné nebo i1 vice proménnych. Mezi
né patii tyto ptiklady, se kterymi se na nasledujicich stranach setkate — vypocet rozméra
nadob tak, aby pfi maximalnim objemu byly naklady na vyrobu minimalni; minimalni
pofizovaci ndklady elektrick¢ého vedeni; maximalni zisk z prodeje v zavislosti na
investici do reklamy; nejpohodInéjSi cesta migrace ptactva; rychlost rozSifovani
spalenisté; rychlost rustu hladiny kapaliny v nadrzi; rychlost tazeného objektu ptes
kladku; propustnost mostu; odvozeni rozpadoveého zakona, Newtonova zdkona
chladnuti a barometrické rovnice; odvozeni pohybové rovnice mechanického oscilatoru
a dal$i. Tato prace je urCena zejména studentim vysokych Skol, kteti se zabyvaji
studiem matematiky anebo fyziky, ale i ostatnim zijemciim o matematiku a ptirodni
veédy. PfedevSim by tato prace méla slouzit jako cvic¢ebnice - nikoli u¢ebnice — a ukazka,
ze diferencialni pocet neni samoucelny, ale ma Siroké spektrum vyuziti v praxi, pro ty,

kteti jiz prosli teoretickym vycvikem diferencidlniho po¢tu a maticové algebry.

V uvodu této prace naleznete zjednoduSeny postup, jakysi manudl, na feSeni
prikladi v této praci obsazenych. Po jeho prostudovani budete tedy schopni feSit
piiklady naprosto samostatné. Nicméné u kazdého ptikladu je uveden postup feseni,
ilustrovany obrazky — tam, kde je to nezbytné — z programu Google SketchUp, popt. v
dne$ni dob& stdle vice populdrni Geogebry. Program Google SketchUp je volné
stazitelny (v zakladni verzi) 3D rysovaci program, ktery se t€si obrovské popularité na
poli 3D modelovani, architektonickych vykrest a nacrti. Stejné¢ tak GeoGebra je
mnohymi opévovéana pro svoji dynamicnost pii rysovani rovinném, ale v nejnovéjsi
verzi jiz 1 prostorovém. Je rovnéZ softwarem voln¢ stazitelnym pro nekomeréni pouziti.
Priklady, které to vyzaduji, jsou doplnény grafy funkci vytvofenymi v matematickém
programu Maple. Program Maple je vyuzivan na mnoha vysokych Skolach (nejen) v

Ceské republice. Umi nalézt extrémy a limity funkce jedné a vice proménnych,
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symbolicky derivovat, integrovat funkce, fesit linedrni a nelinearni rovnice, soustavy
nerovnic, obycejné a parcialni diferencialni rovnice a jejich soustavy a také zobrazit
jejich geometrickou reprezentaci a to jak ve 2D, tak v piipad¢ funkei dvou proménnych
ve 3D. Pomoci rtznych piikazii umi Maple zjednodusit a upravit vyrazy a tak si

spravnost feSeni mizeme oveftit.

Ptiklady, které zde najdete, jsem Cerpal hlavné z literatury [20], [15], [16] a také
[24], [19], [7], [1], [2].

Na zavér mi dovolte, abych vam popial piijemné a inspirativni chvile stravené nad
touto ,,.knihou®. Doufam, ze ptiklady v této praci vam, krom¢ trénovani Sedych bunék,
rozsifi obzory na poli diferencidlniho po¢tu a prohloubi vztah k matematice nebo 1

fyzice obecné.
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II Teoreticka Cast - ,manual*

V této kapitole, jak jsem jiz naznacil v uvodu, se kratce povénujeme teoretické
¢asti problému, tzn. ,,jak na to.”“ Cely postup, ktery jsem rozd¢lil do 4 ¢asti, je uveden
nize. Tento postup jsem co nejvice zjednodusil. Jako zdroj informaci jsem vyuzil litera-

turu [4], [11], [12], [23].

Obecny zapis funkce dvou proménnych:

z=f(x,y) D,={[x,y]ER’| xeRA yeR]

Grafickou interpretaci (grafem) takové funkce je plocha v prostoru (analogie 3D
zobrazovani) o soufadnicich [x, y, z]. Pro ilustraci viz nésledujici graf funkce

f(x,y) = x+y, jejiz zobrazenim je rovina prochazejici po¢atkem soutadného systému.

Ozna¢me nyni X =[x, y]. Maximalni a minimalni hodnotu funkce 2 proménnych

£(X) pro body X z mnoziny ¥ S R’ nazyvame extrémy funkce v mnozing V. Nabyva-li
funkce svého maxima (minima) v bodé¢ C €V, pak pro vSechna X €V plati
f(x)<f(C) [f(x)=£(C)), tj. oznagime-li X =C+h, pak Af(C)=<0
(A £(C)= 0], ato pro viechna % takové, aby body C + & lezely ve V.
Necht' ¥ je okoli bodu C z defini¢niho oboru D ;0 poloméru & > 0. Rikame:
necht C € D, je takovy bod, Ze existuje kolem n¢ho tak male okoli, Ze pro vSechna
h| <6 je Af(C)<0 (Af(C)=0]; potom bod C nazfvame lokalni maximum

(minimum). [23]
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Definice derivace:

Derivace funkce f v bodé x,, kterou oznadujeme f'(x,), je definovina

piedpisem
+ Ax)—
£(x,) = lim S (x, Ax) f(xo). 1)
Ax—0 X
To mizeme vyjadiit ve zkracené formé jako
. Ay dy
! — 1 -7 - 7
S 'xp) = lim 2= (2)
kde ovsem
Ay:f(x0+Ax)_f(xo)- (3)

Jestlize funkce f ma v bod€ x, derivaci (tj. jestlize uvedend limita existuje),
fikame, Ze funkce f je v x, derivovatelna. Je-li funkce f derivovatelna v kazdém bod¢
dané mnoziny, fikdme, Ze je na této mnozZin€ derivovatelnd. Neni-li tfeba mnozinu
specifikovat, nebo pokud je zfejmé ze souvislosti, o kterou mnoZinu jde, fikdme stru¢né,
ze f'je derivovatelna funkce.

Proces nalezeni derivace se nazyva derivovani. Studiem derivaci se zabyva tzv.
diferencidlni pocet.

Derivace f'(x,) se také nazyva okamzitd zména velikosti f{x) vzhledem k x v

bodé x,. ([11], s. 97)

Tec¢na a smérnice:

Necht f'je funkce a P, = (x,, y,) bod jejiho grafu. Co rozumime smérnici grafu f
v bodé Py? Co rozumime te¢nou ke grafu v bodé P,? Je-li P = (x, y) libovolny jiny bod
na grafu, urcuji body P a P, ptimku. Necht Ax =x — x,, Ay =y — y, (viz obr. nize
pievzaty z [11]). Smérnice piimky PP, je % ([11], 5. 99)

y » P=(x,y)

ay

Jo

ax

X F——

I
|
L
Xo
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Definice te¢ny a smérnice:
Te¢na ke grafu funkce f'v bodé P, = (x,, y,) je pfimka prochazejici bodem P, se
smérnici f'(x,) (viz obr. nize prevzaty z [11]). Cislo f'(x,) se také nazyva smérnice

grafu funkce f'v bodé Po. ([11], s. 99). A podle Z. Horského [13] je f'(x,) = tga.

A jesté se nam v nekterych piikladech bude hodit:

Pravidlo retézeni:

Necht’ funkce g je derivovatelna v bod¢ x a funkce f derivovatelna v bod¢ g(x).

Proh(x) = f(g(x))plati 2'(x) = f"(g(x)) g'(x). ((11], 5. 118)

Struéné
dy _dy du
dx du dx’ @)
Implicitni derivovani:
Uvazujme rovnici
FHy=1 (¢>0), ()

kterou bychom museli vyfesit pro y, abychom ji mohli derivovat. Uved'me jednodussi

postup. VSimnéme si, Ze prava strana rovnice je konstantni funkce 1. Tedy:

2x+2y oy
dx
odkud

dy _ _x
S 00 (6)

X
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Tento postup se nazyva implicitni derivovani. Jak naznacuje ptiklad, ktery jsme
pravé uvedli, je tento postup obzvlast vhodny v ptipadech, ve kterych se vyskytuji
raciondlni exponenty.

Implicitni derivovéani lze kombinovat s pravidlem fetézeni vzhledem k dal§im
proménnym. Pfedpokladejme, ze v (5) jsou x a y derivovatelné funkce dals$i proménné t.

Pak mzeme v (5) ptimo derivovat:

dx dy
2x =240 &
Y ar
takze
dy _ _xdx
rT Oy s (y>0). (7)

([11], s. 124)

Diferencialni rovnice:

Diferencidlni rovnice je rovnice obsahujici x (nezavisle proménnou), y (zavisle
proménnou) a n€které derivace y. Vytesit dif. rovnici znamena najit funkci ¢ takovou, ze
v = @(x) vyhovuje dané rovnici.

Obecna diferencialni rovnice prvniho fadu ma tvar

y'=flx,y) (8)

Piiklady diferencidlnich rovnic jsou y' = x, y' = y. Prvni je trividlni: ReSeni je
y = f xdx. Podobné libovolna rovnice tvaru y’ = f(x) ma feSeni: y = ff(x)dx.
Naproti tomu rovnice ¥ ' = k y, kde  je konstanta, vyzaduje zvlastni techniku. ([11], s. 576)

Jedna se o tzv. separaci proménnych:

==k, ©)
Y
coz muzeme rovnéz piepsat pomoci diferencialt jako
dy 1 1 1
——=k —> dy—=kdx — —dy=k| dx — Iny=kx+ InC.
dx y y I Y J g
Po tpravé

Iny—InC=kx — ln%zkx — e =¢ —

y=Ce". (10)
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Samotné vysetfovani lokalnich extrému probiha nasledovné (prevzato z [2]):

1) Nutna podminka existence extrému

Jako prvni musime vysetfit tzv. ,,nutnou podminku existence extrému®. Reknéme,
ze funkce f méa v bod€ (xo,y0) lokalni extrém. Existuji-li v bod¢ (xo,)0) parcidlni

derivace prvniho tadu, pak jsou rovny nule. Musi tedy platit:
of of
=0 A =0
0Xx oy

ResSenim této soustavy rovnic ziskame soufadnice x; a y; stacionarnich bodi
Ay, As, ... ,An kde A = [xi, j]. Jsou to body ,,podezielé* z extrému.
Anebo pokud parcidlni derivace prvniho fadu neexistuji, musime k vysetieni

pouzit postup uvedeny na konci kapitoly.

2)  Druhé parcialni derivace

Nyni potfebujeme zjistit, jestli skutecné v nalezenych stacionarnich bodech jsou
lokalni extrémy a jaké. K tomu budeme potifebovat druhé parcidlni derivace podle x,
podle y a smiSenou derivaci (jelikoz smiSené derivace v bodech, ve kterych jsou spojité,
jsou si rovny, staci ndm jen jedna z nich):

of o f

PYCEait o 5x0y

3) Hessian

Dalsim krokem v cesté za nalezenim extrémil je Hessidn nebo-li determinant
Hessovy matice. Pti jeho sestaveni vyuzijeme druhé parcialni derivace z ptedchoziho

kroku a poskladame je do matice takto:

o f o f

2
detHf= 62x 6x26y
‘ of of
oyox 9y’
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A nyni pro kazdy stacionarni bod vypocitdme determinant tak, ze dosadime
soufadnice bodu do kazdé promeénné v Hessianu. Podle hodnoty determinantu
rozhodneme takto:

* det H> 0 — lokalni extrém

* det H;=0 — nemiiZzeme timto zpiisobem rozhodnout

* det H <0 — sedlovy bod

V piipad¢, ze det H/> 0, potifebujeme jeSté zjistit, jestli se jedna o lokalni
minimum nebo maximum. O tom rozhodneme podle znaménka druhé parcialni derivace

podle x. Jestlize:

. O

> >0 — jedna se o lokalni minimum

LS
0x*

< 0 — pak se jedna o lokéalni maximum

Pomoci tohoto navodu miiZeme zjistit pocet a typ extrémul zadané funkce. OvSem
jen v téch ptipadech, ve kterych det Hy# 0. Vratme se proto jesté k situaci kdy det Hy=

0 a jak si poradit tam, ...

4) ... Kkde Hessian nepomuze

Jedina moznost je vyuzit samotné definice extrému (str. 7 dole). Tzn. Ze budeme
zjistovat pomoci velmi malych p¥irastki |#| znaménko A f ve vySetfovaném bodé

(ozna¢me jej napt. C = [x, o]). Hledame tedy nésledujici
(Af>c = f(xo +h, yot hz) - f(xo’yo)-

Bude-li toto znaménko stejné pro piiriistky ve sméru osy x iy, jedna se o extrém.
Pokud budou vsechny prtiristky kladné (zaporné), hovoiime o lokdlnim minimu

(maximu) funkce f'v bodé C.
Nyni jste tedy vybaveni aparatem, se kterym se muiiZzete vrhnout na to hlavni —

ptiklady. V dalsi kapitole nejdete vSechny mozné piiklady z riznych védnich obort, od

vvvvvv
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III Prakticka cast - sbirka prikladi

Ptiklady jsou rozdéleny do 7 tematickych celkil (v tomto potadi):
* Rovinné atvary
* Objemy & povrchy
* Naklady & vydeje
* Kapaliny & vytoky
* Fyzikalni zdkony
» Dalsi fyzikalni ulohy

* Matematické tlohy

Vycet jednotlivych ptikladl najdete v obsahu této diplomové prace.

V kazdém celku jsou piiklady fazeny (pokud mozno) dle jejich obtiznosti (pokud
tedy hledate vyzvu, tak hledejte pravé na koncich téchto celki). Na druhou stranu, co je
pro jednoho vyzvou, jinému muze ptipadat trividlni. Tedy fazeni podle obtiznosti je, dle

mého nazoru, subjektivni zalezitosti.

Vesker¢ ptiklady, u kterych byla pfevzata zadani nebo zadani spolu s feSenim
jsou zapsany k odpovidajicimu prameni v ¢asti ,,Literatura® na konci prace. Prevzeti

zadani nebo zadani i s feSenim je rovnéz vyznaceno.
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Rovinné utvary

1. priklad

Najdéte pravouhly rovnobéznik, ktery ma pii daném obvodu maximalni obsah.

o

Kazdy rovnobéznik ma protilehlé

strany stejn¢ dlouhé, proto jeho
obvod lze zapsat jako 0 = 2 - (a +b)
a obsah S =a-b. V obou vztazich
nam  vystupuji dvé nezavislé
proménné a, b, proto ze vztahu pro
obvod jednu z nich vyjadiime, napt. a a dosadime do vztahu pro obsah, protoze o ten

nam jde — mé byt maximalni.

o=2-(a+b)=2a+2b = a==—b.

(0]
2
Po dosazeni dostaneme

0 ob 2
=(=-b|-b=——-b
5 (2 ) L

Na zavér jest¢ mizeme piedchozi vztah prepsat jako funkéni zavislost; obvod o je
ze zadani konstantni.

—ob_

b2
2 .

S(b)
A jelikoz hledame takovou hodnotu b, pro kterou je S maximalni, jednd se o
vySetfovani globalniho extrému, na které mame jiz zabéhnuty aparat — derivaci.
1)  Prvni derivace

—-2b

oo

2)  Druha derivace

S (b)=-2
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3) Vyhodnoceni derivaci

S'(h)=0 o 2-2p=0 = p=2
() 2 4
Nalezli jsme stacionarni bod b = £, zjistéme tedy zda-li v ném nastdvd maximum,

jak doufame, nebo minimum.

0
S'"=]=-2 < 0.

Druha derivace je zde zaporna (stejné tak, jako ve vSech ostatnich bodech), proto
v bod¢€ b = ¢ nastava skuteCn¢ maximum. To, jestli se jedna o globalni maximum,

musime vySetfit pomoci limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

lim S(5) = lim 22 — 4 =0 — co= lim b-(0=2b) _ (=) = o,
b—+w b—+w 2 b—+o0 2 2

lim §(b)= lim 02—b—b2=—oo— 0= —o0,

b——w b—o—o0

Skute¢né se jedna o globalni maximum. Nasli jsme jednu délku strany
rovnobé&znika, dopocitejme jeste tu druhou — dosazenim do vztahu pro obvod

20—o0
2

0 0
0—2-(a+b)—2a+5 = a=—> " = a=7

Zaver zni: ,, Dostavame tedy rozméry rovnobéznika a =+, b = ¢. Ocividné se tim

padem jedna o ctverec.
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2. priklad

Rychlost rozsifovani spalenisté:
Ohen se v suché plani §ifi do stale vétsiho kruhu. Polomér kruhu roste rychlosti 2

m/min. Jak rychle roste plocha zasazena ohném, jestlize polomér spalenisté je 30 m?

TR Ze zadani vime, jakou rychlosti se
nam méni polomér kruhu, ktery
pfedstavuje plochu spalenou ohném.
To znamend, ze polomér je funkci

¢asu r = r(¢). Nas ale zajima jakou

rychlosti roste samotna plocha.
Obsah kruhu je § = /. Tento

obsah je ale rovnéz funkci Gasu, tedy S =S (¢). Rychlost roz§ifovani oznaéme v. Z

fyziky vime, Ze rychlost je rovna zméné drahy v Case, tedy v = % =2 m/min ([25], s.

100).
Uplné stejnym zptsobem se mizeme dopracovat k rychlosti, kterou se méni
velikost néjaké plochy. Tuto rychlost ozna¢me w. Je to opét zména, ale tentokrat plochy
ds
‘

v Case, tedy w= 7. To, co jsme ted’ zapsali jako rychlost, je ale z matematického

hlediska derivace. Tak ji proved'me. Plochu ovSem nemiiZzeme derivovat podle Casu,

protoze v tomto vztahu nevystupuje. Zderivujme ji proto podle poloméru r.

EZHZF,

dS=x2rdr.

Celou rovnici ted’ vyd€lme proménnou d¢

d_S =ﬂ2rﬂ
dt dt’

Na levé stran¢ jsme si prave ,,uméle vyrobili“ onu hledanou rychlost rozsifovani
’ v . v ’ d .
plochy w. Nyni sta¢i pouze dosadit za proménné » =30 m a ;- = 2 m/min.

w=95_ 22,97 _ 9302 = 377 m?/min.
i T

Rychlost, jakou se rozsifuje plocha zasazena ohném je 377 m*/min.

<15>



3. priklad

1)

2)

3)

Oplocovéni pozemku:

Pletivem délky / je nutno oplotit pozemek obdélnikového tvaru.

a) Urcete, jaky tvar pozemku je vhodné oplotit tak, aby oplocena plocha byla co

nejvetsi.

b) UrcCete jaky tvar pozemku je optimalni, pokud plot bude jenom ze tii stran

(Ctvrta strana je napiiklad skala a oploceni zde neni nutné).

a) Ozna¢me si jednu stranu

obdélnika x, obvod [/, potom druha

[ —2x
5 -

strana bude mit rozmér y =

y  Obsah obdélnika

[ —2x
S =x- .
a x 2

Ponévadz je zadan pozadavek na

x maximalizaci této veliiny, hleddme v

podstaté globalni maximum funkce

[ —2x
S =X
Sx) = 1228
Jesté drobna uprava pred derivovanim
S, (x)=x -é— X,
Nutna podminka
S '(x)= L 2x
¢ 2

S (x)=0 < %—2x=0
Z této podminky dostaneme stacionarni bod x = %

Druha derivace

Vyhodnoceni derivaci

<16 >



Sa"% =—-2 < 0 — lokalni maximum

To je sice hezké, Ze v bod¢ 7i je skutecné maximum, ale pouze lokalni. Nas
zajima, jestli je zaroven i globalnim maximem (potfebujeme si byt jisti, Ze neexistuje
zadné dal$i maximum, které by nabyvalo vétSich hodnot, nez to, které jsme sami

objevili). Toho dosahneme jednoduse provéienim limit funkce S, (x) v + oo.

) . [ 2 2 ! 2

lim =lim x-——x" = ——1]= —1)=—oo,
X1+mSa(x) Xiﬂox X = P 0’ (0 ) 00
lim S,(x)= lim x-—l —xX'=—0—w=—om,

Zjistili jsme, Ze hodnoty funkce S,(x) se blizi — o, tedy funkce je v obou
nekone¢nech monoténni, proto nemiize nastat zadny dalsi extrém. Situaci si jeSté pro

vizualni kontrolu miiZzeme znézornit graficky (napt. v programu GeoGebra).

06 o
max /
L "
05
S
04 #
1=3
03
e max,
o
0z / ’,l’
o
l'.‘
B"(
o1 d ‘a,‘f’
"...'.'4"*
g e
Sgs 0 -
-05 -04 -03 02 -01 o o1 02 03 04 05 06 07 o8 k-] 1 11
-0.1
-0z
-03
-~ Bod
0a{ =@ max=(0.75, 0.56)
- Funkce
| 3
os{- @ S(x) = x = —x°
2
- KuZelosecka
wey @ ery=x
-~ MnoZina bodd
“- @ mnoiinal = MnozinaBodu[max, I]
1~ Cislo
i) 1=3

Z obrazku je vidét, Ze se jedna o funkci kvadratickou, ktera ma maximum ve svém
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vrcholu. Jeji tvar se méni v zavislosti na parametru / a s nim se méni i soufadnice
maxima. Jen pro zajimavost jsou v grafu vyneseny (Cervené) pozice maxim v zavislosti

na zménach parametru /. Vidime, Ze mnoZzina vSech téchto maxim vyhovuje rovnici
2 .. y — C .
¥ = x7, coz je op¢t kvadratickd funkce jejimz grafem je parabola.

Nalezli jsme tedy rozmér x =L4 strany x obdélnika, pro ktery bude jeho obsah

maximalni. Dopocitame jest¢ druhou stranu

Jak vidno oba rozméry jsou totozné, a proto se nejednd o obdélnik, ale Ctverec.

Pozemek bude mit co nejvetsi obsah v ptipadé, ze bude ¢tvercového tvaru.

b) Jednd se o podobny piipad jako v pfedchézejici uloze. Tentokrat ovS§em chceme
oplotit pouze 3 strany obdélnika.
Bude zéavér stejny jako v prvnim
piipadé, kdy jsme zjistili, Ze
pozemek musi byt ctvercového
pudorysu? Nebo se budou rozmeéry

pozemku vyrazné liSit? Pojd'me to

Zjistit.

Pokud si opét jednu stranu obdélnika oznacime x (nejlépe tu, kterd je naproti
skéale), miZzeme sousedici stranu y vyjadiit jako y = I_T" Opét zapiSeme plochu

pozemku souc¢inem sousednich stran, tedy vztahem

l=x
2

S, =x

PonévadZ je zadan pozadavek na maximalizaci této veli¢iny, hleddme v podstaté

globalni maximum funkce

Tento extrém opét vySetiime pomoci derivaci, ale jeSté¢ nez s tim zacneme, si

celou rovnici upravme, aby se ndm Iépe derivovala.

<18>



[ 2 1
S =y — —xt =
()=t -]
1)  Nutna podminka
S, (x)= é - X
, )
S, (x)=0 e Z-—x=0
2
Z této podminky dostaneme stacionarni bod x = é
2)  Druha derivace
S’ "(x)=—1
3) Vyhodnoceni derivaci
e l ’1 .
S, (E) =—1 < 0 — lokalni maximum

Nalezli jsme jeden z rozmérti obdélnika x = L2 a je jiz ztejmé, ze od prvni ulohy se

vysledek 1isi. Dopocitejme jesté druhy rozmér.

[
] -2
2 1

y = T = Z'
Kupodivu rozmér y vysel stejné jako v predchozi uloze. Nicméné v tomto piipadé

nebude tvar pozemku &tvercovy, ale bude to obdélnik o stranach x =< a y = £
Opét bychom mohli celou situaci znadzornit v grafickém softwaru, ale uz jen pfi

pohledu na rovnici S,(x) je vidét, ze se jedna opét o kvadratickou funkci. Situace je

tedy velmi podobnd. Nicméné¢ kontrolu, jestli se v bodé x :Lz nachdzi globalni

maximum a ne pouze lokélni, provést musime.

lim S,(x)= lim x - *=% =0 - () = — o,
X—+ow X—+o 2
lim S,(x) = lim x-=—2% = —o0 - (+o0) = —o0

X——00 X ——00 2
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Zavérem:
a) Pozemek bude mit maximalni obsah pfi rozmérech odpovidajicich stranam

L

Ctverce x = y = .

b) Pii oplocovani pouze tii stran, plochu pozemku maximalizujeme v piipad¢, ze

~

jeho rozméry budou x = é ay=q.
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Objemy & povrchy

4. priklad

Vypocitejte povrch S krychle a jeho absolutni a relativni chybu, jestlize vite, ze

naméiend hodnota hrany « a jeji absolutni chyba jsou @ = 8cm = 1 mm.

nezndmé a znamé veliciny:

velikosti hrany a,

* §...povrch krychle,

e da=1mm ... abs.

Nejprve si oznacme vSechny

* a=g8cm... hrana krychle,

chyba

e dS ... absolutni chyba
velikosti povrchu S,
a * o0 ... relativni chyba
velikosti povrchu S.
V dalSim kroku spocitejme povrch krychle z naméfené hodnoty
S=6a"=6-8 =384 cm”.
Absolutni chybu vypocitime pomoci prvni derivace.
1)  Prvniderivace
S'(a)=12a (1)
Derivaci, jak znamo, mizeme také prepsat jako pomér diferenciala.
s'(a) =5
dS=S"(a)-da )
V tuto chvili dosadime (1) do (2) a ziskame
dS=12a-da.
Nyni jiz staci pouze dosadit hodnoty a, da a vypocitat absolutni chybu velikosti
povrchu krychle S.

dS=12-8-0,1 =9,6 cm” = 10 cm™.
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2)  Vyhodnoceni derivace

Tedy zjistili jsme, Ze povrch krychle a jeho absolutni chyba je
S =(384+10) cm”.
Jesté dopocitame chybu relativni, ktera vice vypovida o piesnosti méfeni.

dS 12a-da da 0,1
=—=7=2—=2.
S 6a2 a 8

0 = 0,025 = 2,5%.

Relativni odchylka povrchu kvadru ¢ je 2,5 %.
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S. priklad

Tvrdy papir tvaru obdélniku ma rozméry 60 x 28 cm. V rozich se odstiihnou
stejné Ctverce a zbytek se ohne do tvaru oteviené krabice. Jak dlouha musi byt

strana odstfizenych ¢tverct, aby objem krabice byl co nejvetsi?

Neznamou délku hrany ¢tverecku si oznacime napi. x. Dale proto rozméry krabice

po odstfizeni rohovych ¢tverct budou vypadat tak, jak jsou vyznaceny v obrazku nize.

Protoze pozadavkem je, aby byl objem krabice co mozna nejvétsi, vyjadiime si

jej. Krabice ma tvar kvadru a je bez vika, tzn. bez horni podstavy (viz obrazek nize).

Nicméné vztah pro objem zistdva nezménény V =abc. A dile dosadime
rozméry uvedené v obrazku nahote
V =(60—2x)-(28—2x)" x.
Po roznésobeni a secteni dostaneme vztah pro objem, ktery je funkci délky hrany

¢tvereCku, ktery chceme odstfihnout

V(x)=4x’—176x" + 1680 x.
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Jak jiz bylo feceno, pozadavkem je, aby tento objem byl co nejvétsi, tedy maxi-

malni, proto dalsi postup je ,,klasikou* v hledani lokalniho resp. globalniho extrému.

1)  Prvni derivace

V'(x)=12x"—352x + 1680

2)  Druha derivace

V''(x)=-352 +24x

3) Vyhodnoceni derivaci

Nutnd podminka existence extrému zni stale stejné, a to
V'ix)=0 e 12x>—352x+ 1680 = 0.
Po vydé¢leni celé rovnice ¢tyfmi dostaneme kvadratickou rovnici ve tvaru
3x° — 88x + 420 =0,
vypoéitime jeji diskriminant D =2704 — /D =52. A dosadime do vztahu pro
vypocet kotent kvadratické rovnice

_88+52 44 +126 _

N 70 1
1.2 6 3

=— =23
xl 3 3)

A X, = %;.::6_

Po dosazeni obou hodnot x;, x, do né¢kterého ze vztahti pro délky stran krabice,
napt. b = 28 — 2 x zjistime, ze pouze hodnota x, = 6 vyhovuje. Méjme na paméti, ze a,
b, c jsou veli¢iny délkové miry, a proto musi byt vSechny kladné. Po dosazeni hodnoty
x; je tento predpoklad poruSen. Nyni jeSt¢ musime ovéfit jestli v bod€ x, = 6 je naSe
hledané maximum pro objem.

V''(6)=-352+24-6=-208 < 0

Nase prosby byly vyslySeny a druha derivace potvrdila maximalni hodnotu funkce
V(x) v bod€ x = 6. OvSem jedna-li se o globalni maximalni hodnotu, musime vysetfit
pomoci limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

lim ¥ (x) = lim 4x° — 176x" + 1680x = lim x* - (4 — 170 4 1680

xX—+00 X —+o00 Xx—+o0 X X

)=+oo

5
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lim ¥ (x) = lim 4x’ —176x” + 1680x = —00 — (—o0)’ + (—o0) = —c0.

X——o xX——0

Tedy neexistuje funk¢éni hodnota vétsi nez v bode x = 6, ve které by funkce V(x)

nabyvala maxima. Tento zavér si jesté ovéfme graficky (viz nasledujici obrazek).

18000

18000

14000

Bod

12000 V(x)
...... & X,=(6,0)
. Funkce
wwaf b @ V(x) = 4x° —176x" 4 1680 x
8000 V(XQ‘
8 ] -4 2 4 x 8 : 10 12 32 34 36

-6000

-8000

-10000

-12000

-14000

-16000

-18000

Zaver tedy bude znit: ,, Krabice bude mit maximalni objem prave tehdy, kdyz v

rozich odstrihneme ctverecky o velikosti 6 x 6 cm. “
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6. priklad

Urcete rozméry kvadru, ktery je vepsan do rota¢niho valce s polomérem podstavy

242 a vyskou 4 tak, aby zaujimal co nejvétsi objem.

Nejprve si ozna¢ime vSechny potiebné
rozméry obou téles: r, =22, v, =h =4,
d=2r=4y2.

Objem kvadru V = max. =a - b - h.

Vysku 4 kvadru tedy zndme ze zadéni,
bude totoznd s vyskou valce. Potfebujeme
zjistit zbyvajici dva rozméry a, b.

Jedné proménné bychom se ale

potiebovali zbavit tak, abychom dostali

objem V jako funkci jedné proménné —
bud’to a nebo b.
Ze zadéani jsme zatim nepouzili jeden zndmy rozmér d. Pokusme se tedy dat do
vztahu a, b, a d. Z Pythagorovy véty pro podstavu kvéadru plyne
a+b=d,
a’+b*=32.

tim dostaneme do vztahu obé nase neznamé

b=+32—d’.

A po dosazeni do vzorce pro objem kvadru

V=aV32-d-4
Nyni, protoze hledame rozméry kvadru, pro které je ¥ co nejvetsi, budeme hledat
globalni maximum funkce:

V(a)=4a32-d’.

1)  Prvni derivace

1

1 272 2 1
Via)=4V32 —a’+4a-(-2a) = (32 -d") =432 —d* +4a ——u =
2 V32 —d’
2 2 2 2
32—a a 32— 2a
—4. V32— - ——4L—|=4. - =422
( \/32—a2) (\/32—412 V32 - & V32—
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2)  Druha derivace

1 1

V'(a)=[(128 —8a%)- (32 —d’) ?]'=—16a - (32— a’) > + (128 — 84°) -

3

(—%)] =(128 = 84°)-a-(32—d*) * —

1(=2a)- (32 —d*) :,

1

272 3 1 1
16a-(32—a") > =(128a — 8a’) NEar 16a T
3 1284 — 84’ __16a _128a—8a’—16a-(32—-a’) _
V32— (2—a) V2-—ad (R2-—d)R-a
_ 128a—8a3—512a+16a3 _ 84’ —384a
(32— a%)-V32 - V(32 = &*)

3) Vyhodnoceni derivaci

V'ia)=0 o 32-2a°=0
=16—a, ,==4
Jelikoz ale proménna a reprezentuje rozméry télesa, v nasem piipad¢ kvadru,
klademe si podminku @ > 0. Tedy dostavame pouze jediné mozné feSeni a, = 4.
Dosadime do vztahu pro druhou derivaci.

rl4)d 2. g H A8 2843 244 (1-3) &

V(32 — 47 V16’ Va4t 4

=—16 < 0

Z ptedchoziho plyne, Ze funkce V(a) nabyva v bod¢ a; = 4 svého maxima. To, zda se
jedna o maximum globalni, musime zjistit vySetfenim krajnich bodl defini¢niho oboru
pomoci limity.

Je ziejmé, Ze plati 32 — a’ =0, protoze pod odmocninou nesmi byt zaporné Cislo
(v ptipadé, Ze se pohybujeme v IR, coz je ptesné nas piipad) a z toho

—V32 <a <+32.
Tedy defini¢ni obor funkce V(a) je
D, = (=32 ;V32).

Krajni body jsou o¢ividnd—+/32 ; ++/32. Pojd'me je Vy§etﬁt.

lim V(a)= lim 4a-V32—d>=4(—32)- V32— ( = —4V32-V0" =0,
a—-—V32" a-—V32"

lim V(a)= lim 4a-V32—a*=4+32-432— (V32 ' =4V32- V0" = 0.
a—-\32" a—-\32"~
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Tedy vidime, ze v krajnich bodech funkce F{(a) vysSich hodnot nez v némi

nalezeném bod¢ a; nenabyva. Proto bod a; = 4 je zarovén maximem globalnim.

Na nasledujicim obrazku je znazornén graf funkce V(a), ze kterého je dana situace

ziejma (métitko x : y =1 : 10).

- Bod
Ll MAX = (4, 64)
Funkce

@ V(a) = 4a /32— a?

709

60 4

501

40 4

304

204

MAX

Na zavér urc¢ime jeste velikost strany p = V32 — 47 = 4.

_20 4

_3[] 4

_50 4

_60 4

__If[] 4

Hledany kvadr ma tudiz rozméry @ = b = h = 4. Jinymi slovy je to krychle.
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7. priklad

Urcete rozméry pravouhlé vodni nadrZe tvaru kvadru o objemu 32 m’ tak, aby dno

a stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Rozméry nadrze si oznaéime a, b, c.
Objem kvadruje V = a-b-c.
Ze zadani ptikladu plyne a-b-c = 32,
, y 32
po uprave dostaneme ¢ = —-.
ab
Pro povrch dna a stén bude platit S=a b+2 c-(a +b).

Kdyz nyni rovnici ¢ = 3_217 dosadime do rovnice pro
a

povrch dna a stén, dostaneme rovnici o dvou proménnych

S(a,b)=ab+ 22 (a+d),
ab

Po roznésobeni

A nyni uz mame v8e pfipraveno na nas klasicky postup. Upozornéme zde jesté na to, Ze
hleddme globalni minimum funkce S (a , b), protoze chceme co nejmensi povrch.
Rozdil mezi lokdlnim a globdlnim extrémem je pouze ten, ze pii hledani globalniho
extrému funkce musime zahrnout i ,hranice” definicniho oboru a jejich limity popf.
funkéni hodnoty porovnat s hodnotami ve stac. bodech. Tzn. ze budeme muset vypocitat
limitu v krajnich bodech defini¢niho oboru.

Jesté bychom méli urcit defini¢ni obor funkce. Z rovnice vyse je vidno, ze a , b
nesmi byt nulové. Dale je zifejmé, Ze obé proménné nesmi byt zaporné, jelikoz zastupuji
délkovou miru (rozmér). Tedy definicni obor bude vypadat takto

Ds=la,b€R*;a>0 A b>0].
1)  Nutna podminka

Jako vzdy spocitame nejdiive parcialni derivace prvniho fadu.
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oS, 64 o5 _ 64
oa az ob b2

b— 2 =0

Obé rovnice jesté upravime.
a’b = 64
ab® = 64
Nyni naptiklad ze druhé rovnice vyjadiime proménnou a, dosadime ji do prvni
rovnice a dostaneme
2
4 p=64 - b =64
b
Z toho vyplyva, ze b = 4. Nyni jesté z prvni rovnice dopocitdime proménnou a.
Ziskame tak

) _ 64

1 > a=432 -5 a=z+4,

a

Zaporny vysledek nés ale nezajima, protoze proménna a zastupuje délkovou miru
Gi-lia € (0;+o). Proto a = 4.

Dostavame tedy stacionarni bod 4, = [4; 4].
2)  Druha derivace

oS _ 128 &S 128 s _,
oa’> ob’ b’ dadb

3) Hessian

128
@
det H , =
f
|18
b
2 1
detHf(Al)z‘l 2‘_3

Bod 4, je tedy lokdlnim minimem, ale je i globalnim? O tom se pifesvédCime
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vypoctenim limit v krajnich bodech defini¢niho oboru (0 a + ).

64 | 64

lim  S(a.b)= lim ab+ P+ g 0 0 0L
(a,b) > (a,,07) (a,b) = (ay,07) a b 4o 0
lim  S(a,b)= lim ab+*+ % _0rp + 00y
(a,b) = (0" by) (a.b) = (0" by) a b 0 b,
. . 64 64 64 | 64
lim Sla,b)= lim ab+—+—=(4+0w) - (+0)+ — + =+
(a,b) = (o0, +o) ( ) (a,b) = (+o0,+) a b ( ) ( ) + o0 +00 5
. . 64 64 64 64
lim Sla,b)= lim ab+ —+—=q, (+0)+ —+ — =+
(a,b) = (ay,+) (a.5) (a,b)~ (ay.,+0) a b o (+e0) a, T® ’
. . 64 64 64 | 64
lim Sla,b) = lim b+ —+—=(+0)- b+ —+ —=4
(a,6) = (+0,5,) (a.5) o len) @b (o) byt 4 b, :
S(4,4)=4-4+T+§f=48_

Nejmensi hodnota je 48. Tedy v bod¢ [4; 4] lezi globalni minimum funkce S. A

konec koncti je to vidét i z obrazka dole.
4) Zavér
Ay = [4; 4]: ostré lokalni 1 globalni minimum.

Nyni jesté z rovnice pro objem dopocitame tieti rozmér ¢ = 2.

Dospéli jsme tedy k zavéru, Ze pfi rozmérech nadrze 4x4x2 m bude jeji povrch

nejmensi. Tedy napf. na jeji vyrobu se spotfebuje co nejmensi mozné mnoZzstvi

materialu.

110
100

9(

B

0

et
Bl A,
5( e
2
10 3
9 Ty 1.4
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8. priklad

Zména objemu vlivem teplotni roztaznosti:
Kovova ty¢ o priméru 6 cm a délce 40 cm je zahfivana. Vlivem teplotni
roztaznosti roste délka rychlosti 0,0005 cm/min. a pramér 0,0002 cm/min. Jak

rychle roste objem tyce?

d/

A¢ by se mohlo zdat, Ze v tuto chvili staci ,,zabrousit* do ucebnic fyziky a najit si
vztah pro teplotni objemovou roztaznost (V' =V (1+BAT), [25], str. 231), nebude to
takto jednoduché. Nejde nam totiZ o to spocitat, o kolik se zméni hodnota objemu tyce v
zavislosti na teplotnim rozdilu. Navic ze zaddni ani nevime o kolik se zménila teplota
materialu, ze které je ty¢ vyrobena.

Jde ndm o to zjistit o kolik se zméni objem tyce kazdou sekundu nebo kazdou
minutu, hodinu... tedy obecné za jednotku ¢asu.

Ty¢ mé tvar valce, a proto jeji objem, pokud pouZijeme oznaceni z obrazku vyse,
bude popisovat vztah V = 1.

Rychlost, jakou se méni délka tyce je z fyzikdlniho hlediska zména délky v case,

zapsano matematicky v, = % ([25], str. 100). Rychlost, kterou se méni polomér tyce
bude zména poloméru v Casu, tedy v, = % Veli¢ina, kterou hledame bude definovéana

s v dv . Y v o v v ’
naprosto stejné v, = 5. Nicmén¢, podobné jako v piikladu ¢. 10, nemame ve vztahu

pro objem zastoupen Cas, proto také nemliizeme derivovat objem podle ¢asu. Budeme to
muset ,,0bejit* a zderivovat objem podle obou proménnych 7, / oddélen¢.

dVlZZ]l’l"l deZ]l'I"z

dr d!/
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Oba vztahy upravime.
dV,=2xridr dv,=nr'dl

Nyni oba vztahy vydélime proménnou dz, takze na levych stranich dostaneme

nasi hledanou proménnou v, = C;—It/
dVl:ZJtrld—r dVZ:nrzﬂ
dt¢ d¢ dt dt

To, co jsme ziskali jsou dva vztahy. Prvni vztah nam ukazuje zavislost rychlosti
zmény objemu na rychlosti zmény poloméru, druhy ukazuje zavislost na rychlosti
zmény délky tyce. Pokud bychom v tuto chvili dosadili a oba vztahy vypocitali ¢iseln¢,
pak celkovd zména rychlosti objemu bude déna souétem téchto dil¢ich. Cili zména
celkova je rovna souctu zmén dil¢ich. Pojd'me tedy nejdiive, nez budeme dosazovat

konkrétni ¢isla, tuto skutecnost zapsat obecné.

dv dr 2dl/
- =2 - 4+ il
a Tt @
Ted’ teprve dosadime konkrétni idaje ze zadani a vypocitame.
ccllTV =27 -3-40-0,0001 + 7 -3*-0,0005 = 0,0754+0,0141 = 0,0895 cm’ /min.

Zjistili jsme, Ze objem valcové tyCe roste v zavislosti na Case (nikoliv na teplote)

rychlosti 0,0895 cm’/min.

<33 >



Naklady & vydeje

9. priklad

Bylo zjisténo, ze zisk z prodeje zavisi na investicich do reklamy vztahem
fla)=—d" +200a + 80; 0 <a <150, kde a je investice v tis. K& Urgete

castku, kterou je tfeba investovat do reklamy, aby byl zisk z prodeje maximalni.

Postup u tohoto ptikladu je ocividny, hledame
) REKLAMA globalni maximum a vyuZijeme pii tom opé&t

derivaci. Navic v textu je piimo zadana funkc¢ni

zavislost zisku fna investici do reklamy a, takZe

mame praci o to snazsi — nemusime ji vymyslet.

1)  Prvniderivace

f'(a) =-2a+ 200

2)  Druha derivace

f'(a)==2

3) Vyhodnoceni derivaci

Potfebujeme opéct ziskat néjaky bod, ktery bychom mohli vySetfit pro jeho

extremalnost. K tomu nam dopomiiZze nutnad podminka existence extrému.
f'(a)=0 <o —2a+200=0 — a =100
Dosazenim této hodnoty do druh¢ derivace zjistime, o jaky druh extrému se jedna
£'(100)=-2 < 0.

Vidime, Ze druhd derivace je zdpornd, tudiz v bodé a = 100 nastava globalni
maximum (f{(a) je kvadratickd fce, kterd obecné¢ mé vzdy jeden extrém — viz obrazek na
dalsi stran€ — pokud neni jeji defini¢ni obor ohrani¢en). Analyticky bychom ptedchozi

tvrzeni dokazovali pomoci limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, tedy
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lim f(a)= lim —a’ +200q + 80 = lim o’ |1 + 22 + 39) o

a—+o a—+ow a—+o a a

b

lim f(a)= lim —a’ + 200a + 80 = —c0_

a——ow a——ow

Zavér zni: ,,Pri investici 100.000 K& do reklamy budou zisky z prodeje
maximalni. “ Snadno mizeme hodnotu ziskli dopocitat prostym dosazenim do f(a) a

vyjde nam ¢islo 10.080.000 K¢&. Stejny zavér mtizeme usoudit z nasledujiciho obrazku.

Poznamka: Nezapominejme, Ze hodnota a 1 hodnoty uvedené na obrazku jsou v tisicich

korun.

- Bod

-4 A={100, 10080)
Funkce

@ F(x) = —x" + 200 x + 80

10000

5000

-5000
-10000
-15000
-20000
-25000
-30000
-35000

-40000
Osax:Osa¥Y

B 1 :|200 ol
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10. priklad

Potizovaci naklady elektrického vedeni jsou zavislé na prifezu S vedeni a na

ztratach elektrického proudu ve vedeni vztahem y = k£, S + /;—2, kde ki, k jsou

kladné konstanty. Urcete prufez S tak, aby pofizovaci naklady byly co mozna

cvwvr

nejniz§i. Spocitejte  velikost tohoto prifezu pro k& = 10 K&/mm?,

k=2 500 K& - mm”.

V textu mame jiz pfimo zadanou rovnici, jiz je
vyjadiena zavislost ztrat y elektrického proudu na

praiezu S vedeni

k
y(S)=k S+ ?2

Pozadavkem, aby ,naklady byly co mozna

vwr

nejnizsi“ rozuméjme  kritérium  volajici  po

minimalni hodnoté ndkladl spojenych s vystavbou a provozem elektrického vedeni.

Hledame tedy globalni minimum vyse uvedené funkce y(S).

)

2)

3)

Prvni derivace

Druha derivace

Vyhodnoceni derivaci

Nutna podminka existence extrému zni
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Nyni musime jesté ovéfit, zda-li se skutecné jedna o minimum, a to dosazenim do
druhé derivace.

k, k k k
yf,(\/_):2—2:2k ;722/( ;.4:2._;:2.& > 0

fe) e R Jk_ 8
71 ki Vk, k k,

Ze zadani mame predem urceno, ze konstanty ki, k, jsou kladné, proto jsou oba vyrazy v

8]

Citateli 1 jmenovateli v predposlednim kroku kladné, tudiz cely vyraz je kladny. Z toho

plyne ze v bodé¢ S = \/ i—f funkce y nastava globalni minimum a tedy naklady na

vystavbu elektrického vedeni budou minimdlni pravé tehdy, kdyz prufez dratt S bude

ky
roven 1’ -
1

V posledni ¢asti dopoc¢itdme hodnotu tohoto prifezu pro &k = 10 K&/mm?

k, =2 500 K¢& - mm’. Prostym dosazenim dostaneme
Kk [2500 )
== = \/ ——— =158 :
\/k1 10 i
V odborném casopise ELEKTRO ¢. 5/2010 je na str. 42-43 tato problematika
rozvedena do hloubky v ¢lanku nesoucim nazev Ekonomicka optimalizace priirezu

silovych  kabelti nn [9]. Ziemci tento vynatek naleznou na adrese:

http://www.odbornecasopisy.cz/elektro/casopis/tema/ekonomicka-optimalizace-prurezu-

silovych-kabelu-nn-10408, kde ovSem nékteré rovnice a grafy chybi. Plna verze ¢lanku

ve formatu PDF je potom zde: http://www.odbornecasopisy.cz/res/pdf/41161.pdf.

Ja zde uvedu jen vzorce vztahujici se k nasemu piikladu. Prvnim z nich, ktery
autor ¢lanku Ing. Ivo Faltus uvadi az v zavéru ¢lanku, je vztah pro celkové naklady na
vedeni

N,=N,+N,,

kde Ny jsou potizovaci ndklady, N, jsou provozni naklady.
Potizovaci ndklady Ny jsou postizeny vztahem
N, =C.-[-8,

kde Cx ... je cena kabelu za 1 m délky vztaZena k 1 mm? prifezu fazového vodice
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(K& -m™ ' - mm™?),

[ ... délka vedeni (m),

S ... prufez jedné faze vedeni (mm?).

Vsimnéme si podobnosti mezi timto vztahem pro Ny a prvnim s¢itancem v nasem
vztahu pro y(S). Konstanta &, bude tedy zahrnovat

k,=C, 1.

Skute¢né cena kabelu je konstantni a zrovna tak je délka vedeni (zanedbame-li
zménu délky vlivem teplotni roztaznosti, kterd bude vzhledem k celkové délce vedeni
tak jako tak zanedbatelna).

Provozni ndklady N, jsou dany budoucimi naklady na elektrické ztraty ve vedeni.
Soucasnd hodnota ndakladli na ztraty, tedy provoznich ndakladi, za ekonomickou

Zivotnost vedeni:

N,=3-0,001" 9, A " 1+ﬁ’
kde @5 ... je mérny elektricky odpor vodi¢t vedeni pii 45 °C (Q - mm” - m™ ),
I, ... vypoctovy (maximalni soudoby) proud tekouci vedenim v prvnim roce (A),
T ... doba plnych ztrat za rok (h - rok ),
Cy ... cena jedné kWh elektrické energie (K& - kW™ - h™",
B ... soucinitel zahrnujici nartist zatiZzeni, ceny el. energie za dobu ekonomické
zivotnosti vedeni a diskontni sazbu,
i ... diskontni sazba (%) — vyjadiuje ¢asovou hodnotu penéz; v ptipadé nedostat-
ku ptesnéjSich informaci 1ze uvazovat i = 5 %.
Opét si v§imnéme podobnosti mezi vztahem pro N, a druhym s¢itancem v naSem
vztahu pro y(S). Konstanta &, bude proto obsahovat
k2:3-o,001-g45-1-1f,-T-CW-L

1+
100

vvvvvv

vztahy pro vypocty jednotlivych veli¢in je mozno nalézt ve vySe zmiflovaném ¢lanku.
Autor ¢lanku uvadi, Ze nejsou vyjimkou ptipady, kdy se optimalizaci prifezu snizi

celkové naklady na vedeni o vice nez 50 %. Ptiklad zavislosti je na obr. 1 (pfevzat z [9]).
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Obr. 1. Pfiklad zdvislosti ndklad(i na prifezu vedeni
Na nasledujicim obrazku uvadi autor hodnoty parametri z praxe, jedna se o

ptipojku fotovoltaické (PV) elektrarny (obr. 2 — pfevzat z [9]).

= SICHR 10000 - Optimalizace, paprsek 1 - FY elektricrna 60 k'W_b
Projét Uprawy ReBn Zobrazk Ohno  Migovida
OEZ [Projekt : Nawrh pipojovaciho vedeni FVE 60 kW
® mﬂﬂmimmnml Ekonomicks optimalizace privezu kabeld _xJI
Zapojeni Fistioj
m é EUN 22042 In=8965A Si=G30KVA K"=Td1ka |  FO¥IR& Doak
2= 242420V dl=33% wk=BX  peX2ikA *Cena kabelu 1-AYKY 3250:25  [815 KE/m
* Cona slekuickd enorgie  [1215 KEJ Kwh
* Ekonomickd Fivolnas vedeni 20 1okl
103 \ BLIOOODTVE In=10004 Ir=8664  lou=BSkA *Dobapinjchzrét  [500  hodn/uok
P2l kA Disksoni enzba £ k]
Reolni néit zanferi 0 % S ok
185 | g  Shimice | =B00AcorfieD35 Ik 141k Rioéri bl cery clekiické eneagie. [0 ok
U =407V [Un + 1.7%) o321 kA Find ity 3,065 KW
Pofizoveci ndkdsdy 16300 K2
Frovomi ndklady 2320448  KE
a7 BDZSIMDTYI In=1604 We110A  lcus kA Cebuovéniklody 2483448 K2
‘1 Gty Zvoleny prife: 1zovtho vodte 50 wn?
| = 856405, 5/85 B4, S Optimdind pelfez Hzoviho vodie 1896 mnd
TE] T R — Piidet do posovndni I[ T x| [1AYEY 350:25: 1z« 117147 4 =l
Som163mm2 NesME3U4KE  Hz=Z320MKE  Pro provedeni optimalizace vyberte kabel s prifezem nejbibsim optimiinimu prifezy. -
SESc o 1]

Obr. 2. Ekonomicka optimalizace prifezu pfipojovaciho vedeni PV elektrarny pomoci pro-
gramu Sichr

Pro z&vésné ptipojky domdacnosti se vétSinou pouzivaji kabely o prifezu 10 (Al)
nebo 16 mm?> (AlFe). Navic dle CSN 33 2000-5-54 je u vodi¢e PEN povolen i priifez 6
mm? (Cu) a 10 mm?* (Al).

Pro podzemni p¥ipojky je minimalni prifez 16 mm? (Al), pfi odboéeni T-spojkou
25 mm? (Al). [17]
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11. priklad

Primyslovy zavod Z je vzdaleny 5 km od silnice vedouci do mésta M. Vzdalenost
zavodu Z od mésta M je 13 km. Urcete, pod jakym uhlem a je tieba vybudovat
cestu k silnici, aby doprava materidlu ze Z do M byla co nejlevnéjsi.

Predpokladané nédklady na pfepravu 1 t materialu na 1 km jsou po silnici 5 K¢ a

po vybudované cesté 3x vetsi.

Nejprve zjistime, jaka je vzdalenost mist O a M.
IOM| = 13* - 5° = V144 = 12 km.

Tedy, kdybychom vybudovali cestu pod thlem 90° k silnici, byla by celkova trasa
ZOM dlouhd 5 + 12 = 17 km a celkové naklady na piepravu 5- 15 + 12 - 5 = 135 K¢&/t.

Takto bychom mohli pro kazdy thel — dejme tomu pro jednoduchost s piesnosti na
jednotky stupni — vypocitat prepravni naklady, vysledky zanést do grafu a z néj snadno
vycist ,,kde zhruba* je celkova hodnota ndkladli minimdlni. Nejenze by to bylo dost
pracné, ale i nepfesné.

Pojd’'me tedy rad¢ji nalézt vztah — funkc¢ni zavislost — kterd by vystihovala délku
trasy ZNM a zaroven, aby v této zavislosti vystupovala nase nezndma a. Potom jiz staci
nalézt standardnim zptsobem globalni minimum dané funkce.

Vyjadteme nejdiive délky jednotlivych ¢asti trasy |ZNM| = |ZN| + [NM], s tim, Ze
cast NM vyjadiime pomoci jiz diive vypocitané trasy OM jako |OM| — |ON]:

<40 >



5 ION]|
sina = W, cotgar = —(—.

5
sina’

|ZN|= JON|=5"cotga.

Potom ¢ast NM bude mit délku
INM|=|OM|—-|ON|=12 -5 cotga.
A ted’ konecné miizeme vyjadrit celkovou cenu za dopravu na trase ZNM jako
funkci thlu a.
y(a)=|ZN|- 15+ |NM| -5,
5

= 15+ (12-5- .
y(a) P 5+ ( 5-cotga)- 5,
75
= + 60 — 25 cot
y(a) sin 60 S5cotga.

1)  Prvniderivace

y,(a>:_75cosa_25_(_ '12 ): '225 (1 =3cosa)
sin” o sin” o

2)  Druha derivace

) =75 (=sina)-sin’a — (25 — 75cosa) - 2 sin o cos a
y''(a)=

. 4
sin” o
Tady mtizeme ze vSech ¢lenii vytknout ¢len sin ¢ a zkréatit se jmenovatelem a dale

upravit az na tvar

(a)= 75 -sin“a — 50cos a + 150cos’ @

. 3
sin” «
3) Vyhodnoceni derivaci

Opét jako u drtivé vétSiny priklada, které se fesi timto postupem, je prvni na fadé
nutnd podminka existence extrému, ktera nam poskytne stacionarni bod(y) — tj. bod(y)

,podezielé* z extrému.

y'(a)=0 o '25 (1 =3cosa)=0
sin"«
1—3cosa=0—>cosa=% <> a, =70°30'
* a,=289°30'
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Je jasné, ze vysledek a, nema pro nas piipad smysl. I kdybychom se rozhodli
postavit cestu opatnym smérem od meésta, thel by stejné musel lezet v rozpéti
90° <a < 180°. Navic, jak vidno z grafu niZe, se jednd o maximum. Jedinym
spravnym feSenim tedy zlstava o, = 70°30'. Nicmén¢ stale nevime, jestli pro tento
uhel budou néklady skute¢né¢ minimalni. To zjistime dosazenim ¢, do druhé derivace

8 1 1 200
75 ) 50 §+150 ) =

0.838 = 0.838

y''(70°30") = = 79,555 > 0.

Druhé derivace je kladna, tudiz v bodé a, = 70°30' nastava lokalni minimum.

Zda-li se jedna 1 o minimum globalni zjistime tim, Ze vySetfime limitn¢ krajni body

defini¢niho oboru.

+ +
a—0 a—0

lim y(o)= lim (L + 60 — 2500tga): 0 — 00 =
ina

. 75 cosa
= lim | — .
amo* \ SIN  cOsa

75cotg a n

60 — 25cotga | =
cosa

+ 60 — 2500tga) = lim (

a—0"

= limcotga~( 75 —25)+60:+oo-50+ 60 = + o0,

0" cos o

lim y(a)="2 + 60— 25-(—o0) = -

1mfya—F+ - “|—0)=+0w + o0 =+

. 75

lim y(a)z;+60—25-(+00)=—oo—oo=—oo’

lim y(a)= lim ( 73 +60—2500tga)=E+60—25~(—oo)=—oo+oo:

a—2mr a-27 \SIN A 0

= lim ,75 -Cosa+60—2500tga)= lim (M+60—2500tga =
a—27- \SINQ cCOS a—27- |\ cosQ

= lim cotga~(i—25)+60:—oo-50+60=—oo.

a2 cos o

Zjistili jsme, Ze jiné lokalni minimum neZ to, které jsme naSli, neexistuje. Tudiz
bod a, = 70°30' je zaroven minimem globalnim.

Z toho plyne, ze pokud vystavime cestu pod timto uhlem vzhledem k silnici,
naklady na jeji realizaci jist¢ nebudou mensi, nez kdybychom ji postavili pod pravym
uhlem a jist¢ nebudou vétsi nez kdyby dana cesta spojovala pitimo zdvod (Z) a mésto
(M), nicméné z dlouhodobého hlediska se vyplati, protoze ptfepravni naklady budou

minimalni.
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Zaver tedy zni: ,, Pri vybudovani cesty pod uhlem 70° 30" vzhledem k silnici budou
naklady na prepravu ze zavodu (Z) do mésta (M) minimalni. “

Na nasledujicim grafu je vynesena funkce y(a).

400

- Bod
@ B=(70.52878,0)
@ MAX =(289.47122, -10.71068)

as0

@ min=(70.52878, 130.71068)

- Funkce Bod min: Extrem[A, 0, 360]]
s

@ A(x) = ———— + 60— 25 cot(x")
sin (x°)

- Pfimka
- arx=360

- Seznam |Seznam seznamt.ﬁsymptnta[ﬁ”
“- ) seznami ={x=10,x =180}

100

50
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12. priklad

NejpohodInéjsi cesta:

Ornitologové zjistili, ze nékteré druhy ptakd neradi 1étaji ve dne nad velkymi

vodnimi plochami. Piedpoklada se, ze pro let nad vodou je tieba vétsi vydej

energie nez nad pevninou, protoze nad pevninou ptaky nadnasi stoupajici teply
vzduch. Pték s timto druhem chovani byl vypustén z ostrova vzdaleného 5 km od
pobiezi (bod B) a cilem jeho letu je bod D. Ptk instinktivné voli nejméné

energeticky narocnou cestu, leti nejprve do bodu C a poté pokracuje k bodu D.

Vzdalenost bodi B a D je 13 km.

Urcete:

a) pokud obecné plati, Ze pro zdolani vzdalenosti 1 km je nad vodou nutno vydat
1,4 krat vice energie nez pro let nad pevninou, urcete polohu bodu C, ve kterém
ptak odbo¢i.

b) pokud ornitologové pozoruji, Ze nékteré druhy ptaka odbocuji 4 km od bodu B,
kolikrat je pro tento druh ptadk namahavé;jsi let nad vodou nezZ nad pevninou?

¢) kolikrat musi byt namahavéjsi let nad vodou, aby se ptakiim vyplatilo letét

ptimou cestou?

slovné vyjadieno v zadani. Cely text zadani se to¢i kolem energetického vydeje pfi

dennim letu nad otevienou vodni plochou. Proto hledame rovnici, ktera tuto bilanci

popisuje v zavislosti na draze letu, resp. na délce jeji trajektorie.
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Nez s tim za¢neme, ukazme si (pokud to neni dostatecné zifejmé z piedchoziho

obrazku) na zjednoduseném schématu, vSechny znamé a neznamé udaje.

A

[=5Kkm

B D

- d=13 km -

Nyni by jiz mélo byt vidét, ze délka letu ptaki je souctem vzdalenosti AC a CD.
Jak to ale souvisi s energetickym vydejem? Ze zadani je jasné, Ze nad vodou je vydej
energie vys§i nez nad pevninou. Kolikrat? Podle zadani v tuloze a) 1,4 krat. Cili
dostavame zde jakousi konstantu umeérnosti, ozna¢me ji k. Tato konstanta se tyka pouze
trasy AC. Na zbytku trasy CD je jiz vydej normalni. Energeticky vydej bude umérny
délce trasy. Sestavme proto rovnici energetického vydeje na trase ACD jako

E=k- P+ x> +(d - x). (1)

Pro tsek AC jsme pouzili Pythagorovu vétu a tsek CD jsme vyjadriili jako d — x.
V této rovnici je jedinou neznamou x, vSe ostatni jsou konstanty.

Nyni, ponévadz v tloze a) se nas ptaji na polohu bodu C, ve kterém ptaci odboci
podél pobtezi, takovou, aby byl jejich energeticky vydej co nejmensi, budeme hledat

minimum funkce

E(x)=k-VP+x’+d - x. Q)

1)  Prvniderivace
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2)  Druha derivace
1 3 1
E”(x):k'|:l'(lz+x2)2+X'2X'<Zz+x2)2'(—5)]=

—1= k ko
VE+x* (P + X

1
=k-[(lz+x2) 2 (P 4y 2

3)  Vyhodnoceni derivaci

Prvni derivaci polozime rovnu nule (nutnd podminka existence extrému)

E'(x)=0 o k-————1=0. 3)

\/12-1- x

Po vynasobeni jmenovatelem a drobnych tpravach se dostaneme na tvar

Ex’=1+x" 4)

A nyni jednotlivé tlohy ze zadani:

a)

Hledame polohu bodu C, tedy vlastné jeho vzdalenost od bodu B ve sméru BD. Ta
je ve vztahu (4) zastoupena promeénnou x.

Cleny, kde vystupuje x> ddme na jednu stranu

Kx>—x'=10
vytkneme x* a osamostatnime
2
2 /

X = .
K —1

Posledni upravou — odmocnénim celé rovnice — dostaneme vztah pro vzdalenost x
P
Vi -1
Dosadime hodnoty ze zadani k= 1,4; /=5 km

x=——2 =51 km,

V(147 -1

Jsme hotovi? Téméf, jesté potiebujeme ovéfit, Ze se skute¢né jednd o minimalni

hodnotu. Toho dosdhneme dosazenim hodnoty x = 5,1 do druhé derivace
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1.4 14-51> 14 364
EH 5’1 — s> _ s> s> -7 _ s
(51) V5 + 5,17 \/(52 +51°)P 7,1 3643

Vidime, Ze druha derivace je kladna, z ¢ehoz plyne, Ze v bodé x = 5,1 nastava pro

= 0,197 — 0,099 = 0,098 > 0,

funkci E(x) globalni minimum.
Zaver tedy bude znit: ,, Ptaci odboct 5,1 km od bodu B.
Zamysleme se nad jednou véci: jak se bude ménit thel ¥xBCA v zévislosti na

vzdalenosti / ostrova od pevniny? Spocitejme tento tthel pro soucasnou situaci

tgazé-ﬂgaz —a =44,43°,

5
5,1

Nyni situaci pozménme, vzdalenost / zvétSime na 12 km. Dopocitdme ptislusnou
vzdalenost x

x=— 12 1204 km,

A znovu spocitdme odpovidajici tthel

tgazé-»tgaz — o =44,43°.

12,24

Vidime, ze uhel je potfad konstantni, coz nas vede k zavéru, ze ptaci 1étaji smérem
k pevniné pod stale stejnym tthlem nehled& na vzdalenost ostrova od pevniny. VSe bude
jasné pii pohledu na nasledujici graf, ktery znazoriiuje pribéh funkce x v zavislosti na

proménné /.

P Algebraické okno 4 X
9 < . x(D)
Funkce
£ 4
...... @ x(£) = =
147 -1
al
Cislo
...... .. k=14
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Jedna se o obycejnou linearni zavislost, tedy o kolik se zméni proménna /, o tolik

se zméni 1 x.

b)
Opét vyjdeme z (4), tentokrate se nds ale ptaji na konstantu k, kterou musime ze
vztahu vyjadiit

VIP + X7

X

k =

Nyni jiz sta¢i pouze dosadit. VSechny potiebné udaje zname: / = 5 km; x = 4 km.

5,

k=
4

1,6

Zaveérem: ,, Pokud by ptdci odbocovali jiz ve 4km vzdalenosti od bodu B,

energeticka narocnost jejich cesty by vzrostla na 1,6ti nasobek.

c)
Vyjdeme ze stejné¢ho vzorce jako v b) s tim rozdilem, Ze vzdalenost x = d = 13 km;

/=5 km.

V52 + 132
k=—"""22 =107
13

Zaver: ,,Aby se ptakim vyplatilo letet primou cestou z A do D, musela by byt
energetickd ndarocnost letu nad vodni plochou pouze 1,07 nasobkem narocnosti letu nad

‘

pevninou.

Jisté jste si vSimli, Ze z fyzikalniho pohledu zde neni upln¢ vse v poradku.

Mluvim o rovnici (1)
E=k- NP+ x> +(d - x),

kterou jsme sestavovali jako prvni. Proménnd E zastupuje emergii, proto by jeji
jednotkou mé&l byt J [Joule], tj. po rozepsani v jednotkéach SI kg - m* - s> ([25], str. 151).
Vidime vsak, Ze na pravé stran¢ mame samé délkové veli€iny jejichz zakladni jednotkou
je m [metr]. Chybi ndm zde jest¢ jedna konstanta imérnosti, jejiz jednotkou bychom
bilanci na levé i pravé strané¢ vyvazili. Oznac¢me ji napt. m, jeji jednotkou bude

kg - m - s °. Ted jiZ jednotky na obou stranach souhlasi
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[keg][m]’[s]” = ([kg][m][s]")- [m]
[ke]lm[s]* = [[ke][m [s] ]

Pro¢ tedy v na8i rovnici tato konstanta nevystupuje? JednodusSe proto, Ze by nam
pouze zkomplikovala praci. Nam nejde o to pfimo hodnotu energie vypocitat, ale pouze
zjistit, pro které hodnoty x je nejmensi. Protoze se jedna o konstantni veliinu, ktera
nasobi celou pravou stranu tak, jak je vidét v prvnim fadku (5), miZeme ji z rovnice (1)
odstranit s védomim, Ze skute¢na hodnota energie E bude m-krat vétsi (nebo mensi v
ptipadé m < 1). Poloha extrémii dané funkce E(x) v kartézské soustavé vzhledem k
souradné ose x se nezméni. Toto tvrzeni snadno dokédzeme pfi pohledu na prvni derivaci
ve chvili, kdy bychom ji polozili rovnu nule (jako pii ovéfovani nutné podminky
existence extrému)

E'x)=m-|k-———1| &> m-[k-—2— —1]|=0.
( VP + 5 ) ( VP + X )

Nyni miizeme celou rovnici vydélit m a dostaneme naprosto totozny tvar jako u
rovnice (4). Vizualn¢ si pfedchozi tvrzeni miZzeme ovétit napt. v programu GeoGebra,
nakreslenim libovolné funkce f{x) (napf. polynom 3. tadu) a jejich ,,druht, kteti se
budou lisit pravé v konstant® m takto: g,(x)=m, - f(x), g,(x)=m,- f(x), ... .
Ptikazem Extrem[] si nechame vykreslit extrémy vSech funkci. Minima proloZime
jednou piimkou, maxima druhou. Vidime, Ze vSechny minima lezi v jedné piimce,
stejné tak maxima.

Druhé4 mozZnost by byla celou rovnici konstantou m vydé¢lit, ¢imz bychom dostali

gzk-\/lz-i-xz-i-(d—x),

Levou stranu bychom substituovali napt. za E, a dale pocitali s touto novou
veli¢inou. Rovnice (2) by pak vypadala v podstaté naprosto stejné, takto
E (x)=k- NP+ x"+d— x.
S tim rozdilem, Ze jiz na levé stran¢ nemame ,,Cistou* energii E, ale jeji hodnotu

délenou energetickou konstantou m, coz pro ucely tohoto ptikladu na véci nic neméni.
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Kapaliny & vytoky

13. priklad

Rychlost s jakou roste hladina v nadrzi:

Koryto na vodu mé prafez rovnostranného trojuhelniku o stran€ 20 cm a je dlouhé

0,8 m. Pfitéka do né&j voda rychlosti 15 cm?/min. Hloubka vody v koryté (méfeno

uprostied, kde je hloubka nejvétsi) je 8 cm. Jak rychle roste (stoupd) hladina?

VypiSme si nejprve udaje, které ze
zadani znéme:

e [=20cm,

e L=80cm,

e h=8cm,

e vy=15cm’/min.

Jest¢ se pozastavme nad rychlosti
pritoku vody. Tato rychlost vyjadiuje zménu
objemu vody v Case, tedy mizeme psat

v

TR

Nasi hledanou rychlost, kterou se méni vyska hladiny v zdvislosti na case, si

ozna¢me v,. Z piedeslé véty plyne, ze tato rychlost bude vyjadiena vztahem ([25], s.

100)

_dh

v, =—.
o de

Potiebujeme tedy najit vztah mezi objemem a vyskou hladiny vody v koryté, resp.

mezi rychlostmi jejich zmény. Pfi pohledu na obrazek vySe je ziejmé, Ze z

matematického hlediska ma koryto tvar trojbokého hranolu. Za ptedpokladu, ze koryto

neni néjakym zpiisobem naklonéno k jedné stran¢, ale stoji ,,rovné* (tedy tak, Ze rovina

tvofena horni obdélnikovou podstavou s rozméry L x /, je rovnob&zna s vodni hladinou),

je jeho objem dén obecné vztahem
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kde S, je obsah podstavy (v nasem piipadé je to rovnostranny trojuhelnik), v, je vyska
kolma k této podstave (v naSem piipad¢ odpovida délce koryta L).

Pro dalsi avahy si jesté nacrtnéme piicny ez korytem (viz dalsi stranu). Z nacrtku

je vidét, ze S, miizeme vyjadrit jako
2h-tga - h
p #

S =g a.

Tedy vztah pro objem vody v koryté¢ bude vypadat nasledovné
V= tea-L.
Nyni tento vyraz zderivujeme. Ale pozor! Musime derivovat pouze podle téch
proménnych, které se méni. V naSem piipad¢ se méni pouze vyska hladiny 4, délka
koryta L zistdva neménna (konstantni)! Pojd’'me tedy derivovat podle 4.

dv _
J—2h tga - L

Po vynasobeni rovnice di a vydé€leni d¢ dostaneme na levé strané tvar, ktery
odpovida rychlosti zmény objemu vody v koryté

dv dh
= —p==. L
17 hdt tga - L.

Vsimnéme si, ze to, co jsme si na zacatku predsevzali, to se nam v tuto chvili

podafilo splnit, tedy ziskali jsme vztah mezi rychlostmi zmény objemu a hladiny vody v
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koryté. Ted’ jiz zbyva pouze rovnici upravit na zadouci tvar
v
dh _ dt
dt¢ 2h-tga- L’
Jesté¢ mizeme rovnici zjednodusit dosazenim naSich zastupnych proménnych v, a
vy na tvar
Vy
Vi = 2h-tga - L
Hodnoty proménnych vy, A, L zndme. Zndme rovnéz velikost thlu a = 30° (jedna
se o rovnostranny trojuhelnik, jehoz vSechny vnitini uhly jsou 60°). Zbyva uz jen
dosadit

15

v, = 58 1230° 80 = 0,02cm/min = 1,2cm/hod.

Zaveérem muzeme konstatovat, ze rychlost, jakou stoupa hladina vody v koryt¢, je

1,2 cm/hod.
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14. priklad

Vytok kapaliny z nadoby:
Nédoba tvaru polokoule o poloméru » = 10 cm je zcela naplnéné kapalinou. Ve
dné nadoby je otvor o prifezu S, = 4 mm?® Za jakou dobu po uvolnéni otvoru

klesne hladina kapaliny o polovinu poloméru, jestlize koeficient zuzeni

vytékajiciho proudu kapaliny je £ = 0,6?

Necht’ je vyska hladiny kapaliny v pocatecnim ¢asovém okamziku ¢ = 0 rovna r.
Vime, ze rychlost vytoku kapaliny v okamziku, kdy vyska jeji hladiny je rovna x, je
urcena Torricelliho vztahem v, = \/@ ([5], str. 198). Uvazujeme-li koeficient ziiZeni
vytékajiciho kapalinového proudu k, pak je rychlost v uréena vztahem v = k2 gx. V

nekoneéné malém casovém intervalu At muiZeme vytok kapaliny povaZovat za

rovnomerny.

Za dobu At vytece vySkovym otvorem element sloupce kapaliny, jehoz vyska je
v At a plosny priifez Sy, coz ma za nasledek snizeni hladiny kapaliny v nadobé o — A x.
V disledku téchto tivah dostdvame
kS,V2gx At =-SAx,
kde § je okamZity ploS$ny prifez hladiny kapaliny.

Pak pro nekonecn¢ mal¢ intervaly dt, dx dostaneme diferencidlni rovnici
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dx _ _kSO\/2gx
dt s 7

kde S=aR’=n[r'—(r-x)]=n(2rx—x*) (viz obr). Po dosazeni za S a
separaci proménnych dostaneme

2
2rx — x

dt =——=x
kSp\2g  x

dx.

Po integraci mame

5 3
t=—L _|Zx2 - Zrx?|+C.
ksm_g(S 3
14 3
Pocatecni podminky: v ¢ase 1 =0 jex=r,a tim C = ——L—77 takze

15 k S,V2g

axJx (2 4 14 7

kSOJTg(S 3 ) 15ks2g

r y
Prox = ) dostavame

oz 28&—17};0
2kS,;Ng 30

Pro dané hodnoty:

hladina klesla o polovinu ptivodni hodnoty za t = 8 min 18 s.
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15. priklad

V nadobé je H,O ve vysce h. Urcete vySku otvoru, ktery vytvoiime ve sténé

nadoby tak, aby kapalina dostfikovala co nejdal.

Oznacme si nejprve jednotlivé vzdéalenosti podle

obrazku:

* ... vySka hladiny vody v nadobg,
* Xx ... vyska otvoru ode dna nadoby,
* d ... vzdélenost od paty
nadoby, do které

voda dostiikne.

Ze zadani opét, tak
jako ve vetsing
ostatnich pfikladd v
této praci, vycteme, ze
veli¢ina, kterou jsme
si oznacili d ma byt
co nejvetsi, tedy maximalni. Je zieymé, ze velikost této veliCiny se bude ménit v
zavislosti na vysce otvoru, tzn. na veli¢iné¢ x. Hledame proto funkéni zavislost mezi
veli¢inami d a x, respektive ptedpis funkce d(x).

Jesté nez se do toho pustime, polozme si otdzku — na jaké fyzikdlni veli¢in€ bude
zéaviset to, do jaké vzdalenosti voda dostiikne? Je to to samé, jako ptat se na Cem zavisi
délka hodu ostépare pii konstantnim uhlu odhodu. Nebo na ¢em zavisi vzdalenost, do
které doleti kulicka ,,cvrnknutd® z okraje stolu. Odpovéd’ na sebe nenecha dlouho ¢ekat,
protoze je ziejmé, ze onou hledanou veli¢inou je rychlost. Rychlost, kterou bude atlet
ostép odhazovat, kterou ud€lime cvrnknutim kuli¢ce na stole nebo kterou bude vytékat
voda z otvoru v nadobé. Jak vyjadiime matematicky tuto rychlost?

Pomutzeme si jinou dobie znamou fyzikalni veli¢inou — energii. Po vytvofeni
otvoru u nasi nddoby za¢ne dochazet k pfeménam energie. Potencialni energie kapaliny

ve vySce otvoru se zacne meénit na kinetickou energii vytékajici kapaliny. Tedy v miste

<55>



otvoru plati ([5] ,s. 195)

E,=E,. (1)
Vyjadieme tyto energie nejdiive pro tuhé téleso ([5] ,s. 106, 110).
E,=mgh
1 2
E, ==
(=5 my

Pro kapalné téleso, jakym voda uzaviena v nadobé¢ je, plati podobné vztahy. S tim
rozdilem, ze misto Amotnosti (hmotnost m té casti kapaliny, ktera se nachazi nad
vodorovnou hladinou, ve které se nachazi otvor, se bude ménit v zavislosti na
vzdalenosti otvoru od volné hladiny kapaliny; tedy dostali bychom dalSi zéavislost
m(h — x)) pouzijeme hustotu kapaliny nebo t€Z objemovou hmotnost, jak se této veliiné
diive fikalo, protoze hustota vlastné vyjadiuje hmotnost latky o jednotkovém objemu
(jeji zékladni jednotkou je kg/m?). Piepidme tedy vySe uvedené vztahy.

E,=0g(h—x)

E,{z%gv2

Podle vztahu (1) jsou tyto energie v misté vytoku kapaliny v rovnovaze.

E,=E,
og(h—x)= %sz

Z tohoto vztahu jiz jsme schopni rychlost vytoku kapaliny vyjadfit.
20g (h—x)=¢V’

v=\/2g(h—x) (2)
Vztah (2) tedy vyjadiuje rychlost, kterou kapalina z otvoru vytéka. To je pro nas
pouze ,,piestupni stanice®, protoze nas zajima vzdalenost d, do které kapalina dosttikne.
Vratme se k ptikladu s kulickou, kterou cvrkneme ze stolu na zem. Z fyzikéalniho
hlediska se jedna o vrh vodorovny, ktery miizeme rozlozit na dva pohyby: a) ve sméru
vodorovné osy je to posuvny pohyb; b) ve sméru svislé osy volny pdd. Slozenim téchto
dvou pohybu ziskdme vodorovny vrh. Jinymi slovy, ¢astici vody (stejn¢ tak, jako
ocelové nebo jiné kulicce), ktera praveé opustila otvor v nadobé, je jedno, jestli urazi
trajektorii vodorovného vrhu, kterou je v idedlnim ptipad¢ parabola (na obrazku ozn. M

) nebo postupné vykond pohyb posuvny a po tom volnym padem spadne do mista, kde
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se traktorie p styka s podlozkou (je mozno i1 opacné — nejdiive volny pad, a pak posuvny

pohyb — obé moznosti jsou ekvivalentni). Pojd'me tedy ob¢ slozky vodorovného vrhu

vyjadfit:
* horizontalni slozka (posuvny [translacni] pohyb) ([5], s.35):d = v - ¢, 3)
» vertikélni slozka (volny pad) ([5], s. 50): -1 g . 4)

V prvni z uvedenych slozek (3) je veli¢ina d ta, ktera nés zajima, a kterou chceme

uvést do vztahu s veli¢inou x. Rychlost v jsme si jiz vyjadtili ve vztahu (2) a ¢as ¢ ted’

o .
g

Nyni oba vztahy (2) a (5) dosadime do (3) a ziskdme funk¢ni zévislost vzdalenosti

d(x)=\/2g(h—x) \/Zgz

Vidime skute¢né, Ze jedind proménna je x; 4 je konstanta a g je tithové zrychleni,

ziskame ze vztahu (4).

d na vysce otvoru x.

které je pro danou zemépisnou $itku téz konstantni. Jesté proved’'me finalni Gpravu —
tihové zrychleni nam vypadne — na tvar
d(x)=2-Vx (h—x). (6)
Tuto funkci nyni chceme maximalizovat, tedy hleddme globalni maximum d(x).
Miizeme ji derivovat pfimo v tomto tvaru anebo si ji mizeme zjednodusit. Ale pouze
tak, aby dana tUprava neovlivnila vysledek. Ze tvaru (6) je vidét, ze se jedna o
kvadratickou funkci pod odmocninou. Co kdybychom ,vynali“ tuto vlozenou
kvadratickou funkci a odmocninu ,,zahodili“? Zménilo by se znaménko derivace?
Oznacme si nejprve tuto vyjmutou funkci
k(x)=x-(h—x) (7
Mnohem nézornéji bude celd problematika patrnd z nasledujicitho obrazku
vytvofeného v GeoGebie (na obrazku k(x) je ona vynata kvadratickd funkce; &’ je jeji
derivace; d ' je derivace nasi d (x); konstanta 4 je implicitné nastavena na hodnotu 2

Cisté z duvodu vEtsi nazornosti).
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Funkce
----- ®d(x) =2 x (2—x)
2—2x
vE (2 —x)
----- ® k(x) =x(2—x)
..... & k'{x} = —2x4+2
----- I(x) = 2x (2—x)
..... F(x) = —4x4+4
Cislo

25

Vidime, Ze kofeny obou rovnic d(x) i k(x) jsou totozné, je zachovan pribsh

obou funkci, pouze funkéni hodnoty fce k(x) jsou poloviéni oproti d (x). Z definice

derivace vime, Ze hodnota derivace v bod¢ X je rovna tangenté Uhlu, ktery svird tecna

ke grafu dané¢ funkce vedend bodem X se soutadnou osou x ([13], s.

157).

Goniometrickd funkce tangens méni znaménko pfi pfechodu tthlu 90° smérem vzhtiru z

kladného na zaporné. Tedy i derivace podle piedchozi definice se bude chovat stejné.

Pii pohledu na obrazek je vidét, Ze derivace d '(x) a k'(x) jsou obé& klesajici, tudiz

znaménka obou derivaci budou shodna a hlavné obé€ protinaji osu x v tomtéZ bode¢.

Jinymi slovy, maji ob¢ stejné koteny. Proto ve chvili, kdy obé€ prvni derivace poloZime

rovnu nule, ob¢ derivace budou davat shodny vysledek. Pojd’'me toho vyuzit.

1)  Prvni derivace

k(x)=x-(h—x)=hx —x°
k'(x)=h—2x

k'(x)=0

=

h—2x=0

Z této podminky dostaneme stacionarni bod
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2)  Druha derivace
k'"'(x)=-2 < 0 — lokalni maximum
3) Vyhodnoceni derivaci

Zjistili jsme, Ze ve stacionarnim bod¢ x = % se nachazi lokalni maximum funkce
k(x) a zaroven, jak jsme vidéli z grafu, funkce d(x). Provéime jeité, e se skutednd

jedna o jediné maximum (i kdyzZ z grafu je to patrné).

lim k(x)= lim hx — x* = lim xz(ﬁ— 1):—00,
x—+ow x—+o xX—=+0 X
lim k(x) = lim hx — x> =—o0 — 00 = —o0.

Vysledek neni nijak piekvapivy, nicméné jsme analyticky potvrdili, Ze neexistuje
7adna dal§i lokalni extrémni hodnota, kterou by mohla funkce k(x) potazmo d(x)
nabyvat.

Zaveér: ,,Otvor je potieba ud€lat ve vySce x = —'21, tedy pfesn¢ v poloviné vysky
vodni hladiny tak, aby vzdalenost, do které voda dostfikne byla co nejvetsi.

Na uplny konec jeste pro zajimavost dopocitejme, jaka tato maximalni vzdalenost
bude.

dmaxzz.\/ﬁ.(h_ﬁ) :2-ﬁ:h
2 2 2

Voda dostiikne az do vzdalenosti stejné jako je vyska hladiny vody v nadob¢.
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Fyzikalni zakony

16. priklad

Propustnost mostu:

Auta jedou pres most dlouhy 3 km. Kazdé¢ auto je dlouh¢é 3,5 m a pro bezpecné
zastaveni musi udrZzovat od ptedchoziho auta vzdalenost d. Brzdna drdha auta
jedouciho rychlosti v je (v metrech) piiblizng 0,06 v*. Pokud ptedpokladame
d = 0,03 v* (odstup aut je polovina brzdné drahy), najdéte rychlost, pii které pies

most pfejede co nejvice aut.

D a
— .k

Opét priklad, ve kterém mame za ukol nalézt velikost rychlosti néceho, tentokrat
automobilu. Rychlost vyjadfuje, jak uz nescetnekrat zaznélo v predchozich nékolika
prikladech, zménu. V tomto ptipad¢ je to rychlost pohybu, tedy zména urazené drahy za
n¢jaky ¢asovy usek. Zapsano matematicky je v = % ([25], s. 100).

VypiSme si v tuto chvili udaje ze zadani, které¢ zname:

* m=3km,

e [=35m,

e s5=0,06V* (brzdna draha)
* d=0,03V

e v=7?

Vzdalenost d aut jedno od druhého je zadéna jako konstanta krat kvadrat rychlosti

d=k-V,

kde v je naSe hledana rychlost pohybu automobilti a & je jakdsi konstanta iimérnosti.
Zahriime tento Udaj do naseho seznamu:
* k=0,03.
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Jeste nez se budeme pokouset najit vztah mezi témito veli¢inami, které v seznamu
vystupuji, objasnéme si, co to vlastné je propustnost a na ¢em zavisi. Propustnost mostu
je jednoduse mnozstvi dopravnich prostredki, které piejedou dany most za jednotku
gasu. Cim vice prostiedki prejede most za stejnou dobu, tim je propustnost mostu vyssi.
toto tvrzeni ma ale jistd omezeni. Pokud budou auta jezdit pftilis rychle, budou se nutné
zvétSovat rozestupy mezi nimi (d = 0,03v?). Pii vysokych rychlostech tedy zacne
propustnost opét klesat. Naopak, pokud pojedou auta v malych rozestupech, nutné musi
jejich rychlost byt nizka tak, aby spliiovala podminku d = 0,03v*. Proto bude
propustnost opét klesat. Tedy hledame jisty kompromis mezi rychlosti a rozestupy aut.

Jesté jednou zopakujme definici pojmu propustnost: ,,Propustnost je pocet objektii
proslych urcitym mistem za jednotku casu.“ Zkusme tedy vyjadfit tento cas. Postavme
tésn¢ k prednimu ndrazniku cerveného auta na obrazku stojan s pohybovym cidlem a
stopkami. Dals$i auto (za Cervenym) je modré a musi k ¢idlu ujet vzdalenost s =/ + d.

Jaky ¢as potiebuje na ujeti této drahy? Z klasického zakona kinematiky hmotného

bodu

<

Po dosazeni d = k - v* do vztahu dostaneme

_ Ltk
£

t

Netteba snad dodavat, ze pozadujeme, aby tento Cas byl co nejkratsi. Tedy

hledame globalni minimum funkce jedné proménné v

2
t(v):l'f‘]‘j'v

2

kde I, k jsou konstanty. Celou rovnici miZzeme jest¢ poupravit, aby se nam Iépe
derivovala
t(v)=1v"'+k-v.
Po zderivovani této upravené rovnice ziskame tvar
t'(v)=1-(=1)- v’ +k.
Vysetifime nutnou podminku existence extrému (viz kapitolu II — teoreticky vod)

tak, Ze polozime prvni derivaci rovnu nule.
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I-(=1)- v’ +k=0.

Po drobnych upravach se dostaneme az na tvar

T
§

Jak jsme jiz fekli o par odstavct vyse, /, k jsou konstanty, tudiZ nam nic nebrani v

tom, abychom tuto rychlost vypocitali.

3,5
= 2 = 1 _; h
V \/0’03 0,8 m/s = 39 km/

Nasli jsme tzv. stacionarni bod, neboli bod podeziely z extrému. Slovicko

,podeziely méa zde doslovny vyznam. Proto, abychom si mohli byt jisti, ze
v =39 km/h je skute¢né¢ optimalni rychlost, pii které bude Cas ¢, za ktery kazdé
nasledujici auto dorazi k naSemu pomysinému ¢idlu, minimalni, musime tento zaveér
ovéftit. A to pomoci derivace druhého fadu
t"' ()= (1 (1) v+ k) =1-(=1)-(=2) v’ =20v",
t''(39)=2-3,5-10,8°=55-10" > 0.

Druhd derivace v bod¢ v =39 km/h je vétsi nez nula, tim pddem v tomto bodé

nastava lokdlni minimum. Koneckoncli si miZeme funkci #v) nakreslit pomoci

nékterého pocitacového softwaru, napt. GeoGebry.
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Z tohoto grafu by se mohlo zdat, ze je to ,klasicka“ hyperbola. Klasicka
hyperbola se v x =+ oo blizi k nule. Ta ale piece nema zadny extrém! Tak, jak je mozné,
ze jsme jej pocetné nalezli? Z nasledujiciho grafu bude vSe ziejmé. Pomér métitek
soufadnych os si nastavime tak, aby jeden dilek na ose y odpovidal 10 (nebo i vice)
dilkim osy x, tedy x : y=10: 1.

Z grafu vidime, Ze se jedna o hyperbolu, kterd se ovSem v nekone¢nu neblizi nule,
ale naopak se od ni vzdaluje. To proto, Ze jejimi asymptotami nejsou soutadné osy x, y

jak jsme zvykli. Ale jsou pootocené o jisty kladny thel (proti sméru hodinovych rucek).

F Algebraické okno (=]
- Bod [Bod min: Extremit, 0, 100] |
“- ) min = (10.8012, 0.6481) o ]
Funkce
3.5 4+ 0.03 7
...... .. t{'U'} — + v
v 1.5 4
1
min
0.5 A
[u]
s 1o 5 o 5 10 15 =n
1:2
1:1
-0.51 2:1
5:1
Nakresna Vo101
-1 -l— Osy 20:1
50:1
Eiic) Mnﬂ.(a B 100-1
Mavigaéni panel S3Ts¢
-1.5 - G, Lupa [ 500: 1
OsaX: OsaY ) 1000:1

To, Ze se jedna o lokalni min. je vidét z predchozich dvou grafi. Zda-li mame co
doc¢inéni 1 s minimem globalnim, potvrd'me analyticky — dopocitejme limity v krajnich

bodech defini¢niho oboru.

2
im ¢(v) = lim 25 — fim L kv =0+ 0 = 400,

v—+00 v—+o0 \% v+ V
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[+kVv? l i

lim¢(v) = lim =lim—+kv=-—"+0" =40,
v—0" v—0" 1% vo0*t V

2
lime(v) = lim 25 —tim Ly kv=L 407 =,
v—o0~ v—0~ 1% vo0~ V 0

2

lim ¢(v) = lim 25— fim Ly kv =0 =—w.
Yo —00 y——00 \% yo—wn V

Potvrzeno pocetné i graficky, zadvér zni: ,,Rychlost, pii které pfes most piejede
nejvetsi mozné mnozstvi aut je v = 39 km/h.*
Jen pro zajimavost zkusme dopocitat jaky pfi této rychlosti bude odstup aut d.
d =0,03v’ =0,03-10,8°=3,49m
Vidime, Ze je naprosto stejny jako délka samotného auta.
Na zavér se jesté zastavme u onoho koeficientu 0,06 ve vztahu pro brzdnou drdhu

0,06 2. Brzdna draha obecné se vypodita jako

21

0 A £
2fg

kde v je pocatecni rychlost, ze které vozidlo brzdi, fje soucinitel smykového tfeni, g je

Sp=V

(1

tihové zrychleni. Tento vztah se d4 odvodit z mySlenky, Ze se jedna o rovnomérné
zpomaleny ptimocary pohyb, pro jehoz drahu z kinematiky plati ([5], s. 47)

s=s0+v0t—%at2, 2)

Pocatecni draha s, je v nasem pfipad¢ nulova a cCas, za ktery automobil zastavi

oznac¢me tz. Odtud pro brzdnou drahu

1
Sy = Volg — EatzB, 3)

V case t, kdy automobil UpIn¢€ zastavi, je jeho rychlost
v=v,—aty=0.

Odtud ¢as brzdéni ¢, = -*. Tento ¢as nyni dosadime do vztahu (3) a ziskame

“4)

2
Vo
Sp

— Z-
V tuto chvili si musime uvédomit dalsi véc z dynamiky hmotného bodu a to, ze
pti brzdéni jedina sila, kterd ma vliv na brzdnou dréhu, je sila smykového treni ([5], s. 86)
F t = f ' F n o

kde f je soucinitel smykového tfeni, F, je sila piisobici na téleso kolmo k podlozce.
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Proto mizeme pro vodorovnou podlozku rovnéz psat

Fo=f Fs=fmg, (5)
kde F', = m g je tihova sila ([5] ,s. 75). Pti plné aplikaci brzd bude tedy sila zptisobujici
zpomalovani vozidla, nazvéme ji brzdnou silou, podle 2. Newtonova zdkona ([5] ,s. 73)

F 3 = ma rovna praveé této tieci sile, tedy plati

Fy=F,,
ma= fmg.
Po zkraceni dostavame
a=fg. (6)

Tedy fyzikdlni interpretace (6) fika, Ze velikost zrychleni (nebo chceme-li v nasem
pfipad¢é zpomaleni) nezavisi na hmotnosti télesa, ale pouze na materialech, ze kterych
jsou vyrobeny téleso a podlozka a na jejich opracovani — tyto materidlové vlastnosti
jsou zahrnuty v souciniteli f, a na velikosti tihového zrychleni g. Vztah (6) nyni

dosadime do (4) a ziskame tak vztah (1), ktery jsme chtéli odvodit

S = v2 . 1—

Pt 2fg
Jak vidno ze zadéni, bude platit
1
—— =0,06.
2f¢g

Spocitejme nyni soucinitel smykového tieni f.

1 1

f= = 0,85

2-006-g 20,0698
Hodnota 0,85 odpovida podle MFCHT ([21], s. 282) pfiblizn¢ smykovému tfeni
mezi gumou a betonem (0,7-0,8). Guma na suchém asfaltu by méla koeficient roven

0,55.
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17. priklad

Stoji-li v mistnosti sklenice s horkym ¢ajem, ubyva z ni teplo rychlosti, ktera je

pfimo imérna rozdilu mezi teplotou ¢aje T a teplotou v mistnosti 7y (kterou pro

jednoduchost pokladejme za konstantni). Koeficient této umérnosti znaéme k.

a) Najdéte rovnici, kterd by popisovala pribéh chladnuti, tedy funkéni vztah
mezi teplotou ¢aje 7' (nebo obecné kapaliny) a teplotou v mistnosti 7y (obecné
okolni teplotou).

b) Urcete za jak dlouhou dobu bude mit ¢aj 30 °C, kdyz vite, ze na po¢atku méteni
thned po zaliti mél teplotu 100 °C a teplota vzduchu v mistnosti byla 20 °C.

Dale vime, zZe po uplynuti 25 minut od zaliti klesla teplota caje na 50 °C.

Nejprve si musime uvédomit, co vlastné
hleddme a mit pfedstavu o tom, jaky zhruba
vysledek ocekavame. Pokud bychom
ocekavali, ze teplota caje bude klesat
konstantni rychlosti, potom vztah, ktery by
tuto zavislost popisoval, bude mit tvar
linearni funkee, tedy T(t)=k -t + T,. Coz

je ovSem holy nesmysl, kdyz si uvédomime,

7ze pro k<0 bude graf této funkce pfimka
klesajici do nekone¢na. Tedy nezavisle na okolni teploté¢ by ¢aj chladl stile stejnym
tempem pod hranici této okolni teploty a stale dal. Z vlastni zkuSenosti vime, Ze teplota
caje by se po néjaké dobé meéla ustalit na hodnoté stejné jako je teplota vzduchu v
mistnosti. Tudiz limita nas$i funkce, kterou hleddme, by méla byt rovna pravé této
hodnoté. Takovéa funkce, aby zaroven jeji limita byla vlastni ¢islo a zaroven aby
protinala osu y (jinymi slovy, aby v ¢ase =0 byla hodnota y rovnéz vlastni ¢islo, v
nasem piipadé rovna hodnoté pocatecni teploty Caje) je pouze jedna. Exponencidlni
funkce je funkci, ktera vSechny tyto prerekvizity spliuje.

Pojd'me k samotnému feSeni. Ze zadani vime, Ze rychlost chladnuti — oznacme ji

prozatim v ,, — je ptimo umérna rozdilu 7, — 7. Koeficient této imérnosti je k. Tedy

dostavame rovnici
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VAT:k'(To_T)-

Rychlost chladnuti vyjadiuje zménu teploty 7' v Case ¢. Mizeme proto psat

dT
Var = dr
Ziskali jsme diferencidlni rovnici
dT
—=k-\T,—-T

Je to obycejna diferencidlni rovnice 1. fadu, kterou vyieSime pomoci separace
v , ve v N , a7 - w , . . ,
proménnych. Pfipomefime si, Ze vyraz - je vlastn€ roven prvni derivaci T ().

Provedeme tedy separaci a ziskadme

1
T—T,

: /
j'T—TOdT:_k dt

In|T —Ty|=InC — k¢,

dT =—k-d¢t.

Provedeme integraci

a ziskame rovnici

Pravd a leva strana rovnice se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji jejich
exponencialy. Navic jest¢ predpokladejme, ze plati 7 > T, aby se skutecné jednalo o
chladnuti. V opaéném ptipad¢ by Slo o oteplovani neboli ohiev.

eln(T -7,) _ e ke
Tento tvar mizeme upravit jesté dale na
T-T,=Ce ",
T=Ty+Ce " (1)
Vidime, Ze tato rovnice ma nekone¢n¢ mnoho feSeni v zavislosti na konstanté C. Z
pocatecni podminky, ze v Case ¢ = 0 je pocatecni teplota 7}, dopocitdme partikularni
fesSeni
T,=1(0),
T,=To+Ce "7,
C=T,~-T, @)
Riazné hodnoty C budou odpovidat riznym funkcim, resp. riznym tvartim jedné a

téze exponencialni funkce, které popisuji chladnuti ¢aje s riznou pocatecni teplotou.

< 67>



Celd konstanta C vyjadfuje rozdil mezi pocatecni teplotou cCaje a teplotou okoli.
Miizeme tedy psat ([8], vztah (10))
T=T,+(T,— Ty e™". 3)
Po upravé
T=Ty+T,e", (4)
kde I'. =T, — T, je teplotni rozdil pocatecni teploty ¢aje T, a teploty okoli 7.
Konstanta k se bude lisit pro kazdy ptipad a jeji hodnota zavisi na vlastnostech
latky, u které pritb¢h chladnuti sledujeme, zejména na tepelné kapacité ([8], vztah (10)).

Muzeme ji ur€it vyuzitim (4) osamostatnénim exponencialniho ¢lenu

T_To _ —kt
=e
Tp_TO
Celou rovnici zlogaritmujeme
—kt T_To
lne” =1In
T —-T,
a dostaneme
—-T
—kt=1In 4
p_TO
A odtud jiz
I-T,
In Tp—TU)
k=-— (5)

Podobné jako u rozpadového zdkona, kde za stejny casovy Usek se rozpadne vzdy
polovina zbyvajicich jader atomi — zde bude platit, Ze za stejnou dobu teplota Caje
klesne vzdy o polovinu pfedchoziho poklesu. Jinymi slovy teplota latky (Caje) se bude v
pravidelnych casovych intervalech zmenSovat na polovinu pfedchozi hodnoty.

Nézornéji je vSe vidét na nasledujicim obrazku.
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ﬂ!’.J = Qe—n.rs!;:swm =(0 2]
y =(1,1)
=(2, 0.5)
" = (3, 0.25)
Funkce T-T(t)=T_ +T e™-kt) = (4, 0.125)
2 @ 5T =(5,0.0625)
- Funkce
@ T(t) = 2 e 0-69315t
Cislo
------ e T,=0
...... & Tr =2
------ ® k=0.69315
;
! a7
0 T4t 5T
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 g [ 7 8 g 10 11 12

- Funkce
i 8 T{t} = E = 0.1t
- Cislo
= T,=
..@ T=5
...... .. k=01
Funkce T: T(t) = T, + T, e"(k t)]
: k=0,1
* k=0,2

Vidime, ze se zvétSujici se konstantou k je graf exponencialy strméjsi, tedy dana
latka odevzdava teplo okoli rychleji, coZz odpovidé pribchu chladnuti u latek s mensi

tepelnou kapacitou, jako jsou napt. kovy.
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18. priklad

Radioaktivni rozpad:
Rychlost rozpadu prvku radium je pfimo umérna jeho hmotnosti. Urcete, kolik

procent hmotnosti m, radia se rozpadne za 200 let, jestlize vite, Ze polocas

rozpadu radia je 1590 let.

Oznacme si:
* v,, rychlost rozpadu,
* m hmotnost,
* A konstantu umérnosti.

Rychlost rozpadu radia v tomto

pfipadé¢ vyjadiuje zménu hmotnosti

prvku v Case, tedy miizeme psat

Podle zadani je pak tato rychlost pfimo imérna hmotnosti radia, tedy rovnice ma

tvar

dm _

dt
Minus pred konstantou 4 je z toho diivodu, Ze piepokladdme s pribyvajicim ¢asem
ubytek hmotnosti radia. Provedeme separaci proménnych.

d_mz—x.dt
m

Dostali jsme obycejnou diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi,

kterou v tuto chvili sta¢i pouze zintegrovat.

1
[—dm==[4-dt
In|m|=—At+InC

Provedeme trik, kterym si dal$i postup vyrazné uleh¢ime. Namisto vyrazu —A¢
muizeme z definice logaritmické a exponencialni funkce psat Ine *'. Proto
Injm|=Ine”* +mInC.

Absolutni hodnotu mizeme bez vycitek odstranit, protoZze proménnd m zastupuje
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hmostnost prvku, tudiz musi platit m>0. Rovnici upravime podle pravidla: ,,Soucet
logaritmil rovna se logaritmu soucinu jejich argumenti.*
In|m| = In[C e
Celou rovnici odlogaritmujeme a dostaneme tvar
m=C-e ™. (D)
Dosadime pocatecni podminku v ¢ase ¢t = 0 je m = m, a ziskame
my=C-e """ —
m, = C,
Tedy integracni konstanta C v rovnici (1) je vlastné rovna pocateéni hmotnosti

radia my. Jesté ale potfebujeme urcit velikost konstanty imérnosti A. To provedeme z
dopliujici podminky: 1 = T — m = =, kde T je oznadeni pro poloas rozpadu daného

prvku (v nasem ptipad¢ radia). Dosadime do rovnice (1) a dostaneme

L
5 = Me
A déle upravime na tvar
—ar_ 1
2

Nyni potfebujeme ziskat konstantu A osamocenou na jedné strané, to provedeme

sérii uprav. Nejprve celou rovnici zlogaritmujeme

- 1
Ine™" ==
e ft)

Po odstranéni logaritmu na levé stran¢ dostaneme

1
—AT =1In|=
o)

Nyni podle pravidla pro logaritmovani: ,,Rozdil logaritmli se rovna logaritmu

podilu jejich argumentd,* tuto rovnici upravime.

—AT=In1-1n2
Ze stfedni $koly vime, Ze plati In1 = 0, dosad'me.
AT =In2
Z této rovnice ziskame dobfe zndmy tvar
In2
A=z
. 2)
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Ziskali jsme hodnotu ,konstanty* A. Slovo konstanta je zdmérn¢ v uvozovkach,
protoze kdyz se na vyraz (2) podivame, vystupuje v ném promeénna 7 zastupujici
polocas rozpadu daného prvku, kterd ma pro kazdy prvek riznou hodnotu.

V tento okamzik bychom mohli fici, Ze jsme hotovi a rozpadovy zdkon, jak se mu
jinak také tika, psat ve tvaru ([27], s. 102, 103)

At 1n2
e . 'A' = -
m=my-e " ; T 3)

Pojdme se ale jesSt¢ pokusit tyto dva vztahy spojit do jednoho a zaroven jej
zjednodusit jak jen to bude mozné. Dosad'me A do (1) a zaroven jiZ namisto konstanty C
piSme my.

7ln2t

— o T
m=m;- e

V tuto chvili bude opét nezbytné provést n€kolik uprav. Prvni z nich bude

zlogaritmovat celou rovnici

—1n2t
Inm=1In\m,-e” |

Op¢ét pouzijeme pravidlo pro soucet logaritmti.

71n21
Inm=1Inm,+1Inle " )
Inm=1Inm, + ﬂt)-lne
T
4
Inm=Inm, + ——)-ln2
T

Nyni opét vyuzijeme ,,trik, ktery ¥ika, ze k - Inx = In x*,

—1
Inm=1Inm, + ln(2T)
V tento okamzik ddme opé€t vyrazy na pravé stran¢ rovnice dohromady pomoci jiz

n¢kolikrat zminovaného pravidla pro soucet logaritmi.

—t
1nm=ln(m0-2T)

A na zavér celou rovnici odlogaritmujeme a dostaneme tvar
—t

T
m=my-2",
ktery jest¢ doupravime na hez¢i tvar, odstranénim zdporné mocniny a piepsanim

rovnice jako pfedpisu funkce
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‘
m(t):mo'(%)T. @)
Toliko obecné Cast, ve které jsme si odvodili vztah (4) pro ubytek hmostnosti
radioaktivniho prvku ([27], s. 102), kterému se tika rozpadovy zdkon a vyucuje se jiz na
sttednich skolach.
Jesté¢ nez se vrhneme na konkrétni pocitani, které mame ze zadani provést,

pojd’'me se podivat, jak vypada graf takovéto funkce .

Funkce m: m(t) =m_ (1/2)Mt/T) Funkce .

~ Cislo

Na grafu vyse je pocateCni hmotnost m, = 5 kg a poloCas rozpadu je 2 s. Tvar
exponencialy urcuje pravé doba, za kterou se rozpadne polovina jader atomti daného
prvku. Cim je 7 mensi, tim bude exponencidla strméjsi. Prise¢ik s osou y méa pak na
svédomi pocatecni hmotnost m, prvku.

A nyni zpét k naSemu piikladu. Otdzka byla: ,Kolik procent prvku radium se
rozpadne za 200 let?

m 1\
— = (—)‘590 =0,9165 = 91,7%
m, 2

A odpovéd’ zni: ,,Po 200 letech se preméni (rozpadne) 8,3 % prvku radium.*
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19. priklad

Barometrick4 rovnice:
Urcete zavislost atmosférického tlaku na vySce nad hladinou mote, jestlize vite, Ze
tlak na hladin€ mofte je po = 1013 hPa a ve vySce 4; = 500 m nad hladinou mofe je

tlak p; = 940 hPa. Pfedpokladejme, Ze vzduch ma vSude stejnou teplotu.

Protoze teplota vzduchu
P pl =940 hPa

je ve vSech mistech
h, =500 m

stejna, plati pV = konst.
p,=1013 hPa Jha. p P

([3], s. 83). Tento zdkon
(Boyletiv-Mariottiiv) Ize

prepsat do tvaru

jsou hodnoty ve vysSce 4.
Déle budeme piedpokla-
dat, Ze ve vrstvé o
tloustce di je hustota
konstantni. Tento vztah vyzaduje jiny fyzikalni vyklad — autofi feSeni zde odkazuji na
praci Vybiral, B.: Mechanika idealnich plynii. Pro ubytek tlaku v této vrstvé pak
dostavame d p = — o gd & ([10], str. 540). Z Boylova-Mariottova zdkona vime, ze plati

0 =4 p. Po dosazeni do vztahu pro dp dostaneme

dp= —@pgdh.

0
Po separaci proménnych a integraci obdrzime

P @ oqpmp=-Lgh+mc,
P Po Po
ey,

Po odlogaritmovéani p = Ce ™ = Ce " kde k = g

Okrajové podminky: ve vysce i = 0 je tlak p,, z &ehoz C = p,, a tedy p= p, e "
Konstantu k£ uré¢ime pomoci druhé podminky, tj. ve vysSce 2 = 500 m je tlak 940 hPa:
k=1 In[£] =0,00015.

Hledana zavislost je tedy p = 1013¢ **""*" hPa.
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20. priklad

Myslenkovy prilet kamene Zemi:
Predpokladejme, ze sttedem Zemé vede Uzky kandl. Kémen padajici kandlem je
pritahovéan stfedem Zemé silou, ktera je pfimo umérna vzdalenosti kamene od

sttedu (viz Poznamka 2 na konci feSeni ulohy). Za jakou dobu 7 proleti kdmen

celou Zemi?

V libovolné casovém okamziku na
kamen pusobi pfitazliva sila o
velikosti F, kterd je pfimo umérna
vzdalenosti y kamene od stfedu Zem¢,
t. F=—k-y (sila F a okamzita
vychylka y maji navzdjem opacny

Smer).

Pouzitim 2. Newtonova pohybového

zakona ([22]; [10], s. 123)

my''=—ky,

po upravé

y"+£y=0.
m

Oznadime-li o° = k, pak y'" + a)zy = 0. Reseni ma tvar y= Rsin(a)t + qao), kde ¢,
m

uré¢ime z pocatecnich podminek:

vcaset=0jey=R, F =mg.
T

Postupné dostavame R = Rsin ¢, odkud ¢, = X Z podminky v Case t=0je F =mg

dostavame mg = —k - (— R), &ili k_g_ .
m R

Hledana doba priletu je tedy 7 = \/ E
g
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2
Pro dané hodnoty je t = 1 % s = 42,3 min.

Poznamka 1
Ulohu je opét mozno fesit i pfimym pouzitim charakteristické rovnice tak jako v

ptedchozich ptipadech (vyzkousejte si).

Poznamka 2

Vztah, Ze sila pasobici ,,uvnitt Zemé* na téleso silou, kterd je pfimo imérnéa vzdalenosti
télesa od sttedu Zemé, plati za predpokladu, ze uvazujeme bud’, Ze Zemé je homogenni
koule, nebo redlnéjsi situaci, ze Zemé ma sttedové soumérné rozlozenou hustotu.

Po priletu Zemi bude kamen ve svém pohybu pokracovat dal. Za stejn¢ho piedpokladu
jako v ptfedchozi tivaze bude na kdmen ,,vné Zemé&* piisobit sila dand Newtonovym
gravitaénim zakonem ve tvaru pro dva hmotné body, tj. pisobici sila je nepfimo umérna
druhé mocnin¢ vzdalenosti stfedi Zem¢ a kamene. Sami si promyslete, jak bude

probihat dalsi pohyb kamene.
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21. priklad

Nabijeni kondenzatoru:

Kondenzator o kapacité C ptipojime v Case ¢ = 0 ke zdroji napéti Up. Nabijime jej

pres rezistor o odporu R. Jaky je ¢asovy pribéh proudu a napéti na kondenzatoru?

Zapojenim spinace do polohy 1 (viz obr.) pfipojime obvod na zdroj o napéti

U, = konst. Podle 2. Kirchhoffova zdkona plati ([6], s. 25)
uptu. —U,=0.

Po dosazeni za u, = Ri ([6],s. 15), u,. = % ([18], s. 41) do (1) dostaneme

Ri+%—U0=0.

Zderivujeme-li rovnici (2), dostaneme
di  1dg_

REL +

0.
dt Cdt

Uzitim vztahu i = g—(t] ([18], s. 51) mizeme rovnici (3) upravit na tvar

di 1
REL+—i=o.
aci=0

Po separaci proménnych, integraci a odlogaritmovani dostdvame:
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. __t
di __ 1 4, i=kK.e ", )

i RC
kde K; je integracni konstanta, kterou ur¢ime z pocatecnich podminek. V case 1 =0 je

napéti na kondenzatoru uc = 0 (kondenzator neni nabity) a proud protékajici obvodem je /.

U
Podle (2)je R1,= U, odkud I ,= ?0, podle (4) je Ip = K. Pak

Lt
i=1,e ", (5)
Na nésledujicim obrazku je zndzornén prubéh proudu v obvodu.

Funkce

o1 x " , . 1
Prbéh napéti na kondenzatoru uc je dan vztahem u. = —

C g, po derivaci

du,

1ldg
d¢ C dt

d 1. 1., ~z¢
q :EZ :EIOe RC.

Po separaci proménnych a integraci

Lt
du.= %Ioe kCdt,

u.=-Use "“+ K, (6)

1 Odhalena chyba v feSeni: autorovi zde uniklo znaménko © pied proménnou Up. To mélo potom za

nasledek chybny tvar (6) a tim padem prevraceny graf exponencialy.
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Integra¢ni konstantu K, ur¢ime z pocate¢nich podminek: v case t =0 je uc =0, po

dosazeni do (6) dostaneme: 0 = —U, + K,, odkud K, = U,

Po dosazeni za K, do (6) dostaneme

ot
_ RC _
u.=U,e U,,

-
U. = UO(I - € RC).

(7

Vidime, ze prabeh napéti na kondenzatoru C ma exponencidlni prabéh ([31], slide

3), jak potvrzuje nésledujici graf.

Funkce
® i(t) = 0.5e 1

Z grafu je dale patrné, Ze napéti ug na rezistoru ma piesné opacny prabeh nez-li

napéti uc na kondenzatoru. Vztah pro napéti uxz se da snadno ziskat pouzitim Ohmova

zakona ([6], s. 15) u, = Ri z ¢ehoz

t
— RC
u,=RIe
a po upravé

t
— RC
u,=U,e "".
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22. priklad

Akumuléator ma elektromotorické napéti U, a vnitini odpor R;. Jaky vnéjsi odpor R
je nutno zapojit, chceme-li ve vnéj§im proudovém okruhu ziskat nejvétsi vykon.

Urcete tento maximalni vykon.

Uved'me nejprve na pravou miru
vSechny tdaje ze zaddni a piifadme
jim fyzikalni interpretaci:

U. ... elektromotorické napéti (napéti
nezatizeného zdroje) [konst.]
R; ... vnitini odpor zdroje (celkovy

odpor vSech spoji a soucésti

uvniti zdroje) [konstanta]
R ... neznamy odpor rezistoru, ktery chceme zjistit [promeénna]
R + R; ... celkovy odpor obvodu (pravé na ném zévisi, jak velky proud bude obvodem

protékat)

V zadani se po nas chce, aby vykon byl maximalni v z&vislosti na velikosti odporu
vnéjsiho pfipojeného rezistoru, proto budeme hledat func¢ni zavislost vykonu P na
odporu R.

Jesté nez se do toho pustime, dovolte mi malou vsuvku. Tento ptiklad, pokud by
to bylo mozné a méli bychom zadany konkrétni hodnoty jednotlivych veli¢in, by se dal
fesit empiricky. Tim zplsobem, ze bychom ke zdroji (akumulatoru) pfipojili proménny
rezistor (reostat nebo potenciometr), ménili bychom jeho odpor a pii kazdé zméné
zaznamenali hodnotu napéti na akumulatoru a velikost proudu 7 protékajiciho obvodem.
Pot¢ bychom, podle znamého vztahu ze zakladni Skoly P =U -1 ([18], s. 78),
vypocitali pro jednotlivé naméiené hodnoty velikost vykonu P (ktery se v tomto piipadé
pfeméni na teplo) a zanesli je do V-4 grafu. Ze tvaru kiivky, ktera by vznikla spojenim
jednotlivych bodli bychom byli schopni ur¢it hodnotu proudu 7, pro ktery je vykon P
maximalni. A z n€j potom 1 hodnotu odporu R.

Vratme se ale k naSemu obecnéji zadanému piikladu. Vzorec, ze kterého vyjdeme

jsem jiz uvedl v odstavci vySe, nyni do ng potfebujeme dostat veli¢iny ze zadani a
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zbavit se neznamé /. K tomu vyuzijeme Ohmiiv zakon pro uzavieny obvod ([18], s. 71)

UC
= ,
R+ R,
Potom
2 2
U R-U
P=U-I=R-I'=R-|——| = 3
R+ R (R + Ri)

PrepiSme jesté pfedchozi vztah jako funkci a uved’me jej do tvaru
R

P(R)=Uz'm. (1)

Nyni jiz miZeme pfistoupit k samotnému hledani extrému klasickou procedurou.
1)  Prvniderivace

pi(r)= . RE RV -2R (R+ R)
(R +R)

Po roznasobeni a seéteni se dostaneme na tvar

R — R’ R —R) (R+R R — R
P%szj—;—szj(l >(;)=Uﬂ—;—7
(R+R) (R+ R) (R+ R,

2)  Druha derivace

prr)—yr. CN(RER = 3(R —R) (R+ RJ
(R+ R,

V (Gitateli miizeme vytknout zavorku (R + R\’ a zkratit se jmenovatelem. Po
seCteni zbylych Clent v Citateli se dostaneme na tvar
, 2R —4R,

P%MteG;?y.

3)  Vyhodnoceni derivaci

Jako u vSech ptikladli na vySetfovani extrémil je potieba ovétit platnost nutné

podminky existence extrému

» R —R
P'(R)=0 & U’ ——— =0
(R+R,)
Tato rovnost nastava ve dvou piipadech. Bud'to kdyZ je U> = 0 nebo R, — R = 0.

Pojd’'me se na oba ptipady podivat podrobnéji.
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1) UZ=0 ... toto feseni nehledame, protoze pii nulovém elektromotorickém napéti
nepoteCe obvodem zadny proud, tudiz vykon bude rovnéz nulovy.

2) R —R=0-— R=R, ... tento zavér je jiz pravdépodobnéji ten, ktery hledame,
protoze tvrdi, ze obvod bude poskytovat maximalni vykon ve chvili, kdy

pfipojime zatéz stejné velikosti, jako je velikost vnitiniho odporu zdroje.

NemiZzeme si ale byt stoprocentné jisti, Ze se jednd o maximum (také by to mohlo
byt minimum), proto ovéfime tuto hypotézu dosazenim do druhé derivace
2R, 5, -1 2 6

22Ri_4Ri 2
. =U:- =0 -—=6 < 0,

P'(R)=yU>. 2 T 2. ol
(&) °* (R +R) ° (2R ‘ 8R 8@’

Protoze U. a R; jsou kladné konstanty, dojdeme k zavéru, ze druha derivace P v
bod¢ R; je zapornd, tudiz v ném nastava lokalni maximum. O tom, zda-li je 1 maximem

globalnim, se pfesvéd¢ime vypoctem limit v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim P(R)= lim U7 —F = tim 0> — R —tmv? L -
R0 R0 (R+R) R+ , Rotoo R.
1+— R 1+§‘

lim P(R) = lim U ———
R-o—w R-—w <R+R|) R——w

Zaveér tedy zni: ,,Maximadlniho U P
|

vwkonu v obvodu dosahneme pripojenim
vnéjsitho rezistoru o velikosti odporu R Uo 1
rovnému velikosti vnitiniho odporu R;
zdroje — v audiovizudlni technice se
tomuto  jevu Fika impedancni

Ve o INTS
prizpusobeni.

Na obrazku vpravo ([18], s. 79)

0 Iy /

roh

vidime zavislost vykonu na velikosti

proudu v obvodu. Z grafu je vidét, Ze maximalniho vykonu dosdhneme v piipadé, Ze
I, U

2 2R/

e
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V takovém ptipadé

U U
c =_—¢ _, R=R.
R+ R, 2R,

Uginnost premén energie v elektrickém obvodu je podle O. Lepila [18]
_w _UQ _U

w. U.0 U/
Pomoci Ohmova zékona pro uzavieny obvod ji mizeme vyjadfit jako

RI R
(R+R)I R+R’

Utinnost obvodu pfi maximalnim vykonu je tedy

(P, )= R sou
n max _2R1_ 0.

Jednoduché elektrické obvody, napt. v kapesni svitilng, v automobilu apod., jsou
navrzeny tak, abyse dosdhlo kompromisu mezi maximalni G¢innosti a maximalnim
vykonem. ([18], str. 79)

To jesté neni vSechno, druhym ukolem bylo tento maximalni vykon vypocitat.
Toho dosdhneme prostym dosazenim do funkcni zavislosti (1), kterou jsme odvodili
hned v ivodu tohoto ptikladu.

R.

1

1 U
P (R)=U —— _=—.=-¢ 2
max( 1) e (Rl-‘r Ri)Z 4 Ri ( )

NN

V tomto ptipadé bude zavér znit takto: ,, Velikost maximdalniho vykonu v obvodu je

2
% «

v e
rovna hodnoté - - &

Na uplny konec zauvazujme, jaké bude situace v klasické 12V autobaterii. Vnitini
odpor plné nabité baterie se pohybuje okolo 0,001 Q [14]. Spoctéme tedy tento
okamzity maximalni vykon
_1

4 0,001

Pro srovnani vykon obycejné varné konvice se pohybuje okolo 2 kW, mixéru
kolem 0,25 kW, motocyklu 3-15 kW, osobniho automobilu 40-100 kW, lokomotivy
3000-4000 kW. ([28], s. 16)

=36 000 W =36 kW.

Pmax<Ri)

S postupem casu, jak se bude autobaterie vybijet, bude se jeji vnitini odpor

zvétsSovat a tim padem dle (2) maximalni vykon klesat.
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DalSi fyzikalni ulohy

23. priklad

Rychlost tazeného objektu:
Muz na molu pfitahuje pres kladku lod’ na lané€. Lano je uvazéano na ptidi 40 cm

nad hladinou. Rychlost lana je 1 m/s. Lod’ je 7 m od mola, vrch kladky je 3 m nad

hladinou vody. Jak rychle se lod’ blizi k molu?

Nejprve si podle obrazku vypisSme udaje, které zname:
* [ =7 m (vzdélenost lodky od mola),
* K =3 m (vzdilenost vrchu kladky od hladiny vody),
*  h, =40 cm (vyska Givazu lana na lod’ce od hladiny vody),
* y,= 1 m/s (rychlost lana),

* v, = ? (rychlost lodky).

Tak jako v pfedchozich dvou piikladech i zde nés zajima velikost rychlosti, tento-

krat ve vodorovném smeéru. Rychlost obecné mizeme povazovat za pomér drahy / a
Casu ¢, za ktery tuto drdhu lod’ka urazi, tedy v, = % ([25], s. 100). Rychlost lana, kterou
zname, miZeme rovnéZz psat jako v, = % Hledame tedy néjaky vztah mezi délkou lana

a vzdalenosti lod’ky od biehu. Respektive to, co nas doopravdy zajima je vztah mezi

rychlostmi, kterymi se tyto dvé veli¢iny méni. Coz, jak uvidime, spolu tzce souvisi.
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Ud¢lejme si jeste, pro vetsi ndzornost, nacrtek celé situace.

obr. 1

a=20.38°

Nyni uz si snadno vSimneme, ze délky s, / a vyska A, — h, spolu tvoifi pravouhly
trojuhelnik, ve kterém s je jeho pfeponou. Pomoci Pythagorovy véty muzeme délky
vSech jeho tfi stran vyjadiit jednim vztahem (jednou zavislosti).

s = +(h — hy)

Vysky hy, h, ziistavaji konstantni. Zato vzdalenosti s a / se méni — zmensuji se tak,
jak je lod’ka ptitahovana ke biehu. Zména, jak jsme si jiz fekli, je vyjadiena derivaci.
Nebo feceno Iépe — derivace vyjadiuje néjakou zménu veli¢iny. Pojd'me tedy nasi
rovnici zderivovat podle proménnych s a /. Nyni mlzeme provést tzv. implicitni

derivaci (princip je vysvétlen v kapitole I — teoretickd cast na str. 9)

ds d!
2598 _9 &
S ar

’ ’ roor sro L __ di
Osamostatnime vyraz, ktery nas zajima, tj. v, = .

Hodnotu proménné s ze zadani nezndme, mohli bychom si ji dopocitat z
pythagorovy véty Ciselné a dosadit. Nebo si ji vyjadiime a dosadime obecné.
di N+ =) ds
d¢ / d¢

Nyni jsme jiz schopni za vSechny proménné dosadit a vypocitat hledanou

velicinu.

dl _ 7 +(3-04)
di 7

-1 =1,067 m/s

Zaver zni: ,,Rychlost, kterou se pohybuje lod’ka smérem k molu je 1,067 m/s.”
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Tedy rychlost ve sméru vodorovném je vétsi nez rychlost, kterou je tahéno lano.
Tento zavér by mohl nékomu pfijit nesmyslny, protoze kdyz si vzpomeneme na

zakladni Skolu a skladani rychlosti, méla by naSe situace vypadat n¢jak nasledovné.

Tedy rychlost lana v, by méla byt vyssi nez rychlost lod’ky v,. Ov§em tato uvaha je
mylnd, protoze v, a v, jsou dvé€ rozdilné rychlosti, tedy jedna nemuze byt vyslednici

druhé a naopak.

pohybujici se na lan€, které tahne lod’ku; druhy se pohybuje po vodni hladin€. Lépe si

celou situaci predstavime z nasledujiciho obrazku (XPLK zamérné neodpovida skutec-
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nosti, aby Iépe vynikl drahovy rozdil As > Al). Oba body jsou spojeny pfimkou kolmou
k vodni hladin€. Oba body proto dorazi do ,,cile (body K a P) za stejnou dobu a to
znamena, Ze bod pohybujici se po delsi draze se nutné musi pohybovat rychleji. Opét je
tato ivaha nespravna neb v tomto piipad€ uvazujeme bod v, zavisly od bodu v . Tak to

ale v naSem piikladu neni. Neni pravda, Ze lano se pohybuje v zavislosti na pohybu
lod’ky. Je to pfesné naopak — rychlost lod’ky je zavisla na rychlosti pohybu lana.

Musime tedy nasi uvahu, jesté poupravit. A to nasledovné.

Ted uz je pohyb bodu v, odvisly od pohybu bodu v,. A kdyZ se na obrazek

podivame pod spravnym uhlem, uvidime pravothly trojuhelnik Lv v, popf. Lv v,.

Uhel ¥PLK = o také zndme, resp. jsme schopni si jej dopoéitat. J se zde odvoldm na
program GeoGebra, ktery naméfil velikost o = 20,38° (viz obr. 1). A s pouzitim
goniometrické funkce cos dopocitame velikost rychlosti lod’ky nasledovné

vS VS 1
cosa =— — vy, = - V=
7 coso c0s20,38

= 1,067 m/s.

Takze zavér je stejny, le€ k cili jsme se dobrali jinou cestou.
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24. priklad

Dva pracovni prvky baliciho automatu se pohybuji po riznobéZznych, ptimych a
navzajem kolmych drahach stalou rychlosti v=2 m-s ' smérem k priseéiku drah.
V case t, = 0 s je jeden pracovni prvek vzdalen od pruseciku drah 1 m, druhy 2 m.
Urcete:

a) ¢as ¢ v sekundach, ve kterém bude vzdalenost pracovnich prvkl baliciho

automatu nejmensi,

b) minimalni vzdalenost pracovnich prvki baliciho automatu d v metrech.

Tak, jak je vyobrazeno na ndkresu vySe, si miZzeme celou scénu piedstavit. Oba
prvky se pohybuji stejnou rychlosti v, kazdy je ale jinak vzdalen od praseciku jejich
drah.

V prvnim tkolu mame zjistit casovy okamzik, ve kterém budou oba prvky v co
nejkrat$i vzdalenosti od sebe. To znamend, Ze potfebujeme najit zavislost mezi
vzdalenosti prvkl d od sebe a ¢asem ¢. Ve chvili, kdy budeme tento ¢asovy udaj znat,

jsme schopni velice snadno odpovédét na druhou otazku, ponévadz vzdalenost obou
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pracovnich prvki je pfeponou v pravouhlém trojuhelniku, jehoz délky odvésen ovSem
zavisi pravé na Casovém okamziku ¢, ve kterém se oba prvky nachdzi v minimalni
vzdalenosti od sebe.

Pojd’'me tedy popotade.

a) Nejprve se pokusime nalézt onu (funk¢ni) zavislost mezi d a t. Ze zadani zname
rychlost v obou prvki a jejich vzdalenosti od priseciku jejich drah so; = 1 m, s, = 2 m.
Tyto dvé fyzikdlni veli€iny spolu souvisi zndmym vztahem s = v -¢ ([5], s. 35), kde
jedinou neznamou je pravé hledany cas ¢. Tento vztah vSak jeSt¢ musime mirné
poupravit pro ucely nasi situace. V Casovém okamziku # = 0 jsou vzdalenosti obou
prvkl od priseciku jejich drah rovny so a sp, a s kazdym nésledujicim okamzikem
budou oba prvky z této dréhy ,,ukrajovat* az do okamziku, kdy protnou onen prusecik
drah a jejich vzdalenosti od n¢ho budou nulové. Na ziklad¢ predchozi tvahy
vydedukujeme spravny tvar s = s, — v - t. Tedy pro oba pracovni prvky bude platit
S, =8y —Vv-t=1-2t, S, =8p—Vv-t=2-2t

Pojd’me nyni tyto udaje zanést do schematického nékresu.

Zm g Z n¢j by mélo jiz byt vidét, ze je
2 2 . na snadé¢ pouziti Pythagorovy

véty pro pravouhly trojihelnik
d>=(1-2¢7+(2-2¢)

Rovnici upravime a rovnou ji
muizeme psat ve tvaru funkce
d(t) =8¢ —12¢ +5.

ProtoZze  hledame  minimalni

velikost d, hledame vlastné

extrém a k tomu budeme potiebovat derivovat, proto jesté predchozi rovnici upravime

1
d(t)=(8¢—12¢ +5).

Funkéni zavislost jsme tedy nalezli, dale je jiz postup standardni, jako u vétSiny

prikladii na hledani extrémi. Jesté si zndzornéme tuto funkci graficky (viz nasledujici

obrazek).
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27 - Bod
@ MAX =(0.75, 0.71)
158 - Funkce
----- ® d(t) = Bt2 - 12t +5
" @ e(t) = 8Bt —12t+5
1.4
1.2
14
0.8
0.8
0.4
0.2+
4]
—DI.4 —DI.2 o DTQ DI.4 DI.B DTS I‘I 1I.2 1?4 1I.B 1I.8 é 2?2 2I.4 2?6
-0.24

1)  Prvni derivace

“3__ 8t—6
V8 — 12t +5

d'(t)=(16¢-12) - =-(8£ — 12t + 5)

1,
2

2)  Druha derivace

1
d'"'(t)=(8t—6)- (87— 12¢t+5) *=8-(8¢ — 121 +5)
1 ) -5 8
— |- (86 —12¢t+5) 2= —

2) V81— 12145
(82—6)° _8-(8¢—12¢+5)— (81 —6) _
V(82— 12¢ + 5) V(822 =121 + 5)
_ 641" — 961 + 40 — (641 — 961 + 36) 4

V(822 =12t + 5) V(82— 12t + 5)

%+(8t—6)-
(161 —12)-

3) Vyhodnoceni derivaci

V prvé fad¢€ opét stoji nutnd podminka existence extrému.
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d'(t)=0 & 8t—6=0 t=%=0,755

Prvni derivace ndm poskytla staciondrni bod ¢ = 0,75 s. Jinymi slovy tvrdi, Ze po
uplynuti 0,75 s od vychoziho stavu budou oba prvky automatu v minimalni nebo
maximalni vzdalenosti od sebe. Selskym rozumem snadno odhalime, Ze 0 maximum se
ze ziejmych divodu jednat nebude — po uplynuti tak kratké doby neni mozné, aby oba
prvky dojeli do takové vzdélenosti od priseCiku jejich drah (napf. aZz na okraj
samotnych prepravnikil). Pjde tedy zifejm¢ o minimum, které jsme hledali, nicméné
tento dohad je$t€¢ musime potvrdit. A to dosazenim staciondrniho bodu do druhé
derivace

4 4

R

3

4

3\/1
8

Druha derivace je kladnd, tudiz v bod¢ ¢ = 0,75s nastava skutecné lokalni

+5

minimum. Jestli je i minimem globalnim potvrdime vySetfenim limit v krajnich bodech

defini¢niho oboru. K tomu vyuzijeme vétu o limité slozené funkce ([4], s. 52).

lim d(¢)= lim V82 —12¢+5 =\/lim (8¢ —12¢ + 5) =\/lim (8 — 12, %) =
t—>+o0 t—+o0 t—>+o0 t—>+o0 t t

= v+ (8—0+0) = +oo,
. . 2 ) 12 5
lim d(t)=\/11m (8£2 — 12t +5) = \/hm (8 ——+—2) =\/+oo-(8—0+0)=+oo.
t—>—o t——o© t——o0 4 t

Zaveér tedy zni: ,V case t = 0,75s budou oba pracovni prvky v minimalni
vzddlenosti od sebe. *

b) Druhym a poslednim ukolem je tuto minimalni vzdalenost nalézt Ciselné.
Postup jiz byl naznaen v uvodu tohoto ptikladu. Vyjdeme opét z pravouhlého
trojuhelnika a jelikoZ jsme si jiz vztah pro zavislost mezi vzdalenosti d prvkil a casu ¢
odvodili, nyni do n¢j pouze dosadime

d(t)= (81— 121 + 5)%= \/(8(3)2— 12

4

1
== =0,7Im,
\/2 A

3

+5
4

Zaver: ,, V case t = 0,75 s budou oba pracovni prvky v minimalni vzdalenosti od sebe a

tato vzdalenost je 0,71 m. “

<91 >



25. priklad
Zavésny most:
Urcete tvar kiivky fetézu zdvésného mostu, predpokladate-li, ze zatizeni je

rozdéleno rovnomérné po délce fetézu v horizontalni ptimce. Hmotnost fetézu

vzhledem k hmotnosti mostovky zanedbejte.

Na fetéz mostu pisobi tihova sila rovnomérného rozlozeni zavésné mostovky a

tahova sila realizovana zavésy fetézu. Na Cast délky x ptsobi tihova sila

[

(m je celkova hmotnost mostu)? a dvé tahové sily o velikostech F), F..

Necht fetéz svira s horizontalni rovinou v urcitém bodé¢ thel a. Pro uhel a plati

(viz teoreticka ¢ast; dale jen y, kde y = y(x) je hledana rovnice kiivky).

2 Zékladni vztah pro tihovou silu pisobici na cely fetéz délky / je Fg=m g ([5], s. 75), tudiz pomérna
Cast této sily plsobici jen na urcitou délku fetézu x je dana pomérem % Predpokladame tedy, ze fetéz
je homogenni téleso s rovnomérnym rozloZzenim hmotnosti.
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Tahovou silu F, v lané mizeme rozlozit do dvou slozek ([30], s. 6):
e F, =F,cosa,
« F, =F,sina.
Protoze fetéz je v rovnovaze, musi byt vyslednice vSech sil na n¢j piisobicich
rovna nule. Slozkové —

* vesmérux: F,cosa = F,,

y . m
* vesméruy: I sina = T8

Z toho dostavame pro

_mg
Z =——=X.
ga=7 F, X
N mg , "
Oznac¢me F - k ... konstanta pro dany druh fetézu.
1
dy . ,
Pak dostaneme ax k x. Separaci a integraci:
dy =k x dx,
x2
=k—+C.
)

Konstantu C ur¢ime z okrajovych podminek: je-li x = 0, je také y = 0. Tedy 1
C=0. Pak

mg o
20F

y:

Retéz bude mit tvar paraboly.

<93 >



Matematické ulohy

26. priklad

Cislo 24 rozlozte na soudet i kladnych &isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Nase tfi Cisla si ozna¢ime x, y, z. A sestavime rovnici funkce f{x, y) podle zadani

ptikla-du. Soucet tii kladnych ¢isel ma dat ¢islo 24:

2d=x+y+z. (D)
A jejich sou¢in ma byt co nejvetsi.
x-y-z=MAX. (2)
Rovnici (1) upravime na
z=24—-x—y. 3)
a dosadime do (2)
x-y-(24 —x—y) =MAX. (4)

Ted’ uz jen rovnici (4) piepiSeme jako funkci
flx,y)=x-y-(24=x-y). (5)
Podle rovnice (4) ma byt tato funkce maximalni. V tomto ptipadé tedy hledame
globalni maximum. Od lokalniho se li§i tim, Ze do naseho vySetfovaciho procesu
musime zahrnout i hraniéni oblasti definiéniho oboru. D, = {[x,y] € R%}, hraniéni
oblasti proto budou + o a 0, v nich extrémy nastat mohou (musime spocitat limity v
nekone¢nu a funk¢éni hodnoty v nule a porovnat je s funkénimi hodnotami v

podezielych bodech). Ted’ uz piijde na fadu standardni postup tak, jak jej zname.

1)  Nutna podminka
ﬂ=24y—2xy—y2 %=24x—2xy—x2
0x 0x
Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.
24y —2xy—3y>=0
24x —2xy—x"=0
Nejdiive ale mizeme provést upravu, ktera nam feSeni zna¢né zjednodusi.

y-(24-2x-y)=0
x(24-2y—x)=0
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Nyni ob¢ rovnice vytknutymi ¢leny vydélime. Nemusime se bat, ze bychom pfisli
o jedno feSeni x = 0 a y = 0. V zadani stoji, Ze vSechna tfi Cisla x, y, z maji byt kladna a
jejich soucin maximalni. Pokud by tedy jedno z téchto ¢isel bylo nulové i jejich soucin
bude nulovy. A to nechceme. Po upravé dostaneme soustavu linedrnich rovnic.
24 —-2x—y =0
24 —x—-2y=0
Druhou rovnici vynasobime —2 a rovnice seCteme
3y =24 =0 - y = 8.
Toto feseni dosadime do prvni rovnice a dostaneme x = 8.

Reseni je tedy pouze jedno: {x=38, y=8} — 4, =[8; 8] (stacionarni bod).

2)  Druha derivace

o' f o f o f
=-2 =2 — 24 — _
P y 07 X 3x0y 24 —=2x =2y
3) Hessian
-2y 24-2x-2y
det H , =
i ‘24—2x—2y —2x ‘
—-16 -8
det H (4,) = =192
et H (4)) ‘—8 —16‘

4) Zavér

A, = [8; 8]: ostré lokalni maximum — tzn., Ze ¢isla x = 8 a y = 8 jsou hodnoty, ve
kterych funkce f'(x, y) nabyva nejvétsi hodnoty. Tu snadno dopocitame
8-8-(24-8—-8)=8 =2 =512.
Nakonec z rovnice (3) dopogitame tieti hledané ¢&islo z = 8. Ci-li nase tii hledana &isla
jsoux=8,y=8,z=8.
Protoze jsme ale hledali globalni maximum a dosud vime, ze 4, je pouze lokalni,
musime vypocitat ony limity (jak je zminovano na pifedchozi strance) v hrani¢nich

oblastech, abychom zjistili, jestli je zdroven extrémem globalnim.

lim f(x,y)= lim x-y-(24—x—y)=(+oo)-(+oo)-[24—(+oo)—
(x,y) = (o0, +o0) (x.y) = (+o0, +0)
24

(#o0)] = (+0) - (490) - (+00) | 2 1 = 1] = (00) - (2) = —co.
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lim f(x,y)= lim x-y'(24—x—y)=x0~(+00)'[24 —xo—(+oo)]=

(x.9) = (x,+) (x.3) > (x,,+)
= (+50) (o) = oz,
lim f(x,y)z lim x-y-(24—x—y)=(+oo)-y0~[24 —(+oo)—y0]=
(x,y) = (+o0, 3) (x,y) = (+o0,¥,)
R e
f(x,0)=0, 7(0,y)=0, 7(8,8)=512.

Nejvétsi z téchto funkénich hodnot a limit je 512. Globalni maximum na intervalu (0; +

) je tedy skutecné v bodé¢ [8; 8].

A, = [8; 8] je zaroven lokalnim i globalnim ostrym maximem funkce f a tedy naSe tfi

hledana ¢isla jsoux =8, y=8.z=8.

] 1000
1000-] ]
] 500
5004 ]
; 0]
s ]
] -5004
-500 ]
] - 10001

- 1000
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27. priklad

Najdéte lokalni extrémy funkce £ (x, y) = Vx* + »* -sin(x* + y°),
D,={[x,yle R

1)  Nutna podminka

_1
gf:zx’é'(xz"'yz) 2osin(x?+ 7)) + VxT + P 2x - cos(xP + yP) =
X

. sin (x* 4+ y7)
\/x2 + y2

+2x Vx4 37 - cos(xP + )
Parcialni derivaci podle proménné y mizeme diky symetrii v proménnych ziskat z
ptedchoziho vztahu pouhou zdménou symbolil x a y.

of _ sin(x’+y7)

Oy g Vx®+y’

Obé¢ rovnice polozime rovny nule a dostaneme soustavu rovnic

+2y-\/x2+ y2 -cos(x2+y2)

sin (x* + y°)
X 2 2
\/x +y

. 2 2
y- ST Y o 5 cos(6 + 1) = 0.

V obou rovnicich upravime levou stranu na spole¢ny jmenovatel

+2x-/xP+ 3% ccos(¥+ ) =0

M

x-sin(x* + ) +2x (XX + 37 ) cos(x” + y7)

=0
\/xz+y2

3

y-sin(x’+ y)+2y- (x> + ) cos(x’ + y7)

=0.
\/x2+y2

Nyni ob¢ rovnice jmenovatelem bez meSkani vyndsobime a rovnou v Citateli

vytkneme z prvni rovnice x, ze druhé y a ziskame
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Ted je zfejmé, Ze kdyZ obé rovnice vydélime ¢lenem sin(x? + y2) + ... , zistane
nam x =0 a y = 0. A tedy jeden stacionarni bod je 4, = [0; 0].
Nyni opacny piipad, kdy obé rovnice vydélime ¢lenem pied zavorkou a zlistanou

nam dvé identické rovnice
sin(x* 4+ y*) +2-(x*+ y* ) - cos(x* + y*) = 0.

Jedna se o transcendentni rovnici, kterou nemiZzeme vyjadfit nebo upravit pomoci
elementarnich funkci. Pomiizeme si tedy jinak, a to pomoci substituce. V nasem piipadé

budeme substituovat ¢len x* + y* proménnou w.
sin(w) + 2w - cos(w) =0 (1)

Ani tuto rovnici vSak analyticky vyfeSit nedokdZeme, nicméné alesponl jsme ze
dvou proménnych (x,y) udé€lali jednu (w). Ted z této rovnice na okamzik udé¢lame

funkci
g(w)=sin(w)+ 2w - cos(w). (2)

a vyuzijeme napft. program GeoGebra, Maple, Graph nebo kterykoliv jiny volné dostup-

ny graficky software a ,,nakreslime* si funkci g(w) — viz dalsi stranu.

..... 2 0=(0,0)
..... 3 P1 =({-11.04083, 0)

..... 3 P,=(7.91705,0)
..... 5 P,=(4.81584,0)
..... 5 P,=(1.8366,0)

..... 5 P, =(1.8366,0)

..... 5 P.=(4.81584,0)
..... 5 P,=(7.91705,0)
..... 5 P,=(11.04083,0)

= Funkce
we (@ gw) = sin (w) + 2w cos (w)
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Na obrazku vyse vyznacené body P, — P; jsou pravé body vyhovujici nasi rovnici

(1). Na dal$im obrazku je vidét, ze téchto bodi bude nekonecné mnoho.

| ﬂ
ﬂ .
1]
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Je tedy jasné, ze vySetfit vSechny tyto body by bylo nemozné. Ono to ani nebude

zapotiebi. Pro zacatek vyuzijeme body Ps, P a uvidime.

2)  Druha derivace

2 2 \-L 2 \-3
2x{=cos(x2+y2)-2x 1+i:f2 2+sin(x2+y2)~(—; : 1+i:7 2-)/2~
2\.3
(—2)-x7+2 -—% 1»+§5 2oy (=2)- X7 cos (X + Y +
y2 _15 . 2 2
+ 1+x_2 -2x~(—s1n(x +y)) =

2x- (cos(x2 + yz) - sin(x2 + yz)) » sin(x2 + yz) + 2cos(x2 + yz)
R A A

_ 2x:loos -
X

Parcialni derivaci druhého tadu podle proménné y ziskame opét pouhou zdmeénou

2 \3

y
1+ 2

X

proménnych x a y, podobné jako tomu bylo u derivaci prvniho fadu (viz str. 53).

212y leosly’ + ) sinls s 7]

oy’ 2
g \/1+x2
y

LZ ‘ sin(x2+ yz) + 2c0s(x2+ yz)
3 5 3

1+

2
y

SmiSené derivace ani nemd cenu dopocitavat, vidime totiz, ze v bod¢ 4, nejsou
parciani derivace druhého fadu definovéany, tudiz nepljde sestavit Hessian. Budeme

tedy muset pouzit jiny nastroj, a to ...

3) ... definici exrému
Af= f(xo +hy, yt hz) - f(xo:yo)
Pro nas konkrétni ptipad (tedy bod 4,) to bude vypadat takto

(Af)A1 = f(xo+ hy, v+ hz) - f(xo’yo) =
=f(0+h,,0+h)— f(0,0)=
=0+ h) +(0+h,) -sin((0+h )+ (0+h,)*) =0 -sin(0) =

=\h + h3 -sin(h] + 1).

<100 >



Vidime, Ze vyraz h; + h; bude vzdy kladny, nehleds na to, jestli za ptirtstky 4, 4,
dosadime kladné nebo zaporné hodnoty. Sta¢i nam tedy prosetfit piipady, kdy #, # 0 a
h, # 0. Mohlo by se zdat, Ze hodnota funkce sinus ve vyraze bude zaviset na velikosti
jejiho argumentu (to je sice pravda), ale uvédomme si, Ze zde proménné 4, h, zastupuji

nekoneéné malé piirastky.

Pro bod A4, tedy vysetiujeme:

a)  (h=0)A(h,=0) - (A[f),=0
b  (m#0)A(h,=0) - (Af),>0
©) (h=0)A(h#0) = (Af),>0
) (m#0)A(h,#0) — (Af),>0

Pro vSechny pftiristky nenulové funkéni hodnota roste ve vSech smérech, a tedy
v bod¢€ 4, nastavé ostré lokalni minimum.

Nyni zpét k naSim bodim Ps, Pe. JelikoZ jsou to kofeny funkce g(w), kterd vznikla
substituci, musime se ted’ k této substituci vratit (nas totiz nezajima proménna w, ale

nase pivodni proménné x , y).
w=x"+ y2
Proved’'me tedy zpétnou substituci pro oba body Ps, Ps (pro soutadnice bodi viz

str. 99).
Py: g(1,8366) =0 — Ks:x + y =1,8366
Po: g(4,81584) =0 — K¢:x +y =4281584
Vidime, ze stacionarni body Ks, K¢ jsou vlastné stacionarni kruznice o polomérech
rs=11,8366 ~ 1,3552, r¢ = V4,81584 ~ 2,1945.

Zacnéme vysetrovat postupné body Ks a K tak, jako jsme to provedli s bodem 4.
Je jasné, ze tézko budeme vysSetfovat obecné celou kruznici, a proto zvolime na kruznici
bod a ten pak vysetiime.
Koy =118366—x" - +13552; =0 — A ,=[13552;0]
K¢:y=1481584—x — +2,1945;y=0 — A =[2,1945;0]
Zvolili jsme si hodnotu x takovou, Ze y da nulovou hodnotu. Také je vidét, Ze hodnoty x

vysly dvé (kladné a zapornd), ale protoZe ndm staci jen jeden bod, vyuZijeme tu kladnou
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pro snazsi vypocet. Mame dva stacionarni body 45 =[1,3552;0], 4, =[2,1945;0].

PomulZeme si opét graficky a to tak, Ze udélame fez rovinou y = 0. Pfipomenime, jak

vypada rovnice nasi funkce

fx,y)=Vx"+y* -sin(x* + y*).
Rovnici y = 0 ted’ do ni dosadime a dostaneme funkci
f(x,0)=vx>+0 -sin(x*+0),
f(x)=|x]|sin(x*).

Tuto funkci opét snadno ,nakreslime® pomoci matematického software (tentokrat

pouzijeme volné dostupny program Graph).

flx)=abe(x)*an(x"2)
fixlx

fx)=-x

Toto je fez nasi funkci (na obrazku vodorovna osa x, svislé z). Legenda k obrazku:
® bod A4, =[0; 0] — ostré lokdlni minimum
bod 45 =[1,3552; 0] — neostré lokalni maximum

® bodA4s=[2,1945; 0] — neostré lokalni minimum
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Jisté také stoji za povSimnuti, Ze fez nasi funkci je ,,chycen* mezi funkcemi f{x) =x a
fix) =—x. Bod 45 je jeden z ,,mnoha* bodii lezicich na kruznici K5, proto je tento extrém
neostry. Tedy pro uptfesnéni: cela kruznice Ks je neostré lokalni maximum, stejné tak K
je neostré lokdlni minimum. Z obrazku je patrné, Ze dalsi bude nasledovat opét
maximum, za nim minimum a tak dale. Téchto neostrych lokalnich extrémt bude
nekone¢né mnoho.

Z nésledujicich obrazkti snad bude vidét, jak naSe funkce fix,y) vypadd ve

skute¢nosti.

Poznamka : Barevné znaceni bodli na téchto obrdzcich koresponduje se znaenim na

obrazku fezu ze strany 103.
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