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Uvod

Diferencialni pocet se v praxi aplikuje velmi ¢asto a pravé vysetfovani ex-
trémi funkci patii k jeho nejdtlezitéjsim castem. Jeho praktické vyuziti vidime
nejcastéji v ekonomii, jelikoz ekonomické rozhodovani jakéhokoli subjektu, ktery
je soucasti narodniho hospodarstvi, je postaveno na tom, ze onen subjekt chce do-
sahnout minimalizace naklad a maximalizace zisku. Hledanim maxim a minim
funkci se zabyva jiz v nadpisu prace zminéné ¢ast diferencialniho poctu.

Ma prace se bude skladat ze dvou velkych c¢asti, pricemz druha bude jesté
rozdélena do ti¥i mensich. Prvni, pouze teoretickd, se nebude zabyvat pfimo ex-
trémy, ale teorii tykajici se funkci dvou proménnych a parcialnich derivaci funkci
dvou proménnych, protoze znalost téchto kapitol je bezpodminecné nutna pro
dalsi pracovani s témito funkcemi, v mém piipadé pro hledani jejich extrému.
Teoreticko — praktickd ¢ast bude rozdélena do t¥i podkapitol (lokalni, vazané a
globalni extrémy). V kazdé z téchto kapitol si vZdy nejprve vysvétlime, co ony
extrémy vlastné znamenaji, jaké jsou podminky pro to, aby jich funkce viibec
mohla nabyvat a jak postupovat pfi vySettovani, zda funkce ma ¢i nema v jistém
bodé extrém. Kazda z téchto podkapitol bude nasledné doplnéna deseti podrobné
vysvétlenymi a nasledné vyresenymi priklady zabyvajicimi se postupné lokalnimi,
vazanymi a nakonec globalnimi extrémy funkei dvou proménnych. Ctenaf by po
prostudovani této prace meél byt schopen hloubéji proniknout, pochopit a vytesit
priklady s touto problematikou, jejiz znalost je myslim diilezita nejen pro osoby,
které se zabyvaji matematickym studiem ¢i vyzkumem.

Cil je tedy jasny, jak je jiz v nadpisu celé prace uvedeno, jde o vytvoreni
sbirky piikladii na zadané téma. Udelem této sbirky je jeji nasledné poskytnuti
studenttim nizsich ro¢nikti matematickych oborti Univerzity Palackého pro lepsi
pochopeni této latky.

Text je vysazen typografickym systémem TEX ve formatu KIpX2e, grafy
funkci jsou vytvofeny pomoci matematického softwaru MATLAB.



Seznam znaceni

R"=R xR x... xR —n - rozmérny prostor

R? — 2 - rozmérny prostor

Q) — libovolnd podmnozina v R™ (popi. R?)

X = (21,29,...,2,) € Q& — bod v libovolné podmnoziné ()
y = f(x1,29,...,x,) — funkce n proménnych

z = f(z,y) — funkce dvou proménnych x a y

X = (z,y,z) € R¥ — bod v prostoru R3

Dy — defini¢ni obor funkce f(z,y)

Hy — obor hodnot funkce f(z,y)

o(z) = f(z,yo) — funkce jedné proménné x

filzo,yo),  fo(X), 2wl X ), 92(X') — parcidlni derivace funkce

f(z,y) v bodé X = (z0,yo) podle proménné x

f2 nebo % — parcialni derivace funkce f podle proménné x
lim, ,, f(z) — limita funkce f v bodé a
() — prazdna mnozina
U(X) — okoli bodu X

" (X) — parcialni derivace druhého fadu funkce f v bodé X podle pro-
ménné x

(X)) — parcidlni derivace druhého fadu funkce f v bodé X podle pro-
ménné y

2y (X); [ (X) — smiSené parcialni derivace druhého fadu funkce f podle

proménnych = a y

Dy = det H — determinant Hessovy matice



Kapitola 1

Teoreticka c¢ast

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Funkce vice proménnych

Na zacatku této kapitoly je tfeba si fici, co si predstavujeme pod pojmem
funkce vice proménnych, protoze umime-li definovat funkci vice proménnych, ne-
bude pro nas pak problém zamérit se konkrétné na funkci dvou promeénnych,
jejimiz extrémy se budeme v praci nasledné zabyvat.

Definice 1 Necht  znadi libovolny obor v prostoru R”, pficdemz kazdy bod
X € Q lze popsat n-tici (21,2, ...,x,). Pak kazdé zobrazeni f mnoziny €2 do
mnoziny R vSech realnych ¢isel nazyvame redlnou funkci n redlnych (nezéavisle)
proménnych (nebo redlnou funkci n redlnych argumenti) xq, s, . .., T, a piSeme

y = f(z1,22,...,2,), popi. y= f(X) pro VX € Q.

Obor 2 se nazyva definiéni obor funkce f(X).

1.1.2 Funkce dvou proménnych

Jak jiz bylo Feceno, v této préaci se omezime na funkce dvou argumenti (pro-
ménnych), tim padem je tfeba predchozi definici zjednodusit pro n = 2.

Definice 2 Redlnou skaldrni funkeit, neboli redlnou funkci dvou redlnijch pro-
meénnych, budeme rozumét predpis ¢i pravidlo, jimz usporadané dvojici realnych

!'Funkce, jejiz hodnoty jsou skalary, tedy veli¢iny, které urcuje jeden jediny éiselny udaj
(redlné ¢ komplexni ¢islo).



¢isel (z,y) € Dy, kde Dy C R? je neprazdnd mnozina, piifadime redlné é&islo
z = f(z,y) € R. Jedna se tedy o zobrazeni

fi(zy) € Dy — flz,y) €R.
Mnozina Dy je definicnim oborem funkce f.
Mnozina Hy = {z € R| existuje (x,y) € Dy tak, ze z = f(x,y)} je obor hodnot
funkce f.
Grafem funkce f je mnozina Gy = {(x,y, f(x,y)) € R? x R|(z,y) € Df}.
[5]

Protoze se dale budeme zabyvat pouze realnymi funkcemi dvou realnych promeén-
nych, budeme zkracené pouzivat termin funkce dvou promenngych.

Poznamka 1 Kazda funkce dvou proménnych je uréend svym funkénim pred-
pisem a definicnim oborem. Pokud jeji defini¢ni obor nezname, budeme za néj
povazovat maximalni mnoZinu bodt (z,y) € R?, pro které méa funkéni piedpis
této funkce smysl.

Jak spolu souvisi spojitost a extrémy funkce dvou proménnych?

Souvislost mezi spojitosti funkce dvou proménnych a jejimi extrémy uvadi
nasledujici véta.

Véta 1 (Weierstrassova véta) Nechf funkce f je spojitd na kompaktni mno-
7iné M C R?. Pak funkce f nabyva na mnoziné M svého maxima a minima, tj.
existuji body x,, a )y v mnoziné M takové, ze

f(@m) = min{f(z)lz € M}, f(za) = max{f(z)|x € M}.
(6]

Tuto vétu budeme pozdéji vyuzivat pii hledani globalnich (absolutnich) ex-
trému funkce dvou promeénnych.



1.1.3 Parcialni derivace funkci dvou proménnych

Abychom v dalsi ¢asti této prace byli schopni pochopit a nasledné fesit pri-
klady tykajici se extrému funkci dvou proménnych, je pro nas nezbytné nutna
znalost dalsi kapitoly diferencialniho poc¢tu a tou jsou parcialni derivace funkci
dvou proménnych.

Parcialni derivace prvniho radu

Nejprve si povime néco o parcialnich derivacich funkce dvou proménnych v
bodé.

Definice 3 Necht funkce z = f(x,y) je definovana na libovolné podmnoziné €2,
ve které lezi bod X = (zo, yo).

1. M&-1i funkce ¢(x) = f(x, o) 0 jedné proménné = v bodé xq derivaci ¢'(zg),
nazyvame ji parcialni derivaci funkce f(x,y) podle x v bodé X = (xo,y0) a
znacime ji nékterym z téchto symboli:

Of (xo,y0)  Of(X) %(
or ox = Oz

fé(%,yo)a fé(X)a X).

Pritom je

f;(xo’yo) = lim f('ru yO) _ f(x()u yO) — lim f(l’() + h, yO) — f(gjo’yo) .

2. M&-1i funkce ¥ (y) = f(xo,y) o jedné proménné y v bodé y, derivaci ¥/ (yo),
nazyvame ji parcialni derivaci funkce f(x,y) podle y v bodé X = (xg,10) a
znacime ji nékterym z téchto symboli:

Of (w0, o)  Of(X) %
oy oy = Oy

f;(ﬂfo,yo), f;(X), (X).

Pritom je

f/(xO yO) — lim f(I'O’y) - f(.TOuyO) — lim f(.l’o,yo —|—p) — f(gjojyo).

Yy—Yo Y — Yo p—0 P

[4]

V piipadé parcialni derivace funkce f podle x v bodé X postupujeme pfi vypoctu
tak, ze za y dosadime néjakou pevnou hodnotu yg a tim ziskdme funkci pouze
jedné proménné p(x) = f(x,yo). Existuje-li ¢'(xo) = lim,_,,, %ﬁéwo), tedy méa-
li funkce ¢ v bodé zy derivaci, pak funkce f ma v bodé (x¢, yo) parcidlni derivaci

podle proménné x a plati ¢'(xo) = fL(x0, yo)-
8



Pii vypoctu parcidlni derivace funkce f podle y v bodé X postupujeme ana-
logicky.

Toto byla definice parcialnich derivaci funkce f v konkrétnim bodé X, nyni se
zameétfime také na parcialni derivace funkce na mnoziné.

Definice 4 Necht funkce f je definovand na mnoziné D; C R? a necht Dy, # 0,
D¢, C Dy je mnozina vsech bodi (z,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parci-
alni derivace f!(x,y). Funkce dvou proménnych definovana na Dy predpisem
(x,y) — fi(x,y) se nazyva parcidlni derivace funkce f podle proménné z a
znaci se f, nebo 5&

Necht funkee f je definovand na mnoziné Dy C R* anecht Dy, # 0, Dy, C Dy
je mnozina vSech bodi (z,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parcialni derivace
fy(,y). Funkce dvou proménnych definovana na Dy, pfedpisem (z,y) —

— f,(z,y) se nazyva parcidlni derivace funkce f podle proménné y a znadi se
f, nebo g—;.

[7]

Parcialni derivace pouzivame pii vypoctech vSech druhti extrémii funkci dvou
promeénnych.

Poznamka 2 Diky tomu, Ze prii uréovani parcialnich derivaci povazujeme jednu
proménnou za konstantu a derivujeme tedy pouze vzhledem k jedné proménné,
miizeme pii vypoctech pouzivat stejna pravidla pro derivovani jako u totalnich
(oby¢ejnych) derivaci funkei jedné proménné.

Véta 2 Necht funkce f(x,y), g(x,y) maji v daném bodé (xo,yo) parcidlni de-
rivace f1(xo,Y0), g.(To,Y0) podle proménné x, pak také funkce f(x,y) £ g(z,y),
fz,y)-g9(z,y) a I ’yi maji v tomto bodé parcidlni derivace podle x, ty vypocteme

g(z
podle téchto pmmdezj

a) (f +9).(w0,%0) = fi(%0,0) + 9%(0, v0);

o

)

) (f = 9)%(w0,v0) = f(w0,v0) — 95 (70, Y0);

¢) (f-9)u(wo,90) = fi(xo,v0) - 9(x0, v0) + f (0, Y0) - 92 (0, Yo);
) )

d) (¢ f)i(zo,y0) = ¢+ fi(zo,v0), kde ¢ je konstanta;

£>m 0, o) fx(xo,yo)g(xg,(z:/fo{y(ﬁ( 7y)-gx(mo,yo)7 pokud g(xg, ) # 0.



Obdobné vzorce plati pro parcialni derivace podle proménné y.

Poznamka 3 Funkce jedné proménné je vzdy spojita v bodé, v némz ma vlastni
derivaci. Existence obou parcidlnich derivaci v bodé (zg,yo) u funkce dvou pro-
ménnych nam ovSem spojitost nezarucuje, a to proto, ze z parcidlnich derivaci
funkce dvou proménnych lze vycist pouze to, jak se funkce chovd ve smérech,
které jsou rovnobézné s osami x a y (jak pozdéji uvidime v gometrické interpre-
taci parcidlnich derivaci). V jinych smérech se funkce mtize chovat jakkoli jinak.

Geometricka interpretace parcialnich derivaci:

Necht z = f(z,y) je funkce dvou proménnych z a y definovand na okoli
U(X) bodu X = (z0, o). Utvotime funkci g(z) = f(z,y0) definovanou na mno-
7iné takovych bodu z U(X), které lezi na pfimce o rovnici y = yo. Graf funkce
g(x) je prusecnice roviny y = yo s grafem funkce z = f(z,y). Je to jakasi kiivka,
ktera prochazi bodem P = (xg, 4o, f(x0, yo)). Sestrojime teénu této kiivky v bodé
P = (20, y0, f(x0,y0)), ktera lezi v roviné y = yo. Pro tangens uhlu «a, ktery svira
tecna s kladnym smérem osy x, plati, Ze je roven derivaci %. (viz. obrazek 1.1)

Necht z = f(z,y) je funkce dvou proménnych = a y, definovani na okoli
U(X) bodu X = (9, yo). Utvorime funkei h(y) = f(xo,y) definovanou na mno-
ziné takovych bodu z U(X), které lezi na piimce o rovnici x = xy. Graf funkce
h(y) = f(xo,y) je prusecnice roviny x = xy s grafem funkce z = f(x,y). Je to
opét jakasi kiivka, kterd prochazi bodem P = (¢, yo, f (20, Y0)). Sestrojime teénu
této kiivky v bodé P = (zo, yo, (20, ¥0)), ktera lezi v roviné x = zy. Pro tangens
uhlu g, ktery svird tecna s kladnym smérem osy y, plati, Zze je roven derivaci

%yx). (viz. obrazek 1.2)

10



yo

/ g(x) = £ (xyo)

Obrazek 1.1: Parcialni derivace podle proménné z.

f(X)

¥o

h(y) = f(xo)

Obréazek 1.2: Parcialni derivace podle proménné y.
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Parcialni derivace druhého radu

Parcialni derivace prvniho fadu jsou opét funkce dvou proménnych, proto mu-
zeme dale pocitat jejich parcialni derivace a tim ziskat parcialni derivace druhého
radu.

Definice 5 Necht [ je funkce dvou proménnych = a y. Necht Df, je definic-
nim oborem funkce f!. Existuje-li parcialni derivace funkce f. podle proménné
x v bodé (x¢,yo) € D f,, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci druhého fadu
funkce f podle proménné x v bodé (zg,yo) a znacime ji f7 (xo, yo)-

g/;/y(l’m Yo), fg/g/y(l’m Yo) a ;lx(ﬂfm Yo)-

[4]

Toto plati analogicky také pro parcialni derivace

Nyni vyslovime Schwarzovu vétu, kterd se ndm mozné ted jevi jako nedi-
lezita, ale v budoucich vypoctech zjistime, ze ma v teorii extrémt funkci dvou
proménnych své opodstatnéni.

Véta 3 (Schwarzova véta) Jestlize smiSené parcidlni derivace f (X), f,.(X)
existuji na okoliU(X) a jsou spojité v bodé X = (g, yo), pak nutné jsou si rovny,
tj. fry(X) = f1o(X).

= Jya

[4]

12



Kapitola 2

Teoreticko — prakticka ¢axt

2.1 Extrémy funkci dvou proménnych

Nyni jiz zname vSechen teoreticky zaklad potfebny k tomu, abychom se mohli
presunout do teoreticko — praktickych casti této bakalaiské prace, které se bu-

vvvvvv

extrémi funkci dvou proménnych. Postupné projdeme lokalni, vazané a konecné
i globalni extrémy funkci dvou proménnych.

2.2 Lokalni extrémy

Funkce f(z,y) méa na oblasti Q lokdlni extrém v bodé X € €, pokud nabyva v
tomto bodé bud lokdlniho mazima nebo lokdlniho minima. O jaké extrémy muze
jit, nam ukaze nasledujici definice.

Definice 6 Rekneme, 7e funkce f(z,y) mé na oblasti Q v bodé X = (2, yy) € Q

e [okdlni maximum, pravé kdyz existuje okoli U(X) C 2, takové, Ze pro kazdy
bod (z,y) € U(X) plati f(z,y) < f(X),

e [okdlni minimum, pravé kdyz existuje okoli U (X) C Q, takové, Ze pro kazdy
bod (z,y) € U(X) plati f(z,y) > f(X),

e ostré lokdlni mazimum, pravé kdyz existuje okoli U (X) C €, takové, Ze pro
kazdy bod (x,y) € U*(X) plati f(z,y) < f(X),

e ostré lokdlni minimum, pravé kdyz existuje okoli U(X') C Q, takové, Ze pro
kazdy bod (x,y) € U*(X) plati f(z,y) > f(X).

[4]
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Poznamka 4 7 definice je ziejmé, Ze abychom bod X mohli povaZzovat za lokalni
extrém, musi se jednat o vnitrni bod oblasti €2, ze které tento bod uvazujeme.

Véta 4 (Fermatova véta) Necht funkce f(x,y) ma v bodé X = (g, yo) lokdlni
extrém. Necht md v tomto bodé parcidini derivace f,(X), f,(X). Potom plati, Ze

fo(X) = f,(X) =0.
3]
Tato véta je nutnou podminkou pro existenci lokadlniho extrému a plyne z ni, ze

mé-li funkee f(z,y) v bodé X = (z0,yo) parcidlni derivace, které jsou jiné nez
nulové, pak v tomto bodé nema lokalni extrém.

Véta nam ovSem nezarucuje existenci lokalniho extrému. Funkce mtze mit v
bodé X = (z9,yo) nulové spojité parcidlni derivace prvniho fadu, a pfesto v
tomto bodé nenabyvat lokalniho maxima ani minima.

Definice 7 Bod X, ve kterém existuji obé parcialni derivace a plati, ze f.(X) =

f,(X) =0, se nazgvé staciondrni bod funkce f(z,y).

[4]

Poznamka 5 Extrému funkce f(x,y) mize nabyvat jak ve stacionarnich bodech,
tak také v bodech, kde jedna parcialni derivace neexistuje a druha je nulova, nebo
v bodech, kde neexistuje ani jedna parcialni derivace. O tom, zda ma funkce ve
stacionarnich bodech lokalni extrémy, ve vétsiné pripadt rozhodneme pomoci po-
stacujict podminky pro existenci lokalniho extrému, kterou je nasledujici véta.

Véta 5 Necht ma funkce f(x,y) na néjakém okoli stacionarniho bodu X vsechny
parcidlni derivace druhého Tadu a ty jsou v bode X spojité, potom sestavime

matict
(B )

a vypocteme determinanty

Dy = det ( f;;(X)) — " (X), Dy =detH.
Pokud:

1) Dy <0 a zdrovernt Dy > 0, pak md f v X ostré lokdlni mazimum,

2) D1 >0 a zaroveri Dy > 0, pak ma f v X ostré lokdlni minimum,

14



3) Dy # 0 a pritom neplati ani jedna z predchozich moznosti, pak f nemd v
X lokalnt extrém,

4) Dy = 0, pak [ maiZe, ale nemusi mit v X lokdlni extrém, v tomto pripadé
nelze pomoci této véty rozhodnout.

8]

Poznamka 6 VySe uvedend matice se nazyva Hessova!, jejimu determinantu
fikdme Hessidn. Je to ¢tvercova matice (v nasem piipadé matice typu 2 x 2),
kterd je symetrickd (protoze smiSené parcidlni derivace f; (X) a f,.(X) jsou si
rovny — viz Schwarzova véta).

Poznamka 7 Pokud funkce f neméd ve stacionarnim bodé X lokalni maximum
ani minimum (tedy pokud plati bod 3) pfedchozi véty), nazyvame tento bod
sedlovy, coz znamena, ze graf funkce ma v okoli tohoto bodu tvar sedla, a proto
funkce v tomto bodé nemutize nabyvat zadného lokalniho extrému. (viz obrazek
2.1)

Obréazek 2.1: Mozny tvar funkce v okoli sedlového bodu X.

Je dtlezité si fici, podle jakych kritérii rozhodujeme o tom, zda funkce v
néjakém bodé ma ¢i nema lokalni extrém.

'Podle jejiho objevitele, kterym byl matematik Ludwig Hesse.
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Jak vysetfit body, ve kterych muze nastat lokalni extrém funkce dvou
proménnych:

1) Staciondrni body:

- postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému
- definice lokalniho extrému (pokud plati, ze druhé parcidlni derivace
této funkce nejsou spojité)

2) Body, kde neezistuje ani jedna parcidlni derivace, nebo kde jedna neexistugje
a druhd je nulova:

- definice lokalniho extrému

Nyni si popiSeme algoritmus postupu hledani lokalnich maxim a minim.

Postup pri hledani lokalnich extrému funkce dvou proménnych:
1) Uréime defini¢ni obor funkce f(x,y).

2) Vytvotrime parcidlni derivace funkce podle proménnych x a y a ty poloZzime
rovny nule.

3) Mohou nastat 2 situace:

- Existuji obé parcidlni derivace, tedy dostaneme dvé rovnice o dvou
neznamych x a y, jejich vyfesenim ziskdme soutradnice stacionarnich
bodi (mtzZe byt jeden, vice i nekonené mnoho). Pokud soustava nema
feSeni, funkce nema stacionarni body.

- Jedna nebo obé parcialni derivace v nékterych bodech neexistuji (druha
ptislusna parcialni derivace je nulovd). Takové body vySetiime pozdéji
v kroku 7.

4) V ptipadé, Ze existuji staciondrni body, vytvorime parcialni derivace funkce
f druhého fadu, z téch pak sestrojime Hessovu matici(viz Véta 5).

5) Dosadime soufadnice stacionarnich bodi do druhych parcidlnich derivaci a
nasledné pro kazdy stacionarni bod urc¢ime determinanty D; a Ds.

6) Dle definice postacujici podminky pro existenci lokalniho extrému rozhod-
neme, zda funkce ma ¢i nema v daném bodé extrém a o jaky extrém se
jedna.

7) V bodech, ve kterych nelze podle postacujici podminky rozhodnout a v
bodech, které nejsou stacionarni, ale presto v nich funkce muize extrémi
nabyvat, rozhodneme o existenci a typu extrému pomoci definice lokalnich
extrémi.
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2.2.1 Lokalni extrémy — priklady

Ukazme si uvedeny postup na pifkladech. Ukol bude pro viechny piiklady
1 — 10 stejny, a to najit lokdlni extrémy funkce f(x,y).

Priklad 1
f(z,y) =22 + (1 — y)?
Reseni:
1) Dy =R?
2) Parcialni derivace 97 — 4g, 9L — 2y — 2 polozime rovny nule. Dostavame

] ox oy
soustavu rovnic
4x =0, 2y—2=0.

Ze soustavy je ziejmé, ze © = 0 a y = 1, funkce mé tedy jeden stacionarni
bod P() = (0, 1)

Obé parcidlni derivace existuji ve vsech bodech Df, tudiz lokalni extrém
miize nastat pouze ve stacionarnim bodé.

3) Spocitame parcialni derivace funkce f druhého Fadu podle obou promén-
nych a vytvorime Hessovu matici:

’f O f 02 f 0*f

Iy 2L - -
Ox? ’ Oy ’ Oxdy  Oydx 0

ae (1)

4) Determinant Dy = 8 > 0, funkce f mé tedy v bodé P lokalni extrém,
a protoze Dy =4 > 0, je to ostré lokdlni minimum.

Zavér: Funkee f(z,y) = 227 + (1 — y)* ma ostré lokalni minimum v bodé Py =
= (0,1) a jeho hodnota je f(P) = 0.
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Obréazek 2.2: Graf funkce f(z,y) = 22% + (1 —y)*

Priklad 2

flay) = (z—y+1)°
Reseni:
1) Dy =TR?
2) Parcialni derivace % =2(r—y+1), g—g = —2(x — y + 1) polozime rovny
nule, dostavame soustavu rovnic
20z —y+1) =0, —2(z—y+1)=0.

Z prvni rovnice vyjadiime x = y — 1, dosazenim do druhé ziskdavame 0 = 0.
Je tedy zfejmé, Ze stacionarnich bodi je nekone¢né mnoho a lezi na primce
r=y—1.

V zadném dalsim bodé extrém nastat nemize.

3) Spocitame parcialni derivace funkce f druhého fadu podle obou promén-
nych a vytvorime Hessovu matici:

cf_, P, PP

o2 7 o2 7 0x8y:8y8x_




4) Determinant Dy = 0, timto zptisobem tedy nelze o existenci extrému roz-
hodnout, pomuze nam definice lokalnich extréma.
Z predpisu funkce vidime, ze jeji funk¢éni hodnota bude vzdy nezaporné
¢islo, jelikoz Hy = R*. Je tedy zfejmé, Ze lokdlni minimum bude v bodé,
kde f(z,y) = 0. Do funkéniho piedpisu (z—y+1)? dosadime vyraz x = y—1,
tim ziskavame f(x,y) = 0, funkce f tedy nabyva ve vSech svych stacionar-
nich bodech neostrého lokalniho minima.

Zavér: Funkce f(z,y) = (z — y + 1)? ma neostré lokdlni minimum ve vsech
bodech pfimky x =y — 1 a jeho hodnota je f(y — 1,y) = 0.

12047

10—

Obrazek 2.3: Graf funkce f(z,y) = (z —y + 1)
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Priklad 3

ResSeni:

1) Dy = {(2,y) € R%x # 0,y # 0}

% . of __ 50 of __ 20 v P
2) Parciélni derlv.ace ow =Yt G =T polozime rovny nule, dostavame
soustavu rovnic

50 20
z y
Z prvni rovnice je ziejmé, ze y = —3—2, to dosadime do druhé, dostavame

.1’3
1— ) =
x( 125) 0

jejiz feseni jsou 7 = 0 (v bodech s x - ovou soufadnici nulovou ovSem funkce
neni definovand) a zy = 5. Po dosazen{ do rovnice y = —23 dostaneme
soufadnice jediného stacionarniho bodu Py = (5,—2). V zadném dalsim
bodé extrém nastat nemtze.

3) Spocitame parcidlni derivace funkce f druhého fadu podle obou promén-
nych a vytvorime Hessovu matici:

P #r_w o @
ox? a3’ o2 3’ oxdy  Oydxr
_A@SO 1
(7 g

v

_4
4) Pro bod P, dostavame matici H = ( 15 _15 ) , Dy =3 > 0, funkce f ma

tedy v tomto bodé lokalni extrém, a protoze

4
Dlz—g<0,

je to ostré lokalni maximum.

Zavér: Funkce f(x,y) = zy — % + %

ma ostré lokalni maximum v bodé Fy =
(5, —2) a jeho hodnota je f(P) = —30.
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Obrazek 2.4: Graf funkce f(z,y) = zy — 22 2—y0.

Priklad 4

f(z,y) = 2° + 8y + 142* + 26>

Reseni:
1) Dy = R?
2) Parciélni derlvace = 32? + 8y? + 28, 6f = 162y + 52y polozime rovny

nule, dostavame soustavu rovnic
32 4 8y + 281 = 0, 162y + 52y = 0.

Druhou rovnici pfevedeme na tvar 4y(4x + 13) = 0, jejimZ FeSenim je bud

y =0, nebo x = —%. Dosazenim hodnoty y = 0 do prvni rovnice ziskavame
dvé prislusna feseni 1 = 0 a x5 = —%. Dosazenim hodnoty r = —1743 do
, . r 14z IR TR S SN _ 1 —l%
prvni rovnice ziskavame dvé prislusné reseni y; = 8\/ ays = g
Funkce f mé tedy ¢tyfi stacionarni body Py = (0,0), P, = (—— 0), P

13 1 /949) p _ (_13 1 /949
4078\ 2 )3T 408\ 2 )
3) Spocitame parcialni derivace funkce f druhého Fadu podle obou promén-
nych a vytvorime Hessovu matici:

2f 82]0 a?f 82]0
82—6 x + 28, a—y2—16x+52, Sy — Byon
21
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H— 6z + 28 16y
N 16y  16x+52 )~

28 0
0 52
ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 28 > 0, je to ostré
lokalni minimum.

4) Pro bod Py dostavdme matici H = ) , Dy = 1456 > 0, funkce f

Pro bod P; dostavame matici H = ( _58 _gﬂ ) , Dy = 2725,3 > 0,

3
funkce f méa tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = —28 < 0, je

to ostré lokalni maximum.

8,5  —2,/%

Pro bod P, dostéavame matici H = , Dy = —1898 <
—9, /949 0
2
< 0, funkce f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, je to sedlovy bod.
8,5 24/22
Pro bod P; dostavame matici H = ’ 2 , Dy = —1898 < 0,

2,/%2 0

funkce f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, je to sedlovy bod.

Zavér: Funkce f(z,y) = z® + 8xy? + 142% + 26y*> ma v bodé P, = (0,0)
ostré lokdlni minimum a jeho hodnota je f(F) = 0, v bodé P, = (—%,0)

ostré lokalni maximum v bodé a jeho hodnota je f(P) = %. V bodech

Py = (_175”7 -1, /9;;9> a Py = (—173’, 5 /9;;‘9> m4 funkce f(z,y) sedlové body.
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300 ostlokmax

200

100 .

Obrézek 2.5: Graf funkce f(z,y) = 23 + 8xy? + 142% + 269

Priklad 5

fla,y) = (22 — 2*)(y* — 5y)
Reseni:
1) Dy = R?

2) Funkci roznasobime na tvar f(z,y) = 2zy? — 10xy — 2%y + 52%y.
3) Parciélni derivace g—i = 22 —10y—2212+10zy, U = dzy—102—22%y+52>

Ay
polozime rovny nule, dostavame soustavu rovnic

2y? — 10y — 2xy® + 102y = 0, 4y — 102 — 22y + 5% = 0.

Prvni rovnici odpovidaji dvé feseni pro y a to y; = 0 a yo = 5 (za pred-
pokladu, ze x # 1). Dosazenim y; do druhé rovnice dostavame soutadnice
dvou stacionarnich bodi a to Py = (0,0) a P, = (2,0). Dosazenim y, do
druhé rovnice dostavame souradnice dalsich dvou stacionarnich bodl a to
P, =(0,5) a P; = (2,5). Nyni jesté vySetiime pfipad, kdy = 1, to dosa-
dime do druhé rovnice a ziskame tak posledni stacionarni bod Py = (1, g)
V jinych bodech funkce extrém mit nemuze.

4) Spocitame parcialni derivace druhého Fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:
02 f 02 f
— = —2¢°+10y, —= = 4x—22?,
Ox? 4 Y 0y?

*f  of
0xdy  Oyox

= 4y—10—4xy+10z,
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H— —2y? 4+ 10y 4y — 10 — 4ay 4 10z
-\ 4y — 10 — 4oy + 10z 4o — 22° '

0 -—-10
-10 0
f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.

0 10 ), Dy = —100 < 0, funkce f

5) Pro bod P, dostavame matici H = , Dy = —100 < 0, funkce

Pro bod P; dostéavame matici H = 10 0

tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.

Pro bod P, dostavame matici H = 100 100 , Dy = —100 < 0, funkce f
tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.
Pro bod P; dostavame matici H = _010 _30 , Dy = —100 < 0, funkce

f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.

120’5 g , Dy = 25 > 0, funkce f

tedy v tomto bodé ma lokalni extrém, a protoze D; = 12,5 > 0, jde o ostré
lokalni minimum.

Pro bod P, dostavame matici H =

Zavér: Funkce f(x,y) = (2r — 2%)(y* — 5y) méa ostré lokalni minimum v bodé
Py = (1,2) a jeho hodnota je f(Py) = —22. V ostatnich bodech funkce lokélni
extrémy nema.

p A
o o.\’i;‘;‘&vk\

Obréazek 2.6: Graf funkce f(z,y) = (2x — 2?)(y* — by).
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Priklad 6

Rese

1)
2)

fla,y) =1— (2% + 2y — 4)°

ni:
D; =R
Parcilni derivace % = —423 — 8xy + 16, g_i; = —42% — 8y + 16 polozime

rovny nule, dostavame soustavu rovnic
—42® — 8xy + 162 = 0, —42% — 8y + 16 = 0.

Druhou rovnici vydélime —4, dostaneme y ve tvaru y = 2 — %x2, takto
vyjadiené y dosadime do prvni rovnice, ktera pak vyjde 0 = 0, funkce ma
tedy nekonecné mnoho stacionarnich bodt lezicich na parabole y = 2 — %x?
Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

>*f 2 *f *r o 2f
Ox? v =8y +16, oy? 5, Oxdy  Oyox 82,
[ —122* —8y+16 —8x
H= < —8x -8 ) '

Rovnici paraboly, tedy y = 2—%1’2 dosadime do druhych parcialnich derivaci
a dostaneme tak matici
—8x? —8x
H =
( —8r —8 ) '

Dy = 0, timto zptisobem tedy nelze o existenci rozhodnout, pomize nam
definice lokalniho extrému.

Z tvaru funkce je zfejmé, ze jeji nejvétsi funkéni hodnota je 1, jiz funkce
bude nabyvat v bodech splitujicich rovnici 2% + 2y — 4 = 0. To znamen4, ze
funkce své nejvétsi funkéni hodnoty nabyva pravé ve stacionarnich bodech
lezicich na parabole y = 2 — %x?

Zavér: Funkce f(z,y) = 1 — (2% + 2y — 4)? m4 neostré lokalni maximum ve vsech

1

bodech paraboly y = 2 — 222 a jeho hodnota je f(x,2 — %x2) =1.

2
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Obréazek 2.7: Graf funkce f(z,y) =1 — (22 + 2y — 4)2

Priklad 7
fla,y) = e*(y* — 2xy + 32%)
Reseni:
1) Dy =R?
2) Parcidlni derivace 9L = ¢%%(922 + 62 — 6y + 3y — 2y), % = 3%(2y — 2)
polozime rovny nule, dostavame soustavu rovnic
¥ (92% + 62 — 62y + 3y* — 2y) = 0, ¥ (2y — 21) = 0.
Jelikoz e3* nikdy nebude rovno nule, mtizeme tuto soustavu prevést na tvar
92% + 62 — 6y + 3y*> — 2y = 0, 2y — 22 = 0.

Z druhé rovnice je ziejmé, ze x = y, to dosadime do rovnice prvni, po
jejim vypocteni ziskdme soutadnice dvou staciondrnich bodu Py = (0,0),
P (-2,-2).

33

3) Spocitame parcidlni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

0*f

2 = 3(272% + 362 — 18xy + 9y — 12y + 6),
Ox?

26



0*f

_ 3x
o T
0?f 0 f 3
= = e (6y — 6x — 2
Oxdy  OyOx e (6y —6v —2),
H— e3®(9y? — 18xy + 272% — 12y + 36z + 6) 3% (6y — 62 — 2)
N e3*(6y — 6z — 2) 2¢3% '
.y . 6 -2 ,
4) Pro bod P, dostavame matici H = 9 o ), Dy =8 > 0, funkce f ma
tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 6 > 0, je to ostré lokalni

minimum.
2 2

Pro bod P; dostavame matici H = ( g f ), Dy = —e% < 0, funkce
T2 e
f tedy v tomto bodé extrém nema, jde o sedlovy bod.

Zavér: Funkce f(z,y) = e3*(y* — 22y + 3x?) méa ostré lokalni minimum v bodé
Py = (0,0) a jeho hodnota je f(FPy) = 0. V bodé P; = (—2,—2) funkce lokalni
extrém nema.
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Dstlukmu:l

(IR

0.8

02 %

Obrézek 2.8: Graf funkce f(z,y) = e3*(y* — 2xy + 32%).

Priklad 8

Rese

1)
2)

flz,y) = 22+ 2y)e Y

ni:

D; =R?

c 1, . 9 22 9 22
Parcialni derivace 2L = e="~v" (2— 422 —4ay), 8—5 = e T Y (2—4y? —4ay)
polozime rovny nule. Vyraz e **~% bude vidy kladny pro libovolny bod
defini¢niho oboru, staci proto, kdyz bude platit systém rovnic

xT

(2 —42® —4ay) =0, (2 —4y® —4ay) = 0.

Tyto rovnice od sebe odecteme a zjistime tak, ze 22 = y?, |z| = |y|, tedy
r = ty.

Po dosazeni = y do prvni rovnice dostavame y; o = j:%, tedy soutradnice
prvnich dvou stacionarnich bodu jsou Fy = (%, %), P = (—%, —%)
Po dosazeni z = —y do prvni rovnice dostavame nerovnici 2 # 0, jiné
stacionarni body tedy neexistuji a v jinych nez stacionarnich bodech funkce

extrémil nabyvat nebude.

Spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

O'f —0 0 (84% 4 8y — 12 — 4y)

——=e x 7y — 12z —

o2 Y Y),
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— = ufa’:"“2’=y2(8;y3 + 8zy® — 4 — 12y),

oy?
0?f 0 f 22
9uoy ~ ogor € (87%y + 8zy” — 4z — 4y),
"o e~V (823 + 8a2y — 122 — 4dy) e Y (8x2y + Sxy® — du — 4y)
T\ e (8ay + 8uy? —dw — 4y) eV (8yP + 8wy — 4o — 12y)
4) Pro bod P, dostavame matici H = 1 1), Dy = == >0,
—2e72 —6e 2 ¢
funkce f ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze Dy = —6e72 < 0,
je to ostré lokalni maximum.
_1 _1
Pro bod P; dostavame matici H = (236? zei , Dy = % > 0, funkce
e 2 e 2

f ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 6e~2 > 0, je to
ostré lokalni minimum.

Zavér: Funkce f(z,y) = (2z + 2y)e %" mé ostré lokélni maximum v bod&
Py = (%, %) a jeho hodnota je f(Fy) = 2¢~5. Ostré lokalni minimum mé funkce
f(z,y) v bodé P, = (—3%,—1) a jeho hodnota je f(P,) = —2¢7s.

- stlok max.

Obrazek 2.9: Graf funkce f(z,y) = (2z + 2y)e * V",
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Priklad 9

flry) = /(1 —22)2/ (1 — y2)?
Reseni:
1) D; = R?

2) Vytvorime parcilni derivace

of  —Axy/(1—9?)? Of  —dyy/(1-—2?)?

or  3Y1—22 Oy 3Y1— 2

a polozime je rovny nule, ziskame tak soustavu rovnic

—4z /(1 — y?)? B

31 — 22
UAAUSE L

3Y/1 — y?

3) Parcialni derivace % a g_;j jsou nulové zaroven pouze v bodé Py = (0,0).
4) Spocitame parcialni derivace druhého Fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

0°f _ 4(@* —3)y/(1—y?)?

ox*  9Y/(1—a?)A

O°f _Aly*—3)/(1—2?)

a9y (l— )

o s 162y
Oxdy  Oydr  9Y1— 22¢/1— 2
4(22-3) ] (1-y2)2 16zy
H— 93/(1-22) 9VT—223/1-y2
16xy 4(y*—3) : (1-22)2

9 Y 1—22 v1—y2 9?{/(1_92)4

_4
5) Pro bod Py ziskdme matici H = ( 03 _Oé ) , Dy = % > 0, funkce f
3

ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = —% < 0, je to ostré
lokalni maximum.
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6)

8)

Zavér: Funkee f(z,y) = /(1 —22)23/(1

Z tvaru derivaci vidime, Ze neexistuji ve vSech bodech Dy, tedy, Ze

D(f;) =R*—{(z,y);o = %1}, D(f)) =R*—{(z,y);y = +1}.

Derivace f, = 0 v bodech piimky y = +1, ale derivace f, v bodech této
primky neexistuje.
Derivace f, = 0 v bodech pfimky z
primky neexistuje.

+1, ale derivace f. v bodech této

Extrémy urc¢ime podle definice v bodech, kde neexistuje ani jedna parci-
alni derivace, pripadné jedna neexistuje a druhé je nulova — v tomto pfi-
padé jsou to body pfimek z = +1 a y = +1 a body P, = (—1,-1),P,
(-1,1),Ps=(1,-1),P, = (1,1).

Z predpisu funkce je ziejmé, ze f(x,y) >0 Vz,y € Dy.

Plati:
f(EFLy) =0< f(z,y),
flz,£1) =0 < f(z,y),
f(P) =0< f(z,y).
f(R)=0< f(z,y).
f(P3) =0< f(z,y).
f(P) =0< f(z,y).

Z definice lokalnich extrémi je tedy zfejmé, Ze funkce f(x,y) nabyva v
bodech (£+1,y), (z,£1), (P1), (P), (Ps), (P,) lokdlniho extrému a sice ne-
ostrého lokalniho minima.

—42)?2 ma v bodé¢ Fy = (0,0) ostré

lokalni maximum a jeho hodnota je f(Fy) = 1 a neostré lokalni minimum ve vSech
bodech pfimek x = +1 a y = +1 a jeho hodnota je f(+1,y) =0, f(z,£1) = 0.

31



Obréazek 2.10: Graf funkce f(z,y) = /(1 — 22)2/(1 — y?)%.

Priklad 10

flz,y) =22y +2* —y—6z+3

-

Reseni:

1) Graficky znazornime defini¢ni obor této funkce:

Obrazek 2.11: Definiéni obor funkce f(z,y) = 2z/y + 2* — y — 6z + 3.

2x

N

= — 1. Z tvaru

2) Vytvofime parcidlni derivace % = 2,/y + 2z — 6, g—]yc

f'y vidime, Ze neexistuje v bodech pfimky y = 0.

3) Vysetiime, zda mé funkce stacionarni body. Parcidlni derivace

of af 2x
9 o yrow—6 L 4
gr Wyt =6 5 2./7
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polozime rovny nule, dostaneme tak soustavu rovnic

2y+2xr—-6=0
2

2y
Po upravé druhé rovnice zjistime, ze x = ,/y, to dosadime do prvni rovnice

a ziskdme tak soufadnice jediného stacionarniho bodu Py = (3, 9).

1=0.

4) Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

92 f

@: )
P x
TN

r>f  Pf 1
dxdy — Oyox  2./y’

1
H:< ? 2y )
ENRE Y

9 1
5) Pro bod Py dostdvdme matici H = | | 3, |, Dy = —g < 0, funkce f
3 9
tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, je to sedlovy bod.

6) VysSetfeni nestacionarnich bodu:
Z tvaru derivace f'z je ziejmé, ze f'r = 0 v bodé P, = (3,0), f'y v tomto
bodé neexistuje, tento bod bychom tedy mohli podeziivat z existence lokal-
niho extrému, ale neudélame to, jelikoz bod P; je hranicni, nikoli vnitini
bod defini¢niho oboru a v téchto bodech jiz nevysetfujeme lokalni, nybrz
globalni extrémy a témi se budeme zabyvat pozdéji.

Zavér: Funkce f(z,y) = 2z,/y + 2> — y — 62 + 3 nemd zadny lokaln{ extrém.
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2.3 Vazané extrémy

jsou tzv. vazané lokalni extrémy funkci dvou promeénnych. Od lokalnich se lisi
tim, Ze se hledaji pouze na mnoziné M, ktera je vymezena néjakou podminkou
(vazbou).

Geometricka interpretace vazaného extrému:

z=f(xy)

Popis obrazku: Je déna funkce f na D; C R% M oznacuje mnozinu bodi
(x,y) z Dy, jejichz soutadnice vyhovuji rovnici g(z,y) = 0, zapisujeme

M = {(z,y) € Dy;g(z,y) = 0}.

Mnozina M je na obrazku reprezentovana kiivkou ¢ lezici v roviné (xy). Graf
funkce f definované na mnoziné M je prostorova kiivka ¢. Body, jez na kiivce ¢
maji nejvétsi (resp. nejmensi) z - ovou soutadnici, jsou lokdlni mazima (resp.minima)
funkce f na mnoziné M.

Nasim tkolem v této kapitole bude najit vazané lokalni extrémy funkce f pri

zadané mnoziné M. Rovnici urcujici mnozinu M nazyvame vazebni podminkou,
zkracené vazbou.

Definice 8 Necht M = {(z,y) € Dy; g(z,y) = 0}.
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e Funkce f ma v bodé X = (xg,yo) vdzané lokdlni mazimum pii vazbé
g(x,y) = 0, pokud existuje okoli U (X) tak, ze

flzy) < f(X) ¥V (z,y) eUX)N M.

e Funkce f ma v bodé X = (zg,y0) vdzané lokdlni minimum pii vazbé
g(x,y) = 0, pokud existuje okoli U (X) tak, ze

f(ry) = f(X) ¥ (2,y) eUX)N M.

Pokud nerovnost mezi funkénimi hodnotami f(z,y) a f(X) bude ostra, bu-
deme mluvit o ostrém vdzaném lokdlnim mazimu (resp. minimu).

Obrazek 2.13: Grafické znazornéni Definice 8.

Nadéle budeme predpokladat, ze funkce f(z,vy) i g(x,y) jsou vzdy dvakrat
diferencovatelné v bodech, o kterych bude fec.
Je zfejmé, ze podminka g(x,y) = 0 jiz silné omezila obé proménné x a y a urcila,
jakou mezi sebou maji zavislost. Nemizeme tedy libovolné volit z i y. Jakmile
zvolime napf. x = x1, za y pak mizeme brat pouze ty hodnoty, které vyhovuji
rovnici g(xy,y) = 0.

Pokud by kazdému z rovnice g(z,y) = 0 prifadila pouze jediné y, byla by
touto rovnici uréena funkce y = p(z). Jestlize zname takovouto funkei, snadno
najdeme vyjadfeni pro diléi funkci uréenou funkei f(x,y) na mnoziné M, které
bude F(x) = f[z,p(z)]. Je to funkce jedné proménné, jejiz lokalni extrémy jiz
nalézt umime.

Toto analogicky plati v piipadé, pokud by rovnice g(x,y) = 0 pfifadila kazdému
y pouze jediné z.

Jestlize vazbou ¢(z,y) = 0 neni uréena funkce y = ¢(x) (popf. x = ¥(y)),
je treba pouzit tzv. Lagrangeovy metody neurcitych koeficienti opirajici se o dvé
nasledujici pomocné véty:
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Véta 6 (Prvni lemma) Necht X = (xg,yo) je bod, ve kterém nastavd lokdlni
extrém funkce z = f(x,y) vazany podminkou g(z,y) = 0. Necht jsou ddle splnény
tyto dve podminky:

a) Plati vztah |g,(X)| + |g,(X)| > 0.
b) Na okoli U(X) jsou obé funkce f(x,y), g(x,y) spojité diferencovatelné.

Pak existuje ¢islo A (zvané Lagrangetiv multiplikdtor), pro které plati

fe(0,y0) + Az (w0, 0) = 0 (2.1)
fo(x0,90) + Agy (20, 90) =0 (2.2)
9(o, y0) = 0. (2.3)

[4]

Levé strany rovnic (2.1) a (2.2) dostaneme jako parcialni derivace podle pro-
ménnych z a y funkce

L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y),

coz je Lagrangeova funkce.

Poznamka 8 7 predchozi véty je ziejmé, ze bod X = (xg,1o) podeziely z va-
zaného extrému je tfeba hledat nejen mezi body vyhovujicimi soustavé rovnic z
této véty, ale také mezi body, které vyhovuji rovnici g(x,y) = 0 pfi neplatnosti
alespon jedné z podminek této véty.

Véta 7 Necht ¢isla xg, yo, Ao predstavuji 7esend soustavy rovnic z Proniho lemma
(Véta 6). Md-li Lagrangeova funkce

L(z,y,A) = f(x,y) + Ag(z,y)

v bodé X = (z9,yo) lokdlni extrém pri uwvedeném cisle Ny, pak funkce z = f(x,y)
ma v bodé X extrém vdzany podminkou g(z,y) = 0.

[4]

Poznamka 9 Ne v kazdém bodé, v némz mé funkce z = f(z,y) extrém vazany
podminkou g(z,y) = 0, mé funkce L(z,y,\) = f(z,y) + A\g(z, y) lokdlni extrém,
proto nam Lagrangeova metoda neurcitych koeficienti nezarucuje nalezeni vsech
vazanych extrémt. V pfipadé nenalezeni lokalniho extrému Lagrangeovy funkce
nam pomuze definice vazaného extrému, popt. druhy diferencial a vazba nebo
nasledujici véta.
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Véta 8 Bud X = (xo,yo) staciondarni bod funkce L(x,y,\), vyhovujici soustavé
rovnic z Proniho lemma. Predpokladejme, Ze funkce f(xz,y) a g(x,y) maji spojité
parcidlni derivace 2. vadu. Oznacme

L7, (X) L7,(X) g.(X)
9.(X) g (X) 0
Pak plati:

a) Je-li Dp(X) >0, md funkce f(z,y) v bodé X vdzané lokdlni minimum.

b) Je-li D(X) <0, md funkce f(z,y) v bodé X vdzané lokdlni mazimum.

[6]
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Postupy pri hledani vazanych lokalnich extrému funkce dvou
proménnych:

a) Metoda primého dosazeni

1) Ur¢ime definiéni obor funkce f(z,y).

2) Ze zadani mnoziny M vyjadiime jednu proménnou pomoci druhé (z
pomoci y nebo naopak). Ziskame tak x = ¢(y) nebo y = ().

3) Do funkéniho predpisu funkce f dosadime ndm vznikly vyraz, dosta-
neme tak diléi funkei jedné proménné F(y) = f(¢(y),y) (popt.F(x) =

fz,¢(x))).

4) Derivaci dil¢i funkce F'(y) (popt. F'(z)) polozime rovnu nule, rovnici
vyfesime a tim ziskdme soufadnici yy (popf.xy) stacionédrniho bodu
funkce F'(y) (popf.F(x)).

5) Vytvotime druhou derivaci F”(y) (popf. F"(z)).
Je - 1i F"(yo) (popf.F"(z0))< 0, pak mé funkce F(y) (popf.F(z)) v
bodé yo (popf.zp) lokalni maximum. Je - 1i F"(yo) (popt.L"(xg))> 0,
pak mé funkce F'(y) (popf.F(x)) v bodé 3y (popf.xg) lokadlni minimum.

6) Soufadnici yo (z9) dosadime do vazebni podminky, tim ziskame staci-
ondrmi bod funkee f(z,y) P = (1(yo), 40) (popE.P = (z0, 9(10))).

7) Ma-li funkce F”(y) (popt. F”(x)) v bodé yo (popf.xy) lokalni maxi-
mum (popf.minimum), pak ma funkce f(z,y) v bodé P = (¥ (yo), ¥o)
(popf.P = (g, ¢(x0))) vazané lokdlni maximum (popf.minimum) vzhle-
dem k mnoziné M.

8) Neexistuje - li derivace F”(y) (popt. F'(x)) v néjakém bodé defini¢niho
oboru, muze v tomto bodé funkce F'(y) (popf.F(x)) nabyvat lokalniho
extrému, a tedy funkce f(z,y) vazaného lokalniho extrému vzhledem
k mnoziné M. O jeho existenci a typu rozhodneme podle definice lo-
kalnich extrémai.

b) Lagrangeova metoda neurditych koeficientu

1) Uréime defini¢ni obor funkce f(z,vy).
2) Sestrojime Lagrangeovu funkci L(z,y, \) = f(x,y) + A\g(z,y).

3) Parciélni derivace Lagrangeovy funkce polozime rovny nule a ptiddme
vazebni podminku, dostaneme tak soustavu tii rovnic

L'c=0
L'y=0
g(x,y) = 0.
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Pokud soustava mé FeSeni, jsou jim stacionarni body funkce L(z,y, A).
Pokud soustava feseni nema, funkce L(x,y, \) nema stacionarni body.

4) O existenci a typu extrémi rozhodujeme:
- we staciondarnich bodech funkce L(x,y, \) — podle postac¢ujici pod-
minky pro existenci lokdlnich extrému (Véta 5, Véta 8). Pokud

podle ani jedné véty nelze rozhodnout, pak ndm pomuze definice
vazanych lokalnich extrémii.

- v bodech, kde alesporni jedna parcidlni derivace funkce L(x,y,\)
neexistuje — podle definice vazanych lokalnich extrémai.
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2.3.1 Vazané extrémy — priklady

Ukazme si uvedené postupy na piikladech. Ukol bude pro vechny piiklady
11 — 20 stejny, a to najit vazané lokalni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné M.

Metoda primého dosazeni
Priklad 11

Rese

1)
2)

f(z,y) = 22* + 3y% M:{(:E,y)GRZ::E—Qerél:O}

ni:
D; =R?
Ze zadani mnoziny M vidime, Ze napt. x lze vyjadrit pomoci y jako z = 2y —

4, to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné
F(y) = f(¥(y),y) = 11y* — 32y + 32.

Derivaci funkce F' polozime rovnu nule

F'(y) =22y — 32 = 0.

16

11, stacionarni bod funkce F(y) je tedy

Z této rovnice je ziejmé, ze y =
_ 16

Yo = 17-

Vytvorime druhou derivaci. Vidime, ze F”(y) = 22 > 0, to znamen4, Ze

funkce F(y) méa v bodé yg ostré lokalni minimum.

Dosazenim bodu y do vazebni podminky ziskame stacionarni bod F, funkce
f@,y), Po= (-3 11)-

Funkce F'(y) nabyva v bodé yg ostrého lokalniho minima, tedy funkce f(x, y)
nabyva v bodé P ostrého vazaného lokalniho minima vzhledem k mnoziné

M.

Zavér: Funkee f(z,y) = 2224 3y®> mé v bodé Py = (— 1, 12) ostré vazané lokalni

T11011

minimum vzhledem k mnoziné M = {(z,y) € R? : x — 2y + 4 = 0}.
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Obrazek 2.14: Graf funkce f(z,y) = 222 + 3y>.

Priklad 12
f(z,y) = 2zy + 32 — 4y + 1; M={(z,y) eR*: 2z +y =6}
Reseni:
1) D; = R?

2) Ze zadani mnoziny M vidime, Ze napf. y lze vyjadiit pomoci x jako y = 6 —
2z, to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = —202° + 1112 — 143.

3) Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F'(z) = —40z + 111 = 0.

Z této rovnice je ziejmé, ze x = %, stacionarni bod funkce F(x) je tedy
_ 111
g = 20
4) Vytvorime druhou derivaci. Vidime, ze F”(x) = —40 < 0, to znamena, ze

funkce F'(r) ma v bodé z( ostré lokalni maximum.

5) Dosazenim bodu zy do vazebni podminky ziskdme stacionarni bod Py funkce
f(l‘ay)7 PO = (%7 2%)
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6) Funkce F(y) nabyva v bodé zy ostrého lokdlniho maxima, tedy funkce
f(z,y) nabyvd v bodé P, ostrého vazaného lokalniho maxima vzhledem
k mnoziné M.
Zavér: Funkce f(z,y) = 2xy + 3z — 4y> + 1 m4 v bodé Py = (%01, 2%) ostré
vézané lokalni maximum vzhledem k mnoziné M = {(z,y) € R?: 2z + y = 6}.

Obréazek 2.15: Graf funkce f(z,y) = 2y + 3z — 4y + 1.

Priklad 13
1

Flam) =1 == M= {(@y) R do—y= 6.0 £0.y £0}

ReSeni:
1) Dy ={(z,y) e Rz #0,y # 0}

2) Ze zadani mnoziny M vidime, Ze napt. y lze vyjadfit pomoci z jako y = 4z —
6, to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné

1 1

F(z) = f(z,¢(x)) = - T 1m—%6

3) Dp ={z eR;x #0;0 # 3}
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4) Derivaci funkce F'(z) polozime rovnu nule

1 1

F/ = —— _— =
@) =-5+ w1590

Po vyteseni této rovnice ziskavame xy = 3, z; = 1, stacionarni body funkce
F(z) jsou tedy xp =3 ax; =1
5) Vytvotfime druhou derivaci

2 n 12 — 8z
3 (4a? — 122 4 9)%

F”(ZE) —

6) Pro bod zy dostaneme F”(3) = —2—27 < 0, z ¢ehoz plyne, ze funkce F'(x) méa
v tomto bodé ostré lokalni maximum.
Pro bod z; dostaneme F”(1) =6 > 0, z ¢ehoz plyne, Ze funkce F'(x) ma v
tomto bodé ostré lokalni minimum.

7) Dosazenim bodu zy a x; do vazebni podminky ziskdme stacionarni body

PO a P funkce f(xvy)a PO = (376)a P = (17_2)

8) Funkce F'(z) nabyvd v bodé zy ostrého lokadlniho maxima, tedy funkce
f(z,y) nabyva v bodé Py = (3, 6) ostrého vazaného lokadlniho maxima vzhle-
dem k mnoziné M.

Funkce F(x) nabyva v bodé z; ostrého lokdlnitho minima, tedy funkce
f(z,y) nabyva v bodé P, = (1,—2) ostrého vazaného lokdlniho minima
vzhledem k mnoziné M.

1

mum a v bodé P; = (1, —2) ostré vazané lokalni minimum vzhledem k mnoziné

M={(z,y) ER?*: 4o —y=6,2 # 0,y # 0}

Zavér: Funkce f(z,y) =~ — i mé v bodé Py = (3,6) ostré vazané lokalni maxi-
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Priklad 14
fz,y) =2y — 9z + 3; M= {(z,y) €eR?: y = * — 2}
Reseni
1) D

2) V zadam mnoziny M vidime, Ze y je vyjddfeno piimo v podmince a to jako
y = €?* — 1, to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné
proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 2¢* — 11z + 3.
3) Derivaci funkce F(x) polozime rovnu nule

F'(z) = 4e** — 11 = 0.

M A¥and +4 . 1142 In 1L
Po vyfeSeni této rovnice ziskdvime x = —*, stacionarni bod funkce F'(x)
1

je tedy xg = 1n24

4) Vytvofime druhou derivaci

F//( ) 862:1:

11
Pro bod xy dostaneme FH(T) = 22 > 0, z ¢ehoz plyne, ze funkce F'(x)
ma v tomto bodé ostré lokalni minimum.

45



5) Dosazenim bodu zy do vazebni podminky ziskdme stacionarni bod Py funkce
Inil 11-2Inil )
4

f(z,y), P = ( SR

6) Funkce F(x) nabyvd v bodé zy ostrého lokdlniho minima, tedy funkce
f(z,y) nabyva v bodé P, ostrého vazaného lokdlnitho minima vzhledem
k mnoziné M.

1oq_9p 1L ;
Zavér: Funkce f(z,y) = 2y — 92 + 3 ma v bodé P, = (11174’ % ostré

vézané lokdlni minimum vzhledem k mnoziné M = {(z,y) € R? : y = ** — x}.

Obrazek 2.17: Graf funkce f(z,y) =2y — 9z + 3.

Priiklad 15
f(z,y) = 4z — 3y; M={(z,y) eR*:y=2"+1}
Reseni:
1) D; = R?

2) V podmince je vyjadieno, Ze y = x> + 1, to dosadime do zadané funkce a
dostaneme tak funkci jedné proménné

F(x) = f(z,0(z)) = 4 — 32° — 3.
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3) Derivaci funkce F'(x) polozime rovnu nule

F'(z) =4—92° = 0.

Po vyteSeni této rovnice ziskavame xy = %, r = —%, stacionarni body
funkce F(z) jsou tedy zo = % a x; = —3.
4) Vytvorime druhou derivaci
F"(z) = —18uz.

5) Pro bod xy dostaneme F”(2) = —12 < 0, z toho plyne, Ze funkce F(z) mé
v tomto bodé ostré lokalni maximum.
Pro bod z; dostaneme F"(—2) =12 > 0, z toho plyne, Ze funkce F(z) mé
v tomto bodé ostré lokalni minimum.

7) Dosazenim bodu zy a x; do vazebni podminky ziskdme stacionarni body

PO a Pl funkce f('ruy)a PO = (%73_57))7 Pl = (_§7§_?)

8) Funkce F(z) nabyva v bodé z ostrého lokalniho maxima, tedy funkce
f(z,y) nabyvd v bodé P, ostrého vazaného lokalniho maxima vzhledem
k mnoziné M.
Funkce F(x) nabyva v bodé z; ostrého lokdlnitho minima, tedy funkce
f(z,y) nabyva v bodé P; ostrého vdzaného lokdlnitho minima vzhledem
k mnoziné M.

Zavér: Funkce f(x,y) = 4r — 3y méa v bodé Py = (%, ;’—?) ostré vazané lokalni
maximum a v bodé P, = (—%, ;—2) ostré vazané lokalni minimum vzhledem k

mnoziné M = {(z,y) € R* : y = 23 + 1}.
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Obrazek 2.18: Graf funkce f(z,y) = 4z — 3y.
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Lagrangeova metoda neurcitych koeficientu:
Priiklad 16

11 1
f(x,y) =2z + 2y = 5; M={(fv,y)GRQ:ﬁ+E=§,x%0,y#0}

Reseni:
1) Dy = R?

2) Sestrojime Lagrangeovu funkci L(x,y,\) = 22 + 2y — 5+ A (3}2 + y% — %) .
3) Parciélni derivace funkce L(x,y, A) podle proménnych z a y a vazebni pod-

minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

2\
LIIQ——3:0
T
2\
Y
1 1 1
= — ———:0
g9(,y) x2+y2 5

Z prvni rovnice vyjadiime z = /), z druhé y = v/, to dosadime do vazebni
podminky, z rovnice

(2.9) 1 n 1 1 0

.T, = —_ = =

N CVERNEAVEI

vypoctem dostavame A\; = 8, Ay = —8 a po dosazeni do vzorcl pro x a y

ziskdme dva stacionarni body Py = (2,2) a P, = (-2, —2).

4) Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

6 6
L, =— L, =1L, =0, Ly, =—

1‘4’ y47
6
2 0
H:<ag @)
y4

30
0 3
bodé P; lokalni extrém, tedy funkce f(z,y) mé v tomto bodé vazany lokalni
extrém a protoze D; = 3 > 0, je to ostré vazané lokalni minimum vzhledem
k mnoziné M.

5) Pro bod P, dostavame matici H = ), Dy =9 > 0, funkce L ma v
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-3 0

Pro bod P, dostavame matici H = , Do =9 > 0, funkce L

0 -3
mé v bodé P, lokélni extrém, tedy funkce f(z,y) méa v tomto bodé vizany
lokalni extrém a protoze D; = —3 < 0, je to ostré vazané lokalni maximum

vzhledem k mnoziné M.

Zavér: Funkee f(x,y) = 2x 4+ 2y — 5 ma v bodé Py = (2, 2) ostré vazané lokalni
minimum a v bodé P, = (—2,—2) ostré vazané lokdlni maximum vzhledem k

mnozingd M = {(:c,y) e R?: #ij_l? :%,x#O,y%O}.

Obréazek 2.19: Graf funkce f(z,y) = 2x + 2y — 5.

Priklad 17
f(:c,y)z?mc—%+1; M:{(a:,y)E]RZ:x2+y2:1}
Reseni:
1) Dy = R?
2) Sestrojime Lagrangeovu funkei L(z,y, \) = 3z — £ + 1+ A(z® +y* — 1).
)

3) Parciélni derivace funkce L(x,y, A) podle proménnych z a y a vazebni pod-
minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic
L =3+2\x=0
1
I J— JR—
Ly = —6 + 2)\y =0
gl y) = +y* —1=0
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Z prvnich dvou rovnic vyjadiime * = —=, y = to dosadime do

2\ 12w
vazebni podminky, z rovnice
9 1
x —1=0
9@ ) = 155 T T
vypoctem dostavame \; = 5*1/2_, Ay = 5*1/2_ a po dosazeni do vzorci pro x a

y ziskame dva stacionarni body Fy = (—51—\/%, 5%/@) a P = (5\/7), —ﬁ)

4) Spocitame parcialni derivace druhého Fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

Li,=2x\ Ll =1L''=0, LI =2\

2\ 0
H < 0 2\ )
5V/13
5) Pro bod P, dostavame matici H = 8 /3 | Dy = % > 0, funkce

L mé v bodé P, lokalni extrém, tedy funkce f(x,y) mé v tomto bodé vazany

5\/_

lokalni extrém a protoze D; = > 0, je to ostré vazané lokalni minimum

vzhledem k mnoziné M.

_5V/13 0
Pro bod P, dostavame matici H = 06 N Dy, = % > 0,
6
funkce L méa v bodé P; lokdlni extrém, tedy funkce f(z,y) mé v tomto
5\/ﬁ

bodé vazany lokalni extrém a protoze D; =
lok&lni maximum vzhledem k mnoziné M.

< 0, je to ostré vazané

Zavér: Funkee f(z,y) = 3z — § +1ma v bodé I = (—51—\/%, 5—\}B) ostré vazané

lokalni minimum a v bodé P, = (m, _T> ostré vazané lokalni maximum

vzhledem k mnozing M = {(z,y) € R?: 2? + y* = 1}.
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Obrézek 2.20: Graf funkce f(z,y) = 2x + 2y — 5.
Priklad 18

f(z,y) = 2%+ y* — 22 + 8y; M = {(z,y) € R*: 2* + y* = 68}
Reseni:
1) Dy = R?
2) Sestrojime Lagrangeovu funkci L(z,y, \) = 2?+y*—22+8y+ (22 +y?—68).

3) Parciélni derivace funkce L(x,y, A) podle proménnych = a y a vazebni pod-
minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L=2r—-2+2\x=0
L,=2y+8+2\y=0
g(z,y) =2 +y* =68 =0

4

; . <2 1vs 1 _ ;
Z prvnich dvou rovnic vyjadiime v = 175, y = —1;5, to dosadime do

vazebni podminky, z rovnice

! + 16 68 =0
T+ 02 1+

g(w,y) = (

vypoctem dostdvame A\ = —3, Xy =

5 a po dosazeni do vzorcti pro x a y
ziskdme dva stacionarni body Py = (—2,8) a P, = (2, —8).
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4) Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

"o no__rn o _ "o
Li,=2+2\ LI, =L''=0, LI =2+2)

242\ 0
H = 0 242X
-1 0
0 -1
v bodé Py lokdlni extrém, funkce f(x,y) ma zde tedy vazany lokalni extrém
a protoze D; = —1 < 0, je to ostré vazané lokalni maximum vzhledem k
mnoziné M.

5) Pro bod P, dostavame matici H = , Dy =1 >0, funkce L ma

10
0 1
bodé P lokalni extrém, funkce f(x,y) ma zde tedy vazany lokalni extrém
a protoze D; = 1 > 0, je to ostré vazané lokalni minimum vzhledem k
mnoziné M.

Pro bod P; dostavame matici H = , Dy =1 >0, funkce L ma v

Zavér: Funkee f(z,y) = 3z — § +1 md v bodé Py = (—2,8) ostré vizané lokalni
maximum a v bodé Py = (2, —8) ostré vazané lokalni minimum vzhledem k mno-
ziné M = {(z,y) € R? : 2% + y* = 68}.

R ; H :
o : : :
e

o

i
5
1

ey
i

L
i
4

W
2
o
i

1580 —

o
i

i

oy

ot
'ff
i

s
%
-
7

Al

iz
2
Ay
o
o
i
iy

el
i

b

i
i
i

-

517
i
i

4
it
i
it
i
i

i
)
i
0
i
ok
f""lp#fa';

o
i
i

o
%
i
-:5%59
e
i

i

S
ﬂ-?.‘i'!
o
i
i
L
i

G
2
i
i
o
)

)

Obrazek 2.21: Graf funkce f(z,y) = 2? + y* — 2z + 8y.
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Priklad 19

1 2 1 1 1

= — 4 —: M = R?2: — + — ==
f(z,y) 2x+y, {(fﬁ,y)e x2+y2 1

o # 0,y # 0}
Reseni:
1) Dy ={(z,y) e R%z # 0,y # 0}

2) Sestrojime Lagrangeovu funkci L(z,y,\) = 5= + % + A (x% + y% — i) :

3) Parcialni derivace funkce L(z,y, A) podle proménnych x a y a vazebni pod-
minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L= =0
L = _% - z—i 0
o(0.4) = 5+ = — 7 =0
2 T2y
Z prvnich dvou rovnic vyjadiime z = —4)\, y = —)\, to dosadime do
vazebni podminky, z rovnice
1 1 1
9@y =gt g0
V17

vipocétem dostavame A\; = YAL N\, = — ¥ 4 po dosazeni do vzorcd pro x a
2 2

y ziskdme dva stacionarni body Py = (—2\/ 17, —g) abP = (2\/ 17, g)

4) Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:
1 6A 1 6A
"o no__rn o _ no__
Lm—ﬁ+?, Ly, =L, =0, Lyy—EJrE,

V17 0
5) Pro bod P, dostavdme matici H = ( (=2y/17) ), Dy = 2. >0,

0 4017 9724
289
funkce L mé v bodé Py lokélni extrém, tedy funkce f(z,y) ma zde vazany
lokalni extrém a protoze D; = ﬁ > 0, je to ostré vazané lokalni

minimum vzhledem k mnoziné M.
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_ V1T
Pro bod P, dostavame matici H = < 2y17)t ), D, 5> 0,
_ 40VA7

= 9724
0

funkce L mé v bodé P; lokélni extrém, tedy funkce f(z,y) ma zde vazany
lokalni extrém a protoze D; = ——YL_ < 0, je to ostré vézané lokaln

(24/17)%

maximum vzhledem k mnoziné M.

Zavér: Funkee f(z,y) = 5= + % mé v bodé Py = (—2\/1 ,—g) ostré vazané
lokalni minimum a v bodé P, = (2\/17, g) ostré vazané lokalni maximum

vzhledem k mno7iné M = {(az,y) cR?%: x—12 + L= i’qj £0,y # 0}.

Y

Obrézek 2.22: Graf funkee f(z,y) = 5= + %

Priklad 20
f(z,y) = 22% — 4% M = {(z,y) € R* : * + 22 — 2y* — 4y = 0}
Reseni:
1) D; = R?

2) Sestrojime Lagrangeovu funkci L(x,y, \) = 22? —4y? + \(2? +2x— 2> — 4y).
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3)

Parcialni derivace funkce L(z,y, A) podle proménnych x a y a vazebni pod-
minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic
L =4x+2\x+2X=0
! —
L,=-8y—4\y—4x=0
g(z,y) =" + 20— 2y° —4y =0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime z = —2%\, Yy = —2%\, to dosadime do
vazebni podminky, z rovnice
(2.9) A2 2\ 2)\2 n 4\ 0
[L" = —_ —_ =
TET=@FN2 240 (2402 2+
vypoctem dostavame A\; = 0, Ay = —4 a po dosazeni do vzorcl pro x a y

ziskdme dva stacionarni body P, = (0,0), P, = (-2, —2).

Spocitame parcialni derivace druhého fadu podle obou proménnych a vy-
tvofime Hessovu matici:

Ll =4+2)\ LI, =L =0, L' =-8—4)\
4420 0
H‘( 0 —8—4>\)'

Pro bod P, dostavame matici H = g —08 ), Dy = —32 < 0, funkce

L tedy v bodé Fy neméa lokalni extrém, to ovSem neznamena, ze funkce
f(z,y) zde nema extrém vazany na mnoziné M. Najdeme ho pomoci Véty
8 z teorie vazanych extrémd.

Pted sestavenim potfebného determinantu spocitame parcialni derivace g/,
a g, v bodé Fy = (0,0).

gh=2rx+2 ,tudiz ¢,(0,0) =2,
gy, = —4y—4 ,proto ¢,(0,0) = —4.

Nyni mizeme sestavit determinant

40 2
Dy(X)=—|0 -8 —4|=—(-32)=32>0.
2 —4 0

Jelikoz D (X) > 0, funkce f(x,y) ma v bodé Py vazané lokalni minimum
k mnoziné M.
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—4 0
0 8
L tedy v bodé P, také nemd lokalni extrém. Zda ma zde funkce f(x,y)
extrém vazany urcime opét podle Véty 8.

Pro bod P; dostavame matici H = , Dy = —32 < 0, funkce

Do parcidlnich derivaci g, a g, dosadime bod P, = (-2, —2).
g.=2x+2 ,tudiz ¢ (-2,-2) = =2,
g9, = —4y — 4, proto g, (-2, -2) = 4.

Nyni mizeme sestavit determinant

—2

Di(X)=—| 0 = —(32) = —32 <.

=~ 00 O

4
0

|
N

Jelikoz D (X) < 0, funkce f(x,y) mé v bodé P; vazané lokalni maximum
vzhledem k mnoziné M.

ZAavér: Funkce f(x,y) = 22° — 4y? ma v bodé Py = (0,0) vézané lokalni mi-
nimum a v bodé P, = (—2,—2) vazané lokalni maximum vzhledem k mnoziné
M = {(z,y) € R*: 2% + 22 — 2y* — 4y = 0}.
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Obrazek 2.23: Graf funkce f(z,y) = 22% — 49°.
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2.4 Globalni (absolutni) extrémy

Tyto extrémy jsou definovany podobné jako lokdini extrémy, s tim rozdilem,
ze porovnavani funk¢énich hodnot dané funkce s hodnotou této funkce v bodé,
ktery je podeztely z extrému, neprovadime pouze na vhodnych dostateéné ma-
Iych okolich tohoto bodu, ale na celé mnoziné, na niz globdalni extrémy hledame.

Definice 9 Necht je funkce f(x,y) definovana na mnoziné M C R

Reknéme, ze funkce f(z,y) ma v bodé X = (zg,10) € M

e globdlni neboli absolutni minimum na M, jestlize pro vSechny body (x,y) €
M plati f(xvy) Z f(x07y0)7

e 0stré globalni neboli absolutni minimum M, jestlize pro vSechny body (z,y) €

€ M, (z,y) # (zo,%0) Plati f(z,y) > f(x0,%0),

e globdlni neboli absolutni mazimum M, jestlize pro vSechny body (z,y) € M
plati f(xv y) < f('r07y0)7

o 0stré globalni neboli absolutni maximum M, jestlize pro vSechny body (z,y) €

€ M, (z,y) # (vo,%0) Plati f(z,y) < f(xo,%0)-
[5]

Weierstrassova véta nam ika, ze je-li funkce f(x) spojitd na néjakém uzavie-
ném intervalu [a, b], pak je na ném ohrani¢ena a to shora svou nejvyssi hodnotou
a zdola svou nejnizsi hodnotou, nabyva tedy extrémii.

Tato véta plati i pro funkci dvou proménnych f(z,y) definovanou na neprazdné
kompaktni (uzaviené omezené) mnoziné M. Nejvétsi a nejmensi funkéni hodnoty,
kterych funkce nabyva ve vysetfovanych bodech z této mnoziny, nazyvame glo-
balni maxima a globalni minima.

Funkce f(x,y) muZe téchto extrémnich hodnot nabyvat v bodech:
- které nalezi hranici mnoziny M
- které nélezi vnittku mnoziny M (pokud ma zde funkce globalni extrém, jde

zéroven i o extrém lokalni, opacné to ovSem neplati)

Poznamka 10 Pokud mnozina M neni uzaviend, funkce na ni muze, ale nemusi
globdlnich extremdlnich hodnot nabyvat, jejich nalezeni muize byt obtizné a my
se jim v této praci zabyvat nebudeme.
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Postup pri hledani globalnich (absolutnich) extrému funkce dvou pro-
ménnych na mnoziné M:

1)

2)

Ovérime, ze mnozina M je neprazdnd a kompaktni a funkce f je na ni
spojita a tim padem existuji globalni extrémy funkce f.

Urc¢ime vsechny mozné body podezielé z existence globalniho extrému a to
nejdfive z vnittku mnoziny M (viz postup pfi hledani lokalnich extrémi) a
nasledné z hranice mnoziny M (viz postup pfi hledani vazanych lokalnich
extrémi).

- z bodt uvnitt M jsou podezielé ty, v nichz by funkce f mohla mit lo-
kalni extrémy. Existuji-li zde parcialni dercidlni derivace, podezielymi
body jsou pouze body stacionarni (lezici uvniti M).

- z hrani¢nich bod@ mnoziny M jsou podezielé ty, v nichz by funkce

mohla mit extrémy vazané vzhledem k hranici mnoziny M.

Vypocteme funkéni hodnoty funkce f ve vSech téchto podezielych bodech
a podle toho, kterd z nich je nejvétsi (resp. nejmensi) rozhodujeme, kterd
funkéni hodnota je globalni maximum (resp. minimum).
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2.4.1 Globalni extrémy — priklady

Ukazme si uvedeny postup na pifkladech. Ukol bude pro viechny piiklady
21 — 30 stejny, a to najit globédlni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné M.

Priklad 21
flzy)=2>+y*—6z—4y; M={(z,y) eR*:2*+y* <13,z —y >0}
ReSeni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.24) vidime, Ze je ne-
prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

=y

1 W13

Obrazek 2.24: mnozina M = {(z,y) e R* : 2* + y* < 13,2 —y > 0}

2) Body podeztelé z existence globélnich extrémi:

1. Uvnitr mnoziny M:
Parcialni derivace f, = 2r — 6, f, = 2y — 4 polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

2 —6=0, 2y—4=0.

Resenim téchto rovnic je bod Py = (3,2), ktery ovSem nelezi uvnitf,
nybrz na hranici mnoziny M, ten tedy neuvazujeme.

2. Na hranici mnoZiny M:
Hranice mnoziny M se sklada ze dvou ¢asti. Jsou to body lezici na
¢asti kruznice 22 + y* — 13 = 0 a body leZici na ¢asti primky = = y.
Jako prvni vysetiime priseciky kruznice 2% + y? — 13 = 0 a pfimky
x =y a poté zvlast kazdou z téchto Casti.
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a)

Priseciky kruznice 2 + y? — 13 = 0 a piimky z = y:
Do rovnice 22 + 3% = 13 dosadime z = y, dostadvame rovnici

/13
2.’172 =13 — T12 = + ? = Y12

Prvni body podezielé z globalniho extrému jsou tedy Py = (—, / %, —4/ %)

a P =(/2/%).

Cést kruznice 22 + 3% — 13 =0, kde x € (— %, vV 13) - metoda
Lagrangeovych multiplikatort:

Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 2% + y* — 6z — 4y + A\(2® +y* — 13).

Parcialni derivace funkce L(x,y,\) podle proménnych = a y a
vazebni podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu
rovnic

L =2r—-6+2\x=0
L;;Qy—4+2>\y:0
g(x,y) =2 +4y*—13=0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

3 2

x:1+)\’ y:1+)\’

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

9 4

@) =aoy tagae B0

vypoctem dostavame A\; = 0, Ay = —2 a po dosazeni do vzorct pro
x ay ziskame dalsi dva podezielé body P = (3,2) a P3 = (—3, —2)
— ten vsak nelezi v M, nebudeme ho tedy dale uvazovat.

Cast ptimky z = v, kde z € (—/£,,/2) - metoda pfimého
y Y 2 2

dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 22° — 10x.
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Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F'(z) =4z — 10 = 0.

7 této rovnice je ziejmé, ze v = 3 € (—,/12—3,,/§>. Dosaze-
5

ot

NN

nim tohoto x do rovnice x = y ziskdme soufadnici y = 3 €
(—, [3.4/ %), tak ziskdme dal3f podeziely bod P, = (2, 3).

3) Funkéni hodnoty v bodech podeztelych z existence globalnich extrémii:

L f(R) =13+10,/%
2 f(P)=13-10,/%
3. f(Py) = —13

4. f(Py) = —12,5

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho ma-
xima v bodé P a globalniho minima v bodé P.

Zavér: Funkce f(z,y) = 22 + y* — 62 — 4y ma v bodé Py = (_ /1_237 _ /%)
globalni maximum a v bodé P, = (3,2) globalni minimum na mnoziné M =
{(z,y) e R?: 22 43> < 13,2 —y > 0}.

Obréazek 2.25: Graf funkce f(z,y) = 2 + y? — 62 — 4y.

62



Priiklad 22

flr,y) =20 +2y° —dzy;  M={(v,y) eR*:0<2<2 -1<y<2}
Reseni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.26) vidime, Ze je ne-

prazdna a kompaktni, f(z,y) je na ni spojita, tudiz zde miZzeme najit glo-

balni extrémy:.

[ o]

Obrazek 2.26: mnozina M = {(z,y) e R*: 0 <2 <2, -1 <y <2}

2) Body podeztelé z existence globélnich extrémii:
1. Uvnitr mnoziny M:

Parcialni derivace f, = 62% — 4y, f, = 6y* — 4z polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

62% — 4y = 0, 6y? — 4z = 0.

Z druhé rovnice vidime, ze v = %yz, to dosadime do prvni a ziskame tak

bod Py = (0,0) (nelezi uvnitt, ale na hranici M, tudiz ho neuvazujeme)

a P = (%, %), ktery uvazovat budeme.

2. Na hranici mnozZiny M:
Hranice mé ¢tyfi ¢asti (4 tsecky), ty postupné vSechny vySetiime.
a) Cést pifmky 2 = 0, kde y € (—1,2) - metoda pifmého dosazeni:

Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f((y).y) = 29"
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y) = 6y*> = 0.
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Dostavame bod , ktery ma stejné soufadnice jako bod Py = (0,0).
Jelikoz y = 0 lezi v intervalu (—1,2), pfidame tento bod mezi
body podezielé z globalniho extrému.

Cast piimky = = 2, kde y € (—1,2) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f(¥(y),y) = 2y° — 8y + 16.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y) = 6y* — 8 =0,

dostavame dvojici feSeni pro y a to y;2 = i\/g a tedy body

P, = (2, \/g) a Py = (2, — %) — tento bod vsSak nelezi v M,

tudiz ho nebudeme uvazovat.

Cast piimky y = —1, kde z € (0, 2) - metoda pifmého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,0(x)) = 22° + 42 — 2.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = 62° +4 =0,

tato rovnice nema reseni, zde podeziely bod nenajdeme.

Céast piimky y = 2, kde = € (0,2) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(x,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = 22° — 87 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F'(z) =62 —8 =0,

dostavame dvojici feseni pro z a to x5 = j:\/g a tedy body

P, = <\/§, 2) a Py = (—\/g, 2) — tento bod vsak nelezi v M,

tudiZz ho nebudeme uvazovat.

Mezi body podezielé z globalnich extrému pridame vrcholy obdél-
niku, ktery ohranicuje mnozinu M:

Ps=(0,2), Pr=(22), Ps=(0,-1), Py=(2,—-1).
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3) Funkéni hodnoty v bodech podezielych z existence globélnich extrémii:

4. f(Py) =16 —32,/%
5. f(Fs) =16
6. f(P;) =16
7. f(Ps) =2
8. f(Py) =22

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodé Fs a globalniho maxima v bodé Fy.

Zavér: Funkce f(z,y) = 22° + 2y> — 4oy ma v bodé Py = (0,—1) globélni
minimum a v bodé Py = (2, —1) globélni maximum na mnoZiné
M={(z,y) eR?*:0<r <2 -1<y<2}.

Obrézek 2.27: Graf funkce f(z,y) = 22° + 2y° — 4ay.
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Priklad 23
f(z,y) = 20* —1* +day — 6y —1; M={(z,y) eR*: x>0,y >0,z +y <4}
ResSeni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.28) vidime, Ze je ne-

prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

Obrazek 2.28: mnozina M = {(z,y) ER?*: 2 >0,y > 0,z +y < 4}

2) Body podezielé z existence globalnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 4x + 4y, f, = —2y + 4z — 6 polozime rovny
nule, dostavame systém rovnic
4o 44y = 0, —2y+4r—-6=0.
Z prvni rovnice vidime, ze x = —y, to dosadime do druhé a tim ziskame
prvni bod Py = (1, —1), ktery ale nelezi v M, tudiZ jej neuvazujeme.

2. Na hranici mnoZiny M:
Hranice M ma tfi ¢asti (3 usecky), ty postupné vsechny vysetiime.
a) Cést piimky = = 0, kde y € (0,4) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f(d(y),y) = —y* — 6y — 1.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y)=-2y—-6=0.

Dostaneme bod P, = (0, —3), ktery ovSem nelezi v M, tudiz jej
neuvazujeme.
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b) Céast piimky y = 0, kde = € (0, 4) - metoda p¥imého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(x,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f((y),y) = 22> — 1.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) =42 =0.

Dostavame bod P, = (0,0), ktery ovSem také nelezi v M, tudiz
jej neuvazujeme.

c¢) Cast piimky z = 4 —y, kde y € (0,4) - metoda pfimého dosazent:
Rovnici pfimky dosadime do tvaru f(x,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f(¥(y),y) = —3y* — 6y + 31.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y) = -6y — 6 =0.

Vypoctem dostavame soufadnice bodu P; = (—1,5), ktery ale
nelezi v M, tudiz jej neuvazujeme.

d) Mezi body podezielé z existence globalnich extrémi pfiddme vr-
choly trojuhelniku, ktery ohrani¢uje mnozinu M:

P4:(0,0), P5:(0,4), P6:(4,0)

3) Funkéni hodnoty v bodech podeztelych z existence globalnich extrémi:

L f(Py) = -1
3. f(Ps) =—41
4. f(Ps) =31

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodé Ps a globalniho maxima v bodé Fg.

Zavér: Funkce f(z,y) = 22% — y? + 4oy — 6y — 1 ma v bodé Py = (0,4)

globalni minimum a v bodé Py = (4,0) globalni maximum na mnoziné M
{(z,y) eR?: 2 >0,y >0,z +y < 4}.
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Obrézek 2.29: Graf funkce f(z,y) = 22% — y* + 4oy — 6y — 1.

Priklad 24
f(z,y) = 2% + 42% + 4 — 22y; M ={(z,y) € R?:y > 2%y < 4}
Reseni:
1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.30) vidime, Ze je ne-

prazdna a kompaktni, f(z,y) je na ni spojita, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

\ pee

Obrazek 2.30: mnozina M = {(z,y) € R? : y > 2% y < 4}
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2) Body podezielé z existence globalnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f. = 6z% + 8x — 2y, fy = 2y — 22 polozime rovny
nule, dostavame systém rovnic

62% + 8x — 2y = 0, 2y — 22 = 0.

Z druhé rovnice vidime, ze x = y, to dosadime do prvni a ziskdme tak
dva body Py = (0,0) a P, = (—1,—1). Bod Py nelezi uvnitt, nybrz na
hranici mnoziny M, proto jej neuvazujeme a bod P; nelezi v mnoziné
M, tudiz jej také neuvazujeme.

2. Na hranici mnoZiny M:
Hranice mnoziny M je tvofend dvémi c¢astmi a to body lezicimi na
¢asti paraboly y = 22 a body lezicimi na ¢asti piimky y = 4. Jako
prvni vySetfime priseciky téchto dvou ¢asti a poté obé ¢asti zvIast.

a) Priiseciky piimky y = 4 a paraboly y = z%:
Do rovnice y = 2% dosadime y = 4, dostavame rovnici

=4 — xp=+2

Prvni dva podezielé body jsou P, = (2,4) a P; = (—2,4).

b) Céast paraboly y = 22, kde z € (—2,2) - metoda p¥imého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do funkéniho predpisu funkce f(z,y),
dostaneme tak funkci jedné proménné

F(z) = f(2, p(x)) = 2" + 4a”.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = 42® + 8z = 0.

Po vyfeseni rovnice ziskdme bod se stejnymi soufadnicemi jako
Py = (0,0), nyni jej jiz miizeme uvazovat.

c) Céast primky y = 4, kde z € (—2,2) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 22° + 42® — 8z + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F'(z) = 62 + 81 — 8.

win

Tato rovnice ma dvé feSeni a to 1 = £ a x93 = —2 (tento bod
ovSem nelezi v intervalu (—2,2)), soufadnice dalsiho podezielého

bodu jsou tedy P, = (%,4).
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Obrézek 2.31: Graf funkce f(z,y) = 22° + 4% + y* — 2zy.
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Priklad 25
floy) =20 —day +y* M ={(z,y) €R*: |a] +|y| < 4}
ResSeni:
1) Sestrojime mnozinu M, z jejitho tvaru (viz obrazek 2.32) vidime, Ze je ne-

prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

Obrazek 2.32: mnozina M = {(z,y) € R* : x| + |y| < 4}

2) Body podeztelé z existence globélnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:

Parcialni derivace f, = 4x — 4y, f, = —4x + 2y polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic
4dor — 4y =0, —4x 4 2y = 0.

Z prvni rovnice vidime, ze x = y, to dosadime do druhé a ziskame tak
prvai bod Py = (0,0).

2. Na hranici mnoZiny M:
Hranice je tvofend ¢tyimi ¢astmi (4 tsecky), které postupné vysetiime.
a) Cést piimky y = 4 —z, kde = € (0, 4) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = T2* — 247 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = 14z — 24 = 0.
7 této rovnice je ziejmé, ze xr = %, dalsi podezrely bod je tedy
P=(2%)
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b)

Céast pifmky y = 4+, kde 2 € (—4,0) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = —2* — 82 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = —22 —8=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze x = —4, dalsi bod je tedy P, = (—4,0),
jehoZ x - ova soufadnice vSak nelezi v intervalu (—4,0), proto jej
neuvazujeme.

Cast piimky y = —4 — z, kde © € (—4,0) - metoda pifmého
dosazeni:

Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = T2* + 24z + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F'(z) =14z + 24 = 0.

7 této rovnice je ziejmé, ze v = —%, dalsi podeziely bod je tedy
Py = (~2, 1),
3 70T

Cést piimky y = —4+x, kde x € (0, 4) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(x,¢(2)) = —2* + 8z + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = —22+8=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze x = 4, dalsi bod je tedy Py = (4,0),
jehoz z - ova soutadnice vSak nelezi v intervalu (0,4), proto jej
neuvazujeme.

Mezi body podezielé z existence globalnich extrémi pridame vr-
choly ctverce, ktery tvori hranici mnoziny M:

Ps=(0,—-4), Ps=1(0,4), Pr=(-4,0), PFz=(4,0)
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3) Funkéni hodnoty v bodech podezielych z existence globélnich extrémii:

L f(F) =0

2. f(P)=-2

3. f(Py) =%

4. f(Ps5) = f(Fs) =16
5. [(Pr) = [(Ps) =32

Z vypoctenych funkénich hodnot je ziejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodech P; a P; a globalniho maxima v bodech P; a F.

Zavér: Funkce f(x,y) = 22% — 4xy + y* ma v bodech P, = (12, 16) a Py =

7T
(—%, —1—76) globalni minimum a v bodech P; = (—4,0) a Py = (4,0) globélni

maximum na mnoziné M = {(z,y) € R? : || + |y| < 4}.

150 4N

oo

Obrazek 2.33: Graf funkce f(z,y) = 22% — 4zy + y*.
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Priklad 26
fley)=2"—204+y" —4y; M= {(z,y) eR*:z > |y|,2* +y* < 20}
Reseni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.34) vidime, Ze je ne-
prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

20 20

Obrazek 2.34: mnozina M = {(z,y) € R* : z > |y|, 2* + y* < 20}

2) Body podeztelé z existence globélnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 2r — 2, f; = 2y — 4 polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

20—2=0, 2y—4=0.

VyfeSenim rovnic dostaneme prvni bod Py = (1,2), ktery vSak nelezi
v M, tudiz jej neuvazujeme.
2. Na hranici mnoZiny M:
Hranice se sklada ze ti1 ¢asti (2 tsecky a ¢ast kruznice). Nejprve vy-
Setfime pruseciky téchto ¢asti a poté postupné kazdou ¢ast zvlast.
a) Pruseciky ¢asti hranice mnoziny M:
1) Priiseciky pfimky z = y a kruZnice z? + y*> — 20 = 0 - jsou
to body Py = (v/10,v/10) a ,P, = (—v/10,—v/10) - tento bod

neuvazujeme, jelikoz nelezi v M.

2) Priise¢iky ptimky r = —y a kruznice 2? + y* — 20 = 0 - jsou
to body P3 = (1/10, —/10) a ,P; = (—+/10,/10) - tento bod

neuvazujeme, jelikoz nelezi v M.
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b)

3) Priisecik piimek x =y a x = —y - bod P5 = (0, 0).

Cast piimky y = x, kde = € (0, \/ﬁ) - metoda primého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z, p(x)) = 22° — 6.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) =4z — 6 = 0.

7 této rovnice je ziejmé, ze x = %, dostavame bod Py = (%, %)
Cast piimky x = —y, kdy = € (0,v/10) - metoda pifmého dosa-
zeni:

Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(y) = f(v(y),y) = 24> — 2y.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

7 této rovnice je ziejmé, ze y = %, dostavame bod P, = (—%, %),

ktery vsak neuvazujeme, jelikoz jeho x - ova soutfadnice nelezi v

intervalu z € (0,+/10).
Cést kruznice 22 4+ y> — 20 = 0, kde z € (\/E, \/%) - metoda

Lagrangeovych multiplikatori:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,\) = 2% — 22+ y* — 4y + M(2® + y* — 20).

Parcialni derivace funkce L(z,y,\) podle proménnych z a y a
vazebni podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu
rovnic

Ll =2z —-2+2\x=0
L=2y—4+2\y=0
g(z,y)=2"+y*-20=0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime



to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

1 4
9 = e Ty
vypoctem dostavame \; = —%, Ay = —% a po dosazeni do vzorci
pro = a y ziskAme soufadnice dvou bodi Py = (2,4) a Py =

(=2, —4). Tyto body neuvazujeme, jelikoz nelezi v M.

3) Funkéni hodnoty v bodech podezielych z existence globélnich extrémii:

1. f(P)=20-6V10
2. f(Py) =20+ 210
3. [(FPs5)=0

4. f(Ps) = —3

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho ma-
xima v bodé P3 a globalniho minima v bodé Fs.

Zéavér: Funkee f(v,y) = 22 — 22 + y* — 4y mé v bodé P; = (v/10, —/10)
globalni maximum a v bodé Fy = (%, %) globalni minimum na mnoziné M =
{(z,y) e R? : x> |y|, 2* +y* < 20}.
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Obrézek 2.35: Graf funkce f(z,y) = 2* — 2z + y* — 4y.
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Priklad 27
fz,y) = 32> +3y° — 8y + 2; M = {(:U,y) eER?: 2?2 +¢y2 <2,y > x2}
Reseni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.36) vidime, Ze je ne-
prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy:.

-2

Obrazek 2.36: mnozina M = {(z,y) € R? : 2* + y* < 2,y > 2%}

2) Body podeztelé z existence globélnich extrémii:

1. Uvnitr mnoziny M:

Parcialni derivace f; = 6z, f, = 6y—8 polozime rovny nule, dostaviame

systém rovnic

6x =0, 6y — 8 = 0.

Prvni bod podeziely z globalniho extrému je Fy = (0, %)
2. Na hranici mnozZiny M :

Hranice se skladé ze dvou ¢asti (¢ast kruznice a ¢ast paraboly). Nejdiive

vySetiime pruseciky téchto ¢asti a poté kazdou ¢ést zvIAst.

a) Priiseciky kruznice x2 + y? = 2 a paraboly y = z%:
Do rovnice 22 + 3% = 2 dosadime 2% = y, dostavame rovnici

v +y—2=0.

Po vyfeseni dostavame body P, = (1,1) a P, = (—1,1).

b) Céast paraboly y = 22, kde z € (—1, 1) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(x) = f(z,0(z)) = 32* — 5% + 2.
7



Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = 122° — 102 = 0,

po vyteseni dostaneme tii body podezielé z globalniho extrému a

to Py = (0,0), Py = (\/g g) a Py — (—\/gg)

Céast paraboly 22 + y*> — 2 = 0, kde z € (—1,1) - metoda Lagran-
geovych multiplikatori:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 32 + 3y* — 8y + 2 + Ma? + ¢y - 2).

Parcialni derivace funkce L(z,y,\) podle proménnych z a y a
vazebni podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu
rovnic

L =6x+2\x=0
L,=6y—8+2\y=0
g(z.y) =2 +y* —2=0

Z prvni rovnice vidime, Ze aby byla splnéna rovnost, musi byt bud
x =0, nebo A = —3 - tuto moznost pro A vylouc¢ime, protoze pak
by nebyla splnéna rovnost v druhé rovnici. Po dosazeni x = 0 do
vazebni podminky ziskdvame dva podezfelé body Ps = (0,v/2) a
P; = (0, —/2) - ten vylouc¢ime, jelikoz nelezi v M.

3. Funkéni hodnoty v bodech podezielych z existence globalnich extrémi:

A T o e

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodé F, a globalniho maxima v bodé Ps.

Zavér: Funkee f(z,y) = 32° + 3y*> — 8y + 2 ma v bodé¢ Py = (0,3) glo-

balni minimum a v bodé P; = (0,0) globalni maximum na mnoziné M =
{(z,y) eR? 12 +y? <2,y > 2%}
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Obréazek 2.37: Graf funkce f(z,y) = 322 + 3y* — 8y + 2.

Piiklad 28
flz,y) = 202 =2y =3a+6y+4; M= {(z,y) e R* : y* —2? > 12, -4 <y <0}

Poznamka 11 KdyZ v nerovnici y* — 2% > 12 nahradime znaménko nerovnosti
rovnosti, dostaneme rovnici hyperboly.
Reseni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.38) vidime, Ze je ne-
prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

/12
4

Obréazek 2.38: mnozina M = {(x,y) € R? : > — 2?2 > 12, -4 < y < 0}
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2) Body podezielé z existence globalnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 4z — 3, f, = —4y + 6 polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

dor — 3 =0, —4y +6 = 0.
Prvni bod podeziely z globalniho extrému je Py = (%, %), ale protoze
nelezi v mnoziné M, neuvazujeme jej.
2. Na hranici mnozZiny M :

Hranice je tvorend dvémi ¢astmi (tsecka a ¢ast hyperboly). Jako prvni
vySetiime pruseciky téchto ¢asti a poté obé casti zvlast.

a) Prise¢iky hyperboly y? — 22 = 12 a piimky y = —4:

Do rovnice y? — 2? = 12 dosadime y = —4, dostavame rovnici

16 — 22 =12,

prvni podezielé body jsou tedy P, = (2, —4), P, = (-2, —4).

b) Céast ptimky y = —4, kde z € (—2,2) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak
funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 22* — 3z — 52.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) =4z —3 =0,

po vyteseni dostaneme dalsi podeziely bod Ps = (%, —4).

c) Cast hyperboly y? — 2% — 12 = 0, kde y € (—4, —/12) - metoda
Lagrangeovych multiplikatori:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 22 — 2y® — 3x + 6y + 4+ A(y* — 27 — 12).

Parcialni derivace funkce L(z,y,\) podle proménnych z a y a
vazebni podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu
rovnic
L =4r—-3—-2\x =0
r _
L= —4y +6+2\y =0
glz.y) =y’ —2" —12=0
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Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

3 3
T2 YTa2x

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

9 9

S A I VERR TGSV

vypoctem dostavame \; = %, Ay = % a po dosazeni do vzorct

pro x a y ziskdme dva body P, = (—2, —4), ktery jiz uvazujeme a
Ps = (2,4), ktery uvazovat nebudeme, jelikoz nelezi v M.

d) Mezi body podezielé z existence globalniho extrému pridame jesté

bod P6 = (0, —\/ﬁ)

3) Funkéni hodnoty podezielych bodi:

1. f(P) =-50

2. f(Py) = —38

3. f(Ps) = —53,125

3. f(Ps) = —20 — 61/12

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho ma-
xima v bodé P a globalniho minima v bodé P;.

Zavér: Funkce f(z,y) = 22? — 2y?> — 3z + 6y + 4 ma v bodé P, = (-2, —4)

globalni maximum a v bodé P = (%, —4) globalni minimum na mnoziné M =
{(z,y) e R? : > — 22 > 12, -4 < y < 0}.

81



Obréazek 2.39: Graf funkce f(z,y) = 222 +y* — oy —y + 4o — 1.

Piiklad 29
fle,y) =220+ —wy—y+da—1;, M={(z,y) eR*: -2<2 <0,z <y <0}
Reseni:

1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.40) vidime, Ze je ne-
prazdné a kompaktni, f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit glo-
balni extrémy.

-2

-2

Obréazek 2.40: mnozina M = {(z,y) e R? : =2 < 2 <0,z < y < 0}
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2) Body podezielé z existence globalnich extrémi:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f; = 4r —y +4, f, = 2y — z — 1 polozime rovny
nule, dostavame systém rovnic

fr=4x—y+4=0, fr=2—2-1=0.

Z prvni rovnice vyjadiime z a to jako x = yff, to dosadime do druhé
a mame bod Py = (—1,0), ktery v8ak nelezi uvnit¥ mnoziny M, tudiz
jej nebudeme uvazovat.

2. Na hranici mnoZiny M :
Hranice se sklada ze t¥i ¢asti (3 tsecky), které postupné vysSetiime.

a)

Céast ptimky z = —2, kde y € (—2,0) - metoda piimého dosazeni:
Do funkéniho predpisu funkce f dosadime x = —2, dostavame
funkci jedné proménné

Fly)=f@W).y)=y*+y—1

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y) =2y +1=0,

dalsi bod podeziely z globalniho extrému je tedy P, = (—2, —%)
Céast piimky = = y, kdy y € (—2,0) - metoda piimého dosazeni:
Do funkéniho predpisu funkce f dosadime x = y, dostavame funkci
jedné proménné

Fly) = f(¥(y),y) = 2y° + 3y — 1.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(y) =4y +3 =0,

dalsi bod podeziely z globalniho extrému je tedy P, = (—%, —%).

Céast piimky y = 0, kdy = € (—2,0) - metoda piimého dosazeni:
Do funkéniho predpisu funkce f dosadime y = 0, dostavame funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,0(x)) = 22* + 42 — 1.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) =4r+4=0,

dostavame bod se stejnymi soufadnicemi jako bod Py = (—1,0),
neni jej tedy uvazujeme.
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d) Mezi body podezielé z existence globalnich extrémi pfidame vr-
choly trojuhelniku, ktery ohranicuje mnozinu M.

Py=(0,0), Py=(-2,0) P5=(-2-2).

3) Funkéni hodnoty podezielych bodi:

L f(R) = -3
2. f(P)=-3
3. f(Py) =—%
4. f(P3)=-1
5. f(Py) =—1
6. f(F5)=1

Z vypoctenych funkénich hodnot je ziejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodé (Fy) a globalniho maxima v bodé (Ps).

Zavér: Funkce f(x,y) = 22°> + 4> — oy —y + 42 — 1 ma v bodé Py = (—1,0)

globalni minimum a v bodé P; = (—2, —2) globalni maximum na mnoziné M =
{(z,y) eR?: —2< 2 <0,z <y <0}
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Obrézek 2.41: Graf funkce f(z,y) = 22% +y* — 2y —y + 4z — 1.

Priklad 30

M={(z,y) e R*: 2 +y* <1}

flz,y) = (2% — y?)er

’,
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1) Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru (viz obrazek 2.42) vid

t glo-

iz zde miizeme naji

ita, tud

je na ni spoji

dnd a kompaktni, f(z,y)

balni extrémy:.

s

praz

+y? <1}

2

T

{(z,y) e R?

k 2.42: mnozina M =

s

aze

Obr

o

emu.:

7

2) Body podezielé z existence globalnich extr
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1. Uvnitr mnozZiny M:
o1, . 2 .2 2 .2
Parcialni derivace f; = 2ze? ~* (1 -2 +y?), f; = 2ye? " (2° —y*—1)
polozime rovny nule, dostavame soustavu rovnic

fl=2xe"""(1 -2 +y%) =0, fy = 2ye? " (22 — > — 1) = 0.

Z této soustavy vidime, ze prvni bod, ktery splinuje rovnost, je Py =
(0,0) .

Kdy# z vyrazu (1 — 2% + y?) v prvni rovnici vyjadiime y?> = 22 — 1 a
dosadime to do vyrazu (z* —y* — 1), dostaneme 0 = 0, tedy nekonecné
mnoho podezielych bodi lezicich na hyperbole 22 — y? = 1. Z téchto
bodt véak musime vybrat pouze ty, pro které plati soucasné x%+y? < 1
a 2 —y? = 1. Témto rovnicim odpovidaji body P, = (1,0) a P, =
(—1,0), které vSak uvazovat nemtizeme, jelikoZ nepatii do vnittku, ale
do hranice mnoziny M.

2. Na hranici mnozZiny M :

a) Kruznice 2% + 3? = 1 - metoda pfimého dosazent:
Mohli bychom pouzit také Lagrangeovy multiplikatory, ale pfimym
dosazenim dojdeme k vysledku rychleji a elegantnéji.
Z podminky vyjadifme napi. y? = 1 — 22, to dosadime do zadané
funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné

F(x) = f(x, p(x)) = (22 — 1)e! ",
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F'(z) = 4z 2" (2 — 22%) = 0,

této rovnici odpovidaji tii feSeni pro z a to x; = 0, x93 = 1
a tedy 4 podezielé body P; = (0,1), P, = (0,—1), P; = (1,0),
P6 - (—17 0)

3) Funkéni hodnoty podeztelych bodi:

1. f(Ry)=0
2. f(Py) = f(Py) = —c
3. f(P5):f(P6):%

Z vypoctenych funkénich hodnot je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho mi-
nima v bodech (P3), (P;) a globalniho maxima v bodech (Ps), (F).

Zavér: Funkee f(z,y) = (22 — y*)e’" """ mé v bodech Py = (0,1) a Py = (0, —1)

globalni minimum a v bodech Ps; = (1,0) a F; = (—1,0) globalni maximum na
mnoziné M = {(z,y) € R? : 2? + y* < 1}.
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Graf funkce f(z,y) = (2% — y?)e?" ",

Obrazek 2.43
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Z.aver

Cilem této prace bylo vytvofit sbirku podrobné fesenych piikladi na téma
extrémy funkci dvou proménnych.

Prace se sklada ze dvou velkych kapitol. Druha kapitola je pak rozdélena do
3 casti podle toho, jakymi druhy extrému se zabyva.

Prvni, pouze teoreticka kapitola, se zamétuje na teorii tykajici se funkce vice
proménnych, konkrétné pak na funkci dvou proménnych a dale na parcialni deri-
vace prvniho a druhého fadu funkce dvou proménnych, jelikoz bez znalosti téchto
¢asti diferencialniho poctu nelze vySetfovat extrémy funkci dvou proménnych.

Druh4, teoreticko — prakticka kapitola méa 3 ¢asti a to lokalni extrémy, vazané
extrémy a globalni extrémy funkci dvou proménnych.

Prvni ¢ast, tedy lokalni extrémy funkci dvou proménnych, nejprve teoreticky
pojednava o tom, co to lokdlni extrémy jsou, jaké jsou nutné a postacujici pod-
minky pro jejich existenci, kde téchto extrémi funkce miize nabyvat, jakou roli
hraji pfi jejich vypoctu parcialni derivace, co znamenaji pojmy stacionarni a
sedlovy bod, k ¢emu slouzi Hessova matice a dle jakych kritérii rozhodujeme
o existenci lokalnich extrémii. Teorie je zakoncend navodem, jak bod po bodu
postupovat pri vysetfovani téchto extrémi. Tato Cast je poté doplnéna deseti
podrobné vyresenymi priklady, které jsou sefazeny od jednodussich po slozitéjsi.

Druhé c¢ast, tedy vazané lokalni extrémy funkci dvou proménnych, také nej-
prve nabizi teorii, co tyto extrémy znamenaji, jak je mizeme geometricky in-
terpretovat, co je to metoda pfimého dosazeni a Lagrangeova metoda neurcitych
koeficient a jak pfi vySetfovani téchto extrému postupovat. Kapitola je nasledné
opét doplnéna deseti piiklady na toto téma, z nichz pét se zabyva metodou pii-
mého dosazeni a dalsich pét Lagrangeovou metodou.

Posledni, tedy treti cast, se zabyva globalnimi extrémy funkci dvou promeén-
nych. Pojednava o tom, jaky je rozdil mezi témito a lokalnimi extrémy, kde funkce
téchto extrémt nabyva, co je to kompaktni mnozina a jak s touto teorii souvisi
a konec¢né nabizi opét nazorny postup, kterym se pfi feSeni tloh na toto téma
miize ¥idit. Cast je zakonc¢ena deseti rozsahlymi podrobné vyfesenymi piiklady.

Prace obsahuje celkem tiicet vyfeSenych prikladid dopnénych o grafické zna-
zornéni vysledného feseni, na kterych by ctenaf, tedy student nékterého z niz-
sich ro¢nikt matematickych obort Univerzity Palackého, mél dostatecné pochopit
tuto latku a byl tak pripraven jak na zapoctové testy, tak zkousky, pripadné dalsi
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studium, které znalost této casti matematické analyzy bude vyzadovat.
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