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Abstrakt

Tato prace predstavuje a studuje vymazdvaci systémy jako alternativni forméalni jazykovy
model k obecnym skdkajicim konecngm automatim. Vyznamnym rozdilem oproti danym au-
tomattim je vyuziti fidictho regularniho jazyka namisto stavového fizeni v podobé obecného
kone¢ného automatu. Vymazivaci systémy ponechavaji praci s Fetézci na vstupni pasce,
pricemz samotné regularni jazyky mohou byt pfijimany klasickymi koneénymi automaty.
Zaroven se zavedenim nového formalniho systému prace prokazuje jeho vztahy se znamymi
jazykovymi rodinami, rodinou jazykt zamichani, Dyckovymi jazyky a uzavérové vlastnosti.
Na zakladé formalni specifikace vymazavaciho systému je uvedeno vice aplikaci v oblasti
bioinformatiky pro molekularni biologii, textovych editori a kompozi¢niho Sachu, véetné
navrhu algoritmt a prezentovani implementac¢niho feseni.

Abstract

This thesis introduces and studies erasing systems as an alternative formal language model
to general jumping finite automata. A significant difference compared to the given automata
is the use of a control regular language instead of state control in the form of a general
finite automaton. Erasing systems leave the string work on the input tape, whereas regu-
lar languages themselves can be accepted by classical finite automata. At the same time,
with the introduction of a new formal system, the thesis demonstrates its relations with
well-known language families, the family of shuffle languages, Dyck languages and closure
properties. Based on the formal specification of the erasing system, multiple applications
in bioinformatics for molecular biology, text editors and compositional chess are shown,
including designing algorithms and presenting the implementation solution.
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Kapitola 1

Uvod

Informacni technologie se staly neodmyslitelnou soucasti kazdodenniho zivota. Se stéle se
rozsifujicimi znalostmi a dovednostmi lidstva nachézeji pocitace a obecné veskeré vypocetni
stroje své dalsi uplatnéni. Nové technologie, algoritmy a modely ¢im dal vice nahrazuji
mnohdy monoténni lidskou préaci a vytvareji prostor pro kreativni ¢innosti. Samotné po-
¢itace ovSem v modernim pouziti pro provadéni tloh byly nejprve popsany v teoretickém
smyslu jako Turinguv stroj. Tento matematicky model vypoctu tvori dilezitou soucast ob-
lasti teorie automati a obecné teorie formdlnich jazyku, kterd ma velky vliv na samotné
odvétvi informacnich technologii.

Teorie forméalnich jazyku studuje zptsoby vyjadieni jazykt matematicky spolu s jejich
vlastnostmi. Nejbéznéjsi formalni jazykové modely pouzivané k definici jazykt jsou gra-
matiky a automaty. Gramatiky slouzi jako zafizeni generujici jazyk. Naopak automaty se
vyuzivaji jako zarizeni pro jeho rozpoznavani. Automat si lze jednoduse predstavit jako
stroj, ktery ¢te vstupni fetézec symbol po symbolu zleva doprava a odpovidajicim zptiso-
bem méni sviij stav, pricemz jako Fetézec se uvazuje sekvence symboli. Pokud se automat
dostane do koncového stavu zaroven s tim, ze byl precten cely vstupni fetézec, dany fFetézec
patii do jazyka, ktery prislusny automat rozpoznava.

V pribéhu vyzkumu v oblasti teorie automati, jenz se vénuje jejich studiu, vznikly
ruzné modifikace a rozsiteni klasickych konecnych automatii, které obsahuji koneé¢ny pocet
stavi. Jednu z téchto modifikaci predstavuji také skdkajici konecné automaty. Ty pracuji
jako klasické koneCné automaty s vyznamnou vyjimkou, Ze neCtou vstupni fetézec zleva
doprava, ovSem po precteni symbolu a zméné stavu muze ¢teci hlava preskocit na libovolnou
pozici ve zbyvajicim vstupu. Skakajici kone¢né automaty podléhaji dikladnému studovani
a jedna se stile o aktudlni téma vyzkumu nejen v oblasti teorie automatt, ale i jejich
aplikace na realné problémy.

Samotné skakajici konecné automaty ridi pfijimani fetézce pomoci zmény stavu, pfi-
¢emz stav automatu je ménén na zakladé vstupu. OvsSem v jisté souvislosti k regulovangym
automatum, jenz pri prijimani fetézce mohou byt Fizeny soucasné stavem a také jazykem,
lze prirozené uvazovat novy formalni systém, ktery by namisto stav vyuzival pouze fidici
jazyk.

Tato prace si klade za cil zavedeni nového formalniho systému, nazyvaného vymazdvaci
systém, v oblasti formalni teorie jazykl. Zaroven odpovida na otazky typu, jaké jsou priji-
maci schopnosti a vlastnosti tohoto systému. Vyznamnou tlohou je zkoumani jeho uplatnéni
na feseni realnych problémt v oblasti bioinformatiky pro molekularni biologii, v textovych
editorech ¢i kompoziénim Sachu. Neméné dulezity tcel této prace také zastupuje navrh al-



goritmu samotného vymazavaciho systému a jeho aplikaci, véetné vytvoreni programového
feSeni demonstrujiciho jejich funkcionalitu.

Celkové prace rozdéluje jeji jednotlivé tlohy do osmi kapitol. Po itvodu uvedeném v této
kapitole, kapitola 2 shrnuje zaklady teorie formélnich jazykt, véetné nezbytnych matema-
tickych pojmt a notace pouzité v této praci, za ucelem eliminovani pripadnych nejasnosti.
Nasledné kapitola 3 navazuje uvodem do teorie automatt a predstavuje fundamentalni
formélni modely stézejni pro pochopeni navazujiciho obsahu. Poté kapitola 4 predstavuje
definice, piiklady a samotné vztahy a vlastnosti skdkajicich koneénych automatia. Kapi-
tola 5 formalné zavadi vymazavaci systémy do teorie formalnich jazyki, véetné ukazkovych
prikladt, prokazani jejich pfijimacich schopnosti, vymezeni sily vuci nékterym jazykovym
rodindm a uzavérovych vlastnosti. Na tuto kapitolu navazuje kapitola 6, kterd studuje
a demonstruje jednotliva uziti nového formélniho systému na redlné problémy a nasledné
kapitola 7 vyobrazuje ndavrh algoritmu a popisuje programové Teseni vymazavaciho sys-
tému a jeho aplikaci. Zavérecnd kapitola, kapitola 8, shrnuje dosavadni prokazané vztahy
a vlastnosti vymazavacich systému, diskutuje o jejich uziti a navrhuje nové oteviené pro-
blémy s nimi souvisejicimi. S tim zaroven prednasi nové oblasti vyzkumu v teorii formalnich
jazyku, a to predevsim na vyvoj novych formalnich modelt inspirovanych molekuldrni bio-
logif.



Kapitola 2

Zaklady teorie formalnich jazyku

Cilem této kapitoly je predstavit zdkladni terminologii tykajici se teorie formalnich jazykt
a vybrané podstatné ¢asti matematické teorie véetné pouzité notace. VSechny souvisejici
definice jsou uvedeny v rozsahu potfebném pro tuto praci a lze je oznacit za kli¢ové pro plné
pochopeni celého textu. Ctenafi, ktery je jiz obezndmen s teorii formalnich jazyk, lze
doporucit, aby se ke kapitole 2 navracel v pripadé potieby.

Tato kapitola je rozdélena do osmi sekci, jenz kazda zastupuje jednotny celek, at jiz
z oblasti matematické teorie, nebo teorie formalnich jazykt. Sekce 2.1 prezentuje vybrané
specifické partie z teorie mnozin. Sekce 2.2 poskytuje prehled definic zdkladnich prvka
teorie formalniho jazyka, pfedevsim se zaméfenim na fetézce, jazyky a operace s nimi.
Po upevnéni pouzité zakladni notace pro minimalizaci nebezpec¢i mozné zadmeény sekce 2.3
predstavuje po radé Chomského gramatiky a jejich rozdéleni do t¥id dle Chomského hie-
rarchie. Nasledné sekce 2.4 predstavuje specifické partie oblasti formalni teorie, které lze
oznacit fundamentalnimi pro odlisné ¢asti této prace.

2.1 Vybrané partie matematické teorie

Tato sekce definuje vybrané pojmy z matematické teorie a predpoklada alespon zakladni
znalosti teorie mnozin. Pro dalsi informace je ¢tenar odkazan napriklad na souhrnné pre-
hledy v [19, 20]. Pro vice informaci lze poté odkézat jiz na jednotlivé publikace [8, 12, 14, 18].

Definice 2.1.1. Necht S je mnozina. Pro mnozinu S, card(S) znad¢i kardinalitu této mno-
ziny (pocet prvku v S) [20].

Definice 2.1.2. Necht @1 a @2 jsou dvé mnoziny. Pak funkce ¥ z Q1 do Q2 je relace z Q1
do @9, pricemz pro kazdé x € (Qq,

card({y |y € Q2 a (z,y) € ¥}) <1
dle [20].

Definice 2.1.3. Nechtf Q1 a ()2 jsou dvé mnoziny. Necht v je funkce z Q1 do Q2. Pak
rozsah (anglicky range) 1, znacen range(1)), je definovan jako

range(y) ={y |y € Q2 a (z,y) € ¢ pro n€jaké z € Q1}
dle [20].



2.2 Abeceda, retézec a jazyk

Cilem této sekce je predstaveni zdkladnich pojmu formaln{ teorie se zaméfenim predevsim
na fretézce a jazyky. Podsekce 2.2.1 predklada zékladni stavebni prvky formalni teorie, a to
abecedy a fetézce. Na definované pojmy navazuje podsekce 2.2.2 prezentovanim jednotlivych
operaci s Fetézci, které jsou déle v této praci vyuzity. Pro rozsireni obecnych pojmi ve stejné
posloupnosti podsekce 2.2.3 a 2.2.4 zavadi po fadé definice formalnich jazykt a nasledné
moznych operaci s formélnimi jazyky.

2.2.1 Abecedy a retézce

Definice 2.2.1. Abeceda je konecnd, neprazdnd mnozina elementii, které jsou nazyvany
symboly [19].

Definice 2.2.2. Necht ¥ je abeceda. Pokud card(X) = 1, pak ¥ je undrni abeceda [20].

Definice 2.2.3. Necht ¥ je abeceda. Retézec nad ¥ je jakakoliv koneéna sekvence symbolt
ze 3. [20] V Fetézci jsou dale vynechévany vSechny oddélovaci ¢arky. To znamend, ze Tetézec
ai,as,...,an pro néjaké n > 1, je zapisovan jako ajas...an. Retézec neobsahujici zadny
symbol, znacen ¢, je nazyvan prazdnym retézcem. [20]

Definice 2.2.4. Necht x je fetézec nad abecedou . Délka x, znacena |z|, je definovina
nasledovné:

(i) Pokud = = ¢, pak |z| = 0.

(ii) Pokud x = ajas...a,, kde a; € ¥ pro v8echna i = 1,...,n pro néjaké n > 1, pak || =n
[19].

Definice 2.2.5. Necht z je fetézec nad abecedou X. Pocet vijskyti daného symbolu a € 3
v  je znacen |z, [21].

Definice 2.2.6. Necht z je fetézec nad abecedou X. Abeceda x, znacena alph(z), je defi-
novana nasledovné:

(i) Pokud x = ¢, pak alph(z) = 0.
(ii) Pokud = = ajas...an, kde a; € ¥ pro vSechna i = 1,...,n pro néjaké n > 1, pak
alph(:E) = {a’la az, ..., an} [20]
2.2.2 Operace s retézci

Definice 2.2.7. Necht z je fetézec nad abecedou X. Reverzace fetézce x, znacena rev(z),
je definovana nasledovné:

(i) Pokud = = ¢, pak rev(x) = .

(ii) Pokud = = ajag...an, kde a; € ¥ pro vSechna i = 1,...,n pro néjaké n > 1, pak
rev(x) = apanp_1...azaq [20].

Definice 2.2.8. Nechf x a y jsou dva retézce nad abecedou X. Konkatenace x a y je Fetézec

zy. Pro konkatenaci fetézce = a prazdného fetézce € nad abecedou X plati

reE=er ==
dle [20].



Definice 2.2.9. Nechf z je fetézec nad abecedou X. Pro n > 0, n-td mocnina TFetézce x,
znacena ", je Fetézec nad X, rekurzivné definovan jako

dle [19].

Definice 2.2.10. Necht x a y jsou dva Tetézce nad abecedou X. Pak x je prefizem y, pokud
existuje fetézec z nad X, pricemz xz = y. Pokud z ¢ {e,y}, pak x je vlastnim prefizem y.
Pro tetézec y, prefiz(y) zna¢i mnozinu vsech prefixt y, tudiz
prefia(y) = {z| je prefix y}
dle [19].

Definice 2.2.11. Necht = a y jsou dva Tretézce nad abecedou X. Pak z je sufizem y, pokud
existuje Tetézec z nad abecedou X, pficemz zz = y. Pokud = & {e,y}, pak x je vlastnim
sufizem Tetézce y.

Pro tetézec y, suf fix(y) zna¢i mnozinu vsech sufixu y, tudiz

suffiz(y) = {z|x je sufix y}
dle [19].

Definice 2.2.12. Necht z a y jsou dva retézce nad abecedou X. Pak z je podretézcem y,
pokud existuji dva Tetézce z a 2’ nad abecedou X, pricemz zzz' = y. Pokud z ¢ {e,y}, pak
x je vlastnim podretézcem Tetézce y.

Pro fetézec y, sub(y) zna¢i mnozinu vsech podfetézci y, tudiz

sub(y) = {z |z je podietézec y}.
Navic pro kazdy retézec y plati nasledujici tfi vlastnosti:
(i) prefiz(y) C sub(y),
(if) suffiz(y) C sub(y),

(iii) {e,y} C prefiz(y) N suf fiz(y) N sub(y) [19].

Definice 2.2.13. Necht z a y jsou dva fetézce nad abecedou X. Zamichdni (anglicky
shuffle) x a y, znaceno L, je definovano jako

z Wy = {T15122Y2...Tn¥n | U = T1T2...T0, U = Y1Y2..Yn, Ti, Y € 1,1 < i <n,n>1}

dle [11].



2.2.3 Formalni jazyky

Definice 2.2.14. Necht X je abeceda. Necht ¥* zna¢i mnozinu vSech fetézcii nad X. Mno-
Zina
¥ =3%* - {¢}
zna¢l mnozinu vSech neprazdnych fetézcu nad ¥ [19].
Definice 2.2.15. Necht X je abeceda. Jazyk L nad abecedou X je kazda podmnozina X%,

L C ¥*. Mnozina ¥* je nazyvana univerzdlnim jazykem, protoze se skldda ze vSech retézcu
nad ¥ [20].

Definice 2.2.16. Necht L je jazyk nad abecedou X. Pokud L je koneénd mnozina, pak
se jednd o konecny jazyk. V opacném pripadé jazyk L je nazyvan jazykem nekonecnym.
Mnozina vSech koneénych jazyku nad ¥ je znacena fin(X). Pokud card(X) = 1, pak L je
undrni jazyk. Prdzdny jazyk je znacen () [20].

Definice 2.2.17. Necht L je jazyk nad abecedou X. Pro L € fin(X), maz(L) znaci délku
nejdelsiho Fetézce v L. Déle je stanoveno max(()) = 0 [20].

Definice 2.2.18. Necht L je jazyk nad abecedou . Abeceda jazyka L, znacena alph(L), je
definovana jako

alph(L) = U alph(z)
zeL

dle [20].

2.2.4 Operace s formalnimi jazyky

Definice 2.2.19. Necht L je jazyk nad abecedou . Reverzace jazyka L, znacena rev(L),
je definovana jako

rev(L) = {rev(x) |z € L}
dle [20].

Definice 2.2.20. Necht L; a Lo jsou dva jazyky nad abecedou X. Jelikoz jsou jazyky
mnoziny, lze definovat mnozinové operace jako sjednocent, prinik, rozdil a doplnék:

Li ULy ={x|x € Ly nebo x € Lo},
LinLy={x|x € Liax€ Ly},
Li—Lo={x|x €Liax ¢ Ls},
T=%—1,

kde L je jazyk nad abecedou X [20].

Definice 2.2.21. Necht L a Lo jsou dva jazyky nad abecedou . L1 a Lo jsou ekvivalentni,
zapsano L1 = La, pokud L U {e} a L2 U {e} jsou identické. Pro jazyky Li a Ls plati,
ze L1 C Ly pokud jazyk Ly U{e} je podmnozinou jazyka Lo U {e} [20].



Definice 2.2.22. Necht L; a Ly jsou dva jazyky nad abecedou X. Konkatenace L1 a Lo,
znacena L1Lo, je definovana jako

LiLy={zy|lx € Liay € Ly}
dle [19]. Konkatenace jazykt je asociativni, protoze konkatenace fetézcu je asociativni [16].

Definice 2.2.23. Necht L je jazyk nad abecedou X. Jelikoz konkatenace jazykl je asocia-
tivni, lze definovat jazyk L™ pro n > 1, ktery je jazykem ziskanym konkatenaci n kopii L,
nazyvany jako n-td mocnina jazyka L, rekurzivné definovana jako

L? = {e},

L"=LL" ' n>1
dle [16].
Definice 2.2.24. Necht L je jazyk nad abecedou X. Jazyk LV je jazyk {e} obsahujici pouze
prazdny fetézec €. Pro jakykoliv jazyk L,

LO)=0L =0,
L{ie}={¢}L =1L

dle [16].

Definice 2.2.25. Necht L je jazyk nad abecedou X. Iterace jazyka L, znacena L*, kde x
je Kleeneho hvézdicka [21], je definovana jako sjednoceni vSech mocnin jazyka L,

(o)
L =Jr,
=0

dle [16].

Definice 2.2.26. Necht L je jazyk nad abecedou X. Pozitivni iterace jazyka L, znacena L™,
kde + je Kleeneho plus [21], je definovana jako sjednoceni vSech kladnych mocnin jazyka L,

[ee]
L+:UL#
=1

Z toho vyplyva, ze L je ekvivaletni L* nebo L* — {e} v zdvislosti na tom, zda ¢ € L nebo
e ¢ L [16].

Definice 2.2.27. Necht L1 a Lo jsou dva jazyky nad abecedou X. Levy kvocient L, podle
Lo je definovan jako

Lo\L1 = {y|zy € L pro néjaké x € Ly}
dle [16].



Definice 2.2.28. Necht L1 a Lo jsou dva jazyky nad abecedou X. Pravy kvocient L1 podle
Lo je definovan jako

Li/Ly = {y|yx € L1 pro néjaké x € Lo}
dle [16].

Definice 2.2.29. Nechf L; a Lo jsou dva jazyky nad abecedou X. Operace zamichdni
(anglicky shuffle) je definovana jako

Ly Ly = U (uLLIv)

u€Llq
vELoy

pro u,v € ¥* a Ly, Ly C ¥* [11].

Definice 2.2.30. Pro L C ¥*, opakované zamichdni (anglicky iterated shuffle) L je defi-
nované jako

oo

W% w,n

g = (J o
n=0

kde L0 = {e} a LY = Lt i Lpro i > 1 [11].

Definice 2.2.31. Necht ¥ a T' jsou dvé abecedy. Totalni funkce o ze ¥* na 2', pfi¢emz
o(zy) = o(z)o(y) pro kazdé z,y € $*, je substituce [20]. Pokud o je definovana ze * na 2-"
tedy € & o(a) pro kazdé a € X [21], pak je substituce nazyvana substituci bez € [20]. Pokud
card(o(a)) je koneénd pro kazdé a € X, pak substituce je nazyvana konecnou substituci [21].
Dle definice o(¢) = {e} a o(ajaz...ay,) = o(ay)o(az)...c(a,), kde n > 1 a a; € ¥ pro vSechna
i =1,...,n. Tudiz o je plné specifikovina definovinim o(a) pro kazdé a € X. Pro L C ¥*,
je definice o rozsifena na

dle [20].

Definice 2.2.32. Necht 3 a I' jsou dvé abecedy. Totalni funkce ¢ ze ¥* na I'*, pficemz
o(zy) = e(x)p(y) pro kazdé x,y € ¥*, je homomorfismus, nebo synonymné morfismus.
Jelikoz kazdy homomorfismus je specidlni pripad konecné substituce, je ¢ specifikovano
analogicky dle specifikace o [20]. Tudiz ¢ je homomorfismem bez e, pokud & & p(a) pro
kazdé a € ¥ [21]. Pro jazyk L C ¥*, je definovano

p(L) ={¢(x) |z e L}
dle [20].

1

Definice 2.2.33. Nechf ¢ je homomorfismus. Pak ¢™ zna¢i inverzni homomorfismus,

definovany jako

P H(w) = {z € B[ p(z) = w}
dle [21].
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2.3 Chomského gramatiky a hierarchie

Cilem této sekce je predstavit zdkladni zafizeni pro generovani jazyku vyuzivané v oblasti
formalni teorie, a to gramatiky. Nasledné popisuje jejich rozdéleni do hierarchickych trid.

Jako prvni podsekce 2.3.1 predstavuje jednotlivé typy Chomského gramatik na zakladé
jejich generativni sily a podsekce 2.3.2 rozrazuje definované formalni gramatiky do tiid
podle Chomského hierarchie.

2.3.1 Chomského gramatiky

Tato podsekce definuje zafizeni, ktera v teorii formélnich jazykt hraji dalezitou roli jako ja-
zykové modely pro generovani jazykt, obecné nazyvané gramatiky. Déale se definice zaméruji
pouze na gramatiky znamé jako Chomského gramatiky, pricemz postupné jsou predstaveny
jejich jednotlivé zakladni typy se snizujici se generativni silou.

Definice 2.3.1. Frdzovd gramatika (anglicky phrase-structure grammar), zkracené PSG,
je Ctverice
G=(N,T,P,S),
kde
e N je abeceda netermindli,
o T je abeceda termindli, pti¢emz N NT = (),
o P je konetnd mnozina pravidel tvaru x — y, kde z € (NUT)*N(NUT)*, y € (NUT)*,
o S € N je pocdtecni symbol [24].
Definice 2.3.2. Necht G = (N, T, P,S) je PSG a Vg = NUT. Pro x,y € V{, relace primé

derivace, znaCena =, je definovana jako

T =gy

tehdy a jen tehdy, kdyz x = z1uzx2, y = z1vx2 pro néjaké xi,z2 € V* a u — v € P. Pokud
G je pochopeno, je zapisovdno x = y, pri¢emz je Feceno, ze x primo derivuje y (vzhledem
ke G) [24]. Jelikoz = je relace, =" je n-t4 mocnina = pro n > 0, =T tranzitivni uzdvér
= a =" reflexivné-tranzitivni uzavér = [20].

Jazyk generovany G, znaceny L(G), je definovén jako

LG)={zeT"|S="x}.
Dvé gramatiky G a Ga jsou ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G3) [24].

Definice 2.3.3. Kontextovd gramatika (anglicky context-sensitive grammar), zkrédcené
CSG, je PSG

G: (N7T7P7S)7

pricemz kazdé v — v € P je tvaru

U = U1 Aug, v = urTUs

proul,uQEVC*;,AENa:EGVg,kdeVG:NUT[20].
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Definice 2.3.4. Bezkontextovd gramatika (anglicky context-free grammar), zkracené CFG,
je PSG

G: (N7T7P7S)7

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A—x
pro Ae Naxe Vi kde Vg =NUT [20].

Definice 2.3.5. Linedrni gramatika (anglicky linear grammar), zkrdcené LG, je PSG

G: (N7T7P7S)7

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A — xBy nebo A — z,
kde A,B€ N a x,y € T™ [20].
Definice 2.3.6. Reguldrni gramatika (anglicky reqular grammar), zkracené RG, je PSG

G: (N7T7P7S)7

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A — aB nebo A — a nebo A — ¢,
kde A,B€ N aaecT [24].

2.3.2 Chomského hierarchie

Cilem této podkapitoly je prezentovani klasifikace jednotlivych gramatik do t¥id, které tvori
prvky celkové struktury oznacované jako Chomského hierarchie.

Chomského hierarchie je hierarchie tiid formalnich gramatik generujicich formalni ja-
zyky. Hierarchie fadi jednotlivé typy gramatik na zdkladé jejich obecnosti a nasledné jejich
generativni sily, pficemz plati, Ze ¢im vyssi je ¢islo typu gramatiky, tim je mensi generativni
sila.

Frazova gramatika, kontextova gramatika, bezkontextova gramatika a regularni grama-
tika jsou také prislusné nazyvany gramatikami typu 0, typu 1, typu 2 a typu 3.

RE, CS, CF, LIN a REG znadi rodiny jazyku generované prislusnymi libovolnymi
kontextovymi, bezkontextovymi, linedrnimi a reguldrnimi gramatikami (RE znad¢i rodinu
rekurzivné spocetnych jazyki) [24].

Plati nasledujici striktni inkluze:

REG C LIN c CF c CS C RE,
pricemz se jednd o Chomského hierarchii [24] (viz [4, 5]). Uzavérové vlastnosti vyjmenova-
nych jazykovych rodin jsou uvedeny v priloze B.
Dle [20] je také uvazovdana rodina konecnych jazyku, znacena FIN, pficemz
FIN C REG.

Pro dikazy v této praci se dale neuvazuje rodina jazyku, ktera je generovana linearnimi
gramatikami (LIN).
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2.4 Specifické oblasti formalni teorie jazyku

Po predstaveni zdkladnich a stézejnich pojmi z oblasti forméalni teorie jazyku pridéva nasle-
dujici sekce k zavedenym definicim jesté urcité specifické formalismy, které jsou vyuzivany
v této praci.

Celkem se jedna o ¢tyTi oblasti. Nejprve podsekce 2.4.1 predstavuje bezkontextové jazyky
znamé jako Dyckovy a polo-Dyckovy jazyky. Poté podsekce 2.4.2 zavadi jazykové operace se
zameétfenim na vkladani jako inverzni operaci k vymazavani. Nakonec podsekce 2.4.3 a 2.4.4
postupné prezentuji dva typy vyrazu, a to requldrni vjrazy a vijrazy zamichdni.

2.4.1 Dyckovy jazyky

Tato podsekce predstavuje Dyckovy a polo-Dyckovy jazyky, které jsou dulezitymi podrodi-
nami rodiny bezkontextovych jazyku.

V oblasti forméalnich jazyka jsou Dyckovy jazyky bezkontextové jazyky, které obsahuji
Fetézce s vyvazenym poctem spravné vnorenych zavorek. V této sekci jsou nejprve pred-
staveny samotné Dyckovy jazyky a nasledné takzvané polo-Dyckovy jazyky, které obsahuji
Fetézce se stejnym poctem odpovidajicich symboli (muze se jednat opét o zavorky), ovsem
na rozdil od Dyckovych jazyka nezajistuji korektni uzavorkovani.

Definice 2.4.1. Dyckiv jazyk (anglicky Dyck language), znacen D,,, nad
T, = {(11, a’/la az, (1/2, -ee5 Any,y a’;L}a
kde n > 1, je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou

G =({S},Th,S,{S —¢,8— SS}U{S — a;Sa,|1 < i <nl,S).

Dvojice (aj,a}), kde 1 < i < n, mohou byt uvazovany jako zavorky, levd a pravd, rtiznych

druht. Pak D, se skladd ze vSech Fetézcu spravné vnofenych zavorek [21].
Definice 2.4.2. Polo-Dyckiv jazyk (anglicky semi-Dyck language), znacen S, nad

/ / /
I, = {(11, A1, G2, A9, ..., An, a’n}a

kde n > 1, je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou

G=({S},T,,S,{S —¢e8— SSyU{S — a;Sa},S — a.;Sa;|1<i<n},9).
Polo-Dyckovy jazyky generuji vSechny Fetézce stejného poétu odpovidajicich symbolu [2].
Necht D a § oznacuji rodiny bezkontextovych jazykt generované piislusnymi libovol-
nymi gramatikami pro Dyckovy jazyky a polo-Dyckovy jazyky.
2.4.2 Vlozeni a kompozice

Hlavnim cilem této podkapitoly je definovani specifickych jazykovych operaci a samotnych
typu jazyku s dirazem na operaci vkladani, které jsou vyuzity v této praci pro nékteré
vybrané dukazy. Nésledujici definice predstavuje operaci vloZeni, kterou vyuziva takzvana
kompozice.
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Definice 2.4.3. Necht K, L C ¥* jsou jazyky. Viozeni K do L je definovano jako

L + K = {ujvus |ujug € L,v € K}.

Obecnéji pro kazdé k > 1 oznacujeme

L+"K=(L+"'K)«K,

L+ K=|JL+'K,
i>0

kde L < K znamena L. Ve vyrazech s < a <*, jednoprvkovd mnozina {w} miize byt
nahrazena w. Sekvence L1 < Lo + ... < Lg vlozeni je vyhodnocena zleva. Napriklad
Ly < Ly < L3 znamend (L; < L) < L3. V souladu s [9], L C X* je jednotkovy jazyk
(anglicky unitary language), pokud L = w +* K pro w € ¥* a koneény jazyk K C ¥* [27].

Definice 2.4.4. Jazyk K C X* je kompozice, pokud K = {¢} nebo

K=<+ ug+ ug_q1+ ... us < u

pro néjaké uy,ug, ...,uqg € X*,d > 1. Kompozice K je stupné n > 0, pokud K = {e} nebo
|u;| < n pro kazdé i € {1,...,d}. Pro kazdé n > 0, necht UC,, oznacuje t¥idu jazyku L,
které mohou byt zapsany jako

L=|JK,

KeC

kde C je jakdkoliv (muze byt i nekoneénd) mnozina kompozic stupné n. Také je znaceno
UC = J,,~o UC,,. Zkratka UC znamend sjednoceni kompozic (anglicky union of composi-
tions) [27].

2.4.3 Regularni vyrazy

Za icelem stru¢éného a srozumitelného znaceni regularnich jazykt v sekvenc¢ni formé se pou-
zivaji takzvané requldrni vyrazy. Obecné vzato se jedna o vyrazy s operatory ,,-“, ,,+“ a ,,x“,
které znaci v tomto poradi konkatenaci, sjednoceni a iteraci.

Definice 2.4.5. Nechf ¥ je abeceda. Reguldrni vyrazy nad ¥ a jazyky, které tyto vyrazy
znaci, jsou rekurzivné definovany nasledovné:

(i) 0 je regularni vyraz znacici prazdnou mnozinu.

(ii) € je reguldrni vyraz znacici {e}.

(iii) a, kde a € 3, je regularni vyraz znacici {a}.

(iv) Pokud r a s jsou regularni vyrazy znacici po fadé jazyky L, a L, potom:
(a) (r-s) je regularni vyraz znacici jazyk L = L, L.
(b) (r+ s) je regularni vyraz znadici jazyk L = L, U Lg.

(c¢) (r*) je regularni vyraz znaéici jazyk L = L} [19].
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Piné uzdvorkované reguldrni vyrazy, které byly zavedeny definici 2.4.5, mohou byt zjed-
noduseny. Pro redukci poctu zévorek ve vyrazech predpokladejme, Ze ,,x“ ma vyssi prioritu
nez ,-“ a ,,-“ ma vyssi prioritu nez ,,+“ Mimoto vyrazy lze zkratit vynechdanim symbolu ,,-“
Navic vyraz rr* je obvykle pro stru¢nost zapisovan jako rT. Tato zjednoduseni ¢ini regu-
larni vyrazy struénéjsimi. Napiiklad vyraz ((a)*(b- (b)*)) mlze byt zapsén jako a*b* [19].
Pro reguldrni vyraz r, L(r) oznacuje jazyk znaceny r.

Definice 2.4.6. Necht L je jazyk nad abecedou X. L je reguldrni jazyk nad X, pokud
L = L(r) pro regularni vyraz r nad ¥ [19].

Definice 2.4.7. Dva regularni vyrazy r a s jsou ekvivalenini tehdy a jen tehdy, kdyz
L(r) = L(s) [19].
2.4.4 Vyrazy zamichani

Tato podsekce predstavuje vyrazy zamichdni vyuzivajici stejnojmenné jazykové operace,
vcetné jejich sémantiky. Tyto vyrazy jsou dulezité pro vybrané dikazy nasledné uvedené
v této praci.

Definice 2.4.8. Symboly 0, £ a kazdé w € X7 jsou (atomické) vijrazy zamichdni (anglicky
shuffle expressions), dale oznacované jako SHUF vgrazy. Pokud Sy a Sy jsou SHUF vyrazy,
potom

(S1 4+ S2),
(Sl L Sg),
(Sl)l_u,*

jsou SHUF vyrazy [11].

Definice 2.4.9. Sémantika SHUF vyrazi je definovana nésledovné:

dle [11].

Dale SHUF jazykem rozumime jazyk generovany libovolnym SHUF vyrazem. Necht
SHUF znaci rodinu jazyka generovanych SHUF vyrazy.
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Kapitola 3

Automaty a prevodniky

Zatimco gramatiky slouzi pro generovani jazyku v oblasti formalni teorie, automaty se vy-
uzivaji pro jejich rozpoznavani. Obecné pro vstupni fetézec automat rozhodne, zda dany
fetézec nalezi do prislusného jazyka ¢i nikoliv. Pokud automaty nepracuji pouze se vstupem
a obsahuji zaroven i vystup, neslouzi pouze pro rozpoznavani jazyka, ale i pro prevody mezi
jednotlivymi jazyky, pricemz jsou prislusné nazyvany jako prevodniky.

Nejprve sekce 3.1 definuje konecné automaty véetné jejich jednotlivych variant, konfigu-
raci a prechodd. Pro nazorné prezentovani piislusnd sekce zaroven obsahuje priklad, ktery
dukladné popisuje jejich funkcionalitu. Ve stejném sledu sekce 3.2 pridava k zavedenym
koneénym automatim vystup a definuje jednotlivé varianty prevodniki.

3.1 Definice a priklady kone¢nych automati

Cilem této sekce je definovani a seznameni se s koneénymi automaty jako jazykovymi mo-
dely pro rozpoznavani jazyku. Postupné jsou predstaveny jednotlivé varianty konecnych
automatil pocinaje témi nejobecnéjsimi. Nasledné zavadi také klicovou terminologii véetné
konfigurace ¢i prechodu a prezentuje funkcionalitu jednoduchého konecéného automatu v na-
zorném piikladu.

Pokud neni uvedeno jinak, veskeré definice jsou prevzaty z [20].

Definice 3.1.1. Obecny konecny automat (anglicky general finite automaton), zkrédcené
GFA, je pétice

M= (Q,%,R,s, F),
kde
e (Q je kone¢nd mnozina stawvi,
e X je vstupni abeceda,
e RC Q xX* x (@ je konecna relace nazyvana taktéz koneénou mnozinou pravidel,
e 5 € (Q je pocdtecni stav,
e F C @ je mnozina koncovych stavi.

Namisto (p,y, q) € R je déle zapisovdno py — ¢q € R.

16



Definice 3.1.2. Necht M = (Q,X%, R, s, F') je GFA. Konfigurace M je jakykoliv Fetézec
X € @X*. Relace prechodu, symbolicky znacena ks, je definovana nad QX* jako

pyx Far gz,
tehdy a jen tehdy, kdyz pyx, gx € QX" a py — ¢ € R. Pokud M je pochopeno, je zapisovano
pyx F gx. Pokud y = €, neni ze vstupni pasky precten zadny symbol.
Necht ", -1 a F* znad¢i pislusné n-tou mocninu - pro néjaké n > 0, tranzitivni uzévér -
a reflexivné-tranzitivni uzaver .
Definice 3.1.3. Necht M = (Q,%, R, s, F) je GFA. Jazyk prijimany M, znacen L(M),
je definovan jako

LM)={w|lweX*swt" f, feF}
Definice 3.1.4. Necht M = (Q,%,R,s,F) je GFA. M je GFA bez e-prechodi, pokud
pro kazdé py — q € R plati, ze y # ¢.

Definice 3.1.5. Necht M = (Q, X, R, s, F') je GFA. M je konecny automat (anglicky finite
automaton), zkracené FA, tehdy a jen tehdy, kdyz py — ¢ € R implikuje, ze |y| < 1.

Definice 3.1.6. Necht M = (Q,3,R,s, F) je FA. M je deterministicky FA (anglicky
deterministic finite automaton), zkracené DFA, tehdy a jen tehdy, kdyz py — ¢ € R
implikuje, ze |y| = 1 apy — q1,py — g2 € R implikuje, Ze 1 = g2 pro vSechna p, ¢, q1,q2 € Q
ayex.

Definice 3.1.7. Necht M = (Q,%, R, s, F) je DFA. M je uplny FA (anglicky complete
finite automaton), zkracené CFA, tehdy a jen tehdy, kdyz pro vSechna p € @ a pro vSechna
a € X, pa — q € R pro néjaké ¢ € Q.

Za ucelem strucénéjsiho zapisu definic je nékdy pravidlo pa — ¢ zapisovano véetné uni-
katniho oznaceni r, pricemz r : pa — ¢, jenz je formalizovano nasledujici definici.

Definice 3.1.8. Necht M = (Q,X%, R, s, F) je FA. Necht ¥ je abeceda oznaceni pravidel
(anglicky rule labels), pricemz card(¥) = card(R) a 1 je bijekce z R do ¥. Pro zjednoduseni
za Ucelem vyjadreni, ze 1 prifazuje r pravidlo pa — ¢ € R, kde r € ¥, je zapisovano
r:pa— q € R. Tudiz r : pa — q odpovidé ¥ (pa — q) =r.

Definice 3.1.9. Necht M = (Q,%,R,s,F) je FA. Prokazdé y e ¥* ar:pa—q€ R, M
provede prechod z konfigurace pay do konfigurace gy podle r, zapsano jako
pay = qy [r].

Definice 3.1.10. Necht M = (Q,%, R, s, F') je FA. Necht x je jakdkoliv konfigurace M.
M provede nula prechodi z x do x podle €, symbolicky zapsano jako

x 0 x [e].
Necht existuje sekvence konfiguraci xo, X1, ..., Xn pro néjaké n > 1, pricemz
Xi-1 F Xi[ril,
kde r; € ¥ pro i = 1,...,n. Pak M provede n prechodi z xo do xn podle r1...r, symbolicky

zapsano jako
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Xo F" xn [r1--7n).

Dale T a F* jsou definovany standardnim zpiisobem.

Definice 3.1.11. Necht M = (Q,X, R, s, F) je FA a necht x a x’ jsou dvé konfigurace
M. Lze predpokladat, ze pro n&jaké n > 0, x " x'[p] v M, kde p = ry...r,, pFicemz
r; € R pro vSechna i = 1,...,n (p = € pokud n = 0). Pak p, nazyvané jako retézec pravidel
odpovidajici x F" X’ v M, specifikuje sekvenci n pravidel, podle kterych M provadi x " x’.
Pokud p reprezentuje nadbytecnou informaci, x =™ x’[p] je zjednoduSeno na x ™ x’ [19].

Definice 3.1.12. Necht M = (Q, X%, R, s, F') je FA a necht x a x’ jsou dvé konfigurace M.
(i) Pokud existuje n > 1, pficemz x =" x/ [p] v M, pak x =T X’ [p].
(ii) Pokud existuje n > 0, pficemz x F" ' [p] v M, pak x F* X’ [p].

Analogicky k F" je mozné zjednodusit T a * zapisem x FT x/ namisto x FT X’ [p]
a zapisem x F* X’ namisto x F* x/[p] [19].

Teorém 3.1.1. Pro kaZdy obecny konecny automat M existuje CFA M', pricemz L(M') =
L(M), viz [28].

Teorém 3.1.2. Jazyk K je reqularni tehdy a jen tehdy, kdyz existuje CFA M, pricemz
K = L(M), viz [28].

Tudiz konecné automaty prijimaji presné rodinu requldrnich jazyki.

Priklad 3.1.1. Uvazujme FA

M= ({s, f},%, R, s,{s, f}),
kde ¥ = {a,b} a

R ={sa— s,sb— f, fb— f}.

a b

O——@
H
Obrazek 3.1: Stavovy diagram konecného automatu M.

7 pocatecniho stavu s mize M nejprve precist libovolny pocet symbola a. Jakmile je
pomoci M zpracovan prvni symbol b, dédle se jiz v Tetézci precteném ze vstupni pasky
muze vyskytovat libovolny pocet pouze symboli b, pficemz vstupni retézec je zpracovavan
sekvencéné zleva doprava. Na zakladé skutecnosti, ze pocCatecni stav s je zdroven stavem
koncovym, je M prijat i prazdny Tetézec € a Tetézec obsahujici pouze symboly a. Tudiz
prijimanym jazykem je jazyk

L(M) = {a}"{b}".

Stavovy diagram FA M je uveden na obrazku 3.1.
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3.2 Definice a priklady prevodnikt

Jak jiz bylo uvedeno, konecné automaty mohou byt rozsireny o vystup, pricemz kazdy
prechod obsahuje pro prislusny vstupni Fetézec prifazeny retézec vystupni. Tim umoznuji
prevadéni fetézcti mezi jednotlivymi jazyky. Souhrnné jsou prislusné varianty konecénych
automati nazyvany jako prevodniky. Tato sekce kromé samotného definovani prevodniki
zavadi také konecny prevod a prezentuje v piikladu funkcionalitu vybrané varianty prevod-
niku.

Pokud neni uvedeno jinak, veskeré definice jsou prevzaty z [24].

Definice 3.2.1. Konecny prevodnik (anglicky finite transducer), zkrdcené FT, je Sestice
T=(Q,%2 A, 0,sF),
kde
e (Q je kone¢nd mnozina stawvi,
e X je vstupni abeceda,
o A je vystupni abeceda,

e o je prechodova a vystupni funkce z koneéné podmnoziny z ) x 3* do konec¢nych
podmnozin z @ x A*,

e 5 € (Q je pocdtecni stav,
e F C @ je mnozina koncovych stavi.

Pro dany retézec u € 3* je feceno, ze v € A* je vystup 1" pro u, pokud existuje sekvence
prechodi 7', (q1,v1) € o(s,u1), (g2,v2) € 0(q1,u2), vy (Gn,vn) € 0(gn-1,un) & g € F,
to znamena

u1 /v ug /va Un [Vn
Q1 qn € F,

pricemz u = wuquso...u,, kde ui, ug,...,up € X* a v = vV1v2...v,, kde v1,v9,...,v, € A*.

Je zapisovano, ze v € T'(u), kde T'(u) zna¢i mnozinu vSech vystupt 7" pro vstupni fetézec u.

Daéle s € F implikuje, ze € € T'(¢).

Definice 3.2.2. Necht 7' = (Q,%,A,0,s,F) je FT. T je jednohodnotovy FT, pokud
pro kazdy vstupni fetézec u, 1 obsahuje nanejvys jeden odlisSny vystup vzhledem k u,
to znamend, ze |T(u)| < 1 pro kazdé u € ¥*.

Definice 3.2.3. Necht T' = (Q, X, A, 0,5, F) je FT. T je zobecnény sekvencni stroj (anglicky
generalized sequential machine), zkrdcené GSM, pokud o je funkci z @ x ¥ do koneénych
podmnozin z Q X A*, to znamena, ze T preCte pravé jeden symbol pii kazdém prechodu.

Definice 3.2.4. Necht T' = (Q,X,A,0,s,F) je GSM. T je deterministicky GSM (ang-
licky deterministic generalized sequential machine), zkrdcené DGSM, pokud jeho zékladni
koneény automat (to jest T' bez vystupu) je DFA. Tudiz o je ¢astecnd funkce z @ x X
do @ x A*.
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Kazdy koneény prevodnik T = (Q, X, A, 0,5, F) definuje konecng prevod T : £* — 287,
Pro vstupni fetézec w € X*, koneény prevod T'(w), coz je mnozina vSech vystupnich fetézcu
vzhledem k w, muZe byt koneénd nebo nekonecénd. T'(w) = (), pokud T nemuze dosdhnout
koncového stavu ¢tenim w. Lze poznamenat, ze T' je pouzivano pro oznaceni jak kone¢ného
prevodniku, tak i samotného kone¢ného prevodu z duvodu, Ze nelze pochybovat o vyznamu.
Pro jazyk L C ¥*, je definovano

7(L) = | J T(w).

weL

Konecny prevod T' mize byt také povazovan za relaci R C ¥* x A* definovanou jako

Ry = {(u,v) |veT(u)}.

Definice 3.2.5. Necht T'= (Q, X, A, 0,8, F) je FT. T je FT ve standardnim tvaru, pokud
o je funkei z @ x (X U{e}) do 2@x(AU{e}) Ty znamend, ze standardni tvar omezuje vstup
a vystup pro kazdy prechod pouze na jeden symbol nebo €.

Pro ustdleni konvence zapisu FT s FA je dale prechodova a vystupni funkce FT, o,
uvedena jako mnozina pravidel. Tudiz namisto (q,v) € o(p,u) je zapisovano pu — qu.

V celém textu je naddle vyuzivian kone¢ny prevodnik ve tvaru dle definice 3.2.1 z [24].
Za tcelem odstranéni pochybnosti 1ze upozornit na skutecnost, ze se tato definice muze lisit
oproti nékterym publikacim, viz napiiklad [19], kde je uvazovéno, ze o0 C Q(XU{e}) x QA*.

Priklad 3.2.1. Uvazujme DGSM

T = (Q? Z7A7 U7S7F)7

kde
Q={s,r},
Y ={a,b},
A ={c,d,e, [},
o= {sa — rcd,
rb — sef},

F = {s}.

a/cd

-O0_©

b/ef

Obrazek 3.2: Stavovy diagram deterministického zobecnéného sekvenéniho stroje 7.

7 pocatecniho stavu s, ktery je zaroven koncovym stavem, muze 1 precist symbol a,
pricemz tento symbol je preveden na fetézec cd. Poté T musi precist symbol b, ktery je
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preveden na fetézec e f, aby se opét zacinalo od stavu s. Dochézi tedy k prevodu symbolu a
na cd a symbolu b na ef, piicemz symboly a a b se musi ve vstupnim retézci nachdzet ptimo
za sebou ve stejném pofadi a pocet symboli ve vstupnim Tetézci musi byt sudy (0,2,...).
Vstupni fetézce T ndlezi do jazyka definovaného jako

L = {ab}".

Vyplyva, ze

T(L) = {cdef}".
Stavovy diagram DGSM T je uveden na obrazku 3.2
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Kapitola 4

Skakajici konecné automaty

V prubéhu historie teorie automata byl klasicky koneény automat modifikovan mnoha ruz-
nymi zpusoby. Jednou z téchto modifikaci, kterd se vyznacuje tim, Ze vstup neni ¢ten
kontinualnim zptsobem, jsou také skdkajici konecné automaty.

Tato kapitola predstavuje samotné skakajici koneéné automaty, které pracuji jako kla-
sické kone¢né automaty s vyznamnou vyjimkou, Ze nectou vstupni fetézec zleva doprava
po symbolech, ovsem po prec¢teni symbolu a prechodu do nového stavu mize ¢teci hlava
preskocit na libovolnou pozici ve zbyvajicim vstupu. Jakmile je jednou symbol precten
ze vstupni pasky, nemuze byt precten znovu.

Kapitola poskytuje vSechny potfebné znalosti tykajici se skakajicich koneé¢nych auto-
mati pro pochopeni dalsi ¢asti textu a je usporddana do ¢tyr sekci nasledovné. Nejprve
sekce 4.1 zavadi samotné skdkajici konecné automaty vcetné jejich variant. Poté sekce 4.2
porovnava jejich silu s dobfe znamymi, jazyk definujicimi formalnimi zafizenimi, pficemz
obsahuje pouze vycet vztahi. Nasledné sekce 4.3 prezentuje vysledky vyzkumu uzavérovych
vlastnosti rodin skakajicich koneé¢nych automati. V posledni radé sekce 4.4 predstavuje cha-
rakteristiku, a to z hlediska operace zamichani, rodiny jazykt pfijimanych nejobecnéjsi verzi
skakajicich konecnych automati, obecnymi skdkajicimi konecnymi automaty.

Obsah sekci vychazi z [20], kromé posledni sekce 4.4, kterd vychézi z [11]. Veskeré
definice jsou prevzaty z [20].

4.1 Definice a priklady

V této sekci jsou definovany samotné skikajici koneéné automaty véetné jednotlivych vari-
ant, pocinaje nejobecnéjsi, a to obecnym skakajicim koneénym automatem. Mimo jiné tato
sekce zavadi terminologie jako konfiguraci ¢i relaci skoku. Uvedené formalismy nasledné
vyuziva ilustracni priklad.

Veskeré definice jsou ptrevzaty z [20].

Definice 4.1.1. Obecny skakajici koneény automat (anglicky general jumping finite auto-
maton), zkracené GJFA, je pétice

M = (Q7 27 R7 S? F)?
kde

e (Q je kone¢nd mnozina stawvi,
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Y je vstupni abeceda, XN Q = 0,
e RC Q xX*x Q je konecna relace,
e 5 € (Q je pocdtecni stav,

e F C @ je mnozina koncovych stavi.

Cleny R jsou oznacovany jako pravidla M a namisto (p,y,q) € R je zapisovano py — q € R.

Definice 4.1.2. Necht M = (Q, %, R, s, F) je GJFA. Konfigurace M je libovolny Fetézec
v 2*QX*. Binarni relace skoku, symbolicky znacena m s, nad 2*@Q>*, je definovana nasle-
dovné. Necht x, z, 2/, 2’ € ¥*, pficemz xz = 2’2 a py — q € R. Pak M provede skok z xpyz
do 2'q%’, zapséno jako

xpyz Ny g7

Pokud M je pochopeno, je zapisovano zpyz ~ x'qz’. Standardnim zptisobem lze rozsitit
relaci ~ na ~", kde n > 0. Na zdkladé ~" je mozné definovat " a ~* oznacéujici
tranzitivni uzavér ~ a reflexivné-tranzitivni uzavér .

Definice 4.1.3. Necht M = (Q,X, R, s, F) je GIJFA. Jazyk prijimany M, znacen L(M),
je definovan jako

L(M) ={uwv|u,v € X usv ~N* f, f € F}.

Necht w € ¥*. M prijimd w tehdy a jen tehdy, kdyz w € L(M). M neprijimd w tehdy
a jen tehdy, kdyz w € * — L(M). Dva GJFA M a M’ jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy,
kdyz L(M) = L(M').

Definice 4.1.4. Necht M = (Q, %X, R, s, F) je GJFA. M je GJFA bez e-prechodi, pokud
py — q € R implikuje, Ze |y| > 1. M je stupné n, kde n > 0, pokud py — ¢ € R implikuje,
ze |yl < n. M je skdkajici konecny automat (anglicky jumping finite automaton), zkracené
JFA, pokud se jedné o automat stupné 1.

Definice 4.1.5. Necht M = (Q,%X, R,s, F) je JFA. M je JFA bez e-prechodi, pokud
py — q € R implikuje, ze |y| = 1. M je deterministicky JFA (anglicky deterministic JFA),
zkracené DJFA, pokud M je JFA bez e-pfechodu a pro kazdé p € ) a kazdé a € ¥ neexis-
tuje vice nez jedno ¢ € Q takové, ze pa — q € R. M je uplnyg JFA (anglicky complete JFA),
zkracené CJFA, pokud M je DJFA a pro kazdé p € Q a kazdé a € X existuje pravé jedno
q € Q takové, ze pa — q € R.

Definice 4.1.6. Necht M = (Q, X%, R, s, F') je GJFA. Prechodovy graf M, znacen A(M), je
multigraf, kde uzly jsou stavy z ) a existuje pravé jedna hrana z p do g oznacena y tehdy
a jen tehdy, kdyz py — q € R. Stav q € @ je dosazitelny, pokud existuje cesta z s do ¢
v A(M). Stav q je ukoncujici, pokud existuje cesta z ¢ do néjakého f € F. Pokud existuje
cesta z p do ¢, p = q1,92,-.-,qn = q Pro néjaké n > 2, kde q;y; — ¢i+1 € R pro vSechna
i=1,...,n — 1, 1ze zapsat

by1y2.-.Yn ~ q.

Déle jsou predchozi definice ilustrovany na ukazkovém prikladu.
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Priklad 4.1.1. Uvazujme GJFA

M = ({s, f},{a,b}, R, s, {f}),
kde

R={sba— f,fa— f,fb— f}.

RO Ol

Obrazek 4.1: Stavovy diagram obecného skakajicitho konetného automatu M.

7 pocatecniho stavu s musi M precist fetézec ba, ktery se mize vyskytovat kdekoliv
ve vstupnim Fetézci. Poté muze M precist libovolny pocet symboli a a b, ale také jiz nemusi
precist zadny symbol. Tudiz pfijimanym jazykem je jazyk

L(M) = {a,b}*{ba}{a,b}".

Stavovy diagram GJFA M je uveden na obrazku 4.1.

Necht GJFA, GJFA~¢, JFA, JFA ¢ a DJFA znadi rodiny jazyku prijimanych po radé
obecnymi skakajicimi koneénymi automaty, obecnymi skékajicimi koneénymi automaty
bez e-prechodu, skdkajicimi koneCnymi automaty, skakajicimi konecnymi automaty bez
e-prechodti a deterministickymi skakajicimi koneénymi automaty.

4.2 Vztahy se znamymi jazykovymi rodinami

Cilem této sekce je definovat a vyobrazit vztahy rodin jazykd pfijimanych obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (dale jen GJFA) a klasickymi skdkajicimi koneénymi automaty
(dale jen JFA) s jazykovymi rodinami dle Chomského hierarchie (viz sekce 2.3).

Pro konkrétni dikazy jednotlivych teorému lze odkazat na [20].

Teorém 4.2.1. FIN C GJFA.

Teorém 4.2.2. REG a GJFA jsou neporovnatelné.
Teorém 4.2.3. CF a GJFA jsou neporovnatelné.
Teorém 4.2.4. GJFA C CS.

Teorém 4.2.5. FIN a JFA jsou neporovnatelné.

Vztahy GJFA a JFA s jednotlivymi uvedenymi jazykovymi rodinami dle Chomského
hierarchie jsou vyobrazeny na obrazku 4.2.
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{wllwla = |wlp = |wlc} U {de}

{a"b"c" |n > 0} {wllwle = |wlp = |w|c}

CS

{wfwla = Jwl}

{a"b"|n >0}
I 4

{w||lwle = |w|p}
U{de}

{a, b}*{bd}{a, b}* \\
: FIN

{a}* ()"

{ab,ba}

/ {ab}

Obrazek 4.2: Vztahy rodin jazykd prijimanych obecnymi skakajicimi koneénymi automaty
(GJFA) a klasickymi skdkajicimi koneénymi automaty (JFA) s jazykovymi rodinami
dle Chomského hierarchie. FIN znaci rodinu koneénych jazykt, REG znadi rodinu jazyku
generovanych regularnimi gramatikami, CF znac¢i rodinu jazyka generovanych bezkontex-
tovymi gramatikami a CS znadi rodinu jazyki generovanych kontextovymi gramatikami.

4.3 Uzavérové vlastnosti

Tato sekce predstavuje uzavérové vlastnosti jazykovych rodin pfijimanych obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (dale jen GJFA) a klasickymi skakajicimi koneénymi automaty
(dale jen JFA). Pro jednotlivé konkrétni dukazy uzavérovych vlastnosti je ¢tenai odkézan
na [20]. Na tuto uvedenou publikaci navazuje [27], kde jsou zodpovézeny nésledujici oteviené
problémy:

e Je GJFA uzavfena vic¢i zamichani?
e Je GJFA uzaviena vici Kleeneho hvézdicce?
e Je GJFA uzaviena vici Kleeneho plus?
e Je GJFA uzaviena vuci reverzaci?
A jsou upraveny dukazy pro uzavérové vlastnosti GJFA viuci
(i) konecné substituci,

(ii) homomorfismu,

(iii) homomorfismu bez ¢,

(iv) inverznimu homomorfismu.

Celkové shrnuti uzavérovych vlastnosti je uvedeno v tabulce 4.1.
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GJFA JFA REG
Znaceni konce - -

Konkatenace - -
Doplnék - +
Sjednoceni + +
Pranik - +
Prinik s regularnimi jazyky — -
Substituce - -
Regularni substituce - -
Konecna substituce - -
Homomorfismus - -
Homomorfismus bez e - -
Inverzni homomorfismus - +
Kleeneho hvézdicka — —
Kleeneho plus - -
Zamichani - +
Reverzace + +

e T E T i s

Tabulka 4.1: Uzavérové vlastnosti jazykovych rodin pfijimanych obecnymi skakajicimi ko-
neénymi automaty (GJFA) a klasickymi skdkajicimi koneénymi automaty (JFA). REG
znad¢i rodinu regularnich jazyku. Symbol ,,+“ znaci, ze rodina jazyku je uzaviena vué¢i ope-
raci. Symbol ,,—* naopak znadi, Ze rodina jazykt neni uzaviena vuci operaci.

4.4 Operace zamichani

Hlavnim cilem této sekce je predstaveni vztahu jazykové rodiny piijimané obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (dédle jen GJFA) s rodinou jazyku generovanych SHUF vyrazy,
déle oznacované jako SHUF.

Jednotlivé vztahy jazykové rodiny prijimané klasickymi skdkajicimi kone¢nymi auto-
maty (déle jen JFA) a GJFA s SHUF byly dukladné studovany v [11] a pro blizsi infor-
mace je Ctenar odkazan na uvedenou publikaci. Tato sekce obsahuje pouze vycet nékterych
prokédzanych skutecnosti stézejnich pro zbytek prace.

Veskeré priklady, lemmata a teorémy jsou prevzaty z [11].

Priklad 4.4.1. Necht

M = (Q? 27 R? 57 F)
je GJFA, kde

Q= {s},

¥ ={a,b,c,d},

R = {sab — s,scd — s},
F={s},

ktery prijimé jazyk L(M), pficemz jej lze pfirozené prevést na vyraz zamichani S =
(ab + cd)*"*. Lze lehce ovérit, ze kazdy Tetézec, ktery je prijimany M, muze byt zaroven
vygenerovan S, ale jelikoz acbd € (L(S)\L(M)), potom vyplyva, ze L(M) C L(S).
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Lemma 4.4.1. Necht M = (Q, %X, R, s, F) je GJFA, kde

Q@ ={s},

¥ ={a,b,c,d},

R = {sab — s,scd — s},
F = {s}.

Pak L(M) neni SHUF jazyk, viz [11].
Lemma 4.4.2. Necht L = L(acLu (bd)™*). L ¢ GIJFA, viz [11].
Teorém 4.4.3. GJFA o« SHUF jsou neporovnatelné.

Diikaz. SHUF N GJFA C GJFA vyplyva z definice a lemmatu 4.4.1. SHUF N GJFA C
SHUF vyplyva z definice a lemmatu 4.4.2. ]
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Kapitola 5
Vymazavaci systémy

Skakajici koneéné automaty podléhaji diukladnému studovani a jedna se stale o aktudlni
téma vyzkumu nejen v oblasti formalni teorie, ale i jejich aplikace na realné problémy.
Nejobecnéjsi varianta téchto automati, obecny skakajici koneény automat, jako stavové
Fizeni vyuziva obecny konecny automat. V jisté paralele k regulovanym automatim lze
uvazovat formalni systém, ktery namisto stavového rizeni vyuziva fidici regularni jazyk.
Zaroven by bylo zachoviano vymazéavani fetézcu ze vstupni pasky, pficemz samotné regularni
jazyky mohou byt prijimany klasickymi kone¢nymi automaty.

Cilem této kapitoly je zavést novy formélni systém v oblasti formalni teorie, nazy-
vany vymazdvaci systém, prezentovat jej na nékolika prikladech a prokazat nékteré vztahy
a vlastnosti rodiny jazyku prijimanych témito systémy.

Celkové kapitola rozdéluje jednotlivé tlohy do ¢tyr sekci. Nejprve sekce 5.1 definuje
samotny vymazavaci systém vcéetné zavedeni formalismu jako je konfigurace ¢i vymazd-
vact krok, a to nevyjimaje jazyka prijimancého vymazdvacim systémem. Tato sekce rovnéz
predstavuje funkcionalitu vymazavacich systému na nékolika ukazkovych prikladech. Déle
sekce 5.2 porovnava jejich silu s dobfe znaAmymi formélnimi zafizenimi definujicimi jazyk.
Na tuto sekci navazuje sekce 5.3 prokazujici vztahy rodiny jazykd prijimanych vymazéava-
cimi systémy a Dyckovymi jazyky, véetné jazykt polo-Dyckovych. Nasledné sekce 5.5 pre-
zentuje vlastnosti jazykové rodiny pfijimané vymazavacimi systémy s jazyky generovanymi
vyrazy zamichani. Jako posledni, shrnuje sekce 5.6 dosazené teoretické vysledky zkoumani
a diskutuje odlisné vlastnosti obecnych skédkajicich koneénych automatt a vymazavacich
systémul.

5.1 Definice a priklady

Tato sekce definuje vymazéavaci systém a zavadi terminologie jako je konfigurace ¢i relace
vymaszavaciho kroku. Zaroven obsahuje veskerou pouzivanou notaci v souvislosti s vymaza-
vacimi systémy. Nasledné uvedené formalismy a samotnou funkcionalitu nového formalniho
systému ilustruje na péti nazornych prikladech.

Definice 5.1.1. Vymazdvaci systém (anglicky erasing system), zkrdcené ES, je trojice

ES = (27 E7 R)7
kde

e 3 je abeceda, kterd vzdy obsahuje specidlni symbol, #,
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o EC (X—{#})" je konetnd mnozina vymazdvacich retézci (anglicky erasing strings),
o RC (X —{#})* je requldrni jazyk.

Definice 5.1.2. Necht ES = (X, E, R) je ES. Polozme ¥ = X — {#}. Konfigurace ES je
libovolny ¢len (u,v) € & {#}% x %. Necht pro kazdy fetézec u € E a pro kazdy fetézec
oy, 2,y .,z €Y, piicemz xy = 2y,

($#Uy, Z) >Es ($l#y/7 Z’LL)

je vymazdvaci krok, kde # € X. Necht >%¢ je n-t4 mocnina relace >pgg, kde n > 0.
Necht DES je tranzitivni uzdvér relace >pg a D>Lg je reflexivné-tranzitivni uzavér re-
lace >gg.

Neformalné specialni symbol, #, urcuje pozici ve vstupnim retézci, za kterou se nachazi
vymazavaci fetézec, ktery bude v nasledujicim vymazavacim kroku vyjmut ze vstupniho
fetézce. V kazdém vymazavacim kroku vstupni fetézec obsahuje pravé jeden symbol #.

Definice 5.1.3. Necht ES = (X, E,R) je ES a ¥ = X — {#}. Jazyk prijimany ES, znaceny
L(E, R), je definovan jako
L(E,R) = {w|u,v € 5", (uffv,e) blgs (#,w), # € B, w € R}.

Necht w € L(E,R). Rikdme, Ze w ndleZ ES tehdy a jen tehdy, kdyz w € L(E,R).
Retézec w nendlezi ES tehdy a jen tehdy, kdyz w € ¥* — L(E,R). Dva systémy ES
definovdny E, R a E', R’ jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz L(E, R) = L(E’, R').

Definice 5.1.4. Necht ES = (3, E, R) je ES. ES je stupné n, kde n > 0, znaceno ES™,
pokud u € E implikuje, ze |u| < n.

Dale jsou ilustrovany predchozi definice na péti prikladech.

Priklad 5.1.1. Uvazujme ES,

ES = (27 E7 R)?
kde
Z = {a7 b? C}?
E = {a7 b? C}?
R = {abc}”.
Jazyk

L(E,R) ={w € {a,b, c}" [ |w]a = [w]s = [w]c}

je jazykem prijimanym FES. Poté lze pro vstupni retézec w = ababcc provést vymazavaci
kroky
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(ab#abce, ) > pg (a#tbbece, a)

ze kterych vyplyva abcabe € R, coz implikuje w € L(E, R).

Lze poukdzat na skutecnost, ze jazyk L(E, R) v pifkladu 5.1.1 je dobfe zndmy kontextovy
jazyk.

Priklad 5.1.2. Uvazujme ES,

ES = (3, E, R),
kde

Y ={a,b},

E = {a,b},

R = {ab}*{a}™.
Jazyk

L(Ev R) = {w € {avb}+ ‘ |w|a > |w|b}

je jazykem piijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = aabbaba provést vymazévaci
kroky

(aabb#aba, ) > ps (aa#tbbba, a)
> s (aabb#a, ab)
> s (aab#b, aba)

>Es (#aab, abab)

> s (a#b, ababa)
>Es (#a, ababab)
( )

> s (#, abababa),

ze kterych vyplyva abababa € R, coz implikuje w € L(E, R), pii¢emi jazyk L(E, R) je
bezkontextovy jazyk.

Priklad 5.1.3. Uvazujme ES,
ES = (X,E,R),
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kde

¥ ={a,b},
E ={a,b},
R = {bb, a}*{b}.

Jazyk

L(E,R) = {w € {a, b} | |wl|y je lichy}

je jazykem prijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = aababba provést vymazavaci
kroky

(aababb#a,e) > ps (aa#babb, a)
> gs (aaab#b, ab)
> ps (a#aab, abb)
> s (#aab, abba)
> s (#ab, abbaa)
> s (#b, abbaaa)

> s (#, abbaaab),

ze kterych vyplyva abbaaab € R, coz implikuje w € L(E, R), pficemz jazyk L(E,R) je
reqularni jazyk.

Priklad 5.1.4. Uvazujme ES,

ES = (%, E,R),
kde

Y = {a,b},

E ={a,b,ba},

R = {ba}{a,b}".
Jazyk

L(E, R) = {a,b}"{ba}{a,b}*

je jazykem prijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = baabbaaa provést vymazavaci
kroky
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(baab#baaa,e) > pg (ba#tabaa, ba)
> s (bab#aa, baa)
> s (#baba, baaa)
> s (#aba, baaab)
> s (#ba, baaaba)

> s (#a, baaabab)

> s (#, baaababa),

ze kterych vyplyva baaababa € R, coz implikuje w € L(E, R), piicemz jazyk L(E,R) je
regularni jazyk.

Priklad 5.1.5. Uvazujme ES,

ES = (%, E,R),
kde
Y ={a,b,c},
E = {ab, ¢},
R = {c}*{ab}.
Jazyk

L(E, R) = {c}"{a}{c}" {b}{c}"

je jazykem piijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = cccaccbee provést vymazéavaci
kroky

(cc#eacchee, €) > pg (ccacehedte, ¢

> ps (cca#ccbe, ce
> gs (cca#cbe, cce
> ps (ccab#c, ccce
>Es
> ps (Fcab, cccece
> gs (#ab, cccecee

> ps (#, ccceeecab),

AN N N N N N~ o~

)
)
)
)
#ccab, ceeee)
)
)
)

ze kterych vyplyva cccccccab € R, coz implikuje w € L(E, R), pficemz jazyk L(E,R) je
regularni jazyk.
Déle nechf ES zna¢i rodinu jazyki pfijimanych ES.
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5.2 Vztahy se znamymi jazykovymi rodinami

Cilem této kapitoly je stanovit vztahy mezi rodinou jazykt prijimanych vymazdvacimi
systémy (dédle jen ES) a zndmymi jazykovymi rodinami, véetné rodiny koneénych jazyku
(dale jen FIN), rodiny regularnich jazyku (dale jen REG), rodiny bezkontextovych ja-
zyku (déle jen CF) a v posledni fadé rodiny kontextovych jazyki (dale jen CS). Nasledné
obsazend ilustrace graficky vyobrazuje vztah ES s témito rodinami jazyki.

Na zékladé jisté paralely vymazavacich systému (dale jen ES) s obecnymi skékajicimi
koneénymi automaty (dale jen GJFA) lze na definovany systém aplikovat nékteré dukazy
v upravené formé jako pro GJFA. Tudiz dukazy pro

e teorém 5.2.4, 5.2.5, 5.2.6,
e lemma 5.2.3

jsou inspirovany z [20], jenz zavadi GJFA do formalni teorie.
Lemma 5.2.1. {a,b,ab} ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht K = {a,b,ab}. Pfedpokladejme, ze existuje ES, ES =
(X, E, R), takovy, pro ktery plati, ze L(E, R) = K. Necht w = ba, pfiemz w ¢ K. Ponévadz
fetézce a, b a ab nalezi K, musi nalezet také do mnoziny vymazavacich fetézci E a do re-
gularniho jazyka R. Vyplyva, Ze lze vymazavaci fetézce a a b vyuzit pii prijimani w tak,
7e nejprve je vymazan retézec a a poté retézec b, pricemz retézec vznikly jejich konkatenaci,
ab, ndlezi R. To implikuje, ze w € K a dochézi ke sporu s predpokladem, ze L(E,R) = K.
Tudiz neexistuje ES takovy, ktery by prijimal jazyk {a,b,ab}. O
Teorém 5.2.2. FIN a ES jsou neporovnatelné.

Diikaz. ES € FIN vyplyva z prikladu 5.1.1. FIN € ES vyplyva z lemmatu 5.2.1. U

Lemma 5.2.3. {a}*{b}* ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht K = {a}*{b}*. Predpokladejme, Ze existuje ES, ES =
(X, E, R), takovy, pro ktery plati, ze L(E,R) = K. Necht w = a"b, kde n je stupen ES.
Ponévadz w € K, béhem vymazdvani w vymazéavaci fetézec a’b € E, kde 0 < i < n,
musi byt pouzit. Nicméné, pokud je fetézec a’b vymazan v jediném kroku a vSechny dalsi
symboly ve w jsou stejné, fetézec a’ba™ " mize byt piijat definovanym ES za pouziti stejnych
vymazévacich fetézcti béhem prijimani w. To implikuje, Ze a’ba™* € K. Jedna se tedy
o rozpor s predpokladem, ze L(E, R) = K. Tudiz neexistuje ES takovy, ktery by pfijimal
jazyk {a}*{b}*. O

Teorém 5.2.4. REG a ES jsou neporovnatelné.
Diikaz. ES € REG vyplyva z piikladu 5.1.1. REG Z ES vyplyva z lemmatu 5.2.3. ]

Teorém 5.2.5. CF a ES jsou neporovnatelné.

Diikaz. ES € CF vyplyva z ptikladu 5.1.1. CF ¢ ES vyplyva z lemmatu 5.2.3. O
Teorém 5.2.6. ES C CS.

Dukaz. Vymazavaci krok muze byt simulovan kontextovymi gramatikami, tedy ES C CS.
Z lemmatu 5.2.3 vyplyvd, ze CS — ES # (), coz dokazuje teorém. O

Déle obrazek 5.1 vyobrazuje vztahy ES s jednotlivymi uvedenymi jazykovymi rodinami.
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a0 = 0} fwlwla = holy = [wle} U {de}
fa"t" |n > 0} /—

{wllwla = |w[p}
U{de}

{wllwla = lwlp = |wle}

CS

{wfwla = Jwl}

{a,b}* {ba}{a. b}

{a}={o}" \\ {ab,ba}
/A

{a, b, ab} ‘\\\ . // {:ab}

Obrézek 5.1: Vztah rodiny jazyku prijimanych vymazavacimi systémy (ES) s jazykovymi
rodinami dle Chomského hierarchie. FIN znaéi rodinu koneénych jazyku, REG znadi ro-
dinu jazyku generovanych regularnimi gramatikami, CF znadci rodinu jazyka generovanych
bezkontextovymi gramatikami a CS znac¢i rodinu jazyka generovanych kontextovymi gra-
matikami.

5.3 Vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi jazyky

Vyznamnou vlastnosti vymazavacich systému jsou vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi
jazyky. Obecné oba typy jazyku obsahuji dvojice komplementarnich symboli, jenz mohou
v pripadé klasickych Dyckovych jazyktu predstavovat spravné uzavorkovani.

Pokud bude uvazovano, ze jednotlivé dvojice odpovidajicich symbolti, jenz jsou zapsany
za sebou, budou z Tetézce postupné vymazavany, lze takto ovérit, zda:

(i) Tetézec obsahuje pouze povolené symboly,

(ii) obsahuje pouze spravné vlozeni komplementérnich dvojic, at jiz se striktnim uréenim
poradi dvou symbolu ¢i nikoliv.

7 této myslenky vychazi nasledujici dva teorémy, které prezentuji, ze Dyckovy jazyky
a polo-Dyckovy jazyky mohou byt pfijimany vymazavacimi systémy.

Teorém 5.3.1. D C ES.

Diikaz. Necht L € D. Dale necht T oznacuje abecedu terminalti gramatiky generujici L
(viz definice 2.4.1). Jelikoz L je Dyckuv jazyk, existuje n > 1 takové, Ze lze T vyjadrit jako

/ / /
T= {a’lv ay, a2, g, ..., An, a’n}'
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Déle je definovan ES,

ES = (27 E7 R)7
kde

X=T= {(11, a’/laa’Qaa’/Qa ...,an,ag},
E = {a;a;|1<i<n},
R=FE".

Z definice 5.1.3 vyplyva, ze jazyk prijimany definovanym ES je jazyk L(E, R) = L. Tudiz
D C ES. Z prikladu 5.1.1 vyplyva, ze ES — D # (), coz dokazuje teorém. O

Teorém 5.3.2. S C ES.

Diikaz. Necht L € 8. Déle necht T' oznacuje abecedu terminéli gramatiky generujici L (viz
definice 2.4.2). Jelikoz L je polo-Dyckuv jazyk, existuje n > 1 takové, ze lze T vyjadrit jako

T = {ay,d},as,dh, ...,an,al}.
Déle je definovan ES,
ES = (27 E? R)?
kde

! ! !
Y=T= {ala ay, a2, as, "'7a’naa’n}7
I .
E ={aia;,a;a; |1 <i<n},
R=FE".

Z definice 5.1.3 vyplyva, ze jazyk prijimany definovanym ES je jazyk L(E, R) = L. Tudiz
S C ES. Z prikladu 5.1.1 vyplyva, ze ES — 8 # (), coz dokazuje teorém. O

5.4 Uzavérové vlastnosti

V této sekci jsou prokazany uzavérové vlastnosti rodiny jazykt prijimanych vymazavacimi
systémy (dale jen ES) vici riznym operacim.

Na zédkladé podobnosti vymazavaciho systému (déle jen ES) s obecnymi skékajicimi
koneénymi automaty (déle jen GJFA) lze na nékteré teorémy ¢i lemmata aplikovat totozné
dikazy v modifikované formé. Tomu tak je dle [20] pro

e teorém 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, 5.4.10, 5.4.12,
e dusledek 5.4.12.1,

e lemma 5.4.11
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a dle [27] pro
e teorém 5.4.9, 5.4.13, 5.4.15, 5.4.16,
e lemma 5.4.5, 5.4.6, 5.4.7, 5.4.8,
o priklad 5.4.1.
Teorém 5.4.1. ES nend uzavrend vici znaceni konce (anglicky endmarking).

Dikaz. Uvazujme jazyk K = {a}*, pficemz K € ES. Dukaz, Ze neexistuje ES, ktery by
prijimal K{$}, kde $ je takovy symbol, Ze $ # a, lze provést analogicky k lemmatu 5.2.3. O

Teorém 5.4.2. ES neni uzavrend vici konkatenaci.

Diikaz. Teorém 5.4.1 implikuje, ze ES neni uzaviena vici konkatenaci, pricemz uvazujme,
ze ES,

ES = (%, E,R),
kde
X = {8},
E = {8},
R = {$},

prijima {$}.

Teorém 5.4.3. ES neni uzavrend vici doplnku.

Diikaz. Uvazujme ES z prikladu 5.1.4. Doplikem jazyka L(E, R) daného ES je jazyk

L(E,R) = {a}*{b}",
pricemz neexistuje zadny ES takovy, ktery by ptijimal jazyk L(E, R) (viz lemma 5.2.3). O
Teorém 5.4.4. ES neni uzavrend vici sjednocend.

Dikaz. Lze provést sporem. Necht ES; = (31, FE1, Ry), ESy = (X9,E2,Re) a ES, =
(X4, By, Ry) jsou tii ES. Necht je definovano, ze

Y = 21 U 2o,
E,=F1UFE»,
R, = R U Ro,

z ¢ehoz je predpokladdno, ze jazyk prijimany ES, ES,, je jazyk L(E,, R,) = L(E1,R1) U
L(Es, Ry). Uvazujme, ze pro ESy,
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E1 = {(I, ¢ d}a
El = {(1, Cd}a
Ry = {cda},

pricemz ES; prijimé jazyk

L(E1, R1) = {acd, cda}.

Pro ES; uvazujme, ze

E2 = {ba ¢ d}a
E2 = {ba ¢ d}a
Rs = {cdb}.

Prijimanym jazykem ES3 je jazyk
L(Es, Ry) ={bcd, cbd, cdb}

Uvazujme Tetézec w = cad, pricemz w ¢ L(FE1, R1) a w ¢ L(E2, R) dle definice 5.1.3.
Ponévadz vymazéavaci retézce c¢,d € E,, které obsahuji jeden symbol a jenz puvodné na-
lezely pouze do mnoziny F2, mohou byt pouzity pri prijimani fetézce w pomoci ES,, je
implikovdno, ze w € L(Ej, R1) U L(E3, R2). Tudiz dochazi ke sporu viuéi predpokladu,
ze L(E,, R,) = L(Ey, R1) U L(E, R2). Ve skutecnosti je fetézec w prijat na zédkladé faktu,
ze Tetézec vznikly konkatenaci vymazavacich fetézci pouzitych pii prijimani w nalezi do Ry,
pricemz R; C R,. Lze si také povsSimnout, ze jako regularni jazyky Ry a Ro byly vyuzity
jazyky, které jsou zaroven jazyky koneénymi. ]
Lemma 5.4.5. Necht ES = (3, E, R) je ES. Polozme X = ¥ — {#}. Pro kazdé z,2" € &
aw,w' €T ndsledujici jsou ekvivalentni:

(1) (z1#22,2) Dlhg (B#xh 2") pro # € X, a1, 29,2, 24 € T s 2179 = w a 2zl = w".

(it) z=2" aw =w" nebo

w € W — ug 4 ug_1 — ... & U — uy, (5.1)
kde ui,us,...,uq € E a 2" = zujus...ugq, kde d > 1.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze bod (i) plati a oznac¢me

Cc= ($1#$27 Z),

¢! = (@l #at, ).
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Pokud ¢ = ¢’, potom z = 2" a w = w”. V opaéném pripadé dy >gg ... >pgg d; pro néjaké
konfigurace di,...,d; ES s ¢ = dy, " = d;, kde ¢ > 2. Nasledné bude pouZita indukce
podle 1.

Pokud i = 2, pak ¢ >gg ¢ a podle definice > g existuje u € F a t1,t2,t! th,y € T,
prifemz x1 = t1, xo = ute, f =, 2 =t a 2’ = zu. Tudiz w € W’ < v a 2"’ = zu,
kde u € E.

Pokud i > 3, pak ¢ >pg ¢ >gg ¢’ pro n&jakou konfiguraci ¢ = (z)#),2’). Oznacme
w' = 2z}, Dle indukéniho pfedpokladu aplikovaného na 2/, 2", w', w” ziskdme, ze

1 /
2" = 2'ug...uq,

kde ug,..,uq € Esd > 2aw € w + ug < ... + uz. Pro uzavieni diikazu je toto
dostatecné k prokdzani, ze 2z’ = zu a w € W' <+ u, kde u € F pro u = uq, z ¢ehoz oboji
vyplyva z ¢ > g ¢’ dle predchozi analyzy pripadu pro i = 2.

Za druhé, necht bod (ii) plati. Pokud z = 2" a w = w", pak (z1#x9,2) = (] #2h, 2")
pro z1 = x| =€, x9 = w a 2§ = w”. V opaéném piipadé stanovme

"
Z = ZUiug...uq,

kde u1, ug,...,uq € E pro d > 1. Déle bude pouzita indukce podle d. Ozna¢me u = uj.
Necht d = 1. Pak w € w” < u a 2" = zu, kde u € E. Dle definice < (viz definice 2.4.3)
existuji t1,to € &, pridemz w = tyuty a w” = tits. Piirozens, (t1#ute, z) > s (t1#t2, 2)
vyplyva z definice I>pg. JelikoZ > pgg je specidlni piipad >}, je dikaz pro d = 1 uzavien.
Necht d > 2. Z vyrazu 5.1 a definice < vyplyva, ze
wew —u (5.2)

Ve /. ¥
pro né&jaké w’' € ¥ s
/ "
w € w' < ug < ug_q ... < us. (5.3)
Oznaéme 2z’ = zu. Dle indukéniho pfedpokladu aplikovaného na 2/, 2", w’, w” ziskdme

($/1#$/27 Z/) I>*E‘S ($/1/#$/2/7 Z”)

Ve /. ¥
pro né&jaké x),zh, a2 € ¥ s 2lal, = w' a 2zl = w”

Zbyva prokazat, ze (x1#x2, 2) >ps ()#2), 2’) pro néjaké 1, x9 s r1x9 = w. Vzhledem
k vyrazu 5.2 existuji t1,to € Z*, pficemz w = tiuty a w’' = t1ty. Z definice > gg dohromady
s 2zl = w' = tite a tim, ze u € E, vyplyva, ze

(t1#uts, 2) > s (zh#2h, 2').

Dukaz uzavieme oznacenim, ze x1 = t1 a T3 = uts. O

Lemma 5.4.6. Necht ES = (X, E,R) je ES, S =% — {#} aw € ¥". Potom w € L(E, R)
tehdy a jen tehdy, kdyz w =€ a € € R nebo

WEE < UG < Ug—1 < ... & U2 < Uy,

kde ui,ug,...,uq € E a ujus...ug € R prod > 1.
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Diikaz. Pokud w € L(E, R), pak w = x1x5 pro &1,z € % s (z1#x2,2) >hg (#,2'), kde

2 =¢a z € R. Je aplikovana dopfedné implikace lemmatu 5.4.5 na z, 2/, w a €. Na druhou
stranu pro néjaké 2’ plati, Ze 2’ € R a je aplikovana zpétnd implikace lemmatu 5.4.5
na z,z,w a e. O

Priklad 5.4.1. Uvazujme nésledujici dva jazyky, které oba ndlezi ES (viz teorém 5.3.1).

1. Dyckuv jazyk D nad abecedou Ty = {a,a}, D = ¢ <* aa.

2. Jakykoliv Dyckuv jazyk D,, nad abecedou T}, = {a1,a71, as, @z, ..., an, ay, }-

Lemma 5.4.7. ES C UC.

Dikaz. Uvazujme, ze ES = (3,E,R) je ES. Necht P je mnozina vSech fetézci v =
ULU2...Uq, PTiCEMZ Uy, Us, ...,uq € £ a v € R pro d > 1. Podle lemmatu 5.4.6 definujeme

L(E,R) — {e} = |J (e ¢ upa, ¢ Upap—1 < . ¢ Up2 < up1),
peEP
kde up 1Up 2. Up g, = P, Up 1, Up2, -y Upd, € B, dy > 1. Jelikoz {e} je kompozice, L(E, R) €
UCp, kde n = max{|u| | u € E}. O
Lemma 5.4.8. {ab}* ¢ ES.

Dukaz. Lze provést sporem. Predpokladejme, ze L € ES. Podle lemmatu 5.4.7, L € UC,
a tudiz L € UC,, pro néjaké n > 0. Pokud n = 0, lze pozorovat, ze L = {e}, a tudiz dochazi
ke sporu. V opacném pifpadé stanovme w = (ab)"*!. Dle definice UC,,, w nalez kompozici
K C L ve formé

K=c+ugéug_q14 ... u < u

stupné n. Jelikoz w # €, existuje nejméné ¢ s d > ¢ > 1 a u. # €. Navic

K=K «u

pro vhodné K’ a u = u.. Tudiz w = zyuzs pro x1xe € K'. Jelikoz |u] < n, plati alespori
jeden z nasledujicich ptipadi:

(i) Predpokladejme, ze |z1| > 2, zapsano jako z1 = abzi. Pokud u zac¢ind symbolem a,
vyplyva aubTixzo € K. Pokud u zac¢ind symbolem b, vyplyva abuzixo € K.

(ii) Predpokladejme, ze |xa| > 2, zapsdno jako zo = Taab. Pokud u zac¢ind symbolem a,
vyplyva z1Tzaub € K. Pokud u zac¢ind symbolem b, vyplyva x1Zzabu € K.

V kazdém priipadé K obsahuje retézec s vyskytem nékterého z faktori aa, bb. Tudiz
K ¢ L a dochazi ke sporu. Neformalné kazdé w, které nalezi do jazyka L € UC,, musi
obsahovat Tetézec u maximalni délky n. Tento Tetézec muze byt vlozen na jakékoliv misto
v x1x2, pricemz vysledek stéle nalezi do jazyka L. V pripadé L = {ab}* tato vlastnost neni
dodrzena. O

Teorém 5.4.9. ES neni uzavrend vici pruniku.
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Dukaz Uvazujme ES,

ES = (27 E7 R)7
kde

S = {a,a},

E = {aa,aa},

R = {aa}*{aa}.

Pro kazdé d > 1 existuje praveé jeden retézec v délky d, ktery nalezi R. Podle lemmatu 5.4.6

L= Ka,

d>1

kde K1 = e < aa a K;y1 = K; < aa pro ¢ > 1. Bude ukazano, ze

DN L = {aa),

kde D € ES je Dyckuv jazyk z ptikladu 5.4.1 a jazyk {aa}* nendlezi ES viz lemma 5.4.8.
Prokézéani {aa}* C DN L je snadné. Co se ty¢e DN L C {aa}*, vyplyva, ze

pnL=Dn|JKs=|J@nKy),
a>1 a>1

coz je dostacujici pro ovéreni, ze DN Ky C {aa}* pro kazdé d > 1. Pro pfipad d = 1, K; =
{aa@}. Pro pokrac¢ovani dle indukce bude stanoveno d > 2. Pro kazdy Fetézec w € DN Ky,
w = uiaauz pro uiue € Kg 1. Z D = € «+* aa vyplyva, ze u1 € DaD, uz € DaD, a tudiz
uiug € D. Podle indukéniho piedpokladu, ujug € {aa}*. Tudiz w € {aa}*{aa}{aa}* nebo
w € {aa}*{a}{aa}{a}{aa}*. Prvni pfipad implikuje w ¢ D a dochézi ke sporu. Pro druhy
plati w € {aa}*. O

Teorém 5.4.10. ES neni uzavrend vici pruniku s requldrnimi jazyky.

Dikaz. Uvazujme jazyk J = {a,b}*, ktery muze byt ptijat napiiklad nasledujicim ES:

ES = (27 E7 R)?
kde
¥ ={a,b},
E = {a,b},
R = {a,b}".

Daéle uvazujme regularni jazyk K = {a}*{b}*. Ponévadz J N K = K, tento teorém vyplyva
z lemmatu 5.2.3. U

Lemma 5.4.11. {a}*{b}* U{b}*{a}* ¢ ES.
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Diikaz. Dikaz lze provést analogicky k lemmatu 5.2.3. O
Teorém 5.4.12. ES nent uzaviend vici substitucs.

Diikaz. Uvazujme jazyk K = {ab, ba}, ktery je pfijimany nasledujicim ES:

ES = (%, E,R),
kde
¥ = {a, b},
E ={a,b},
R = {ab}.

Definujme substituci o z {a,b}* na 210" pficemz o(a) = {a}* a o(b) = {b}*. Zaroven
o(a) a o(b) mohou byt pfijimany ES. Nicméné o(K) nemuize byt ptijimana zddnym ES
(viz lemma 5.4.11). O

Ponévadz substituce o v dikazu teorému 5.4.12 je regularni, je ziskan nasledujici du-
sledek.

Dausledek 5.4.12.1. ES neni uzavrend vici requldrni substituci.

Teorém 5.4.13. ES neni uzavrend vici
(i) konecné substituci,
(ii) homomorfismu bez €,

(iii) obecnému homomorfismu.

Dukaz. Pro homomorfismus bez € uvazujme

¢ :{a}” = {a, b}"

s p(a) = ab. Plati, ze L = {a}* € ES a ¢(L) = {ab}* ¢ ES (viz lemma 5.4.8). Jednoduse
© je také obecny homomorfismus a konec¢na substituce. O

Teorém 5.4.14. ES neni uzaviend vuci

(i) Kleeneho hvézdicce,

(ii) Kleeneho plus.

Diikaz. Plati, Ze {ab} € ES a {ab}* ¢ ES (viz lemma 5.4.8). Lze odvodit, Ze {ab}* ¢ ES,
pricemz dikaz je mozné provést analogicky k lemmatu 5.4.8. U

Teorém 5.4.15. ES neni uzavrend vici inverznimu homomorfismu.
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Diikaz. Uvazujme nésledujici ES

ES = (27 E7 R)7
kde

3= {alaa’_la (12,(1_2},
E = {a1a1,a1a1, azaz},

R = {a1a1, a2az} " {ara; }.

Necht L = L(E,R). Lze pozorovat, ze L = Dsa;Doa1Ds, kde Do je Dyckuv jazyk
se dvéma typy zdvorek, a to a1ay a agas. Podle prikladu 5.4.1, Dy € ES. Necht ¢ : {a,b}* —
3* je definovano jako

a predpokladejme, ze

¢~ (L) = {ab}",

pricemz se jednd o jazyk, ktery neni ptijimany zadnym ES (viz lemma 5.4.8).

Pro kazdé v = (ab)’ s i > 0 plati, Ze p(v) = ar(azaz)’ lay, pokud i > 1 a ¢(v) = &,
pokud i = 0. V obou piipadech ¢(v) € L, a tudiz v € ¢~ !(L).

Déle uvazujme jakykoliv fetézec v € ¢ '(L) a stanovme w € L s ¢(v) = w. Jelikoz
w € L, plati w = ujugug pro uj,us € Dy a ug € ayDsa;. Jakmile w € range(y), w za¢ina
a1 nebo @3 a kondi a; nebo ag. Protoze uqp € Dy nemuze zacinat @y ani az a us € Do
nemuze koncit aq ani ag, vyplyva, Zze u1 = ug = € a w € a;D2aq. Oznaéme v = T1x2...Ty,
pro i, T2, ..., Ty, € {a,b}. Jelikoz w € ayDaaq, 1 = a, T, = b a

w = a1a2p(x2)...p(Tm—1)aza1,

kde

azp(z2)...o(xm—1)az € Da.
Zadny z faktorti asar a a1a@z se nemize vyskytovat v Ds. Z toho vyplyva, Ze pro kazdé
1=2,...,m— 2 plati, ze
T;=b <— Ti+1 = Q,

coz dohromady s 1 = a a x,, = b implikuje, ze v € {ab}*. O

Oproti piuvodnimu znéni posledni ¢asti dikazu v [27] byla v teorému 5.4.15 opravena
chyba s hodnotami indext pro z, podle kterych je uréeno, kdy dané x zastupuje symbol a
nebo symbol b.

Teorém 5.4.16. ES neni uzavrend vici zamichdni.
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Dikaz. Uvazujme ¥ = {aq,a71,a2,az} a uvazujme Dyckuv jazyk L = Dy € ES nad X.
Je pozadovano, aby Dy LDy ¢ ES. Podle lemmatu 5.4.7 predpokladdme spor, ze Do LDy €
UC,, pro n > 1. Déle je znaceno w = a}ajar"as". Retézec w nalezi kompozici K stupné n
majici formu K = K’ + u, tedy w = zjuxs pro x122 € K.

Pfirozené existuje y € {a1,as} takové, ze je splnén alespon jeden z nasledujicich pred-
pokladi:

(i) Pfedpokladejme, Ze u obsahuje y. Jestlize |u| < n, nemiiZe obsahovat 7. Retézec z122u
nalezi K, ovsem obsahuje vyskyt y a zaroven neobsahuje vyskyt 7 napravo od y, tedy
nendalezi Dy L Dy.

(i) Piedpokladejme, ze u obsahuje 7. Jestlize |u| < n, nemiize obsahovat 3. Retézec uzixo
nalezi K, ovsem obsahuje vyskyt 7 a zaroven neobsahuje vyskyt y nalevo od 7, tedy
nenalezi Do LI Do.

O

Teorém 5.4.17. ES neni uzavrend vici reverzaci.

Diikaz. Lze provést sporem. Pro libovolny ES, ES = (X, E, R), definujme rev(ES) néasle-
dovné:

rev(ES) = (X, E'|R),

kde
Y =3,
E =E~R
R = RE.

Jednoduse, rev(rev(ES)) = ES pro kazdy ES. Predpokladame, ze

L(E',R) = L(E,R)%,

piicemz L(E, R)® je vidy jazykem piijimanym néjakym ES. Déle uvazujme nasledujici ES:

ES = (3, E,R),
kde
Z = {a7 b7 C}?
E ={a,bc},
R = {bca},

ktery prijima jazyk
L(E, R) = {abc,bca}.
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Reverzaci daného jazyka je jazyk

L(E,R)® = {cba, acb}.
Uvazujme Fetézec w = cab, w & L(E, R)®. Dale uvazujme

rev(ES) = (X, E'|R),
kde

Y =% = {a,b,c},
E' = E® = {a, cb},
R = R = {acb},

piicemz w € L(E', R') dle definice 5.1.3. To implikuje, ze w € L(E, R)%, a tudiz dochazi
ke sporu viudi predpokladu, ze L(E', R') = L(E, R)". O

Shrnuti uzdvérovych vlastnosti rodiny ES je uvedeno v tabulce 5.1.

ES GJFA REG
Znaceni konce - -
Konkatenace - -
Doplnék - -
Sjednoceni - +
Pranik — —
Prinik s regularnimi jazyky  — —
Substituce - -
Regularni substituce - -
Konecna substituce - -
Homomorfismus - -
Homomorfismus bez ¢ — -
Inverzni homomorfismus — -
Kleeneho hvézdicka — —
Kleeneho plus - -
Zamichani — —
Reverzace - +

R e T e i e e e

Tabulka 5.1: Uzavérové vlastnosti jazykové rodiny prijimané vymazdvacimi systémy (ES).
GJFA znadi rodinu jazykt prijimanych obecnymi skakajicimi kone¢nymi automaty a REG
znadi rodinu regularnich jazykt. Symbol .+ znaci, Ze rodina jazyka je uzaviena vuci
operaci. Symbol ,,—* naopak znaci, ze rodina jazyki neni uzaviena viuci operaci.

5.5 Operace zamichani

Hlavnim cilem této sekce je predstaveni vztahu rodiny jazykd pfijimanych vymazavacimi
systémy (dale jen ES) s rodinou jazyku generovanych SHUF vyrazy, dale oznacované jako
SHUF.
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Nasledujici lemmata a teorémy dokazuji, ze také ES a SHUF jsou neporovnatelné
shodné s rodinou jazyku prijimanych obecnymi skakajicimi koneénymi automaty (GJFA)
a SHUF.

Vzhledem k paralele vymazavacich systému (dale jen ES) a obecnych skékajicich konec-
nych automatu (dale jen GJFA) lze pouzit lemmata, teorém a piiklad uvedené v [11].

Priklad 5.5.1. Na zékladé vlastnosti GJFA v [11] lze pro ES uvazovat totozny nésledujici
pripad. Necht

ES = (%, E,R)
je ES, kde

Z = {a7 b7 C7 d}7

E = {ab, cd},

R = {ab,cd}",

ktery prijiméd jazyk L(E,R), pricemz jej lze prirozené prevést na vyraz zamichini S =
(ab+cd)**. Lze jednoduse ovérit, ze kazdy Tetézec, ktery je prijimany E.S, muze byt zdroven
vygenerovan S, ale jelikoz acbd € (L(S)\L(E, R)), potom vyplyva, ze L(E, R) C L(S).

V nasledujici ¢asti Ize pozorovat, ze jazykové rodiny ES a SHUF jsou neporovnatelné.

Lemma 5.5.1. Necht ES = (X, E, R) je ES, kde

Z = {a7 b7 C7 d}7
E = {ab, cd},
R = {ab,cd}".

Pak L(E, R) neni SHUF jazyk.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht S je SHUF vyraz, pricemz L(S) = L(E, R). Jelikoz
pocet vyskytl a a d je neomezeny v tetézcich nélezejicich L(E, R), jeden z nasledujicich
dvou pripadi musi platit:

1. S obsahuje podvyraz (T)"“*, pficemz existuje w € L(T) s |w|, > 1 a |w|g > 1.

2. S obsahuje podvyraz T W Ty, pricemz existuje w € L(T1) s |w|, > 1 a w' € L(Ty)
s Jw|g > 1.

Oba piipady implikuji, ze L(S) obsahuje fetézec s faktorem ad. Dochézi tedy ke sporu,
jelikoz takové fetézce nendlezi do L(E, R). d

Lemma 5.5.2. Necht L = L(ac W (bd)"*), pak L ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Predpokladejme, ze jazyk L je prijiman ES znacenym FES.
Necht n je vétsi nez maximalni délka fetézce u € F v ES a necht w = ab"cd”. Vypocet
ES, ktery bude piijimat w, pouzije pravé jeden vymazavaci fetézec u, ktery obsahuje c.
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e Pokud u = blcd’ pro i,j > 0, viechny difvéjsi vymazavané fetézce obsahuji pouze
faktory, které jsou zcela obsazeny v prefixu ab™* nebo v sufixu d" 7, pfidemz w =
ab™(bicd’)d™J. Je implikovéno, Ze za pouziti stejné sekvence vymazavacich Fetézcii
ES muze prijimat w’ = bled/ab™*d" 7.

e V opac¢ném pripadé u = ab"cd® pro r,s > 0, pficemz obsahuje a i c. Dle vybéru
n, dFivéjsi vymazany fetézec b¥ s k > 0 byl pouzit. Nicméné to implikuje, ze také
w” = ab™ *ed™bF je piijimany ES.

Pifpad w’" € L(E, R) porusuje podminku, Ze symbol a pfedchdzi symbolu ¢ v Tetézcich
z L, zatimco piipad w” € L(F, R) odporuje faktu, ze fetézce v L nekondi symbolem b. [

Teorém 5.5.3. ES a SHUF jsou neporovnatelné.

Diikaz. SHUF N ES C ES vyplyva z definice a lemmatu 5.5.1. SHUF N ES C SHUF
vyplyva z definice a lemmatu 5.5.2. U

5.6 Shrnuti dosazenych vysledkt

V této kapitole byly zavedeny vymazéavaci systémy jako nové formalni modely v oblasti for-
malni teorie jazyku, které reprezentuji alternativni volbu k obecnym skakajicim koneénym
automatim.

Kromé samotného formalizovani nového systému pomoci definic a nasledné demonstro-
vani jeho funkcionality na nékolika ukazkovych prikladech, byly v této kapitole studo-
vany a prokizany vlastnosti rodin jazyku prijimanych témito systémy se znamymi jazyky
dle Chomského hierarchie. V této oblasti vlastnosti vymazavacich systémii obsahuji hlavni
rozdil oproti zminénym obecnym skdkajicim koneénym automatim, a to neporovnatelnost
rodiny kone¢nych jazyku (FIN) a rodiny jazyka pfijimanych vymazéavacimi systémy (ES).
Obecné lze uvazovat, ze duvod, pro¢ obecné skakajici koneéné automaty mohou prijimat
jakykoliv konecny jazyk, je predevsim urcen prechody mezi stavy, kdy lze pfresné urcit,
jaky fetézec ma byt odstranén ze vstupni pasky. Na druhou stranu vymazavaci systém ma
uréenou celkovou posloupnost symbold fidicim regularnim jazykem, ovsem zpusob, jakym
budou vymazavany jednotlivé fetézce z mnoziny vymazavacich Fetézci tak, aby fetézec
vznikly jejich konkatenaci nélezel do regularniho jazyka (a odpovidal jedné z moznych po-
sloupnosti symbolu), jiz nelze déle Fidit. Neni tedy mozné uréit, jaky vymazéavaci retézec,
ve kterém kroku vymazavani bude pouzit.

Nasledné jako velmi dulezity a prakticky vyuzitelny znak téchto systémii jsou jeho
vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi jazyky, jenz mohou velmi snadno nalézt realné
vyuziti.

Vyznamny rozdil vymazavacich systémii oproti uvedené varianté skakajicich automatt
lze zpozorovat v uzavérovych vlastnostech jejich rodin jazykt. Ze vsSech vlastnosti, které
si tato préace klade za cil prozkoumat, se tyto dva jazykové modely shoduji az na uzavienost
jejich rodin jazyka vaéi operaci sjednoceni a reverzaci. Na rozdil od obecnych skakajicich
koneénych automati rodina jazyka prijimanych vymazavacimi systémy neni uzaviena vuci
témto operacim.

V prvnim pripadé pro operaci sjednoceni, obecné skakajici koneéné automaty vyuzi-
vaji svého rysu v podobé pravidel obsahujicich oznaceni stavi, kdy kazdé pravidlo presné
urcuje, ktery retézec mize byt vymazan ze vstupni pasky a odlisuje od sebe stavy jednotli-
vych automat, které byly sjednoceny do celkového nového automatu (viz [20]). Toto ovsem
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neplati u vymazavacich systému vyuzivajicich fidici regularni jazyk a vymazavaci fetézce.
7 tohoto davodu totiz nelze urcit, ktery vymazavaci fetézec bude pouzit pro vymazani,
pokud mnozina vymazavacich Fetézci obsahuje také podretézce nékterych vymazavacich
fetézcu s délkou vétsi nez dva symboly, pricemz konkatenace podretézci odpovida pu-
vodnimu fetézci. Pokud takova situace nastane pro novy vymazavaci systém, ktery vznikl
sjednocenim dvou rozdilnych vymazavacich systému, na zdkladé této skutecnosti prijimany
jazyk bude odlisny od jazyka definovaného sjednocenim jazykt prijimanych jednotlivymi
vymazavacimi systémy.

V druhém pripadé s operaci reverzace, odlisnosti obecnych skakajicich konecnych auto-
mati oproti vymazavacim systémum je, Ze mohou pri reverzaci automatu vyuzivat pouze
reverzace fetézcu reprezentujicich znaceni prechodu (viz [27]). Naproti tomu vymazavaci
systémy pri této operaci, kromé reverzace fetézci v mnoziné vymazavacich fetézci, musi
provést reverzaci celého regularniho jazyka. Tudiz dochéazi také ke zméné poradi vymazavani
fetézcu dle fidictho jazyka, z ¢ehoz vyplyva, Ze jazyk prijimany reverzovanym systémem je
odlisny od reverzace jazyka prijimaného pivodnim vymazavacim systémem. Ovsem kromé
téchto dvou rozdilnych rysu se vlastnosti obou jazykovych modelu ve zkoumanych oblastech
shoduji.

Soucasné s aktualnim vyzkumem skiakajicich automatt byly na vymazavaci systém apli-
kovany diikazy ohledné vztaht jejich jazykové rodiny s rodinou jazykt generovanych vyrazy
zamichani. V tomto ohledu se novy formélni systém ztotoznuje s obecnymi skdkajicimi ko-
necnymi automaty.
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Kapitola 6

Aplikace vymazavacich systému

Druhou velmi dilezitou soucéasti této prace je studium uziti a aplikaci zavedeného formal-
niho systému, ktery byl predstaven v kapitole 5, na realné procesy.

Tato prace si klade za cil vyuzit novy forméalni model, nazyvany vymazdivaci systém,
v oblasti bioinformatiky pro molekularni biologii, ddle v textovych editorech a v posledni
rfadé uvazuje o jeho aplikaci na problémy v kompozi¢nim Sachu.

Kapitola dle uvedenych oblasti uziti rozdéluje navrzené aplikace do tii sekci. Jako prvni,
sekce 6.1 navrhuje tii aplikace vymazavaciho systému pro zpracovani sekvenci, které se vy-
uzivaji pti bunéénych procesech. Déle sekce 6.2 na zakladé ziskanych teoretickych poznatkta
studuje aplikaci vymazavacich systéma na tlohy pouzivané v textovych editorech. V po-
sledni radé sekce 6.3 predstavuje trochu netradi¢ni aplikaci formalniho systému na ovérovani
spravnosti reseni problému n dam z oblasti kompozi¢niho Sachu.

6.1 Aplikace v oblasti molekularni biologie

Formalni modely dle svého navrhu mohou reprezentovat realné bunécéné procesy, viz na-
priklad [21]. Vyzkum aplikace novych formélnich modelt v oblasti biologie je stale velmi
aktudlni. To plati také pro diive predstavené skdkajici konecné automaty. Na zakladé podob-
nych vlastnosti uvedenych automatt a nové zavedeného vymazavaciho systému lze uvazovat
jeho uziti v bioinformatice.

Tato podkapitola predstavuje tii aplikace vymazavaciho systému v oblasti bioinforma-
tiky pro molekularni biologii.

Nejprve podsekce 6.1.1 uvadi zdkladni pojmy a poznatky pro molekuldrni biologii.
Poté podsekce 6.1.2 zavadi prvni aplikaci vymazavaciho systému pro vyhledavani podsek-
venci v molekularnich sekvencich. Nasledné podsekce 6.1.3 na zakladé ziskanych poznatku
o aplikaci vymazavacich systémii pro vyhledavani modifikuje navrzenou aplikaci také pro vy-
hledavani v sekvencich proteinii a samotnych aminokyselin, které je tvori. Jako posledni
uziti vymazavacich systému v této oblasti aplikace predstavend v podsekci 6.1.4 studuje
vlastnosti sekundarni struktury RNA.

6.1.1 Uvod do molekularni biologie

Cilem této podsekce je zasvétit ¢tenare do zaklad molekularni biologie nezbytnych pro po-
chopeni nasledujici ¢asti textu. Postupné jsou predstaveny zakladni pojmy, jako protein,
DNA ¢i RNA. Tato podkapitola také popisuje proces transkripce a translace. Jako posledni
uvadi takzvanou sekunddrni strukturu RNA.

48



Struktura proteini

Tato podkapitola byla prevzata z [1]. Proteiny ¢ili bilkoviny tvoii vétsinu suché hmotnosti
bunky. Nejsou vsak pouhymi stavebnimi kameny, z nichz je bunka vytvorena, ale obstaravaji
vétsinu bunéénych funkei.

Proteiny jsou tvoreny sekvenci aminokyselin (nazyvéna taktéz jako aminokyselinovd
sekvence), pricemz kovalentni vazba mezi dvéma sousednimi aminokyselinami se nazyva
peptidovd vazba. Aminokyselinova sekvence urcuje, jak bude dany protein sbalen do funkéni
informace. V proteinech se bézné nachazi jednadvacet druhtt aminokyselin, z nichz kazd4 ma
jiné vlastnosti. Tato skupina dvaceti jedna aminokyselin se vyskytuje napfi¢ vSemi proteiny
od bakterii pres rostliny az k zivoc¢ichim.

Molekula proteinu je tedy tvorena fetézcem téchto aminokyselin spojenych se svymi sou-
sedy kovalentni peptidovou vazbou. Kazdy typ proteinu mé jedine¢né poradi aminokyselin,
které je u vsech molekul tohoto proteinu stejné.

Struktura DNA

DNA (deoxyribonukleovd kyselina) je molekula, kterd hraje dstfedni roli v mikrobiologii.
V biochemickém svété velkych a malych molekul, polymerti a monomert je DNA polymer,
ktery je spojen dohromady z monomertu nazyvanych deozyribonukleotidy. DNA je klicovou
DNA: kédovani pro produkci proteini a vlastni replikaci, takze presna kopie je predana
do bunék potomstva, a tudiz zastava funkei nosice genetické informace [21].

Jak jiz bylo fe¢eno, monomery pouzivané pro konstrukci DNA jsou deoxyribonukleo-
tidy, kde kazdy deoxyribonukleotid se skldda ze ti{ slozek: pétiuhlikového sacharidu (cukru),
jedné ¢i vice fosfatovych skupin a dusikaté baze. Pro zjednoduseni nazvoslovi se pouziva
termin nukleotidy namisto deoxirybonukleotidi z divodu, Ze onim sacharidem je vzdy de-
ozyribosa [21].

Molekula DNA se sklada ze dvou dlouhych polynukleotidovych vldken slozenych ze ¢tyt
typu nukleotidovych podjednotek. Obé tato vlakna jsou nazyvana jako retézce DNA nebo
vlidkna DNA a jsou vzajemné spojena vodikovymi mistky mezi bazemi nukleotida. V pripadé
nukleotidi bazi muze byt adenin (A), cytosin (C), guanin (G) nebo thymin (T). Nukleo-
tidy jsou spojeny v fetézec kovalentnimi vazbami mezi sacharidy a fosfaty, které tak tvori
skostru“ ze dvou stiidajicich se ¢asti (cukr-fosfat-cukr-fosfit...). Protoze se podjednotky
DNA lisi pouze bazemi, symboly A, C, G a T jsou obvykle pouzivany k zaznamenavani ¢tyr
ruznych nukleotidit — baz{ s navazanym sacharidem a fosfatovou skupinou [1].

Zpusob, jakym jsou nukleotidy spojeny, dava retézci DNA polaritu. Pokud si predsta-
vime na kazdém nukleotidu vyénélek misto fosfatu, a jamku, do které vycénélek zapada,
misto cukru, mohou se nukleotidy spojovat jen jednim, a to orientovanym zpusobem. Navic
jsou oba konce fetézce snadno odlisitelné, nebot na jednom konci je vyénélek a na druhém
jamka. Diky této polarité fetézce DNA je konvencné jeden konec oznacovan jako 3’ (konéi
-OH skupinou sacharidu) a druhy jako 5’ (kond¢i fosfatovou skupinou) [1].

Oba polynukleotidové fetézce jsou v dvousroubovici DNA drzeny pohromadé vodikovymi
mustky mezi bazemi ruznych fetézci. Baze nukleotidi se déli na dva druhy: puriny (adenin
a guanin) a pyrimidiny (cytosin a thymin). Ty se paruji tak, Ze adenin se viZe s thyminem
a guanin s cytosinem a dochdzi ke komplementdrnimu pdrovand [1].

Béaze se mohou spolu parovat ve dvousroubovici jen v pripadé, ze jsou oba Fetézce vuci
sobé antiparalelni, to znamena, Ze polarita jednoho Fetézce je opacnd k polarité druhého
fetézce DNA. Z péarovani bazi vyplyva, ze prvni fetézec DNA molekuly obsahuje sekvenci
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nukleotidi, kterd je presné komplementdrni k nukleotidové sekvenci druhého, partnerského
Fetézce [1].

Struktura RNA

RNA (ribonukleovd kyselina) je polymer, ktery mé zasadni vyznam pro zivé buiiky. Jeho
struktura je velmi blizkd struktufe DNA. Je tvofen z monomeru zvanych ribonukleotidy.
Ribonukleotid se lisi od deoxyribonukleotidu dvéma zpusoby:

(i) Obsahuje ribézovy cukr namisto deoxyrib6zového cukru.

(i) Thyminova baze je nahrazena v ribonukleotidu uracilovou béazi (U). Cty¥i mozné baze
jsou tedy A, U, C a G [21].

Zatimco se DNA v burice vyskytuje vzdy jako dvousroubovice (s vyjimkou nékterych
viri), RNA je jednofetézcova molekula [1].

Transkripce a translace

Obsah této podkapitoly vychézi z [1]. Jesté pred identifikaci genetického kédu bylo zndmo,
ze DNA néjakym zplisobem ridi vznik proteint. Proteiny jsou jednou ze zakladnich slozek
bunék, u kterych urcuji nejen jejich strukturu, ale i jejich funkce.

DNA neridi syntézu bilkovin, ovsem jestlize bunka potfebuje néjaky konkrétni pro-
tein, je nukleotidova sekvence v patfi¢né oblasti dlouhé molekuly DNA nejprve zkopirovana
do RNA. Tato RNA se pifimo vyuziva jako templat pro tvorbu proteinti. Geneticka in-
formace je tedy predavana z DNA do RNA a nasledné z RNA do proteinu. Prepis DNA
do RNA je znamy také pod pojmem transkripce a vyuziti RNA k syntéze proteinu jako
translace.

Transkripce (prepis) probihd tak, Ze jednotlivé ¢asti DNA (geny) jsou piepisovany
do RNA a dochézi k jejich kopii. Dalsi proces zpracovani RNA se lisi u eukaryotnich (zi-
vocisnych a rostlinnych) bunék a u bunék prokaryotnich (bakteridlnich). Eukaryotni RNA
podléhaji posttranskripcnim upravdm pred samotnym prekladem na sekvenci aminokyselin.
Nejprve transkripty podléhaji dvéma zédkladnim tpravam: priddni cepicky na 5’ konci RNA
a takzvané polyadenylaci, pii které je pridan poly(A )-konec na 3’ konec RNA. Po zminénych
upravach jsou eukaryotni geny prerusovany nekédujicimi sekvencemi. Tyto tiseky se nazyvaji
introny. Useky kédujicich sekvenci se nazyvaji exony. Dalsi dpravou transkriptu je sestih
RNA, pri kterém dochézi k odstranéni intronti. Jakmile se tato modifikace transkriptu pro-
vede, mize byt nasledné prekladan na proteiny. RNA, at jiz eukaryotni ¢i prokaryotni, ktera
bude prekladdna na proteiny, je nazyvana také jako medidtorovda RNA (mRNA).

Pii translaci (pfekladu) RNA dochazi k prevodu jednotlivych trojic nukleotidi RNA
na aminokyseliny. Zacatek je rozpoznan pomoci start kodonu, ktery je oznacen trojici nukle-
otidi AUG. Nasledujici trojice nukleotidi jsou poté prekladany na jednotlivé aminokyseliny
dokud neni nalezen stop kodon, ktery je oznacen jednou trojici nukleotidi z nasledujicich
t11 sekvenci, a to UUA, AAG nebo UGA. Protoze RNA je linedrni polymer slozeny ze ¢tyr
podjednotek, spojenim tfi nukleotidl lze vytvorit 4 x 4 * 4 = 64 kombinaci: AAA, AUA,
AUG a tak dale. V proteinech se vsak vyskytuje obvykle pouze jednadvacet aminokyselin.
Skupina nékolika triplett (trojic nukleotidi) se tedy preklddd na stejnou aminokyselinu.
Napriklad pro aminokyselinu Alanin, kterd je znacena symbolem A, to mohou byt triplety
GCA, GCC, GCG nebo GCU.
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U eukaryot zjednodusené translace probiha tak, ze start kodon AUG je vyhledavan
od zac¢atku mRNA s vyuzitim piidané ¢epicky na 5’ konci. Eukaryotni mRNA obvykle ne-
sou informaci jen pro jediny protein. Vybér start-kodonu u prokaryot (bakterii) je odli$ny.
Bakteridlnif mRNA nemé4 na svém 5 konci ¢epicku. Namisto toho maji nékolik nukleotidi
pred kodonem AUG signdlni sekvenci znaéici pocéatek translace (za téelem navazéni tak-
zvaného ribosomu). Diky tomu muze byt pocatek translace proveden i uprostfed mRNA
a z jedné mRNA muze byt prelozeno nékolik proteint.

Geneticky kod, tedy samotné prevody tripletti nukleotidii na aminokyseliny, je ve formé
tabulky uveden v priloze C.

Sekundarni struktura RNNA

RNA se na zakladé parovani bazi muze sbalit do riznych tvart podobné jako polypeptidovy
fetézec do konecného tvaru bilkoviny. V ramci jedné molekuly RNA se tedy mohou tvorit
nukleotidové pary. I pres to, ze je RNA jednoretézcovd molekula, ¢asto obsahuje useky,
které se mohou parovat s komplementarnimi sekvencemi nachazejicimi se na jiném misté
téze molekuly [1]. Na zdkladé toho RNA vytvaii sekundarni a tercidrni strukturu.

Se zaméfenim pouze na sekundarni strukturu jsou jednotlivé opakujici se prvky klasi-
fikovany do kategorii. Naptiklad se muze jednat o stonkové smycky (anglicky stem-loops),
pseudouzly (anglicky pseudoknots) nebo o vnitiné smycky (anglicky internal loop). Vice viz
napiiklad [15, 22].

Existuji rizné typy reprezentaci sekundarni struktury RNA pro algoritmické zpracovani
Ci vizualizaci. Jednou z nejrozsirenéjsich notaci, kterou vyuziva také tato prace, je takzvana
teckovand zdvorkovd notace (anglicky dot-bracket notation), pricemz je vyuzivana rozsi-
Fend verze této notace. To znamend, ze kromé symbolu pro zavorky ,(“ a ,,)“ pro parové
nukleotidy a symbolu ., pro neparové nukleotidy, jsou povoleny také dalsi pary zavorek,
jako {}, [], & <> a komplementérni dvojice velkjch a maljch znakii anglické abecedy’.
pseudouzly. Jelikoz rizné nastroje pro predikci sekundarni struktury RNA uvazuji i jiné
symboly pro oznaceni neparového nukleotidu, souhrnné miize byt reprezentovan symbolem

«“ N «“
AT nebo ”| .

6.1.2 Vyhledavani sekvenci v DNA, RNA a sekundarni strukture RNA

Na zakladé skakajicich vlastnosti vymazavacich systému lze predpokladat, Ze tyto vlastnosti
jsou vhodné pro vyhledavani vice jak jednoho symbolu ¢i podfetézce ve vstupnim retézci.
Vlastnosti vymazavaciho systému, ktery pracuje také s vymazavacimi fetézci, jenz obsahuji
dva a vice symboli, ovSem obsahuji jista uskali, kterd jsou dale popsana.

Necht ES = (X, E, R) je vymazavaci systém. Déle jsou uvazovany dva rozdilné retézce
u,v € E, pricemz |u| > 2, |v| > 2, a také Tetézec w € (X —{#})*, ktery je precten ze vstupni
pasky. Nelze s jistotou tvrdit, ze pokud byl nejprve napiiklad vymazan fetézec u z Fetézce
w a nasledné fetézec v, ze druhy retézec nevznikl konkatenaci dvou fetézci, které se pred
vymazanim nachazely napravo a nalevo od vymazavaného fetézce u.

Pokud by ovSem bylo uvazovano, ze jesté pred prvnim vymazanim vymazavaciho fetézce
ze vstupniho fetézce w by byly vSechny neptekryvajici se vyskyty oznaceny specidlnim
symbolem, napiiklad symbolem ~, poté je mozné prohlasit, ze pokud se v Tetézci nachazi
vSechny vyhleddvané podretézce zacinajici symbolem ~, dany vstupni retézec obsahuje

1https ://www.tbi.univie.ac.at/RNA/ViennaRNA/doc/html/rna_structure_notations.html
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alespon jeden vyskyt kazdého vyhledavaného podretézce, pricemz se zaroven neprekryva
s jinym nalezenym podretézcem. Oznaceni vyhledavanych podretézcu ve vstupnim retézci
w je mozné pomoci koneé¢ného prevodniku.

Na zékladé definice koneéného prevodniku (viz definice 3.2.1) pro vstupni fetézec, vystu-
pem piislusného prevodniku muize byt vice jak jednoprvkova mnozina vystupnich fetézci.
Tato situace nastava i v pripadé oznacovani vyhleddvanych podretézcu, jelikoz nedetermi-
nismus prevodniku zptusobi, Ze se vygeneruje vice vystupu s tim, zda pripadny nalezeny
podretézec je oznacen ¢i nikoliv. Je tomu tak i v pfipadé prekryvajicich se vyskytt vyhle-
davanych retézci, kdy mize byt oznacen pouze jeden z podretézci, <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>