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Seznam pouzitych symboli

N={1,23, ...} mnozina vSech prirozenych ¢isel
No={0,1,2,3, ...} ..o, mnozina vSech nezdpornych celych cisel
Z=A..,-2,—-1,0,1,2)3, ...} ... mnozina vsech celych ¢isel
R o mnozina vsech realnych cisel
PP prazdna mnoZzina
G E T prvek a nalezi mnoziné T'
P ¢islo a déli ¢islo b
b ¢islo a nedéli ¢islo b
D(a,b) o nejvétsi spoleény délitel cisel a, b
n(a,b) oo nejmensi spoleény nasobek ¢isel a, b
M| pocet prvkl kone¢né mnoziny M
D sumadni znak
O konec Feseni piikladu (dikazu)



Uvod

Cilem této bakalarské prace je vytvorit uceleny soubor poznatk z délitelnosti
v oboru celych ¢isel, ktery mize mj. slouzit jako ucebni pomticka ve vybérovych
seminafich z matematiky na gymnaziich a jinych stfednich skolach. Délitelnost
v oboru celych cisel se jako samostatna latka na stfednich Skolach nevyucuje,
nebot neni sou¢asti ramcovych vzdélavacich programt (RVP) na st¥ednich $ko-
lach. T presto se pri vyuce matematiky na strednich skolach ocekava, ze poznatky
z délitelnosti v oboru celych cisel zaci znaji a umi je pouzivat. Jedno z moz-
nych vyuziti této bakalarské prace, jak bylo vySe uvedeno, je vytvoreni opérného
materialu zakladnich poznatki délitelnosti a jeho aplikaci pti reseni nadstandard-
nich dloh z matematiky i nékterych béznych tloh jinym a netradi¢nim zptisobem
pro zaky stfednich skol.

Prace je rozdélena do tii kapitol, které jsou dale rozdéleny do dalsich c¢asti.
Prvni kapitola je vénovana délitelnosti v oboru celych ¢isel, druha ¢iselnym funk-
cim a tfeti diofantovskym rovnicim. V kazdé kapitole lze nalézt ukazky aplikaci
poznatki pii feSeni tloh (tlohy fesené i nefeSené tykajici se dané problematiky)
pricemz nefesené priklady na konci kazdé kapitoly by mél byt zak schopen vytesit
na zakladé znalosti feSeni tloh feSenych drive.

Cela prace je vysazena systémem KTEX.



1 Délitelnost v oboru celych ¢isel

Na pocatku bakalaiské prace nejprve zavedeme pojem ciselnd kongruence,
ktera mé zasadni vyznam pfi feseni uloh tykajicich se délitelnosti celych cisel
a zavadi se pro zjednoduseni vypoctl. Po zavedeni pojmu c¢iselnd kongruence
uvedeme nékolik zakladnich tvrzeni, ve kterych budou prezentovany zakladni
vlastnosti ¢iselnych kongruenci. Prezentované vlastnosti budeme dale vyuzivat

pri TeSeni navazujicich prikladii uvedenych vzdy na konci kazdé kapitoly.
Uvedme nejprve nasledujici, pomérné zndmou, (motivacni) tlohu.

Uloha

Z4ci na zakladni skole nastoupili v télocviéné do jedné fady. Pokud zaky uspo-
rfadame do dvou fad, bude nam prebyvat jeden zak. Pokud zaky uspotradame do tii
fad, zbydou ndm dva zaci. Pokud zaky postupné usporadame do ¢tyt, péti a Sesti
fad, zbydou ndm postupné tfi, ¢tyti a pét zaka. Pokud zaky usporadame do sedmi

fad, nebude piebyvat zadny zak. Jaky je minimdlni pocet zaki v télocviéns?!

1.1 Ciselné kongruence

Definice 1.1.1

Necht a, b € Z. Rekneme, Ze ¢islo b déli ¢islo a, pravé kdyz existuje ¢islo
t € Z, pro néz plati a = tb. Symbolicky znacime b|a. Pokud neexistuje zadné
¢islo t € Z, pro néz plati a = tb, fekneme, ze cislo b nedéli ¢islo a, coz symbolicky

zapisujeme b1 a.
Definice 1.1.2

Necht n € N, (n# 1), a dale a,b € Z. Rekneme, Ze &islo a je kongruentni

s ¢islem b podle modulu n (modulo n), pravé kdyz n | (a — b) a piSeme symbolicky

a=b (modn). (1)

Vztah (1) se nazyva ¢iselnd kongruence. Cisla a, b budeme nazyvat levou a pravou

stranou c¢iselné kongruence (1).

'Resgeni piikladu je mozné nalézt v ¢asti 1.4 na strané 26.
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Umluva. V celém dal$im textu budeme vidy uvazovat &iselné kongruence podle
modulu n # 1.
Déle zde vyslovime néekteré dilezité véty o ¢iselnych kongruencich, v nichz jsou

popsany vlastnosti ¢iselnych kongruenci. Jejich detailni dikazy lze najit napr.

v [3].
Véta 1.1.3
Necht a, b, ¢ € Z. Potom pro kazdé n € N plati:

(i) @ = a (mod n). (2)
(ii) Pokud @ =b (mod n), pak jei b =a (mod n). (3)
(iii) Pokud a =b (mod n), b = ¢ (mod n), pak jei a = ¢ (mod n). (4)

Véta 1.1.4
Necht a,b,c € Z an € N. Je-li a = b (mod n), pak plati:

(i) a+c=b+c (mod n). (5)
(ii) a —c=b—c (mod n). (6)
(ili) ac = bc (mod n). (7)

Véta 1.1.5
Necht a,b,c,d € Z an € N. Je-li a =b (mod n), ¢c =d (mod n), pak plati:

(i) a+c=b+d (mod n). (8)
(i) a —c=b—d (mod n). 9)
(iii) ac = bd (mod n). (10)

Véta 1.1.6
Necht a,b € Z an € N. Je-li a =b (mod n), pak pro kazdé k € N plati
a® = b* (mod n). (11)
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Véta 1.1.7
Necht a,b,c € Z,n € N a nejvétsi spoleény délitel D(c,n) = 1.
Jestlize plati

ac =bc (mod n),

pak také
a=b (mod n). (12)

Ve vyse uvedenych vétach (1.1.3 — 1.1.7) jsou popsény zékladni vlastnosti
¢iselnych kongruenci. Vztahy (2) — (12) budeme pouzivat pii FeSeni piikladd,

v nichz budeme na tyto vztahy odkazovat.

V nize popsaném piikladé ukazeme vyuziti ¢iselnych kongruenci pfi pocitani

s vysokymi ¢isly.

Priklad 1
Urdete zbytky &isel 4, 42, 43, 4%, 45 p¥i déleni ¢islem 23.

Resend. Evidentné plati nasledujici ¢iselné kongruence

4= 4 (mod 23),

42 =16 (mod 23),

4* =256 = 3

( )
( )
4> =64 =18 (mod 23),
(mod 23),
( )

45 =1024 =12 (mod 23).

Zaver. Pravé strany péti vyse uvedenych kongruenci davaji odpovidajici zbytky

pri déleni ¢islem 23. 0

V prikladu 1 jsme vyssi mocniny nahradili pomoci ¢iselné kongruence jejich zbyt-
kem (pfi déleni danym modulem). Tento postup se hojné vyuziva pii feSeni né-

sledujicich uloh.



Priklad 2
Najdéte zbytek pti déleni ¢isla 642 ¢islem 15.

Reseni. Pfedné si uvédomme, %e 16 = 1 (mod 15). Dale ze vztahi (7) a (11)
plyne
64" = (4-16)"* =42 .16 =47 . 1% = (4-1)® =4  (mod 15).
Pouzijeme-li dale vztah (7), dostaneme na zakladé vztahu (11)
643 =4 =4%. 4. 43.4% . 4 (mod 15),
641 =64-64-64-64-4=4-4-4-4-4 (mod 15).

Vyuzijeme vysledek predchoziho vypoctu a ¢iselné kongruence 16 = 1 (mod 15).

Nakonec pouzijeme vztah (7) a vztah (11)
64 =4"=4%.4°=64-16=4-1=4 (mod 15).
Zdaveér. Zbytek pii déleni ¢isla 643 ¢islem 15 je tedy 4. 0

Priklad 3

Dokazte, Ze &islo 97% + 9997 je délitelné &islem 49.

Reseni. Nejprve uréime zbytky pii déleni éislem 49 u obou séitancti. Pokud vy-
jde ¢islo kongruentni s ¢islem 0, tak je dany soucet délitelny c¢islem 49. VsSim-
néme si, ze

97=—-1 (mod 49).

Vyuzitim vztahu (11) déle mame
979 = (—=1)* = —1 (mod 49). (K1)
Nyni uzijeme ¢iselnou kongruenci 99 =1 (mod 49) a dale vztah (11)
9997 = 197 = 1 (mod 49). (K2)

Se¢tenim ¢iselnych kongruenci (K1) a (K2) na zakladé vztahu (8) ziskdme

97 + 99 = —14+1=0 (mod 49).
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Dané ¢islo je tudiz délitelné cislem 49, coz jsme chtéli dokazat.

Dali pitklady.

Priklad 4

230 &islem 7.

Urcete zbytek pri déleni cisla
Priklad 5

Najdéte zbytek pti déleni ¢isla 317 ¢islem 12.
Priklad 6

244 444

Najdéte zbytek pfi déleni cisla ¢islem 7.

Priklad 7

Rozhodnéte, zda je ¢islo 511 + 72 délitelné ¢islem 6.

1.2 Kritéria délitelnosti

[zb. 1]

zb. 3]

V této podkapitole vyslovime a vysvétlime kritéria délitelnosti ¢isly 3,4,7, 8,9,

11 a 13. Mnozi urcité znaji ze stfedni skoly, ze dané ¢islo je délitelné cislem 3,

praveé kdyz soucet vsech ¢islic daného ¢isla je délitelny 3. Na zakladni i stiedni

skole se vyuziva uvedenad poucka, ale nevysvétluje se, jakym zptisobem se k ni

doslo. Proto cilem ¢asti bude objasnit znama kritéria délitelnosti ¢isly 3,4,8,9 a

11 (pomoci ¢iselnych kongruenci) a zaroven ukazat, jak ziskat kritéria délitelnosti

pro dané cislo. V nasem ptipadé pro osvétleni postupu tvorby kritérii ¢iselnych

délitelnosti pouzijeme cisla 7 a 13.

Pro pfipomenuti zde uvedeme definici dekadického zapisu prirozeného cisla.

Definice 1.2.1
Necht n € N a k € Ny. Zapis ¢isla n ve tvaru

n=a- 10°+ap_1 - 10F 1+ ap_o- 102+ ... +a; - 10 + aqo,

kde kazdé a; € {0, 1,2, ...,9} proi € {0, 1, 2, ..., k}, pfi¢emZ a;, # 0, nazy-

vame dekadicky zdpis cisla n (zdpis isla n v desitkové soustave). Cisla a; nazy-

vame dislice. Soucet vSech jeho ¢islic a; budeme znacit s(n).
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Definice 1.2.2

Necht ¢islo n € N je zapsano v desitkové soustavé ve tvaru
n=a- 10" +ap_1 - 10" + a5 - 10"2 + ...+ ar - 10 + aq.

Soucet ag+as+as+. .. nazyvame soucet vsech cislic na sudych pozicich a budeme
dale znacit sg. Soucet a; + az + as + ... nazyvame soucet vsech cislic na lichych

pozicich a budeme jej znacit s;.

1.2.1 Kritérium délitelnosti éislem 3

V této Casti si objasnime kritérium délitelnosti ¢islem 3. Uvazujme pfirozené

¢islo n zapsané (v desitkové soustavé) ve tvaru
n=ay 10"+ a1 - 10" + a5 - 10" + ...+ a; - 10 + ao.

Pfredné si uvédomme, 7e 10 = 1 (mod 3) a déle na zdkladé vztahu (11)
z G4sti 1.1 pro libovolné k € N rovnéZ plati 10* = 1* = 1 (mod 3), tedy
10°=1 (mod 3),
10' =1 (mod 3),
102=1 (mod 3),

10" =1 (mod 3).

Nyni pouzijeme opakované vztah (7) z ¢asti 1.1 na ¢islo n pro nahrazeni

mocnin 10 ¢éislem 1
ap - 10F +ap_1 - 10" +ap_y - 102+ ... +a;- 10+ ap = s(n) (mod 3).

Odtud plyne, ze ¢islo n dava stejny zbytek pii déleni ¢islem 3 jako soucet vSech

jeho ¢islic. Symbolicky zapsano:
n=s(n) (mod 3).

Z predchoziho tadku jiz plyne znamé kritérium délitelnosti ¢islem 3, viz nésledu-
jici véta.
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Véta 1.2.1.1 (kritérium délitelnosti ¢islem 3)

Ptirozené cislo n je délitelné tfemi, pravé kdyz je soucet vSech jeho cislic
deélitelny tfemi. Symbolicky zapséno: 3 |n < 3|s(n).
Pozndmka 1. Analogickym zptisobem lze odvodit i kritérium délitelnosti ¢islem 9.

Cislo je délitelné ¢islem 9, pravé kdyz je soucet vSech jeho &islic délitelny 9.

Symbolicky pak: 9|n < 9] s(n).

Pozndmka 2. Cislo 6 lze zapsat ve tvaru 6 = 2 - 3. Snadno lze odvodit, Ze dané
¢islo je délitelné cislem 6, pravé kdyz je soucasné délitelné nesoudélnymi cisly

2 a 3. Tento postup lze aplikovat na kazdé slozené ¢islo.

1.2.2 Kritérium délitelnosti ¢islem 4

V této Casti si objasnime kritérium délitelnosti ¢islem 4. Méjme tedy libovolné

ptirozené ¢islo n zapsané (v desitkové soustavé) ve tvaru
n=a 10°+ap_1- 10+ ap_o-10"2+ ... +a; - 10+ ao.

Piedné si uvédomme, Ze 10> = 100 = 0 (mod 4) a déle na zdkladé vztahu (11)
z ¢asti 1.1 pro k > 2 rovnéz plati 10* = 0 (mod 4). Nyni pouZijeme opakované
vztah (7) z ¢asti 1.1 pro nahrazeni mocnin ¢isla 10 ¢islem 0, ziskdme tak podminku

(kritérium) délitelnosti ¢islem 4
ap - 105 +ap_1 - 10" +ap_y - 102+ ... +a;-10+ay=10-a; +ay (mod 4).
Z predchoziho tfadku plyne znamé kritérium délitelnosti ¢islem 4.

Véta 1.2.2.1 (kritérium délitelnosti ¢islem 4)
Ptirozené cislo n je délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz je jeho posledni dvojcisli

délitelné ¢tyimi. Symbolicky zapsédno: 4|n < 4|(10 - a1 + ao).

Pozndmka. Podobnym zptisobem lze odvodit i délitelnost ¢islem 8. Cislo je dé-
litelné osmi, pravé kdyz je jeho posledni trojcisli d€litelné osmi. Symbolicky za-
pséano: 8|n < 8[(100 - as + 10 - a1 + ag). Analogicky lze odvodit i délitelnost

pro libovolné ¢islo ve tvaru 2".
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1.2.3 Kritérium délitelnosti ¢islem 7

V této casti si objasnime tvorbu kritérii délitelnosti danymi ¢isly. Na ukazku
postupu tvorby kritérii pouzijeme nejprve ¢islo 7. Méjme tedy libovolné prirozené

¢islo n zapsané (v desitkové soustavé) ve tvaru
n=ay-10" +ap_1 - 10" +ap_5 - 10" + ... 4 a1 - 10 + ao.

P1i tvorbé kritérii se snazime najit urcité pravidlo ¢i pravidelnost, ktera se
nam vyskytuje u mocnin ¢isla 10 nahrazenych ¢iselnou kongruenci podle daného
modulu. V nasem pfipadé hledame urc¢itou pravidelnost pii nahrazovani mocnin
¢isla 10 zbytky pfi déleni ¢islem 7. Nejprve zacneme s prvni mocninou, pak s dru-
hou, atd., dokud nenajdeme urcitou opakujici se pravidelnost.

Pfedné si uvédomme, ze 10 = 3 (mod 7). Na zakladé vztahu (11) z ¢asti 1.1 plati
102=32=2 (mod 7) 210> = 10210 =2-3 =6 = —1 (mod 7). Déle na zdkladé
vztahu (11) z ¢4sti 1.1 a kongruence 10* = —1 (mod 7) pro kazdé k > 3 rovnéz
plati
10F = 10%- 10" 3 = —10®  (mod 7).

Zavedme nésledujici oznaceni

to=ao+as+ap+ ...,

ti1=a1+ar+ai3+ ...,

to=as+ag+ay+ ...,

ts =as+ag+ a5+ ...,

ty = ag +a+ a6+ ...,

t5:a5+a11+a17+...

Nyni pouZijeme opakované vztah (7) z ¢asti 1.1 pro nahrazeni mocnin ¢isla 10,

ziskdme tak podminku (kritérium) délitelnosti ¢islem 7

n=ay+3-a+2-a3—a3—3-a4—2-a5+ag+...=
=to+3-t1+2-ta—t3—3-14—2-15=
=(to—t3)+3-(t1 —ts) +2-(ta —t5) (mod 7).

14



V nésledujici vété formulujeme kritérium délitelnosti ¢islem 7.

Véta 1.2.3.1 (kritérium délitelnosti ¢islem 7)

Ptirozené cislo n je délitelné sedmi, prave kdyz je délitelny sedmi vyraz
(to —t3) +3- (t1 —ta) +2- (t2 — t5).
Symbolicky pak: 7|n < 7| (to — t3) + 3 (t1 — ta) + 2+ (t2 — t5).

1.2.4 Kritérium délitelnosti ¢islem 11

V této Casti si objasnime kritérium délitelnosti ¢islem 11. Méjme tedy libo-

volné prirozené ¢islo n zapsané v desitkové soustaveé ve tvaru
n=a 10°+ap_1- 1081+ ap_o- 102+ ... +a; - 10+ ao.

Predné si uvédomme, ze 10 = —1 (mod 11). Na zakladé vztahu (11) z ¢asti 1.1

pro kazdé k € N rovnéz plati 10 = (—1)* (mod 11), tedy

10°= 1 (mod 11),
10' = -1 (mod 11),
10°= 1 (mod 11),
10°=—-1 (mod 11),

Podle definice 1.2.2 méame oznaceni pro soucet vSech ¢islic na sudych a lichych

pozicich.

So=Qg+as+as+...

St =a;+az+as+ ...

Nyni vyuzijeme opakované vztah (7) z ¢asti 1.1 pro nahrazeni mocnin ¢isla 10

Cisly —1 al
ap - 10" +ap_1 - 10" fap_o- 10" 24 ..+ ay - 104+ ap =sp— s (mod 11).
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Cislo n dava stejny zbytek pii déleni ¢islem 11 jako rozdil souctii viech jeho éislic

na sudych pozicich a vSech ¢islic na lichych pozicich. Symbolicky zapsano:
n=sy—s (mod11).
Z predchoziho radku plyne znamé kritérium délitelnosti ¢islem 11.

Véta 1.2.4.1 (kritérium délitelnosti ¢islem 11)
Ptirozené ¢islo n je délitelné jedenacti, pravé kdyz rozdil souctu vSech ¢islic
na sudych pozicich a souc¢tu vsech ¢islic na lichych pozicich je délitelny jedenacti.

Symbolicky zapséno: 11 |n < 11| (sg — $1).

1.2.5 Kritérium délitelnosti ¢islem 13

Analogicky jako v predchozich ¢astech se budeme snazit najit urcité pravidlo
pti déleni ¢islem 13. Pfedné si uvédomme, ze 10 = —3 (mod 13). Na zdkladé
vztahu (11) z ¢asti 1.1 plati 10> = (—=3)? = 9 = —4 (mod 13) a 10* = 10%- 10 =
=9-(—3) = —27 = —1 (mod 13). Na zdkladé vztahu (11) z ¢asti 1.1 pro kazdé
k > 3 rovnéz plati 10F = 10%-10*3 = —10*3 (mod 13). PouZijme oznadeni
to — t5 definované v ¢asti 1.2.3. Vyuzijeme-li opakované vztah (7) z ¢asti 1.1
pro nahrazeni mocnin ¢isla 10, ziskdme tak podminku (kritérium) délitelnosti

Cislem 13

n=ay—3-a1—4-ay—a3+3-a4+4-a5+ag+...=
=to—3-t1—4-ta—t3+3-latd-t5=
= (to - tg) -3 (tl - t4) —4. (tz - t5) (mod 13)
V nasledujici vété formulujeme kritérium délitelnosti ¢islem 13.
Véta 1.2.5.1 (kritérium délitelnosti ¢islem 13)
Prirozené cislo n je délitelné trinacti, pravé kdyz je délitelny tfinacti vyraz
(tg—tg)—3-(251—754)—4-(152—255).
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Priklad 8

Za pouziti kritérii délitelnosti ovétte, zda je ¢islo 28 985 délitelné cislem 11.

Resend. Pro ov&fovani délitelnosti daného ¢&isla danym modulem staéi ukézat, ze
dané ¢islo je s vyuzitim ¢iselnych kongruenci podle kritérii délitelnosti kongruent-
ni s ¢islem 0. Pokud tomu tak neni, dané ¢islo neni délitelné danym modulem.
V nasem pripadé mame c¢islo 28 985. Nejprve si dané ¢islo zapiseme v desitkové
soustavé a na zakladé kritéria délitelnosti ¢islem 11 (viz véta 1.2.4.1) nahradime

jednotlivé mocniny ¢isla 10:
28985 = 2-10*48-10°+9-10>+8-10+5 = (5+9+2)—(8+8) =0=0 (mod 11)
Zdveér. Cislo 28985 je délitelné ¢islem 11. O

Priklad 9
Zjistéte (s pouzitim vhodného kritéria), zda je ¢islo 123456 789101 112 déli-

telné ¢islem 3.

Reseni. Pro ovéfovani délitelnosti daného é&isla danym modulem staéi opét ukéa-
zat, ze dané cislo je s vyuzitim c¢iselnych kongruenci podle kritérii délitelnosti
kongruentni s ¢islem 0. Pokud tomu tak neni, dané ¢islo neni délitelné danym
modulem. V nasem pripadé mame ¢islo 123456 789 101 112. Dané ¢islo zapiseme
v desitkové soustavé a na zakladé kritéria délitelnosti ¢islem 3 (viz véta 1.2.1.1)

nahradime jednotlivé mocniny ¢isla 10:

123456789101112=1-10"+2-102 +3-102 +4- 10" +5-10° + 6 - 10° +
+7-108+8-10"+9-105+1-10°+0-10*+1-10>+1-10>+1-10' +2 =

=14+2+34+44+54+6+7+8+9+1+0+1+14+14+2=51=0 (mod 3)

Zdver. Cislo 123456 789101 112 je délitelné &islem 3. ]
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Priklad 10
Rozhodnéte (s pouzitim vhodného kritéria délitelnosti), zda je ¢islo 18 795

délitelné ¢islem 7.

Reseni. Budeme postupovat stejné jako v pfedchozim piipadé. Mame ¢islo 18 795.
Nejprve si dané ¢islo zapiseme v desitkové soustavé a na zakladé kritéria délitel-

nosti ¢islem 7 (viz véta 1.2.3.1) nahradime jednotlivé mocniny ¢isla 10:
18795 =1-10*+8-10°+7-10°+9-10+5 =
=0b5-8)4+3-9-1)+2-7=35=0 (mod 7)

Zdveér. Cislo 18795 je tedy délitelné ¢islem 7. ]

Priklad 11
Dokazte, Ze plati 6 | (n® + 11n) pro libovolné n € N.

Resend. Zvolme si libovolné n € N. V poznamce 2 v ¢asti 1.2.1 je napséano, Ze
libovolné ptirozené ¢islo n je délitelné cislem 6, pravé kdyz je zaroven délitelné
¢isly 2 a 3. Méjme soucin ¢isla n a jeho nésledujiciho prirozeného cisla n + 1,
pak dany soucin n(n + 1) je délitelny dvéma. Nebot bud je ¢islo n sudé nebo je
sudé ¢islo n + 1, a proto je dany soucin délitelny dvéma. Pokud tento soucin
jesté vynésobime ¢islem n + 2, ziskdme cislo, které je délitelné tf¥emi. Nebof
v soucinu tfi po sobé jdoucich prirozenych cisel je jedno nasobkem cisla 3 a
tudiz je dany soucin délitelny tremi. PovSimnéme si nyni, ze soucin tii po sobé
jdoucich pfirozenych c¢isel je délitelny dvéma i tfemi, tudiz je délitelny i Sesti dle
poznamky 2 na strané 13. Vytvoime si nasledujici soucin tfi po sobé jdoucich

Cisel (predpokladejme, ze n # 1):
(n—1)-n-(n+1)=n*>—n

Tento soucin je délitelny Sesti. Vyuzijme nyni ¢iselné kongruence 11 = —1 (mod 6)
a vztahi (7) a (8) z ¢asti 1.1:

n—n=n-n*-1)=n-n*+11)=n*>+11n (mod 6)
Cislo n® — n dava stejny zbytek pfi déleni Sesti jako ¢&islo n® + 11n. Jelikoz

6| (n® —n), pak také 6| (n® + 11n). Tim je dikaz uzavien. O
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Podobné Ize tesit nasledujici priklady.

Priklad 12
Pomoci kritérii délitelnosti zjistéte, zda je ¢islo 35961 délitelné ¢islem 3.

zb. 0]

Priklad 13
Pomoci kritérii délitelnosti zjistéte, zda je ¢islo 862464 délitelné cislem 4.

zb. 0]

Priklad 14
S vyuzitim kritérii délitelnosti zjistéte, zda je ¢islo 15325 délitelné ¢islem 11.

zb. 2]

Priklad 15
Pomoci kritérii délitelnosti zjistéte, zda je ¢islo 249 354 délitelné cislem 7.

zb. 0]

1.3 Kongruenc¢ni rovnice 1. stupné

V této casti se budeme zabyvat pojmem kongruencni rovnice. Nejprve tento
pojem definujeme a pak s nim budeme déle pracovat. V ramci této prace se

omezime pouze na kongruencni rovnice 1. stupné a jejich soustavy.

Definice 1.3.1
Necht n € Nanecht p € {0, 1, 2,..., n — 1}. Uvazujme n mnozin 2y, 23, .. .,
Z,-1 tak, ze do mnoziny Z, patii vSechna celd ¢isla, kterd jsou kongruentni s ¢is-

lem p podle modulu n. Tyto mnoziny se nazyvaji zbytkove tridy podle modulu n.

Definice 1.3.2

Necht n € N, p € {0, 1, 2,..., n — 1} a déale necht Z, je zbytkova ttida ¢isla p
podle modulu n. Jakykoliv prvek z dané zbytkové tfidy podle modulu n nazyvame
reprezentant zbytkové tridy Z, podle modulu n. Prvky ze stejné zbytkové tridy

podle daného modulu jsou ekvivalentni vzhledem k uvazovanému modulu n.
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Definice 1.3.3
Necht n € N. Libovolnou soustavu n celych ¢isel , kterou ziskdme, vezmeme-li
z kazdé zbytkové tiidy 2y, Z1, 2Zs, ..., Z,_1 podle modulu n po jednom prvku,

budeme nazyvat uplnd soustava zbytku podle modulu n.

Pozndmka. VySe uvedené definice (1.3.1 — 1.3.3) lze najit napf. v [3] a nésledujici

definici 1.3.4 1ze nalézt napi. v [3].

Definice 1.3.4
Kazda rovnice ve tvaru
ax =b (mod n), (13)
kde x je neznama, x € Z, a,b jsou dana cela ¢isla a a #Z 0, se nazyva kongruencni
rovnice 1. stupné. Resit danou linearni rovnici znamena najit vechna vyhovujici

cela cisla x ze zbytkové ttidy vzhledem k danému modulu.

Véta 1.3.5 (viz napt. v [8])
Pri feseni kongruenc¢nich rovnic 1. stupné nastane vzdy pravé jedna z moz-

nosti:
1. Je-li D(a,n) =1, pak méa rovnice (13) jediné feseni.
2. Je-li D(a,n) = ¢ > 1, pak plati

(i) pro c1b rovnice (13) neni fesitelna.

(ii) pro c¢|b ma rovnice (13) pravé ¢ feseni.

Pozndamka. Pri Gpravach kongruencnich rovnic musime davat pozor na skutecnost,
Ze pri nasobeni obou stran rovnice ¢islem, které je soudélné s danym modulem,
nemusime vzdy dostat ekvivalentni rovnice. (Tato skutecnost plyne napf. z tzv.
malé Fermatovy véty uvedené na strané 34). Napf.

r—1=0 (modb5) a 5br—5=0 (modb5)

Prvni rovnice mé pravé jedno feSeni a druhd je identickd (r mutize byt libovolné

¢islo patfici do uplné soustavy zbytkd podle modulu 5), tudiz nejsou ekvivalentni.
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Priklad 16

V oboru celych ¢isel feste rovnici 3z =5 (mod 7).

Re$end. Snadno se vidi, Ze D(3,7) = 1. Je t¥eba uvazovat ptipad 1 z véty 1.3.5.
Déle chceme délit celou rovnici ¢islem 3. Jelikoz D(3,7) = 1, je tprava korektni a
neméni pocet Feseni. Abychom toho dosahli, budeme pfi¢itat (odecitat) modul 7
k ¢islu 5 (dle vztaht (8) a (9) v ¢asti 1.1), dokud neziskame ¢islo, jenz je délitelné
¢islem 3. V nasem ptipadé jsme nalezli ¢islo 12. Proto ¢islo 5 nahradime pomoci

¢iselné kongruence ¢islem 12 a dofesime na zakladé vztahu (12) z ¢asti 1.1

3r= 5 (mod?7),
3r =12 (mod 7),
r= 4 (mod7).

Zaver. Zadana kongruencni rovnice ma jediné feseni a tim je zbytkova trida Zy,

coz je jinak zapsano x = 4 + 7k, kde k € Z. [

Priklad 17

V oboru celych ¢isel feste nasledujici rovnici 10x = 4 (mod 15).
Reseni. Uvédomme si, ze D(10,15) = 5. Jelikoz 514, dostdvame ptipad 2(i)
z véty 1.3.5.

Zaver. Dana kongruenc¢ni rovnice nemd reseni v oboru celych cisel. [

Priklad 18

V oboru celych ¢isel feste nasledujici rovnici 4z = 8 (mod 22).

Reseni. Uvédomme si, ze D(4,22) = 2 = d. Jelikoz 2|8, mé dan& rovnice pravé
d Tesent, a to na zakladé ptipadu 2(ii) z véty 1.3.5. Danou rovnici mizeme délit 2

a prevést na nasledujici tvar
2c =4 (mod 11).

Pozor musime dat na skutecnost, Ze jsme rovnici pfevedli do nového modulu.

Déle fesime rovnici stejné jako pripad 1 z véty 1.3.5. Chceme délit celou rovnici
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Cislem 2. Jelikoz D(2,11) = 1, je Gprava korektni a neméni pocet feseni. Abychom
toho dosahli, budeme pfi¢itat (odecitat) modul 11 k ¢islu 2 (dle vztaht (8) a (9)
v ¢asti 1.1), dokud neziskdme ¢islo, které je délitelné ¢islem 2. V nasem piipadé
jsme nalezli ¢islo 26. Cislo 4 tudiz nahradime pomoci ¢iselné kongruence ¢islem 26

a Fesime na zakladé vztahu (12) z ¢asti 1.1
20 =26 (mod 11).
Nyni vyuzijeme vztah (1) z ¢asti 1.1
r=13=2 (mod 11).

Ziskané feseni musime prevést do pivodniho modulu. Postupujeme nasledovné.
Cislo t volime z tiplné soustavy zbytkt podle modulu d. Zde t € {0,1}. Regeni
piivodni rovnice je ve tvaru x € {2+11¢, t € {0,1}}.2 ReSenim ptivodni rovnice
jsou zbytky 2 a 13, které jsme ziskali po dosazeni vsech cisel za t z dané uplné

soustavy zbytk podle modulu d. OvSsem vsSechna feseni ptivodni rovnice jsou

vsechna celé c¢isla, kterd jsou kongruentni s ¢isly 2 a 13.

Zaver. Vsechna TeSeni zadané kongruencni rovnice jsou zbytkové tiidy Z; a Zi3
podle modulu 22. [
Podobné priklady.

Priklad 19

V oboru celych ¢isel feste rovnici 112 = 2 (mod 9). [Z4]

Priklad 20
V oboru celjch é&isel feste rovnici 13z = 11 (mod 26). 0]

Priklad 21
V oboru celych disel Feste rovnici 21z = 19 (mod 40). [Z39]

Priklad 22
V oboru celych ¢isel feste rovnici 122 =9 (mod 21). [Z6, Z13, Z20]

2Cislo 11 neni nadhodné zvolené. Je to hodnota nového modulu v upravené rovnici.
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1.4 Soustavy kongruencnich rovnic 1. stupné, ¢inska véta

o zbytcich

Pti Teseni tuloh se casto muzeme setkat nejenom s kongruenc¢nimi rovnicemi

1. stupné, nybrz i s jejich soustavami

a1r = b1
asx = by
a3x = bs
arl = bk

Definice 1.4.1

(mod ny), )
(mod ny),
(mod n3),

(mod ny)

.

Soustava konguencnich rovnic 1. stupné (14) md resent, pravé kdyz ma fesSeni

kazda kongruenc¢ni rovnice 1. stupné této soustavy.

Poznamka. Pokud je soustava (14) Fesitelnd, pak ji lze zapsat ve tvaru

r=C
T = Co
T = C3
T = Ck

Tvrzeni 1.4.2

(mod ny), )

(mod ny)
('mod ns)

(mod ny)

?

I

?

t )

(15)

Reseni soustavy konruené¢nich rovnic 1. stupné (15) lze vZdy hledat ve tvaru

r=d (mod n(ny,na,...

Y

ni)),

kde n(ny,na,...,ng) je nejmensi spoleény nasobek ¢isel ny, ng, ..., ng.

Diikaz tohoto tvrzeni lze nalézt napf. v [4].

Zajimavym poznatkem z teorie ¢isel je nasledujici véta 1.4.3, kterd se vyuziva

napi. v algoritmech pro zpracovani velkyjch cisel.
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Véta 1.4.3 (¢inska véta o zbytcich)
Necht nq,ns,...,n; jsou po dvou nesoudélnd prirozend Cisla a ¢y, co,. .., c
libovolna k-tice celych ¢isel. Pak je soustava linearnich rovnic (15) feSitelna a jeji

feSeni lze nalézt v modulu n =nq - ng - ... - ny.
Diikaz této véty lze nalézt napi. v [6].
Priklad 23
V oboru celych disel feste nasledujici soustavu kongruenc¢nich rovnic
r=3 (mod?9),
r=6 (mod 15).
Reseni. Nejprve podle tvrzeni 1.4.2 zjistime, v jakém modulu mame hledat vysled-
nou neznamou x. Jelikoz n(9,15) = 45, budeme hledat feSeni dané soustavy

rovnic v modulo 45. Déale z prvni rovnice dostavame x = 3 + 9k, kde k£ € Z.

Dosazenim do druhé rovnice dostavame
3+9k=6 (mod 15).
Nyni vyuzijeme vztah (6) z ¢asti 1.1
9k =3 (mod 15).

Dostali jsme kongruencni rovnici 1. stupné, kde neznamou je k. Konkrétné se
jedna o piipad 2(ii) z véty 1.3.5, nebot D(9,15) = 3 a 3|3. Resime ji podobné
jako priklad 18

9k =3 (mod 15),

3k=1 (mod 5).
Nésledné podle vztahu (8) z ¢asti 1.1 upravime rovnici do nésledujiciho tvaru a
vyfesime jako pfipad 1 z véty 1.3.5

3k=6 (mod 5),

k=2 (mod5).
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Coz se da prepsat ve tvaru k = 2 + 5p, kde p € Z. Po dosazeni k do x ziskdme
x = 21 4 45p. Jinak zapsano

r =21 (mod 45).
Zdvér. ReSeni dané soustavy kongruenénich rovnic je = 21 + 45p, kde p € Z,

coz se da zapsat x € Zy; podle modulu 45. O

Priklad 24

V oboru celych ¢isel feste nasledujici soustavu kongruencénich rovnic

r=1 (mod 2),
r=0 (mod 3),
r=3 (mod 5), (16)
r=4 (mod7)

Resend. PYedné si uvédomme, Ze ¢&isla 2,3,5 a 7 jsou po dvou nesoudélns éisla.
Podle ¢inské véty o zbytcich (véta 1.4.3) je soustava kongruenénich rovnic (16)
Tesitelna a feSeni lze nalézt v modulu 210 = 2-3-5-7. Prvni rovnici soustavy (16)
miizeme zapsat ve tvaru x = 1 + 2p, kde p € Z. Dosazenim x do druhé rovnice
ziskdme

1+2p=0 (mod 3).
Vyuzitim vztahu (6) a (8) z ¢asti 1.1 ziskdme kongruen¢ni rovnici 1. stupné a

fesime ji podobné jako piipad 1 z véty 1.3.5, nebot D(2,3) =1

2p=-1 (mod 3),
2p= 2 (mod 3),
p= 1 (mod 3).

Jinak zapsano p = 1 + 3¢, kde q € Z. Po dosazeni p za x dostaneme x = 3 + 6q.

Opét dosadime x do tfeti rovnice
34+6¢g=3 (mod5).
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Nyni vyuzijeme vztah (6) z ¢asti 1.1
6g=0 (mod 5).

Dostali jsme kongruenéni rovnici 1. stupné, kde nezndmou je ¢. Podle vztahu (8)
z Casti 1.1 upravime rovnici do néasledujicitho tvaru a fesime ji podobné jako

ptipad 1 z véty 1.3.5, nebot D(6,5) =1
6g =0 (mod 5),
¢g=0 (mod 5).

Ziskali jsme tak rovnost ¢ = br, kde r € Z. Dosazenim ¢ za z dostavame

x = 3+ 30r. Opét dosadime za x do posledni rovnice soustavy (16)
3+30r=4 (mod 7).
Nyni vyuzijeme vztah (6) z ¢asti 1.1
30r=1 (mod 7).

Dostali jsme kongruenc¢ni rovnici 1. stupné, kde neznamou je r. Konkrétné se
jedné o piipad 1 z véty 1.3.5, nebot D(30,7) =1
30r =120 (mod 7),
r=4 (mod 7).

Ziskali jsme tak rovnost r = 4 + 7s, kde s € Z. Dosazenim r za x dostéavame

z = 123 + 210s.

Zdvér. Reseni dané soustavy kongruenénich rovnic je x = 123+ 210s, kde s € Z,

coz se da zapsat x € Z193 podle modulu 210. [

Nyni mame vSe potfebné k tomu, abychom mohli vytesit (motivacni) dilohu

7 Césti 1.1.
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Reseni ulohy ze strany 7. Zadani ulohy si nejdiive zapiseme ve tvaru nasledujici

soustavy kongruenc¢nich rovnic 1. stupné

r=1 (mod2),)

r=2 (mod 3),

r=3 (mod 4), (17)
r=4 (mod b),

r=5 (mod 6),

r=0 (mod?7).)

Nejprve podle tvrzeni 1.4.2 zjistime v jakém modulu mame hledat vyslednou
neznamou z. Jelikoz n(2,3,4,5,6,7) = 420, budeme hledat feSeni dané soustavy
rovnic podle modulu 420. Prvni rovnici soustavy (17) miZeme zapsat ve tvaru
xr =14 2p, kde p € Z. Dosazenim x do druhé rovnice dostaneme kongruencni
rovnici
1+2p=2 (mod 3).

Vyuzitim vztahi (6) a (8) z ¢asti 1.1 ziskdme kongruenéni rovnici 1. stupné a
fesime ji podobné jako ptipad 1 z véty 1.3.5, nebot D(2,3) =1

2p=1 (mod 3),

2p=4 (mod 3),

p=2 (mod 3).
Jinak zapsano p = 2 + 3¢, kde ¢ € Z. Po dosazeni p za x dostaneme x = 5 + 6gq.

Déle opét dosadime x do tfeti rovnice
54+6¢=3 (mod4).
Nyni vyuzijeme vztah (6) z ¢asti 1.1
6¢=—2 (mod 4).

Dostali jsme tak kongruenc¢ni rovnici 1. stupné, kde neznamou je ¢q. Konkrétné se
jedna o ptipad 2(ii) z véty 1.3.5, nebot D(6,4) = 2 a 2| (—2). Resime ji podobné
jako priklad 18

6¢=—2 (mod 4),

3¢g=-1 (mod 2).
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Nasledné dle vztahu (8) z ¢asti 1.1 upravime rovnici 3¢ = —1 (mod 2) do nésle-
dujiciho tvaru a fesime ji podobné jako pripad 1 z véty 1.3.5, tj.
3¢=3 (mod 2),

¢g=1 (mod 2).

Ziskali jsme tim rovnost ¢ = 1 + 2r, kde r € Z. Dosazenim ¢ za = dostavame

x =11 + 12r. Opét dosadime za x do ¢tvrté rovnice soustavy (17)
114+ 12r =4 (mod 5).

Nyni vyuzijeme vztah (6) z ¢asti 1.1

12r = -7 (mod 5).
Dostali jsme kongruenc¢ni rovnici 1. stupné, kde nezndmou je r. Konkrétné se
jedné o piipad 1 z véty 1.3.5, nebot D(12,5) =1

12r =48 (mod b),

r=4 (mod 5).

Ziskali jsme tak rovnost r = 4 + 5s, kde s € Z. Dosazenim r za x dostavame

x = 59+ 60s. Opétovnym dosazenim za x do paté rovnice soustavy (17) ziskdme
59 +60s =5 (mod 6).

Pouzitim vztahu (8) z ¢asti 1.1 dostaveme kongruenéni rovnici 60s = 60 (mod 6),
ktera je splnéna pro kazdé s € Z. Nyni staci dosadit za x do posledni rovnice
soustavy (17)

59 +60s =0 (mod 7).

Pouzitim vztahu (8) z ¢asti 1.1 dostavame kongruen¢ni rovnici 1. stupné, kde

neznamou je s

60s =60 (mod 7).

Konkrétné se jednd o pripad 1 z véty 1.3.5, nebot D(60,7) =1
60s =60 (mod 7),
s=1 (mod7).
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Ziskali jsme tak rovnost s = 1 4 7t, kde t € Z. Dosazenim s za x dostavame

x =119 + 420¢.
Zaver. Nejmensi mozny pocet zakt, ktefi jsou nastoupeni v télocvicné je 119. [

Podobné Ize tesit nasledujici priklady.
Priklad 25
V oboru celych cisel feste nasledujici soustavu rovnic
r= 4 (mod7),
2

r =

(mod 8),

8
Il

—1 (mod9).
[z = 242 (mod 504)]

Priklad 26

Prvni trolejbus vyjizdi z depa v 8:00 a jeho okruzni trat trva 30 minut. Druhy
trolejbus vyjizdi z depa o pét minut diive nez prvni a jeho okruzni trat trva 35
minut. Tteti trolejbus vyjizdi z depa v 8:10 a jeho okruzni trasa trva 40 minut.

Kdy nejdiive se sjedou vsechny t¥i trolejbusy v depu soucasné? [15:30]

Ndpovéda. Zadéani ulohy lze prepsat do tvaru soustavy kongruencnich rovnic

X

0 (mod 30),

r=-5 (mod 35),

z= 10 (mod 40).
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2 Ciselné funkce

V této casti predstavime nékolik zakladnich funkci tykajicich se teorie cisel.
Zejména se jedna predevsim o Eulerovu funkci, ktera je dilezita pii feSeni kon-

gruenc¢nich rovnic 1. stupné popsanych v ¢asti 1.3.

2.1 Zakladni pojmy
Pro uvedeni do poznatki teorie ¢isel uvedeme nasledujici definice a véty.

Definice 2.1.1
Ptirozené ¢islo n € N nazveme prvocislo, pravé kdyz ma pravé dva navzajem

rizné délitele a to 1 a n.

Pozndmka. Cislo 1 tedy neni prvoéislem.

Hled4anim prvoéisel se zabyvali lidé jiz ve starovékém Recku. Eratosthenés vypra-
coval jednoduchou metodu pro hledani prvocisel v fadé prirozenych cisel, zvanou
Eratosthenovo sito. Eratosthenés postupné bral vSechna ¢isla a z posloupnosti
véech prirozenych ¢isel vyjmul vSechny jejich nasobky. Cisla, kterd mu na zavér

ziistala, byla tak prvocisla. Pro hledani prvocisel plati nasledujici véta.

Véta 2.1.2

Necht n € N. Cislo n je slozené, pravé kdyz je délitelné nékterym prvocislem
p < V.

Diikaz. Pokud cislo n je slozené, pak mé aspon dva délitele rizné od 1 a n.
Oznacme je = a y, tedy n = x - y. Bez jmy na obecnosti mizeme piredpokladat,

7e v <y, pak n = x -y > x2. Dostdvadme tedy z < \/n. m

Poznamka. Pro rozhodnuti, zda je ¢islo n € N prvocislem, staci zjistit délitelnost

pouze prvocisly, ktera jsou mensi nebo rovna ¢islu /n.

Definice 2.1.3

Zapis cisla n € N ve tvaru

(80

n=prepyte ot
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kde ¢isla pq,pa, ..., pr jsou navzajem rizna prvocisla a ¢isla aq,as, ..., ap jsou

prirozend ¢isla, nazyvame rozklad éisla n na prvocisla (kanonicky rozklad ¢isla n).

Otéazku, zda je prvocisel kone¢né mnoho ¢i nekonenéné mnoho, vytesil rovnéz

ve starovéku Fukleides.

Véta 2.1.4

Prvocisel je nekone¢né mnoho.

Diikaz. Dtkaz budeme provadét sporem, tedy, ze prvocisel je konecné mnoho.
Necht py, ..., p, jsou vSechna prvocisla. Uvazujme ¢islon = py -...-p, + 1, které
je evidentné vétsi nez jakékoliv prvocislo py, . .., p,. Kdyby toto ¢islo nebylo prvo-
¢islem, pak by muselo byt délitelné nékterym prvocislem p;, kde i € {1,2,...,n}.
Toto &islo n oviem dava pii déleni kazdym p; zbytek 1, coz je spor. Cislo n je tedy

nutné dalsim prvocislem. Tuto tivahu lze pritom libovolné krat opakovat. O

2.2 Eulerova funkce

Necht n € N. Eulerova funce ¢(n) udava pocet pfirozenych ¢isel mensich nez

¢islo n, kterd jsou navic s ¢islem n nesoudélnd. Symbolicky zapsano:
e(n)=|{aeN|0<a<n,D(a,n)=1}|
Véta 2.2.1
Necht m, n € N, D(m,n) = 1. Pak
p(m-n) = @(m) - ¢(n).
Véta 2.2.2
Necht p € N je prvocislo, « je libovolné prirozené ¢islo a navic o # 1. Pak
a) ¢(p) =p—1,
b) v(p*) =(p—1)-p*".
Diikazy vét (2.2.1 — 2.2.2) jsou snadné a lze je nalézt napi. v [5].
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Véta 2.2.3
Necht n € N, jehoZ kanonicky rozklad na prvodisla je ve tvaru
n=pl . -pd?-....p. Pak plati

al oo

(P - s

pri¢emz navic

kde i € {1,2,...,k}.

Diikaz. VSimnéme si, ze prvocisla py, po,...,pr jsou po dvou vzajemné nesou-

délna. Tudiz dle véty 2.2.1 plati

p(pr-p2- - pk) = @(p1) - p(p2) - - - p(Dr)-
S pouzitim véty 2.2.2 mame dokazanu prvni ¢ast véty. Tedy

Qk

o Pyt D)

aq ayg

) =) (P

Nyni ndm staci dokdzat druhou ¢ast véty. VSimnéme si, ze prirozena c¢isla mensi

nez p*, ktera jsou s ¢islem n soudélnd, jsou praveé p;,2 - p;,...,p" - p;. Téchto
prirozenych cisel je prave pz?”*l. O]
Véta 2.2.4

Necht n € N, které lze zapsat jako kanonicky rozklad na prvocisla

n=pi-pd*-...-p. Pak

e (o) (-2) - (-2)

Diikaz. Tato véta je disledkem véty 2.2.3, podle které plati p(p) = pi — pf

pro kazdé prvocislo p;. Tedy ¢(n) lze zapsat ve tvaru

a1 a1—1 (e

p(n) = (P = p™ =) - (02 — p2 ) - (p% — poh).

Vytknutim jednotlivych p ziskame tvrzeni dokazované véty
(p(n) e pal . paQ . . pak . (1 — i) . (1 — i) . . (1 — i)
Meps? e . o) o)
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Priklad 27
Vypocététe hodnotu ¢(675).

Reseni. Tento piiklad vyfesime dvéma zptisoby. Prvni zptisob bude pomoci

véty 2.2.4 a druhy zptisob feseni bude pomoci véty 2.2.1.

Pruni zpisob. Cislo 675 si nejprve rozlozime na prvoéisla
675=3-3-3-5-5=23%.5%

Nyni vyuzijeme véty 2.2.4 na vypocet p(675)

©(675) = 675 - (1 - %) : <1 - %) = 360.

Druhgj zpiisob. Cislo 675 lze rozlozit na soucin 3% - 52 = 27 - 25. V&imnéme si, ze
D(27,25) = 1, proto miizeme vyuzit vétu 2.2.1

p(675) = (27) - p(25) = ¢(3%) - p(5%).
Dale dle véty 2.2.2 plati p(3%) =2-32 =18 a ¢(5%) = 4-5 = 20. Proto miizeme
psat

©(675) = ©(3%) - p(5%) = 18 - 20 = 360.
Oba dva zpisoby feseni vedou ke stejnému vysledku a je zcela na ¢tenari, ktery
ze zplsobu TeSeni bude vyuzivat. O]
Priklad 28

Dokazte, ze pro kazdé n € N plati p(8n +4) = 2¢(2n + 1).

Reseni. Viimnéme si, ze 8n+4 = 4(2n+1), tedy D(4,2n+1) = 1. Nyni vyuZijeme
vétu 2.2.1
e(8n+4) =p(4) - p(2n+1).

Cislo 4 lze rozlozit na prvocisla ve tvaru 4 = 22. Podle véty 2.2.2 plati

©(2?) = 1-2 = 2. Proto mtizeme psat
©(8n+4) =p(4) - v(2n+1) =2¢(2n + 1).

Tim je dikaz uzavren. O]
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Dalsi priklady.

Priklad 29
Vypoététe hodnotu ¢(6), ¢(14), ¢(17). 2, 6, 16]

Priklad 30
Pomoci véty 2.2.4 vypoététe hodnotu ¢(810). [216]

Piiklad 31
Dokazte, ze pro kazdé n € N plati p(18n) = 6p(2n).

2.3 Vyuziti funkce p(n) pfi Feseni kongruenénich rovnic

V této casti budeme zkoumat vztah mezi Eulerovou funkci a kongruenénimi

rovnicemi 1. stupné. Jedna se o dalsi mozné feseni kongrunc¢nich rovnic z ¢asti 1.3.

Véta 2.3.1 (Eulerova)
Necht a € Z, n € N a D(a,n) = 1. Pak

a?™ =1 (mod n).

Diikaz této véty lze nalézt napi. v [3].

Véta 2.3.2 (mald Fermatova)
Necht a € Z, p € N je prvocislo a D(a,p) = 1. Pak

a*' =1 (mod p). (18)

Diikaz. Pokud je p prvoéislo, pak podle véty 2.2.2 ¢(p) = p — 1. Tedy mala

Fermatova véta je specidlnim ptripadem Eulerovy véty. O
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Véta 2.3.3
Necht a € Z, p € N je prvocislo. Pak

a’ =a (mod p).

Diikaz. Pokud p|a, jsou obé strany kongruentni s 0 modulo p. Jinak tato véta

pfimo plyne z ¢iselné kongruence (18) vynésobené ¢islem a. [

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tzce souvisi pojem 7dd ¢isla a vzhledem

k modulu n. Uvedeme jej v nasledujici definici.

Definice 2.3.4
Necht a € Z, n € N a D(a,n) = 1. Rddem ¢isla a vzhledem k modulu n

rozumime nejmensi piirozené ¢islo m spliujici podminku

a” =1 (mod n).
Tuto definice lze nalézt napt. v [5].

Priklad 32

Urcete rad ¢isla 4 vzhledem k modulu 9.

Reseni. Podle definice 2.3.4 budeme hledat nejmensi pfirozené é&islo m, které
splituje 4™ = 1 (mod 9). Postupné proto probereme jednotliva pfirozena ¢isla.
Plati
41 =4#1 (mod9),
42=16=7#1 (mod9),
4>=64=1 (mod?9).

Z predchoziho radku plyne zavér.

Zdver. Rad ¢isla 4 vzhledem k modulu 9 je roven 3. [
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Priklad 33

Urcete Tad ¢isla 2 vzhledem k modulu 5.

Reseni. Podle definice 2.3.4 hleddme nejmensi pfirozené ¢islo m, které spliuje

2™ =1 (mod 5). Postupné proto probereme jednotliva pfirozend ¢isla. Plati

2'=2#1 (mod 5),

)
22=4#1 (mod 5),
22=8=3#1 (mod5),
2'=16 =1 (mod 5).

Z predchoziho radku plyne zavér.

Zdvér. Réad éisla 2 vzhledem k modulu 5 je roven 4. 0

Tvrzeni 2.3.5
Necht az = b (mod n) je kongruenéni rovnice 1. stupné. Pak ji 1ze prepsat
do tvaru

z=a?™1p  (mod n).
Diikaz tohoto tvrzeni lze najit napt. v [3].

Priklad 34

Pomoci ¢(n) feste v oboru celych ¢isel 2z =5 (mod 7).

Reseni. Pomoci tvrzeni 2.3.5 si piepiSeme kongruenéni rovnici 2¢ = 5 (mod 7)
do tvaru
r=2¢M"1.5 (mod 7). (19)
Podle véty 2.2.2 plati ¢(7) = 6, tedy miZeme psat
r=2°-5 (mod 7). (20)
Za pouziti vztahu (7) z ¢asti 1.1 upravime rovnici (20) na tvar
r=2"5=2"4.5=1-4-5=6 (mod 7).

Zdvér. ReSenim kongruencni rovnice (19) je z = 6 (mod 7), jinak zapsédno = € Zg

podle modulu 7. O
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Priklad 35

Pomoci ¢(n) feste v oboru celych ¢isel 11z =5 (mod 15).

Reseni. Pomoci tvrzeni 2.3.5 si prepiseme kongruen¢ni rovnici 11z = 5 (mod 15)
do tvaru

= 1191971, 5 (mod 15). (21)

Podle véty 2.2.1 plati ¢(15) = ¢(3) - ¢(5). Podle véty 2.2.2 dale plati ¢(3) =2 a
©(5) = 4. Mizeme tedy psét

r=117-5 (mod 15). (22)
Na zakladé vztahu (11) z ¢asti 1.1 déle plati

11' = —4 (mod 15),

112 = 1 (mod 15),

11" = —4 (mod 15).
Za pouziti vztahu (7) z ¢asti 1.1 upravime rovnici (22) na tvar
r=11"-20=-4-5=10 (mod 15).

Zdvér. Resenim kongruenéni rovnice (21) je = 10 (mod 15), jinak zapséno

r € Z19 podle modulu 15. [

Pozndmka. Z uvedenych piikladu (34, 35) lze vidét, Ze pro velké moduly Eulerova
funkce nabyva velkych hodnot. Tato metoda tedy neni pro velké moduly pfilis

efektivni.
Navazujici tulohy.

Priklad 36
Uréete Tad ¢isla 3 vzhledem k modulu 7. 6]

Priklad 37

Pomoci p(n) feste v oboru celych ¢isel 22 =1 (mod 5). (23]
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Priklad 38
Pomoci p(n) feste v oboru celych ¢isel 6z = 3 (mod 11). [Z6]

2.4 Funkce o(n), 7(n) a w(n)

V teorii ¢isel se vyskytuje mnoho dalsich funkci nez uvedenéa Eulerova funkce.

V této ¢asti proto uvedeme nékteré vyznamné funkce.

Necht n je libovolné prirozené ¢islo. Funkei, kterd udava pocet vSech délitelt ¢isla
n, oznacujeme 7(n). Funkci, kterd udava soucet vSech délitelu ¢isla n, oznacu-

jeme o(n). Symbolicky zapsano:

7(n)={deN|0<d<n,d|n},

O'(TL):ZdZ', kde d; € {d; e N| 0 < d; <n,d;|n}.

Véta 2.4.1
Nechf n € Nan =pi -pi2.. ... p* je kanonicky rozklad cisla n. Pak
T(n) = (a1 +1)-(ag+1) ... (ap + 1),
(Pt = 1) - (pet = 1)L (pet — 1)
o(n) = . .
(p1—=1)-(p2—1)-...-(px — 1)
Diikaz. Kazdy délitel d cisla n lze zapsat ve tvaru d = plB1 . pfz Ce pf’“, kde

0 < fB; < ;. Pak lze napsat

on)= 3 PP =t A D) (L ) =
B1ye-5Bk
(portt — 1)+« (portt — 1)
=1 (=1

Cislo f3; lze vybrat pravé a; + 1 zptisoby. Tedy pocet viech délitelf &isla n je

(an+1)- ... (ap+1).
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Priklad 39
Urcete hodnoty 7(252) a 0(252).

Resend. Nejprve si ¢islo 252 rozlozime na prvoéisla
252 =2%.3%- 7.
Podle véty 2.4.1 vypocteme jednotlivé funkce
T(252) =(2+1)-(24+1)- (1 +1) =18,

(22-1)-(3—-1)-(7* = 1)

PEDECED N

o(252) =
0

Poznamka. Vsimnéme si, ze kazdé n € N méa aspon dva délitele, a to ¢isla 1 a n.

Proto vzdy plati nerovnost o(n) > n + 1.

Pomoci funkce o(n) lze ptirozend ¢isla roztiidit:
a) deficitni ¢isla - o(n) < 2n, piikladem jsou vSechna prvodisla,

b) abundantni c¢isla (nadbytecna cisla) - o(n) > 2n, ptikladem je ¢islo 975,

které je nejmensi liché abundantni ¢islo,

c) dokonald ¢isla (perfektni ¢&isla) - o(n) = 2n, ¢islo n je rovno souctu vSech

délitelt ¢isla n rtznych od n.

Dokonala ¢isla byla zkoumaéana jiz Pythagorejci, nejmensi dokonalé ¢islo je ¢islo 6.

Dodnes je znamo 48 dokonalych ¢isel. S dokonalymi ¢isly se poji nasledujici véta.

Véta 2.4.2 (Eulerova)

Sudé ¢islo n € N je dokonalé, praveé kdyz je ve tvaru
n=2"1.(2°-1),

kde 2° — 1 je Mersenneovo prvocislo.
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Dalsim typem prvocisel jsou napi. prvoéisla ve tvaru 22" + 1, které se nazyvaji
Fermatova prvocisla.

S dokonalymi ¢isly souvisi pojem spratelena cisla.

Definice 2.4.3
Necht a,b € N. Cisla a, b nazveme sprdtelend cisla, pokud je soucet délitelt

¢isla a i b roven a + b. Symbolicky zapsano:
o(a) =0o(b) =a+b.

Spratelena cisla znal jiz Pythagoras, konkrétné se jednalo o ¢isla 220 a 284. Tha-

bit3 vytvoriil vzorec pro generovani spidtelenych &sel, popsany v nasledujici vété.

Véta 2.4.4 (Thabitiv vzorec)
Pokudp=3-2"1—-1,¢g=3-2"—-1ar =9-22""1—1pron > 1 jsou

prvocisla, pak cisla 2" - p - ¢ a 2" - r jsou spratelena.

Dikaz vét (2.4.2, 2.4.4) 1ze najit napt. v [3].

Posledni uvedenou funkei z teorie ¢isel je nasledujici funkce m(n).

Necht n € N. Funkci, kterd udava pocet prvocisel mensich nebo rovnych nez

¢islo n, oznacujeme m(n). Symbolicky pak:

m(n)=H{p €N |0<p<mn,pjeprvocislo}|.

Hadamard* v roce 1896 dokazal nasledujici vétu uvedenou napi. v [8].

Véta 2.4.5 (zdkon asymptotického rozdéleni prvocisel)
Funkce w(x) a z/ln(z) jsou asymptoticky ekvivalentni, tzn., Ze limita

pro x — +o00o z podilu 7(z) a x/In(x) je rovna 1.

Poznamka. Uvedena véta 2.4.5 uvadi odhad pro pocet prvocisel mensich nebo

rovnych ¢islu n.

3Thabit (826 — 901) — arabsky matematik a astronom.
4Jacques Salomon Hadamard (1865 — 1963) — francouzsky matematik.
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Priklad 40

Odhadnéte pocet prvocisel mensich nebo rovno ¢islu 1024.

Reseni. Pomoci véty 2.4.5 vyuzijeme asymptotického odhadu funkéni hodnoty

7(1024) funkéni hodnotou 1024/In1024. Tedy 1024/In1024 = 148.

Zdver. Odhadovany pocet prvocisel mensich nebo rovno ¢islu 1024 je roven 148.

O
Navazujici tulohy.
Priklad 41
Urcete hodnoty 7(324) a 0(324). [15, 847]
Priklad 42
Rozhodnéte, zda je ¢islo 232 abundantni. [deficitni ¢islo]
Priklad 43
Odhadnéte pocet prvocisel mensich nebo rovno ¢islu 235. [43]
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3 Diofantovské rovnice

Recky matematik Diofantos zijici v 3. stoleti se zabyval fesenim rovnic, v nichz
pripoustél feseni pouze v oboru celych ¢isel. Na Diofantovu pocest se témto rov-
nicim ¥ika diofantovské (diofantické) rovnice. Vyuziti diofantovskych rovnic lze
nalézt napiiklad v radé praktickyjch tloh vedoucich k rovnicim, kde necelociselna

feSeni nemuseji mit vzdy konkrétni interpretaci.

3.1 Linearni diofantovské rovnice

Definice 3.1.1

Rovnice ve tvaru

a1r1 + asxs + ... + apx, = b,

kde z1,...,x, jsou nezndmé, ay,...,a,,b € 7Z a zaroven a; # 0 pro kazdé

i € {1,2,...,n}, se nazyva linedrni diofantovskd (diofantickd) rovnice.

Definici 3.1.1 1ze nalézt napi. v [10].

Umluva. Kvtli pfehlednosti budeme znaéit nezndmé ve tvaru z,y, 2, . . . namisto
Ty, Ta, X3, ...

Poznamka. Vsimnéme si, ze linearni diofantovské rovnice lze ekvivalentné prepsat
do tvaru kongruencnich rovnic 1. stupné popsané v ¢asti 1.3. Piikladem mtize byt
linearni diofantovska rovnice o dvou neznamych 2x + 5y = 6, kterou lze prepsat

do tvaru 2z =6 (mod 5).

Véta 3.1.2
Linearni diofantovska rovnice a;z1 + ... + a,x,, = b je Tesitelna, prave kdyz
D(ay,...,a,)|b. Navic feeni zavisi na n — 1 nezavislych celo¢iselnych paramet-

rech.

Diikaz véty 3.1.2 lze nalézt napf. v [8].
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Priklad 44

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 9z + 5y = 12.

Reseni. Nejprve ovéfime podle véty 3.1.2, zda dana diofantovska rovnice je fe-
Sitelnd. D(9,5) = 1 a 1|12, tedy danad diofantovskd rovnice ma FeSeni a bude
zaviset na jednom celociselném parametru. Dale si danou rovnici 9z + 5y = 12
prepiSeme do tvaru kongruenc¢ni rovnice 9z = 12 (mod 5), kterou fesime na za-

kladé poznatktl z ¢asti 1.3. Plati tak
9r =12 (mod 5),
92 =27 (mod 5),
r =3 (mod 5).

Ziskali jsme tak rovnost x = 3+5t, kde t € Z. Dosazenim = do rovnice 9x+5y = 12

dostavame
9(3 + 5t) + by = 12.
Upravou ziskdme vztah
y=—3-—09t
Zdvér. Reenim dané diofantovské rovnice jsou vsechny uspoifddané dvojice

(z,y) = (3+ 5t; —3 — 9t), kde t € Z. O

Priklad 45

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 2z + 4y + 7z = 6.

Reseni. Nejprve ovéifme podle véty 3.1.2, zda je dana diofantovska rovnice fe-
sitelnd. D(2,4,7) = 1 a 1|6, tedy danad diofantovskd rovnice ma feSeni a bude
zaviset na dvou celo¢iselnych parametrech. Déle si vSimnéme, ze D(2,4) = 2, tedy

7z =6 (mod 2). Tuto kongruené¢ni rovnici fesime na zékladé poznatkt z ¢asti 1.3



Ziskali jsme tak rovnost z = 0 + 2¢, kde t € Z. Dosazenim z do rovnice

2z 4+ 4y + 7z = 6 dostavame
2v + 4y + 14t = 6.

Déale si danou diofantovskou rovnici 2x + 4y + 14t = 6 prepiseme do tvaru
kongruencni rovnice 2z = 6 — 14t (mod 4), kterou fesime na zikladé poznatkii

7 Césti 1.3

2r =6 — 14t (mod 4),
r= 3—Tt (mod2).

Ziskali jsme tak rovnost x = 3 — 7t 4+ 2s, kde s € Z. Dosazenim = do rovnice

2x + 4y + 7z = 6 dostavame
2(3 — Tt +2s) + 4y + 14t = 6.

Upravou ziskdme vztah
Yy = —s.

Zdver. Resenim dané diofantovské rovnice jsou vSechny usporadané trojice cisel

(x,y,2) = (3 —Tt+2s;—s;2t), kde t, s € Z. ]

Priklad 46
Jakych celociselnych hodnot mohou nabyvat strany obdélniku o obvodu

12 cm?

Reseni. Zadani tohoto piikladu lze zapsat ve tvaru rovnice 2x + 2y = 12. Opét
ovéfime podle véty 3.1.2, zda je dané diofantovska rovnice fesitelna. D(2,2) = 2
a 2|12, tedy dand diofantovska rovnice ma feSeni a bude zaviset na jednom celo-
¢iselném parametru. Déale si danou diofantovskou rovnici 2x 4 2y = 12 prepiSeme
do tvaru kongruené¢ni rovnice 2z = 12 (mod 2). Ziskali jsme identickou rovnici,

ktera je podle malé Fermatovy véty (viz strana 34) splnéna pro kazdé z z plné
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soustavy zbytkid podle modulu 2. Tedy x = 0 + 2¢ nebo z = 1 + 2t, kde t € Z.

Méjme nejprve x = 0 + 2t. Dosazenim x do rovnice 2z 4 2y = 12 dostavame

4t + 2y = 12.
Upravou ziskadme vztah

y=6—2t.

Smysl dava pouze feseni, kde strany obdélniku jsou kladna cela cisla, proto ziska-
vame nerovnosti 2t > 0 a 6 —2¢ > 0. Z téchto dvou nerovnosti tipravou ziskavame
0 < t < 3. Strany obdélniku, za predpokladu, ze x = 0 + 2¢, kde t € Z, mohou
nabyvat hodnot ve tvaru uspofaddanych dvojic (x,y) € {(2;4), (4;2)}.
Nyni musime vytesit druhou moznost, tj. x = 1 + 2¢, kde ¢ € Z. Dosazenim =

do rovnice 2x + 2y = 12 dostavame
At + 2 4 2y = 12.
Upravou ziskdme vztah
y=95—2t.

Smysl dava pouze feseni, kde strany obdélniku jsou kladné celé ¢isla, proto ziska-
vame nerovnosti 1+ 2t > 0 a 5 —2t > 0. Z téchto dvou nerovnosti ipravou ziska-
vame —% <t< g Strany obdélniku, za predpokladu, ze x = 1+2t, kde t € Z, mo-
hou nabyvat hodnot ve tvaru usporadanych dvojic (z,y) € {(1;5), (3;3), (5;1)}.
Zaver. Strany x,y obdélniku mohou nabyvat hodnot ve tvaru usporadanych dvo-

jic (w,y) € {(1;5), (2;4), (3;3), (4;2), (5;1)}. [

Dalsi priklady.

Priklad 47
V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 3z + 4y = 5.

[(3+4t; —1 —3¢), t € 7]

Priklad 48
V oboru celych cisel feste diofantovskou rovnici 2x + 6y + 9z = 10.

[(b—9t+ 3s; —s; 2t), t,s € Z]
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Priklad 49

Jak je mozné zaplatit 27 K¢ pomoci minci v hodnoté 2 K¢ a 5 K¢é?

[(1;5), (6;3), (11;1)]

3.2 Diofantovské rovnice FfeSené pomoci nerovnosti

Zavérem této prace, ve které jsme se zabyvali délitelnosti v oboru celych ¢isel,
pridavam navic ¢ast, ktera nesouvisi s ¢iselnou délitelnosti. V predchozi ¢asti jsme

se zabyvali linedrnimi diofantovskjmi rovnicemi. OvSem nékdy je potieba TeSit i

vvvvvv

v jakychkoliv mocninach a na strané druhé se miize vyskytovat ¢islo celé ¢i vyraz
vytvofeny z uréitych neznamych. V této casti se zamérime na metodu reSeni

diofantovskych rovnic pomoci nerovnosti.

Priklad 50

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 422 + 5% = 64.

Resend. Vsimnéme si, ze pro libovolné y € Z plati y> > 0, proto musi libovolné

feSeni dané rovnice spliiovat
64 = 42 + 5y* > 4z*.

Z uvedené nerovnosti plyne 2?2 < 16. Tedy —4 < x < 4, proto z? bude jedno
z ¢isel 0,1,4,9,16. Postupnym dosazovanim jednotlivich hodnot z? do rovnice
422 + 5y* = 64 ziskdme

5y> =64 pro 22 = 0,

5y2 =60 pro 2= 1,

5y =48 pro z2 = 4

5y? =28 pro z2= 9,

59> = 0 pro z%=16.

Jelikoz hleddme y € Z, vyhovuje pouze moznost pro 22 = 16, kde y = 0 a x = +4.
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Zdaver. Resenim dané diofantovské rovnice je usporddand dvojice

(z,y) € {(=4;0), (4;0)}. 0

Priklad 51

V oboru prirozenych ¢isel feste diofantovskou rovnici x + y + z = 6zxyz.

Reseni. Vsimnéme si, ze nezndmé z,y, z jsou zastoupeny v dané diofantovské

rovnici symetricky, tudiz miizeme predpokladat = < y < z. Pak lze zapsat
bryz = v +y+ 2 < 3z.

Z uvedené nerovnosti plyne zy < % Pro soucin dvou libovolnych pfirozenych
¢isel obecné plati nerovnost xy > 1. Z této nerovnosti plyne, ze nerovnost xy < %

nemiize byt splnéna pro jakoukoliv dvojici pfirozenych cisel x,y.

Zdver. Dana diofantovska rovnice nemé feseni v oboru prirozenych ¢isel. [

Piiklad 52 (viz napi. v [10])

V oboru celych &sel feste diofantovskou rovnici 22 + zy + y? = x%y>.
Reseni. V&imnéme si, Ze nezndmé z, y jsou zastoupeny v dané diofantovské rov-
nici symetricky, tudiz mtzeme predpokladat 2 < y? a tudiz plati xy < y?. Nyni
lze zapsat

222 = 22 4 ay + 42 < 3y
Z uvedené nerovnosti plyne, ze bud y = 0 nebo 22 < 3. Tedy musime rozebrat
jednotlivé piipady. Pokud y = 0, pak po dosazeni do 22 + zy + y? = 2%y?, x = 0.
Pokud z? < 3, pak postupnym dosazovanim jednotlivych hodnot 22 do rovnice
22 + xy +y? = 2%y? ziskdme
y= 0 pro x= 0,
y=—1 pro x = 1,

y = 1 pro x=—1.

Zdvér. Resenim dané diofantovské rovnice je uspofadand  dvojice
(z,y) € {(0;0), (=1;1), (1; =1)}. O
47



Dalsi priklady.

Priklad 53

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 52 + 3% = 82. 0]

Priklad 54 (viz napt. v [10])
V oboru pfirozenych ¢isel feste diofantovskou rovnici x + y + z = zyz.

[(152;3), (1;352), (2;1;3), (2;3;1), (3;152), (3;2;1)]

Priklad 55

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici 22 + zy + y* = 3z%y%

[(0;0), (1;1), (—=1;-1)]
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ZAavér

V bakalarské praci jsou shrnuty zakladni poznatky o délitelnosti v oboru ce-
lych ¢isel. Zavedli jsme pojem c¢iselné kongruence, na zakladé néhoz jsme objasnili
kritéria délitelnosti ¢isly 3, 4, 7, 11 a 13. Déle jsou zde popsany kongruencni rov-
nice 1. stupné a jejich soustavy.

Ve druhé kapitole zabyvajici se Ciselnymi funkcemi jsme zavedli Eulerovu
funkci, kterd méa zasadni vyznam pfi feSeni kongruenc¢nich rovnic. Zkoumali jsme
zde také pojmy dokonala a spratelena cisla.

Treti kapitola byla vénovana diofantovskym rovnicim a jejich feSenim. Zna-
losti diofantovskych rovnic zak stfedni skoly ziska zptisobilost k feSeni stiedo-
skolskych tloh jinou a jisté netradi¢ni cestou.

Cela bakalarska prace je koncipovana tak, aby ji zvladl zak stredni skoly a
mohl vyuzit ziskané znalosti z této prace pii feSeni typovych (i jinych) aloh uve-
denych na konci kazdé kapitoly. Ve stfedoskolské matematice se sice pojem ¢iselna
kongruence, jenz je stézejni pro celou bakalaiskou praci, bézné nevyskytuje, avsak
znalost uvedeného pojmu zaka stfedni skoly velmi obohacuje a umoznuje mu resit

fadu stiedoskolskych tloh s hlubsim porozuménim a ¢asto také mnohem rychleji.
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