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ABSTRAKT

Prace se zabyva statistickou pevnosti konstrukce z kvazikiehkého materialu, konkrétné
z betonu. Zvlastni pozornost je vénovana vlivu velikosti konstrukce na pevnost a na cely
proces porusovani materidlu v pribéhu zatéZzovani. Mechanika téchto procesii je modelo-
vana s pouzitim diskrétnich model(i a tyto modely jsou uvazovany i v pravdépodobnostni
varianté s prostorové proménlivymi materidlovymi parametry. Prostorova variabilita je
pak modelovana pomoci nahodnych poli. Prace objasnuje vliv rozptyleného poskozeni
v objemu konstrukce pred dosazenim maximalniho zatizeni na dalSi priibéh disipativnich
procesil, zejména na tvar lomové procesni zény a nasledné na jeji interakci s nahodnou
proménlivosti parametri materidlu u excentricky tazenych téles tvaru psi kosti. Kromé
nastrojli stochastické pocitaCové lomové mechaniky je predstaven i analyticky model
zalozeny na prlimérovani a nasledné analyze minima ndhodného pole.

KLICOVA SLOVA

diskrétni modelovani, stochastické modelovani, vliv velikosti, kvazikiehké materialy, po-
rusovani betonu, lomova procesni zéna, nahodné pole

ABSTRACT

The work focuses on the statistical strength of structures made of quasi-brittle ma-
terials, specifically concrete. Special attention is paid to the influence of the size of
the structure on strength and on the entire process of material failure during loading.
The mechanics of these processes are modeled using discrete models, and these models
are also considered in a probabilistic variant with spatially variable material parameters.
Spatial variability is then modeled using random fields. The work clarifies the effect of
diffuse damage in the volume of the structure before reaching the maximum load on the
further course of dissipative processes, especially on the shape of the fracture process
zone and subsequently on its interaction with the random variability of material parame-
ters in eccentrically drawn dogbone-shaped bodies. In addition to the tools of stochastic
computer fracture mechanics, an analytical model based on averaging and subsequent
analysis of the minimum of the random field is presented.

KEYWORDS

discrete modeling, stochastic modeling, size effect, quasi-brittle materials, damage of
concrete structures, fracture process zone, random field
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1 Uvod

Pti navrhu a posouzeni stavebnich konstrukei do vypoctu vzdy vstupuji vlastnosti
pouzitého materidlu, zejména jejich tahova, tlakova a smykova pevnost a jejich defor-
macni charakteristiky. Mechanicka odezva skutecnych materialt je prilis komplexni
na to, abychom jejich chovani popisovali exaktné, proto se vyuziva empirickych zkou-
sek, standardizovanych zkusSebnich téles. Protoze vsak maji skute¢né konstrukce né-
kolikanasobné vétsi rozmeéry, nez jsou rozmeéry zkuSebnich téles, je nutné rozumeét
tomu, jak se chovani materialu v konstrukci, vzhledem k jeji velikosti méni. Tento
jev je znamy jako vliv velikosti a u heterogennich kvazikiehkych materialt, jako
jsou napriklad betony a nékteré geomaterialy, se jim jiz nékolik dekad zabyva rada
autort, a to jak jeho energetickymi, tak i statistickymi zdroji.

S rostouci komplexnosti vypocetnich metod roste i schopnost témto komplikova-
nym jeviim porozumét. Ukazuje se, ze jsou pro popis velikostnich vlivi konstrukei
z betonu zvlasté vhodné diskrétni modely zachycujici heterogenni charakter mate-
ridlu, opatiené ndhodnym polem materidlovych parametri. V ramci autorovy ba-
kalafské préce [1] byly proto pouzity stochastické diskrétni modely pro modelovani
téles z prostého betonu tvaru kosti (v anglické literature Dogbone) ruznych veli-
kosti, zatizenych excentrickym tahem, podle experimentalnich zkousek provedenych
v ramci dizertacni prace van Vliet [2].

Cilem predlozené prace je na préci [1] navazat a zamérit se na diléi problémy,
se kterymi se prace potykala. Zamérime se na vliv rozptylenych poruch vznikajicich
pred dosazenim maximalniho zatizeni, ukédzeme si, jak problém vznika, a jaky ma
dopad na pevnosti modelovanych téles. Dale se zamérime na vliv velikosti télesa na
tvar a velikost lomové procesni zény v betonu. PopiSeme si zptisob méreni lomové
procesni zony u diskrétnich modelt a vysledky vyhodnotime.

Vliv velikosti na tvar lomové procesni zony v betonu méa dilezity vyznam pti
modelovani statistického vlivu velikosti. V rdmci publikace Vorechovsky; Elias [3]
je predstaveny analyticky model pro interakci ndhodného pole s lomovou procesni
zonou. V ramci predlozené préace je analyticky model struéné popsan a aplikovan
pro vliv velikosti s ménici se procesni zoénou, vysledky jsou porovnany s vysledky
stochastickych diskrétnich modelt.
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2 Cile

o Predstaveni stochastickych diskrétnich model
+ Reseni vybranych problémi pii modelovani vlivu velikosti:
— Vliv rozptyleného poskozeni na proces zatézovani kritického prirezu
— Vliv velikosti na lomovou procesni zénu
— Interakce lomové procesni zony s polem nadhodnych materidlovych para-
metra

o Predstaveni analytickych modelii pro modelovani vlivu velikosti

11



3 Stochastické diskrétni modely

Nejprve si priblizme zakladni koncept stochastickych diskrétnich modeli pouziva-
nych v predlozené préaci. Diskrétnimi modely je v nasem kontextu myslena rodina
vypocetnich metod v zédkladé stojici na metodé konecnych prvki, kde vsak:

1. Vyslednd pole posunt nejsou spojita

2. Napéti a deformace jsou vyjadreny vektorove
Diskrétni modely se déli na sitové modely (tvofené prutovymi vazbami) a ¢asticové
modely (kde volné ¢astice reprezentuji chovani nekoheznich materidli). Stochastic-
kymi modely pak myslime spojité, nebo diskrétni modely, kde jsou parametry popi-
sujici chovani materialu prostorové nahodné proménlivé. V kapitole si predstavime
sitové diskrétni mezo - iroviiové modely, opatiené izotropnim ndhodnym polem ma-
teridlovych parametri. Modely bez ndhodného pole budeme oznacovat jako modely

deterministické, i pres to, ze usporadani pruti urc¢itou nahodilost nese.

3.1 Mezo - uroviové diskrétni modely

Sifové diskrétni modely, pouzité v predkladané praci pro modelovani téles z prostého
betonu, jsou tvoreny pruty reprezentujicimi ve své podstaté koneéné prvky. Pruty
mohou reprezentovat strukturu samotného kameniva, vypliovou matrici a rozhrani
mezi kamenivem, nebo mohou slouzit pouze jako diskretiza¢ni nastroj pro konti-
nuum, aniz by existoval vztah mezi rozmérem prutu a skutecnou vnitini strukturou
modelovaného materidlu. V predkladané préaci vyuzivame typ mezo-iroviiovych dis-
krétnich modeli, kde velikost prutu odpovida velikosti téch zrn kameniva, které
jsou vétsi nez ndmi stanovena hranice. Mezi velkymi zrny jsou malé zrna a rozhrani
mezi zrny a matrici (interfacial transitional zone, ITZ), kterd maji jinou porozitu,
a tedy i vyznamné rozdilné vlastnosti od bézné matrice (vyplnového materialu).
Kromé vysokopevnostnich betonti se trhliny nejéastéji propaguji skrze I'TZ. U vyso-
kopevnostnich betont 1ze pozorovat i rozlomeni kamenti, u béznych betoni dochazi
k propojeni sité trhlin, ktera vznika pravé na rozhrani zrn a cementové matrice.
Na feseni tloh linearni pruznosti se idealné hodi spojité modely. Diskrétni mo-
dely maji s vystizenim hladkych elastickych poli potize, nebot z podstaty nejsou
vypoctena pole diferencovatelna (displacement jumps). Lze ale Tici, ze v okamziku,
kdy dochéazi k rozvoji poskozeni, zacnou byt diskrétni modely vhodnéjsi. Spojité
modely maji znacné potize s modelovanim prechodu od rozptyleného charakteru
poskozeni do vzniku lokalizované trhliny a nejsou obecné schopny vérné reflektovat
vliv neusporadané vnitini struktury. Zavadéni heterogenity do spojitych modelt s ci-

lem narusit vnitini symetrie (napt za pomoci organického tvaru déleni na konecéné

12



(a) Generovéni s kfivkou zrnitosti (b) Zjednodusené generovani pomoci

minDist

Obr. 3.1: Zrna kameniva diskrétniho modelu vygenerovana generatory preprocesoru

OAS

prvky) nebo zavedeni ndhodné proménlivosti materidlovych parametri [4] muze po-
moci iniciovat nelinedrni procesy a ¢astecné napodobit rozptyl v lokalni i globédlni
odezvé na mechanické namahani. Mnohem elegantnéjsi je ale reflektovat neuspo-
radanou vnitini strukturu rovnou v geometrii modelu. V betonu je nejvyraznéjsi
méritko heterogenity na trovni rozliseni jednotlivych velkych zrn (mesoscale).

U heterogennich materialii, jako je naptiklad beton, nebo nékteré geomateri-
aly, jsou mechanické vlastnosti vyrazné ovlivnény ¢asticovym usporadanim. Jejich
vnitini struktura do zna¢né miry diktuje posloupnost disipativnich jevi v materidlu
a souvisejici redistribuci napéti.

Nami pouzité mezo-tiroviiové modely nejsou schopny rozlisit jednotlivé para-
lelni trhliny mezi velkymi zrny. VSechny elastické i disipativni procesy jsou shrnuty
a vyjadreny konstitutivnimi zakony mezi parem sousedicich zrn, jejichz tézisté jsou
explicitné reprezentovany. Je tedy zapotrebi stanovit mez velikosti zrn, pod kterou
uz geometrie nebude explicitné vystizena a materidlové chovani pod touto trovni
vtelit do konstitutivniho zdkona vazeb mezi modelovanymi zrny. Pozorovani za po-
moci akustické emise dokazuje, ze k poskozovani vazeb dochazi v redlném betonu jiz
po relativné nizké trovni primérného napéti a zdroje signalu akustické emise jsou
rozptyleny prakticky v celém objemu téles, ve kterych je nenulové primérné na-
péti. Toto diftizni rozrusovani materidlu diskrétni modely vystihuji zcela ptirozené
a necini jim potize i prechod k lokalizovanym deformacim s nartstem poskozeni v tiz-

kych pasech vnimanych jako izolované makro-trhliny. Je to pravé popsana schopnost
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modelu popsat jednotnym pristupem prechod od rozptyleného poskozeni k lokali-
zaci deformace, ktera ¢ini pouzitou tridu diskrétnich modelt idealni pro studium
jevi s objemy presahujicimi malé uskupeni zrn az po konstrukce velikosti priblizné
jednotky metrii. Vétsi konstrukce nejsou s takto detailnim modelem tesitelné kvili
prilis velkym pamétovym narokiim a narokiim na mnozstvi aritmetickych operaci

pfi feseni rovnic rovnovdhy (maticové vypocty).

3.2 Geometrie

Diskrétni modely jsou tvoreny generovanymi body, jejichz spojnice tvori stifednice
pruti. Na obrazku 3.1, varianta a), vidime zrna generovana podle krivky zrnitosti
s nastavenym minimalnim (dp;,) a maximalnim (dp,y) prumérem kruznice, ktera
reprezentuje velikost zrna. Zrna o priméru d < dp;, a objem, zabrany cementem
a vodou je reprezentovan volnym prostorem mezi generovanymi zrny. Na obrazku
3.1, varianta b), vidime zjednodusenou strukturu, kde maji vSechna zrna velikost
minDist. Tento zjednoduseny pristup umoznuje jednoduchou implementaci efektiv-
néjsich algoritmii pro kontrolu prekryvani zrn, jako je napriklad k-d tree algoritmus.
Prostor s takto vygenerovanymi stredy zrn se rozdéli vhodnou tesalaci. Na obrazku
3.2 vlevo vidime nadmi pouzitou voroného tesalaci, ktera protind kazdy prut v polo-
viné jeho délky. Tento pristup mizeme pouzit u obou variant generovani zrn z ob-
razku 3.1. Krom voroného tesalace lze uzivat komplexnéjsi pristupy, jako je power
tesalace, (zndma téz jako Laguerreho teselace [5]), nebo LDPM tesalace [6]. Obé pfi-
zpusobuji tesalaci v okoli zrna podle jeho velikosti, tudiz jsou vhodné pro generovani
zrn podle varianty a).

Na obrazku 3.2 vpravo vidime vynaty prut reprezentujici vazbu mezi dvéma
zrny a zatizeny silovymi a deformacénimi tcinky. Sténa voroného tesalace, kterd
prut v poloviné protind, tvoii jednou svoji plochou (v roviné délkou) A prifezovou
plochu diskrétniho prutu a také tvori stykovou plochu, na které jsou definovany
konstitutivni vztahy mezi napétovymi a deformac¢nimi vektory s a e. Veskeré drobné
kamenivo, mezi zrny ¢ a j, zndzornéné na obrazku 3.2, které je mensi nez minDist,
respektive dy;, je reprezentovano konstitutivnimi vztahy na stykové plose A. Pro
presnéjsi zachyceni mechanické odezvy téchto jemnych ¢astic vyuzivame nahodilost

materidlovych parametri vysvétlenou v kapitole 3.4.
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Obr. 3.2: Vlevo: rozdéleni prostoru se stredy zrn voroného tesalaci, vpravo: silové

a deformacni pusobeni na diskrétni prut

3.3 Mechanika diskrétnich modela

3.3.1 Rovnice rovnovahy

Nejdrive si predstavme dva sousedici body spojené prutem diskrétniho modelu s in-
dexy i a j. Protoze budeme pracovat v roving, kazdy z bod ma tfi stupné volnosti.
Dva posuny u,, u, a rotaci ¢. Na kazdy z bodl ptsobi ac¢inky vnéjsiho zatizeni vy-
volané prilehlymi pruty, konkrétné sily F,, Fy a otacivy moment M. Témto vnéjsim
ucinkim, které mizeme zapsat jako vektor Fg,, vzdoruji i¢inky vyvolané piisobenim

samotného prutu F§ . Jestlize neuvazujeme dynamické auc¢inky, musi platit rovno-

vaha
Fe,ext = Fe,int (31)
Fe,int - Ke(ue> U, (32)
kde
Fe,ext = {E,x Fi,y F}',z F}',y Mz Mj}T (33)
W= {uip Wy we wy o @) (3.4)

a K.(u.) je matice tuhosti prutu s indexem e. VSimnéme si, ze je K, funkci posunt
u.. To je zpiisobeno geometrickou, ale predevsim materialovou nelinearitou, kterou si

popiseme v sekci 3.3.2. Dale sestavime globalni matici tuhosti a sestavime podminku
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€eq = €1 €eq = €2

Obr. 3.3: Princip redukce modulu pruznosti parametrem poskozeni

rovnovahy pro cely systém diskrétniho modelu
K(u) =) K.(u.) (3.5)
e=1

Feo = K(u) u (3.6)

k
Fext

= K(ug) ug (3.7)

kde rovnice (3.6) tvoif soustavu nelinedrnich rovnic. Regi¢ OAS rozdéli tilohu na ko-
neény pocet kroku k a soustavu (3.7) fesi pomoci iteraéni metody Newton-Raphson.
Ta tlohu (3.7) prevede na N linedrnich rovnic, kde N je pocet iteraci. Na kazdou

z N linearnich rovnic fesi¢ vyuziva metodu konjugovangch gradienti.

3.3.2 Konstitutivni zakon

Nyni se zamérime na samotny prut spojujici body i a j, od jehoz chovani se odviji
matice prutu K.. Prut si mizeme predstavit jako tuhy, rozdéleny v poloviné sténou

tesalacni bunky. Tato stykova plocha mi velikost A. a urcuje prirezovou plochu
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prutu. Vzajemny posun bodi 7 a j se na stykové plose projevi jako deformace
1
e = [u —w+ Clei, ¢;)] (3.8)
Lo = 1% — I (3.9

kde e znaci deformacni vektor a C(yp;, ;) prirtstek pootocenim ¢;, ;. Délka prutu
le je ddna vztahem (3.9) a ||.||2 zna¢i Euklidovskou normu (standardni metrika dru-
hého fadu). Rovnice (3.8) tak tvori geometricko - deformacni zdkon zvoleného mo-
delu. VSimnéme si, ze u diskrétnich modeli je deformace popsana jednoduse jako
vektor e a nikoli jako tenzor, jak je tomu u spojitych modelti. Pisobeni vektoru e
se na stykové plose A, projevi vektorem napéti s. Vztah mezi napétim a deformaci
popisuje takzvany konstitutivni zakon, ktery si zde pro diskrétni modely strucéné
popiseme.

U vektorového popisu miizeme konstitutivni zakon vyjadrit jednoduse jako

s = {Z]LV} - B, (1) 2] {Z} (3.10)

kde indexy N a L zna¢i norméalovy a smykovy smér na stykové plose A., Ey znaci

(07

]e:(l—d)Eo

materidlovy parametr modulu pruznosti a o pomér moduld pruznosti

En
= — 3.11
o= (3.11)
l—«
- 3.12
Y= i (3.12)

kde En = FEy znacni normalovy a Er smykovy modul pruznosti. Parametr « tedy
urcuje jakysi lokalni parametr priéné kontrakce a lze jej prevést na makroskopicky
poissonuv soucinitel vztahem (3.12).

Parametr d € (0,1) v konstitutivnim vztahu (3.10) je parametr poskozeni. Pti
zatézovani konstrukce z kvazikiehkého materialu dojde v nékterych lokdalnich bo-
dech k prekroc¢eni maximélni pevnosti a ke vzniku mikrotrhlin. Materidl v misté
mikrotrhlin nepfenasi napéti a musi tedy dojit k redistribuci napéti do okolnich va-
zeb. Protoze se na prenosu podili prirezova plocha zmensené o plochu mikrotrhliny,
dojde k redukci tuhosti a také pevnosti, kterou miize poskozeny priitez prenést.

Vyznam parametru poskozeni si vysvétlime na jednoduchém schématu 3.3. Na
obrazku muzeme vidét stykovou oblast zatizenou z obou stran normalovym napétim
sy. Predstavme si, ze je stykova oblast o prurezu A tvorena N podoblastmi s pru-
fezovou plochou A;. Situace je vyobrazena v kroku k a kroku k + 1. V kroku & je
prifezova plocha rovna vychozi plose A = Ay. Mezi krokem k a k + 1 vsSak dojde

k poruseni nékterého z prirezu A;. Stykova plocha v kroku k£ + 1 se tedy zméni

N-—1
A=Y 4 (3.13)
=1
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Parametr poskozeni d vyjadiime jako podil zménéné plochy viici plose ptivodni a po-
uzijeme pro redukci modulu pruznosti:

A
-4 (3.14)
Es=(1-d)E, (3.15)

Vyvoj parametru d lze v riznych aplikacich definovat rizné. V ramci prace vyu-
zivame material Confinement shear lattice, zkracené CSL, popsany v ¢lanku Elias;

Vorechovsky [7]. V' CSL materidlu je parametr poskozeni d definovany jako funkce

S
d=1-—4 3.16
Foee, (3.16)

kde e, reprezentuje vyslednici pietvoreni plisobici na stykovou plochu:

€cq = \/ €& + €l (3.17)

Clen E, €cq v rovnici (3.17) tedy reprezentuje napéti, kterého by bylo dosazeno
u c¢isté linearniho materidlu. Timto myslenym napétim podélime skuteéné napéti
v poskozeném materidlu, oznacované jako ekvivalentni napeti seq. Zavislost seq a €q
je podle clanku zajisténa jako minimum z hodnot podle ¢lanku Cusatis; Pelessone;
Mencarelli [6]:

(1 - dprev) EOeeq

oo (v )

Horni vyraz zajistuje linearni zavislost seq(€eq) pred dosazenim maximalniho zati-

Seq = Min

(3.18)

zeni a také linearni zavislost poskozeného materidlu pii odtézovani. Parametr dpyey
reprezentuje poskozeni z predchoziho kroku. Spodni vyraz rovnice (3.18) zajistuje
exponencialni zmékéeni po prekroceni maximalniho zatiZeni, kde foq znaci ekviva-
lentni pevnost, urcujici hranici maximalni pevnosti, S je pocatecni smérnice sestupné

vétve diagramu a y charakterizuje historii dosazeného pretvoreni

X = \/max(e?\,) + amax(e3;) (3.19)

kde max(e%) a max(e%;) jsou maximdlni velikosti slozek pretvoreni, kterych bylo
v minulosti zatézovinim dosazeno. Pocatecni smérnice S se skladd z normalové

a smykové smérnice, které ridi duktilitu materidlu jak v normélovém, tak smykovém
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A Ks=0 Seq )
fo s f 1
eq :
ft //O(EO 54 K
Kt///1 S2
E
O/ E 1 I_:d
17 1
s
s
en,er & €2 eeqr
(a) Plné: zavislost sy(en) pii w = 7/2, (b) Zavislost Seq(€eq), Cetné odtizeni
Céarkované: zavislost st (er) pii w = 0,
Obr. 3.4: Konstitutivni zakon pouzitého diskrétniho modelu
smeéru:
w—m/2\" In (Sx/ (Sny = Sr))
S=-Sy|1—|——F kd = 3.20
N l <w0—77/2>t] ¢ In (1 — 2wy/m) (8:20)
Y 2EGy - fAL |
18aEy f2,
Sr aEoli (3.22)

T 32aE,G; — 9/21,

Kde Sy a St jsou norméalové a smykové smérnice a G je materidlovy parametr
lomové energie, reprezentujici mnoZstvi energie potiebné k vytvoreni povrchu 1 m?
trhliny v materidlu. Timto parametrem fidime houzevnatost materialu. Spodni vy-
raz konstitutivniho zékona (3.18) ¥idi clen <X - %(‘)‘>, ktery reprezentuje maximalni
pretvoreni nelinedrni ¢asti pracovniho diagramu. Je duilezité, aby pouzity model re-
flektoval, Ze se pevnost materidlu v normalovém N a smykovém M sméru lisi. Ekvi-

valentni pevnost feq je tedy funkei thlu mezi smykovou a normdalovou deformacni

slozkou:
fu= 8 ziifoiilifjf()s“””“* (3.23)
ra = ful i (3:24)

Kde materidlové charakteristiky f; a fs = 3 f; jsou lokalni tahova a smykova pevnost
prutu. Pracovni diagram jak smykového tak norméalového ptisobeni diskrétniho prutu
vidime na obrazku 3.4.
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3.4 Stochasticky model

Zatim jsme pozornost zamérili na diskrétni modely s konstantnimi materidlovymi
parametry. Hlavni limitace zminénych modeld spoc¢iva v tom, Zze s mnozstvim vyge-
nerovanych zrn vyrazné roste vypocetni doba, a je tedy nutné zavést hranici mi-
nimalni velikosti zrna, kterou bude model reprezentovat (v nasem piipadé tedy
minDist = 6 mm). Z toho duvodu do modeli zavadime dodatetnou promeénlivost
materidlovych parametri, ¢imz reprezentujeme nahodné uspotradani zrn o prameéru
d < minDist. V bakalaiské praci [1] je tedy krom diskrétnich modeltu s konstant-
nimi materidlovymi parametry predstavena i série modeltt AR-FE. Geometrie mo-
delti je totozna s modely série A,—F,, avSak materidlové parametry f; a G jsou
funkei normélné rozdéleného nahodného pole H(x). Vhledem k tomu, ze ndhodné
pole ma stejnou stredni hodnotu parametru, jako je jeji deterministickd hodnota,
jediny volny parametr pole je smérodatna odchylka d, a autokorelacni funkce. Au-
tokorelacni funkci volime v jednotném predepsaném tvaru (C¢tvercova exponencidlni
funkce) a k jeji iplné definici tedy postaci jediny parametr: autokorelacni délka [,.
P1i uvedené volbé popisu prostorové variability mame k dispozici pouze dva para-
metry: rozptyl d,% a autokorela¢n{ délku ,. Pomoci ndhodného pole H(x) je mozno
reprezentovat i nehomogenitu betonové smeési zpusobenou konkrétnim hutnénim,
nerovnomérnou hydrataci, smrstovanim atd. Pouzity Tesi¢ zustava totozny jako pri
vypoctech s predchozimi sériemi. Dalsi podrobnosti o aplikaci nahodného pole jsou
uvedeny v ramci zminéné bakalarské prace [1] nebo v ¢lancich [4, §].

Ukazme si zdkladni vlastnosti staciondrniho normélntho ndhodného pole H (x).
hustotu norméalniho rozdéleni v libovolném bodé jednoznacéné popisuje dvojice pa-
rametri: stfedni hodnota a rozptyl. Sdruzenou hustotu norméalné rozdéleného pole
pak staci popsat pomoci autokorelace, tedy korelaci (nebo obecné kovarianci) mezi
kazdym parem dvou diskretizacnich bodu resené domény.

Materialové parametry diskrétniho prutu jsou v pouzitém modelu uvazovany

nasledujicimi funkcemi vychozich materialovych parametri fy, Gy a ndhodného pole
H(x) [7]

fi(x) = fo H(x) (3.25)
Gi(x) = Gy H(x)? (3.26)

Vychozi materidlové parametry fy, Gy hraji tilohu stfednich hodnot nahodnych poli
fi(x) a Gi(x). Protoze jako stfedni hodnotu pole H(x) volime pj, = 1, smérodatna
odchylka plné urcéuje normalni rozdéleni nahodné veliciny X; na libovolné souradnici

x; nahodného pole H (x). Korelaci mezi nahodnou veli¢inou X; v bodé x; a ndhodnou
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veli¢inou X; v bodé x; mizeme vyjadiit Pearsonovym korelacnim koeficientem
COV(X;, X;)

X, X)) = —n 3.27
kde COV (X;, X;) je kovariance mezi veli¢inou X; a X; a dj jsou k nim piislusné smeé-
rodatné odchylky. Tento korelacni vztah 1ze poté predepsat jako funkci vzdalenosti
bodi x;, x; a autokorela¢ni délky

p(xi,xi,1,) = p(T,1,) = exp [— (W) ] = exp [— (lhl-”n) ] (3.28)

kde ||.||, je Euklidovskd norma n-té dimenze a T je vektor mezi souradnicemi x;
a x;. Pfedstavena autokorelacni funkce vede na stacionarni ndhodné pole vzhledem
ke korelaci, a toto pole je diferencovatelné, nebot prvni derivace zvolené ¢tvercove
exponencialni autokorela¢ni funkce je pro nulovou vzdalenost rovna nule.

Nahodné pole H(x) s takto predepsanou autokorela¢ni funkei p(7,1,) lze tedy
plné definovat smérodatnou odchylkou d;, a autokorelacni délkou [,.

Pokud je autokorela¢ni délka zvolena jako nekonecnd, jsou jednotlivé realizace
nahodnych poli f;(x) a Gi(x) konstantni funkce po celém objemu Feseného télesa.
To ovSem neznamend, ze parametry vazeb mezi pary zrn maji stejné vlastnosti.
Uvedena ndhodné pole vstupuji jako hodnoty, ze kterych jsou pak parametry vazeb
vypocteny navic s ohledem na lokalni geometrii prutt a styénych ploch [7]. Také
je nutno zminit, ze z parametri f;(x) a G4(x) urcenych pro normalovy smér jsou
lokalné prepocteny navic i parametry smykové. Ty tim padem rovnéz tvori obecné
nahodna pole, ale jejich fluktuace neni nezavisla od prostorové promeénlivych poli

fi(x) a Gi(x), ale je mezi funkéni zavislost, vice viz [7] nebo sekce 3.3.2.
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4 Oblast rozptyleného poskozeni

V rdamci bakalarské prace autora [1] byla modelovdna télesa podle experimentédlni
zkousky vlivu velikosti v rdmeci diserta¢ni prace van Vliet [2] a navazujictho ¢lanku
van Vliet; van Mier [9], a to jak s konstantnimi materialovymi parametry, tak s na-
hodnym polem prestavenym napiiklad v sekci 3.4. Modely s konstantnimi materialo-
vymi parametry nyni vyuzijeme pro studium vzniku plosné rozptyleného poskozeni
a jeho vyznam pri modelovani vlivu velikosti. V kapitole si nejdrive experimentalni
zkousky a pouzité diskrétni modely tvaru kosti ptriblizime a poté se budeme vénovat

oblasti rozptylenych poruch.

4.1 Diskrétni modelovani vlivu velikosti

D
025D
[} 02D |p
N r
A
J 025D
L 100 mm

Type A B C D E F
D(mm) 50 100 200 400 800 1600
r(mm) 36.25 725 145 290 580 1160

Obr. 4.1: Schéma téles tvaru kosti z ¢lanku [9]

Prace [2, 9] se zabyvaji experimentalnim zkoumanim vlivu velikosti za pomoci ge-
ometricky podobnych zkuSebnich téles z betonu s pomérem 1:32 mezi nejvétsim
a nejmensim télesem. Geometrickd podobnost se tyka pouze dvou skalovanych roz-
meért, nebot tloustka téles 100 mm byla pro vsSechna télesa shodna, viz obr. 4.1.
Autori experimentu zvolili télesa tvaru kosti, kterd byla zatizena mirné excentric-
kym tahem skrze volné rotujici horni a dolni povrchy. Télesa jsou uprostied vysky
plynule zuzZena, aby byla vylouc¢ena napéfova porucha v blizkosti podpor. Drobnou
excentricitou je do nosniku vnesen maly ohybovy moment, ktery zaruci, Ze k poruseni

dojde vzdy na jedné strané zkouseného télesa (excentrické zatizeni mizeme vidét na

22



obrézku 4.7). Télesa jsou znacena podle velikosti pismeny A-F. Velikost téles autori
vyjadiuji charakteristickym rozmérem D, ktery se pohybuje od D = 50 mm (téleso
A) po velikost D = 1600 mm (téleso F). Série experimentalnich téles je zndzornéna
na obrazku 4.1. Pro vyjadreni pevnosti zkousenych téles autori definuji velic¢iny no-
mindlni napéti jako

F

kde F' je sila namérené pii zatézovaci zkousce a Ay je puvodni nezdeformovand
prufezova plocha v poloviné vysky nosniku. Maximalni nominélni napéti, které mize
téleso prenést, oznacujeme jako nomindlni pevnost fx.

Télesa byla v ramci autorovy bakalarské prace [1] modelovana v nékolika varian-
tach, odlisujicimi se patficnymi indexy. Uvazujme tedy nasledujici série rovinnych
modelt:

o Aann

— nahodné usporadani zrn po celé plose modelu
— CSL material s konstantnimi parametry po celé plose modeli
Anb—Fup

— nahodné usporadani zrn po celé plose model

— CSL material s konstantnimi parametry pouze v kritickém prifezu
o AsF;
— v poloviné vysky modeli fada rovnobéznych svislych pruti
— CSL material s konstantnimi parametry po celé plose modelu
Ap—F,

— v poloviné vysky modeli fada rovnobéznych svislych prutt

— CSL material s konstantnimi parametry pouze v kritickém prifezu pruti
AR_FR

— nahodné usporadani zrn po celé plose modela

— CSL material s ndhodnym polem materidlovych parametru (viz kapitola
6)
Priklady jednotlivych sérii lze vidét na obrazku 4.2.

V bakalarské praci [1] byly predstaveny vysledky vypoctu série deterministic-
kych diskrétnich modeli (bez ndhodného pole) A,—F,. Materidlové parametry byly
naladény na: f; = 3.27 MPa, G; = 100 J/m?, Ey = Ey = 55 MPa, a = 0.3. Smykové
parametry fs, G, Es jsou na tahové parametry navazany (viz sekce 3.3.2).

Jednim z problémt, na ktery uvedena prace poukazala, je nesoulad mezi vysledky
deterministickych vypoctl provedenych pomoci metod nelinearni vypoctovou me-
chanikou kontinua v systému ATENA a vysledky obdrzenymi pomoci zde studova-

ného diskrétniho modelu. Oba modely vyuzivaji podobného konstitutivniho modelu,
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Obr. 4.3: Zavislost fx(D) vybranych sérii diskrétnich modelu

ktery je zalozen na mechanice poskozeni. Vysledky obdrzené s ATENA [4] vykazuji
mnohem silnéjsi zavislost pevnosti na velikosti (deterministicky /energeticky vliv ve-
likosti). Naproti tomu vysledky obdrzené s diskrétnim modelem vykazuji energeticky
vliv velikosti na pevnost znac¢né oslabeny, viz obr. 4.3. Tomuto problému se budeme

v rdmci nasledujici sekce vénovat.

4.2 Vliv rozptyleného poskozeni na proces zatézovani

kritického priirezu

Zustanme zatim na trovni deterministickych modeli, ve kterych nejvétsi pramérné
hlavni tahové napéti vznikd v kritickém prutezu téles, tedy v misté kréku (nejuzsiho
prufezu). Podél tohoto prutezu lze v elasticité snadno stanovit pribéh napéti, ktery
ma tvar pismene ,U“ s tim, ze vlivem mirné excentricity zatézovaci sily je napéti na
pravém okraji vyrazné vyssi nez na levém okraji, viz obr. 4.4. Predepsana okrajova
podminka na hornim a dolnim povrchu télesa zptisobuje vznik napéti, které je pre-
naseno pres objem konstrukce az na kriticky priifez. Horni a dolni povrch nosniku

se muze volné natacet, musi vSak zistat rovinny. Proces zatézovani okraju télesa
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je v silné interakci s nelinedrnimi procesy nejenom v kritickém prirezu, ale i v ob-
jemu mezi krckem a okraji télesa. Pokud bychom uvazovali jednoduché napétové
kritérium pro inicializaci poskozeni tak, jak je tomu u spojitého modelu v pro-
gramu ATENA, k prvnimu oslabeni dojde pravé v oblasti kréku na pravé strané.
Toto oslabeni tuhosti (poskozeni) se projevi postupem napétové spicky smérem do-
leva a proces poskozovani si lze predstavit jako jakysi zip postupujici od pravého
konce krcku smérem doleva. Nejvétsi napéti tedy zustava vzdy v kritickém prurezu,
okolni material ztstava elasticky a pouze zprostiedkovava prenos sil z okraji télesa.
Stejného scénare lze dosdhnout tim, Ze v diskrétnim modelu umoznime poskozeni
pouze v kritickém priifezu a ostatni vnitini vazby budou modelovany jako elastické,
bez moznosti poskozeni (série Ap—Fy).

Vypocty provedené s modely riznych velikosti pak vykazuji pomérné silnou mo-
noténni zavislost nominalni pevnosti na velikosti modelovaného télesa: s rostouci
velikosti nejvyssi dosazena sila délend plochou kritického prirezu klesa a limitné se
blizi spodni mezi. Spodni mez je pak dana prosté dosazenim napétového kritéria
(tahové pevnosti) v pravém bodé kritického prutezu. Diskrétni modely ale vykazuji
citelné slabsi vliv velikosti na nomindlni pevnost nez spojité modely. Pokles nomi-
nalni pevnosti s rostouci velikosti je u diskrétnim modeli viditelné méné strmy, viz
obr. 4.3. Z popisu mechanismu energetického vlivu velikosti v literature (napt. [10,
11]) je patrné, ze jsou energetické zdkony vlivu velikosti citlivé na velikost gradientii
pole napéti v okoli oblasti FPZ. Podrobnéji se vlivem gradienti napéfového pole
u nosniku tvaru kosti zabyva [9].

Pri jednoosé tahové zkousce prizmatického prutu je napéti po prurezu konstantni,
a plati tedy Vo,(z,y,z2) = 0. U nosniki obecné geometrie a zatiZen{ popsanych
mechanikou pruznosti je gradientni pole napéti po objemu télesa obecné a napéti
casto vykazuje lokalni Spicky, zde nazyvané jako napétové koncentratory. U dis-
krétnich modelt je vSak krom zatizeni a geometrie patrny dalsi faktor, ktery mize
mit na gradientni pole napéti zasadni vliv. V okamziku maximalniho zatizeni, mu-
zeme v blizkosti poruseni télesa pozorovat oblast rozptyleného poskozeni, dale zna-
c¢enou ORP, pres kterou se vnasi napéti do oblasti lokalizované poruchy mnohem
homogennéji, nez pokud by takovému rozptylenému poskozeni bylo zabranéno na-
ptiklad predepsanim cisté elastického materidlu (viz obr. 4.7) Rozlozeni poskozeni
lze kvantifikovat histogramy 4.6. Pri sestavovani histogrami byly odebrany pruty
s nulovym poskozenim a pruty v misté kritického prirezu. Z histogrami je patrné,
ze se hodnota priumérného poskozeni v oblasti rozptylenych poruch pohybuje okolo
d = 0.2. Primérnd hodnota modulu pruZnosti v téchto oblastech je tedy Fop, kde
Eorp = (1 — d)Ey, viz obrazek 4.6.

Pro oddéleni vlivu popsaného zmékéeni pouzijeme sérii diskrétnich modelta Ay, az

Fi, kde vnutime poruseni télesa v nam vybraném misté pomoci fady rovnobéznych
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Obr. 4.4: Pribéhy sy v poloviné vysky nosniku

pruti v poloviné vysky nosniku a nelinearni material umistime pouze do tohoto
nami vytvoreného kritického prirezu. Vysledky zkousek takto upravenych model
porovname s obdobnymi modely (As—Fs), kde je vsak nelinedarni material po celém
objemu télesa, a je tak umoznén vznik oblasti rozptyleného poskozeni. Z vysledkt
4.3 je jasné, ze zminénd oblast rozptylenych poruch u série A;—Fs energeticky vliv
velikosti zasadné oslabuje. Tento homogenizacni efekt byl zcela prehlédnut v ¢lancich
[4, 12], kde v deterministickych variantdch modeli vibec nedochazelo ke zmékéeni
mimo kriticky priifez.

Na obrazku 4.4 vidime prubéhy prutovych napéti s a prutovych deformaci e
po kritickém prifezu série Ay—Fp,. Carkovanou ¢arou je znadena primeérna hodnota
prutového napéti s, kterd priblizné odpovida hodnoté fy ve vysledcich 4.3. Neplati
vsak 8§ = fn, protoze prutové napéti s je ovlivnéno jiz zdeformovanym prifezem,
zatim co fx = 0N max = Fmax/Ao, kde Ay znaci plochu ptivodniho, nezdeformovaného
prurezu. Muzeme vidét, ze u nosniki, kde je umoznén vznik porusené oblasti ORP,
dochazi k zvysSeni primérné pevnosti s pouze u nosnik vyssich velikosti, ¢cemuz
odpovidaji i rozdilné pevnosti v grafu na obr. 4.3. Dtivodem je, Ze u nosnikt vétsich

velikosti zasahuje oblast d do jesté neporusené ¢asti nosniku, s vyraznym gradientem
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Obr. 4.5: Pribéhy exn v poloviné vysky nosniku

napéti, ktery je timto znacné oslaben. U nosniku mensich velikosti zasahuje ORP
do ¢asti nosniku porusené lokalizovanou trhlinou (kde je gradient napéti jiz znacné
oslaben) a efekt zvysené pevnosti se tedy nedostavuje.

7 uvedeného vyplyva, ze dilezitou roli pri zptusobu poruseni télesa hraje délka
lokalizované trhliny, jejiz rist nasledné vede k poruseni celého pritezu. Jeden ze
zpusobi, jak tuto délku zachytit, mize byt méreni vzdéalenosti maximalni hodnoty
napéti od lice modelu. U sérii nosniki Ac—F, a A,—Fp, mizeme vést fez fadou rovno-
béznych pruti a odecitat primo napéti s mérené v jejich integrac¢nich bodech.

Protoze ma délka lokalizované trhliny dilezity vyznam, bylo by vhodné ji mérit
iu série bez rady pruti A,—F,. Zde je méreni napéti komplikovanéjsi. Prutové napéti
s nebyva u nahodné natocenych prutii v okoli korene trhliny dostatecné lokalizované,
proto se nabizi pro lokalizaci trhliny pouzit sty¢nikové napéti, poc¢itané jak vektorovy
soucet napéti prutt shihajicich se v misté sttedu zrna. Tento pristup se vSak neobejde
bez problémt. Nosniky zatizené tahem, totiz vykazuji napéfové Spicky i na okraji

oblasti, ktera je vznikem trhliny odtizena.
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Obr. 4.7: Rozdéleni poskozeni po ORP
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5 Rozsah lomové procesni zéony (FPZ)

Vzhledem k tomu, ze méreni tvaru lokalizované poruchy pomoci spicek napéti je
nespolehlivé, ovSem tvar poruchy je pro nas dulezity i pro studium jeji interakce
s nahodnym polem v nasledujici sekci, je vhodné pro préci s lokalizovanou poruchou
zvolit robustnéjsi pristup. Na poruchu se tedy mizeme divat jako na oblast, kde
dochazi ke zvysené intenzité disipace energie. Takovou oblast nazyvame procesni

zénou, nebo zkracené FPZ - fracture process zone.

Vypocet vnitini energie po objemu V' muzeme zapsat:

w = / W dv (5.1)
v
kde W je hustota vnitini energie. V mechanice kontinua definujeme W tenzorove
jako:
W = / o de (5.2)
v

kde o je tenzor napéti a € tenzor deformace. Pti praci s diskrétnimi modely vsSak
zvolime pro vypocet celkové hustoty vnitini energie vektorovy popis, kde s je vektor
napeéti a e je deformacni vektor. Integral dale fesime numericky lichobéznikovym

pravidlem, kde 1 = 0,1,2,3 ...k je Casovy krok:

k ko1
chlk:/o ;05 Si— 1"‘51 ( i—ei_l)] (53)

1
wel = isfek (5.4)

Hustotu disipované energie pak jednoduse stanovime jako Wdis = peelk — jy7el kde
Wel znaéf hustotu elastické energie viz vyraz (5.4).

Oblast FPZ odpovidajici maximéalni sile budeme nadale identifikovat pomoci ak-
tualni disipaci aktivity. Konkrétné pro identifikaci iizemi FPZ budeme pottrebovat
zmeénu disipované energie mezi krokem kg a krokem ko —1 kde kg je krok pri dosazeni

maximalniho zatizeni. Zména hustoty disipované energie v kroku kg je tedy
Awdisp — WdlSp WSOISPI (55)

Pro stanoveni vnitinich energii Aw®P, P ek ! v prutu dosadime hustoty
AWdise pydise ek Sppel o vztahu (5.1) a vyfeSime pro j-ty prut diskrétniho

modelu, kde A; je prifezova plocha a [; je a délka prutu diskrétniho modelu.

w; = /V W, AV = Al W, (5.6)
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Obr. 5.1: Hustoty energii v pracovnim diagramu j-tého prutu diskrétniho modelu

5.1 Metodika méreni

Nahodné usporadani prutt diskrétnich modeli neptinasi nahodilost pouze do no-
mindalnich pevnosti, ale jistou nahodilost vnasi i do tvaru a polohy procesni zény.
Protoze se chceme zamérit na typickou realizaci procesni zony, je potfeba vysledky
prumeérovat z vice realizaci.

Veli¢ina Aw®P je definovand na krokovém intervalu (ko — 1, ko). Je tieba brét
v uvahu, ze pouzity resi¢ OAS uvazuje krok k jako funkci ¢asu t a ¢asovou diferenci
Atp_1 mezi kroky k — 1 a k TeSi¢ prizptisobuje rychlosti vypoétu a nastavenym
tolerancim. Veli¢iny Awd*P vice realizaci jsou tedy vzdjemné neporovnatelné a je
tteba je pred vzadjemnym primérovanim normovat. Jako normaliza¢ni veli¢ina ndm

poslouzi soucet celkové disipacni energie po celém télese, tedy

di
ij 1Sp

Al = 20
S i
j=0 “ko,j

(5.7)
kde j je index prutu a ky krok v okamziku maximéalniho zatizeni.

Dalsim problémem, se kterym se musime pred prumérovanim jednotlivych rea-
lizaci vyporadat, je fakt, ze se poloha oblasti FPZ pri kazdé realizaci lisi. Abychom
dosahli toho, aby se stiredy FPZ jednotlivych realizaci vzajemné prekryvaly, posu-
neme souradnice vSech prutt prutu o vektor Ax

X; = Xg + Ax (5.8)

AX = Xyepy — V

kde x( je ptivodni a x; opraveny vektor souradnic j-tého prutu a Ax je rozdil

soufadnice prutu s maximalni hodnotou AwWY*P a referenéniho vektoru v, ktery
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je souctem vektort vy = {O.SD, %D}T a vektoru v, charakterizujici vodorovnou
vzdélenost souradnice X,—q,,,, 0od lice nosniku, viz obr. (5.2).

Protoze se souradnice jednotlivych prutt lisi, rozdélime povrch télesa siti [ x m
étvercovych ploch o rozméru a x b. Ctvercové plochy jsou déle v praci oznacovany
slovem bin (z anglického slova kos pouzivaného pro oblast v histogramech). Kazdy

jednotlivy prut pfifadime k piislusnému binu b podle upravenych soufadnic x;.

Awp? = Y Aw™P (5.9)

J: x;EA;

kde Ay je prostor nalezici binu s indexem b. Pro grafické znazornéni je vhodné zajistit,

aby byl soucet zobrazovanych veli¢in vSech bind rovny 1.0. Veli¢inu Awgiiflp tedy
disp

podruhé normujeme podle binu s nejvétsi hodnotou Awy;" ...

Aqdisp.
_ T hing (5.10)

disp
AU}bin,max

—disp __
Aujbin -

Pro zobrazeni vysledkil se veli¢ina AwP € (0, 1) rozdéli do podintervali

I = <Z ”1> (5.11)

n n

kde i = {0,1,2...n} a n je pocet podintervali. Je tfeba brat v potaz, ze jednotlivé
biny funguji jako primeérovaci oblast, a Ze tedy volba rozméri a, b ma vliv na plochu,
na které se hodnota spadajici do intervalu I; zobrazuje. Pti porovnavani tvaru FPZ
téles riznych velikosti je tedy nutné pouzit stejné rozméry binu.

Uvedend metodika se opird o méfeni procesni zony téles tr¥ibodového ohybu
z ¢lanku [7]. V ramci diplomové prace byla vytvorena vlastni implementace vyse
uvedenych metod pro CSL materidl a zatézovaci zkousku télesa tvaru kosti v jazyce

python. Vysledky jsou prezentovany v nasledujici sekei.

5.2 Vliv velikosti na tvar FPZ

Vztahy popisujici energeticky vlivu velikosti na strukturalni pevnost uvazuji velikost
procesni zony jako charakteristickou délku materidlu, a tedy neménnou vuci veli-
kosti zatézovaného télesa. Z experimentalnich méreni metodou DIC - Digital image
corelation na tiibodové ohybaném nosniku se zarezem je vSak uréitd zavislost délky
procesni zony na velikosti nosniku pozorovana s tim, ze sitka FPZ ztstala konstantni
[13]. TotéZ je pozorovano v nedévné studii, kde autor méfil tvar FPZ u nosniku se

zafezem pomoci spojitého a mezo-troviiového numerického modelu [14].
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Obr. 5.2: Vlevo: definice vektoru Ax pomoci souradnice X,—, ..., vpravo: aplikace

vektoru Ax pro posun j-tého prutu

Na obrazku 5.3 je A@ﬁiip zobrazena na télese B, pro dvé riizné délky bint a.
Vysku binu je vhodné uvazovat vzdy jako b = minDist, protoze vime, Ze je makro-
trhlina z principu mechaniky diskrétnich modelu (kapitola 3) lokalizovand do pasu
o sifce minDist. Pocet intervalt I; je n = 4. Obrysy model znacené cernou linii
znazornuji polohu FPZ jednotlivych realizaci vii¢i modeltim.

Protoze nas zajima predevsim porovnani tvaru FPZ téles riznych velikosti mezi

sebou, zavedeme souradnice

X = |x; — v (5.12)

a jednotlivé velikosti vykreslime ve stejném méritku pro dvé rizné velikosti binii, viz
obrazky 5.4 a 5.6. Délku FPZ miZeme definovat délkou oblasti AwEP na intervalu
I, = (0.25,0.5) ve sméru z . Délky budeme znacit lppz a mizeme jeji vyvoj porovnat
s délkami ziskanymi pomoci Spi¢ek napéti [,. Pozorovany vliv velikosti téles na tvar
procesni zony bude hrat dulezitou roli v interakci s ndhodnym polem v sekci 6 a pti

sestavovani analytického modelu v kapitole 7.
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Obr. 5.3: Vliv délky binu na AwWEP, vievo: a x b = 12 x 6 mm, vpravo: a X b =

n

6 x 6 mm, velikost B,

5.3 Disipace energie v oblastech rozptyleného posko-

zeni

7 kapitoly 4 je zrejmé, ze kromé oblasti FPZ mé na vyslednou odezvu zatézovaného
nosniku vliv oblast ORP a jeji interakce s procesni zonou. Nastroj pro méreni disipace
energie po objemu nosniku nam déava moznost sledovat krom tvaru a velikosti FPZ
i velikost ORP a pomtuize ndm pozorovat, jak se jednotlivé oblasti na disipaci energie
v nosniku vzajemné podili.

Protoze se chceme zamérit na ORP, ktera se vyznamné rozviji predevsim pred do-
sazenim maximéalniho zatizeni v kroku ko, budeme misto energetického inkrementu
AwsP tentokrat pracovat s celkovou disipovanou energii naakumulovanou ke kroku
maximalniho zatiZeni wﬁéﬁ?. Veli¢inu vztdhneme na rozmérovy parametr D2, tim
ziskame jednotkovou energii na objem nosniku a obdobné jako u energetického in-

krementu rozdélime do binti. Dale je potfeba celkovou disipovanou energii rozdélit
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Obr. 5.4: Tvar a velikosti FPZ téles A,- F,, velikost binu a X b = 6 x 6 mm

na prispévek procesni zony a prispévek ORP.

disp
di 25 Whing i di
PPz = s Whing 2 025 Wil (5.13)
di Z‘“’g'isp' di di
isp __ 7 in,j . isp isp
WoRrp = D2 ) wbin,j <0.25 wbin,max (514)

di . / v o . , . s s v di . /N
kde wgpy je normovany soucet disipované energie v procesni zoné, wopp je totéz

disp

binmax J€ disipovand energie v binu s maximalni

v oblasti rozptylenych poruch a w
hodnotou w§§§p. Podil disipace energie v jednotlivych oblastech je vynesen do grafu
na obr. 5.4. Z vysledk je patrné, ze se podil celkové disipované energie ku objemu
nosniku s rostouci velikosti télesa snizuje. Tento trend neni nijak prekvapivy a pouze
podtrhava, ze s velikosti zatézovanych téles klesa jejich celkova duktilita a nosniky
vétsich rozmért se stavaji krehéi. To je patrné jiz naptiklad z porovnani globalnich
pracovnich diagramt nosnika velikosti A a F. Je to dano predevsim procesni zo6-
nou, jejichz mnozstvi disipované energie na objem nosniku s velikosti vyrazné klesa.
Vyplyva to predevsim z faktu, ze sitka FPZ ztstava nezavisla na velikosti télesa
a zvétsovani jeji délky je vuci zvétSeni rozméru téles nevyrazné. (5.4, 5.6)

Zajimavé je vSimnout si, ze u velikosti B-F ma veétsi podil na disipaci energie
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Obr. 5.5: Tvar a velikosti FPZ téles A,- F,,, velikost binu a x b = 12 X 6 mm

praveé oblast rozptylenych poruch. Disipace v této oblasti s velikosti nosniku také
mirné klesa. Z toho lze usuzovat ze i objem, ktery ORP zaujima se pomérové vici ve-
likosti télesa s velikosti mirné snizuje, to mize byt dilezité predevsim u analytického

modelu v kapitole 7.

36



1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

X [m]

Obr. 5.6: Oblast celkové disipované energie akumulované ke kroku k, télesa A,- F,,
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6 Interakce lomové procesni zony s nahod-
nym polem lokalni pevnosti

Doposud jsme se zabyvali tzv. deterministickymi modely, tedy s modely, u nichz pa-
rametry konstitutivniho zdkona byly v objemu (plose) uvazovanych téles konstantni.
Kv1li ndhodnému usporadani center modelovanych zrn a s tim souvisejici tesselaci
prostoru, jsou parametry jednotlivych prutu, jako je thel w, prufezova plocha A.,
nebo délka prutu [, u kazdé realizace nahodné. Vliv této geometrické variability
je ale maly (Elias; Vorechovsky; Skocek; Bazant [15]). Materidlové parametry jsou
na geometrii nezavislé a vysledné mechanické parametry vazeb se po zohlednéni
geometrie vazeb prilis nelisi.

Fakt, Ze experimentalné namérené vysledky zkousek skuteénych betonovych té-
les vykazuji znacny rozptyl presahujici maly rozptyl ziskany s ,deterministickymi*
modely motivuje zavedeni dalsiho zdroje rozptylu. Pokud odhlédneme od moznosti
meénit charakter ndhodného geometrického usporadani zrn, jako jediny zdroj se na-
bizi rozptyl vychozich parametri konstitutivniho zakona.

Pro kontrolovany pravdépodobnostni popis ndhodné prostorové variability se
casto vyuzivaji ndhodna pole, kde kromé pravdépodobnostni hustoty parametri
jednotlivych bodi v prostoru uvazujeme jesté jejich statistikou zavislost vyjadrenou
autokorelaci (viz sekce 3.4). V pracich [15] a [7] proto byly provedeny studie s dis-
krétnimi modely, ve kterych vychozi parametry konstitutivniho zdkona nasledovaly
model nahodného pole. Takovy pristup byl autorem prace zvolen rovnéz v baka-
larské praci [1], v rdmci které bylo spocteno nékolik realizaci s riznou kombinaci
parametri ndhodného pole. Protoze se vsak odezva modeli na rtzné parametry [1,,
on] jevila komplexné a protoze z clanku Votechovsky; Elias [3] vime, Ze ma na vy-
slednou nominalni pevnost téles fyx pro rizné [, vliv i tvar lomové procesni zény, je
potieba, podivat se na problém komplexnéji.

V nynéjsi kapitole si nastinime teorii interakce proménlivosti materialu se lomo-
vou procesni zoénou, a to jak zavislost pevnosti na velikosti téles, tak i na samotné
autokorelacni délce [,. Nésledné si pfedstavime parametrickou studii 18 dvojic pa-
rametrt [l,, 5] na nomindlni pevnost diskrétnich modelt tvaru kosti. V kapitole 7
se na interakce proménlivosti materidlu s FPZ podivame hloubéji skrz analyticky

model z ¢lanku [3].
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6.1 Vliv autokorelacni délky nahodného pole na no-

minalni pevnost téles

Pokud pri zatizeni diskrétniho modelu dojde k prekroceni maximélniho napéti v né-
kterém z prutt, jeho tuhost se ponizi (vnese se poskozeni) a prendsSené napéti se
s rostouci deformaci prutu snizuje. Sily, které byly v prutu pfed dosazenim jeho
maximalni tinosnosti naakumulované, prebiraji pruty v jeho okoli. Tento proces
prerozdéleni napéti pokracuje do stavu, kdy skupina poskozenych pruti vytvori
lokalizovanou poruchu a dosdahne se maximéalniho zatizeni. Pro presné¢jsi uchopeni
slokalizované trhliny“ zavedeme pojem referencni objem materidlu Vyyg. Pokud do-
jde k poruseni vsech prutii v objemu Viyg, vznikne lokalizovand trhlina a po pre-
kroc¢eni maximalniho zatiZeni se trhlina propaguje az do tplného uvolnéni napéti,
tedy poruSeni télesa. Vyznam pojmu RVE se muze v ruzné literature lisit, napri-
klad od pojmu RVE pouzivaného v homogenizaci. Volba parametri nahodného pole
l, a 05, vyrazné ovliviiuje oblast, kterou se bude lokalizovand porucha propagovat,
a také udava odpor, ktery bude material lokalizované trhliné klast. Je patrné, ze
se porucha bude propagovat v oblastech na okraji nosniku s nejnizsimi hodnotami
materidlovych parametri f;, G;. Velikost téchto oslabenych oblasti je dana autoko-
relacni délkou nahodného pole a da se tedy ocekavat, ze o nominalni pevnosti télesa
bude rozhodovat vztah mezi rozméry téchto oslabenych oblasti a rozméry lokalizo-
vané trhliny, tedy objemu Viyg. Pro zjednoduseni uvazujme objem Viyg jako kvadr,
tedy

VRVE = lrve X brve x 1 (61)

kde [l je délka a b, Sitka objemu Vgyg. Hloubku Viyg u rovinnych modela
uvazujeme jako jednotkovou.

Pro analyzu interakce Vgryg s autokorelac¢ni délkou zatim uvazujme tyto limitni
pripady:

o |, = minDist

e [, =00

o 1, = )it
kde [, it je kritickd hodnota autokorelacni délky, pii které nosnik vykazuje nejnizsi
priamérnou pevnost fy. Dale si popiseme zminéné krajni pfipady podrobné&ji, a to
jak pri samotné zméné autokorelacni délky ndhodného pole, tak pri zméné rozméru
télesa D.

Nejdrive se podivejme na situaci, kdy ponechdme velikost télesa neménnou a bu-
deme pracovat pouze s autokorelacni délkou /,. Pokud bychom ponechali pfedpoklad,

ze se konstrukce zriti po poruseni jednoho nejslabsiho elementu, bude pti snizovani
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[, dochdzet ke sniZzovani fy, dokud se ndhodné pole nedostane na rozliSeni diskrét-
niho modelu, tedy [, = minDist. U spojitych modelii by hranici pro [, byla velikost
koneéného prvku (znacime napiiklad h), pricemz pokud bychom teoreticky mohli
dosahnout h — 0 a [, — 0, tloha by vedla na klasickou Weibullovu teorii (viz sekce
6.1.1) a blizila by se tedy k nule i primérnd nomindlni pevnost:

lim Fx(1,) =0 (6.2)

l,—0

Ve skutecnosti je vSak k poruseni télesa potieba porusit uréity reprezentativni ob-
jem nosniku, Vryg, pro ktery plati Vgyg < Vrpz a lve X lppz kde Viepyz je objem
obsazeny lomovou procesni zénou a Il je délka Vgyyg. Umérnost délek lve & lppy
vychazi z predpokladu, ze jsou sitky a hloubky objemt totozné. O pevnosti nosniku
tedy nerozhoduje pevnost jednoho prutu, nybrz primérna pevnost po objemu Vyyg,
coz vztah mezi , a fy vyrazné méni. Pokud totiz |, — minDist, bude sice loka-
lita poruseni vybirdna z N nezavislych pruti, zaroven vsak bude platit [, < lyve.
O poruseni tudiz nebude rozhodovat extrémni hodnota jednoho prutu, nybrz jakasi
prumérnd hodnota pevnosti ziskand z ndhodného pole H(x) po délce ;.. Pokud se
budeme blizit limité [,/l,v. — 0, bude pro kazdou realizaci primérna hodnota H (x)
po objemu Vgryg rovna stfedni hodnoté ndhodného pole p, = 1. Ndhodné pole tedy
nebude mit za téchto pfedpokladi pti [, — minDist na pramérnou pevnost fy”
a smérodatnou odchylku 6% vysledkii diskrétnich modelii Zadny vliv, a to nehledé

na volbu 6. Vztah (6.2) tedy opravime na

6 = 1 (6.3
lp—)ggleist O (T ) = O (6-4)

kde fiP je primérna pevnost diskrétnich modeltt bez ndhodného pole.
Nyni se podivejme na opacny extrém, tedy situaci, kdy [, — co. Zde se funkce

nahodného pole redukuje na
Ho(x) = Hy (6.5)

kde H., je skalarni ndhodna veli¢ina. V tomto pripadé bude tvar a lokalita poruchy
nezavisla na realizaci ndhodného pole a tudiz lze i na dva hlavni zdroje nahodi-
losti, tedy ndhodné usporddani prutti a realizaci ndhodného pole hledét jako na
dvé nezavislé ndhodné veliciny. Ndhodna veli¢cina odpovidajici nomindlni pevnosti

jednotlivych realizaci je tedy soucin
fn = N"Hu (6.6)

Prvni dva centralni momenty souc¢inu dvou nezavislych nahodnych veli¢in pak zis-

kdme jednoduse podle [7] jako:
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Jim I, 0n) = [x"pn = 3" (6.7)

im (1, 04) = \/Eho2 + (IxP)? 042 + 0} = \/0h2 + (FxP)? 04 + 07
(6.8)

kde pyy .. je stfedni hodnota a dy, . smérodatna odchylka nomindlni pevnosti fx
stochastického diskrétniho modelu pii autokorela¢ni délce ndhodného pole [, — oo.
Vsimnéme si ze vztahu (6.7), Zze vysledna stfedni pevnost nezavisi na volbé ;.

Dalsi vyznamnou autokorelacni délkou je pro nas limita [, — [, .. Pokud
bychom zavedli specialni pripad, kdy l,ye = bpve, tedy objem Viyg by se v roviné pro-
mitl jako ¢tverec, byla by hodnota kritické autokorelacni délky rovna I, crit = live =
brve- Nahodné pole s takovou autokorelacni délkou umoznuje vybér lokalizované po-
ruchy oblasti s nizkou pevnosti a zaroven nedochézi k vyznamnému priameérovani po
objemu Vgvg.

V nasem piipadé vSak podminka [, it = lrve = brve neplati, protoze sitka repre-
zentativniho objemu, stejné jako sirka lomové procesni zony, je rovna velikosti dis-
krétniho prutu, tedy ptiblizné 6 mm. Jak uz jsme si vysvétlili, sméru [, je nejméné
piizniva situace, kdy [, = l;v.. Ve sméru by, to plati obdobné s tim rozdilem, Ze sitka
brve ovliviiuje i podil mezi Sitkou poruchy (b,y.) a vyskou nosniku, ze které se misto
se trhlina bude propagovat v extrémneé oslabeném misté. Nejméné prizniva hodnota
autokorelacni délky, je tedy jaky si rovnovazny stav mezi stavy [, = live @ [, = byve,

pro kritickou autokorela¢ni délku tedy plati:
brve < lp,crit < lrve (69)

Vliv riznych parametri ndhodného pole [, 9 je pro nosniky titbodového ohybu

se zafezem a bez zarezu modelovan stochastickymi diskrétnimi modely v ramci prace

7].

6.1.1 Vliv velikosti na nominalni pevnost

Nyni nahlédnéme na situaci, kdy ponechdme I, a [, neménné a zvétsujeme cha-
rakteristicky rozmér modelu D. V tomto pfipadé je podil {,/l;v. neménny, takze
pripadné primérovani nadhodného pole pres objem Vgyyg je na D nezavislé. U nos-
nikd malych velikosti je hodnota ndhodného pole H(x) po objemu nosniku témér
konstantni.Realizace ndhodného pole se tedy blizi realizaci ndhodné veli¢iny H se

stfedni hodnotou 1, stiedni pevnost fx se u malych velikosti téz blizi fyP. Pii
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Obr. 6.1: Zavislost fn(l,), diskrétnich modeli velikosti A-D, pro rizné oy,

D — oo se tedy korelace ndhodného pole stane vic¢i rozméru modelu zanedba-
telna a tlohu lze jednoduse transformovat na tlohu klasické Weibullovy statistické
teorie pevnosti, kde se téleso sklada z N referen¢nich objemt Viyg s nezavislymi
nahodnymi pevnostmi. Zavislost stiedn{ hodnoty fy(D?) vede u Weibullovy teorie

na mocninny zakon
T = koD (6.10)

kde ky charakterizuje geometrii konstrukce a m je parametr tvaru Weibullova roz-
déleni. Ze vztahu (6.10) je patrné, Ze pri zvétSovani rozméru D k nekoneénu, se

nomindlni pevnost bude limitné blizit nule.

. — 2\

[gl_rgo fn(D?) =0 (6.11)
. 2\

[;gréo n(D?) =0 (6.12)

Zatim jsme uvazovali [, a tedy i lppz nezavislou na velikosti D. Z kapitoly 5.2 vsak
vime, Ze u téles mensich velikosti tento predpoklad neplati. Protoze predpokladame,
ze minimalni nominalni pevnost je zavisla na délce ..., da se predpokladat, Zze na

velikosti télesa D bude zavisla i hodnota autokorelacni délky, pti které bude téleso
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tedy napriklad, ze plati lppy ox D, zvétsovala by se s velikosti nosniku i pramérovaci
oblast ndhodného pole H (x) a situace by tedy byla ekvivalentni situaci, kdy ménime

l, a D zistdva neménna.

6.2 Modelovani a vysledky

6.2.1 Vliv parametri nahodného pole na nominalni pevnost

Pro ovéreni vyse uvedenych predpokladt pro tahovou zkousku télesa tvaru kosti je
v ramci prace sestavena parametricka studie modeli série A,—D,, opatienych ndhod-
nymi poli [H(z)],

o060, S parametry:

—

T
[, ={0.006 0.012 0.024 0.032 0.064 0.128} (6.13)
- T
0={0.05 01 015 02f (6.14)

Velikosti E,, F, jsou ze studie vyTazeny, protoze je generovani ndhodného pole pro
nosniky takovych rozmért vypoctové naro¢né. Dale je vhodné zminit, Ze nejnizsi
hodnota autokorelacni délky je stanovena na [, = minDist. Jiz pii této autokorelacni
délce ma ndhodné pole charakter nekorelovaného pole a tedy volba [, < minDist
nema z podstaty zvolenych modeld vyznam.

Protoze je generovani ndhodnych poli vypocetné narocné, je vhodné vyuzit toho,
ze smérodatnéd odchylka pouze méni intenzitu vygenerovaného pole [7]. Gaussovské
rozdéleni se stfedni hodnotou py = 0 a smérodatnou odchylkou d59 1ze jednoduse
transformovat na rozdéleni s pozadovanou smérodatnou odchylkou d;. Vygeneru-
jeme tedy ndhodna pole pro potirebné l; a jednou referen¢ni smérodatnou odchylku

Ono, a pro dalsi smérodatné odchylky prepocteme vztahem:

(HE, =1+ (HG), — 1) 5 (6.15)
kde [H(x)]5, je vygenerované pole a [H(x)]s je ndhodné pole i-té smérodatné od-
chylky.

Podivejme se na vysledky vlivu zmény [, na nomindlni pevnost pro télesa AR-FR
6.1. U velikosti modelit AR—CR je u vyssich autokorelacnich délek jasna konvergence
pevnosti k hodnoté fx”, ziskané modely bez nahodného pole. Totéz plati pro vetsi
nosniky ER~FE u mengich autokorela¢nich délek. Autokorelacni délky vedouci k nej-
nizsim pevnostem jsou oznaceny carkovanou c¢arou. U velikosti A se da predpokladat,
7€ lmin < minDist. Hodnoty [;, tedy nelze u velikosti A dosahnout. Nésledné se

s velikosti téles hodnota l.,;, zvétsuje, kde u velikosti E zacne zména jeji hodnoty

43



stagnovat. Vime, ze [y & lve, vysledky tedy potvrzuji zavislost [, a tedy i lppy
na charakteristickém rozméru nosniku D, diskutovanou v kapitole 5.2.

Nyni se zaméfme na vysledky zavislosti fx na velikosti téles 4.3. U téles A-D
si Ize u autokorelacni délky [, = minDist vSimnout, Ze jsou vysledky pro rizné
0p, téméi rovnobézné. Je to ddno tim, Ze u velikosti A-D délka [, = minDist neni
daleko od délky [,.. Realizace s poli riznych smérodatnych odchylek tedy nemaji
tendenci konvergovat k fx”. Se zvySujici se I, vSak jiz u mensich velikosti zac¢ina [,

délku I,y vyrazné prevySovat a hodnota fx(d) konverguje k fxP.
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Obr. 6.2: Zavislost fx(D), diskrétnich modela velikosti A-D, pro razné [,
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Obr. 6.3: Zavislost fx(D), diskrétnich modela velikosti A-D, pro razné [,
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7 Analyticky model statistického vlivu veli-
kosti

V predchozich kapitolach je vykreslena interakce ndhodného pole s lokalizovanou po-
ruchou pro excentricky tazené téleso tvaru kosti, a to jak pro limitni pripady limitni
piipady autokorela¢nich délek [,, tak i ve vztahu s rozptylem 6, a charakteristického
rozmeéru teles D. Tyto predpoklady jsme si poté ovérili na rfadé zkousek diskrétnich
modeltl, opatfenych ndhodnym polem materidlové proménlivosti. Ovéreni stochas-
tickymi diskrétnimi modely ma vsak své limity:

a) Rozsah velikosti modelu je omezeny, tudiz nelze zkoumat odezvu téles extrém-

nich velikosti

b) Nelze zkoumat specialni pripad reprezentativniho objemu, kdy lrye = brve

¢) Nelze zkoumat vliv zdvislosti l;yve(D) na nomindlni pevnost.

V clanku [3] je predstaven analyticky model vztahu mezi parametry ndhodného pole
l, a 65, a nomindlni pevnosti fy. Model je postaven na vypoctu minima klouzavého
pruméru ndhodného pole H(x), tedy pole prumérovaného po oblasti Vgyg. Protoze
se snazime spis potvrdit trend namétrenych vysledki, nez-li o presné vysledky, na-
hradime téleso tvaru kosti excentricky zatizenym kvadrem a umoznime tim pouziti
zjednodusené verze modelu, popsané v nasledujicich sekcich. Model je v ramci pred-
lozené prace strucné popsan a implementovan pro vliv velikosti excentricky tazeného
télesa tvaru kvadru v jazyce python.

Pro sestaveni analytického vyjadieni zavislosti fx(l,,dy) je uvazovana Efektivni
pevnost fog, kterd charakterizuje primérnou pevnost po objemu Vgyyg. Pokud v li-
bovolném bodé télesa dojde k prekroceni této fog, nastane kolaps konstrukce. Pro
stanoveni, jestli doslo k prekroceni efektivni pevnosti, musime zavést prislusnou ve-
objemu Vgyg. Déale nastinime vypocet efektivni pevnosti primérovanim ndhodného
pole H(x).

7.1 Pramér ndhodného pole v lomové procesni zéné

O pevnosti zkouseného télesa nerozhoduje pevnost jediného diskrétniho prutu, ale
prumér pevnosti po objemu Vgyyg.

Nejdrive si odvozeni efektivni pevnosti ukazme na fretézu pruti jediné dimenze.
Néhodné pole H(x) se ndm zjednodusi na funkci H(z) a objem Viyg je ddn jedinym

rozmérem ;.. Prumér funkce H(x) v bodé z po délce I, spocteme integraci

240.5 lpve
H(z) = — / H(z) do (7.1)

live J2—05 live
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Obr. 7.1: Hodnota redukéni funkce pro danou [y

Primérovanim H (x) dochézi k redukei smérodatné odchylky a k modifikaci autoko-
relacni funkce, zatimco stfedni hodnota stacionarniho ndhodného pole je zachovana.
Redukce smérodatné odchylky zavisi na autokorela¢ni funkci p(z;, z;) a primeérovaci
délce l,v.. Hodnotu redukce pro danou l,,. vyjadiime jako primérnou hodnotu funkce
p(z;, x;), omezené prumérovaci délkou, tedy z; < live; Z; < lpve. Primérnou hodnotu

takto omezené autokorelacni funkce tedy spocteme jednoduse dvojnym integralem

/We/rve ;i — ;) dx; dz; (7.2)

kde v (lve, p) je redukeni funkce. Grafické znazornéni redukéni funkee je vidét na obr.

7( rve, p

I‘VE

7.1. Abychom mohli redukéni funkci vyjadrit parametrem 7, zjednodusime dvojny
integral transformaci soufadnic x; — x; = 7 a ziskanou funkci pouzijeme pro redukci

variace ptivodniho nezpriimérovaného pole 62

2 lrve T
Wnerly) == [ 1= ptry)] dr (73)
gh2 - V(erm lp) 5h2 (74)

kde 9y, je redukovand smérodatné odchylka a (e, ,) je redukéni funkce.

Vime, ze urcity integral patii mezi linedrni zobrazeni, tedy
b b b
[ @)+ g(@)] de = [ f@)de+ [ glayd (75)

b

/abc f(z)de = c/ f(z) de (7.6)

a
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Z definice (7.1) je tedy jasné, ze mezi linedarni zobrazeni patii i pramérovaci pro-
ces H(x) — H(x). Plati, Ze pokud aplikuji linedrn{ transformaci na ndhodné pole
H(z), musi zstat soucin parametru (8,%/un?) a dvojnasobku plochy pod p(7,1,)

invariantni [16]:

(5h2/uh2) [2 /OOO p(T,1,) dT:| = ((5h2/uh2) 0(p) = konst. (7.7)

kde 0(p) se oznacuje jako mira fluktuace ndhodného pole. Pokud tedy prumérovaci
proces zredukuje lokdlni rozptyl pole, dojde k adekvatnimu zvétseni miry fluktuace,
a tedy i zméné autokorelacni funkce. Novou autokorelacni délku zprimeérovaného

pole H(x), ziskdme podilem piivodni autokorela¢ni délku redukéni funkef.

lg = —L2— (7.8)

7.2 Primérovani dvojrozmérného nahodného pole

Zatim jsme se zabyvali primérovanim nahodného pole fluktuujicitho podél jediné
dimenze. Pokud chceme tlohu rozsitit na rovinny model, musime priumérovat pole
dvou proménnych H(x) = H(z,y) a rozsifit pramérovaci oblast o sitku byy. Prameé-

rovani pak lze zapsat obdobné jak je popsdno v rovnici (7.1), tedy

_ 1 y+0.5 Drye (2405 lpve
H(z,y) = / / H(z,y) da dy (7.9)
y T

lrve brve —0.5 brve -0.5 lrve

Protoze nas zajima predevsim oblast nosniku, kde miize dojit k lokalizaci trhliny,
zamérime se pouze na svisly pruh ohrani¢eny vzdalenosti /.. od pravého lice nos-
niku. Protoze nas zajima prubéh pole v tomto pruhu, zaméfime se na fez polem
H(0.5 brye, y). Je viak nutné zdiiraznit, Ze fez H (0.5 by, y) je ovlivnén vlastnostmi
pole i ve sméru x. Primérovani ve sméru x totiz ovliviiuje bodovou variaci 62,
kterda neni zavisla na sméru. Bodovy rozptyl zprumérovaného pole tedy spocitame

jednoduse jako

017 = Y(lrve, L) Y(beves L) 05 (7.10)

Zde jsou uplatnény dvé redukéni funkce pro dva ortogonalni sméry primeérovani. Na
rozdil od rozptylu, autokorela¢ni funkce je vektorové velic¢iny a lze je tedy rozlozit

do sméru x a y

ﬁ(‘l’7 VRVE) = p(Tya brve) ﬁ(Tx, lrve) (711)
I pro miru fluktuace pole H(x) miiZzeme tedy psat
g(Ty) = 2/ p(Tya brvea lp) dTy (712)
0

Kde 0(7,) a p(7y, brve, [,) jsou mira fluktuace a autokorelacni délka zprimérovaného

pole H(z,y) ve sméru y.
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7.3 Nominalni pevnost jako minimum efektivni pev-

nosti

l,b=1mm] O O O O O |[,=100[mm]

g(k) G(k)
20 10
15 1 0.8
—_ 0.6
= 10
o 0.4
[
D 5 -
0 0.2 1
01 0.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0 -2 -1 0 1 2
fn [MPa]

Obr. 7.2: Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce prekroceni pevnostniho

prahu k pfi [,y = 30 mm, b,y = 6 mm

V predchozi sekei jsme si uvedli vypocet efektivni pevnosti u excentricky taze-
ného nosniku tvaru kvadru. Pokud efektivni napéti oeg(x), vyvolané danym zatize-
nim prekroci v libovolném bodé nosniku jeho efektivni pevnost, dojde k poruse kon-
strukce. U obecné geometrie nosniku napiiklad téleso tvaru kosti ma o.qg(x) obecny
pribéh. Pro excentricky tazeny kvadr tvoii prubéh oeg(x) rovinu, kterd je sklonénd
ve sméru x. Zajima-li nads pouze prubéh ve sméru y, mizeme efektivni napéti pro
kvadr uvazovat jako konstantni funkci oeq(y) = k.

Zajima nas tedy pravdépodobnost, s jakou minimélni hodnota realizace ndhod-
ného procesu H(y) podkrod¢i prah k na tseku délky Leg. Leg je jednoduse uvazo-
vana jako vyska zatézovaného nosniku. Distribuc¢ni funkce této pravdépodobnosti
G (k,L) = P|[min H(y) < k| je odvozena v rdamci dizertacni préace Ove Ditlev-
sena [17]. Reseni vychdzi z upravené teorie extrémnich hodnot, kterd ma aplikaci
v modelu nejslabstho ¢lanku. Exponent je nahrazen za takzvanou hazardni funkci

h(z) = [¢(z)/ (1 — ®(z))] zndmou ze survival analysis:

G(k,L) =Pmin H(y) < k] =1—[1 — ®(u)]exp [_]%)\Leﬂ‘} (7.13)
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Obr. 7.3: Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce prekroceni pevnostniho
prahu k pfi Iy = 30 mm, b, = 30 mm

kde u = [(k — ) / Eh} vyjadiuje ipravu prahu k pro stfedni hodnotu 1z, # 0 a sou-
¢initel X se da popsat jako prevracena hodnota délky statisticky ,,nezavislych tseki
ndhodného procesu H(x) a zavisi na kiivosti autokorela¢ni funkce zprumeérovaného

pole v bodé 7 = 0, tedy g (0):

N0

o (7.14)

Soucin AL.g ze vztahu (7.3) tedy vyjadiuje jakysi pocet ,nezavislych useku“ na
délce Leg. Rovnice (7.13) distribu¢ni funkce pravdépodobnosti P [min H(y) < k| je
pro ruzné velké délky pramérovacich oblasti /.. vykreslena na obrazku 7.3 vpravo.
Mizeme si vsimnout, ze pro mensi prumérovaci délky je funkce vice strma. Tomu
odpovidaji i ptislusné funkce hustoty pravdépodobnosti g (k,L). Ty ziskdme jako
derivaci dG (k, L)/ dk:

1

g(k,L)= a l(b(u) (1 — ALegu) + %ALBH] exp [—%)\Leg] (7.15)

Vysledné funkce hustot pravdépodobnosti prekroceni efektivni pevnosti prahem efek-
tivniho napéti k pro rizné [, vidime na obrazku 7.3 vlevo. Funkce hustoty pravdé-
podobnosti samoziejmé zahrnuje veskeré mozné realizace efektivni pevnosti, z ni uz
muzeme jednoduse spocitat sttedni hodnotu:

/%m:/Zkg%wwm. (7.16)
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Tim jsme ziskali analyticky vztah pro vypocet primérné hodnoty efektivni pevnosti,
kde dojde k prekroceni prahem efektivniho napéti oeg(y) pii N — oo, kde N je pocet
realizaci ndhodného procesu H(z). Rozptyl efektivni pevnosti pii N — oo je pak

jednoduse:
0= [ K gk L) Ak — iy, (7.17)

Veli¢iny pimin a 02, zde figuruji jako prvni a druhy kvadraticky moment ndhodné
veli¢iny a ¢len p2 . v rovnici (7.17), ktery zajistuje, aby byl rozptyl po¢itan k hodnoté

p2. . zde figuruje jako piiristek Steinerovy véty.

7.4 \Vysledky analytického modelu

7.4.1 Zavislost stredni nominalni pevnosti na autokorelacni délce

Pro vypocet zavislosti fx(l,) budeme uvazovat dvé varianty bye:

a) be = minDist

b) brve = lve
kde lyve uvazujeme {1,10,100,1000} mm. Prvni varianta (a) odpovidd sifce Vive
u diskrétnich modelt, druhd varianta (b) slouzi k ovéreni predpokladu ze sekce 6.1.
Efektivni délku Leg zde uvazujeme jako 100 mm a smérodatnou odchylku 4, = 0.3.
Pocitdme s rozpétim autokorela¢nich délek [, =1 — 10° mm.

Nejdrive pro kazdou kombinaci lve & by sestavime distribu¢ni funkce a hustoty
pravdépodobnosti podle vztaha (7.13), (7.15). Nékteré z nich vidime na grafech na
obr. 7.3. Pro stanoven{ stfedni hodnoty pevnosti fy a rozptylu 62 vyuzijeme definice
(7.16) a (7.17). Integraly Tesime numericky.

Kdyz se podivime na tvar rozdélovacich funkei (7.15) na obrazku 7.3 muzeme
si vSimnout, Ze pri nizsich hodnotéch [, vykazuje efektivni pevnost nizky rozptyl
a stfedni hodnota se bliZi fimin = 1. Po mirném zvyseni [, se rozptyl mirné zvétsuje
a rozdéleni se zac¢ind posouvat smérem k nizs$im pevnostem. Pii dalsim zvétsovani
l, zatne stfedni hodnota opét stoupat az zpatky na hodnotu pimm = 1. To je vSak
doprovazeno prudkym nartstem rozptylu, jak je na grafu vidét. Aby byla zavislost
zminovanych veli¢in vice patrnd, jsou v grafech na obr. 7.4 vykresleny pfimo zavis-
losti fy, 02 na l,. Svisla carkovand Cara znaci kritickou autokorelacni délku 1, cp;;.

Porovname-li vysledky varianty a) a b), vSimnéme si, ze u varianty b), se potvr-
zuje predpoklad zminény v sekci 6.1, Zze pokud je délka reprezentativniho objemu
rovna jeho sifce, je kriticka délka [, ..;x rovna (priblizné) délce, respektive sitce Vivg.
U varianty a) je drobny posun [, . vzhledem k vy$im [,y pozorovan také. Vsim-

néme si také, ze u obou variant hodnota fy u vyssich autokorelacnich délek blizi

fn= 1L
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Obr. 7.4: Zavislost fy a d;, analytického modelu na autokorela¢ni délce
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7.4.2 Zavislost stfedni nominalni pevnosti na velikosti téles

V ramci sekce 5.2 jsme si ukazali, ze vlivem vztahu mezi okrajem télesa a lomovou
procesni zénou muze u téles (predevsim mensich velikosti) dochézet k jisté zavislosti
FPZ na velikosti D. Z kapitoly 6 vime, Ze ma lomova procesni zona, respektive Vgyg
na stredni hodnotu nominalni pevnosti fy zdsadni vliv, a proto se nabizi otazka,
jak by rizné (hypotetické) funkce vyvoje lomové procesni zény, mohly primérnou
pevnost fy a rozptyl d, téles ovlivnit. Pro sledovani zavislost pevnosti a rozptylu
na charakteristickém rozméru D, rovnéz pouzijeme vyrazy (7.16) a (7.17) s tim
rozdilem, Ze misto parametru /,, budeme ménit délku tseku, na kterém piekroceni
efektivni pevnosti oeg hledame. Pti volbé Leg vychazime z vysky téles tvaru kosti
z clanku [9] (obr. 4.1), tedy Leg = 1.5 D. Autokorelacni délku volime [, = 100 mm.
sitku Vryg volime b,y = minDist a ., volime jako funkci D ve variantach.

a) lye = konst. = 50 [mm]

b) e =a D =0.15 D

¢) lwe =bVD=6+D
Vysledky jsou vykresleny na obr. 7.5. Jak je popsano v sekci 6.1.1, u malych velikosti
je hodnota ndhodného pole H(x), a tedy i zprimérovdaného H(x) po objemu nosniku
konstantni. Na ndhodné pole H(x) se tedy miizeme divat jako realizaci ndhodné
veli¢iny jedné proménné o stfedni hodnoté 1. A protoze i fi = 1, bude se hodnota
stfedni pevnosti u malych velikost{ pro vSechny tii varianty blizit fy = 1.

Varianta a) s konstantni hodnotou [, respektive neménnym tvarem lomové
procesni zony odpovida klasickému pojeti statistického vlivu velikosti, popsaného
napriklad v publikaci [4]. U vétsich nosniku je autokorela¢ni délka viéi rozméru
zanedbatelnd a muzeme vidét, Ze uloha skuteéné vede na mocninnou zéavislost (v lo-
garitmickych osach zobrazenou jako primka) podle Weibullovy teorie, jak je struéné
popsané v sekci 6.1.1.

U varianty b) je situace vyrazné jind. Linedrni zavislost l..(D) zpusobi, ze
u extrémné velkych nosnikti se proménlivost materialu pres procesni zénu velkych
rozméri vyrazné prumeéruje, coz muze podle zavedenych predpokladi hypoteticky
zpusobit ¢astecny navrat pevnosti s vyraznym snizenim rozptylu. Takova zavislost
live(D) muze byt pozorovana u poruseni po stabilnim ristu trhliny, které je typické
napiiklad pro vyztuzené betony [10].

Ve varianté ¢) je zavislost l..(D) volena jako odmocninovy zdkon. Takovy vyvoj
FPZ se nejvice blizi pozorovani v kapitole 5.2. Vyvoj pevnosti a rozptylu je zde
podobny varianté a) s tim rozdilem, Ze u extrémné velky velikosti dochézi ke snizeni

poklesu pevnosti. U rozptylu k takto vyrazné zméné nedochazi.
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Obr. 7.5: Zavislost fy, 0 a lye analytického modelu na rozméru D
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8 Diskuze

Nyni si zrekapitulujme prezentované vysledky. Prace se v ivodu zabyva vyuzitim
diskrétnich modelt s konstantnimi materialovymi parametry pro studii vlivu roz-
ptyleného poskozeni na vysledky experimentu zaméreného na vliv velikosti tazenych
téles. Ukazali jsme si, ze u velkych nosnikti zasahuje ORP do oblasti s vysokym gra-
dientem napéti a snizovanim tohoto gradientu snizuje koncentraci napéti v nosniku
a zvysuje tim jeho nominalni pevnost. U nosnikti malych velikosti zasahuje ORP do
lomové procesni zony, tedy jiz poskozeného materidlu, kde je jiz napéti spise rovno-
mérné. (obrazky 4.4, 4.7) Tento jev zpusobuje oslabeni energetického vlivu velikosti
u tazenych téles tvaru kosti, které bylo pozorovano v bakalarské préaci autora [1].

Déle jsme u zminénych modeltt mérili tvar lomové procesni zéony FPZ v betonu.
Poukazali jsme na to, Ze je u nosnikii malych velikosti procesni zéna ovlivnéna
okrajem nosniku a zabira tedy mensi ¢ast celkového objemu, nez je tomu u vétsich
velikosti. To jsme si ovérili sledovanim mnozstvi disipované energie v a mimo procesni
zonu, vykreslené do grafu 5.7.

V ramce prezentované prace pak byly pouzity diskrétni modely s lokdlnim po-
lem ndhodnych materidlovych parametrii riiznych rozptylt a autokorela¢nich délek
pro sledovani odezvy nominalni pevnosti, rozptylu a dopady interakce tvaru lomové
procesni zony s nahodnou promeénlivosti materialu, a tedy vyslednou nominalni pev-
nost.

Prevzali jsme analyticky model zavislost nominalni pevnosti na parametrech na-
hodného pole, ktery stoji na principu klouzavého primérovani pole po oblasti repre-
zentativniho objemu Vgyg a nasledné analyze minima takto vzniklého nahodného
pole. Model jsem pouzili pro studium vlivu velikosti s ménici se primeérovaci ob-
lasti Vryg. Z vysledkt vyplyva vyplyva mozné oslabeni statistického vlivu velikosti
u vetsich nosnikii.

Protoze je problematika, kterou se prace zabyva sirokd, je zde prostor pro navazu-
jici praci. Napriklad je mozné vytvorit jednoduchy analyticky model energetického
vlivu velikosti, ktery bude vliv zmékcéujicich oblasti brat v tvahu, nebo vyznam
rozptyleného poskozeni u diskrétnich modelt rozsitit na jiné typy zkousek, jako je
napriklad ¢tyT bodovy ohyb nosniku. Také je mozné pouzity analyticky model, odvo-
dit pro nekonstantni pribéh napéti a aplikovat ho napriklad pfimo na tazeny nosnik

tvaru kosti.
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9 Zavér
V ramci diplomové prace jsme si predstavili stochastické diskrétni modely a jejich
pouziti pro modelovani vlivu velikosti tazenych téles tvaru kosti a s tim spojenymi

diléimi problémy. Teoretické predpoklady jsme ovérili jak s vysledky diskrétnich

modeltl tak analytickym modelem.
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thel mezi normalovym a smykovym neformacnim tcinkem
Podil mezi smykovou a normalovou pevnosti

Vektor prutového napéti

Vektor prutové deformace
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