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Seznam zkratek

AU — Apolloniova tloha

KSS — kartézsky soufadnicovy systém
kkk — tii zadané kruznice

kkB — dv¢ zadané ptimky a jeden bod
kBB — dva zadan¢ body a jedna kruznice
kkp — dvé zadané kruznice a jedna piimka
kpp — dvé zadané pfimky a jedna kruznice
BBB — tfi zadané body

ppp — tii zadané primky

BBp — dva zadané body a jedna pfimka
Bpp — dvé zadané ptimky a jeden bod

kBp — zadana kruznice, bod a pfimka



1 Uvod

Apolloniova uloha (AU) je matematicky problém spocivajici v tom, ze mame zadany tfi
prvky, kterymi mize byt kruznice, bod nebo pifimka. Nasim ukolem je najit kruznici, ktera by se
kazdého z téchto prvka dotykala. Ulohu miizeme rozdélit na réizné piipady podle toho, jakou
kombinaci prvki mame zadanou.

Cilem préce je predvést ctenatiim analyticky pfistup k AU a poskytnout jim ukézku feseni
kazdého ptipadu této ulohy. Analytické feSeni bude spocivat v tom, ze geometrickou ulohu
vyjadiime soustavou rovnic. Vznikne ndm tak algebraicka uloha, kterou vyfesime a dostaneme
odpovéd’ na piivodni geometricky problém. V této praci jsem pii feSeni a Gpravach rovnic pouzival
software Maxima a vSechny obrazky jsem vytvofil v programu GeoGebra.

V prvni ¢asti prace jsou popsany a rozebrany dosavadni poznatky a postupy analytického
feSeni AU ulohy. Daéle si ukdzeme, jak by bylo mozné piistupovat k situaci, kdy se mezi zadanymi
prvky objevuji piimky. V posledni Casti vyuzijeme poznatky z piedchozich ¢asti, zamétime se
na kazdy ptipad AU zvlast’ a ukaZeme si moznost jeho feSeni.

V cCeské literatufe neexistuje mnoho zdroju, které by se zabyvaly analytickym feSeni AU a
kdyz se nim néjaky zabyva, tak nepopisuje vSechny piipady této lohy. Navic ani v anglicky psané
literatufe se mi nepovedlo najit zdroje, které by popisovaly analytické feSeni pro kazdy piipad AU.
Konkrétné jsem nenasel Zadny zdroj tesici piipady, kdy se mezi zadanymi prvky objevuji ptimky.

Tato prace muze byt pfinosem v tom, ze obsahuje soubor analytickych feseni vSech ptipadi AU.



2 Apolloniova uloha

Autorem AU je starovéky fecky matematik Apollonius z Pergy. Zil piiblizné v letech 262 az
190 pft. n. . Narodil se ve mésté Perga, které se nachazelo na jihu dneSniho Turecka. V mladi odesel
do Alexandrie, kde studoval pod vedenim Euklidovych nasledovniki. Cast svého Zivota stravil
v Efezu a Pergamu, coz byla starovéka fecka mésta nachéazejici se na zapade dnesniho Turecka.

Ke konci svého Zivota se vratil do Alexandrie, kde zemfel jako uznavany matematik, ktery
si vyslouzil prezdivku ,,Velky geometr* (Robertson a O'Connor, 1999).

Apollonius je znamy svym dilem ,,Konia“, ve kterém pojednava o kuzeloseckach. Dilo
obsahovalo osm svazkl, z nichz se vétSina zachovala dodnes (Nocar, 2019). Déle napsal
dvousvazkové dilo ,,0 dotycich* a v ném formuloval tlohu, které dnes fikdme AU. Vzhledem
k tomu, Ze se toto dilo do dnesni doby nezachovalo, nezname originalni znéni této tilohy, ani piesné
nevime, jak Apollonius tuto tlohu fesil. O AU vime diky tomu, Ze byla obsazena ve spisech, které
psal Pappos Alexandrijsky (Reichl a Vseticka, 2023).

AU lze dnes formulovat vice zplisoby. Mohli bychom ji formulovat napftiklad takto:
Sestrojte kruznici ke trem zadanym prvkiim tak, aby se dotykala kazdého z nich. Zadané prvky
mohou tvorit kruznice, body nebo primky.

Ve specialnich ptipadech lze za kruznici povazovat i bod a ptimku. Z kruznice s nulovym
polomérem ziskame bod a zvétSujeme-li polomér kruznice do nekonec¢na, dostavame ptimku. Také
hledana kruznice mtize mit nulovy nebo nekonecny polomér. Kdybychom méli naptiklad zadany tii
kolinearni body, tak hledanou kruznici dostaneme ve formé ptimky, kterd témito body prochazi.
Uvazujeme-li i tyto specidlni piipady kruznic, tak je Ize zadani Glohy zjednodusit a zmifiovat v ném
pouze kruznice. Zadani tedy miZzeme psat nasledovné:
westrojte kruznici, ktera se dotyka tri zadanych kruznic.* (Nocar, 2019, s. 3)

Resenim tilohy se v priibéhu &asu zabyvali riizni lidé. Napiiklad ptipady se tfemi zadanymi
body a se tfemi zadanymi piimkami dokdzal vytesit uz Euklides. Podle Pappose tlohu vyftesil sdm
Apollonius s vyjimkou ptipadu tfi kruznic (s kone¢nym polomérem vétSsim nez nula). S feSenim

tohoto ptipadu ptiSel jako prvni francouzsky matematik Viéte v 16. stoleti (Sklenarikova, 2004).



3 Souhrn dosavadnich reSeni

Pfi feSeni nasi tlohy budeme pracovat s kruznicemi, body a ptimkami. Polohy téchto prvki
budeme vztahovat vici kartézskému souradnicovému systému (KSS). Pro piehlednost budeme jako
kruznice oznacovat jen ty s kone¢nym polomérem vétSim nez nula. Specidlni pfipady kruznic
s nulovym a nekonecnym polomérem budeme oznacovat jako bod a piimka.

Ulohu, Ize rozdélit na nékolik p¥ipadii podle toho, jestli mame zadané kruznice, body,
ptimky, nebo néjakou jejich kombinaci. Pro piehlednost pouzijeme pro jednotlivé ptipady znaceni,
které pouziva Pirklova (2013). Skutecnost, Ze je v uloze zadana kruznice, ozna¢ime pismenem k,
bod oznac¢ime pismenem B a pfimku pismenem p. Pokud budeme mit naptiklad zadané dveé
kruZnice a jednu pfimku, tak tuto situaci oznacime jako kkp. VSechny moZnosti si miizeme vypsat a

lehce se presvédcime, Ze jich je celkem deset:

kkk, kkB, kBB, kkp, kpp, BBB, ppp, BBp, Bpp, kBp.

Nejdiiv se zamétime na moznost kkk. Takovato uloha mé obecné osm feseni. Pocet feSeni
vyplyva z toho, Ze hledana kruznice miize mit s kazdou zadanou kruznici dvé moznosti dotyku.
Tedy bud’ vnitini dotyk, nebo vné;si dotyk. Pocet moZnych poloh hledané kruznice 1ze vyjadiit jako
trojclenné variace s opakovanim ze dvou prvki, coz se rovna osmi moznostem. Konkrétni pocet
feSeni bude zaviset na tom, jak jsou rozmistény zadané kruZnice a na velikosti jejich poloméra.
Napriklad kdyz jedna kruznice lezi uvnitt druhé a druhd uvnitf tieti, tak loha nebude mit zadné

teSeni (Nocar, 2019).

Obrazek 1: Osm riiznych feseni tlohy.



Ve vice zdrojich se udava podobné odvozeni vztahli mezi hledanou a zadanymi kruznicemi,
kterym nakonec dostavame soustavu rovnic (3.1). Autorem odvozeni, ze kterého budeme vychazet
je Johansen (2014). Mé&jme nyni tfi kruznice zadané v KSS. Zadané kruznice ozna¢ime jako
k,(S4,ra), ks(Sy,7s), kc(Se,re) ahledanou kruznici jako k (S, 7). Vzdalenost mezi stiedy
zadanych a hledané kruznice Ize urcit pomoci Pythagorovy véty. K vypoctu pouzijeme pravouhly
trojihelnik, kde vzdalenost mezi sttedy tvoii pieponu, prvni odvésna je dana rozdily x-ovych
soutadnic stiedt a druha rozdily y-ovych soufadnic stfedl tak, jak je ukdzano na Obr. 2. Vzdalenost
sttedt kruznic lze napsat bud’ jako |r+r,|, nebo jako |[r—r,|, kde i=A,B,C. Znaménko + znadi, Ze
kruznice k lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k; a zaroven kruznice k; lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k.
Znaménko — znaci, ze bud’ k lezi ve vnitini oblasti kruznice k,, nebo naopak k; lezi ve vnitini
oblasti k. Napiiklad na Obr. 2 pro vzdalenost mezi stfedy S a S, plati |r+r,| a vzdalenost stiedti S

aSgje [r—ry.

X . XguXc 1Xg
r i 2 :

Obrazek 2: Vztah mezi zadanymi a hledanou kruZnici.

Vyuzitim vySe zminénych poznatki 1ze vztah mezi zadanymi a hledanou kruznici obecné

vyjadfit soustavou rovnic

(xs_xB>2+(ys_yB)2:(”i”B)2 (3.1)



Kombinacemi znamének + a — mezi poloméry na pravé strané soustavy rovnic lze ziskat rtizné
vysledky. Pocet moznosti, jak znaménka nakombinovat opét odpovida troj¢lennym variacim

s opakovanim ze dvou prvki, coZ se rovna osmi moznostem. VSemi kombinacemi znamének plus a
minus ziskame tedy osm soustav tfi kvadratickych rovnic o tfech nezndmych a jejich feSenim

najdeme hledané kruZznice.

3.1 Reseni s transformaci souradnic

Soustavu rovnic (3.1) lze fesit vice zplsoby. Podivame na zptlisob, ktery uvadi Johansen
(2014). Reseni zde za&ina tak, e nejprve transformujeme KSS, ve kterém jsou kruznice vyjadieny.
Nésledné kruZnice vyjadiime v novém, transformovaném KSS. Diky tomu ziskdme jednodussi
soustavu rovnic, se kterou se bude dal 1épe pracovat.

Transformace soufadnic se provede pomoci rotace a translace. V postupu se rotace provadi
tak, ze pivodni KSS oto¢ime tak, aby x-ova osa byla rovnobézna se spojnici stiedii dvou zadanych

kruznic. Nejprve si tedy vybereme dvé kruznice, naptiklad k , a k. Uhel rotace lze ziskat vztahem

|)’A_YB|

o =arctan .
|xA_xB|

(3.2)

Sted rotace je stied ptivodniho KSS. Rotaci ziskame novy systém, ktery oznaéime KSS'.

7 )

(&

(4] XA X

X

r >~ . , v I, ’ .
Obrazek 3: Cervenou barvou je znazornény KSS' ziskany rotaci.
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K tomuto postupu jesté¢ doplnime, Ze je potieba dat si pozor, abychom podle vztahu (3.2)
vypocitali uhel pro spravny smér rotace. Je totiz rozdil, jestli provadime rotaci KSS v kladném
sméru (proti sméru hodinovych ruic¢ek) nebo v zaporném sméru. Reknéme, Ze chceme provést
rotaci v kladném sméru. Na Obr. 3 je situace, kdy mame vhodné zvoleny thel & a rotaci v kladném
sméru lze provést. Na Obr. 4 mame situaci, kdy je nevhodné zvoleny tihel & a rotace v kladném
sméru by pro nase potieby nefungovala.

Chceme-li tedy provadeét rotaci v kladném sméru, mizeme pouzit podminku pro vybér dvou
kruznic tak, abychom zajistili, Ze transformace bude uspesna. Podminka mtize byt takova, Ze pro
vypocet thlu rotace ze vztahu (3.2) pouzijeme kruznice k , a kg, pro které plati x , <xzAY ,<Yp.
Touto podminkou bychom ale nebyli schopni vyfesit situaci, kdy jsou zadany tfi kruZnice, jejichz
sttedy maji stejnou x-ovou soufadnici. Tuto situaci by §lo vyfesit zvlast tak, ze bychom vynechali

rotaci a ptesli pfimo k translaci.

il X X5

o
b-
>y

Obrazek 4: Spatné zvoleny uhel pro rotaci v kladném sméru.

Nyni postup pokra¢uje translaci. Nové vznikly KSS' transformujeme tak, Ze x-ova osa bude

prochazet stredy kruznic k 4, k; a y-ova osa bude prochazet sttedem kruznice k .. Takze vlastné
potiebujeme osu x' posunout o vektor u=(0, y’,)=(0,y%) aosuy' o vektor v=(x{,0). Translaci

z KSS' vznikne KSS” a v tomto systému vyjadiime piivodni soustavu rovnic.
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vy Ry

/ X

Obrézek 5: Transformace KSS na KSS".

Diky provedenym transformacim a vyjadfeni kruznic v KSS" si zjednodusime ptivodni

soustavu rovnic (3.1), protoze se zde nékolik ¢lenti bude rovnat nule. Nova soustava je ve tvaru

(xg—x )+ (ysP=(r=r,)
(xg—x3)+(ys)=(rxry) (33)
(x5 )+ (ys—yey=(rxre).

Translace a rotace jsou izometrie, tedy zobrazeni, které neméni vzdalenost dvou bodl. To znamena,
Ze neni potfeba po transformaci menit znac¢eni poloméra v (3.3), protoze jejich velikost zlistava
stejnd. Vidime, Ze jsme se diky transformacim zbavili tii ¢lent z plivodni soustavy rovnic, protoze
plati y'i=y"=x!=0.
V postupu, ze kterého vychdzime, se piSe, Ze po vyieSeni soustavy rovnic muze nastat
situace, kdy dostaneme jako vysledek kruznici se zdpornym polomérem, ale nepovazuje se to
za chybu. Autor udava, ze znaménko vysledného poloméru zavisi na tom, jaké znaménko pouzijeme
mezi poloméry na pravé stran¢ soustavy rovnic (3.3) a také na tom, jaka je poloha hledané kruznice
vuci zadanym kruznicim. Tedy jestli ma hledana kruznice se zadanymi vnéjsi nebo vnitini dotyk.
Ukazme si ptiklad, na kterém si zkusime autorovu myslenku o zdpornych polomérech
objasnit. Méjme situaci, kdy hleddme kruznici na Obr. 2. Hledand kruznice ma vnéjsi dotyk

s kruznici k , a vnitini dotyk a kruznicemi k a k.. Pro nalezeni kruznice tedy pouzijeme soustavu

rovnic
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(XS_XA)2+(YS_YA)2:(”+”A)2
(XS_XB)2+(J’S_YB)2 (r_rB)z

(xs_xc)2+(YS_YC)2 (”_”c)z-

Jenze hledanou kruznici bychom nasli 1 podle soustavy

Jediny rozdil by byl v tom, Ze bychom polomér dostali s opaénym znaménkem, protoze plati
(r_ri)2=(_r+ri)2 a (”+"i)2:(_”_”i)2-

Pokud v soustavé rovnic budou vSechna znaménka mezi poloméry opacna, tak lze najit stejnou
kruZnici, pouze ndm u ni vyjde zaporny polomér. Dostaneme-li vysledek se zdpornym polomérem,
neznamena to chybu, ale jen to, ze jsme pii hledani dané kruznice pouzili v soustavé rovnic mezi
poloméry kombinaci znamének, kde jsou vSechna opacnd, nez by méla byt pro spravné vyjadieni
polohy nalezené kruznice.

Vyse jsme jiz zminili, Ze kombinaci znamének mezi poloméry existuje osm. VSechny
moznosti si ted’ shrneme v tabulce, kde jsou mozné kombinace oznaceny Cisly 1 az 8, znaménko
plus ve sloupci r , znamena, Ze se v dan¢ kombinaci bude r , pficitat k r a minus by znamenalo

odcitani r , od r, to samé plati i pro sloupce rzarc.

Tabulka 1: Kombinace znamének mezi poloméry v soustaveé rovnic.

Fa Ig re
1 + + +
2 + -
3 + - +
4 + — -
5 - +
6 - + -
7 - - +
8 - _ _
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Jak jiz bylo feceno, je jedno, jestli z Tab. 1 pouzijeme kombinaci 4 nebo 5. Obé moznosti lze
vyuzit k nalezeni kruznice na Obr. 2. Vysledek se bude lisit pouze ve znaménku hledaného
poloméru. Stejnym zpisobem by to fungovalo 1 s kombinacemi 3 a 6, které maji navzajem opacnou
kombinaci znamének. To samé plati pro kombinace 2 a 7 i pro 1 a 8. Z toho plyne, Ze k hledani
feSeni neni potieba pouzit v§ech osm moznosti z Tab. 1, pokud si uvédomime, co znamena zéporna
hodnota polomeéru. K nalezeni vSech feSeni si tedy vystac¢ime naptiklad s prvnimi ¢tyimi
kombinacemi.

Jako posledni krok postupu autor provadi transformaci z KSS" zpét do KSS, aby v tomto

pivodnim systému vyjadfil nalezené soutradnice sttedd a poloméry hledanych kruznic.

3.2 Primé reSeni

Dalsi postup feSeni uvadi Courant a Robbins (1996). V tomto postupu se vychazi, stejné
jako v pfedchozim ptipadé€, ze soustavy tii rovnic (3.1). Pfi feSeni se zde nevyuziva zadné
transformace soufadnic a soustavu rovnic fesime piimo. Tento postup budeme podrobnéji fesit
v nasledujici kapitole, nyni si ho jen stru¢né popiseme.

Nejprve si v soustave (3.1) zvolime né¢jakou kombinaci znamének + a od rovnice v prvnim
fadku zvlast odeCteme druhou a tfeti rovnici. Ziskame tak dvé linearni rovnice o neznamych
hodnotach xg, ygar. Z téchto dvou rovnic si vyjadiime xga yg v zavislosti na r. Takto vyjadiené
predpisy nasledn¢ dosadime za x5 a yg do rovnice v prvnim fadku soustavy (3.1). Ziskdme tak
kvadratickou rovnici o nezndmé r. Z kvadratické rovnice dostaneme hledanou hodnotu poloméru r
v zé&vislosti na zadanych hodnotach. Nakonec ji dosadime do pfedpisi pro xga y,, tim ziskdme
parametry hledané kruznice.

Kvadratickd rovnice o nezndmé r mize mit dvé feSeni, takze to vypada, Ze bychom feSenim
soustavy rovnic mohli ziskat az dvé hledané kruznice. V postupu se uvadi, ze sice lze ziskat dvé
feseni, ale v takovém ptipadé bude jedno z nich vzdy zaporné a toto zaporné feSeni nebudeme
uvazovat. ReSenim soustavy rovnic tedy dostaneme maximalné jedno feseni. Nasledn& pouzijeme
soustavu s jinou kombinaci znamének, soustavu vyfesime a dostaneme dalsi feSeni. Uz jsme si
uvedli, Ze kombinaci znamének existuje osm. Takze timto zplsobem Ize ziskat obecné osm
hledanych kruZnic.

Je vidét, Ze se u tohoto postupu pouziva jiny piistup k poloméru se zapornym znaménkem

nez u minulého feSeni. Tvrdi se zde, Ze kdyzZ pfi feSeni kvadratické rovnice s poloméry dostaneme
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dva vysledky, tak jeden z nich bude vzdy zaporny. Zkusme si toto tvrzeni objasnit, pomizeme si k

tomu nasledujicim obrazkem.

Obrazek 6: Dve hledané kruznice.

Na Obr. 6 kruznici k, najdeme prvni kombinaci znamének z Tab. 1 a kruznici k, osmou
kombinaci. JenZe prvni a osméa kombinace maji vSechna znaménka na stejnych pozicich opacna.
Takze prvni kombinaci bychom nasli i kruznici k,, pouze se zapornym polomérem a naopak osmou
kombinaci bychom nasli k, s kladnym polomérem a k, se zdpornym polomérem. V tomto piipadé
jsme pouzitim prvni nebo osmé kombinace znamének ziskali kruznice, kde jedna ma tfi vnéjsi
dotyky se zadanymi kruZnicemi a druha tfi vnitini dotyky. Jednu kruznici jsme vzdy dostali
s kladnym a druhou se zapornym polomérem. Stejnym zptisobem by to fungovalo i u ostatnich
kruznic hledanych pomoci ostatnich kombinaci znamének.

Mame tedy dv€ moznosti. Prvni moznost znamena, ze budeme uvazovat i vysledky
se zapornymi poloméry a k hledani feSeni pouZzijeme pouze ¢tyii vhodné zvolené kombinace
znamének (napiiklad prvni Ctyfi z Tab. 1). Druhd moznost je takova, Ze pouzijeme pouze kladné
polomeéry, ale pii hledani feSeni pouZzijeme vSech osm kombinaci znamének. Podle obou moznosti
lze ziskat az osm riznych feseni.

Zminéné postupy nefunguji pouze pro kruznice. Pokud bychom v soustavé (3.1) dosadili
za nékteré (nebo klidn€ 1 za vSechny) poloméry zadanych kruznic nulu, tak z téchto kruznic ziskame

body. Nové vzniklou situaci lze fesit stejnym zpisobem jako piipad se tfemi kruznicemi. V piipadé
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bodl muze dojit i k ur¢itému zjednoduseni, protoze v soustavé rovnic nemusime fesit znaménko +
mezi poloméry. Kdybychom méli napiiklad zadany dva body a jednu kruZznici, tak soustava rovnic
vypada nasledovné

(xs—x,)+(y YA)ZZ”Z
(xs=x5)+(y YB)ZZ"Z

(xs_xc)2+(J’S_YC)2:(”irc) .

2
+(ys—

2
+(ys—

Vidime, ze v tomto konkrétnim piipadé¢ méame pouze dvé kombinace znamének +r.a —r.

Postupy popsané v této kapitole funguji pouze pro kruznice a body, ale nefunguji pro
pfimky. Analytické feSeni AU pro pfimky se neobjevuje v Zadné nami znamé literature. Veskera

nalezena literatura o analytickém feSeni se vénuje pouze ptipady s kruznicemi a body.
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4  Vztahy pro zadané primky

K tomu, abychom byli schopni vytesit vSechny ptipady AU, musime najit n¢jaky zptisob,
jak postupovat, kdyz se mezi zadanymi prvky budou objevovat ptimky. Potfebujeme tedy najit
n¢jakou rovnici, kterd bude vyjadiovat vztah mezi zadanou pfimkou a hledanou kruznici. Také
chceme, aby se s touto rovnici dalo dobie pracovat. Potfebujeme, aby bylo mozné danou rovnici
nasledné zatadit do soustavy obsahujici dalsi rovnice, které vyjadiuji vztahy mezi ostatnimi
zadanymi prvky a hledanou kruznici a abychom byli schopni tuto soustavu nasledné vyftesit.

V této kapitole si odvodime rovnice, které bude mozZné pouzit v pfipad¢ zadanych piimek.
Nasledné¢ s pouzitim téchto novych vztahli a poznatkli z minulé kapitoly budeme schopni vyjadrit
soustavou tii rovnic kazdy z deseti moznych piipadi AU.

M¢jme piimku p ve smérnicovém tvaru vyjadienou rovnici
y=ax+b, (4.1)

kde a je smérnice a b konstanta urcujici misto, ve kterém piimka protind osu y. Nyni se zaméfime

na situaci, kdy je smérnice a vétsi nez nula. Tato situace je zndzornéna na nasledujicim obrazku.

Obrazek 7: Hledana kruznice a zadana rostouci ptimka.

Na Obr. 7 vidime piimku p, hledanou kruznici k a zelenou piimku, ktera prochazi sttedem hledané

kruZnice a je kolma na x-ovou osu. Déle je zde vyznacena odchylka ¢, pro kterou plati ¢ =tana.
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Zajima nas, jaka bude velikost h=|PS|. Z Obr. 7 vidime, Ze plati cos¢p=r/h atedy h=r/cos¢.
Pokud jesté vyjadiime odchylku ¢ pomoci smérnice a, tak dostavame vztah

h= r

- r 42
cos(arctana) 4.2)

Pokud h pti¢teme k pravé strang rovnice (4.1), tak ziskdme piimku p’: y=ax+ b+ h, ktera prochazi
sttedem kruznice k.

Ptimka p mlize mit také zapornou smérnici a, coz je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

%

I x
180°- ¢ A

Obrazek 8: Hledana kruznice a zadana klesajici ptimka.

Pro vyjadfeni h na Obr. 8 pouzijeme rovnosti cos(180°—¢)=—cos ¢=r/h. Takze v piipadé

zaporné smernice dostavame

,
[P — 4,
cos(arctana) 43)

a ptimka p’ bude mit opét predpis y=ax+ b+ h.

Vztahy (4.2) a (4.3) jsme si pomoci Obr. 7 a Obr. 8 odvodili pro ptimky, které se dotykaly
kruznice k ,,zdola*. Tedy y-ova soufadnice bodu dotyku kruznice a ptimky byla mensi nez y-ova
soufadnice stfedu kruznice. Mohlo by to byt i naopak a piimka by se kruznice dotykala ,,shora“ tak,
jak ukazuje Obr. 9.
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a B

X

Obrazek 9: a) Rostouci primka, ktera se dotyka kruznice ,,shora“. b) Klesajici pfimka dotykajici se kruznice
,,shora®.

Pro h na Obr. 9a by opét platil vztah (4.2), ale ptimce p’ by v tomto piipadé odpovidala
rovnice y=ax+b—h. Tedy k tomu, abychom posunuli pifimku p tak, aby prochazela sttedem
kruznice k, je potieba z pravé strany (4.1) odecist h. V piipadé Obr. 9b bude h odpovidat vztah
(4.3) a piedpis pro p’ opét ziskame tak, Ze od pravé strany (4.1) odeéteme h, tak jako v piipadé
na Obr. 9a. Odecitani miizeme nahradit tim, Ze misto odecteni h vyjadieného vztahem (4.2) Ize
pticist h vyjadiené vztahem (4.3) a naopak.

Situace, kdy je smérnice a nulov4, je zobrazena na Obr. 10. Zde piimku p’ dostaneme tak, Ze
v ptipad¢ piimky p, pfi¢teme k pravé stran¢ rovnice (4.1) polomér hledané kruznice r. Analogicky

v piipad¢ ptimky p, od pravé strany rovnice (4.1) polomér r odecteme. Obé tyto varianty lze

r r
obsahnout pomoci piedpisu p’: y=ax+b+h, kde h=+xr==+ ==+ . Lze ted
pomoci piedpisu p: y=ax e 2050~ * cos(arctana) ze tedy

pouzit stejné rovnice, které pro p’ plati v piipadé rostoucich a klesajicich piimek.
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Obrazek 10: Ukazka pfimek rovnobéznych s x-
ovou osou.

Vidime, ze pro kazdou piimku ve tvaru (4.1) Ize najit pfimku prochéazejici sttedem hledané

kruznice pomoci predpisu

,
—ax+bt—0 4.4
. cos(arctana) 44

kde lze za proménné x a y dosadit soufadnice stfedu kruznice x4 a ys. Po dosazeni a upravé

dostaneme rovnici

,
—ytb=t——F———, 4.5
s~ Vs cos(arctan a) (45)

To je rovnice, pomoci které 1ze obecné vyjadtit vztah mezi hledanou kruZnici a zadanou pfimkou,

kterou je mozné vyjadiit ve smérnicovém tvaru.

Jestlize méme pifimku p danou piedpisem x=c, kde c je redlna konstanta, pak nelze pouzit

vztah (4.5), protoze ptimku p nelze zapsat ve smérnicovém tvaru. Tato situace je zndzornéna

na nasledujicim obrazku.
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¢ g

Obrazek 11: Ukazka piimek, které jsou kolmé
na x-ovou osu.

Na Obr. 11 vidime, ze hledana kruznice k miize byt nalevo nebo napravo od ptimky p. Sttedem
kruznice k, (k) bude prochazet piimka p’ (p5) dana predpisem x=c—r (x=c+r). V tomto piipadé

tedy obecné popiseme vztah mezi ptimkou p a kruznici k pomoci rovnice
Xg—c==r. (4.6)

V této kapitole jsme si ukazali, ze vztah mezi zadanou pfimkou a hledanou kruznici lze

vyjadfit linearni rovnici (4.5) o tfech neznamych xg, yg a r, ktera mé na pravé stran¢ kombinaci

znamének plus a minus. Ve specialni ptipadé¢, kdy pfimku nelze vyjadiit ve smérnicovém tvaru,

nahradime vztah (4.5) vztahem (4.6).
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5  Soubor FeSeni jednotlivych pripadua

V této kapitole rozdélime AU na ritizné piipady podle toho, jakou mame zadanou kombinaci
kruznic, ptfimek a boda. Ve tieti kapitole jsou vSechny tyto ptipady vypsané a vime, zZe je jich
celkem deset. U kaZdého ptipadu si ukaZeme, jak bychom mohli postupovat pii jeho feseni a jaky

vysledek dostaneme.

5.1 Pripad kkk

Zaéneme piipadem kkk, mame tedy tii zadané kruznice k ,(S 4,7 4), k5(S5.75), ko(Sc,7¢) a
hledanou kruznici k (S, 7). Pro feseni tohoto piipadu vyjdeme ze soustavy (3.1) a aplikujeme na ni
postup, ktery uvadi Courant a Robbins (1996). Toto feSeni jsme jiz nastinili v pfedchozi kapitole.
Zde se ale pokusime o podrobné rozvedeni jednotlivych krok.

Rovnice ze soustavy (3.1) nejprve roznasobime

x§+yé_szxA_ZYSyA"'x,zq"'y,Zq:”zizrrA"'ri’ (5.1)
Xot Ye—2XsXp—2Ys Yt X5t Yp=r'+2rr +ry, (5.2)
x§+y§—2xsxc—2ysyc+xé+yé:r212r rc+ré. (5.3)

Z kombinace znamének + nyni ve vSech tfech rovnicich pouzijeme moznost +. Dale odectenim
rovnice (5.2) od (5.1) ziskdme rovnici (5.4) a podobné odectenim rovnice (5.3) od (5.1) dostdvame
(5.5).
205 a)yst2(xp=x,) X Yo+ V= Xp+ X4=2(r,—rp)r—rp+r (5.4)
2(ye=ya) yst2(xe=x4) Xg— Yot Ya— Xt x4=2(r,—rc)r—ré+r} (5.5)
Mame ted’ dvé linearni rovnice s neznamymi Xg, Y a r. Nasledné si vyjadiime x4 z rovnice (5.4)

_2(ya=yp) yst2(ra—rp) rt yp— Yt Xp=xi—rytry
Z(XB_XA)

S

a dosadime do rovnice (5.5). Po zjednoduseni a vyjadieni yy dostdvame rovnici ve tvaru
_ 2[(”3_”A)xc+(”A_”c)xB+(”c_”B)xA]"+(xB_xA) yzc‘*'(xA_xc)yé

’ 2[(xB_xA)yC+(xA_xC>yB+<xC_xB)yA]
(xc_xB)yzA""(xB_xA)xzc+(_x123+x,24+r§3_r,24>xc"'xAx?ﬁ'(_xi;_ré"'ri)xB"'(Vzc_ris)xA

2[(xB_xA)yC+(xA_xC)yB+(xC_xB)yA]

—+

+

Nyni zavedeme substituce

K1:2[(rB_rA>xC+(rA_rC)xB+(rC_rB)xA]’
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Kzz(xB_xA)yé+(xA_xc)y?3+(xc_xB)Yix+(xB_xA)xé+
(=Xt XA T r—Ta) Xe T x4 X5+ (=X —re+rh) Xpt (re—r3) Xy,
K3:2[(xB_xA)yC+(xA_xC)yB+<xC_xB)yA]'

Diky substitucim lze zavislost y¢ na r psat ve tvaru

_K,r+Kk,

5.6
Vs K3 ( )
Vztah (5.6) nyni dosadime za yg do ptedpisu pro xg, ktery jsme dostali ze vztahu (5.4) a upravime

2(_K1YB+K1YA_K3rB+K3rA)r+K3(y123_y2A+xzza_xil_ré+r124)+2Kz(YA_YB)
ZKS(XB_XA)

=
Opét pouzijeme substituce
L,=2(—K,y;+K,y,—Kiry+Ksr,),
L2:K3<J’123_y,24+xzza_xi_723+’”,24)+2Kz(J’A_YB)’
L,=2K,(x,—x,).

Zavislost xg na r lze nyni vyjadrtit vztahem

_Lyr+L,

Xg= I (5.7)
V nasledujicim kroku dosadime vztahy (5.6) a (5.7) za proménné yg a x4 do vztahu (5.1) a
dostaneme kvadratickou rovnici s proménnou r
A,r’+B,r+C,=0, (5.8)
kde
A=(K;-K}) L; - K; Ly,
B,=2K,L;(K;y,—K,)+2K5(L,Lyx,+Lir ,—L,L,),
C.=K3(— L3y —Lix3+2L,L,x,+Lir—L})+L(2K, K,y ,— K3).
Z rovnice (5.8) ziskame dvé hodnoty poloméru r ve tvaru
_ —B,+VB;—4A,C, _—Bl—\/Bf—4A1C1. (5.9)

"= 24, > 2= 24,
Jak jsme jiz psali v pfedchozi kapitole, pouze jedna hodnota poloméru r bude kladna. Kladna
hodnota pro nas bude predstavovat hledany polomér kruznice a zdpornou hodnotu nebudeme
pouzivat.
Timto zptisobem jsme tedy nasli polomér hledané kruznice r. Tuto hodnotu nasledné
dosadime do (5.6) a (5.7). Ziskame tak i soufadnice stfedu hledané kruznice xg a yg v zavislosti

na znamych hodnotach polomért a soufadnic stfedti zadanych kruznic. Popsanym postupem
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muzeme urcit jednu hledanou kruznici. Dale bychom u rovnic (5.1), (5.2) a (5.3) pouzili jinou
kombinaci znamének + a cely postup zopakovali. Tim bychom mohli ziskat dalsi kruznici.

Jak jsme si jiz v ptedchozi kapitole fekli, moznych kombinaci znamének + existuje osm,
coZ znamena, ze lze ziskat az osm hledanych kruznic.

Soustava rovnic (5.1) az (5.3) obsahuje znaménka =+, pro ukdzkové feseni jsme u vSech
rovnic pouzili znaménko +. Stejnym zpiisobem budeme postupovat i v dalSich ptipadech. Takze az
budeme mit dalsi rovnice se znaménkem =+, tak pro ukazkové feseni budeme vzdy pouzivat

znaménko +.

5.2 Pripad BBB

Dale budeme fesit ptipad BBB, mame tedy zadany tii body A[x,, y.], B[xz,ys], Clxc,ycl
a opét k nim hleddme kruznici k (S, 7). Vztahy mezi zadanymi body a kruznici Ize opét vyjadfit
pomoci Pythagorovy véty, v tomto pfipad¢ se ale vzdalenost mezi bodem a stiedem kruznice bude

rovnat délce poloméru hledané kruznice.

Ye

Obrazek 12: Vztahy mezi zadanymi body a hledanou
kruZznici.
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Soustavu (3.1) 1ze v ptipadé BBB piepsat do tvaru
(xs=x,) +(ys—yaS=r’
(xs=2x5) +(ys—y5S=r" (5.10)
(xs=xc) +(ys—yc)'=r’.
Jediny rozdil oproti (3.1) je tedy ten, Ze na pravé strané€ vSech tfi rovnic je pouze polomér r a neni
zde potteba kombinovat znaménka plus a minus.
Pti feSeni budeme postupovat tak, Ze v soustavé (5.10) odecteme rovnici v druhém fadku
od rovnice v prvnim fadku a dostaneme vztah (5.11), nasledné odectenim rovnice ze ttetiho fadku
od rovnice v prvnim fadku dostaneme (5.12).
2(xp=X ) X5+ 2(Yp=Ya) Ys— Vit Ya— X5+ x,=0 (5.11)
2(xc=%4) X5+ 2(ye=ya) ys— Yo+ ya— Xt x4=0 (5.12)

Ziskali jsme tak dv€ linearni rovnice o dvou nezndmych x4 a y,. Tyto dvé€ rovnice vyfeSime
naptiklad tak, ze z (5.11) vyjadiime x4 a dosadime do (5.12). Z rovnice (5.12) nasledn¢ vyjadiime
ys v zavislosti na zadanych hodnotéach. Takto vyjadiené y¢ dosadime zpét do rovnice (5.11),

ze které si nyni vyjadiime i xg v zavislosti na zadanych hodnotach. Dostavame tak

e (5.13)
_ M,N,-M,N,
VM NTMN (5.14)
kde
M,=2(xz—x,),
M,=2(yz=ya4),
M ==y +yi—xp+ X},
N,=2(xc—x,),
N,=2(yc=ya4),

Ni=—ye+ya—Xe+X,.
Rovnice (5.13) a (5.14) dosadime za xg a y¢ v rovnici v prvnim fadku soustavy (5.10) a dostaneme

M2N3_M3N2_x 2+ M3N1_M1N3_ 2_r2
M,N,~M,N, 4| "\M,N,-M,N, 74|~

Vyslednou hodnotu poloméru hledané kruznice ziskame ve tvaru

_ M2N3_M3N2 2 M3N1_M1N3 2
r_\/(MlNz_Mle Xal ¥ M,N,—M,N, Ya)- (5'15)
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Pted odmocninou na pravé stran€ rovnice (5.15) by mohlo byt znaménko =+, to by pro nas ale
nemé¢lo vyznam, protoze v piipadé minus bychom nasli uplné stejnou kruznici jako pii pouZiti
znaménka plus, pouze by méla zdporny polomér.

Zjistili jsme tedy, Ze v ptipadé, kdy jsou zadany tii body, 1ze obecné ziskat jednu hledanou
kruznici, jejiz stted ma soufadnice vyjadiené vztahy (5.13), (5.14) a polomér je vyjadien vztahem

(5.15).

5.3 Pripad kkB

Nyni se zamé&fime na pfipad kkB. Mame zadan jeden bod A[x 4,y .] a dvé kruznice

ky(Sz,rs) aka(Sq,re). Vztahy mezi zadanymi kruznicemi, bodem a hledanou kruZnici vyjadiime

rovnicemi
(xs=xa) +(ys—ya)=r" (5.16)
(xs=x5) +(ys—ys) =(r£ry), (5.17)
(xs=xcf +(ys=ye)=(r=re). (5.18)

Rovnice (5.16) az (5.18) budeme fesit pro situaci, kdy bude na pravé strané dvou poslednich
rovnic mezi poloméry znaménko plus. Opét od rovnice (5.16) odectéme (5.17), ¢imz ziskame (5.19)
a rozdilem rovnic (5.16) a (5.18) ziskame (5.20).
2(y5=ya)yst2(x5=x,) Xg= yat ya—xp+ x5+ 2rr +ry=0 (5.19)
2(ye=ya) ys+2(xXe—xa)Xs— Yo+ ya—Xe+ X3+ 2rer+1=0 (5.20)
Dale ze (5.19) vyjadiime x v zavislosti na yg, r a vysledek dosadime za xg do (5.20). Z (5.20)
po dosazeni vyjadiime zavislost ygna r a to, co ndm vyjde, dosadime zpét do (5.19) za y, coz nam
umozni vyjadiit také x g pouze v zévislosti na r. Soutfadnice xg a yg dostavame ve tvaru

(02P3+01P1>V+O3P3+01P2

Xg= 0. P, s (5.21)
P, r+P
ySlej, (5.22)
kde
O1:2(yA_yB) )
0,=—2ry,

Os=yp—Yat Xp—X,4— 15,
0422(XB_XA)’
P1:_2(Ozxc_ozxA+O4rc)’
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P,=0,(ye—ya+xc—x,—1¢)+205(x4—xc),
P,=20,(yc=y4)+20,(xc—x,).
Nasledné dosadime (5.21) za x4 a (5.22) za y¢ v rovnici (5.16). Dostaneme tak kvadratickou rovnici
0 nezname r ve tvaru
A, r*+B,r+C,=0, (5.23)
kde
A,=(P3=P})Q;—P3Qi,
B,=—2(P,QiQs+P3Q,Q,),
C,=—QQi—P3Q;,
Q,=0,P,+0,P,,
Q,=0,P;+0,P,—0,P;x,,

Q;=0,P;,
Q,=P,—P;y,.
Z rovnice (5.23) ziskavame dvé hodnoty hledané¢ho poloméru
_ —B,+VB3—4A,C, _ —B,—\B;—4A,C,
r= A, , ¥,= A, . (5.24)

Stejné jako u pripadu kkk miize byt pouze jedna z téchto dvou hodnot poloméru kladna. Kladnou

hodnotu bychom opét dosadili zpét do vztahti (5.21) a (5.22). Ziskame tak jednu hledanou kruznici.
U rovnic (5.16), (5.17) a (5.18) 1ze znaménka plus a minus nakombinovat ¢tyfmi zpiisoby.

Dostavame tedy Ctyfi rizné soustavy rovnic a piipad kkB ma obecné Ctyfi riznd feSeni. Priklad Ctyt

feSeni je ukazan na nasledujicim obrazku.
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Obrazek 13: Ke dvéma zadanym kruznicim a jednomu
bodu mame ¢tyii hledané kruznice.

5.4 Pripad kBB

V ptipadé kBB, kdy mame zadanou kruznici k ,(S,,7,) a body B[xz, 5], C[xc, yel,

pro nalezeni hledané kruznice pouzijeme rovnice

(xs_xA>2+(ys_yA>2:(”i”A)Z’ (5.25)
(xs_x3)2+(ys_y3)2:rz’ (5.26)
(xs_xc)2+(YS_J’c>2:rz- (5.27)

Odectenim rovnice (5.26) od (5.25) ziskame (5.28) a rozdilem rovnic (5.25) a (5.27)
ziskame (5.29).
2(y5=Ya)yst2(Xp—X ) Xg— Yt Y= Xp+ X, =21 ,r =1, =0 (5.28)
2(ye=ya) ys+2(xe—xa)Xs—ye+ ya—xe+x3—2r ,r =13 =0 (5.29)
Nyni mame dv¢ linearni rovnice o tfech neznamych (5.28) a (5.29). Vyjadiime si z nich xga yg
v zé&vislosti na r stejnym zplsobem, jako jsme to ud¢lali u pfipadu kkB, kde jsme méli rovnice

(5.19) a (5.20). Po vyjadreni dostavame vztahy

_ Ty r+T,

xS—T, (530)
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R.r+R
ys=— (5.31)
3

kde
R=2(r Xs—r,Xxc),
Ry=x, X5 = (4= xp) (yet x¢)=(xc=x4) ya— (x5 xc) ya—(x5= X0+ 1) xe = (x3=12) x5,
Ry=2[(xp=x4) ye+(xa=xc) ypt(xc=%5) yal,
T,=2(R,y,—R,yz+R,7,),
T,=(ys—YatXs—Xa+ra) Rs+2(ya— )R,
T,=2R,(xz—x,).
Vztahy (5.30) a (5.31) dosadime do (5.25) a dostaneme rovnici
A,r*+ B,r+C,=0, (5.32)
kde
A;=T;R;—T5(R;—Rj),
B;=2[(T\T,~T\Tsx,~Tirs)Ri—R, T3yARs+ R, T3R,),
Cs=[(ya+xi—r2) Ri=2y AR, Ry + R T3 +(T5—2 T, x,T;) Ri.

Z rovnice (5.32) ziskavame dvé hodnoty poloméru r ve tvaru

_ —B,+y{B;—4A,C, —B,—/Bi—4 A,C,

2A, > 2= 2 A,

r, (5.33)

Stejné jako v predchozim piipadé mize byt vzdy pouze jedna z téchto hodnot kladna. Diky

znaménku + v rovnici (5.25) lze v piipadé kBB ziskat obecné¢ dvé feseni.
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Obrazek 14: Dvé Cervené kruznice se dotykaji dvou
zadanych bodt a jedné zadané kruznice.

5.5 Pripad ppp

Diky vztahtim, ke kterym jsme dospéli ve ¢tvrté kapitole, si mtizeme ukézat i feSeni piipadu
obsahujicich ptfimky. ReSeni téchto ptikladl si ukdzeme na piimkéach, které 1ze zapsat
ve smérnicovém tvaru.

Zacneme piipadem ppp. Mame zadany tii piimky s predpisy

Paty=a,x+tby,
Pp:y=azXx+tby, (5.34)

Pc:y=acx+b.

a k nim hledame kruznici k (S, r). Pro nalezeni této kruznice pouZijeme soustavu rovnic, ve které

budou jednotlivé rovnice odpovidat vztahu (4.5). Abychom si zjednodusili zapis, upravime tento

e . 1 . i
vztah pouzitim substituce s =———————. Soustava rovnic tak ziska tvar
cos(arctana)
anS_ys+bA:iSAr (535)
acxs_ys-"_bC:iSCr. (537)
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Soustavu mizeme zacit fesit tak, ze od rovnice (5.35) zvlast odecteme rovnici (5.36) a rovnici

(5.37). Dostavame tak rovnice
(aa—ag)xs—bgtb,=(s,—s,)r, (5.38)
(ay=ac)xs=betb,=(s,—sc)r. (5.39)

Nésledné si ze vztahu (5.38) vyjadiime r a dosadime do (5.39). Dostaneme tak rovnici

)(aB_aA)xS+bB_bA
SB_SA

(aA_aC)xS_bC+bA:(SA_SC s (5.40)

coz je linearni rovnice o jedné nezndmé x4 a tuto neznamou z rovnice vyjadiime ve tvaru

(bB_bA>SC+(bA_bC)SB+(bC_bB)SA
Xo= . 5.41
> (aB_aA)SC+(aA_aC)SB+(aC_aB>SA ( )

Nyni potfebujeme jesté najit nezname yg a r. Vztah (5.41) dosadime zpét do (5.38), ziskdme rovnici

(bB_bA)SC+(bA_bC)SB+(bC_bB)SA
— —b,+b,=(s,— s
<aA aB)(aB_aA)SC+(aA_aC)SB+(aC_aB)SA B (SA SB)r

ze které po upravach dostaneme polomér hledané rovnice

(aB_aA>bC+(aA_aC)bB+(aC_aB)bA

r= . 542
(ag—ay)sctla,—ac)sz+(ac—ag)s, ( )
Nasledné vztahy (5.41) a (5.42) dosadime do (5.35). Tim vznikne rovnice
(bp=ba)sct(by—=bc)sp+(be—by)s, _ ay—a,)bet(a,—ac)by+(ac—ay)b
aa — — th,=s, — — — TYs
(ag—au)sct(a,—ac)spt(ac—az)s, (ap—as)sct(a,—ac)spt(ac—az)s,
a po upravach této rovnice dostdvame y-ovou soufadnici stfedu hledané kruznice
= (agby—a,bp)sct+(a,be—ach,)syt(achy—azbe)s, (5.43)

(aB_aA)SC+(aA_aC)SB+(aC_aB)SA

V piipadé, Ze jsme na pravych stranach rovnic (5.35) az (5.37) pouzili znaménka plus, tak
jsme dostali polomér hledané kruznice a soutadnice jejiho stiedu vyjadiené pomoci vztaht (5.42),
(5.41) a (5.43). Pozitim jinych kombinaci znamének + bychom mohli stejnym zpiisobem ziskat

dalsi feSeni.
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Obrazek 15: Tt primek se dotykaji ¢tyti kruznice.

5.6 Pripad kkp

Nyni budeme fesit piipad kkp. Mame zadanou piimku p,: y=a, x +b, a dvé kruznice

ky(Sg,rs), ke(Se,re). Vznikne ndm soustava rovnic

A, Xs—Ystb,=xs,71, (5.44)
(xs_xB)z+(J’S_J’B)2:(ri"3)2’ (5.45)
(xs_xc)z+(YS_YC)2:(”i”c)2- (5.46)

Od rovnice (5.45) odecteme (5.46), dostaneme tak linearni rovnici
2(ye=yp)ys+2(xc—x5) X5 et yy—xe+ xy=2(ry—rc)r—re+ry. (5.47)
Z (5.44) si vyjadiime xg v zavislosti na nezndmych hodnotach ysar

_ Ysts,r—by,

” (5.48)

S
a nasledné dosadime do rovnice (5.47), ve které¢ ted’ budeme mit pouze neznamé ygar.
Po tpravach si z této rovnice vyjadiime yg ve tvaru

_U,r+U,

yS_ U3 s (549)
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kde

2 2 2 2 2 2
U,=—a,ycta,yp—a,xXc—2b,xcta,xz+2b X +ta,re—a,ry,

U3:_2aAyc+2aAyB_2xc+2xB.

Nyni vztah (5.49) dosadime do (5.48) a vyjadiime si xg v zavislosti na neznamé r

Xg=—

(U3SA+U1)r_U3bA+U2

iy (5.50)

Vztahy (5.50) a (5.49) dosadime do (5.45), dostaneme tak kvadratickou rovnici o neznamé r, ktera

ma tvar
A, r’+B,r+C,=0, (5.51)
kde

A,=U3sS+2U,U,s,+(UT—U3 e’ + Uy,

B4:_2a124<U1U3yB+UirB)_z(UiaASA"'U1UsaA)xB+2<U2U3_UibA)SA"'
+2U1(_U3bA+Uzai1+Uz)’

C,=Usa;(yp+x3)+20a,(Ush,~U,U;)x,+Usb,—2U,Usb .+ Us—
_(2 U, UsyB"'UiV% Uﬁ)ai-

Rovnice (5.51) mé feseni

_—B,+/B;—4A,C, _—B,—/Bi;—4A,C,

"= 2A, arn= 24,

(5.52)

Nalezené poloméry bychom nasledné dosadili do vztaht (5.49) a (5.50). Tim bychom ziskali
parametry hledané kruznice. Opét bychom mohli nalézt dalsi feSeni pouZzitim dalSich kombinaci

znamének =+ u rovnic (5.44) az (5.46).
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Obrazek 16: Dvou zadanych kruznic a jedné pfimky
se dotykaji ¢tyfi Cervené kruznice.

5.7 Pripad kpp

V dal§im p¥ipadé mame zadanou kruznici k ,(S ,,7 ) a dvé piimky p,: y=azx+b,,

Pc: y=acx+b.. Pro nalezeni kruznice, ktera by se téchto prvka dotykala pouzijeme rovnice

(xS_xA)2+(yS_yA>2:(rirA)2’ (5.53)
ApXg—Ystbg=%s,r, (5.54)
AcXs—Ystbo=%scr. (5.55)

Soustavu rovnic pro tento ptipad lze fesit nasledovné. Nejprve si z (5.54) vyjadiime

neznamou X ve tvaru

+5,r—b
xg= 2 Scf: s (5.56)

a pak ji dosadime do rovnice (5.55), ze kter¢ si nasledné vyjadiime y, v zavislosti na r.

ApS-—Aa-Sz)r—azb.+a.b
yS:( BS¢C c;Z_aBB cTQcDp (5.57)

35



Takto vyjadiené yg dosadime zpét do vztahu (5.56) a po Gpravach dostavame i x v zavislosti pouze

na neznameé r.

(sc—s5)r—bc+byg
ac—ag

Xsg=

Po dosazeni vztaht (5.57) a (5.58) do (5.53) dostavame kvadratickou rovnici, kterou lze

po upravach psat ve tvaru
Asr’+ Byr+C5=0,
kde

Asz(aé‘i"1)52c_2(a3ac+1)SBSC+(GZC+1)5123_a2c+2a3ac_a§3’

Bs=2[(ai—agzac)sc+(ag—agpac)ss|yat|(as—ac)sc+(ac—az)ss|xs+
+2[(a3ac+1)b3_(aé+1)bc]sc+2[(a3ac+1)bc_(aé+1)b3]33+2(2 aBaC_aZC_ag)rA’
C5:(ac—a3)2yi+2[(a3ac—a§;)bc+(aBac—azc)bB]yA+(ac—aB)2x,24+(aé+1)b§3+

+2[(ac_aB)bC+(aB_aC)bB]xA_(aC_aB)zri+(a%+1)bé_2(aBaC+1)bBbC'

Podobn¢ jako v predchozim piipad¢ dostaneme feSeni rovnice (5.59) v podobé

_ —B,+VB;—4A;C; _ —B;—/B:—4AC;

= 2A, 12 2A,

Nalezené poloméry bychom opét dosadili do vztahti (5.57), (5.58) a dostali bychom hledanou

kruznici.
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Obrazek 17: Dvé Cervené kruznice se dotykaji cerné
kruznice a primek.

5.8 Pripad BBp

U dalsiho pfipadu médme zadanou jednu ptimku p ,: y=a,x +b, a dva body B[x, y;],

C[xc, Ycl. K témto zadanym prvkiim budeme mit soustavu rovnic ve tvaru

A Xs—Ystby=%xs,71, (5.61)
(x5—=x5) +(ys—ys)'=r", (5.62)
(xs_xc)2+(YS_yc)2:r2- (5.63)

Soustavu rovnic zacneme fesit tak, ze od (5.62) odecteme (5.63), dostaneme tak rovnici
Z(YC_YB)ys+2(xc_xB>xs_J’é+yi;_x2c+x%:0- (5.64)

Vidime, Ze jsme tak dostali rovnici bez nezndmé r, nasledné si z ni vyjadiime x v zavislosti

na neznameé yg

- Z(J’C_YB)YS_yé+y123_x2c+x123
* Z(XB_xc) .

(5.65)

Posledni vztah dosadime do rovnice (5.61) a vyjadiime si z ni r v zavislosti na yg. Po Gpravach

dostavame
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- z(aAyC_aAyB+xC_xB>yS_aA(yé'+yé_x?,‘+xi)_2bA(xC+xB> (5.66)
Z(SAxB_SAxC)

Nyni vztahy (5.65) a (5.66) dosadime do (5.62). Dostaneme tak rovnici
A6y§+B6yS+C6:0’ (5.67)
kde

Ae=4(si—al) ye+8[(ai—sh)ys—aaxc+aaxs|ye+4(si—al) yi+8(xc—xp)asys+

+4 (s, —1)xc+8(1-5%) xpxc+4 (s —1) x5,
36:4(a124—sf4)yz+4[(3124—a124)J’B+anc_anB]J’é+

+4[(sh— %) yiH(ah—s%) X+ 2 xpta,by) xo— (5 +ah) X3—2a, by x| yet+4(al—s3) yi +
+4(anB_anC)yi?—’_4[_(S124+a124)xz'+2(SixB_aAbA)xC—’_(ai_si)xg+2aAbeB]yB+4anz‘+
+4(2b,—a,x,)xe—4(a,x5+4b,X5) X +4a,x,+8b, X5,

Co=(sa—a) yé+2[(al—sh) yi+(sh—al) xe+2(shxp+ anba) Xc+(sh+ak) xs+2asbaxs) ye+
+(S§1_a,24)y;43+ 2[(S§,+a§,)xé+2(aAbA—Si,xB)xCﬁL(sZA—ai,)x%—zaAbeB]y?ﬁ(si,—ai,)x‘éJr
+4(—sh x5—a,b,) xp+2[(3s5+ak) x5 +2a,b, x5~ 207 |xo+4 (=5 Xp+a,by x5+ 2 b x,) X0+

+(s4—a’)xy—4a,b,x;—4b x5

Resenim rovnice (5.67) ziskdme y-ovou soufadnici stiedu hledané kruznice ve tvaru

—B,+B2—-4A,C, b —B,—B—4A,C,
= neono = .

Ys1—= 2A, YVs2= 2A,

(5.68)

Podobné¢ jako v ptedchozich ptipadech bychom dosazenim této soutadnice do vztaht (5.65) a (5.66)

dostali i x-ovou soufadnici stfedu a polomér hledané kruznice.

Obrazek 18: Cervena kruznice se dotyka
zadané pfimky a dvou zadanych bodu.
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5.9 Pripad Bpp

U tohoto ptipadu mame zadany jeden bod A[x,,y ] a dvé pfimky py: y=azx+by,

Pc: y=acx+b.. Vztah mezi témito prvky a hledanou kruznici vyjadiime soustavou rovnic

(xs=x,)+(ys—yaS=r7 (5.69)
agXs—Yystbg=xsyr, (5.70)
AcXs—Ystbo=%scr. (5.71)

V tomto piipadé budeme pii feSeni soustavy postupovat stejné jako u ptipadu kpp. Z rovnice
(5.70) si vyjadiime xg a dosadime do (5.71), odkud si nasledné vyjadiime yg v zavislosti

na neznamé r ve tvaru

ARS-—Qa-Sz)r—azb-+aqb
yS:( BRC C jZ_aBB C C B. (572)

Takto vyjadiené y¢ dosadime zpét do predpisu vyjadiujiciho xg a po upravach dostdvame

_ (sc=8p)r—bc+by
Xg= a.—a, . (5.73)

Nésledné vztahy (5.72) a (5.73) dosadime do (5.69) a dostaneme rovnici
A, r’+B,r+C,=0, (5.74)
kde

A;=(ap+1)sc=2(apact1)spsc+(ac+1)sy—ac+2azac—aj,

B,=2[(a3—apac)sc+(ae—agac)ss|ya+2[(as—ac)sc+(ac—ag)ss|xa+
+2[_(a123+1)bc+(a3ac+1)b3]Sc+2[(a3ac+1)bc_(azc+1)bB]SB’

Cr=(ac—as) yi+2[(asac—as)be+(asac—ag)bs|yat(ac—as)xs+
+2[(ac_aB)bc+(a3_ac)b3]xA+(a12;+1)bzc_(2a3ac+2)bBbc"'(aé"‘l)b?g-

Z rovnice (5.74) ziskame polomér hledané kruznice ve tvaru

_ —B,+V{B;—4A,C, —B,—B:—4 A,C,

"= 2A, 2A,

nebo r;= (5.75)

a nakonec bychom nalezeny polomér opét dosadili do vztahti (5.72) a (5.73).
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Obrazek 19: Ke dvéma rovnobéznym piimkam a jednomu bodu
mame dv¢ hledané kruznice.

5.10 Pripad kBp

U posledniho pfipadu mame zadanou kombinaci tfi riznych prvkl. Mame kruznici

k4(Sa,74), bod B[xy, ;| a piimku p.: y=acx +b.. Vznikne ndm soustava rovnic

(xs_xA)2+(YS_YA)2:(rirA)2’ (5.76)
(xS_xB)2+<yS_yB)2:r2’ (5.77)
AcXs—Ystbo=%scr. (5.78)

Pti feseni této soustavy Ize postupovat stejné jako u ptikladu kkp. Od rovnice (5.76)

odecteme (5.77), ¢imz dostaneme jednu linearni rovnici ve tvaru
2(y5=ya)ys+2(x5=X,4) Xs— Yyt Ya—Xp+X4=27 47 +75. (5.79)

Z rovnice (5.78) si vyjadiim xg a dosadim do (5.79), vznikne tak rovnice o neznamych ygar.

Z nové vzniklé rovnice vyjadiime yg. Po Gpravach dostavame

_Vir+v,

ys—T, (5.80)

kde
V1:2(SAxB_SAxA_aCrA)’
Vz:ac(_y;+yi_xé+xi_ri)_2bch+2bch’

V3:2<ac Ya—XptXx,—ac yB)-
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Vztah (5.80) dosadime zpét do predpisu pro xg, ktery jsme si vyjadrili z rovnice (5.78) a dostdvame

tak
_ (V3SA+V1)F—V3bC+V2
= V.a . (5.81)
Dosazenim (5.80) a (5.81) do (5.76) ziskdme kvadratickou rovnici
Agr’+ Br+Cy=0, (5.82)

kde

Ag=Visi+2V, Vs, +(Vi=V3)ae+ V3,

B=2V,V,—2V.,V.at y,—2(Viacs,+V Viac)x,+2(V,V,=V3ibo)s,—2V,V b+
+2V1V2aé—2V§a2CrA,

Cy=V3acya—2V,Vsaey 4 +V3iae X+ 2(Viache =V, Viac) x,~Viacri +Vibe+Viac+
+Vi—2V,V,b..

Stejné jako v ptedchozich ptipadech feSenim rovnice (5.82) zjistime, Ze poloméru hledané kruznice
odpovidaji vztahy

"= 2 A, "= 2 A, ’

(5.83)

které nasledné dosadime do vztahti (5.80), (5.81) a tim ziskame vSechny potifebné parametry

hledané kruznice.

Obrazek 20: Dvé Cervené kruznice se dotykaji tii
zadanych prvkd.
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6 Zavér

Cile bakalatské prace bylo dosaZeno, protoZe tato prace ukazuje ctenafim, jak lze analyticky
feSit AU a také obsahuje soubor feseni vSech deseti pripadu.

Na zacatku prace se ¢tendi mohl seznamit s tim, co to AU je, jak ji mizeme formulovat a
na jaké pripady muize byt rozdélena. Déle byly piedstaveny a rozebrany pfistupy ostatnich autori
k feSeni této ulohy, které byly zaméteny hlavné na problematiku tii zadanych kruznic. Vzhledem
k tomu, Ze tyto pristupy nebylo mozné pouzit pro ptipady, kdy jsou v AU zadany piimky, tak
v nasledujici ¢asti predstavuji odvozeni vztaht, kterymi je mozné tento problém vytesit. V posledni
kapitole byl Ctenafi piedstaven soubor feSeni vSech piipadi AU.

U kazdého ptipadu je v posledni kapitole uvedena soustava tii rovnic, kterd vyjadiuje vztah
mezi zadanymi prvky a hledanou kruznici, ktera by se téchto prvki dotykala. U vétSiny téchto
rovnic byla moznost pouzit bud’ znaménko plus, nebo minus. Pro kazdou soustavu rovnic ukazuji
feSeni pouze pro jednu kombinaci znamének, protoze ostatni kombinace by se feSily analogicky a
vypisovat postupy pro vSechny kombinace by bylo zbytecné.

Snazil jsem se jasn€ popsat kazdy krok postupu ukazanych feseni, aby Ctenar presné vidél,

jak dojit k vysledku u libovolného piipadu AU.
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