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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva formulaci a vlastnostmi jednokrokovych numerickych me-
tod pro pocatecni problémy diferencidlnich rovnic s konstantnim zpozdénim. Zejména
jsou v této souvislosti diskutovany spojité Rungeovy-Kuttovy metody. Vybrané nume-
rické algoritmy jsou implementovany ve vyvojovém prostiedi MATLAB. Ty jsou pak na
vybranych tlohach porovnany s resicem dde23.

Summary

The bachelor thesis deals with the formulation and properties of one-step numerical
methods for the initial problems of differential equations with constant delay. In par-
ticular, continuous Runge-Kutta methods are discussed in this context. Some numerical
algorithms are implemented in the MATLAB environment. These are then compared with
the dde23 solver on specific problems.

Klicova slova
Diferencialni rovnice se zpozdénim, konstantni zpozdéni, spojitd Rungeova-Kuttova
metoda, variabilni krok.
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Delay differential equation, constant delay, continuous Runge-Kutta method, variable
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Uvod

V této bakalarské praci se budeme zabyvat numerickymi metodami pro zpozZdéné diferen-

cidlni rovnice (ZDR) s konstantnim zpozdénim. Z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic

(ODR) je znamo, ze kazdou ODR fadu n > 1 lze prevést na systém ODR tadu 1. To

platiiu ZDR, proto se v této praci budeme zabyvat systémem zpozdénych diferencidlnich

rovnic fadu 1 s pocatecni podminkou:

YO =1 (et -1), t<t<t, 00
y(t) = ¢(t)> t < 1o,

kde f : [to,t;] x R? x RY — R?, 7 je konstantni zpozdéni a ¢ : [to — 7,t] — R? je
pocatecni funkce.

Vzhledem k pritomnosti zpozdéného argumentu «(t) = t — 7 vykazuje feSeni ZDR
nékteré zajimavé vlastnosti, které se mohou jevit jako necekané v souvislosti se znalosti
analogii v ramci ODR. U numerického Teseni se tyto specifické vlastnosti primo promitaji
do konstrukei numerickych schémat a algoritm.

V prvni kapitole ilustrujeme vznik nespojitosti z diivodu pritomnosti zpozdéného ar-
gumentu «(t) = t —7 a uvedeme podminky pro existenci a jednoznacnosti feseni. Protoze
numerické Tfeseni ZDR miize vyzadovat interpolaci, v druhé kapitole se budeme vénovat
spojitym numerickym metodam pro feseni ODR. Diky nim budeme schopni zavést v tieti
kapitole zakladni metodu pro Teseni ZDR, a to tzv. metodu kroki. Ve ¢tvrté kapitole
se budeme do hloubky zabyvat spojitymi Rungeovymi-Kuttovymi metodami pro ODR,
abychom je v paté kapitole mohli implementovat pro ZDR. Efektivni numericka metoda
pracuje s mechanismem kontroly délky kroku, proto se v Sesté kapitole budeme vénovat
odhadu lokalni chyby a implementaci metody s variabilnim krokem. Kapitola 7 uvadi
stru¢nou analyzu stability pro obecny nelinearni systém ZDR a linearni systém ZDR
s realnymi koeficienty. V kapitole 8 ilustrujeme pouziti vybranych numerickych metod
na vybranych prikladech. Jednotlivé algoritmy realizované v Matlabu lze nalézt v priloze
prace.



1 Diferencialni rovnice s konstantnim zpozdénim

Budeme se zabyvat predevsim Feseni pocatecni tlohy (0.0.1). Nejdfive ilustrujme na na-
sledujicim prikladu jednu ze specifickych vlastnosti ZDR.

Priklad 1.0.1

Uvazujme ZDR s pocatecni podminkou:

{y@>=—y@—1x t>0,

y(t) =1, t<0. (1.0.1)

Resent je vykresleno v Obréazku 1.1. Protoze y/(0)~ = 0 ay/(0)* = —y(—1) = —1, derivace
funkce /() ma skok v bodé t = 0. Druhd derivace y”(t) je tvaru:

y'(t) =—y'(t - 1),

a proto ma skok v bodé ¢t = 1. Tteti derivace y"(t) je tvaru:

y"(t) = —y"(t = 1) =9'(t - 2),

a proto ma skok v bodé ¢t = 2. Takto lze pokracovat pro nésobky vyssi derivace, kdy
skok se projevi v odpovidajicim nasobku zpozdéni, tj. yn)(t) méa nespojitost typu skoku
v bodét=n—1.

[lustrovali jsme tedy, Ze zpozdény argument ¢t — 7 zpusobuje skokové nespojitosti v
' nebo ve vyssich derivacich y™, n > 1. Je zndmo, Ze kazda jednokrokova numericka
metoda na feseni poc¢atecniho problému dosahuje urcitého radu presnosti, za predpokladu,
ze Teseni je dostatecné hladké na kazdém intervalu [t,, t,11]. Pfesnéji, pro metodu radu
p obvykle pozadujeme, aby FeSen{ bylo spojité alespon t¥idy CP™ na intervalu [t,, t,41].
Proto je potfeba, abychom do sité (pouzivané numerickou metodou) zahrnuli vsechny
body nespojitosti y*), kde s je alespont s = 0,1,...,p+ 1.

1.1 Primarni a sekundarni body nespojitosti

Uvazujme pocatecéni problém pro ZDR (0.0.1), kde d = 1. Predpoklddejme, ze TeSeni
y(t) nenavazuje hladce na pocatecni funkci ¢(t), tedy v to plati ¢'(to)” # v'(to)" =
f(to, d(to), ¢(to — 7)). Pokud funkece f a ¢ jsou spojité, potom i y/(t) je spojita pro t > t,.
Déle pokud f a ¢ jsou diferencovatelné, potom y”(t) existuje pro vsechna ¢t kromé bodu

i

61 =ty +T.
Pro jakoukoliv hladkou funkei f(¢,y, ) miZzeme napsat:
/! =+ 8f 8f /
Y0 = T (1 (0) 0 =)+ 92 (b, y(6),y(t ~ 7))/ (1)
Y
0
+ (k0,90 - )/ - ) (1)
a tedy
/0 = G (60060, u(t0) + 5 (60060, u(t) (@)
0
+ 2 (6w, w0y 10 (112)



05}

-0.5

Obrazek 1.1: ReSeni pocatecniho problému (1.0.1)

/6 = o (60060 ) + 5 (61,60, (1) (60

of

N

(&1,9(&0). y(to) y'(to) ™. (1.1.3)

Protoze predpokladdme, ze ¢'(to)~ je ruzné od y/(to)", y” neexistuje v bodé & a jeji
prodlouzeni (y” (&) = y”(&1)") ma v & skokovou nespojitost.

Tyto skoky pro y” budeme nazyvat primdrni nespojitost 1-tridy. Pomoci diferenco-
vani (1.1.1) miazeme pozorovat, Ze bod primarni nespojitosti prvni tridy & zpusobi vznik
primdrni nespojitosti 2-tridy v y" v bodé & = & + 7.

Obecné tedy bod primdrni nespojitosti k-tridy &, zpusobi vznik primdrni nespojitosti
(k + 1)-tridy v y**+? v bodé &4y = to + (k + 1)7, takie Teseni (0.0.1) se stava hladsi,
jak se zvySuje tfida primarni nespojitosti. Zlepseni regularity y(¢) bude oznacovano jako
vyhlazovani resent.

Véta 1.1.1 Pokud & je bod primdrni nespojitosti a v bodé & md funkce y(t) spojité
derivace az do Tddu w— 1, potom je y(t) spojité diferencovatelnd v bodé &1 = to+ (i+1)7.

Tento jev budeme nazyvat obecngm vyhlazovdnim a s dikazem této véty se odkazujeme
na Nevese a Feldsteina [28].

Definice 1.1.2 Bod nespojitosti & je radu k, pokud 4 (€) existuje pro s =0,...,k a y®
je Lipschitzovsky spojitd v €.

MizZeme poznamenat, ze kazdy bod nespojitosti tifidy p ma rad k& > p.



Funkce f a ¢ nemusi byt spojité v jejich derivacich vzhledem k ¢. Tyto nespojitosti
se také budou Sitit stejnym zplusobem diky zpozdénému argumentu t — 7 pomoci stej-
nych pravidel jako primarni nespojitosti. Tyto nespojitosti budeme nazyvat sekunddarni
nespojitosti.

Stejné jako u primarnich nespojitosti, body sekundarni nespojitosti musi byt také
zahrnuty v siti za tcelem zachovani presnosti daného radu.

1.2 Existence a jednoznacnost

Véta 1.2.1 (Lokalni existence) UvazZujme pocdtecni problém pro diferencidlni rovnici
s konstantnim zpoZdenim:

/
y(t) - f(t>y(t)>y(t_7-))> 13 2t0> (121)
Y= ¢(t)> t <tp.

Necht U C R? je okoli ¢(ty) a V C R? je okoli ¢(ty — 7) a predpoklddejme, Ze funkce
f(t,u,v) je spojitd vzhledem k t a Lipschitzovsky spojita vzhledem k w a v na mnoZiné
[to,to + h] x U x V' pro néjaké h > 0. Ddle predpoklidejme, Ze pocdtecni funkce ¢(t) je
Lipschitzovsky spojitd prot < to. Potom problém (1.2.1) md jednoznacné reseni v [to, to+9)
pro néjaké 0 > 0 a resent zdvisi spojité na pocdtecni funkci.

Dikaz nalezneme v [6].
Nasledujici vysledky lze ziskat jako konkrétni pripady obecnéjsich vét dokazanych
Halem [19] a El“sgol tsem a Norkinem [7].

Véta 1.2.2 (Globalni existence) Pokud jednoznacné mazimdlni reseni (1.2.1) je ome-
zené, tak podle Vety 1.2.1 existuje reseni na celém intervalu [to,ty].

Za ucelem aplikace véty o globalnim radu, potfebujeme prvné omezeni pro feseni. To
bude dano nésledujicim dusledkem:

Dusledek 1.2.3 Predpokladejme navic, Ze funkce f(t,u,v) spliuje podminku:

It u,0) [[< M) + N@) (Lo |+ o []) (1.2.2)

na intervalu A C (to, t;) xR X R?, kde M(t) a N(t) jsou spojité kladné funkce na (to,tr).
Potom reseni (1.2.1) ezistuje a je jednoznacné na celém intervalu (to,tys).

Tento vysledek lze zobecnit pro rovnice s vice zpozdénimi. Zvlast pro linearni ZDR,

{y'<t> = Sy Ayt — ) +g(t), t >t (1.2.3)

y(t) = ¢(t), t < to,
kde A;(t),i =0,...,7r, g(t) a ¢(t) jsou libovolné spojité funkce, plati globélni existence,
jednoznacnost a spojita zavislost na pocatec¢nich udajich.

Mizeme také pouzit teorii ODR pro urceni existence a jednoznacnosti. Na intervalu
[to, to + 7] pocateéni problém ZDR (0.0.1) pfechazi na pocateéni problém pro ODR:

y'(t)=f(tyt), ot —7)), t=>t,
y(to) = &(to)



a tedy spojitost funkce f(¢,u,v) vzhledem k t a Lipschitzovska spojitost vzhledem k
u a v, dohromady s Lipschitzovskou spojitosti ¢ a ¢, nam garantuje lokalni existenci
a jednoznacnost na intervalu [to, o + ] pro néjaké 6 > 0.

Informaci o existenci feseni na konecném intervalu [ty,t;] mizeme ziskat pomoci po
sobé jdouci integraci na intervalech [to + iT,t9 + (i + 1)7], ¢ = 0,1,..., kde Tesime stale
obycejné diferencidlni rovnice. Tato metoda se nazyva metodou kroki a je to jedna ze
zakladnich metod pro teoretickou analyzu a numerickou intergraci ZDR nebo soustavy
ZDR.



2 Obycejné diferencialni rovnice - spojité numerické
metody

Necht || - || je dand norma na R?. Uvazujme pocatecéni problém pro soustavu obyéejnych
diferencialnich rovnic (ODR)

(2.0.1)

{g/(t) = g(ty(t), to<t<ty,
y(to) = yo,

kde g(t,y) € C° ([to, t7] x R%,R?) je spojita funkce vzhledem k ¢ a globalné Lipschitzovsky

spojitd vzhledem k y v dané normé || - ||, tedy

||g(t>y1) - g(t> y2)|| S L||y1 - y2|| Vt € [t0>tf] a vy1>y2 € Rd? (202)
pro néjakou Lipschitzovu konstantu L > 0. Dale méjme sit A = {to,...,tx = t;} a
odpovidajici krok h,,q =t,1 —t,, n=0,..., N — 1. Uvazujme obecnou jednokrokovou

metodu na této siti
yn+1 = anyn + hn-}—l(b(yn, g, An), (203)

pro n > 0, kde A, = {t,,t, + 1} a funkce priristku ® spliuje globalni Lipschitzovu
podminku vzhledem k y s Lipschitzovou konstantou L zavisejici pouze na funkci g(t,y),
tedy presnéji na konstanté L v (2.0.2). Predpokladame, ze koeficienty a;, jsou stejnomérné
omezené vzhledem k n. Dale budeme predpokladat, ze funkce prirtstku @ je spojita
vzhledem k funkci g v nasledujicim smyslu:

Existuje krok h, > 0 a konstanta v, > 0 spojité zavisla na L, ale nezavisla na hodnoté
yn v bodech sité a na bodech sité A, takze plati pro vsechny kroky h,1 < hy:

P (Yn, G, An) — P(Yn, g, D) v sup  ||g(t,y) — g(t, y)l, (2.0.4)

tn StStrH—l

pro viechna g € C° ([to, ts] x R4, RY). Viimnéme si, Ze podminka (2.0.4) je siln&js{ nez
podminka spojitosti vzhledem k funkci g, implikuje totiz pro fixni g sublinearni rist funkce
® vzhledem k prirtstku g — g.

Definice 2.0.1 Necht n(t) je po cdstech polynomidlni funkce, jeZ je na kazdém inter-
valu [t,, t,11] ddna restrikei interpolacni funkce konstruované na obecné sirsim intervalu
(i tntjut1], tns Jn > 0, @ sice tvaru

+ h’n—l—lllj(yn—i—jn) . 7yn—in> 9, g, A;L), 0 S 9 S 1, (205)

kde AN, = {tn_i,, - tutjns tnrjnt1t. Necht navic n(t) spliuje podminku spojitosti:

Pak n(t) nazveme spojitym prodlouzenim (interpolantem) ODR metody (2.0.3).

Pokud i,, = j, = 0, pak interpolacni postup je zaloZen pouze na hodnotdch patricich
do jediného intervalu [t,,t,+1] a budeme n(t) oznacovat jako jednokrokovou interpolaci.
V opacném pripadé jako vicekrokovou interpolaci.

KazZdou ODR metodu (2.0.3) vybavenou jejim spojitym prodlouzenim budeme oznacovat
jako spojita ODR metoda.



Vsimnéme si, Ze pro j, > 0 interpolace (2.0.5) nemuze byt spocitana zaroven s ¥y, 1 po-
moci diskrétni formule (2.0.5), ale pouze az diskrétni integrace postoupi k nadchazejicimu
uzlovému bodu t,,4;,41.

Poznamka 2.0.2 Protoze podminka spojitosti (2.0.6) musi platit pro kazdou rovnici,
dostdvdme tedy hlubsi vztah mezi ODR metodou (2.0.3) a jejim spojitym prodlouzenim
(2.0.5). Tedy spojité prodlouzeni mize bit vyjidreno pomoci (2.0.5) kde pro proménné

plati
1 proj =1+ j,,
.4 0) {0 jinak,
llj(yn—f—jn?' .. >yn—in>0>g> A;L) =0
a

an,j—jn pro 1 +]n S] S 1 +]n>
Bn,j( ) = ..
0 jinak,

llj(yn—l—jam <o Yn—in 17 g, A;L) = (I)(yfw g, An)

Specidlné pro 0 = 1 formule (2.0.5) prejde na (2.0.3).

Predpokladame, ze funkce pririustku ¥ splinuje globalni Lipschitzovu podminku vzhledem
k y s Lipschitzovou konstantou zavislou pouze na konstanté L v (2.0.2). Polynomické
koeficienty 3, ;(6) jsou stejnomérné omezené vzhledem k 6 a A/ . Podobné jako u dis-
krétnich metod predpokladejme, ze funkce prirustku ¥ je spojita vzhledem k funkci g
v nésledujicim smyslu.

Existuje krok h, > 0 a konstanta ¢, > 0, které jsou spojité zavislé na L, ale nezavislé
na uzlovych bodech y,_; ..., Ynyj,, nezavislé na bodech sité¢ A, a na 6 € [0, 1], tak ze
plati

||l11(yn+jn> s 7yn_in797§7 A;L) - llj(yn-l—jam s >yn—in>9>g> A;L)H

< dq sup gt y) — gt yll, (2.0.7)
b —in <t<tntjn-+1

pro viechny kroky hy i, 41, -, hatj11 < hy a pro viechna g € C([to, t7] x R4, R?).
Pro aplikaci numerickych metod budeme pfredpokladat nasledujici vlastnost pro
sité A. Existuje kladna konstanta 2, nezavisla na siti A\, takova ze plati:

Q_lhn-l—l-l—i < hn+1 < th+1+i> L= _in> +1> s >jn

pro kazdé n.

Vsimnéme si, Ze pro jednokrokové interpolanty (i, = j, = 0) neplati pro sit zadné
omezeni.

V nékterych pripadech interpolace prirozené vychazi ze samotné metody. Toto je pri-
pad Adamsovijch a kolokacnich metod. I presto je interpolace nezavisla na diskrétni me-
todé.

Definice 2.0.3 Reknéme, Ze ODR metoda (2.0.3) md 7dd (diskrétni vdd) p, pokud p > 1
je nejuétsi prirozené cislo takové, Ze pro vsechny spojité funkce g v (2.0.1) tridy C? a pro

vsechny body sité plati

- 1
1201 (1) = Gura|l = O(713)
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stejnomeérné vzhledem k y* v kazdé ohranicené podmnoZiné R¢ a vzhledem kn =0,..., N —
1, kde zp41(t) je lokdlni resent lokdlniho problému

Z;H—l(t) = g(i? ZTH'l(t))? tn S 13 S tn+17 (208)
Zn—l—l(tn) =Yy
a
gn—f—l = anzn+1(t) + hn—l—lq)(zn—H (tn)> g, An) (209)

Definice 2.0.4 Reknéme, Ze interpolant (2.0.5) ODR metody (2.0.3) md stejnomérny rad
q pokud q > 1 je nejvétsi prirozené cislo takové, Ze pro vsechny spojité funkce g z (2.0.1)
tridy C? a pro vSechny sitové body plati

max ||z (t) = 7(1)]] = O(h31Y), (2.0.10)

tn<t<tni1

kde

Nty + 0hnt1) = Bn1(0)zn1(tusg,) + -+ Bugutin+1(0) 2nt1 (tni,)
+ P 1 U (2nga (P - - 2ot (Bnin), 0, 9, 27). (2.0.11)

Poznamka 2.0.5 Z divodu podminky spojitosti (2.0.6) je zrejmé, Ze stejnomeérny rdd q
interpolantu (2.0.5) a diskrétni rad p metody (2.0.3) spliuji nerovnost

1<qg<p.

Véta 2.0.6 Necht jednokrokova ODR metoda (2.0.3) md diskrétni rad p > 1.
Pokud

» metoda je D-stabilni (stabilni ve smyslu Dahlquista), tedy pro kazdé n plati

|| < 1; (2.0.12)

o spojita funkce g(t,y) v (2.0.1) je tridy CP,

potom ODR metoda (2.0.3) md globdlni rad p na jakémkoliv ohraniceném intervalu [to, ty],
tedy
max ||y(t,) — yal| = O(R?), (2.0.13)

1<n<N
kde h = maxi<p<n hy.
Ddle pokud interpolant (2.0.5) md stejnomérny rad q, potom ODR metoda (2.0.3),
(2.0.5) md globdlni stejnomérny rdd ¢ = min{p, q¢ + 1}, tedy:
max ||y(t) — n(t)|| = O(h?). (2.0.14)

to<t<ty
Dikaz muzeme nalézt v [3] (3.kapitola, strana 44-46).

Poznamka 2.0.7 Pokud je ODR metoda (2.0.3) implementovdina s konstantnim krokem
h, potom koeficienty cv, jsou nezdvislé na siti /\, a proto vsechny koeficienty o, = a. Tedy
la| <1 zajisti D-stabilitu metody.



3 Zpozdéné diferencialni rovnice - numerické reseni

3.1 Feldsteinova metoda

Méjme pocatecni problém pro diferencialni rovnici s konstantnim zpozdénim

{y'<t> = (f(t,y(0),yt = 7)), to<t>ty, (3.1.1)

Y= ¢(t)> t < tp.

Vytvofime mnozinu A = {tg,t1,...,t,,...,ty = fr} sitovych bodi (tzv. sit) takovou, aby
platilo pro Vt,, € A bud t,—7 < ty nebo t,—7 € A. Potom kazda diskrétni metoda, ktera
pouziva pouze sitové body muze byt implementovana primo pro zpozdéné diferencialni
rovnice. Jako priklad uvedeme doprednou FEulerovu metodu pro rovnici (3.1.1)

Yn+1 = Yn + hn—l—l.f(tm Yn, yq)>

pro néjaké celé ¢islo ¢ < n kde y, = y(t, — 7).

Pokud nechceme sestavit sit v zavislosti na zpozdéni, lze pouzit vycisleni zpozdéného
¢lenu y(t — 7) pomoci aproximace. Uvedeme tedy Feldsteinovu formuli pro feseni rovnice
(3.1.1).

Zavedme krok h = %, kde m je prirozené ¢islo. Pro kazdy bod t,, = to+nh definujme

celodiselnou funkei g(n) = [====2] a funkei r(n) = — ¢p. Vsimnéme si, Ze plati

tn—7T—10
K

o by — T =tlym) + hr(n);

e 0<r(n)<l;

tn—7—t1
e 0<g(n) < 2==2 < n.

Prvni Feldsteinova formule je tvaru

Yn+1l = Yn + h.f(tn> Yn, Zn)>
Yo = y(to),
kde
Zn = Ygo + hr(0) f(tg(n), Yatn), Zan)) = (1 = 7(1))Yq(n) + 7(1)Yg(n)+1-

To odpovida po ¢astech linedrni interpolaci y(t, — 7). Pokud pro n plati ¢, — 7 < ¢, tak
potom z, = ¢(t, — 7).
Misto po ¢astech linearni interpolace Feldstein navrhl druhou formuli tvaru

Zn = Yq(n),

kterda odpovidd po ¢astech konstantni aproximaci y(t, — 7), kde t,, — 7 > to.
Feldsteinova metoda je implementovana s prvni i druhou formuli v Matlabovském
skriptu "Feldstein.mlx”(viz. Pfiloha).



3.2 Bellmanova metoda krokiu

Jedna se o elegantni pristup k feseni numerického feseni pocatecniho problému (3.1.1)
bez nutnosti interpolace.

Je ziejmé, ze pro konstantni zpozdéni body nespojitosti jsou & = to + k7. V prvnim
makro intervalu [to,tp + 7| ma ZDR (3.1.1) tvar

y'(t) = f(ty(t),ot—1)),
y(to) = o(to).

V druhém makro intervalu [to+ T, to+27| muzeme definovat y;(t) = y(t—7) a y2(t) = y(t),
tedy muzeme napsat ZDR (3.1.1) jako 2d-dimenzionalni systém ODR rovnic

yi(t) = f(t —79(t), o(t — 27)),
Ys(t) = f (£, 92(t), 11 (1)),

y1(to +7) = (o),

Y2(to + 7) = y(to + 7).

Obecné v makro intervalu [ty + (k — 1)7,ty + k7| mizeme napsat ZDR (3.1.1) jako
kd-dimenzionalni systém ODR rovnic

y;(t) =ft—(k—9)r,0{),yat), i=1,...,k,
yito+ (E—D71)=y(to+ (i —1)71), i=1,...,k,

kde polozime yo(t) = ¢(t — k1) a y;(t) =yt — (k—i)7),i =1,... k.

Prechod z k na k + 1 v (3.2.1) znamend posunuti integracniho intervalu z [ty
+ (k — 1)1,to + k7] na [to + k7,0 + (k + 1)7] a prodlouzeni feseni z [to,to + k7| do
[to, to + (k + 1)7] pomoci pridani ¢lenu yy41(t) = y(t). Proto tedy mizeme pouzit nume-
rickou metodu pro ODRn a TeSit pro zvétsujici se k vétsi a vétsi systém (3.2.1). Pro kazdy
krok k, numerické feseni kd-dimenziondlniho systému (3.2.1) cili na poskytnuti aproxi-
mace hodnoty y(to + k7) = y(to + k7), kterda bude pouzita jako pocateéni hodnota pro
novy clen yx.1(t) = y(t) v dalsim kroku. Proces skon¢i v momenté, kdy pro néjaké k plati
to + kT 2 t f-

Timto zptsobem musime Tesit systém rostouci dimenze a v principu vypocitavame
mnohokrat stejné ¢asti feseni (v predchozich intervalech). Na druhou stranu redukei ZDR
(3.1.1) na systém ODR rovnic se vyhneme typickym komplikacim souvisejicim s pritom-
nosti zpozdéného argumentu t — 7, tedy ukladani a interpolovani vypocteného reseni na
intervalu [tg,t; — 7).

Vsimnéme si, ze v kazdém kroku jakékoliv numericka metoda radu p poskytne nume-
rickou aproximaci fadu p pro jakoukoliv poruchu pocatecnich podminek v (3.2.1) fadu
vétsiho ¢i rovno p. Proto tedy v dalsim kroku musime vytesit poc¢ateéni problém s poru-
chou pocatecnich podminek stejného radu jako metoda. Cely proces tedy poskytne feseni
radu p pro koneény pocet krok.

Bellmanova metoda krokt je implementovand s doprednou Eulerovou metodou
v Matlabovském skriptu "Bellman_forward euler.mlx”(viz. Pfiloha).

(3.2.1)

3.3 Standardni pristup pomoci spojitych ODR metod
Meéjme pocatecni problém pro ZDR s konstantnim zpozdénim:

{g/@) = (f(t,y(),y(t=7)), t =1, (33.1)

o(t) = yo, t<to,
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kde f(t,u,v) € C°[to, t;] x R%, R?) je spojité funkce vzhledem k ¢ a globdlné Lipschitzov-
sky spojitd vzhledem k u a v v dané normé || - || v RY, tedy:

[f(t, w1, v1) — f(t, ug,v2)|| < Lijur — ua|| + M||vr — v2l],

pro viechna t € [to,ts], w1, ug, v1,v2 € R a pro néjaké Lipschitzovy konstanty L > 0 a
M > 0.

Necht sit A = {to,t1,...,tn,...,tn = t;} obsahuje vSechny body nespojitosti radu
< p v [to,ts] (viz. Definice 1.1.2). Oznacime je § = top < & < -+ < & < &1 = ty.
Na kazdém intervalu [&o, &1, (€1, &, - - - [€s, ] e TeSeni y(t) t¥idy alesponn CP™'. Potom
posloupnost pocatecnich probémi

{z'(t) = [ (t2(t),n(t = 7)), & <t< &,
2(&) =n(&),

kde i = 0,...,s, je vyfeSena pomoci metody (2.0.3) a nasledné interpolovana pomoci
(2.0.5), kde 7n(s) je dana pocateéni funkei ¢(s) pro s < ¢y nebo pomoci jiz vypocteného
numerického feseni pro s > t.

Algoritmus 3.3.1 (Metoda krokii) 1. Najdéme vsechny body nespojitosti radu < p
(pro konstantni zpoZdéni je & = to + iT)

617"'>€s<tf

a poloZme § = to, §sp1 = ty;

2. Vyresme rovnici:

{z'(t) = f(t,2(t), 0t — 7)) & <t<E,
Z(fo) = ¢(€0)

jakoukoliv diskrétni numerickou ODR metodou,
3. Proi=1,...,s:

 spocitejme a uloZme spojité prodlouzeni n(t) prot € [;—1,&] pomoct interpolace
hodnot ze stejného makro intervalu [§;—1,&;]

o vyresme porcatecni ulohu:

{z'(t) = [ (t2(t),n(t = 7)), &<t <&,
2(&0) = n(&)

jakoukoliv diskrétni numerickou ODR metodou,
4. Vykresleme aproxzimaci reseni n(t) na intervalu [y, Es+1];

5. Konec;

Algoritmus je implementovany pro implicitni Eulerovu metodu a lichobéznikovou metodu
v Matlabovském skriptu “"metoda_kroku implicitni_metody.mlx”(viz. Priloha).
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Nyni uvedeme tvrzeni o fadu presnosti numerické metody. Dikaz lze najit v [3] (4.ka-
pitola, strana 64-69).

Véta 3.3.2 Uvazujme zpoZdénou diferencidlni rovnici (3.3.1) kde f(t,y, x) je funkce tridy
CP v [to, ts] x RT x R a pocdtecni funkce ¢(t) je tridy CP. Ddle predpoklddejme:
o St A = {ty,t1,...,tn,....ty = ts} obsahuje vsechny body nespojitosti radu < p
(viz. (1.1.2) leZici v intervalu [to,tf], oznacené jako &, ..., & <ty;
o ODR metoda (2.0.3) md rdd p, splriuje podminku D-stability (2.0.12) a pro k > 1 je

restartovana po dosazeni kaZdého bodu nespojitosti &, i = 0,1, ..., s, pomoci metody
radu > p—1;

o Interpolant (2.0.5) md stejnomerny rad q;

o Pro kaZdé n, interval [t,—;,, tnyj,+i], kde se odehrdvd interpolace, je soucdsti [&;, &1
pro néejaky indexr 0 <11 < s;
Potom md vyslednd metoda kroki diskrétni globalni vad a stejnomérny globdlni rdd ¢ =
min{p, ¢ + 1}, tedy:

— - q
max [[y(tn) —ynll = O(AT)

— — a
Joax [ly(8) = n(®ll = O(%),

kde h = maxi<,<n hy,.
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4 Spojité Rungeovy-Kuttovy metody pro obycejné
diferencialni rovnice

Méjme pocatecni problém pro ODR:

{y () =g (tyt), to<t<ty, (4.0.1)
y(to) = Yo

Méjme danou sit A = {to,t1,...,t,,...,ty = ts}, v-stupiiovd Rungeova-Kuttova (RK)
metoda pro feseni poc¢atecniho problému (4.0.1) ma tvar (v tzv. Y notaci):

Vi =tn+ hopr Y ayg (B0, V), i=1,...v, (4.0.2)
j=1
Yn1 = Yn + hns1 D big (thin, Vi) | (4.0.3)
=1

kde tle =ty +cihpi1, ¢ = 2;21 a;j, 0 =1,...,0, hypy1 =ty —1t,, kde v je pocet stupriii.
Koeficienty b; se nazyvaji vdhy kvadraturni formule (4.0.3) a koeficienty ¢; oznacujeme jako
abscisy, pro vétsinu obvyklych metod plati ¢; € [0, 1]. Protoze je RK metoda (4.0.2), (4.0.3)
charakterizovana pomoci vah b; a matici koeficientii A = [a;]7,_,, budeme ji oznacovat
jako (A,b) RK metodu. Koeficienty RK metody budeme zapisovat do tzv. Butcherovy

tabulky

kde C = [c1,¢a,...,¢]T a B =[by,ba,...,b,].
Muzeme také pouzit misto (4.0.2), (4.0.3) ekvivalentni formu(v tzv. K notact)

K’fl-f—l 9 <ti+1>yn + hn+12ainz+1> , 1=1,...,v,

j=1

Yn+1 = Yn + hn—i—l Z b n+1

=1

Vsimnéme si, ze K notaci ziskame z formule (4.0.2), (4.0.3) pomoci

KTZL+1 9( n+1’Y7:+1) t=1,...,v

Vypocetni slozitost metody je hlavné urcena poctem stupnii metody a koeficienty matice
A. Je znamo, ze pokud je matice A dolni trojuhelnikova s nulovymi prvky na diagonale,
potom se metoda nazyva explicitni a vypocetni naroc¢nost je mensi, zatimco v opacném
pripadé (alespon jeden prvek na diagondle ¢i v hornim trojtihelniku je nenulovy) hovorime
o tmplicitni metodé a vypocetni narocnost je vétsi.
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4.1 Spojité prodlouzeni RK metod

4.1.1 Interpolant prvni tridy

Interpolant, ktery je zkonstruovan bez pouziti dalsich stupnii, budeme oznacovat jako
interpolant pruni tridy a vysledné spojité prodlouzeni 7(t) je definovano na kazdém po-
dintervalu sité A pomoci jednokrokové spojité kvadraturni formule

Nt + 0hpi1) = yn + hnga ibi(g)g ( iz+1>er+1) , 0<6<1 (4.1.1)
i=1
nebo v K notaci
N(tn + Ohyi1) = Yn + hpit ibi(H)KfLH, 0<6<1,
i=1
kde b;(6) jsou polynomy vhodného stupné < § spliujici:

a tedy spliiuje podminku spojitosti (2.0.6).

4.1.2 Interpolant druhé tridy

Interpolant zkonstruovany pomoci dalSich stupni nazyvame interpolant druhé tridy
a spojité prodlouzeni je dano

Nt + Ohni1) = Yo+ s Y bi(0)g (thir, Vi), 0<6<1 (4.1.3)
i=1
nebo v K notaci
Nt + 0hni1) = Yo + hner D (0K, 0<6 <1,
i=1

kde b;(6) jsou opét polynomy vhodného stupné < § spliiujici podminku spojitosti

bi(1)=10b;, i=1,...,v; b;(1)=0, i=v+1,...,s. (4.1.4)
Dalsi s — v stupné jsou dany pomoci
Vi = Yo+ o Zs:aijg (t.,, Y1), i=v+1,...,s (4.1.5)
j=1
nebo v K notaci
Ki1=g <tfl+1,yn + At iam+l> . i=v+1,...,s. (4.1.6)
j=1
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Muzeme tedy zadefinovat rozsifenou matici koeficientu A’:

A 0
A = (4.1.7)
[aw]f Vu+1g 1 [aij]f,j=u+1
kde A = [aij]zjzl.

Celkové spojité Rungeovy-Kuttovy (SRK ) metody (4.0.2), (4.0.3), (4.1.1) (s koefici-
enty (A,b(0))) a (4.0.2), (4.0.3), (4.1.5), (4.1.3) (s koeficienty (A’,b(#))) jsou spojitym
prodlouzenim RK metody (4.0.2), (4.0.3) (s koeﬁcnenty (A, b)) a § bude znacit stupern in-
terpolantu. Oproti tomu RK metoda (4.0.2), (4.0.3) (s koeficienty (A, b)) bude nazyvina
jako diskrétni RK metoda.

Je vhodné poznamenat, ze obecné neplati n(t,+cihni1) # Y, ;. Nicméné rovnost plati
pro kazdou pravou stranu g(t,y) ,pokud b;(c;) = a;j, toto vychazi z porovnani (4.1.3)
a (4.1.5). Mame tedy

{ﬂ(tn + Cihn—f—l) = er—f—l VZ} < {bZ(Cj) = Qaj; VZ,]} (418)
Interpolant prvni nebo druhé tifdy tedy uréuje matici B a jeji prvky jsou bi; = bi(c;).

Definice 4.1.1 SRK metoda se nazjvd piirozend, pokud plati A= B (A’ = B).

Funkce prirastku ® a ¥ z (2.0.3) a (2.0.5) pro SRK metody jsou tvaru

(I)(yn>g>tn>tn+1 szg n+1° n+1)

llj(yma.%tnatn—f—l Zb n+1> n+1)
Tvrzeni 4.1.2 Funkce priristku ® RK metody (4.0.2), (4.0.3) a U interpolantu (4.1.1)
nebo (4.1.3), splnuji podminku spojitosti (2.0.4) a (2.0.7).
Dikaz muzeme nalézt v [3] (5.kapitola, strana 113-114).

Véta 4.1.3 Pokud pro SRK metodu plati Véta 2.0.6 a navic plati, Ze interpolant je po
cdstech polynomidlnd funkce vadu § > q a funkce g(t,y) v (4.0.1) je tridy C™>0P}  potom
nasledugjici odhady konvergence, ohranicenosti a neohranicenosti plati pro vsechny derivace
funkce globdlni chyby

max [129),(t) — (1) = O(TL9), j=0,....0, (4.1.9)

to<t<t;
kde derivace n(t) v uzlovych bodech jsou mysleny v pravém/levém smyslu.
Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 115-116).

Véta 4.1.4 Predpoklidejme, Ze RK metoda (4.0.2), (4.0.3) md spojité prodlouzeni n(t)
rddu q a stupné d > q. Potom ezistuje jiné spojité prodlouzeni (t) rddu q a stupné také
q.

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 116-117).
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Poznamka 4.1.5 z Vet 4.1.3 a 4.1.4 je patrné, Ze poZiti interpolantu stupné vyssiho nez
q je zbytecné. Interpolanty stupné 6 > q+1 jsou dokonce nebezpecné, protoze derivace radu
k, g+2 <k <6 mohou divergovat pro h — 0. Kvuli témto duvodum budeme predpoklddat,
ze spojité prodlouzZeni radu q bude vZdy tvoreno interpolanty stupné d = q.

Zabyvejme se nyni otdzkami ohledné interpolanti prvni (4.1.1) a druhé tiidy (4.1.3).

Otazka 1 Jaky je nejuyssi mozny stejnomerny rad RK metody rddu p za pouZiti interpo-
lantu prond tridy?

Otazka 2 Uvazujme RK metodu diskrétniho rdadu p a spojitého prodlouzeni g < p. Kolik
je potreba dalsich stupria, abychom dosdhli stejnomérného radu p — 1 nebo dokonce p?

Véta 4.1.6 Predpoklidejme, Ze RK metoda (4.0.2), (4.0.3) md spojité prodlouzeni n(t)
tvaru (4.1.3). Potom stejnomérny rad q nemize byt vyssi nez s*, tedy pocet riznijch abscis
prodlouzené RK metody reprezentované pomoci (4.1.7).

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 118).

4.2 Analyza interpolantu prvni tridy

Obecnd analyza stejnomérného fadu pro spojité prodlouzeni (4.1.1) je zaloZena na tom,
7ze pro 0 < # < 1 se na prodlouzeni mizeme divat jako na diskrétni metodu (3, @)
s krokem 6h,,, ;. Okamzité tedy dostaneme podminky pro polynomy b;(#) z dobte zndmych
podminek pro RK metody. Podminky pro fad az p = 4 jsou uvedeny v tabulce 1.

Za ucelem odpovédét na Otazku 1, kazda metoda musi byt analyzovand individualné
pomoci kontroly podminek fadu. Obecné mizeme dat pouze ¢astecnou odpovéd pomoci

nasledujici véty:

Véta 4.2.1 Kazda RK metoda (4.0.2), (4.0.3) rddu p > 1 md spojité prodlouzeni n(t)
fddu (a stupné) g =1,..., |2

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 118-120).

Véta 4.2.2 Pokud md RK metoda (4.0.2), (4.0.3) spojité prodlouzeni n(t) ridu (a stupné)
q > 2, potom md také jiné spojité prodlouzeni n(t) rddu (a stupné) G, ¢ < q— 1.

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 120).
Zaverem tedy muzeme Tict, Zze obecnd odpovéd na Otazku 1 je takova, ze pouze

. v, 1 v v . s . v 4 vels
interpolanty do radu L’%J zarucené existuji. Na druhou stranu je mozné (za pouziti
P—I—lJ

interpolantu prvni tiidy (4.1.1)), aby maximalni stejnomérny ¥ad byl vétsi nez > |25

nebo dokonce = p.

Definice 4.2.3 RK metodu (4.0.2), (4.0.3) diskrétniho vddu p nazveme jako superkon-
vergentni, pokud maximalni stejnomérny rid q je dosazitelny pomoci interpolanti proni
tridy (4.1.1) stupné < p— 1.

Jinymi slovy, superkonvergence je dosazena v koncovych bodech kazdého intervalu
[tn, tnt1] vzhledem k maximalni stejnomérné ptresnosti radu ¢. Také muze nastat situace,
ze interpolant dosdhne vyssiho fadu p’ > ¢ v néjakych bodech uvnitt intervalu [t,,, t,41].
Tyto body budeme nazyvat superkonvergentni vnitrni body.
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Réad Podminky

1 Z;'/:l bi(e) =0
2 Z;,:1 bZ(H)CZ = %92
3 Z;'/:l bi(e)c? = %93

ZZJ':1 bi(0)ciaijc; = %94

ZV bZ(H)ach = i94

ij=1

Tabulka 1: Podminky fadu pro spojité RK metody

4.2.1 Kolokac¢ni metody

Jednokrokova kolokac¢ni metoda je zavedena nésledovné: Vyberme v riznych abscis ¢y, ..., ¢, €
0,1] a v kazdém intervalu [t,,t,41] vypoctéme polynom 7(t) stupné ¢ < v spliujic

0 (th) =gt ,nth), i=1....v, 1ty) =Y (4.2.1)

Metoda muze byt prepsana jako spojita implicitni RK metoda (4.0.2), (4.0.3), kde:

aij:/o ej(g)d€> i>j:1>"'>y>

(%
bZ:/OEZ(f)df, izl,...,V,

kde ¢;(£) jsou Lagrangeovy polynomické koeficienty ¢;(§) = HZ:L hoti f__—cc’;

Vsimnéme si, ze plati b;(c;) = aj;, a proto kazda kolokac¢ni metoda je prirozend SRK
metoda (viz. 4.1.1).

Je znamo, ze pro jakoukoliv volbu abscis ¢y, ..., ¢, € [0, 1], kolokaéni metoda ma rad
p > v a interpolant (4.1.1) ma stejnomérny fad g = v. Tedy podle Véty 2.0.6 kolokacni
metoda je spojitda RK metoda globélniho stejnomérného radu ¢’ = v (pokud p = v) a nebo
¢ =v+1 (pokud p > v). V tomto smyslu je koloka¢ni metoda optimélni, pokud chceme
dosdhnout maximalniho mozného stejnomérného radu pro dany pocet stupni. Zejména
v pripadé, kdy abscissy jsou posunuté koreny Legendreova ortogonalniho polynomu stupné

v, potom ma metoda rad p = 2v. To je nejznamé;jsi pripad superkonvergence.
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Nyni uvedeme néjaké priklady superkonvergentnich kolokacnich metod.

o Gaussovy metody (diskrétni ¥ad p = 2v, stejnomérny rad ¢ = v, globélni stejno-
mérny rad ¢’ = min{p,q + 1}):

v =1 (obdélnikovd metoda): p=2, q=1, ¢ =2;
1
2 2 b1(0) = 6.
1
v = 2 (Hammer-Hollingsworthova metoda): p=4, ¢=2, ¢ =3;

AR b(e) 9(9—1 )

() 239(9—1+ )

I NI

o Radau ITA metody (diskrétni ¥ad p = 2v — 1, stejnomérny 1ad ¢ = v, globélni stej-
nomeérny rad ¢’ = min{p,q+ 1}):

v =1 (implicitni Eulerova metoda): p=1, ¢=1, ¢ =1;
111
1
v =2 (Ehleova metoda): p=3, ¢=2, ¢ =3;

o Lobattovy IIIA metody (diskrétni rad p = 2v — 2, stejnomérny ¥ad ¢ = v, globalni
stejnomérny fad ¢ = min{p, ¢+ 1}):

v = 2 (Lichobéznikovd metoda): p =2, ¢=2, ¢ =2;

00 O
bi(0) = —10(0 — 2),
52(9):%9
v =3 (Ehleova metoda): p=4, ¢=3, ¢ =4;
00 0 O o 1
1|5 1 _ 1 bi(0) = 20(30% — 30 + 3),
2|24 3 24
111 2 1 by (0) = —46%(10 — 1),
6 3 6 I
12 1 b3(0) = 260%(30 — 1),
6 3 6

Implementovanou Radau ITA Ehle metodu pro feseni ZDR muzeme nalézt v Priloze jako
matlabovsky program "Radau_IIA Ehle metoda RK pro ZDR .mlx”
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Definice 4.2.4 (P¥irozené spojité prodlouzeni) Eekneme, Ze interpolant n(t) proni
tridy (4.1.1) 7ddu a stupné q je prirozené spojité prodlouzeni (PSP) RK metody (4.0.2),
(4.0.3) rddu p, pokud polynomy b;(0),1 = 1,... v jsou takové, Ze n(t) splnuji navic pod-
minku asymptotické ortogonality

7

pro jakoukoliv dostatecné hladkou maticovou funkci G. Podminku (4.2.2) splnuje n(t)
stejnomerné vzhledem kn =0,... . N — 1. z,41 je 7eseni lokdlniho problému (2.0.8).

tn+1

GO (1) n’(t)]dtH — o), (42.2)

tn

Mizeme si vSimnout, ze PSP spliuje nutné také podminku

pro kazdou dostatecné hladkou maticovou funkci G.
Navic diky (4.2.2) a (4.2.3) snadno ziskdame:

tn+1

O s (£) — n(t)]dtH — o), (4.2.3)

tn

tn+1

G(x)[y9(z) — nW(2)]dz|| = O(RPTY), j=0,1, (4.2.4)

max
0<n<N-1

tn

pro kazdou dostatecné hladkou maticovou funkci G, kde h = maxi<,<y .

Vzhledem k Vétam 2.0.6 a 4.1.3, podminka (4.2.4) udava dalsi vlastnost PSP ohledné
globalni konvergence. Je dobré poznamenat, ze koloka¢ni polynom jednokrokové kolokacni
metody (4.2.1), je PSP stupné ¢ = v (viz. [36]).

Diky existenci PSP a jejiho dosazitelného stejnomérného radu plati nasledujici véta.

Véta 4.2.5 Pokud interpolant n(t) prond tridy (4.1.1) 7ddu a stupné q je PSP RK metody
(4.0.2),(4.0.3) #ddu p, potom q > | ].

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 124).

PSP RK metody neni jednoznac¢né, miize existovat vice prirozenych spojitych prodlou-
zeni. Obecné lze pro ziskani PSP pouzit podminky z Tabulky 1 a podminku ortogonality
(4.2.2).

Nyni uvedeme vybrané priklady PSP pro nékteré explicitni RK (ERK) metody.

 Jednostupnova ERK metoda fadu p = 1 (Eulerova metoda):

e Dvoustupnové ERK metody radu p = 2:

xq=|1]=1

*x q=v=p=2
bl(e) == (bl - 1)92 —|— 9,
62(9) = 6292;

o Tristupnové ERK metody fadu p = 3 (kde ¢y, c3 # 0):
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kde
_ 1
w, = _E — (Cg — Cg))\,
Wo = Cg)\,
_ 1
W3 = 2e5 Cg)\,

kde A € R. Tady méame ukazku jednoparametrové skupiny PSP, vidime tedy
priklad nejednoznacnosti PSP minimalniho fadu ¢;

neexistuje PSP tadu ¢ = 3;

o+ Ctyi-stuptiové ERK metody fadu p = 4:
xq=|] =2
bi(0) = 3(2¢c; — 1)b0* +2(2 — 3c)bif, i=1,2,3;
* q=3

br(6) = 2(1 — 4b1)6° + 3(3b, — 1)62,

neexistuje PSP tadu q = 4;

Zabyvejme se nyni na chvili spojitymi metodami vyssiho radu. Jedno z prvnich spoji-
tych prodlouzeni vyssiho fadu pro RK metody vytvoril Sarafyan [30]. Jeho technika spo-
¢iva v pouziti vhodné linedrni kombinace hodnot jednotlivych stupni za tcelem ziskani
aproximace y(t) vysokého fddu v né&jakém vnitinim bodé. Potom se sestavi Hermituv-
-Birkhoffiv interpolant v téchto bodech, v pripadé krajnich bodu sité mize byt potireba
vypodist néjaké dalsi hodnoty. Sarafyan [30] ptivodné uvedl mnozinu 8-stupnovych RK
metod Fadu 6 se spojitym prodlouzenim stejnomérného radu 4. Nasledné vyvinul nékolik
skupin RK metod vyssiho fadu p, s interpolaci fadu p nebo p — 1 (viz. [32] a [31]). Nyni
uvedme jako priklad 10-stupniovou metodu radu 6 se spojitym prodlouzenim radu 5, tato
metoda je pouzita v kodu DKLAG6 vytvoreného Corwinem, Sarafyanem a Thompsonem
4]

10

Yn+1 = Yn + hn—f—l Z bz(l)K:H_l (425)

i=1

a interpolantem:

10

n(tn + ehn—i—l) = Yn + hn—l—l sz(e)KfH-h 0 S 0 S 17

i=1

kde
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bi(0) =0 — 2212 4 B6gs _ 169091 4 8695 _ A8Ly(9),
by (6) = 0

bs(0) = 1982 — 197703 4 T8pa _ 215 4 A8y, (),

by(0) = 5267 — 29t 4 gt _ 995 _ L p,4(0),

bs(0) = —580% + 122693 — 219% + L26° — 2lp,(9),

be(0) = — 262 + 263 — 2ot — L, (9),

br(0) = 22 — LWTgs 4 Tps _ 1o _ D82y (),
bs(f) = —28Lp2 4 UZTps _ 16lgs Sl y (),

by () = 20° — 50 + 36° + b1o(6),

b10(0) = libovolna funkce 6

a s Butcherovou tabulkou:

0| 0

1 1

9 9 0

11 3

6 24 24 0

101 3 4

3 6 6 6 0

1 1 3

Ll 0 0 : 0

2|_8 6 2 _2u 16 0

3 21 21 21 21 21

5] 65 15 _8 330 _160 20

6 456 456 456 456 456 456

1| 35 _s 240 _360 680 _420 228
322 322 322 322 322 322 322

1 161 0 684 315 680 315 684 161 0
3000 3000 3000 3000 3000 3000 3000

2 7 32 12 32 7

3 135 0 135 135 135 135 0 0 0 0

Muzeme si v§imnout, Ze spojité prodlouzeni nespliiuje podminku spojitosti (4.1.4) pro
0 = 1. Implementovanou metodu pro ZDR s volbou b1o(6) = % lze nalézt v Priloze jako
matlabovsky soubor "DKLAG6.mlx”. Dale poznamenejme, Ze tato metoda v [3] (5.kapi-
tola, strana 134-135) neni uvedena stejné jako v [4], lisi se hlavné nékterymi koeficienty

pied 6° u jednotlivych polynomt b;(6) pfes stejnou volbu bio(0) = %. Navic predpis

10
Yn+1l = Yn T+ hn—i—l Z biKriL—i—l

i=1

neposkytoval spravné vysledky z diivodu chyby v koeficientech b; a proto je zde neuvadime.

Podobna technika byla vyvinuta pozdéji Hornem [22], ktery ziskal spojité prodlouzeni
radu 4 a 5 pro klasickou metodu RKF45. V tomto pripadé metoda radu 5 také nespliuje
podminku spojitosti (4.1.4) v uzlovych bodech vzhledem k diskrétni metodé.
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4.3 Aplikace odhadu lokalni chyby

Je znamo, ze existuji dva hlavni pristupy pro implementaci variabilniho kroku diskrétni
RK metody radu p, s cilem na sestaveni numerického reseni s globéalni chybou

max [ly(ta) = pall

ktera proporciondlné odpovida uzivatelskému parametru TOL, nazyvanym tolerance. Kon-

cept proporciondlni tolerance byl presné definovan a prozkouman Stetterem [33],[34].
Prvni pristup spociva v nalezeni odhadu lokalni chyby na jednotku kroku &,

On+1 = ||Zn+1(tn+1 - yn+1||/hn+1

v koncovém bodé t,.1 spolu s volbou kroku h,, 1, aby odhad lokélni chyby €,.1 byl pod
hranici tolerance TOL.

Pouzivame dva hlavni zptisoby na ziskani odhadu lokalni chyby. Obecnéjsi zptisob
spoc¢iva v pouziti Richardsonovy extrapolace pro ziskani RK metody o jeden rad vyssi za
ucelem ziskani aproximace ¥,; v koncovém bodé ¢, 1, kterd je pouzita pro stanoveni

Ont1 = ||?jn+1 - ?/n+1||/hn+1- (4-3-1)

Tato technika je obvykle dost vypocetné narocna, potiebuje spocitat trikrat RK formuli
pro kazdy integracni krok (v pripadé, ze puleni kroku je pouzito pro extrapolaci). Nicméné
v pripadé explicitnich metod je mozné se Richardsonové extrapolaci vyhnout, pokud mame
vhodny par metod, naptiklad Rungeovy-Kuttovy-Fehlbergovy metody (viz. Fehlberg [13]).
Hlavni myslenka pouziti vhodného paru metod spociva v tom, ze pomoci néjakych dalsich
stupni je mozné sestavit 2 rizné aproximace y,.1 a Ypr1 fadu p a p 4+ 1 a pouzit je v
(4.3.1).

Druhy pristup (vhodnéjsi pro explicitni metody) spociva v pouziti dvojice metod, kde
se metoda nizsitho fadu p— 1 pouzije pro ziskadni aproximace ¥,,11. Nejznaméjsim pripadem
je Dormandova-Princova metoda [5]. Odhad

Ont1 = ||??n+1 - yn+1||

lokalni chyby ||zni1(tni1) — Una1|| pro metodu nizsiho fadu je nahrazen odhadem &1
lokalni chyby na jednotku kroku a lokdlni extrapolace je pouzita pro zvoleni kroku tak,
aby 7,41 byla pod hranici tolerance TOL.

Kratké porovnani mezi témito dvéma strategiemi ukaze, ze druhy pristup je vice efek-
tivni, protoze pocita dalsi kroky pomoci presnéjsi metody. Prvni strategie méa ale obecné
lepsi proporcionalni toleranci.

Moznost pouzit interpolant nam dava dalsi alternativni strategie pro kontrolu délky
kroku. Pro RK metody fadu p se spojitym prodlouzenim maximalniho stejnomérného
radu p, Enright [8],[9] navrhl monitorovat velikost defektu

o(t) = g(t,n(t)) —n'(t).

Pomoci Grobnerovy-Alekseevovy nelinedrni variace konstant ziskame:

Znga(t) = 0(t) :/t K(t,z)[g(x,n(x)) — n'(z)ldz,

22



kde K(t, ) je vhodna varia¢ni matice zavisla na interpolantu n(t) tak, ze plati K (z,x) =
I, kde I je matice identity. Tedy pro dostateéné malé h,, 1 < hg, existuje konstanta K > 0,
nezavisla na konkrétni RK metodé, tak ze plati

lonsaltar) = ol < | max Jlzna() = )] < hoa K| max [150)]
Tedy muzeme udélat zavér, ze kontrolovani defektu implikuje kontrolovani lokalni chyby
na jednotku kroku 0,11 a také dokonce stejnomérné lokalni chyby

Swrr = max ||zoea(t) — ()]l

tn<t<tni1
Vime, Ze neni efektivni se pokusit pocitat presné velikost

max ||5(1)]]. (4.3.2)

tn<t<tpi1

Nicméné za vhodnych podminek pro interpolant 7(t) existuje problém nezavisly na 6* €
0, 1] takovy, Ze ||0(t, +60*h,11)]| je dobra aproximace (4.3.2). Proto tedy volime krok tak,
aby ||6(t,, + 0*h,,41)|| bylo pod hranici tolerance TOL.

Pro hlubsi analyzu pfedchozich pfistupt se odkazujeme na Enrighta [10].

Jako posledni strategii uvazujeme odhad lokalni chyby od Zennara [35], [36]. Ten
pouziva spojitého prodlouzeni n(t) maximélniho stejnomérného fadu p. Aproximaci 41
vyssiho fadu p + 1 muzeme ziskat pomoci aplikace kvadraturni formule na integral

tn+1
yn+/ g(z,n(r))dz.
tn

Aproximace vysstho fadu ma tedy formu:

k
gn—l—l =UYn + hn—l—l Z Bzg (tn + Wihn—l—b n(tn + 7Tihn—l—l)) ) (433)

i=1
pro vhodné abscisy my, ..., 7. Za tcelem minimalizovat pocet stupnii je vhodné pouzit

superkonvergentni kvadraturni formuli, jako napt. Gaussovy formule.
Zminime také, Ze Bellen a Zennaro [2] navrhli pro implicitni metody modifikaci kva-
draturni formule (4.3.3) na implicitni formu:

k—1
gn—l—l = UYn + hn—l—l Z 519 (tn + 7Tihn—l—la n(tn + 7Tihn—i—l)) + hn—l—lﬁkg(tn-i—b gn+1)>
i=1
ktera je vice vhodna pro ziskdni aproximace s lepsi stabilitou.
V kazdém pripadé, formuli (4.3.1) lze aplikovat a pouzit pro jakékoliv Rungeovy-
-Kuttovy-Fehlbergovy metody.
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5 Rungeovy-Kuttovy metody pro zpozdéné diferen-
cialni rovnice
V této kapitole uvedeme standardni pristup, uvedeny a analyzovany v Kapitole 3, zalozeny

na aplikaci SRK metod z Kapitoly 4.
Pripomenme, Ze standardni pristup pro feseni ZDR s poc¢atecni podminkou

y'(t) = f(ty),yt—7)), by <t <ty
y(t) = (1), t <ty

spoc¢iva v Teseni krok po kroku lokédlnich problémi:

{ng(t) =t wnsr (£, 2(t = 7)),y <t <ty

(5.0.1)

Wn+1 (tn) = Yn,

¢(s) pros < ty,
x(s) = ¢n(s) proty <s<t,,
Wnpt1(s) prot, < s <t,u
a n(s) je spojitd aproximace TeSeni, vypoctend metodou samotnou az do t,. Spojitd RK
metoda (A,b(#)) s interpolantem prvni t¥idy urcend pomoci (4.0.2), (4.1.1) nebo s inter-

polantem druhé tiidy uréend pomoci (4.0.2), (4.1.3) a (4.1.5), prejde pro feseni ZDR na
(v Y notact)

YZ +1 — = Yn + hn—f—l Z aljf n+1 Yn+1> 77(t2L+1 - 7-)) ) L= 17 ceey S, (502)
j=1

Nt + 0hni1) = Yo + hngr D 0i(O)f (thyr, Vi, m(th = 7)), 0<6<1,  (50.3)

i=1

kde tiHl =ty +cihyy1, ¢ = Z;Zl aj, ©=1...,5, hypy1 = ty41—1,. Tuto metodu budeme
oznacovat jako RK metoda pro ZDR nebo ve zkratce jako ZDR metoda.
Stejné jako u RK metod pro ODR, pomoci

K’fL—f—l =f ( n+17Y7:+1777( - 7))

muizeme pouzit K notaci:

Nty + 0hni1) = Yo + hng1 D bi(O)K,,,, 0<6 <1, (5.0.4)
=1
KZL-H - f <ti+1>yn + hn—f—l Z ainfL+1>77(t;+1 )) ) L= 17 <o S (505)
j=1

Vsimnéme si, ze pokud bychom pouzili RK metodu s abscisou ¢; > 1, mohlo by to
vést k situaci, kdy zpozdény argument ¢/, 41 — T > tyy1 a nemohli bychom pouzit spojité
prodlouzeni. Proto budeme predpoklddat, ze RK metody pro ZDR (5.0.2),(5.0.3) jsou
takové, Ze abscisy spliuji ¢; € [0,1], i =1,...,s.

Nasledujici véta vychazi z obecné Véty 3.3.2.
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Véta 5.0.1 UvaZujme pocdtecni problém.:

y'(t) = fty),yt—7)), by <t <ty
y(t) = (1), t <ty

kde f(t,y,x) je funkce tridy C? na intervalu [to,tf] x R x R, pocdtecni funkce ¢(t) je
tridy C?. Ddle predpoklddejme, Ze sit N = {to,t1,....tn,....,tn = t;} obsahuje vsechny
body nespojitosti & = it, i = 1,...,p, lezici v [to,t;]. Pokud ma SRK metoda diskrétni
rad p a stejnomerny rad q, potom ZDR metoda (5.0.2),(5.0.3) md diskrétni globdlni rdd
a stejnomérny globdlni rad ¢' = min{p, g + 1}, tedy

_ p
max [[y(ta) = val| = O(R)

(5.0.6)

max [ly(t) —n(t)|| = O(h*),

tOStStf
kde h = max;<p<n hy,.
Poznamenejme tedy, ze v pripadé pouziti metody s diskrétnim radem p a stejnomérnym
rfadem ¢ < p — 1, ZDR metoda neméa zaruceny diskrétni globalni rad p.
Pokud mame metodu s konstantnim krokem h = 7/m pro néjaké pfirozené ¢islom > 1,
potom zpozdény argument nabyva hodnot:

o =T =t =tarim+cih, j=1,...,5

Pokud je SRK metoda prirozend, potom n(tflﬂ) = Y,fﬂ a také 77(7%+1 —7)= Y,fﬂ_m
(viz. (4.1.8)). Tedy ziskdme diskrétni metodu

Yn+1 = Yn + hz bi f n+1> n+1> er—f—l m) ’ (507)
=1
Yig=un+hY agf (YY), i=1. s (5.0.8)
j=1

Tedy kazda ZDR metoda (5.0.2), (5.0.3) zalozena na prirozené SRK metodé imple-
mentované s konstantnim krokem h,,; = h = 7/m, kde m je pfirozené ¢islo > 1, prejde
na formuli (5.0.7),(5.0.8), kterd nepouziva explicitné interpolaci. Takové metody budeme
oznacovat jako prirozené RK metody pro ZDR.

Co se tyce konvergence a fadu presnosti (5.0.7), (5.0.8) muzeme pouzit obecné vysledky
Vety 3.3.2. Na zakladé této véty, kazda RK metoda pro ZDR ma globalni stejnomérny
rad ¢ = min{p,q + 1}. Proto ZDR metoda zachovava diskrétni globalni fad p, pokud
ma interpolant stejnomérny tad ¢ > p — 1. Obecné ma ale interpolant pfirozené SRK
metody stejnomérny rad ¢ < p — 1. Pfesto muzeme prokazat, ze pro (5.0.7), (5.0.8)
diskrétni globalni rad p prirozené SRK metody je zachovan bez ohledu na stejnomérny
rad q interpolantu.

Véta 5.0.2 Pokud funkce f(t,y,x) je tridy CP na intervalu [to,t;] x R x R potom
prirozend RK metoda pro ZDR (5.0.7), (5.0.8) diskrétniho ridu p md globdlni diskrétni
rad p, tedy

max ||y(tn) — yn|| = O(K?), (5.0.9)

1<n<N

pro jakoukoliv pocatecni funkci ¢(t) tridy CP na intervalu [to — T,t0] a pro konstantni krok
h = 71/m, kde m je prirozené cislo > 1.
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Dikaz lze nalézt v [3] (6.kapitola, strana 157).

Zejména podle Véty 5.0.2, superkovergentni prirozené SRK metody zachovavaji su-
perkonvergenci pro ZDR. Tedy dosazeny tad v uzlovych bodech je vétsi, nez globalni
stejnomérny tad. Je dobré poznamenat, ze zachovavani superkonvergence je hlavné diky
dvéma vlastnostem, které vyplyvaji z implementace prirozené SRK metody s konstantnim
krokem h = 7/m, kde m je prirozené ¢islo > 1

(i) Zpozdény argument «(t) =t — 7 zobrazi t z kazdého intervalu [t,,, t,11] do predcho-
ziho intervalu [t, .., th11-m] @ tedy v lokdlnim problému

w;L—f—l(t) = f (t> wn+1(t)>77(t - 7-)) ) tn S t S tn+1>
Wp+41 (tn) = UYn

je funkce n(t — 1) tiidy C;

(ii) Pro kazdou abscissu ¢; plati, ze zpozdény argument «(t) =t — 7 zobrazi kazdy bod
tt 4 do bodu t!  — 7 =1t} 4 _,,, takZe plati

77( iH—l - 7-) = er+1—m§

V piipadé libovolné volby uzlovych bodi {§ = tp < t1 < -+ < t,, = &} v prv-
nim makro intervalu [§o, &1, vlastnosti (i) a (ii) také plati v [to,tf], pokud uzlové body
nésledujicich makro intervalt [&, {p11], £ = 1,2, ..., jsou definovany jako

tomgs = ti+ kT, i=1,...,m, k=12 .. (5.0.10)

Pokud sit A spliiuje podminku (5.0.10), budeme ji oznacovat jako omezenou sit. Dale
plati, Zze ZDR metoda zalozena na prirozené SRK metodé implementované na omezené
siti A\, dostane tvar:

Ynt1 = Yn + Png1 Z bif (ti+1> er+1> er+1—m) )

i=1

er+1 = Yn + i1 Zaijf (tﬁﬁh YT{—I—DYT{—H—m) , i=1s,

j=1
kde h; = hgmei, ¢ = 1,...,m, k = 1,2... a tato metoda zachovava superkonvergenci
v uzlovych bodech.
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6 Odhad lokalni chyby a variabilni krok

Stejné jako u ODR metod, efektivni ZDR metoda by méla byt implementovana s moznosti
variabilniho kroku. Budeme uvazovat obecnou RK metodu pro ZDR v Y notaci (5.0.2),
(5.0.3) nebo v K notaci (5.0.4),(5.0.5), pro které plati Véta 5.0.1.

Je znamo, ze strategie variabilniho kroku méa za cil zajistit TeSeni s maximélni glo-
balni chybou proporcionalni k uzivatelsky zadané toleranci (pozadované presnosti) TOL
a zaroven minimalizovat vypocetni narocnost. V této kapitole budeme pouzivat TOL ve
smyslu tolerance na jednotku kroku.

V podkapitole 4.3 jsme uvedli nejvice popularni zptisoby pro vytvoreni odhadu lokalni
chyby pro ODR pomoci spojitych RK metod. Mimo ptipad méreni velikosti defektu (viz.
Enright a Hayashi [11]), mechanismus pro kontrolu délky kroku pro hlavni metodu tadu
p, je nejcastéji zalozen na pouziti pomocné metody jiného radu p’, obvykle p’ = p+ 1 nebo
p=p-1

Rozsiteni tohoto mechanismu pro ZDR neni jednoduché a matematické zdtivodnéni
neni oc¢ividné. Uvidime, Ze spravny mechanismus pro ZDR by mél kontrolovat zaroven
diskrétni i stejnomérnou lokalni chybu. Timto zptusobem lze pouzit spojitou pomocnou
metodu stejnomérného fadu ¢’ = g + 1 nebo ¢ = ¢ — 1, kde ¢ je stejnomérny rad hlavni
metody.

Pro hlubsi analyzu vztahu mezi lokalni a globalni chybou pro ZDR metody a po-
zadavky na fad presnosti interpolantu, odkazujeme c¢tendfe na Oppelstrup [29], Filipi
a Buchacker [14], Higham [20] a Guglielmi a Hairer [17].

6.1 RAd hlavni a pomocné metody

Predpokladejme, ze hlavni spojitd RK metoda ma diskrétni fdd p a stejnomérny rad
q > p — 1, takze stejnomérny globalni rad je p.
Hlavni metoda Tesi lokalni problém pro ZDR

What) = F (6 wna (0,20 = 7))t S g, 61
wn-l—l(t) = Un,
o(s) pros <to,
x(s) = s n(s) proty < s <ty
wn—l—l(s) pro tn S S S tn+1>
kde pro s < t,, aproximace zpozdéného Feseni 7(s) ma stejnomérny rad p, tedy
max ||y (s) —n(s)|| = O(h), (6.1.2)

s<tn

kde h = max; h;.

Nyni uvazujme pomocnou metodu fadu p’, p’ = p + 1 nebo p’ = p — 1 pro FeSeni
lokélniho problému (6.1.1). Mechanismus pro kontrolu délky kroku vyzaduje, aby hlavni
a pomocnd metody dosahovaly svého fadu pii feSeni lokdlniho problému (6.1.1). Tedy
chceme po aproximaci feseni hlavni metodou y,,+1 a pomocnou metodou 9,1, aby platilo

lwni1(tns1) = Yoia || = OB L) (6.1.3)

1 (ta1) = G| = O, (6.1.4)
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pro fixni hy,...,h, a pro h,;; — 0. Pokud je funkce f z (6.1.1) t¥idy C?", kde p* =
max{p, p'}, tyto pozadavky budou splnény. Obecné obraz zpozdéného argumentu «(t) =
t — 7 soucasného intervalu [t,, t,+1] mize obsahovat pfedchozi uzlové body, a proto inter-
polant 7(t) je po ¢astech polynomialni funkce, funkce n(t — 7) mize byt pouze spojita.
Poznamenejme, Ze pokud je soucasny krok h,,; dostatecné maly vzhledem k predchozim
kroktim, potom obraz «a([t,, t,11]) je cely obsazen uvnitt néjakého predchoziho intervalu
a tedy funkce n(t — 7) je dostatecné hladka. Nicméné tento piipad pravdépodobné nena-
stane, protoze kazdy mechanismus pro kontrolu délky kroku poskytne sif spliujici

max; hz

<K, (6.1.5)

kde K je konstanta nezavisld na toleranci TOL. Proto musime pfedpokladat, ze lokalni
problém (6.1.1) ma nehladkou pravou stranu. Nicméné podminky (6.1.3) a (6.1.4) mohou
byt prokazany nasledujicim zpusobem.

Uvazujme pomocny pocatecni problém

{?I};L—f—l(t) = [t 00 (0), 2 = 7)), by <<ty (6.1.6)

ﬁ)n-f—l (tn) = Yn,

o(s) pros <to,
x(s) = q7(s) proty<s<ty,
Wpy1(s) prot, < s <tp1,

kde pro s < t,, nehladky interpolant n(s) je nahrazen funkef 7(s) ti¥idy C?". Déle predpo-
kladejme, ze funkce 7j(s) aproximuje 7(s) do fadu p*, tedy

max ||77(s) — n(s)|| = O(h""), (6.1.7)

s<tn

kde h = max; h;. Vsimnéme si, ze pomoci (6.1.5) prejde (6.1.7) na

max|[7)(s) = 7(s)|| = O(h},).

s<tn,

Reseni pomocného pocatecniho problému hlavni metodou oznac¢ime z,,; a pomocnou
metodou Z,,;. Protoze je problém dostatecné hladky, dostavame

@41 (tns1) = 2zoaa |l = O(R7 1) (6.1.8)

i1 (tng1) = Zpall = O(RE ). (6.1.9)

Déle pomoci (6.1.7) a Lipschitzovské spojité zavislosti na presném a numerickém feseni,
dostavame

@11 (tns1) = wosa (Bagr)|] = O D), (6.1.10)
Y1 — 2nr1]| = O(RELH) (6.1.11)

a
Tns1 — Zna]] = O(RETY). (6.1.12)
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Celkové tedy mame

||wn+1(tn+1) - yn+1|| S ||1Dn+1(tn+1) - wn+1(tn+1)||
+ [|@0ns1 (tns1) = 2ogall + [|zngs — Ynaa]|

a s vyuzitim (6.1.10), (6.1.8) a (6.1.11) dostaneme (6.1.3).
Analogicky

||wn+1(tn+1) - ?jn—l—l” < ||wn+1(tn+1) - wn+1(tn+1)||
+ ||wn+1(tn+1) - 2n+1|| + ||5n+1 - ?jn+1||

a uzitim (6.1.10), (6.1.9) a (6.1.12) obdrzime (6.1.4).
Nastava tedy problém, jestli hladkd funkce 7(s) tifdy CP", pouzitd v pomocném pro-
blému (6.1.6), spliujici podminku (6.1.7), opravdu existuje.

6.1.1 Pomocna metoda tadu p’ =p - 1

V tomto ptipadé p* = p a tedy pomoci (6.1.2), miuzeme zvolit funkci 77(s) = y(s), kterd
je hladka a spliuje (6.1.7). Pak je stejnomérny ¥ad ¢ = p — 1 interpolantu dostatecény.

6.1.2 Pomocna metoda fadu p’ = p + 1

V tomto piipadé je p* = p + 1, a tedy pfedpokladejme, Ze funkce f a ¢ jsou t¥idy CP*+1.
V tomto piipadé ale neni lehké najit funkei 7(s) splhiujici podminku (6.1.7). Pomoci (6.1.2)
muzeme vidét, ze volba 7j(s) = y(s) nebude fungovat. Nicméné ukazeme, ze v pripadé
zvyseni stejnomérného radu hlavni metody na ¢ = p, pozadovana funkce 7(s) existuje.

Budeme pokracovat pomoci indukce skrz makro intervaly [§-1,&], | = 1,...,k, kde
[€k—1, &k obsahuje soucasny interval [t,,, ;1]

Poznamenejme, ze predpoklad (6.1.5) implikuje, Ze obraz zpozdéného argumentu o(t)
t — 7 kazdého intervalu [t;,t;+1] neobsahuje vice nez M predchozich intervalt, kde M je
nezavislé na toleranci TOL a siti A.

Proto pro kazdé | = k —1,...,1, obraz zpozdéného argumentu soucasného intervalu
[tn, tnia], ktery byl iterovan (k—1)-krat, je obsazen mezi dvojici uzlovych bodi t,,, a t,, ym,
spadajicich do makro intervalu [§_, &, kde m; < M*=! Nyn{ uvazujme Teseni w,,(t) v
prvnim makro intervalu [y, &;] lokdlniho pomocného problému

{ﬁml(t) = [ (t, i1 (), 6t = 7)), tny << oy

Wi 1(tny) = Yy -

Toto je hladky problém a aproximace Feseni n(f) ma stejnomérny fad g. Protoze m; <
M*1 dostévame
Un, — ()| = O(htt!
o 22X [ (1) = (8]l = O
jak pro g = p —1 nebo ¢ = p.
Potom se posuneme do dalstho makro intervalu [£1, &) a uvazujme lokalni pocatecni
problém

w’/rL2+1(t) = .f (ta wn2+1(t),77(t - 7-)) ) tnz <t< tnz-l—mza
Wny+1 (tnz) = Yny,
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jehoZ numerické teseni je také n(t). Pritomnost 7n(t — 7) ale ¢ini problém nehladkym.
Nahradime ho tedy hladkym

(6.1.13)

?I};LQ—Fl(t) = f (tamnz—i—l (t)albm—f—l (t - 7-)) ) tnz S 13 S tnz—f—mza
2n2+1 (tnz) = Yny>

kde @, +1(t — 7) je dobre definovana funkce pro t € [t,,, tnytms)-
Protoze mo < M*~2 miiZeme ovétit:

max  |[dna(t) — n(t)]| = O(h*).

tng StStng +mo

Toho mizeme dosdhnout pomoci numerického reseni (6.1.13) a trojuhelnikové nerovnosti
za poziti Lipschitzovy spojité zavislosti na presném a numerickém rfeseni.

Nyni je jasné, Ze indukce plati. PoZzadovana funkce 7j(t) tiidy CP*! splitujici podminku
(6.1.7), je fesSeni ,, ,4+1(t) hladkého pocatecniho problému

{mizk_l—i—l (t) = f (t> ﬁ)nk—ri—l(t)? wnk—z-i—l(t - 7-)) ) tnk—l <t< tnk—1+mk—1’

ﬁ)nk—ﬁ—l (tnk—l) = Ynp_1>»

pokud ¢ = p. Stejnomérny rad ¢ je tedy nutno navysit na ¢ = p.

6.1.3 Spojita pomocna metoda

Pro odhad stejnomérné lokélni chyby hlavni metody stejnomérného fadu ¢ mizeme pouzit
spojitou pomocnou metodu stejnomérného radu ¢’ # ¢, ¢ = ¢—1 nebo ¢’ = g+ 1. Analyza
je podobnd, ale diukaz je jednodussi. Volba 7(s) = y(s) vyhovuje obéma hodnotdm ¢
a tedy stejnomérny rad ¢ hlavni metody je dostatecny.

6.2 Sifeni chyby a kontrola délky kroku

V této podkapitole budeme zkoumat siteni lokalni diskrétni a lokalni stejnomérné chyby
v intervalu [to, tf] za GCelem formulace maximalni globalni chyby. Analyzou zjistime, které
testy pro odhady lokalni chyby jsou vhodné za tucelem ziskani globalni chyby proporci-
ondlni s toleranci TOL. Nyni pouzijeme elementarni verzi Gronwallova lemmatu (viz.

[18]):

Lemma 6.2.1 Pokud §(t), v(t) a B(t) jsou spojité redlné funkce na intervalu [a,b], v(t)
je neklesajici, B(t) > 0 a plati

5(t) < (1) + / By (x)dr, a<t<b,

potom

t
510 < 10 [ a)as).
Méjme sit A = {to,t1,...,ty = t;} a definujme maximalni diskrétni a stejnomérnou
globalni chybu
en = max|ly(t;) —yil| a E, =max|[y(t) —n(t)|].
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Potom pro feseni w,,;1(t) lokalniho problému (6.1.1) dostdvame

W1 (t) = y(t) = yn — y(tn)

a proto

[lwnga (8) =y < Ny(tn) = ynll +/t Lf|wni1(s) = y(s)||ds

+/t MlJa(t — ) — y(t — 7)||ds,

kde L a M jsou Lipschitzovské konstanty funkce f. Potom diky Lemmatu 6.2.1 ziskavame

w1 (t) —y(B)]] < (en + M/t |zt —7) —y(t — ¢)||ds) el(t=tn),

kde
x(t —7) —y(t — 7)|| < Eh.

Proto dostavame

elhnt1 Mh,,qeFhnr
e T Mot ™

max ||wn41(t) — y(t) (6.2.1)

<
tn <t<tni1 1< 1 — Mh,elh

kde h = max; h; je dostatecné malé.

Poznamenejme, ze kdykoliv to bude mozné ¢i nutné, tak budeme nahrazovat soucasny
krok h,y; krokem h za tucelem ziskani findlni formule (6.2.5) pro maximalni globalni
chybu.

Omezeni pro diskrétni a stejnomérnou globalni chybu v [t,, t,41] jsou

Yy (tns1) = Ynsall < hngr0ngr + |[Wnga (tng1) — y(tngr)|]

max |[y(t) = n()|] < Xnp + max lwa(t) =y,

tnStSta’H—l ’l’LStStTL+1
kde 0,41 je diskrétni lokalni chyba na jednotku kroku
Ont1 = ||Wnt1(tnt1) = Ynia|l/nsa

a Y11 je stejnomérnd lokalni chyba

Sper = max |lwea(t) = (o))

tn<t<tni1
Diky nerovnosti (6.2.1) dostaneme

elhn+1 N Mh,, eFhn+
€n
1 My olh 1 — Mholh

y(tns1) = Ynsall < hnproa + E,, (6.2.2)

kde oo = max; 0; a tedy ziskavame rekurzi pro maximalni globalni diskrétni chybu

elhn+1 n Mh,,elhn+
(& e —— .
1 — Mhyelh™ 1 — Mhelh ™"

€n+1 S hn+10A + (623)
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Analogicky, diky nerovnosti (6.2.1) ziskdme

eLh + MheLh
1— Mhebh ™ " 1= Mhekh

kde XA = max; ;. Dale monoténnost e, a E, implikuje

ly(t) =n(@®)]] < Xa + En,

elh M helh
en + E,,
1 — Mhelh 1 — Mhelh
a tedy pro maximalni stejnomérnou globalni chybu plati
B < 1 — Mhet" n elh
"= T 2Mhelh A T T = 2Mhelh ™
Pomoci (6.2.3) a (6.2.4) po tpravé ziskdme

En S En+1 S EA“’

(6.2.4)

€n+1 S eQAhTH—len + hn+1 (O'A + RAZA) s
kde
3 — 4Mhel Melh
Qa=L+—0 00 = T o helh
1 —2Mhe 1—2Mhe
Vsimnéme si, ze plati limy, .o Qa = L + 3M a limy,_,o RAo = M, takze pro vsechny sité A
s dostatecné malym krokem h < hg, dostavame

MeM a Ra

En+1 S thTH—len + hn+1 (O'A + RZA) s

kde @ a R jsou nezavislé na A. Proto mizeme udélat zavér, ze existuje konstanta K > 0
nezavisla na A\, pro kterou maximalni diskrétni globalni rad splinuje nerovnost

e, < K (O’A + REA) (6.2.5)

pro vSechnan =1,... N.

Vsimnéme si, ze pouzitim (6.2.5) v (6.2.4) obdrzime podobné omezeni pro maximalni
stejnomérnou globalni chybu.

Pozadovanou proporcionalitu mezi globalni chybou a danou toleranci TOL ziskame,
pokud odhady lokélni diskrétni chyby &,.; a lokalni stejnomérné chyby %, spliiuji
podminku

Oni1 <TOL a X,y3 <TOL pro vsechna n. (6.2.6)

Poznamka 6.2.2 Konstanty K a R v (6.2.5) jsme ziskali za podminky h < hg, kde hg > 0
dostatecné malé, aby platilo 1 — 2Mhge™ > 0. Toto miZe bijt prilis prisné omezeni pro
velikost kroku, obzvldst pro velké hodnoty L a M.

Nyni zkoumejme rozdil mezi hlavni RK metodou se stejnomérnym tadem q¢ = p —
1 a ¢ = p, vzhledem k maximalni globalni chybé (6.2.5). Diky tomu budeme schopni
formulovat podminky, za kterych nebudeme muset v testu (6.2.6) zkoumat %, ;. V Gésti
6.1 jsme mohli pozorovat, ze pro oba pripady ¢ = p — 1 a ¢ = p, diskrétni lokalni chyba
na jednotku kroku o, spliuje

Oni1 = O(RE, ). (6.2.7)
Navic podle ivahy v ¢asti 6.1 mizeme udélat zavér, ze pouze v pripadé ¢ = p plati
On+1 = Oénh:fH_l + O(hf:,_ll), (628)

kde «, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale je nezavisla na h, 1.
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6.2.1 Stejnomérny ifdad q = p
Pro stejnomérnou lokalni chybu ¥, plati

Yoy1 = 5nhiil1 + O(hiﬁ), (6.2.9)
kde $3,, spojité zavisi na t,,, y, a n(t) prot < t,, ale je nezavisla na h,, ;. Proto diky (6.2.8)

dostavame
5n + O(hn—i—l)
(67 + O(hn+1)

Déle necht existuje x > 0 takova, ze plati

Z:n—i—l = hn+10n+1-

P <
On

pro dostatecné malé h = max;h; (tj. pro y, a n(t) dostatecné blizké s y(t,) a y(t))
a stejnomérné vzhledem k t,, € [to,ts]. Lokdlni extrapolace nam pak dava

ZA = hO(O’A) (6.2.10)

Zaveérem tedy muzeme fict, ze pokud opakovanym zmensenim tolerance TOL se krok h
bude ¢im d4l tim vic zmensovat a vliv stejnomérné lokalni chyby YA v (6.2.5) bude méné
vyznamny. Proto maximalni globédlni chyba je urcena hlavné diskrétni lokalni chybou na
jednotku kroku oa. V takovéto situaci je rozumné pouzit podminku

Gns1 <TOL Vn (6.2.11)

namisto (6.2.6). V pripadé, kdy stejnomérna lokalni chyba ¥ A neni zanedbatelnd vzhledem
k o, je vhodnéjsi pouzit test (6.2.6).
6.2.2 Stejnomérny lokalni rdd q = p - 1

Pro stejnomérnou lokalni chybu ¥, plati:
ZJn+1 = Bnhi-yl + O(hf:-i%

kde 3, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale je nezdvisla na h, .
V tomto pripadé fad ¥, se rovnd fadu 0,41, a tedy misto (6.2.10) mame

Sa = O0(0n). (6.2.12)

Obecné ale neplati (6.2.8), proto muzeme pouzit pouze (6.2.7). Tedy ovéfeni (6.2.12) neni
tak zfejmé jako v predchozim pripadé g = p.

Vliv stejnomérné lokalni chyby ¥ A a diskrétni lokalni chyby na jednotku kroku o
v (6.2.5) zustava srovnatelny i v pripadé zmensovani tolerance TOL. Proto se doporucuje
ovérit podminky (6.2.6).

6.2.3 Shrnuti

Vyse uvedena analyza je konzistentni s relevantnimi vysledky dostupnymi v literature.
Zejména citujeme Oppelstruppa [29] a Highama [21]. Oppelstrupp dokazal, ze asympto-
ticka expanze globalni chyby alespon do fadu p + 1 existuje pouze, pokud je stejnomérny
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rad ¢ = p, a tedy je mozné sestavit spravny odhad globalni chyby pomoci Richardso-
novi extrapolace. Higham dokazal, ze v pripadé kontroly pouze diskrétni lokalni chyby je
nutné a dostatecné, aby stejnomérny rad ¢ interpolace byl rovny p, za tcelem zajisténi
proporcionality mezi chybou a toleranci.

Déle poznamenejme, zZe za Ucelem ilustrace vlivu interpola¢niho postupu na globalni
chybu ZDR fesi¢e, Arndt [1] vytvoril ukdzku fesice se stejnomérnym fadem ¢ = p— 1, kde
velikost globalni chyby je urcena pouze stejnomérnou lokalni chybou, zatimco diskrétni
lokalni chyba je vzdy rovna nule. I presto, Ze jeho vybér rovnice je specidlni, jeho ptiklad
ukazuje, ze v pripadé ¢ = p — 1,miize byt velmi nespolehlivé kontrolovat pouze diskrétni
lokéalni chybu.

6.3 Implementace

Nyni budeme ilustrovat vyse uvedenou teorii vzorovou metodou a vhodnym numeric-
kym experimentem. PTesnéji, budeme pouzivat hlavni metodu stejnomérného radu g = p
a pomocnou metodu diskrétniho fadu p’ = p + 1, ziskanou pomoci kvadraturni formule
typu (4.3.3).

Pri tomto nastaveni aplikujeme postup popsany v Podkapitole 6.2 pro explicitni RK
metodu tadu p = 4, tzv. klasickou ¢tyr-stupnovou RK metodu

0

1|1

3|2

1 1

310 3

110 0 1
1 1 1 1
6 3 3 &

Uvazujme ZDR s konstantnim zpozdénim, fesime tedy lokalni pocatecni problém
v kazdém intervalu [t,, ¢, 1]

w;L—f—l(t) = f (t>wn+1(t)>77(t - 7-)) ) tn S t S tn+1> (631)
Wn+1 (tn) = Yn-
Pomoci K notace, nami pouzivand RK metoda ma predpis
n+1 - ( n,?/n, ( 7-))7
(t + hn+1 Yn + hn+1Kn+1,77(tn + %hn_ﬂ — ’7')) ,
n+1 (t + hn—l—l Yn + hn+1Kn+1>77(tn + %hn—kl - 7')) )
n+1 (t + Mg 1, Yn + hn+1Kn+1> (tn + hpgr — 7)) )
Loy 1. | L4
Yn+1 :yn+hn+1 6K +1+ 3K +1+ 3K +1+ 6Kn+1 (632)

Tato metoda ma prirozené spojité prodlouzeni radu ¢ = 3 urcené pomoci
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bi(0) = (26> — 30+ 1) 0,
by(0) = (=260 +1) 62,
by(0) = (—2+1) 62,
bi(0) = (20 — 1) 6°.

Nicméné pro nase ucely potfebujeme interpolaci fadu ¢ = p = 4. Pomoci postupu popsa-
ném v [3] (5.kapitola, strana 135-140) ziskame

1
7mxu+ﬂmwn=yn+mwl(ngw+dxm)Ka4+ Lio)i2,,

1
+ Lo H+(meﬂ+mw7m+%wmaﬁ,

6
kde
di(0) = QQIw—1)(3W+2@&—1w+2&—1%
dy(0) = (30% — 4(6, + 1)0 + 66,),
ds(0) = ﬁ@;TWG—U(O—3%W+2&@&—1D,
di(0) = 5= 0°(0 — 1) (2 — 361)0 + 61(46, — 3)),
ds(0) = WHQ(Q 1),

kde 6; je dalsi abscisa, 0, € (0,1),6, # %, a kde podpirné stupné jsou

K)o =K}y = [ (tasts Yni1, Nt — 7)) s
KS+1 =f (tn + 91hn+1777(0) (tn + 61y, 77(tn + 01 hpyr — 7')) )

kde
1- 3
00t + 0111) = 1+ e ((30200) + 0K+ 30K

1 -~ - -
+ ng(Q)KS—H + 6d2(9)Kﬁ+1 + d4(9)K75z+1)>
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kde

(6)

2(0) = 6°(3 — 260),
I5(6) = 6(6 — 1),
14(6) = 6°(6 — 1)

Za ucelem ziskani odhadu diskrétni lokdlni chyby potfebujeme pomocnou metodu vyssiho

radu p’ = p + 1 = 5, sestavime tedy aproximaci 7,41 pomoci formule (4.3.3). Pouzijeme
radu p’ 1=5 tavime ted i i Unt i f le (4.3.3). Pouzij

5—15/5 ATy = 5ﬂ;_5/5 a tedy dalsi stupné jsou:

Lobattovy abscisy m =

K:H—l = f (tn + 7T1hn+1>77(1)(tn + 7T1hn+1)> n(tn + 7T1hn+1 - 7-)) ’
KS+1 = f (tn + 772hn+1777(1) (tn + 772hn+1)> n(tn + 772hn+1 - 7-)) .

Pak zavedeme

3 1 5 5 1
Jnt1 = Y + hoa (EK}LH + EKZL+1 + EK§+1 + EKELH) . (6.3.3)

Obvyklym zptsobem (viz. (4.3.1)) odhadneme diskrétni lokalni chybu na jednotku kroku

Ont1 = ||??n+1 - ?Jn+1||/hn+1-
Aktualni krok je prijat pouze, pokud
Gop1 < TOL, (6.3.4)

kde TOL je uzivatelsky zadana tolerance.

Pokud je krok prijat, novy krok hpe, je pouzit jako h, o v nasledujicim intervalu
[thi1, tnae] a v opacném pripadé nahradi h,; v soucasném intervalu [t,, t,11]. Novy krok
spo¢teme pomoci formule

1
TOL\*
Rpew = Mmax {wmm,min {wmax, P ( _ ) }} “hpgt, (6.3.5)
On+1

kde wmin € (0,1), wmax > 1 a p € (0,1) jsou vhodné tzv. bezpecnostni parametry.

Uzivatel muze také zadat maximalni pocet zamitnuti na jeden krok a stanovit pod-
minku, jestli po zkraceni délky kroku nesmi dojit v nasledujicim kroku k zvétseni délky
kroku.

Vsimnéme si, ze pokud je splnéna (6.3.4) a t,41 + hpew > & pro bod nespojitosti &
(ktery musi byt obsazen v siti), zvolime t, 11 = & a hpio = & — tpy1.

Tuto metodu jsme implementovali v matlabu, lze ji nalézt v Priloze pod nazvem
“variabilni_krok RK pro ZDR", nedosahuje ale dobrych vysledki a potifebovala by
urcitou optimalizaci.

Protoze stejnomérny rad je ¢ = p, kontrola pouze diskrétni lokalni chyby je dostatecna.
Nicméné uvedeme jako priklad moznost kontroly i stejnomérné lokalni chyby X,.; za
pouziti jiné pomocné metody stejnomérného fadu ¢ = g — 1 = 3.
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V tomto pripadé jde o vypocteni velikosti odhadu stejnomérné lokalni chyby:

V nasem pripadé plati }
Z:n—f—l = 'Ynh:lH_l + O(hfz+1)>

kde =, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale nezavisi na h,,;. Na druhou stranu,
stejnomérnd lokalni chyba 3,11 splnuje (6.2.9)

Z:n—f—l = Bnhfz—f—l + O(hSL+1)>

kde 3, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale nezavisi na h,,1. Proto dostavame

5n + O(hn—i—l) ad
Y1 = —————— N1 X1
Protoze  pro  dostatecné  malé h = max; h; (tj.  pro vy,
a 7(t) dostatecné blizko s y(t,) a y(t)) existuje k > 0 takova, ze
Bn o
Tn

stejnomérné vzhledem k ¢, € [to,ts], lokdlni extrapolace funguje a tedy mizeme udélat
zavér, ze plati
YA =0(TOL), (6.3.7)
pokud plati }
hpi1%m01 <TOL. (6.3.8)

Poznamenejme, ze diky (6.2.5) vztah (6.3.7) je nutny pro zachovani proporcionality
mezi chybou a toleranci.

Test (6.3.8) udélame pokazdé, kdyz plati (6.3.4). Pokud (6.3.8) neplati, upravime dalsi
krok nasledujici formuli

1

TOL 5

hnew2 = max § Wmin, P (7~) . hn+1 (639)
hn—l—lzn—l—l

a opakujeme vypocet v aktudlnim intervalu [t,,?,.1] s krokem h, 11 = hyews-
[ v pripadé, kdy je splnéna podminka (6.3.4), doporucujeme pouzit navic jesté formuli
(6.3.9), tedy dohromady s (6.3.5) mame

. (TOL)i ( TOL )
R0 = max { Wyin, MiN { Wiax, P | = ol —— Py
On+1 hn—i—lzn—l—l

Pro vypocteni 3,1 z (6.3.6) stanovime

5(0) = 0y (tn + Ohns1) — 0y (tn + Ohpsr)

a ziskdme

62(6 — 1) (26, — 1
006) =gy =5 (2 Kb = (R + 263+ KL)
30, —2 . 1 ]
K - K
91 -1 n+1 + 91(91 _ 1) n+1)7

takZze nakonec dostavame .
_—
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7 Analyza stability ZDR

7.1 Obecny nelinearni systém ZDR s konstantnim zpozdénim
Uvazujme pocatecni problém pro systém ZDR
{g/(t) = f(ty(®)ylt =), t=to,
y(t) = o(t), t <to,
kde f € C° ([to, ty] x C* x C*).

K tomu uvazujme jiny systém

yt) = f(t g(t), 5t — 7)), t>to,
{() o(t), t<tg (7.1.2)

(7.1.1)

se stejnou pravou stranou f(¢,y, x), ale s jinou pocateéni funkei gz;(t) Definujme

Definice 7.1.1 Eekneme, ze systém ZDR (7.1.1) je kontraktivni, pokud pro kaZdou jinou
pocatecni funkci ¢(t), diference oy(t) reseni (7.1.1) a (7.1.2) splnuje

1690 < maxllsp(@)l, ¢ to (7.13)
Definice 7.1.2 Rekneme, Ze systém ZDR (7.1.1) nebo, ekvivalentné, jeho teseni y(t) j
1.

asymptoticky stabilni, pokud pro kaZdou pocitecnt funkci ¢(t) diference dy(t) fesend (7
a (7.1.2) spliuge

1)

lim dy(t) = 0. (7.1.4)

t—+o0

7.2 Linearni skalarni testovaci rovnice
Uvazujme linearni skalarni ZDR s pocatec¢ni podminkou
"(t) = My(t t— t>t
y'(t) = My(t) + py(t —7), t=>to, (7.2.1)
y(t) = o(t), t<to.
Nésledujici véty vychazeji z obecnéjsich vét, dokazanych v [3] (9.kapitola, strana 250-256).

Véta 7.2.1 Méjme vnitind soucin {-,-) na C* a odpovidajici normu ||-||, uwvazujme systém
ZDR (7.2.1). Pokud
ROV + [u] <0, (7.2.2)

potom je systém (7.2.1) kontraktivni (tj. plati (7.1.3)) pro vsechny pocatecni funkce ¢(t).
Véta 7.2.2 Méjme systém ZDR (7.2.1). Pokud plati
RN + |p| <0, (7.2.3)

potom je systém nejen kontraktivni ale i asymptoticky stabilni (tj. plati (7.1.4) pro vsechny
pocdatecni funkce ¢(t) a mira konvergence v (7.1.4) je alespon exponencidlni (tj. alespon
jako e=*t=10) pro néjaké o > 0).
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Je dobré poznamenat, Ze pro linedarni ZDR s konstantnim zpozdénim, lze studovat
stabilitu pomoci kotfent charakteristické rovnice

C—A—pe ™ =0. (7.2.4)

Je zndmo (viz. El'sgol’ts a Norkin [7]), Ze tato rovnice ma nekonecné mnoho kofent (,
kazdy s urcitou ndsobnosti m;. Lez{ v komplexni poloroviné R(\) < « pro néjaké redlné
¢islo a a jejich realné casti se kumuluji v —oo.

Reseni (7.2.1) mé tvar v podobé nekonecéné fady

oo m;—1

y(t) =Y > i tme, (7.2.5)

i=1 n;=0

kde koeficienty «;,, jsou uréeny pocatecni funkei ¢(t). Z této reprezentace vyplyva, ze
nutnd a postacujici podminka asymptotické stability (7.2.1) je, ze vSechny kofeny (;
z (7.2.4) jsou takové, ze R((;) < 0.

Tato podminka je splnéna, pokud plati (7.2.3).

Definice 7.2.3 Oblast asymptotické stability S, rovnice (7.2.1) je mnoZina dvojic (X, )
takovijch, Ze odpovidajici resent je asymptoticky stabilni pro kaZdou pocatecni funkci ¢(t).

Efektivni technika pro nalezeni oblasti asymptotické stability S, je zaloZzena na metodé
D-délent, kterou predstavil Naimark [27] a kterd je ¢asto pouzivana v ruské literature (viz.
El'sgol’ts a Norkin [7] a Kolmanovskii a Nosov [24]). Analyza oblasti asymptotické stability
S; pro realné a komplexni A, 11 byla znac¢né prozkoumana Guglielmim [15], Guglielmim a
Hairerem [16]
a Masetem [25].

Popis oblasti asymptotické stability pro realné koeficienty

Uvazujme realné koeficienty A a pu. Hlubsi analyza charakteristické rovnice (7.2.4) ukéze,
ze oblast stability je vétsi nez pouze A+ |u| < 0. Oblast asymptotické stability S, je ddna
mnozinou dvojic (A, i), pro které plati (viz. Hayes [26])

1
A< —pu a Vp?2—XN< - arccos(—A/p).

Na obrazku 7.1 je vykreslena oblast asymptotické stability pro realné A, p.
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(1/x, —1/7)

Obrazek 7.1: Oblast asymptotické stability pro rovnici (7.2.1) s redlnymi A,

Poc¢éatecni problém pro ZDR

{y,(t) — %y(t):_ y(t —1), t>0, (7.2.6)

yt)=o(t)=t+1, —-1<t<0,

je priklad rovnice, kde Teseni je asymptoticky stabilni, i kdyz neni splnéna podminka

(7.2.3). Tedy podminka (7.2.3) neni nutnou podminkou asymptotické stability. Nutna
podminka asymptotické stability tedy je

A< < =\ (7.2.7)

Pro hlubsi analyzu stability ZDR a numerickych metod pro ZDR odkazujeme ¢tenare
na Jiaoxuna a Kuanga [23].
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8 Priklady
Priklad 8.0.1 (Testovaci rovnice)

Za ucelem otestovani mozné ztraty presnosti pro jednotlivé numerické metody, uvazujme
testovaci rovnici

{y’(t) =ay(t) — Fey(t = 1), t>0, (8.0.1)

y(t) = 6(t) = e sin(H), £ <0,

kde a € R je parametr a presné FeSeni y(t) = e* sin(5t) je funkce t¥idy C v [—1,+00).

Nyni uvedeme numerické feseni (8.0.1), s parametrem a = —0.5, pomoci jednotlivych
numerickych metod s konstantnim krokem (pro feseni na intervalu [0, 10] pouzijeme 100
kroku, resp. 10 krok na jeden makro interval) a matlabovskou funkci dde23 (s nastavenou
toleranci TOL = 1079).

0.8 T T T T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T
Eulerova dopfedna metoda DKLAG6E
pfesné feSeni 06 /[ pfesné feseni |
081 [\ [
A 05 | 1
[ 04|
04 1} 1 |
\ 03}
02 H \ E 02t

| |
.‘ \ |
| \ A~ 0.1 —

W == e L y

\ ]_/ ./
02t '\'V:./' | 01t /
02} "/
04 : . : : . : : s . 03
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) pomoci Eulerovy dopfedné metody (b) pomoci metody DKLAG6
Obrazek 8.1: Numerické feseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Bellmanovy me-

tody kroki s Eulerovou doprednou metodou a metody DKLAGG6 ve srovnani
s presnym Tesenim (8.0.1)

0.8 . . . . . . . . . 0.7
P Feldsteinova prvni formule Eulerova implicitni metoda
/ Feldsteinova druha formule 0.6 presné feSeni 7
0.6 / \ presne reseni 05 “.‘ ‘I‘
J \ 0.4 J; ‘I\
04r| \ 4 J' \
‘ | 03t/
02 H "".‘ 1 o2l
N o1} \
/ Sy B /,—
0 \\\ = - T o - .
. = 0 \\ / / _
/ 01 \ /)
021 1 \_/
02+ -
.04 L . . . L . . L . 03
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) pomoci Feldsteinovy metody (b) pomoci Eulerovy implicitni metodoy

Obréazek 8.2: Numerické feseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Feldsteinovy metody a metody
krokt s Eulerovou implicitni metodou ve srovnani s presnym Fesenim (8.0.1)
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0.7 T T T T T T T T T 0.7
lichobeZnikova metoda
0.6 dde23 1 067y
presné feseni |
051 1 05 |/
0.4 r 1 0.4
0.3r 1 0.3 -Iw‘
|
0.2 4 0.2 7‘\'
|
0.1 1 0 f
|
0r ot
-01 R .01+
02+t 1 -02
03 . n . . . n n . . 03
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0

(a) pomoci lichobéznikové metody a dde23

T T T
\
pfesné feseni
=
™~ ~
~— e
/
. . . . .

p

Radau ||1A Ehle metoda

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(b) pomoci Radau ITA Ehleovy metody

Obrazek 8.3: Numerické reseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Radau ITA Ehleovy metody,
metody kroku s lichobéznikovou metodou a dde23 ve srovnani s pfesnym FeSenim (8.0.1)

dopfedna Eulerova metoda
Feldsteinova prvni formule | 4
Feldsteinova druha formule
Eulerova implicitini metoda | |
Lichobé&Znikova metoda
metoda DKLAGE

Radau IIA Ehleova metoda | |

0.08 0.018
( dopfedna Eulerova metoda
0.07 Feldsteinova prvni formule | | 0.016 |
Feldsteinova druha formule
Eulerova implicitini metoda |
0.06 / Lichobéznikova metoda | 0.014
| metoda DKLAGE
0.012
0.05 Radau IIA Ehleova metoda | |
0.01 |
0.04 - 1
0.008
0.03 r 1
0.006
0.02 —I,‘ 1 o.004 |
[
001 H 0.002
|‘I
0 = 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0

(a) Metody implementované
se 100 kroky na intervalu [0, 10]

(b) Metody implementované
s 500 kroky na intervalu [0, 10]

Obrazek 8.4: Vizualizace absolutni chyby numerického feseni (8.0.1) pro uvedené nume-

rické metody.

0.016 T T T T T T T T
Lichob&znikova metoda <107
0.014 \ metoda DKLAGE | 14 T
\ Radau IlA Ehleova mefoda
| \
0.012 N\ | 'w‘ i 12+
i\ | |
[\ ;' “,
0.01F [ \ ~ ] I
[ g' | [\ 1
| \ | \
0.008 | | I \ ]
| | | 08 F
]
0.006 ! | ] | | ‘.‘
( | |/ \ e L
| \ 0.6
[ | | VN
0.004 - | | | \ \
| || | | \ \
‘ || | | \ - 04t |
0.002 | \f || \ N f
[ \ \/ v/ N |
0 ;\u/ . \.// —\\\ — —— \‘\h M 02t |
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 |‘
0 \
. vy /
(a) Metoda DKLAG®6, lichobeznikovd me- o

toda a Radau IIA Ehleova metoda se 100
kroky na intervalu [0, 10]

(b) Metoda dde23

Obrazek 8.5: Vizualizace absolutni chyby numerického feseni (8.0.1) pro metodu
DKLAG®6, lichobéznikovou metodu, Radau ITA Ehleovu metodu a matlabovskou funkeci

dde23.
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Muzeme pozorovat, ze dobrych vysledki dosahovala DEKLAG6 metoda, Radau ITA
Ehleova metoda (viz. Obrazky 8.1b, 8.3b a 8.4a) a jednoznac¢né nejlepsich vysledku dosdhla
lichobéznikova metoda (viz. Obrazky 8.3a a 8.5a), ktera je kolokacni metoda s diskrétnim
a stejnomérnym rfadem p = g = 2. Také si vSimnéme, ze chyba metody dde23 je opravdu
mens{ neZ zadand tolerance TOL = 1075 (viz. 8.5b). Pozorujme, ze kdyZ jsme zvétsili
pocet kroku 5x, absolutni chyba se priblizné 5x zmensila (viz. Obrazky 8.4a a 8.4b).
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Priklad 8.0.2 (Test stability)

Uvazujme linedrni rovnici

{g/@) = \y(t) — Exy(t —1), t>0,

y(t) =1,

t <0,

(8.0.2)

kde A € R je parametr. Dle (7.2.3) je tato rovnice pro A < 0 asymptoticky stabilni. Zvolme
A = =50 a otestujme nase vytvorené numerické metody na (8.0.2) a srovnejme s dde23.

2000

1500 F dde23

T T
Eulerova dopiedna metoda

1000

500

-500

-1000

-1500

-2000
0

(a) Doptednd Eulerova metoda s 25
kroky na jeden makro interval

0.5 1 15 2 25 3 35

1

0.9 ‘

dde23

Eulerova dopfedna metoda

0.8 Hﬁ~—\

07| I '
06 ‘ [|
05 '
0sl u‘
0.3 \ '
02r '

0.1 r

0

(b) Dopfedné Eulerova metoda s 35
kroky na jeden makro interval

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Obrazek 8.6: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Bellmanovy metody kroku
s doptednou Eulerovou metodou v porovnéni s fesenim (8.0.2) pomoci dde23

dde23

Eulerova dopredna metoda

g

07+ |
06t I

05 - N

0.4 . . . . . T
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

(a) Doptednd Eulerova metoda s 50
kroky na jeden makro interval

4

dde23

Eulerova dopfedna metoda

0.9

0.8

0.7 |

06 i

051

0.4

0 0?5 1‘ 1?5 2‘ 2‘5 Z‘i 3‘5
(b) Dopfedné Eulerova metoda s 100
kroky na jeden makro interval

Obrazek 8.7: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Bellmanovy metody kroku
s doptednou Eulerovou metodou v porovnéni s fesenim (8.0.2) pomoci dde23
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2500 T T T T T T T T T T
Feldsteinova prvni formule Feldsteinova prvni formule
2000 Feldsteinova druha formule |, 0.9 Feldsteinova druha formule |
dde23 dde23
1500 08 L‘ |‘ |
1000 | |
A 07 I ]
500 | ﬂ ‘ W
A o8 “ Il | *
e AN il |
0 N'\Vq"wwﬁfwﬂ‘?i | )
il 05F M f _
-500 | l‘ ‘ u !
L At y
-1000 [ | ‘ 04 |||M'
-1500 03[ { q
-2000 02l l |
-2500 : - - t 0.1 I L L L L I I
0 05 ! 15 25 3 25 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

(a) Feldsteinova metoda s 100 kroky

na intervalu [0, 4]

Obrazek 8.8: Numerické feseni (8.0.2) s A
s feSenim (8.0.2) pomoci dde23

—50 pomoci Feldsteinovy metody v porovnani

(b) Feldsteinova metoda s 150 kroky

na intervalu [0, 4]

1 T T T T T T T 1 T T T T T T T T
Feldsteinova prvni formule Feldsteinova prvni formule
Feldsteinova druha formule Feldsteinova druha formule
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I_ |
0.8 1 0.8 I 1 4
07} | 0.7 F | 1
| \
AN W
0.6 | 0.6 1 ‘ ]
057 ] 051 1 J
{ |‘
1
' \
04 ) ) ) ) . . 0.4 . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

(b) Feldsteinova metoda s 300 kroky
na intervalu [0, 4]

(a) Feldsteinova metoda s 200 kroky
na intervalu [0, 4]

Obrazek 8.9: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Feldsteinovy metody v porovnani
s feSenim (8.0.2) pomoci dde23
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(a) Metoda DKLAG6 s 15
kroky na jeden makro inter-
val

——DKLAG6
ddez3

DKLAGE
——dde23

\

4 05 1 15 2 25 3 35 4

(b) Metoda DKLAG6 s 25
kroky na jeden makro inter-
val

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

(c) Metoda DKLAG6 se 100
kroky na jeden makro inter-
val

Obrazek 8.10: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci DKLAG6 metody v porovnani
s feSenim (8.0.2) pomoci dde23
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(a) Eulerova implicitni me-
toda a lichobéznikovd me-
toda s 5 kroky na jeden
makro interval
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(b) Eulerova implicitni me-
toda a lichobéznikovd me-
toda s 10 kroky na jeden
makro interval

0.4

o 05 1 15 2 25 3 35 4

(c) Eulerova implicitni me-
toda a lichobéznikova me-
toda s 30 kroky na jeden
makro interval

Obrazek 8.11: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci metody kroku s Eulerovou
implicitni metodou a lichobéznikovd metodou v porovnani s fesenim (8.0.2) pomoci dde23

—Racau IIA Enle metoda
dde23
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(a) Radau ITA Ehleova me-
toda s 5 kroky na jeden
makro interval

Radau IIA Ehle metoca
dde2s

1

Racau IIA Ehle metoda

09
N
07
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\

(b) Radau ITA Ehleova me-
toda s 10 kroky na jeden
makro interval

04
0 05 1 15 2 25 3 35 4

(¢) Radau ITA Ehleova me-
toda s 20 kroky na jeden
makro interval

Obrazek 8.12: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Radau ITA Ehleovy metody
v porovnani s feSenim (8.0.2) pomoci dde23

[lustrovali jsme tedy, ze i kdyz mame asymptoticky stabilni presné reseni, nékteré
numerické metody mohou byt nestabilni (viz. Obrazky 8.6a, 8.6b, 8.8a, 8.8b a 8.1b).
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Feldsteinova metoda neni v tomto sméru vhodna (viz. Obrézky 8.8a, 8.8b), protoze jeji
algoritmus nevyzaduje pritomnost vSech bod nespojitosti (1.1.2) v siti. Mohli jsme pozo-
rovat, ze Radau ITA Ehleova metoda, lichobéznikova metoda a implicitni Eulerova metoda
byly stabilni i pro malé poé¢ty kroki na jeden makro interval (viz, Obrazky 8.11a a 8.12a),
zatimco dopredna Eulerova metoda, Feldsteinova metoda a metoda DKLAGG6 pro urcity
pocet kroki na jeden makro interval byly nestabilni (viz. Obrézky 8.6a, 8.6b, 8.8a, 8.8b
a 8.1b). Pro pocatecni problémy, kde by mohl nastat problém se stabilitou, doporucu-
jeme volbu Radau ITA Ehleovy metody (viz. Obrazky 8.12a, 8.12b a 8.12¢) nebo metody
s variabilnim krokem.

Priklad 8.0.3 (Modifikovany Verhulsttiv model)

Jednd se o jednoduchy biologicky model rastu populace

{g/(t) =ry(t) (1-252), t>0, (3.0.3)
y(t) = 6(t) t<0,

kde y(t) je stav populace, T predstavuje dobu dospivani, r > 0 je koeficient riustu populace,
K > 0 je nosnost prostiedi a ¢(t) je poc¢atecni funkce (napt. konstantni funkce). Pokud
by 7 = 0, dostavame klasicky Verhulstiv model, tedy logistickou rovnici.

Pro rizna r mohou nastat celkové 3 typy TesSeni:

« pror € (0,1) y se monoténné piiblizuje k y = K a ma limitu lim, . y(t) = K
(viz. Obrazek 8.13a);

1 =«

e pror € [, %) y osciluje kolem hodnoty y = K a md limitu lim;, . y(t) = K(viz.
Obréazek 8.13b);

e pror > § y osciluje a nema limitu(viz. Obrazek 8.13c);

Uvedeme nyni numerické feseni pomoci matlabovského programu dde23 (s nastavenou
toleranci TOL = 107%) pro K = 1, 7 = 1, ¢(t) = 0.01 a pro jednotlivd r = 0.3, r = 1
ar=3.

o 5 ¢ 15 20 2% 30 36 4 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 0 15 20 25 30 35 4D 45 50

(a) r=0.3 (b)r=1 (c)r=3

o - v w & o =

Obrazek 8.13: Numerické teseni (8.0.3) pomoci dde23 pro jednotliva r

Poznamenejme, ze pro pripad r = 3 (viz. Obrézek 8.13c), feSeni po dosazeni prvniho
vrcholu klesne az na hodnotu pfiblizné y = 100-9, to by redlném pifpadé znamenalo
vymieni dané populace.

Nyni pouzijeme vybrané metody (Feldsteinova metoda, Bellmanova metoda kroki,
metoda kroki s Eulerovou implicitni metodou a lichobéznikovou metodou, Radau ITA
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Ehleova matoda a metoda DKLAGG6) a pro r = 1 je porovname s fesenim pomoci dde23
(na interval [0, 50] pouzijeme 500 krokiu, neboli 10 krokt na jeden makro interval).

1.4 T T T T T T T 1.4 T T T T T T T T T
Eulerova dopfedna metoda DKLAGSE
dde23 dde23

125 12 / \ 1
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a o \ / o~ 1
I \/
| Y
o8 | o8 | 1
[ |
1 |
06 ;I' 06 | ]
:\ |
| |
04 ‘ 04t | 1
021 0.2+ 1
/
0 L L L L L L L L L 0 / ) ) ) X X . X X X
20 25 30 3% 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(b) pomoci metody DKLAG6

(a) pomoci Bellmanovy metody kroku

1 pomoci Bellmanovy metody kroki

Obrazek 8.14: Numerické feseni (8.0.3) pro r

a metody DKLAGG6 ve srovnani s metodou dde23

1.4 T T T T T T 1.4 T T T T T
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‘.‘ Feldsteinova druha formule dde23
121 | dde23 1 12¢ 1
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1F ! 1F 1
J
0.8 | B 08| 4
|
06 { 1 06F i
| |
0.4 1 04r | 1
02 | 1 o2t | 1
/ /
0 L . . . L . L . . 0 . L L L 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(b) pomoci implicitni eulerovy metodoy

(a) pomoci Feldsteinovy metody

Obrazek 8.15: Numerické feseni (8.0.3) pro r = 1 pomoci Feldsteinovy metody a implicitni

eulerovy metody ve srovnani s metodou dde23
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1.4 T T T T T T T T T 1.4 - T - T T T T T
lichobeZnikova metoda Radau I1A Ehle metoda
I:' dde23 I[ dde23
12 | 1 12+ | 1
| |
| ~ YA
i — s IRV ~——— 1
| [,
o8r | 1 o8k | j
| |
| |
i |
06 | b 06 | i
| |
o4 | 1 04r | 1
0.2+ 1 0.2 1
,/’ /.
0 A . . . . 0 . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(a) pomoci lichobéznikové metody (b) pomoci Radau ITA Ehle metody

Obrazek 8.16: Numerické feseni (8.0.3) pro r = 1 pomoci lichobéznikové metody a Radau

ITA Ehle metody ve srovnani s metodou dde23
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Piiklad 8.0.4 (Vyvoj sménného kurzu)

Model predstavujici vyvoj sménného kurzu mezi 2 ménami, uvedeny v [12]

y'(t) =a(y(t) —y(t—1) = [y@]y()), t=0, (8.0.4)
y(t) = o(t), t<to,

kde a > 0 je parametr. Pokud se sménny kurz zvysi a plati y(t) > y(t — 1), spekulanti
mohou predpokladat dalsi rist a nakoupi cizi ménu. Poptavka po cizi méné stoupne
a sménny kurz bude déle rist. Na druhou stranu v pripadé snizeni sménného kurzu tak,
ze plati y(t) < y(t — 1), bude tendence cizi ménu prodat (nez klesne na hodnoté jesté
vice), poptavka klesne a sménny kurz bude déle klesat. Po néjaké dobé se absolutni
vychylka |y(t)| zvétsi natolik,ze spekulanti zacnou predpokladat moznou zménu trendu
a zacnou prodavat/kupovat (tento jev ilustruje prvek —|y(t)|y(t)). Znehodnoceni (nebo
zhodnocovani) domaciho kurzu vede k ristu absolutni vychylky |y(t)| a zaroven nelinedrni
zpétnd vazba —|y(t)|y(t) ma vliv na snizeni absolutni vychylky, proto o¢ekédvame oscila¢ni
efekt.

Nyni uvedeme numerické reseni (8.0.4) s volbou ¢(t) = 1 pomoci Feldsteinovy metody,
Radau ITA Ehleovy metody (obé metody implementujeme s 10 kroky na jeden makro
interval) a dde23 pro rizna a.

1 T T T T T T T T T 1

Radau IlA Ehleova metoda
dde23

Feldsteinova prvni formule | |
Feldsteinova druha formule

Radau IIA Ehleova metoda
dde23 ]

Feldsteinova prvni formule 08 }»
Feldsteinova druha formule | 7 |

0.9

0.7 0.6 I

|
0.8 r
|
0.6 ‘

0.4

0.5
0.2
0.4

03 ot

02t
02
01 Y

L | N n T I . ] 04 I L I L I I I I L
0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(a) numerické reSeni (804) pro a =0.5 (b) numerické reseni (804) pro a =0.8

Obréazek 8.17: numerické feseni (8.0.4) pro konkrétni volby a pomoci Feldsteinovy metody,
Radau ITA Ehleovy metody a dde23
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(a) numerické Feseni (8.0.4) proa =1

Obrazek 8.18: numerické feseni (8.0.4) pro konkrétni volby a pomoci Feldsteinovy metody,

Radau IIA Ehleova metoda
dde23
Feldsteinova prvni formule

Feldsteinova druha formule | |

60 70 80 90

Radau ITA Ehleovy metody a dde23

Muzeme tedy pozorovat, ze pro a < 1 feseni ma tendenci se stabilizovat (viz. Obrazky
8.17a, 8.17b a 8.18a) a pro mensi hodnoty a (napf. a = 0.5) nedochazi k oscilaci (viz.
Obrazek 8.17a, jedna se tedy o model systému, kde vliv spekulaci neni tak velky. Pro
vyssi hodnoty a (napf. a = 1.2) dochédzi k oscilaci a kurz nebude stabilni diky silnému

vlivu spekulaci (viz. Obrazek 8.18b).
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Zavér

Zpozdény ¢len v ZDR s sebou prinasi urcité komplikace. Ilustrovali jsme, ze aplikace jed-
nokrokovych numerickych metod pro feseni ZDR s poc¢atecni podminkou se neobejde bez
hlubsi znalosti tzv. spojitych numerickych metod. V této praci jsme tedy uvedli potiebné
informace a ilustrovali aplikaci spojitych metod pro ODR na feSseni ZDR s pocatecni
podminkou. Oproti numerickym metodam pro ODR spociva hlavni rozdil v tom, Ze mu-
sime implementovat numerickou metodu pro ZDR tak, Ze pouziva pouze uzlové body, kde
zpozdéni ¢i nespojitost pravé strany urcuje urcité pozadavky na tvar sité, nebo musime
prubézné pocitat a ukladat tzv. spojité prodlouzeni numerické metody.

Na zakladé uvedené teorie jsme sestavili nékolik vybranych numerickych metod pro
feseni ZDR. Jejich implementaci v Matlabu lze nalézt v Priloze. Jejich aplikace a studium
vlastnosti numerického teseni jsme uvedli v posledni kapitole na vybranych prikladech.

V této praci jsme uvedli zaklady jednokrokovych numerickych metod pro zpozdéné
rovnice s konstantnim zpozdénim. Hlavnim zdrojem byla monografie [3], kterd mé da-
leko Sirsi zabér a mnohé vysledky jsou formulovany v obecném duchu. Restrikce ivah na
jednokrokové metody a konstantni zpozdéni vedla ke zjednoduseni formulaci nékterych
tvrzeni a predpokladii. Rozmanitost typt zpozdénych diferencialnich rovnic a nutnych
specifickych pristupt pfi jejich numerickém teseni prispiva k velkému rozvoji této teorie
v poslednich desetiletich.

V této praci se podarilo nashromazdit potfebnou teorii k numerickému feseni nejjed-
nodussiho typu ZDR a na zakladé téchto poznatki by ¢tendf mél mit k dispozici vSechny
informace pro sestaveni vlastni numerické metody pro reseni ZDR.

52



Reference

1]

[10]

[11]

[15]

[16]

Herbert Arndt. The influence of interpolation on the global error in retarded diffe-
rential equations. In Differential-Difference Equations/Differential-Differenzenglei-
chungen, pages 9-17. Springer, 1983.

Alfredo Bellen and Marino Zennaro. Stability properties of interpolants for runge—
kutta methods. SIAM journal on numerical analysis, 25(2):411-432, 1988.

Alfredo Bellen and Marino Zennaro. Numerical methods for delay differential equati-
ons. Oxford university press, 2013.

SP Corwin, D Sarafyan, and S Thompson. Dklag6: A code based on continuously
imbedded sixth-order runge-kutta methods for the solution of state-dependent functi-
onal differential equations. Applied Numerical Mathematics, 24(2-3):319-330, 1997.

John R Dormand and Peter J Prince. A family of embedded runge-kutta formulae.
Journal of computational and applied mathematics, 6(1):19-26, 1980.

Rodney D Driver. Existence theory for a delay-differential system. Contributions to
Differential Equations, 1(3):317-366, 1963.

L.E. El'sgol’'ts and S.B. Norkin. Introduction to the theory and application of diffe-
rential equations with deviating arguments, volume 105. Academic Press, 1973.

Wayne H Enright. Analysis of error control strategies for continuous runge—kutta
methods. SIAM Journal on Numerical Analysis, 26(3):588-599, 1989.

Wayne H Enright. A new error-control for initial value solvers. Applied Mathematics
and Computation, 31:288-301, 1989.

Wayne H Enright, Desmond J Higham, Brynjulf Owren, and Sharp. A survey of the
explicit runge-kutta method. Technical Report 291/94, 1994.

WH Enright and H Hayashi. Convergence analysis of the solution of retarded and
neutral delay differential equations by continuous numerical methods. SIAM journal
on numerical analysis, 35(2):572-585, 1998.

Thomas Erneux. Applied delay differential equations. Surveys and tutorials in the
applied mathematical sciences ; v. 3. Springer, New York, 2009.

Erwin Fehlberg. Low-order classical Runge-Kutta formulas with stepsize control and
their application to some heat transfer problems, volume 315. National aeronautics
and space administration, 1969.

S Filippi and U Buchacker. Stepsize control for delay differential equations using a
pair of formulae. Journal of computational and applied mathematics, 26(3):339-343,
1989.

Nicola Guglielmi. Delay dependent stability regions of §-methods for delay differential
equations. IMA Journal of Numerical analysis, 18(3):399-418, 1998.

Nicola Guglielmi and Ernst Hairer. Geometric proofs of numerical stability for delay
equations. IMA journal of numerical analysis, 21(1):439-450, 2001.

93



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

2]

[27]

28]

Nicola Guglielmi and Ernst Hairer. Implementing radau iia methods for stiff delay
differential equations. Computing, 67(1):1-12, 2001.

Jack K Hale. Theory of functional differential equations. Springer New York, 1977.

JK Hale. Homoclinic orbits and chaos in delay equations. In Proceedings of the Ninth
Dundee Conference on Ordinary and Partial Differential Equations. New York: Wiley,
1986.

Desmond J Higham and Ioannis Th Famelis. Equilibrium states of adaptive algori-
thms for delay differential equations. Journal of computational and applied mathe-
matics, 58(2):151-169, 1995.

Desmond J Higman. Error control for initial value problems with discontinuities and
delays. Applied numerical mathematics, 12(4):315-330, 1993.

Mary Kathleen Horn. Fourth-and fifth-order, scaled rungs—kutta algorithms for tre-
ating dense output. SIAM Journal on Numerical Analysis, 20(3):558-568, 1983.

Kuang Jiaoxun. Stability of numerical methods for delay differential equations.
Science Press, Beijing, 2005.

Vladimir Borisovich Kolmanovskii and Valerij Romanovi¢ Nosov. Stability of functi-
onal differential equations, volume 180. Elsevier, 1986.

Stefano Maset. Stability of runge-kutta methods for linear delay differential equati-
ons. Numerische Mathematik, 87(2):355-371, 2000.

N.D.Hayes. Roots of the transcendental equation associated with a certain difference-
-differential equation. Journal of the London Mathematical Society, 1(3):226-232,
1950.

Ju Neimark. D-subdivisions and spaces of quasi-polynomials. Prikladnaya Matema-
tika 1 Mekhanika, 13(5):349-380, 1949.

Kenneth W Neves and Alan Feldstein. Characterization of jump discontinuities for
state dependent delay differential equations. J. Math. Anal. Appl, 56(3):689-707,
1976.

Jesper Oppelstrup. The rkfhb4 method for delay—differential equations. In Nume-
rical treatment of differential equations, pages 133-146. Springer, 1978.

D Sarafyan. Improved sixth-order runge-kutta formulas and approximate continuous
solution of ordinary differential equations. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 40(2):436-445, 1972.

D Sarafyan. New algorithms for the continuous approximate solutions of ordinary
differential equations and the upgrading of the order of the processes. Computers
and Mathematics with Applications, 20(1):77-100, 1990.

Diran Sarafyan. Continuous approximate solution of ordinary differential equations
and their systems. Computers and mathematics with applications, 10(2):139-159,
1984.

o4



[33] Hans J Stetter. Considerations concerning a theory for ode-solvers. In Numerical
Treatment of Differential Equations, pages 188-200. Springer, 1978.

[34] Hans J Stetter. Tolerance proportionality in ode-codes. In Proc. Second Conf. on
Numerical Treatment of Ordinary Differential Equations, pages 109-123. Humboldt
University Berlin, 1980.

[35] Marino Zennaro. One-step collocation: uniform superconvergence, predictor-corrector
method, local error estimate. SIAM journal on numerical analysis, 22(6):1135-1152,
1985.

[36] Marino Zennaro. Natural continuous extensions of runge-kutta methods. Mathema-
tics of Computation, 46(173):119-133, 1986.

95






Seznam zkratek

V praci byly uvedené tyto ukratky:

ODR - obycejné diferencialni rovnice;
ZDR - zpozdéné diferencialni rovnice;
PSP - prirozené spojité prodlouzent;
RK - Rungeovy-Kuttovy metody;

SRK - spojité Rungeovy-Kuttovy metody;
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Seznam priloh

V Priloze lze nalézt tyto numerické metody:

o Bellmanova metoda kroki, implementovana pomoci dopredné Eulerovy metody s
konstantnim krokem, nazev souboru: “Bellman forward euler;

o Feldsteinova metoda s prvni a druhou formuli, nazev souboru: “Feldstein®;

e Metoda kroku, implementovana pomoci Eulerovy implicitni metody a lichobezni-
kové metody s konstantnim krokem,
nazev souboru: “metoda__kroku__implicitni _metody*,;

o Radau ITA Ehleova metoda s konstantnim krokem,
nazev souboru: “Radau_IIA FEhle metoda RK pro ZDR*;

o Metoda DKLAGO6 s konstantnim krokem, nazev souboru: “DKLAG6*;

o RK metoda s variabilnim krokem,
nazev souboru:“variabilni_krok RK_ pro ZDR";
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