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Abstrakt 
Tato práce se zabývá teoretickým základem metody konečných prvků a metodami přesíťo-
vání, které jsou dostupné v programu Abaqus. Jedná se o adaptivní přesíťování, mapování ře­
šení a A L E adaptivní síťování. Vybrané metody jsou ukázány na několika úlohách. Výsledky 
jsou porovnány s analytickým řešením a s řešením bez využití metod přesíťování. 

Klíčová slova 
Metoda konečných prvků, metody přesíťování, Abaqus. 

Abstract 
This thesis is about theoretical basics of finite element method and remeshing methods available 
in Abaqus. These are adaptive remeshing, mesh-to-mesh solution mapping and A L E adaptive 
meshing. Selected methods are shown in several exercises. Results are compared to the analy­
tical solution and the solution without use of remeshing methods. 

Key words 
Finite element method, remeshing methods, Abaqus. 
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Úvod 
Tato práce se věnuje metodě konečných prvků a metodám přesíťování, které jsou dostupné 
v programu Abaqus. Hlavním výsledkem jsou dva příklady na využití adaptivního přesíťování 
a jedna úloha na využití A L E metody přesíťování. 

S rozvojem počítačové techniky se začali stále více používat numerické metody pro ře­
šení nejrůznějších problémů z různých oblastí fyziky. Zejména v posledních dvaceti letech je 
metoda konečných prvků (MKP) jednou z nej používanějších numerických metod, které se po­
užívají pro řešení úloh a problémů v oblasti mechaniky. 

Metody přesíťování j sou velmi významným pomocníkem při řešení nejrůznějších pro­
blémů pomocí výpočtového modelování. Tato práce se věnuje metodám dostupným v pro­
gramu Abaqus. Lze zde nalézt teoretické informace o třech způsobech úpravy sítě (adaptivní 
přesíťování, mapování řešení a A L E adaptivní síťování). Výhody použití vybraných metod jsou 
ukázány na několika příkladech, včetně porovnání výsledků s řešením bez použití přesíťování. 
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Metoda konečných prvků 

1 Metoda konečných prvků 
Metoda konečných prvků je numerická metoda, díky které můžeme simulovat průběhy napětí, 
deformací, proudění tepla a tekutin, záření, vlastních frekvencí atd. O této problematice lze 
nalézt mnoho publikací, za zmínění stojí jedna z prvních knih o M K P O. C. Zienkiewicze [1], 
kteráje zároveň jednou z nej citovanějších v této problematice. 

Při vlastní realizaci řešení přímé úlohy pružnosti lze vybírat ze dvou možností. První 
je starší a přesná analytická metoda. Jedná se o spojité řešení, počet prvků je nekonečný. Vý­
sledkem je obecná funkční závislost mezi vstupními a výstupními veličinami. Po vyřešení 
je možné snadno posoudit závislosti parametrů. 

U numerické metody jde o tzv. řešení diskrétní, jenž má konečný počet prvků. Jedná 
se o metodu přibližnou, nikdy se nedosáhne takové přesnosti jako u metody analytické. Inženýr 
musí posoudit do jaké míry nepřesnosti ovlivňují výsledek. Tímto způsobem lze řešit jakkoli 
komplikovanou úlohu, která jde popsat matematicky. Jedinými omezeními jsou časové mož­
nosti a kapacita hardwaru. Výsledek se váže ke specificky zadanému příkladu a při jakékoliv 
změně se musí celé řešení opakovat. V dnešní době tato metoda převažuje, zejména díky vy­
spělé počítačové technice. [2, 3, 7] 

1.1 Historie 
Mezi numerickými metodami v oblasti inženýrských výpočtů má metoda konečných prvků na­
prosto dominantní postavení, které si získala velmi krátce po jejím vzniku, zejména díky její 
univerzálnosti. Zrod M K P se váže k roku 1956 a publikaci [4], i když nějaké myšlenky algo­
ritmu této metody byly publikovány již v roce 1943 [5]. K obrovskému rozkvětu přispělo spo­
jení s číslicovým počítačem v průběhu 50. let. Název metody byl poprvé užit v článku [6] roku 
1960. 

Rozmach metody konečných prvků vedl k vývoji velkého množství počítačového soft­
waru využívajícího algoritmu této metody. Mezi nejúspěšnější programy se řadí ABAQUS, 
ANSYS, ADINA a N A S T R A N . [2] 

1.2 Teoretický základ 
Základní princip metody konečných prvků spočívá v diskretizaci1 tělesa na mnoho malých částí 
o určité velikosti (konečné prvky) [2]. Složitější tvary jsou převedeny na jednodušší (např. troj­
úhelníky, čtyřúhelníky). Nespornou výhodou je, že jednoduché tvary jsou matematicky snadno 
popsatelné. Dále je charakteristický počet a poloha uzlů, které společně s prvky tvoří síť. Čím 
je síť hustší, tím je vyšší přesnost a náročnost výpočtu. 

Metoda konečných prvků je variační metoda, která vychází z Lagrangeova variačního 
principu. Napěťová analýza v obecném prostorovém příkladu představuje patnáct neznámých 
funkcí proměnných x, y, z. Obecné rovnice pružnosti (rovnováhy, geometrické a konstitutivní) 
navzájem vážou tyto funkce. Musí být také doplněny o okrajové podmínky. Pomocí vzájem­
ného dosazování rovnic získáme vztahy, které v deformační variantě obsahují pouze neznámé 
posuvy. Ty se počítají ve všech uzlech definované sítě. Přetvoření a napětí se získá právě 
z těchto posuvů. Neznámé funkce jsou: 
posuvy: u, v, w 
přetvoření: ex,ey ,ez, yxy, yyz, yxz 

napétí. @x> @y> @z> ^ xy> ^yz> ^XZ' 

1 převod problému hledání spojitých funkcí na problém nalezení konečného počtu parametrů, díky kterým se hle­
dané funkce přibližně aproximují [2] 
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Metoda konečných prvků 

1.2.1 Rovnice rovnováhy 
Tyto rovnice představují podmínky rovnováhy elementárního vnitřního prvku, na který nepů­
sobí pouze složky napětí, ale i vnější objemová síla o složkách ox, oy, oz [N x m~3], kterou 
může být např. síla gravitační. Rovnice rovnováhy reprezentují závislost mezi složkami napětí, 
která musí být vždy splněna. 

dox drxy dxxz 

dx dy oz 

ox oy oz y 

dx dy dz z 

1.2.2 Rovnice geometrické 
Vyjadřují vztahy, které vytváří vazbu mezi složkami posuvů a přetvoření. Jsou uvedeny 
ve tvaru, který je použitelný za podmínky malých přetvoření ( 1 0 - 2 a méně). 

du 
dx 
dv 

Ey 
dy 
dw 

£z 
~~dž 
du dv 

Yxy
 = 

dy dx 
dv dw 

Yyz = 
dz dy 
dw du 

Yzx = 
dx dz 

(1.2) 

1.2.3 Konstitutivní vztahy 
Udávají vztah mezi deformací a napjatostí. Jsou uvedeny v nej obvyklejším tvaru pro Hookov-

ský 2 materiál. Dvě nezávislé materiálové konstanty (modul pružnosti v tahu E a Poissonovo 
číslo u) definují vlastnosti tohoto materiálu. 

1 

1 
sy = ~Ě\°y ~ + 

1 
- [az - u(ax + oy)] 

! (1-3) 
~~QTxy 

1 
GTyz 

1 

E 

Yxy 

Yyz 

Yzx ~ Q T-zx 

2 homogenní, lineárně pružný a izotropní materiál, v každém bodě, respektive směru má stejné vlastnosti, v případě 
odlehčení se vrací do původního stavu 
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Metoda konečných prvků 

Modul pružnosti ve smyku G lze vyjádřit pomocí vztahu: 
E 

G ~ 2(1+a0 
(1.4) 

1.2.4 Okrajové podmínky 
Jak již bylo zmíněno, uvedený systém rovnic je potřeba doplnit okrajovými podmínkami, které 
mohou být buď geometrické, nebo silové. V jednom místě a směru nemůžeme předepsat obě 
z uvedených podmínek. Geometrické okrajové podmínky vyjadřují zadání posuvů na části po­
vrchu tělesa rv (viz obr. 1.1). Z charakteru uložení tělesa, známých posuvů okolních těles apod. 
můžeme tyto posuvy určit. Pokud je označíme u, v, w, platí: 

rv:u = u,v = v,w = w (1.5) 
Častejšou homogenní geometrické podmínky u = v = w. 

Obr. 1.1: Obecně zatížené těleso. [2] 
Rovnováha mezi vnitřními a vnějšími silami elementárního prvku ležícího na hranici 

řešené oblasti ľp je vyjádřena okrajovými silovými podmínkami. Jestliže je vnější plošné zatí­
žení p T = [px,Py,Pz\ zadáno na ľp a jednotkový vektor normály k povrchu má složky 
ax, <Xy, az, pak platí: 

Fp. px Ox 0CX -\- TXy OCy ~\~ Txz 0CZ 

p y — ̂ xy^^x ^ ^y^^y ^ ̂ yz^^z (1* )̂ 
P Z TXZCCX ~\~ XyZCCy + <JZCCZ 

V úlohách řešených deformační variantou M K P se na časti povrchu, na kterých jsme ne-
předepsali žádnou podmínku implicitně zadá homogenní silová okrajová podmínka. Za před­
pokladu „přesného" řešení je na tomto povrchu normálové a smykové napětí nulové, pomocí 
čehož můžeme kontrolovat přesnost numerických výsledků. [2, 8] 

1.3 Princip M K P 
Deformační varianta metody konečných prvků vychází z Lagrangeova variačního principu, 
který lze formulovat: „Mezi všemi funkcemi posuvů, které zachovávají spojitost tělesa a splňují 
geometrické okrajové podmínky, se realizují ty, které udílejí celkové potenciální energii II sta­
cionární hodnotu." 
n lze vyjádřit jako: 

n = W - P (1.7) 
kde W je energie napjatosti tělesa Q. 
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Metoda konečných prvků 

W = - | aT xexdV 

P je potenciál vnějšího zatížení 

p = j U
T x o x dV + j uT x p x dS 

(1.8) 

(1.9) 

1.3.1 Základní myšlenka 
Celková potenciálni energie II je obecně závislá na spojitých funkcích u,v,w proměnných 
x,y, z. Každá z nich vyjadřuje nekonečné množství v nekonečně mnoha bodech vyšetřované 
oblasti. Aby mohla být úloha řešena numericky, funkce musí být vyjádřeny v závislosti na ko­
nečném počtu parametrů. V metodě konečných prvků jsou aproximační funkce posuvů vyjád­
řeny j ako součet známých funkcí JVŕ (x, y, z), N j (x, y, z), Nk (x, y, z). Jsou označovány j ako bá­
zové funkce, které se násobí neznámými koeficienty it ŕ, v j, wk, což fyzikálně j sou složky po­
suvů v uzlových bodech sítě. 

it(x, y, z) = ^ JVj (x, y, z) x it ŕ 

i = l 
m 

v (x, y, z) = ^ N j (x, y, z) x Vj (1.10) 

n 
w(x,y,z) = ^ J V f c ( x , y , z ) x 

fc=i 
Dosazením těchto rovnic do vztahu (1.7) se vyjádření závislé na funkcích změní na vy­

jádření závislé na konečném počtu parametrů, které určíme pomocí soustavy rovnic získané 
z podmínky stacionární hodnoty II. [2] 

= 0 

dli 
ČWr, 

= 0 

ultu2, •••,wn 
(1.11) 

1.4 Znázornění postupu řešení 

1.4.1 Aproximace posuvů nad konečným prvkem 
Při užití metody konečných prvků je nezbytné řešenou oblast rozdělit na konečný počet prvků 
(podoblastí) a uzlů. Posuvy j sou popsány jednoduchou funkcí nad prvky. V uzlech jsou defino­
vány deformační parametry. Prvky a uzly tvoří síť, která svojí hustotou výrazně ovlivňuje vý­
sledek. 

| 2 
O 

O © 0 
Obr. 1.2: Diskretizace. [2] 
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Metoda konečných prvků 

Prut na obr. 1.2 byl rozdělen na 3 prvky a 4 uzly, je namáhán pouze ve směru své osy. 
Nad každou podoblastí je definována funkce, která popisuje chování prvku. Pro prvek jedna 
platí: 

u(x) = N x ô 
kde 
N = [JV1# JV2] je matice bázových funkcí posuvů a 
ô = [u1,u2]T je matice deformačních parametrů. 
Explicitní tvar bázových funkcí je: 

Xo X 
N1 = 

(1.12) 

No = 

x2 xl 
X X-^ (1.13) 

x 2 x x 

kde xx, x2 jsou souřadnice uzlových bodů (obr. 1.3). Posuv libovolného bodu prvku je dán po­
suvy jeho uzlových bodů: 

u (x) = N±(x) x ux + N2(x) x u2 (1-14) 

Obr. 1.3: Osově namáhaný prutový prvek. [21 
Posuvy na ostatních prvcích jsou aproximovány stejným způsobem. Výsledný průběh 

posuvů j e aproximován a blíží se analytickému řešení (obr. 1.4). 
11 

Obr. 1.4: Srovnání numerického a analytického řešení posuvů. [2] 

1.4.2 Matice tuhosti prvku 
Konečnou hodnotu celkové potenciální energie n můžeme získat jako součet příspěvků od jed­
notlivých prvků, protože se jedná o integrální veličinu. 

3 
n = Yni 

Pro prvek číslo jedna platí: 
i = l 

n1 = W1- Pj 

(1.15) 

(1.16) 
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Metoda konečných prvků 

a energie napjatosti prvku číslo 1 je 
x2 

aeSdx (1.17) 

Napětí a přetvoření z rovnice (1.17) musí být vyjádřeno pomocí posuvů, čehož docílíme dosa­
zením aproximace (1.12) do vztahu (1.18), což je geometrická rovnice. 

du 
e = — (1.18) 

dx 
d 

e = —— (N x ô) = B x 5 (1.19) 
dx 

kde 
dJV 1 

fl = ď í = r ^ r [ " u ] ( L 2 0 ) 

U.A A2 A-̂  
značí matici, která udává tvar funkce přetvoření nad prvkem. Pokud je délka prvku 
Lp = x2 — xt, potom: 

B =^-[-1,1] (1.21) 
p 

Matice B vznikla derivací N , z čehož vyplývá, že při lineární aproximaci posuvů je prů­
běh přetvoření nad prvkem konstantní. Jeho hodnota je e = U2 —. To samé platí pro napětí, 

Lp 
kdy pomocí Hookova zákona (1.22) dostaneme: 

a = E xe (1.22) 
o = ExBxô = ôTxBTxE (1.23) 

Prvky s lineární aproximací posuvů poskytují výsledky napětí a přetvoření po prvcích 
konstantní (obr. 1.5). Dosazením (1.19) a (1.23) do vztahu (1.17) získáme po upravení energii 
napjatosti prvku číslo 1: W-i = -ST x í ES í BTBdx)xS = -ST xkxS 

k je prvková matice tuhosti, jejíž prvky mají fyzikální rozměr tuhosti. 

Li ?! 

(1.24) 

(1.25) 

1 

0,83 

0,50-

0.16-

Analytické fťšeni  
MKP 

Z . 

Obr. 1.5: Srovnání numerického a analytického řešení napětí. [2] 
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1.4.3 Matice zatížení prvku 
Potenciál vnějšího zatížení ze vztahu (1.16) je: 

upgS dx (1.26) 

Potenciál lze úpravami a dosazením do vztahu (1.12) vyjádřit: 
p1=5Txf (1.27) 

kde f vyjadřuje prvkovou matici vnějšího zatížení, jejíž prvky značí celkovou objemovou sílu 
působící na prvek. Zabezpečuje diskretizaci spojitého zatížení, protože tato sílaje rozdělena 
a soustředěna do uzlů. 

f = \pgSLP [j] 

1.4.4 Celkové matice tuhosti a zatížení 

(1.28) 

Pomocí matic k,f lze snadno vyjádřit energii napjatosti i potenciál zatížení v závislosti na po­
suvech prvku číslo 1. Pro ostatní prvky se toto vyjádření provede obdobně. Pokud je vyšetřo­
vaný prut rozdělen na prvky o stejné délce, modul pružnosti, průřez a hustota materiálu jsou 
konstantní, tak j sou matice fc,/ těchto prvků totožné s těmi prvku číslo 1. Dále je vhodné sdru­
žit všechny deformační parametry do jediné, tzv. globální matice deformačních posuvů: 

U = [u1,u2,u3,u4]T (1-29) 
Protože je nutné energii napjatosti prvního prvku vyjádřit podobně jako ve vztahu (1.24), 

1 r 
Wt = — U x KiXU 

2 

je nezbytné matici tuhosti prvního prvku rozšířit o požadovaný počet řádků a sloupců: 
1 - 1 0 Ol 

-1 1 

(1.30) 

ES 
Lip 

Rozšířené matice ostatních prvků mají tvar: 

ES 
K7= — 

0 
0 

0 
o 

o 
o 
o 

ES 

Celková energie napjatosti: 

0 
1 

- 1 
0 

0 
0 
o 

1 
o 

o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 

(1.31) 

0 - 1 

(1.32) 

W = 2 > = 
i i 
-UT x(K1 +K2 +K3)xU = 2 U T x K x U 

i = l 
kde celková matice tuhosti řešené oblasti: 

ES 
K = TP 

-1 - 1 0 o -
- 1 2 - 1 0 
0 - 1 2 - 1 

- 0 0 - 1 1 -

(1.33) 

(1.34) 

Celková matice zatížení F se získá vyjádřením celkového potenciálu vnějšího zatížení jako 
součtu příspěvků od jednotlivých prvků: 
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P=YJPÍ = UTX(F1 + F2+F3) = UTXF 
i = l 

F = T:pgSLp 

(1.35) 

(1.36) 

1.4.5 Základní rovnice MKP 
Celková potenciálni energie závislá na konečném počtu deformačních parametru může být za­
psána tímto způsobem: 

1 
n =-UT XK XU-UT XF (1.37) 

Z Lagrangeova variačního principu vyplývá, že II nabývá stacionární hodnoty. Toto tvrzení 
vede k podmínce: 

dU 

Po parciálních derivacích podle ux, u2, u3, u4 vznikne soustava čtyř lineárních rovnic 
KxU = F (1.39) 

Tato soustava nemá jednoznačné řešení, protože matice K je singulární3. Z tohoto dů­
vodu je nutné vždy předepisovat okrajové podmínky, jinak by došlo k numerickému zhroucení 
výpočtu (dělení nulou). 

Vazba prutu v názorném příkladu (Obr. 1.2) odpovídá okrajové podmínce it x = 0. Proto 
musí být deformační parametr it x vynechán z matice neznámých parametrů (je to známá veli­
čina). Dále je nutné vypustit první rovnici ze soustavy (1.39), z čehož vyplyne vypuštění prv­
ního řádku a sloupce matice soustavy a prvního řádku matice zatížení. Tím je získána základní 
rovnice M K P , v níž jsou všechny matice nesingulární. Rovnice (1.41) představují výsledný tvar 
matic. [2, 7] 

K x U = F (1.40) 

ES 
K = TP 

' 2 — 1 0 
- 1 2 - 1 
. 0 

u2 

1 1 

U = 
_U4. 

(1.41) 

F =-pgSLp 

1.5 Tělesové prvky 
Pomocí těchto prvků se provádí diskretizace v rovině i prostoru. Nejj ednodušším zástup­
cem v rovinných úlohách je prvek trojúhelníkový s lineárními bázovými funkcemi, jehož pro­
storová varianta se nazývá čtyřuzlový čtyřstěn. 

determinant matice K je nulový 
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1.5.1 Lineární trojúhelník 
Tento prvek má tři uzly ve svých vrcholech a šest deformačních parametrů viz obr. 1.6. Je často 
využívaný, hlavně díky své jednoduchosti. Důsledkem konstantních průběhů napětí a přetvo­
ření je ve srovnání s jinými rovinnými prvky nepřesný. Aby bylo dosaženo podobných vý­
sledků, je třeba zvýšit hustotu sítě. 

Obr. 1.6: Lineární trojúhelník. [2] 
Složky posuvů u, v jsou nezávislé a nad prvkem aproximovány polynomem stejného 

typu. Ukázána bude aproximace složky u. Vztah (1.42) znázorňuje základní tvar aproximační 
funkce. 

u(x,ý) = a1 + a2x x + a 3 x y = GT x a (1-42) 
Matice G = [1, x,y]T vyjadřuje tvar polynomu, matice a = a2, a3]T neznámé koe­

ficienty. Vodorovné složky posuvů ve vrcholech zapsané do matice deformačních parame­
trů ôu = [uv u2, u3]T lze vyjádřit pomocí známých souřadnic vrcholů. 

Su=Sxa (1.43) 
r l x1 y1 

1 x2 y2 

-1 *3 Vsi 
S je matice souřadnic vrcholů. Obvyklé vyjádření aproximované funkce u závislé na de­

formačních parametrech ve vrcholech získáme vyjádřením a z rovnice (1.43) a dosazením 
do (1.42). 

u(x,y) = GT x S'1 x Su = Nu x Su (1.44) 
iV u = [iV! JV2 JV3] 

Bázové funkce JVr jsou lineární funkce nad trojúhelníkem, jenž mají jednotkovou hod­
notu v i-tém vrcholu a nulovou ve dvou zbývajících (obr. 1.7). Sousední prvky sdílejí na hra­
nicích uzly i deformační parametry, tudíž je při užití aproximace (1.44) ve funkčních hodnotách 
pole posuvů spojité a po částech lineární (obr. 1.8). 

S = 

Ni(x,y) 
N3fx,y) 

1 1 i 
Obr. 1.7: Bázové funkce trojúhelníkového prvku. [2] 
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Druhá složka posuvů v je obvykle aproximována podobně. Maticově to lze zapsat ná­
sledujícím způsobem. 

u = ["]=Nx8 (1.45) 

8 = [u1,v1,u2,v2,u3,v3]T 

N = JVi 0 JV2 0 JV3 0 
0 JVi 0 JV2 0 JV3. 

Pro získání matice tuhosti je nutné vyjádřit napětí a přetvoření pomocí nezávislé funkce 
posuvů. Pomocí geometrických rovnic a konstitutivních vztahů se získají složky přetvoření. 

s=LxNxS=BxS 
T 

Kde e = [ex, ey, ez] je matice složek přetvoření, 

(1.46) 

L = 

dx ^ 

0 f 
oy 

matice diferenciálních operátorů vztahů (1.2) a 
d_ d_ 

-dy dx-
B = L X N matice tvarových funkcí přetvoření. 

Za předpokladu platnosti Hookova zákona lze získat složky napětí v rovině 
T 

a = [ax, oyi az] . 
a = D xe = D x B x ô (1.47) 

Podle druhu úlohy (rovinná deformace, rovinná napjatost, rotačně symetrická úloha) 
může matice materiálových konstant D být různého tvaru. Průběhy složek přetvoření a napětí 
jsou po prvcích konstantní s nespojitostmi na hranicích mezi prvky (obr. 1.9). Matice tuhosti 
trojúhelníkového prvku získáme dosazením a, e do výrazu pro energii napjatosti. S je plocha 
prvku, t tloušťka. 

= jj BTDBtdxdy 
s 

B'DBtS (1.48) 
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1.5.2 Prostorový čtyřstěn 
Jak již bylo řečeno, prostorovou variantou lineárního trojúhelníku je čtyřstěn neboli tetraedr 
(Obr. 1.10). Složky posuvů u,v,w j sou aproximovány lineární funkcí tří prostorových souřad­
nic. Pro posuv u platí: 

u{x,y,z) = a1+a2xx + a3xy + a4xz = GTxa (1-49) 
G = [l,x,y,z]T vyjadřuje tvar polynomu, a = a2,a3,a4]T jsou neznámé koefi­

cienty. Stejným způsobem jako u lineárního trojúhelníku lze psát následující vztahy: 
Su = [uít u2, u3, u4]T 

8u=Sxa (1.50) 
{x,y, ž) = GT x 5 _ 1 x Su = Nu x Su (1.51) 

1 * i yx zj-. 
1 x2 y2 z2 

1 x3 y3 z3 

-1 X4 Z 4 -
[iVi N2 N3 N4] 

Obr. 1.10: Prostorový čtyřstěn. [2] 

Lineární bázové funkce iVr mají totožné vlastnosti s bázovými funkcemi lineárního troj­
úhelníku. Posuv prvku je zcela určen dvanácti deformačními parametry. 

u = = Nxô (1.52) 

Ô = [itj, vlt wlt u2, v2, w2, u3, v3, w3l u4, v4, W4]T  

N = [N± x E N2xE N3xE N4xE] 
E je jednotková matice rozměru 3 x 3 . Matice přetvoření a napětí jsou odvozeny stej­

ným způsobem jako u lineárního trojúhelníku. Tvar matice diferenciálních operátorů L odpo­
vídá geometrickým vztahům (1.2) v obecném prostorovém případě. 

e = LxNxS = BxS (1.53) 
a = D xe = D x B x S (1.54) 

£ — \^x> £y> ^z> Yxy Yyz> Yzx\ 

O \@x> @y> @z> ^xy ^yz> ^zx\ 

27 



Metoda konečných prvků 

L = 

" f 

d 

dx 
— 0 0 0 

d 

dy 
0 — 0 

0 

d 

dy 

0 — 
d 

d~z 
d 

dx 
d 

~dz 
0 — — 

d 

dz 
— 0 — 

d 

dy 
d 

dx 

BTDB dV = BTDBV (1.55) 

V je objem prvku, k prvková matice tuhosti. Průběhy složek napětí a přetvoření jsou 
stejně jako u lineárního trojúhelníku po prvcích konstantní, s nespojitostmi na hranicích. Čtyř­
stěn je vhodný ke generování komplikovaných prostorových sítí, protože ho lze jako jediný 
prvek použit k automatickému pokrytí objemů těles složitých tvarů. 

1.5.3 Izoparametrická formulace prvků 
Dříve uvedené prvky měly jednoduchý tvar a lineární bázové funkce, takže se jejich matice 
tuhosti daly integrovat analyticky. U prvků s více komplikovaným tvarem a bázových funkcí 
s aproximačními polynomy vyšších stupňuje nezbytné použít numerickou integraci prvkových 
matic, přičemž se využívá transformace geometrie z kartézského systému souřadnic x, y na jed­
notkový prvek v přirozeném souřadném systému křivočarých souřadnic \,r] (obr. 1.11). Tento 
postup lze přirovnat k integraci plochy kruhu, kdy z kartézských souřadnic přecházíme do po­
lárních. Integrační meze se značně zjednoduší. Po definování transformačních vztahů mezi sou­
řadnicemi (1.56) lze získat matici tuhosti rovinného osmiuzlového čtyřúhelníku. 

i * 
l 

< >—• 

Obr. 1.11: Izoparametrický prvek v kartézském a přirozeném souřadném systému. [2] 
x = x(X,rj) 

y = y&v) 
i i 

k = j jBTDBtdetJ dX,dr] 
- i - i 

(1.56) 

(1.57) 
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Jakobián transformace: 
dx dx 

dy_ dy 
d\ drj. 

Pro složky posuvů v souladu s (1.44) a (1.45) platí následující vztahy, kde it ŕ, vt jsou 
posuvy uzlových bodů. 

u i 
i=l 

8 (1.58) 

1 = 1 
Je vhodné analogickým způsobem definovat i vztahy (1.56), kde x ŕ , y ŕ jsou souřadnice 

uzlových bodů. 

i=l 
8 (1.59) 

i=i 
Pokud platí JVj = iV t, pak je stejným polynomem se stejným počtem parametrů popsána 

geometrie prvku i pole posuvů, z čehož vychází název izoparametrický prvek, který je zákla­
dem všech M K P programů. Lze se setkat také s prvky sub-, nebo superparametrickými, kdy 
je geometrie popsána méně nebo více parametry než posuvy. 

Izoparametrické prvky jsou členěny do tzv. rodin podle typu bázových funkcí. Jsou 
to např. prvky s lineárním základem bázové funkce (lineární prutový prvek, bilineární čtyřúhel-
ník, osmiuzlový prostorový šestistěn), nebo s kvadratickým základem bázové funkce (kvadra­
tický prutový prvek, rovinné kvadratické prvky, prostorové kvadratické prvky). [2, 9] 
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2 Metody přesíťování 
Výsledky vyplývající ze sítě, která se pouze blíží té optimální, mohou být výrazně nepřesné. 
Kvůli tomu vznikly metody, jenž napomáhají optimalizovat síť tak, aby bylo dosaženo co nej-
lepšího poměru přesnosti výsledků a náročnosti výpočtů. V programu Abaqus se lze setkat 
se třemi metodami, které se liší například vtom, zda zjemňují jedinou síť, nebo po určitém 
kroku vytvářejí síť novou. 

2.1 Adaptivní přesíťování (adaptive remeshing) 
Tato metoda je využívána hlavně ke kontrole přesnosti výsledků analýz, ale v některých přípa­
dech j i lze použít i ke kontrole příliš velkého zkroucení prvků. Zahrnuje opakující se generování 
odlišných sítí, z nichž je nakonec vybrána ta, která nejvíce vyhovuje požadavkům uživatele. 

Nezbytné je definovat přesíťovací pravidlo (remeshing rule) [10]. Lze ho přiřadit ce­
lému tělesu, nebo jen určitým oblastem. Toto pravidlo určuje krok, během něhož bude apliko­
váno přesíťování, výstupní proměnné indikátorů chyb, cíle indikátorů chyb, metodu dimenzo­
vání a omezení velikosti prvků. Dále musí být určen proces adaptivity, během kterého se 
Abaqus pokusí splnit cíle definované v přesíťovacích pravidlech. 

Při specifikování cíle indikátoru chyb lze vybírat ze tří metod kontroly chyby. Tou první 
je metoda jednotné chyby, kdy je pro kontrolu dimenzování k dispozici jeden indikátor rj. Cel­
ková chyba je jednotná pro celou oblast, v které je aplikováno přesíťovací pravidlo. Je nutné 
specifikovat hodnotu chyby, nebo lze zvolit automatický cíl, který se rovná 1 %. 

Druhá metoda se nazývá kontrola minima a maxima. Pro kontrolu dimenzování jsou 
k dispozici dva cíle. V oblasti nej větší hodnoty řešení (např. napětí) je to r\max. V oblasti nej-
menší hodnoty řešení r\min. Přípustnou velikost chyby lze specifikovat pro každou oblast 
zvlášť, neboje možné zvolit automatický cíl chyby, který je pro obě oblasti 1 %. 

Poslední možností je výchozí metoda a parametry, při níž Abaqus automaticky určí, 
kterou ze dvou metod zmíněných výše vybrat, protože každý indikátor chyby má přiřazenou 
výchozí metodu. 

Generování sítí probíhá do té doby, než je dosaženo všech cílů, nebo maximálního počtu 
iterací přesíťování. Výsledek použití této metody lze pozorovat na obr. 2.1. 
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2.2 Mapování řešení (mesh-to-mesh solution mapping) 
Tento způsob lze využit v případech veliké deformace ke kontrole překroucení prvků [10]. Síť, 
která je již výrazně zdeformovaná, je nahrazena novou sítí s lepší kvalitou, na které následně 
analýza pokračuje (obr. 2.2). Na rozdíl od metody adaptivního přesíťování každá změna sítě 
přispívá do celkového výsledku analýzy, takže není možné si zvolit jednu nejvíce vyhovující 
síť. 

Při každé změně sítě dojde ke zkreslení řešení. Pokud je výrazné pro celkový výsledek, 
může to být následek příliš hrubé sítě, nebo se musí zdeformovaná síť nahradit dříve, než jsou 
prvky příliš zkrouceny. Aplikace této metody je složitější, jelikož nestačí využít funkcí, které 
jsou k nalezení přímo v programu Abaqus, aleje nutné zapsat určité funkce do vstupního sou­
boru. 

Obr. 2.2: Nahrazení sítě s nepřijatelným zkroucením prvků novou sítí. [10] 

2.3 A L E adaptivní síťování (ALE adaptive meshing) 
Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) adaptivní síťování zajišťuje kontrolu překroucení sítě. 
Lze j i užít v případech, kdy hrozí ztráta materiálu, nebo když nastane velká deformace. Na roz­
díl od předchozích metod přesíťování, A L E funguje pouze na původně vytvořené síti, která 
je postupně zjemňována během kroků analýzy. Původní síť musí obsahovat dostatečné množ­
ství prvků, aby byla efektivní po celou dobu analýzy, protože se uzly pouze přemísťují a nedo­
chází ke změně jejich počtu. 

Tato metoda kombinuje rysy dvou způsobů analýz (Lagrangeův a Eulerův). Lagrangeův 
princip spočívá v tom, že se uzly pohybují s materiálem, síť se deformuje. Pro tento typ analýzy 
je snadné zadat okrajové podmínky. V Eulerově přístupu jsou uzly zafixovány na stejném místě 
a materiál proplouvá sítí, takže nedochází k jejímu deformování. V A L E je pohyb sítě omezen 
na pohyb materiálu pouze na okrajích tělesa, jinak jsou pohyby materiálu a sítě nezávislé. Po­
hyby materiálu a sítě lze pozorovat na obr. 2.3. [10, 11, 12] 

a) 

b) 
• Obr. 2.3: Pohyb sítě a materiálu: a) Lagran-

geova metoda, b) A L E metoda a c) Eulerova 
metoda. [11] 

c) 
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Při využití metody A L E je nejdříve s formulací prvků, okrajovými podmínkami, silami 
atd. zacházeno jako při standardní Lagrangeově analýze (síť se deformuje společně s materiá­
lem). Následně začne zjemňování sítě, která se již pohybuje nezávisle na materiálu (Eulerova 
analýza) [13]. Po dostatečném zjemnění se proměnné řešení přemapují na novou síť. 

Přemístění uzlů a vznik nové sítě (mesh-update proceduře) se skládá z několika odliš­
ných algoritmů a nastavení (např. kritéria přesítění). Je nutné specifikovat v který moment 
a které uzly přemísťovat, algoritmy zjemňování a geometrické aspekty (zlepšení geometrie, 
jemnost zakřivení). 

Funkce jemnosti zakřivení slouží k přemístění více prvků do oblastí velikého zakřivení. 
Pro přemístění uzlů existuje několik algoritmů. Dvěma nej základnějšími algoritmy jsou hmot-
nostně-objemový průměr středů prvků a průměr pozic sousedních uzlů spojených hranou prvku. 
Více komplikovaný algoritmus je založen na průměru vyššího řádu 8 nejbližších uzlů (2D pří­
pad). 

Přesíťovací kritérium při užití metody A L E není založeno jako v případě adaptivního 
přesíťování na určování chyby. V tomto případě pouze definuje, jak často je nezbytné provést 
přesítění. 
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3 Úlohy s využitím adaptivního pŕesíťování 
3.1 Př ik ladl 
V této úloze je několika různými způsoby spočteno napětí v okolí vrubu prutu s čtvercovým 
průřezem namáhaným natah(obr. 3.1). Šířka a výška prutu j e 30 mm, délka 200 mm. Poloměr 
zaoblení vrubu R = 2,5 mm. Na jednom konci je zabráněno posuvu ve směru osy x, na druhém 
konci je prut zatížen napětím a = 100 MPa ve směru osy x. Při řešení v programu Abaqus 
je využito symetrií, aby došlo ke zkrácení výpočtových časů. 

Obr. 3.1: Prut čtvercového průřezu namáhaný tahem. 

3.1.1 Model materiálu 
V celé kapitole 3 je použit lineární elastický izotropní a homogenní model materiálu. Při vytvá­
ření modelu materiálu v programu Abaqus je nezbytné zadat Poissonův poměr JJ. = 0,33 
a Youngův modul pružnosti E = 210 000 MPa. 

3.1.2 Analytické řešení 
Prut je zatížen napětím o velikosti a = 100 MPa. Zátěžnou sílu lze určit následujícím vztahem. 

F = a x S = 100 x 30 x 30 = 90 000 N 
Nominální napětí v místě vrubu: 

F 90 000 
< W - 5 - 30 x 25 = 120 MPa 

Pro získání maximálního napětí v místě vrubuje nutné nominální napětí vynásobit sou­
činitelem koncentrace napětí a, který lze odečíst z obr. 3.2. Jelikož r / t = 1 a b/B = 0,83, 
a = 2,5. 

x a = 120 x 2,5 = 300 MPa 
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-* m «> fv«> cn 

Obr. 3.2: Nomogram součinitele koncentrace pro plochý prut se zápichem namáhaný ta­
hem. [14] 

v 

3.1.3 Řešení pomocí 2D modelu 
V této části je využito rovinné deformace (obsahuje složky deformace pouze v rovině xy, 
je bráněno deformaci ve směru osy z, ez = 0, az 0) a rovinné napjatosti (obsahuje složky 
napětí v rovině xy, může se deformovat ve směru osy z, ez 0, az = 0). Nejdříve je síť modelu 
v okolí vrubu ručně zjemňována. Získané hodnoty jsou zaznamenány v tabulce 1. Napětí zís­
kané využitím rovinné deformace je označeno aRD, využitím rovinné napjatosti oRN, n je počet 
uzlů na hranách v okolí vrubu. 

Tabulka 1: Hodnoty napětí při různých počtech uzlů hran v okolí vrubu. 
n H aRn \MPa] aRN \MPa] 

2 293,0 283,3 
3 293,9 296,3 
4 293,7 303,9 
6 294,8 302,9 
10 307,2 303,7 
15 305,2 303,8 
20 304,7 303,8 
25 304,3 304 
30 305,0 303,8 

Na obr. 3.3 lze pozorovat, jak se zjemňováním sítě výsledné napětí přibližně blíží hod­
notě napětí spočítaného pomocí analytického řešení. Sítě v okolí vrubu vybraných iterací jsou 
zobrazeny na obr. 3.4 a 3.5. 
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Na obr. 3.3 lze snadno pozorovat, že hodnota výsledného napětí se od počtu uzlů 
n = 15 téměř nemění. Při použití vyššího počtu uzluje síť zbytečně moc jemná a při výpočtech 
složitějších úloh by došlo k velkému nárůstu výpočtového času. 

Obr. 3.4: Síť v okolí vrubu při n = 2. 

Obr. 3.5: Síť v okolí vrubu při n = 10. 
Jelikož je obtížné odhadnout, kdy je síť dostatečně jemná, je výhodnější využít funkce 

adaptivního přesíťování. Přesíťovací pravidlo přiřazené celému modelu má za indikátor chyby 
redukované napětí. Cílem indikátoru chyb je pomocí metody kontroly minima a maxima do­
sáhnout hodnot rjmax = 1 % a rjmin = 5 %. Pro vyhodnocení touto metodou je dále nezbytné 
vytvořit proces adaptivity, kde lze definovat počet iterací. 
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Při využití rovinné napjatosti se vyhovělo definovaným požadavkům ve čtvrté iteraci. 
Výsledné osové napětí má hodnotu o = 303,8 MPa a je vykresleno na obr. 3.6. Použitým prv­
kem je šestiuzlový kvadratický trojúhelník s názvem CPS6. 

_ +3.0386*02 
W- +2.772E+02 
W- +2.50ót+02 

Obr. 3.6: Výsledné osové napětí. 

Při využití rovinné deformace je aplikován totožný postup, pouze byla upravena hod­
nota r]max = 0,5 %. Cíle se dosáhlo v šesté iteraci s výsledkem a = 307,3 MPa. Výsledné 
osové napětí je na obr. 3.7. Použitým prvkem je šestiuzlový kvadratický trojúhelník s názvem 
CPE6. 

,- +3.073e+02 
- +2.S0Se+02 
- +2.543e+02 
- +2.278e+02 
- +2.014e+02 
- + 1.749e+02 
- + 1.484e+02 
- +1.22064-02 - +5.548e+01 
- +<5.901e+01 
- +4.254e+01 
- + l.<50<5e+01 

L -1 .041í+01 

Obr. 3.7: Výsledné osové napětí. 

3.1.4 Řešení pomocí 3D modelu 
Pro zjištění napětí v okolí vrubu jsou využity dvě roviny symetrie, tudíž stačí sestrojit jedna 
čtvrtina modelu, který se následně pomocí rovin rozdělil na tři oblasti (obr. 3.8). Přesíťovací 
pravidlo je aplikováno pouze na oblast v okolí vrubu. Indikátorem chyby je redukované napětí. 
Cíle indikátoru chyby má být dosaženo pomocí metody jednotné chyby, přičemž její požado­
vaná hodnota je r] = 0,5 %. 
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Obr. 3.8: Model rozdělený natři oblasti. 
Požadované chyby je dosaženo ve třetí iteraci s výslednou hodnotou napětí 

o = 313,2 MPa (obr. 3.9). Použitým prvkem je desetiuzlový kvadratický čtyřstěn, který má 
označení C3D10. 

E 
- +3 .132s+02 
- +2 .8ó7eK)2 E - +2 .602e t -02 
- +2.337W02 
- +2.072H-02 
- + 1.808S+02 
- +1 .543M-02 
- +1.27854-02 
- + 1.013e+02 
- +7.480W-01 
- + 4 831M-01 -

- + 1.013e+02 
- +7.480W-01 
- + 4 831M-01 
- +2 182H-01 

B 

Obr. 3.9: Výsledné osové napětí. 
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3.2 Příklad 2 
V této úloze je spočteno napětí v okolí vrubu prutu čtvercového průřezu namáhaného ohybem. 
Šířka a výška je rovna 30 mm, délka je 200 mm, poloměr vrubu R = 2,5 mm. Na jednom 
konci je zabráněno posuvům a na druhém je prut zatížen ohybovým momentem M = 300 Nm, 
proti směru osy z. 

3.2.1 Analytické řešení 
Prut je zatížen ohybovým momentem o velikosti M = 300 Nm. Nominální napětí vmiste 
vrubu: 

6 x M 6 X 300 X 10 3 

= 96 MPa b2 x s 25 2 x 30 
Pro získání maximálního napětí v místě vrubuje nutné nominální napětí vynásobit sou­

činitelem koncentrace napětí a, který lze odečíst z obr. 3.10. Jelikož r/t = 1 a b/B = 0,83, 
a = 2,2. 

°max = °nom x a = 96 x 2,2 = 211,2 MPa 

0HY3 
(>) y in «s»v <to 

CT O' CSCSCSO'O* 
It 
q/5 

0,2 
0,25 
0,3 

OA 
0,5 

Obr. 3.10: Nomogram součinitele koncentrace pro plochý prut se zápichem namá­
haný ohybem. [14] 

v 

3.2.2 Řešení pomocí 3D modelu 
Při řešení pomocí 3D modelu je využito jedné roviny symetrie, takže je sestrojena polovina 
modelu. Z tohoto důvodu je nutné model zatížit pouze poloviční hodnotou ohybového momentu 
(JVT = 150 Nm). Přesíťovací pravidlo je přiřazeno oblasti v okolí vrubu (obr. 3.11). Indikáto­
rem chyby je zvoleno redukované napětí. Cíle indikátoru chyby má být dosaženo pomocí me­
tody jednotné chyby, přičemž její požadovaná hodnota je r] = 0,5 %. 

Obr. 3.11: Model rozdělený na tři oblasti. 
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Požadované chyby j e dosaženo ve druhé iteraci, přičemž výsledné osové napětí má hod­
notu o = 208,5 MPa (obr. 3.12). Použitým prvkem je desetiuzlový kvadratický čtyřstěn 
s označením C3D10. 

Obr. 3.12: Výsledné osové napětí. 

3.3 Shrnutí 
Při použití adaptivního přesíťování není potřeba zdlouhavě manuálně měnit velikost prvků, 
protože to program provede automaticky. Zároveň na základě předem definovaného indikátoru 
chyby s určitou hodnotou chyby vybere síť, která je dostatečně jemná pro dosažení přijatelného 
výsledku, ale není jemná příliš moc, což by vedlo k velkému nárůstu výpočtového času. Při na­
máhání tahem se všechny výsledné hodnoty liší v řádu jednotek MPa. Při namáhání ohybem 
se výsledná hodnota získaná pomocí 3D modelu od analytického řešení liší o necelé 3 MPa. 
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4 Úloha s využitím ALE adaptivního síťování 
Tento príklad, při němž dochází k velkým deformacím, porovnává výsledky dosažené pomocí 
A L E adaptivního přesíťování a bez něj. Jedná se o simulaci tváření materiálu za studena. Z pů­
vodního válcového polotovaru vznikne vlivem nástroje rotačně symetrická součást s poměrně 
komplikovaným tvarem. 

4.1 Výpočtový model 
Původní poloha nástroje a polotovaru je na obr. 4.1. Je využito rotační symetrie a symetrie 
v rovině xz, tudíž stačí sestrojit polovinu celkového modelu. 

Nástroj modelovaný jako nedeformovatelná křivka se pohybuje proti směru osy y, čímž 
se váleček deformuje a dochází ke změně jeho tvaru. Celkový posuv nástroje je 15 mm. Geo­
metrie a rozměry nástroje jsou na obr. 4.2. Váleček má průměr d = 20 mm a výšku 
h = 40 mm. 

r 

Y 

Obr. 4.1: Výchozí poloha nástroje a polotovaru. 

4,3 9,6 

16,2 

Obr. 4.2: Geometrie a rozměry nástroje v mm. 
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Je použit homogenní izotropní elasto-plastický model materiálu. Při definování materi­
álu v programu Abaqus je nutné zadat hustotu p = 7850 kg/m3, Poissonův poměr /J. = 0,33, 
Youngův modul pružnosti E = 210 000 MPa, mezkluzu Re = 300 MPa a také plastický mo­
dul Ep = 500 MPa. 

Pro diskretizaci nástroje je použit dvouuzlový lineární prvek RAX2. Celkový počet 
prvků sítě nástroje je 432, uzlů 433. U válečku je použit čtyřuzlový bilineární osově syme­
trický čtyřúhelník s označením CAX4R. Celkový počet prvků je 3200, uzlů 3321. Celkový čas 
analýzy je t = 0,1 s. 

4.2 Porovnání výsledku 
Při modelování bez A L E metody přesíťování dochází k velkému zdeformování prvků zejména 
v místech zaoblení (obr. 4.3), síť válcového tělesa se dostává kvůli velké deformaci až za nástroj 
a dochází k velké distorzi prvků. Celkový výpočtový čas je tvl = 5 h 51 min. 

Obr. 4.3: Výsledné redukované napětí. 
Při provedení úlohy s aplikováním A L E metody přesíťování na váleček je dosaženo 

přesnějšího výsledku díky zhuštění sítě v kritických místech (obr. 4.4). Síť deformovaného vá­
lečku v místech zaoblení kopíruj e tvar nástroje. Celkový výpočtový čas je tv2 = 4 h 8 min, což 
je méně než při provedení analýzy bez přesíťování, které je provedeno celkem 20636krát (při 
každém pětistém kroku). 

Obr. 4.4: Výsledné redukované napětí. 
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4.3 Shrnutí 
Bez použití A L E metody přesíťování dochází zejména v místech zaoblení k velké distorzi 
prvků, které se dostávají až za nástroj a špatně kopírují jeho tvar. Při pohledu na obr. 4.4 
je na první pohled zřejmá výhoda použití A L E metody přesíťování, díky které dochází ke zhuš-
ťování sítě v oblastech, ve kterých je to zapotřebí, tedy zejména oblasti zaoblení nástroje. Prvky 
sítě válečku nepodléhají velké distorzi a velmi dobře kopírují tvar nástroje. Z tohoto důvodu 
je dosaženo přesnějšího výsledku, konečné redukované napětí je téměř o 200 MPa nižší. 
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Závěr 
Hlavním cílem této práce bylo shrnout základní informace o metodě konečných prvků, meto­
dách přesíťování dostupných v programu Abaqus a aplikovat je na několik základních úloh tak, 
aby byly na první pohled zřejmé výhody využití těchto metod. 

První dvě kapitoly jsou věnovány rešerši výše zmíněné problematiky. Třetí kapitola 
se věnuje metodě adaptivního přesíťování, která je znázorněna na dvou úlohách. V obou přípa­
dech se jedná o prut čtvercového průřezu, který je namáhaný na tah a ohyb. Je zde výpočet 
pomocí 2D modelu, 3D modelu a také analytické řešení. Všechny výsledné hodnoty se liší 
v řádu jednotek MPa, tudíž lze výsledek považovat za uspokojivý. Hlavní výhodou použití me­
tody adaptivního přesíťování je nalezení sítě s předem definovanou chybou určité veličiny, při­
čemž je síť automaticky zjemňována, zejména v kritických oblastech (např. okolí vrubu). Vý­
sledná síť se vyznačuje nej lepším poměrem přesnosti výsledku a výpočtového času. 

V poslední kapitole je na jedné úloze představena A L E metoda přesíťování. Při využití 
této metody nedochází k nárůstu počtu prvků, ale pouze k jejich přesouvání, čímž dojde 
ke zhuštění sítě v oblastech, kde je to zapotřebí. Díky tomu nedochází k veliké distorzi prvků 
a materiál deformované součásti snadno kopíruje geometrii nástroje, což je zřejmé na první 
pohled z obrázků výsledného redukovaného napětí. Analýza byla nejdříve provedena bez apli­
kování A L E metody přesíťování a následně s ní. 
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