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1 OVOD

Mechanickym kontaktem rozumime dotyk dvou ¢i vice téles, béhem kterého dochdzi k rtiz-
nym typtm interakce, jako je pfenos hybnosti, tepla, ¢i jinych druhti energie [19]. Télesa se bé-
hem pohybu mohou libovolné dotykat svymi povrchy, nemtiZe v§ak dochdazet k jejich vzajemné
penetraci. Tuto zdkladni charakteristiku mechanického kontaktu nazyvdme podminkou nepene-
trability ¢i neprostupnosti téles. V. mechanice deformovatelnych téles predstavuje kontakt ob-
zvl4aSté naro¢ny problém. Lze na néj nahliZet jako na zvlaStni druh okrajové podminky, ktera
ovSem ptlisobi na predem nezndmé hranici, ma neznamou velikost a musi spliovat tieti New-
tontiv zdkon akce a reakce [36]. Proto se vSak nejednd o okrajovou podminku v pravém slova
smyslu, ale jeji stanoveni je soucasti feSeni. To navic komplikuje fakt, Ze na kontaktnim rozhrani
dochazi k diskontinuité posunuti.

Podobné jako u jinych problémt matematické fyziky popsanych parcidlnimi diferencidlnimi
rovnicemi, existuje jen omezené mnozZstvi analytickych feSeni tloh linearni elasticity s kontak-
tem [14, 19, 50]. Proto se v inZenyrské praxi k feSeni €asto vyuZivd numerickych pfistupt, nej-
Castéji na bazi metody konec¢nych prvka (MKP) [4, 32]. MKP je metoda prostorové diskretizace
parciélnich diferencidlnich rovnic. V §ir§im slova smyslu se v inzenyrské komunité pod pojmem
MKP rozumi vicetuCelovy softwarovy ndstroj pro feSeni multi-fyzikdlnich uloh. Ve stavebni praxi
se MKP vyuziva nejcastéji pro feSeni statickych a dynamickych, linedrnich i nelinedrnich tloh
mechaniky kontinua. A je to pravé oSetfeni kontaktnich podminek, které dosud predstavuje ote-
vieny problém v nelinedrni kone¢noprvkové analyze [63].

Z pohledu MKP se kontakt déli podle typu diskretizace na: node-to-node, node-to-segment a
segment-to-segment. Diskretizace typu node-to-node [60] pfedpokldda konformni konecnoprv-
kové sité, tj. sité jejichz hrani¢ni uzly si odpovidaji. Obecnéjsi ptipad nekonformnich siti oSetiuje
diskretizace typu node-to-segment [65, 67], kterd zabrarnuje penetraci uzlu na jedné strané kon-
taktniho rozhrani do segmentu, tj. hranice elementu, na strané druhé. Nejpokrocilejsim typem
diskretizace je segment-to-segment [30, 41, 42, 67], kterd kontaktni podminky formuluje v inte-
gralnim smyslu.

Bez ohledu na typ diskretizace 1ze mechanicky kontakt rozdélit na jednostranny (unilaterdlni)
a dvoustranny (bilaterdlni) [63]. Rozhrani jednostranného kontaktu je schopno pfenést pouze
tlakové zatiZeni. Pfi tahovém naméhani dochézi k oddéleni téles, jak je schematicky zobrazeno
na obrazku 1.1b. Naopak, dvoustranny kontakt je schopen pfenést jak tlakové tak tahové napéti,
viz obrdzek 1.1a. Oba tyto zédkladni typy kontaktu mohou nebo nemusi zohlednovat tfeni na kon-
taktnim rozhrani. Pokud neni uvaZovano tfeni, tak se télesa mohou volné bez odporu pohybovat
v teCném sméru ke kontaktnimu rozhrani, tj. nevznikaji Zddné tecné sily, viz opét obrazek 1.1a. A
naopak, pfi uvaZovani treni vznikaji tecné sily, jejichZ velikost je svdzdna s tecnymi posuvy konsti-
tutivnim modelem tieni. Nejzndméjsim takovym modelem je Coulombovo tfeni, které rozliSuje
dva stavy — slepeni a skluz. Pokud te¢né sily nepfekroci jistou mez, je tfeni ve stavu slepeni, coz
schematicky ukazuje obrazek 1.1c. Pfi pfekroCeni této meze dojde ke skluzu, viz obrézek 1.1d.
Pti oSetfeni tfeciho kontaktu v MKP se pak rozliSuje mezi tfenim s malymi nebo velkymi skluzy
podle toho, zda muiZe dochdzet k tecnému pohybu v rdmci jednoho ¢i nékolika kone¢nych prvkd,
které kontaktni rozhrani diskretizuji. Je dileZité poznamenat, Ze kontaktni rozhrani diky tfetimu
Newtonovu zdkonu akce a reakce nekond mechanickou préci. Jedinou vyjimkou je stav skluzu,
béhem kterého te¢né sily konaji praci na skluzech a dochézi tak k disipaci mechanické energie.

Za specialni typ kontaktu lze povazovat pfipad, kdy kritickd mez tecného napéti neni defino-
vana a télesa jsou tak trvale spojena bez moZnosti prokluzu. Toho se nejcastéji vyuziva pro spo-
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c) kontakt s trenim lokdlni soufadny systém  d) prokluz béhem tfeni

Obrazek 1.1: Analogie mezi kontaktem a vnitinim délenim télesa: a) kontakt bez tfeni pfenédsi pouze tlakové sily v
lokalnim soufadném systému, b) jakykoliv tah vede k vymizeni kontaktniho rozhrani, c) kontakt se tfenim muze pie-
naset smykova napéti, d) pti Coulombové tfeni, ve stavu bez prokluzu zde neni Zadny prokluz, dokud neni dosaZeno
kritického smykového napéti. [63]

jovani konformnich resp. nekonformnich konec¢noprvkovych siti. V ptipadé konformnich siti 1ze
jednotlivé vazbové podminky pfedepisovat v podobé linearnich rovnic pro odpovidajici si pary
uzli. Poznamenejme, Ze v komercnich systémech jako je NASTRAN [44], ANSYS [1] a dalsi, se
tento typ vazeb oznacuje terminem multi-point constraint.

V piipadé nekonformnich siti nachdzi tento typu kontaktu Siroké uplatnéni nejen pro mo-
delovani nejriznéjsich konstrukénich spojt (lepené, svarové, nytové, Sroubové, apod.), ale i pro
modelovani komplexnéjsich problémt stavebni praxe, jako jsou napft. Zelezobetonové kompo-
zity. Vybrané piiklady jsou zobrazeny na obrazku 1.2, kde vlevo vidime model provézani ocelové
vyztuze s betonovou ¢asti konstrukce v systému ATENA [18]. Vpravo je pak pfiklad svarového
spoje modelovaného v systému IDEA StatiCa [47].

a) pfipojeni vyztuZe [18] b) nahrazeni svaru [47]

Obrazek 1.2: MoZzna vyuziti pevného kontaktu/vazby pfi modelovani konstrukci.

Na obecnéjsi irovni Ize problém linedrni i nelinedrni elasticity s kontaktem kategorizovat jako
optimaliza¢ni tlohu s vdzanym extrémem [23]. Existuje celd fada metod feSeni, ovSem ve vypo-
Ctové mechanice kontaktu se zdaleka nejcastéji pouziva penaltovd metoda [16, 20, 46] a metoda
Lagrangeovych multiplikatort [17, 40, 63]. Princip penaltové metody spociva v pfevedeni opti-
maliza¢ni dlohy s vizanym extrémem na tilohu s volnym extrémem tak, Ze se vazbovd podminka
vyndsobi pokutovym parametrem a pficte se k cilové funkci. Tato metoda je oblibena pro svou
jednoduchost a vypocetni nendrocnost, protoZe nezvysuje pocet nezndmych. Nevyhodou je po-
tfeba volit hodnotu penaltového parametru, kterd je zavisla na feSené tloze. Pfili§ mald hodnota
zpusobuje nepiesné splnéni vazbovych podminek a naopak pfilis§ velkd hodnota vede na Spatné
podminény systém linedrnich rovnic.

Metoda Lagrangeovych multiplikdtor(i patfi mezi klasické metody pro feSeni optimaliza¢nich
dloh s vdzanym extrémem. Na rozdil od penaltové metody vynucuje vazbové podminky piesné.
Za nevyhodu této metody se nékdy povazuje fakt, Ze zvySuje pocet nezndmych a vede na inde-



finitni systém linedrnich rovnic, tj. problém sedlového bodu, pro jehoz feSeni je potieba vyuZit
odpovidajicich fesict.

Neméné diileZitou oblasti vypoctové mechaniky kontaktu je dynamicky kontakt. Rychlé ré-
zové déje a nelinedrni post-stabilitni analyzy, jako je napt. ndraz letounu do stavebni konstrukce,
se nejCastéji v casové oblasti diskretizuji explicitnimi ¢asovymi schématy [58]. Vyhodou explicitni
Casové integrace je, Ze v ptipadé diagondlni matice hmotnosti se systém linedrnich rovnic stava
linedrné nezavislym a kazdou rovnici tak lze feSit samostatné, cehoz lze vyuzit k masivni parale-
lizaci feSeni. Oproti tomu hlavni nevyhodou explicitnich ¢asovych schémat je jejich podminéna
stabilita, kterd limituje maximalni velikost casového kroku, se kterym lze stabilné integrovat. Da
se ukézat, Ze kriticky casovy krok je pfimo umérny nejmensi periodé celého systému resp. maxi-
malni vlastni frekvenci kone¢noprvkové sité [4]. Kontaktni rozhrani je velmi ¢asto kritickym mis-
tem, které urcuje kriticky casovy krok celého systému. S rostouci tuhosti kontaktniho rozhrani se
sniZuje perioda systému, resp. roste jeho nejvétsi vlastni frekvence, a imérné tomu se snizuje kri-
ticky casovy krok. Limitnim pfipadem je dokonale tuhy kontakt, pro ktery je kriticky casovy krok
nulovy a v takovém ptipadé nelze stabilné integrovat.

Z vySe popsaného je patrné, Ze oSetfeni explicitniho dynamického kontaktu pfedstavuje ote-
vieny problém, jehoZ vyfeSeni je hlavni ambici této disertacni prace. Pfedkladany text je struktu-
rovan do 6 kapitol v€etné tivodu a zavéru. Nejprve je shrnut soucasny stav pozndani v relevantnich
oblastech vypoctové mechaniky. Na zdkladé reSerSe odborné literatury bylo identifikovdno né-
kolik cilti této disertacni prace, které jsou predstaveny v kapitola 3. V rdmci metodologie jsou
podrobnéji popsany pouzité metody a ukdzany jejich slabiny, které jsou feSeny v hlavni Casti
této préce. V nejobsdhlejsi kapitole 4 jsou prezentovany vlastni vysledky vyzkumu, kterych bylo v
ramci disertacni prace dosazeno. Jsou zde popsany principy nové navrzenych metod a vylepSeni
stavajicich pfistupt, které byly implementovany v rdmci feSice na bazi kone¢nych prvkd, jenz je
vyuzivan jako vypocetni jadro v komercnich programech Dlubal RFEM a SCIA Engineer. Imple-
mentace byla nasledné verifikovdna na celé fadé numerickych ptikladd, které prokazuji pfesnost
navrZzenych metod a spravnost jejich implementace.

2 MODELOVANI KONTAKTU

Pro vypocet kontaktnich dloh v metodé konecnych prvki je klicova diskretizace kontaktu,
kterd urcuje kontaktni elementy pfenésejici sily mezi télesy. Existuji rizné zptisoby jak diskreti-
zovat rozhrani mezi povrchy, které definuji kontakt a jsou sami o sobé jiz diskretizovany. RozliSu-
jeme tfi typy diskretizace:

¢ Node-to-node (NTN),
* Node-to-segment (NTS),
¢ Segment-to-segment (STS).

NTN je nejjednodussi [24], nejstarsi a stabilni diskretizace [9] je pouZitelnd pouze pro kon-
formni sité, kde ma kazdy uzel na jednom kontaktnim povrchu odpovidajici uzel na druhém
kontaktnim povrchu [63], jednd se tedy pouze o propojeni mezi dvojici uzlq, jak je zndzornéno
na obrazku 2.1a. Smér kontaktu pro kazdou dvojici uzli je ur¢en minimélné jednim vektorem,
obvykle normélou jednoho z povrchii. Kontakt NTN muiZe byt vyuZit pouze v pfipadé malych de-
formaci. Tento typ diskretizace pfenasi kontaktni napéti korektné pfes kontaktni rozhrani [49] a
spliiyje tak tzv. patch test.

Diskretizaci NTS lze jiZ pouZit pro velké deformace [12]. Jedna se o viceucelovou diskreti-
zacni techniku [15], pouZitelnou i pro nekonformni sité. Kontakt je tvofen kontaktnimi dvoji-
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a)

master

b) c)

Obrazek 2.1: Znézornéni riznych druhti diskretizaci kontakt(i: a) node-to-node, dvojice uzld a smér kontaktu;
b) node-to-segment, slave uzly a jim pfisludici master segmenty; c) segment-to-segment, kontaktni elementy a me-
zilehld integra¢ni linie; d) contact domain diskretizace, kontaktni elementy [63].

cemi sestavajicich se z uzlu (slave) a segmentu (master), na ktery je uzel projektovan (viz obra-
zek 2.1b). Takovato projekce miiZe byt problematicka z pohledu citlivosti fe§eni na néhly pfechod
slave uzlu z jednoho segmentu na jiny v pribéhu vypoctu, 1ze ji v§ak vylepsit za pomoci vyhla-
zovani master segmentt [57]. NTS ve své zdkladni formulaci neprochdzi patch testem [8, 49],
tento nedostatek lze vSak fesit vyuZzitim two-pass techniky [12], kdy jsou kontaktni dvojice hle-
dény dvakrat, protoZe oba povrchy slouZi jako slave i master k vytvofeni dvou vrstev kontaktnich
elementti. Tato technika ale miZe myt pfi¢inou pfeurcitosti soustavy [38], nespliiuje takzvanou
Babuska-Brezziho podminku a také muze vést k tzv. locking problému [23]. Podrobnéjsi infor-
mace o patch testu kontaktti pro NTS diskretizaci lze nalézt v [6]. Existuji i modifikace NTS diskre-
tizace, které patch testem prochdazi pro penaltovou metodu [55, 65] i pro metodu Lagrangeovych
multiplikdtort [55]. Technika contact domain navrhnuta v [13, 38], je zaloZena na symetrické NTS
diskretizaci a tvarovych funkcich kontaktnich elementti. Z6na mezi kontaktnimi povrchy je vypl-
néna kontaktnimi prvky (obréazek 2.1d) a tvofi tak vrstvu, ve které je kontaktni problém feSen.
Tato formulace je stabilni a prochdazi patch testem, ale jeji trojrozmérnou implementaci nelze
aplikovat pro libovolné délené kontaktni povrchy [37].

STS diskretizace zndzornénd na obrazku 2.1c byla prvné navrZena v [45] a ndsledné pro dvou-
rozmérny piiklad definovédna v [67]. Kontakt je definovédn pies celé elementy v kontaktu. Diskreti-
zace byla ispéSné pouzita v kombinaci s mortar metodou pro neshodné sité inspirované domain
decomposition metodou [52]. Jedn4 se o stabilni techniku prochézejici patch testem, ale jeji im-
plementace pro vSeobecné pfiklady pfedstavuje problém [30, 41, 42, 62, 61]. Samostatnd diskre-
tizacni technika je potfeba pro Nitscheho metodu [5, 56], kde Gaussovy body jednoho povrchu
hraji roli slave uzli. Porovnani Nitscheho a mortar techniky 1ze nalézt v [10]. Mortar metoda spo-
¢ivd bud’ v zavedeni mezilehlé kontaktni plochy, kde je definovdano kontaktni napéti, nebo vyuziti
jednoho z kontaktnich povrchii jako mortar plochy [54]. Tato formulace vede na popis kontaktu
se tfenim pro velké prokluzy a velké deformace, prochazi patch testem pro rozdilné sité a na roz-
dil od NTS netrpinalocking problém [63]. Dalsi vyuZiti STS pfistupu bylo prezentovano v [40], kde
jsou na mezilehlém kontaktnim povrchu definovany uzly, prostfednictvim kterych jsou vynuceny
kontaktni podminky na uzlech p¥islusnych segmentti, za pomoci Lagrangeovych multiplikatord.

I pfes zminéné nedostatky je diskretizace NTS nejpouzivanéjsi pro popis kontaktu mezi roz-
dilnymi sitémi kone¢nych prvka [66] a stdle se rozsituje jeji aplikace na §irsi pole tloh [28, 54].



V této préci jsou vyuZity diskretizace NTN a NTS.

3 CILE DISERTACNI PRACE

Cile této disertaCni prace byly na zdkladé spoluprdce autora s firmou FEM consulting dany
pfedevsim poZadavky stavebni praxe po konkrétnich feSenich jeZ by umoznila lepsi a presnéjsi
vypocty stavebnich a strojnich konstrukci. Tématem préce jsou statika, dynamika a kinematika
kontaktt téles, a pravé vyvoj a implementace kontaktli do feSice na béazi kone¢nych prvka dali
vzniknout témto konkrétnim cilm:

1. Ndvrh novych metod pro explicitni dynamicky kontalkt.

Budou navrzeny nové obecné metody pro vynuceni vazbovych podminek kontaktu v ex-
plicitni dynamice tak, aby bylo moZné integrovat vy$§im c¢asovym krokem pfi zachovani
stability feSeni a zdroven umoznit feSit pohybové rovnice jako soustavu nezavislych rov-
nic, coz je hlavni vyhoda explicitnich metod. Konven¢ni metody jako penaltovd metoda i
metoda Langangeovych multiplikdtort budou nahrazeny jinymi pfistupy. Prvni navrzena
metoda bude vychdzet z kinematiky entit, které jsou v kontaktu a z obecnych kinematic-
kych principt. Druhd metoda bude zaloZena na vypoctu zmény energie, jeZ je zptisobena

kontaktnimi silami na rozhrani kontaktu.

2. Ndvrh origindlniho kladkového konecnoprvkového elementu.

Budou definovény zdkladni vazbové podminky, které maji Siroké vyuziti v ramci modelo-
vani konstrukci za pomoci metody kone¢nych prvkt. S vyuzitim téchto zdkladnich vazeb
budou definovany rovnice pro vytvoreni kladkového kone¢néprvkového elementu simu-
lujici mechanické chovéni kladky se zanedbdnim vlivu poloméru, jenZ umozni efektivni
vypocet modeltt umoziujicich takovéto zjednoduseni. Spravnost feSeni bude dokumento-

vana na porovnani s analytickym feSenim. Element kladky bude déle roz$ifen o moznost
zohlednéni geometrické nelinearity a také nelinearity v podobé tfeni.

v Xew

3. Implementace a verifikace navrZenych metod do Fesic¢e na bdzi konecnych prvkii.

VSechny teoreticky popsané pristupy uvedené v této praci budou zapracovany do komplex-
niho systému firmy FEM consulting, coZ sebou obndsi i navrh vhodnych definic vstupnich
a vystupnich rozhrani pro zaddvdni modelu i zobrazovani dopocitanych vysledkt. V préaci
budou uvedeny piiklady vypocitané prostiednictvim vyvinutych funkci a demonstruji tak
implementaci navrZzenych feSeni.

4 VYSLEDKY

Tuto kapitolu 1ze povaZovat za Gstfedni ¢ast celé disertacni préce, ve které jsou podrobné pre-
zentovany vSechny vysledky, kterych bylo dosazeno ve snaze naplnit cile definované v kapitole 3.
Nédmeétem k vyzkumu byla pfedevsim autorova pfedchozi zkuSenost s feSenim kontaktnich tloh
a vyvojem numerickych metod v rdmci kone¢noprvkového fesice vyvijeného firmou FEM consul-
ting. Pii snaze rozsifit stavajici oSetfeni kontaktu zaloZeného na diskretizaci typu node-to-node
ze statické rovnéZ na dynamickou analyzu se nepfiznivé projevil vliv podminéné stability expli-
citni ¢asové integrace. Konven¢ni metody pro vynuceni kontaktnich podminek nejsou pro expli-
citni dynamiku optimdlni. Penaltovd metoda ztraci schopnost konvergence se vzriistajici hodno-
tou penaltového parametru a feSeni casto vykazuje faleSné oscilace kinematickych velicin i kon-



taktnich sil. Kriticky ¢asovy krok je navic nepfimo umérny velikosti penalty, coZ zvySuje Casové
naroky numerického feSeni. Hlavni nevyhodou metody Lagrangeovych multiplikdtort v expli-
citni dynamice je fakt, Ze v kazdém casovém kroku je tfeba feSit implicitné soustavu rovnic, coz
zpomaluje feSeni a znehodnocuje to tak hlavni vyhodu explicitniho pfistupu. Toto vedlo autora
k ndvrhu vlastniho feSeni pravé popsaného problému, které je podrobné prezentovano v této ka-
pitole. Nejprve je problematika stability explicitni integrace feSena pro pfipad kontaktni diskreti-
zace typu node-to-node v podkapitole 4.1. Ddle je popsdna implementace kontaktni diskretizace
typu node-to-segment pro statické tlohy v podkapitole 4.2, aby mohla byt v dalsi ¢asti prace
roz$ifena také pro dynamické problémy. Ndsleduje proto detailni popis vypoctu okamziku kon-
taktu, ktery je esencidlni pro dvé nové navrZzené metody fe$ici dynamicky kontakt typu node-to-
segment, a sice kinematického pojeti kontaktu popsaného v podkapitole 4.3 a metody zalozené
na bilanci energie v podkapitole 4.4. Neméné dtileZitou soucdsti prace je podkapitola 4.5, ktera je
vénovand problematice vazbovych podminek. Vyzkum v této oblasti vyustil v definici vlastniho
kladkového elementu popsaném v oddilu 4.5.1.

4.1 KONTAKT NODE-TO-NODE

Node-to-node diskretizace je jednoduchd a stabilni diskretizacni metoda [66] pro shodné
sité [63] a je pouZita v programech RFEM a SCIA pro modelovéani kloubti. Node-to-node kon-
takt je definovédn dvojici uzli (master a slave) a transformac¢ni matici, kterd urcuje smér kloubu
(viz obrazek 4.1).

Obrazek 4.1: Node-to-node kontakt (master a slave) a lokdlni soufadny systém v master uzlu, charakterizujici smér
kloubu [78].

Lokdlni matice tuhosti kloubu je ddna bud’ penaltovou metodou (podkapitola 2?) jako

K=ATWA, (4.1)
kde
W =diag(wy, ..., we), (4.2)
1 00
A:I(‘;‘ 10 _;3 _(; Iz=(0 1 of, 4.3)
3 3 00 1

kde wy, ..., w, jsou védhy penalty pro tuhé sméry kloubu, pfipadné lze metodou Lagrangeovych
multiplikdtort urcit lokdlni matici tuhosti kloubu stejnou matici A jako v (4.3).

V pfipadé potfeby lze matici tuhosti kontaktu K upravit v pfislusném stupni volnosti, a nahra-
dit vdhu penalty w libovolnou tuhosti ¢ pro libovolny smér. Nahradime-li prvni stupen volnosti
w; v matici (4.2) tuhosti ¢ ziskdme

W = diag(c, wz, ws, wa, ws, We). (4.4)



Transformacni matice kloubu

Tr= (4.5)

T 0
0T

je sloZzena z matic smérovych kosinti T mezi globédlnim a lokdlnim soufadnym systémem

Cx,X Cx,Y Cx,Z
T=|Cyx Cyv Cyz|, (4.6)

kde C;; znamend kosinus svirany osami i a J. Vzddlenost mezi uzly je zohlednéna v transfor-
macni matici rozsifené o matici excentricity E

Tre = 4.7)

0 T

T TE]
Matice excentricity

E = _ez 0 ex (4'8)

se sklada z excentricit a je antisymetricka.

Obecné lze Fici, Ze v konstrukci mame tfi zdkladni typy kloubti: tuhy kloub; tuhy kloub line-
arné poddajny v urcitych smérech; nelinedrni kloub.

Prvnim je tuhy kloub simulujici nekone¢né tuhé spojeni dvou uzli. Tuhy kloub nemé sdm o
sobé v metodé kone¢nych prvkd Zddny smysl, protoZe tento typ spojeni muZe byt jednoduse mo-
delovan prvky se spolecnym uzlem. Je vSak zapotiebi, pokud jsou nékteré stupné volnosti kloubu
poddajné. Druhym typem je linedrni kloub s danou tuhosti v daném stupni volnosti. Tfetim a
nejobecnéj$im typem je nelinedrni kloub, jehoZ chovani muzZe byt pfedepsano funkci nebo za-
vislosti jednoho sméru na jiném stupni volnosti (napft. tfeni).

4.1.1 Modifikace algoritmu z divodu stability

Explicitni metoda je pouze podminéné stabilni. Courantovo-Friedrichsovo-Levyho kritérium sta-
bility pro ¢asovy krok mezi dvojici uzli je dano jejich vzdalenosti /, tuhosti k a hmotnosti m v

uzlech a pro prut délky / Ize napsat

l
At ——— (4.9)

\/M '
min(m)

Toto kritérium stability dokumentuje problém, jenz nastdva pfi tuhém spojeni dvou uzli.
Dosadime-li do rovnice (4.9) nulovou délku / = 0 m, pak pro splnéni kritéria stability musime
pocitat s nulovym ¢asovym krokem. To je nemoZzné a i pfi malych vzdélenostech mezi uzly dosta-
vame pfi splnéni tohoto kritéria neprakticky maly ¢asovy krok. Proto byla navrZena modifikace
algoritmu, poprvé autorem piedstavena v [78], kterd umoZniuje tuhému kloubu modelovanému
pomoci node-to-node kontaktu korektni a casové nendro¢ny vypocet explicitni metodou.

Z4akladni myslenkou této modifikace je ztotoZnéni sil a hmot pusobici na dvojici kontaktnich
uzld, pokud je kontakt vyhodnocen jako tuhy. Grafické zndzornéni pro kontakt tuhy ve vSech
smeérech ukazuje obrazek 4.2.

Horni index (s)/ je vyuzity k popisu prvniho a druhého uzlu v node-to-node kontaktu a na-
byva tak pouze hodnot 1 a 2. Spodni index (¢); znaci globalni soufadny systém, L lokalni sou-
fadny systém a index (e) sepp docasnou proménnou.




R? /
/
’ 1 2
R=R +R

1147 //
m m=m + WQ./

R! “C_R!

A

a) pred Gpravou b) po upravé

Obrazek 4.2: Ztotoznéni sil a hmot.

i T

R, =[rux Tuy Tuz Tox Toy Tyzl (4.10)
R/ =Tz R 4.11)
R}y, = R] (4.12)

Pro viechny tuhé sméry g vR] 1 1 )
RL(q) = RL(q) + Rtemp(q)’
R7() = RL(@) + Rigyy, (),

kde g € (1;6) < N pro dlohu s Sesti stupni volnosti v uzlti, pficemz index g reprezentuje slozky
vektoru (od 1 pro ryy po 6 pro ry;).

(4.13)

R. =Tz 'R/ (4.14)

Podobnad operace je provedena i s hmotami.
Mi = diag(mpy, mry, Mrz, Mrepx, MLey, mL(pz) (4.15)

M) =Tg-M., - TzF. (4.16)
Matice Mi neni bezpodminecné diagonalni, proto je ji v pfipadé potfeby nutno diagonalizovat.

Jeji hodnoty jsou uloZeny v do¢asném poli pro nésledné pouziti

M, =M. (4.17)

temp

Pro vSechny tuhé sméry g v Mi

M; [q,q] = M} [q, g1 +My,,,,[q, 4],

5 o . (4.18)
M;lq, g1 =M[q, g1 + Mimplq, 41,

kde g € (1;6) < N. Hmoty jsou poté transformovany nazpét do globdlniho soufadného systému a
diagonalizovany v pfipadé potteby

M. =Tz" M) -Tx. (4.19)

Po takovéto modifikaci jsou dopocitany deformace za vyuziti metody centrdlnich diferenci. Déle
jsou popsany modifikace potfebné pro nékteré specifické pfipady. Jedna se napiiklad o modifi-
kaci pro klouby, které jsou v nékterych smérech tuhé a bez tuhych podpor v jakémkoliv sméru.
Tuze podepfené a podminecné tuze podepfené uzly musi byt také specidlné oSetfeny. Deformace



vypocitané za pomoci metody centrdlnich diferenci jsou transformovéany do lokdlniho soufad-
ného systému kloubu a vySetfeny na dva speciélni pfipady.

T . . . . . .
U, = |ukow ul o9l @) ¢l (4.20)
U/ =Ty U/ (4.21)
L R"Yg .
i i
vl,,=U; (4.22)

Nejprve je provedena identifikace podepienych kloubti v daném stupni volnosti, poté je defor-
mace z tuze podepienych uzli pfisouzena druhému z dvojice uzll ve vSech tuhych smérech g
kloubu. Pokud je tuze podepien druhy uzel

U} (9) = U,,,,,(a), (4.23)
a obracené, pokud je tuze podepfen prvni uzel
U7(q) = Uy (). (4.24)

Poté jsou vyhodnoceny nelinedrni klouby zadané funkci. UZivatel miiZe definovat limitni tuhost,
kterd je bréna jako tuha.
Tuha vétev funkce, s tuhosti pfesahujici li-

mitni tuhost, je vyobrazena na obrazku 4.3. AFIKN]
Pokud deformace d mezi kontaktnimi uzly
prekroci limitni hodnotu dji, (djim = 1 mm pro 1l
obréazek 4.3), kde d je x-ty element vektoru D ' ¢ tuh4 vétey
0.5t
D=U%-U}, (4.25)
jsou lokdlni deformace pfepocitany tak, aby 1 -0 0 05 1 d[mm]
spliiovaly tuto limitni hodnotu dj;, 05
ai:
Ul ) =0 () %,
d (4.26)
U2(x) = U2 (x) - lim Obrazek 4.3: Funkce nelinedrniho kloubu s tuhou vétvi
L L d’ (vétev je tuzsi nez limitni tuhost) ukazuje zavislost sily F

na posunuti d v daném sméru. Podobnou zvislost lze
a transformovény zpét do globdlniho soufad- predepsat pro moment a pootoéeni. [78]

ného systému
Ul =1z" Ul 4.27)

Zrychleni a rychlosti je potfeba pfepocitat pro modifikované posuny Ué zpétné

J J
: u —Uu
o =l 7 (4.28)
I’l+§ Atn+%
- j _ . _ .
Au un+% un_% (4.29)
j_ A (4.30)
AL, '



Priklad

Vypocetni model je pfevzat z [75] a popsdn na obrazku 4.4. Pruty jsou definovany ¢tvercovym
prufezem (obrazek 4.5a) a materidlem s E = 1 MPa a v = 0.5. Kloub mezi pruty (mezi uzly N1 a
N2) je modelovén jako tuhy v transla¢nich smérech a rotacni smeéry ¢ a ¢ jsou volné. Ve sméru
@y je predepsdna nelinearita zaddna grafem (obrazek 4.5b). Vlastni frekvence pro posun kloubu
ve sméru Z je fi; = 0.505 Hz pro negativni ¢4st funkce a f, = 0.797 Hz pro pozitivni ¢ast funkce.
Kloub je zatiZen silou —1 N ve sméru Z po dobu 0.991 s. Vypocetni ¢asovy krok je 0.001 s.

AN 10m N1 N2 10m N3N
72 A N

Obrazek 4.4: Model dvou konzol spojenych nelinedrnim kloubem mezi uzly N1 a N2. Uzel N2 je zatiZen silou 1 N ve
smeéru -Z. [75]

a)

1073

b)

uz [mm]

‘ [rad]

Obrazek 4.5: Ctvercovy pritfez s délkou strany 1 gprgzek 4.6: Vysledek posunuti uzlu N1 a N2 ve sméru Z s

H; nalevo (@) a graf nelinearniho kloubu napravo v, nagenymi ¢asy pro tuhé a volné chovani kloubu [75].
(b).

6 7 8 9 10

Data prevzata z [75] jsou zobrazeny na obrézku 4.6. Vysledky piikladu ukazuji spravné posu-

2 ¥ 2z

nuti kloubu ve sméru Z. Negativni posuny jsou —4 mm pro pozitivni ¢ast funkce kloubu s perio-

dou T; = 1.982 s, coz odpovida frekvenci f;. Pozitivni posuny jsou 2 mm pro negativni ¢4st funkce
kloubu s periodou T, = 1.255 s, coz odpovidéd frekvenci f,.

4.2 KONTAKT NODE-TO-SEGMENT

Diskretizace node-to-segment umoZzinuje — ze své podstaty a na zédkladé robustnosti — §i-
roké vyuziti pro modelovéani kontaktnich tloh. Princip tohoto typu diskretizace bude pro jedno-
duchost vysvétlen pro 2D piipad a linearni elementy na obrdzku 4.7. Kontaktni par je definovan
mezi master segmentem a slave uzlem. Soufadny systém kontaktu pro linedrni master segment
ve 2D vychdézi z vektoru urCeného pocdtecnim a koncovym uzlem m = x, —x;, délky / = ||m]|,
kde spolec¢né s jednotkovym te¢nym vektorem t = 7 a jednotkovou kolmici n k t tvoii soufadny
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systém kontaktu. Slave uzel lezi na kolmici k m ve vzddlenosti g od néj, pficemz kolmice lezi ve
vzdalenosti £ od uzlu 1, a £ € {0;1).
Pro dvé télesa v kontaktu po nalezeni dvo-
jice slave uzlu a master elementu je vytvofen slave
kontaktni element. Aktivni kontakt pfispivd k [ )
virtudlni praci ¢lenem OIl.. Ve své diskrétni
podobé pro kontakt na obrazku 4.7 ma ptispé- n &N

vek tvar t ¢ (1-8)

6HC:FN6gN, (4.31) .
) 1 master 2
kde Fy pfedstavuje normélovou kontaktni
silu. Matice tuhosti kontaktu je ziskédna z linea- Obrézek 4.7: Geometrie kontaktu node-to-segment.
rizace
A6HC:AFN5gN+FNA5gN, (4.32)

kde symbol A indikuje linearizaci. Konkrétni podoba ¢lenu Fy opét zavisi na zvolené metodé a
Clen A pouZity k jeji definici mé tvar

A=[n 0 —(1-On 0 —¢n 0]. (4.33)

Podrobny popis odvozeni pro metodu Lagrangeovych multiplikdtorti i penaltovou metodu je uve-
den v [63], fada vyjimkovych p¥ipadt je podrobné&ji popsdna napiiklad v [66].

Ukazky implementace

Pomoci tohoto ptistupu byly spocitdny dva modely s vyuZitim kontaktu node-to-segment mezi

dvojici entit. Priklady jsou pfevzaty Z [71].
Prvni ukdzka predstavuje kontakt mezi 2D ele-

menty, model je sloZen z ptilkruhu, jenz je za- 4.0m 20m 4.0m
tlacovdn do desky, geometrie je popsdna na £ ) slave ) 1

|

obrazku 4.8. Vypocetni sit' kone¢nych prvki
je v detailu vyobrazena na obréazku 4.9a. Vy-
sledek spolecné s vyobrazenim deformaci je
na obréazku 4.9b. Stejného principu lze vyuzit
i pro obecnou 3D geometrii, jako dikaz jezde 5.0m
znazornén i pfiklad kontaktu, kdy je koule za-

tlacena do membréany. Membréna je Ctverco-

vého tvaru o délce strany 5 m a je podepfena -~
liniovymi podporami na vSech okrajovych lini-
ich, koule mda polomér r = 0.5 m a je umisténa
0.5 m nad membrénou (viz obrazek 4.10), do
které je poté zatlacena. Velikost predepsané deformace je 1 m ve svislém sméru Z, coz je 0.5 m
pod pocdatecni rovinou membrdny, jak je vyobrazeno na obrazku 4.11.

Stejného principu lze vyuZit i pro obecnou 3D geometrii, jako dtikaz je zde zndzornén i piiklad
kontaktu, kdy je koule zatlacena do membrany. Membrana je ¢tvercového tvaru o délce strany
5 m aje podepfena liniovymi podporami na vSech okrajovych liniich, koule ma polomér r = 0.5 m
a je umisténa 0.5 m nad membranou (viz obrazek 4.10), do které je poté zatlacena. Velikost pie-
depsané deformace je 1 m ve svislém sméru Z, coZ je 0.5 m pod pocédtecni rovinou membrdny,
jak je vyobrazeno na obrazku 4.11.

‘ \/

master

o
O
=3
Yk

Obrazek 4.8: Geometrie modelu 1 [71].
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a) pred vypoctem b) vysledné celkové deformace uy [mm]

Obrazek 4.9: Detail téles v kontaktu se siti kone¢nych prvka [71].

Obrazek 4.10: Model kontaktu mezi 3D entitami Obrazek 4.11: Deformace u [cm] od pocatku kon-
(membréanou a kouli) [71]. taktu po konec vypoctu [71].

4.3 KINEMATICKE POJETI DYNAMICKEHO KONTAKTU

V ramci podkapitoly 4.2 doslo k implementaci kontaktu node-to-segment, ktery vSak zptiso-
buje obtiZe z pohledu stability . ProtoZe pfistup popsany v oddilu 4.1.1 jiz nelze jednoduse apliko-
vat na obecnéjsi kontakt node-to-segment, byl navrzen novy piistup k feSeni kontaktu v explicitni
metodé vychdzejici z kinematického pojeti dynamického kontaktu. Zdkladem navrzené metody
je princip zachovéni hybnosti.

Na stejném principu zachovani hybnosti na kontaktnim rozhrani jiZ vznikly metody publi-
kované v [2, 53]. Piistup uvedeny v [2] vyuZiva k vynuceni pfedepsanych podminek rozsifené
Lagrangeovy multiplikatory, coZ vyZaduje iterac¢ni feSeni soustavy rovnic, které je v explicitni me-
todé nezddouci. Druhy piistup uvedeny v [53] nevyZaduje feSeni soustavy rovnic, sami autofi ale
uvadéji, ze pristup zvySuje energii soustavy a také mtize dochdzet k umélému semknuti entit v
kontaktu pro neelastickou kolizi. Museli proto zavést umélé sniZeni vypocitanych kontaktnich sil
pro zachovéni nulové zmény energie v priubéhu vypoctu a ddle zavést dodatecnou zménu rych-
losti entit v kontaktu, aby nedochézelo k nechténému semknuti.

Nové navrZzend metoda, poprvé predstavena v [74], nepocitd primarné kontaktni sily, ale z
dtivodu jejiho specifického vyuziti v explicitni metodé dochdazi po vypoctu pohybovych rovnic ke
korekci deformaci uzli na kontaktnim rozhrani. Pocitaji se pfimo deformace, rychlosti a zrych-
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leni uzlt za predpokladu:
* nepenetrability g, =0,

* vypoctu presného okamziku kolize ¢, € (t,; t;+1),

* rozdéleni vypocetniho ¢asového kroku At na dva podkroky, sestavajici z intervalt (z,; t.) a
(tC; tl’l+1>)

zachovéani hybnosti entit v kontaktu }_ p = konst.,

dokonale neelastické kolize.

Navrzeny pristup byl postupné pouzit v fadé funkcionalit, coZ vedlo ke zlepSeni stability i vy-
sledkt a kazdé této casti je vénovdn samostatny oddil. Aplikace kinematického pojeti dynamic-
kého kontaktu je postupné popsdna na problému nelinedrnich podpor (viz oddil 4.3.1), poté na
node-to-node kontaktu v oddilu 4.3.2 ndsledovaného obecnéj$im node-to-segment kontaktem v
oddilu 4.3.3 az po specifické pfipady vét§iho poctu slave uzlli na jednom segmentu v oddilu 4.3.4
a kontaktu dvou hran v oddilu 4.3.5.

4.3.1 Nelinearni podpory

Pti feSeni ¢asovych analyz s nelinedrnimi podporami se ukézal zavazny problém, a to zvladnuti
pfechodu z pruzné casti na absolutné tuhou. Jedna se naptiklad o podpory tuhé pouze v jed-
nom sméru (tah/tlak) ¢i podpory zadané nelinearni funkci s tuhou vétvi. Pristoupilo se proto ke
stabilizaci tohoto jevu za pomoci kinematické metody.

Pro vypocet uzlu podepteného v libovolném sméru nelinedrni podporou (v ukdzkovém pfi-
kladu ve sméru x) jsou nejprve spocteny deformace béZnym zptisobem dle rovnice (??) (viz ob-
razek 4.12a). Poté je zkontrolovano, zda se deformace uzlu nedostala do tuhé oblasti podpory
(ux > wim), a pokud k takovému piekroceni doslo, je na uzel aplikovdna korekce a jeho poloha
upravena tak, aby odpovidala definici podpory

Au Av
— A —

Au = Uy, — U, Av=—, a=—.
fim At At

(4.34)
V tomto pfipadé uy = ujin, jak je zndzornéno na obrazku 4.12b. V obecnosti se tento ptistup apli-
kuje napf. na jednostranné tuhé podpory, podpory s nelinedrni funkci, jezZ obsahuji tuhé vétve ¢i
podpory s ttenim (viz obrazek 4.13). Takto popsand korekce je vZdy provadéna v lokdlnim sméru
podpor.

th+1 In+1
[ u | [ U | F Fi A
In In
ux ux
. > R >
y, O o y, O () @) JTRD A S—
P } | |
lim lim x u u
_Ilu : le
X X
a) b)

Obrazek 4.13: Priklady nelinedrnich

funkci podpor.
Obrazek 4.12: Vypocet a korekce nelinedrné tuhé podpory.

V pfipadé existence vice podpor vjednom misté, je tfeba provést vypocet jednotlivych dil¢ich

silovych sloZek pro spravné hodnoty reakci v pfislusnych podporéach. K tomu je vyuzivdno né-
sledujiciho postupu. Pfispévek kazdého tuhého sméru q kazdé podpory j, které podpiraji stejny
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uzel, je pfeveden z lokdlniho soufadného systému podpory do globédlniho soufadného systému
prostiednictvim transformacni matice T.

J _opTgl
s, =T7sT, (4.35)

kde matice Si pfedstavuje matici ¢lent pfisludejici tuhym smériim podpory v lokdlnim sou-
fadném systému. Ucinky Sé jsou secteny do vysledné matice charakterizujici piispévky tuhych
sméra vSech podpor v globdlnim soufadném systému

Sc=Y SL. (4.36)
j

Matice S¢ se vyuzije k nalezeni feSeni soustavy
Scfg=r, (4.37)

kde r jsou nevyvazené sily v daném uzlu a vysledkem jsou reakce f; od tuhych smért podpor v
danych globdlnich smérech. Dil¢i reakce fé pro kazdou podporu je tteba dopocitat ze vztahu

f. =S/f; (4.38)
a nasledné je transformovat zpét do soufadného systému dané podpory

J _ .

£ =T,f. (4.39)

Verifikace FeSeni

Spravnost navrZeného algoritmu je demonstrovana na ptikladu Signoriniho dynamického pro-
blému pro 1D (viz obrazek 4.14). Jednd se o ndraz prutu na tuhou piekdzku (modelovano jed-
nostrannou podporou ptisobici pouze v tlaku). Prut m4 délku L = 1m, E = 1MPa, prufez o ploSe
A = 1m?, hustotu p = 1kg-m™3, pocétecni rychlost vy = 1m-s~! a nachézi se v nulové vzdale-
nosti od podpory. Prut je rozdélen na 100 kone¢nych prvkii a maximadlni vlastni frekvence modelu
W max = 200 s71. Vypoétené hodnoty jsou porovnany s penaltovou metodou, jejiz vysledky jsou,
stejné jako ptiklad, pfevzaty z [26]. Pro zobrazeni vysledk( jsou pouZity bezrozmérné jednotky

cot coF,
t*:L F:: OC’
L EA

(4.40)

kde F, je kontaktni sila, t* a F} jsou bezrozmérné jednotky ¢asu a kontaktni sily a ¢y danych

vztahem ¢y = \/% znaci rychlost Sifeni vin v prutu.

Obrézky 4.15 a 4.16 dokladaji vyhody kine-

matické metody oproti penaltové metodé. Za- Vo
timco kinematickd metoda dovoluje spocitat DE—

dany pfiklad s C, = 0.82 (viz obréazek 4.16a), ?
penaltovd metoda s timto ¢asovym krokem di- d=0m

verguje (jak je ukdzano v [26]). Z dal$iho po-
rovndni plyne dosaZeni presnéjsich vysledkl
kinematickou metodou, a to navic bez nut-
nosti volby penalty B, kde B = w/k (viz [26]).

Obrazek 4.14: Signoriniho problém.
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-2+ - -2 |
| | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t* t*
a) C,=0.82 b) C,=0.5

Obrazek 4.15: Vysledky kontaktni sily spoc¢itané kinematickou metodu.

W

0
’“‘ MlllllllllnhHHHIHIIHHHIHI

1o e e e
2l
0 015 i 1.‘5 2 0 0.‘5 i 1‘.5 2
t* t*
¢)C,=05,,=35 d)C,=05,p5=15

Obrazek 4.16: Vysledky kontaktni sily spocitané penaltovou metodou.

4.3.2 Kontakt node-to-node

Postup vypoctu pro kontakt node-to-node bude vysvétlen na dvojici uzli 1 a 2 z obrazku 4.17.
Napfed je spocitdna deformace uzld pro jeden ¢asovy krok v intervalu (#,; t;,+1). Pokud v rdmci
tohoto ¢asového kroku dojde ke kontaktu v ¢ase . € (t,; ,+1), je takto spocteny ¢asovy krok roz-
délen na dva dil¢i podkroky. Prvni podkrok spociva ve vypoctu pohybovych rovnic v ¢asovém
useku (ty; t.). Druhy podkrok jiZ probiha za podminky neelastické kolize dvou hmotnych bodti v

casovém intervalu (z.; 1]'7}), kde index ()¢ oznacuje novou konfiguraci v daném Case a casové

je 1Y = tyy1. Nova rychlost uzl v]'$", pouZitd vdruhém podkroku, se vypocitd jako
+
ppgw = PP (4.41)
m; + mp

kde m; a my jsou hmotnosti uzlli a p; s p» jsou hybnosti uzlt pfed kolizi spoc¢tenych jako p; =
m;v;.

n my my 1y my n

y L JY —@— Yy, —@ o
'Vl V2 V2 A4 V2 V]
X X X

Obrazek 4.17: Penetrace kontaktu dvojice uzla.
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new

Vypocet posunuti, ke kterému dojde v intervalu (z.; £, ]

), je dan (n+1 — 1) 2

mi+my
vztahem —l
Atte = AUV = (£, — 1) DL P2 (4.42)
‘ b 4+ my O, @
1,2
jak je zndzornéno na obrazku 4.18. Celkové posunuti v ramci jed- -
noho ¢asového kroku pro uzly v kontaktu je dano vztahem ‘/ r(.\;
N

P1tp2 . . 5
Au; = (t,— ty)v; + (tyeq — to) ———. (4.43) Obrazek 4.18: Vypocet nové

my + n polohy uzltl.

Verifikace FeSeni

NavrZeny pfistup je porovndn s penaltovou metodou, konkrétné s ptikladem uvefejnénym v [16],
kde je studovan vliv velikosti penalty na piikladu dvou rtizné dlouhych elastickych prutdi, mezi
kterymi dojde ke kontaktu (viz obrazek 4.19). Délky prutt jsou L; = 10 m a Ly = 20 m, modul
pruznosti E; = E» = 100 Pa, hustota p; = p2 =0.01 kg/mg, plocha priifezti A; = A, = 1 m?, vzdale-
nost mezi pruty d = 0 m a délka konec¢nych prvki Lejer, = 0.2 m. Po¢éatecni rychlost vy = 0.1 m/s
ma pouze prvni prut smérem k druhému prutu.

Vo
>
|
prut 1 g K—OH prut 2
=0m

Obrazek 4.19: Vypocetni model dle Hurika [16].

Verifikace je provedena porovnanim kontaktni sily F, spoctené za pomoci kinematické me-
tody (viz obrazek 4.20) s penaltovou metodou (viz obrdzek 4.21). Data pro penaltovou metodu
jsou pfevzata z [26]. Z porovnani jasné vyplyvd vyhoda nové navrzené metody, kdy je dosaZeno
uspokojivych vysledkii bez nutnosti ur€ovani jakychkoliv vstupnich parametrii tak jako u penal-
tové metody. Nejpartnéjsi je vdaném pfikladu rozdil pro C, = 0.999, kdy penaltovd metoda ve své
zékladni varianté neni schopna dosahnout relevantnich vysledk pro jakoukolivhodnotu penalty
Bs, kde B = w/k (viz [26]).

I
I I
I I
1 A
| |

| | | | | | | | | |
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0 01 0.2 03 04 05 06 0.7
t[s] t[s]

a) C, =0.999 b) C, =0.2

Obrazek 4.20: Vysledky kontaktni sily pro kinematickou metodu.
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T T N T
=1 TUlW | = 1
=3 i ] l : =3 i
S | : i |
1 | J] ‘ . 1 1
-1 ! ! ! ! ! ! -1 ! ; ! ! ! !
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 0.6 0.7
t [s] t[s]
a) Cr =0.999, ﬁs =0.125 b) C, =0.2, ,Bs =0.125
. 1072
T
— oo N r—!5
< | 1 23 |
K | <9 |
: - 1 |
_ | | | | | | _ | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 0.6 0.7
t[s] r[s]
¢) Cy =0.999, fs=0.25 d) C,=0.2, Bs=0.25
-2 102
- 107 - 10
'_5 77777 | \7777k777<‘ 7 ’_‘5 N
23 : | | Zs| o
LL I | | LL4 ‘
1 1 i } = 1 } i |
-1 | | | : | | -1 | \L | | | |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 0.6 0.7
t [s] t[s]
e) Cy =0.999, Bs = 1 £)Cr=02, Bs=1

Obrazek 4.21: Vysledky kontaktni sily pro penaltovou metodu.

4.3.3 Kontakt node-to-segment

Kinematickd metoda byla dosud prezentovana na 1D pfipadech. Jeji zobecnéni pro vicerozmérné
problémy bude popsédno v tomto oddilu. Princip navrzeného kinematického pfistupu pro stabi-
lizaci kontaktu mtZe byt popsédn na pfikladu jednoduchého 2D NTS kontaktu (viz obrazek 4.22).
Predpoklddejme, Ze v Case t, nedochdzi k Zddné penetraci uzlu 3 se segmentem 1-2. Jakmile je
zjiSténa penetrace v Case f,.1, musi se pfistoupit k vypoctu pfesného casu, pti kterém doSlo k
proniku. Je vypocitan presny okamzik, pfi kterém doslo k penetraci, stejné tak i konfigurace v
tomto Case.

Vysledny cas t. odpovidéd konfiguraci vyobrazené na obrazku 4.22 (). Takto ziskana konfi-
gurace je vyuzita k vypoctu nové upravené konfigurace v Case ¢, ¢". Na zdkladé Newtonovych
pohybovych zdkonti mGZeme vyuzit hybnost kontaktu

P=PpP1tPp2tP3 (4.44)

17



147 My
V2
ms
—9
V3
ma
y
 (w)
Obrazek 4.22: Penetrace kontaktu [74].
_______ _ . p1+(1-¢)-ps
kde (tl’l+l tC) mi+(1-&ms
pPi = m;v;. (4.45)

Sloucenim rovnic (4.44) a (4.45) ziskame 1-4&)- uiletw o+ &-ultew
yin+

2,th+1

p = mv=mvy + myVvs + Mg3vs. (4.46) (Epat — fo) - ,ffi?‘,ﬁ
276113
Celkova hybnost této soustavy p je konstantni /;'\
N @
p=p"" = Ap=0. (4.47)

Obrazek 4.23: Vypocet nové polohy uzlt [74].

Z dtivodu potieby jednoznacnosti feSeni je nutné rozlisit typ kolize téchto entit. Zdkladni dé-
leni typti kolize je na elastickou a neelastickou. Z dtivodu aplikace navrhovaného pfistupu v sys-
tému na béazi kone¢nych prvka, v némz predmétem feSeni hlavné stavebni a strojni konstrukce,
a kde jsou v kontaktu pouze dil¢i ¢asti prostorové diskretizovanych a deformovatelnych téles, je
vyuzito druhého, dokonale neelastického typu, kde dochdzi ke zméné kinetické energie na jinou
formu energie, napf. na potencidlni energii ¢i teplo v dtsledku tfeni. Pfi uvazovani neelastické
kolize je béhem zpracovani kontaktu hybnost slave uzlu p; rozdélena do master uzlti 1 a 2.

new new

P, =p1+1-¢)-ps, p, " =p2+<-ps. (4.48)

Hybnosti p{'" jsou pouze imagindrni hybnosti v master uzlech vychézejici z pfedpokladu roz-

nosu hybnosti slave uzlu do master segmentu a slouzi k dopocitdni novych rychlosti. Deformace

jsou dopocitany ze vztahu u = Atv. Novd hybnost slave uzlu p5°" je dopocitdna ze vztahu

new new

-V my -V m
ppev-PTH TMTH TR (4.49)
ms3
kde rychlosti vi'%" 1ze vyjadFit z rovnice (4.45)
Vi = & (4.50)
mi

18



Z dtivodu linearizace pohybovych rovnic mohou byt deformace vypocitany jako

new __ new
LIS AR OS2 R P (4.51)

new __ _ ylew
W, =l + (th+1 — 1c) Vo thil?

new __ _ . rew .qqrew
u3rtn+l - (1 é‘) ulvtn+1 +€ uzvtn+1,

kde v;?i”il Ize vyjadrit z dosazeni rovnice (4.45) do rovnice (4.48)

new :pl+(1_é)'p3 new — p2+€'p3 (452)
P+ -Omg’ P my+&mg '

Verifikace FeSeni

Verifikace feSeni je provedena na 2D Hertzové tloze dvou valcti o poloméru r = 4 m z linedrné
elastického materidlu s modulem pruznosti E = 1 GPa, Poissonovym soucinitelem v = 0.2 a hus-
totou p = 1 kg-m™!. Vélce se dotykaji v jednom bodé a maji pocate¢ni rychlost Ué’y = —vg’y =
—2m-s~!. Z divodu symetrie je zohlednéna pouze polovina kazdého vilce. Je zvolen vypocetni
krok At = 1e~*s. Model je prevzat z [25, 39], analytické feseni piikladu z [19, 31, 39] (spo&itané
za pfedpokladu malych deformaci a Zddného Sifeni vin). Vysledky spoctené za pomoci penaltové
metody jsou pfevzaty z [11].

Uloha je za pomoci kinematické metody spo¢itdna pro dvé riizné veliké sité, délka hrany ele-
mentu na hrané se slave uzly md v prvnim pfipadé délku Lgj,ve = 0.1 m a vdruhém ptipadé délku
Lgjave = 0.05 m, jak je vyobrazeno na obrazku 4.24a a obrazku 4.25a.

30 3
-2 z_
y -34=
—-65=
L4 -97 3
Y -129=
-160 =
\ -192 3
—224
y
a) Sit' konecnych prvki b) Sifeni vin a napéti O'y[N/IIlZ] v ¢asech 1 =0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrazek 4.24: Vysledky napéti o, v Case s délkou prvkii na rozhrani kontaktu Lgjaye = 0.1 m.
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y —32=

’ -64=

) -96=
\ ~127=

-159=

\ —1901
—2223

a) Sit’ konec¢nych prvkil b) Sifeni vin a napéti Uy[N/mZ] v ¢asech 1 =0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrazek 4.25: Vysledky napéti o, v ¢ase s délkou prvki na rozhrani kontaktu Lgjave = 0.05 m.

0 0
Z -200 Z. —200
M o
—400 —-400
| | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s] t[s]
a) Kinematicka metoda - Lgj,ye = 0.1 m b) Kinematick4 metoda - Lgj,ye = 0.05 m
0 100
= _200 2
— 5o
2 5 50| 1
= 5
—400
| | | | 0 | | | i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s] t[s]
c) penaltovd metoda - w = 1e° d) Kinematickd metoda - bilance energie

Obrazek 4.26: Vysledky kontaktni sily spoc¢itané Kinematickou metodou (a, b), penaltovou metodou (c) a bilance
energie pro Kinematickou metodu (d).
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4.3.4 Vice slave uzli na jednom segmentu

Vyse uvedeny postup dava dobré vysledky, je pfehledny a jednoduse pochopitelny. Tento pii-
stup vSak neni korektni, dojde-li ke kontaktu vice neZ jednoho slave uzlu s jednim segmentem.
Drivéjsi kontakt teoreticky ovlivni celou konfiguraci a neni zaru€eno dosaZeni podminek neelas-
tického typu. Postup by pro dodrZeni pfesného vypoctu bylo tfeba zobecnit a pracovat ve vice
intervalech podle postupného vyskytu kontaktu pies celou kontaktni doménu. Takovéto feseni
bylo vyhodnoceno jako neperspektivni z divodu ndro¢nosti implementacni i vypocetni. V rdmci
aktudlni linearizace kazdého jednoho ¢asovém kroku At je radéji pfistoupeno ke zjednoduSeni a
ovlivnéni konfigurace z diivodu kolize vice slave uzlli s jednou master entitou v riznych ¢asech
t; € (ty; ty+1) je zanedbdano.
Kontakt slave uzlu se segmentem vyvoldva zménu hybnosti v segmentu

Ap1 = (1-¢)-ps3, Apz =¢-ps. (4.53)

Tyto zmény hybnosti Ap; a Ap, Ize kumulovat pro libovolny pocet slave uzl, proto je napfed
vypocten vliv v§ech slave uzl( na pfislu§né master segmenty za pomoci obecnéjsiho predpisu

Aplzz(l—fi)'pi» Apz=Z€i-pi (4.54)
i i

a az poté jsou vypocitdny deformace, rychlosti a zrychleni vSech uzlt v kontaktu. K vypoctu no-
vych hybnosti slave uzlti jiz nelze vyuZit rovnici (4.49), protoZe by obecné vedla na systém o vice
neznamych nezli rovnic. Proto je vyuzito pfedpokladu neelastického kontaktu a je vypocitana
rychlost slave uzlu ze vztahu
VI = (1 =&) v+ & vy (4.55)
Takto dopocitana rychlost poté slouZi k vypoctu zrychleni
V(lew

?ew —a; + i ’
Iny1 — I

a (4.56)
a polohy
w Y =ug+ (v =) - (B — L) (4.57)

4.3.5 Kontakt dvou hran

Pti vypoctu kontakt entit ve 3D jiZ nastavaji situace, kdy je formulace kontaktu NTS nedostacu-
jici ¢i vede k opomenuti urcitych ptipadii vzdjemného postaveni kontaktnich entit. Konkrétnim
pfipadem je kontakt mimobéznych hran. Pro zpfesnéni vypoctu je proto umoznéno uvaZovat
také s kontaktem hrany na master segment, jak ukazuje obrazek 4.27.

Poloha bodt kontaktu Kj a K3 na pfislusnych hranéch lze vypocitat z priniku dvou linii. Po-
loha bodt kontaktu je vyjadiena jako

Xx, Cx) =Sk, - Xa+(1-¢k) - Xp, (4.58)
Xk, (€x,) =Sk, " Xc+ (1 =<¢k,) - Xp.

Poloha priiniku je ddna parametry { g, a {k, ziskanymi z feSenirovnice Xk, = Xg,, kde po dosazeni
do (4.58) ziskame

¢k Xa+(1—C¢k) Xp=¢k, - Xc+ (1 -<¢k,) - Xp. (4.59)
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Vypocitd se presny cas ., kdy doslo ke kontaktu, a tomu odpovidajici polohy bodt A, B, C, D.

Zda bod prtseciku K, ktery lze nyni ztotoznit s K; a
K, (K = K; = K3), lezi na hranach AB a CD, je zjis-
téno dosazenim Xk do rovnic (4.58) a naslednym vy-
Cislenim ¢k, adk,

¢k, €40;1) = Kj € AB, (4.60)
&k, €(0;1) = Ky € CD.
Vypocet zmény hybnosti je dopocitan z predpokladu
kontaktu dvou tuhych linii a stejné koncové rychlosti

Vk, = Vg, pro mista kontaktu. Pro kazdou hranu se
vypocte jeji hmotnost

m;=ma+mpg, my=mc+ mp (4.61)

a rychlost, kterda se pfi prechodu do lokdlniho sou-
fadného systému kontaktu bez tfeni zjednodusi na
rychlosti v; = {vy ¢; U1,k; V1,¢} v mistech
X161 =¢1-Xa+(1-¢1)-Xp, (4.62)
X2(S2) =62 Xc+ (1-62)-Xp.

Vv

r =X, — Xy, r, =Xk, — Xo, (4.63)

jsou dopocitdny momenty setrvacnosti pfislusnych
linii
Li=ma-§1+mpg- (1=, (4.64)

L=mc-&+mp-(1-&)?

vc

VA

VB
B
K>
D
Kl VD

Y/l_'x@

Obrazek 4.27: Hrana na hranu.

Obrazek 4.28: Kondenzace linie do uzlu.

arychlosti vbodech Kj a K vyjadfeny pravé témito parametry

VK =V1 +I -, (465)
VK, =V2 +1I2- W2,
A
V;'lew =V;+ _p.y
1
Ap-r;
W =w; + P Ti
I.
1
Z podminky rovnosti vi®" = v)¢" je vyjadiena zména hybnosti v misté kontaktu
VK, = VK, VK, ~ VK,
ApKl = > , ApKz = > - (4.66)
1,8, 1.5 1,8, .5
m L1 mp L my L mp 2
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Vypocet zmény hybnosti Ap4 a App lze provést s vyuzitim rovnice

Ap’°Y = (1-¢x) - Apk,, App®" =k, - Apk, - (4.67)
Stejnym zplisobem Ize provést i vypocet Apc a App

ApY = (1-¢k,) - Apky, ApY" =¢k, - Apk, - (4.68)

Z téchto zmén lze dopocitat nové rychlosti a jim odpovidajici zrychleni a polohy dle (4.55) az (4.56).

4.3.6 Shrnuti

Prezentované kinematické pojeti dynamického kontaktu pro explicitni metodu vede k dobrym
vysledkiim pro vSechny prezentované ptipady, zachovava konstantni celkovou energii soustavy v
prubéhu feSeni a pfekondvé se stabilitou explicitni metody pro kontaktni tlohy. Prezentovany
piistup dopocitava deformace za pomoci zohlednéni piesného ¢asu narazu ¢, kazdého kon-
taktu. Deformace, rychlosti a zrychleni jsou dopocitany s pomoci rozdéleni vypocetniho €aso-
vého kroku At € (t,; t,+1) na interval pfed ndrazem (t,; t.) a po narazu (f.; t,+1). V intervalu po
ndrazu se predpokladd dokonale neelasticka kolize. Navrzeny piistup také umoznuje zohlednéni
kontaktti vice slave uzli s jednou master entitou v ramci stejného ¢asového kroku, jak bylo proka-
z&dno na numerickém pfikladu. Metoda nevyzaduje aplikaci penaltové metody ¢i Lagrangeovych
multiplikdtort, vnitini iterace ani feSeni soustavy rovnic.

4.4 ENERGETICKA METODA

Z dtiivodii snahy o vyfeSeni problémi se stabilitou explicitni metody pro kontaktni tlohy byla
nezavisle na kinematickém pfistupu popsaném v podkapitole 4.3 vyvinuta i druhd metoda pfistu-
pujici k feSeni jinym zptisobem, a to z pohledu konzervace celkové energie soustavy [69, 70, 76].

Existujici algoritmy zaloZené na principu konzervace energie jsou navrZeny a popsany napfi-
klad v [27], kde je dosaZeno rovnosti energie za pomoci Lagrangeovych multiplikdtort, které vy-
nucuji podminku na rychlostech, ale jsou modifikovany geometrické podminky a neni zachovéna
nepenetrabilita. Na tuto préaci bylo navdzano v [68], kde bylo feSeni rozsifeno jesté o regularizaci
za pomoci penalty. Déle byl v [60] prezentovan pfistup pro NTN kontakt, s potfebou specidlniho
pfistupu pro modifikaci sité v pribéhu vypoctu. Oproti tomu zde je prezentovan obecnéjsi NTS
kontakt, kde navic neni tfeba modifikovat sit’ pro zachovani kompatibility jako u NTN kontaktu,
jak jiz bylo popsano v podkapitole 2.

V této metodé se pocita pfimo clen reprezentujici praci kontaktu 611, takovym zptisobem,
aby celkova energie soustavy I1,, na zac¢atku ¢asového kroku a jeji nova hodnota I1,; na konci
¢asového kroku ztistala stejnd a jeji zména AIl byla rovna nule

ATl =T1,,4; - II,, = 0. (4.69)

Pro spravné vycisleni rovnice (4.69) je tfeba znét a vypocitat vSechny zmény vSech slozek energie,
jez jsou ovlivnény ptisobenim kontaktni sily.

Nové navrzeny algoritmus, prezentovany autorem prace poprvé kompletné v [76], se oproti
vySe zminénym lisi hlavné v tom, Ze veSkeré zmény energie jsou vyjadfeny jako proménné kon-
taktni sily ATI(f.). Vypocet je pro ndzornost popsan na 2D feSeni odpovidajici obrazku 4.29, je
v3ak plné rozsifitelny i do 3D.
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Zména celkové energie soustavy AIl zpt- 3
sobena kontaktnimi silami v rdmci jednoho ®
¢asového kroku skladajici se ze zmén kine-

tické energie AIlg, potencidlni elastické ener- n snn

gie All, a potencidlni polohové energie All, t ¢ (1-8)

musi byt rovna nule, [ - " )
1 2

AIl = All + All; + AlT, = 0. (4.70)
Obrazek 4.29: Geometrie jednoho kontaktu node-to-

Rovnici (4.70) Ize rozepsat do jednotlivych pii- Segment

spévkili zvlast pro kazdy kontakt s, kde kon-
taktni sila kazdého kontaktu f, s zptisobuje dil¢i zmény energie AIl;

Alls(f; ) = Ank,s(fc,s) + Al s(fc,5) + AHp,s(fc,s) =0. (4.71)

Dalsi popis jiz z ddvodu pfehlednosti neobsahuje index (e), protoZe vypocet lze provadét indi-
viduélné pro kazdy kontakt zvlast' a vysledné kontaktni sily vznikaji sumaci G¢ink jednotlivych
kontaktt do vysledného vektoru G, ktery reprezentuje Clen dIl, z (2?). Postup vypoctu je tedy
popséan na jednom kontaktu.

4.4.1 Nalezeni mista kontaktu

K ur€eni mista i pfesného €asu, kdy nastane penetrace kontaktu, je vyuZito rychlosti a poloh v
ramci daného vypocetniho kroku. Je zavedena veli¢ina Az, odpovidajici délce ptisobeni kontaktni
sily v rdmci daného ¢asového kroku

Atc € <O;At>, Atc = tn+1 - tc. (4.72)

4.4.2 Smér kontaktni sily

Pfi vypoctu sméru kontaktni sily se vychdzi ze sméru pohybu uzlu a ptisludného segmentu v kon-
taktu. Ve 2D je tfeba urcit ¢tyfi neznamé slozky dvou vektort rychlosti v a v, zatimco jsou k dis-
pozici pouze tfi rovnice: dvé pro zachovani hybnosti a jedna pro zachovani energie. Mezi uzlem
3 abodem C je uvazovdno pusobeni kontaktni sily dle 3. Newtonova zdkona [36], majici stejnou
velikost, av§ak opacny smér. UvaZuji se proto dva limitni pfipady. V prvnim je tfeni absolutni a
nedochédzi k Zddnému prokluzu mezi uzlem a segmentem, coZ vede k odrazu uzlu 3 a bodu C
ve stejném relativnim sméru jako pfed nérazem, avSak s opacnym znaménkem. Na uzel 3 bude
ptisobit kontaktni sila |f¢| ve sméru vektoru @ a na bod C bude ptsobit sila |f?| ve sméru 3_C)
(3_C) = —Eé). Index (¢)* znaci feSeni pro absolutni tieni.
Lze tedy urcit jednotkovy vektor e, jako

3
f@ v
e 4.73)
71 Ivesl - n
3C
Druhym limitnim pfipadem je nulové tfeni v misté P > PY
ndrazu. V tomto pfipadé musi mit kontaktni sila smér C 2

normély n (viz obrazek 4.30) k segmentu, pficemz
tihel dopadu a odrazu je stejny a symetricky préavé ko- ~ Obrazek 4.30: Urceni sméru ptisobeni kon-
lem normaly segmentu umisténé v misté narazu. takinisily na segment.
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£0 n
e=—t=—, (4.74)
ifel  In

kde index (s)° slouZi pro oznaceni nulového tfeni. Vechny ostatni piipady nachdzejici se né-
kde mezi témito extrémy lze chdpat jako kombinaci obou limitnich pfipadd, a proto je vyjaddien

pfechod mezi nimi za pomoci vdhového koeficientu x € (0; 1), jenZ kombinuje oba pfistupy pro
vypocet

e, = ke (4.75)
T '
kde
£, = xf%+ (1 -1 f2. (4.76)

Urceni piresné hodnoty x neni predmétem této prace a slouzi pouze jako alternativa k ostatnim
modeltim tfeni, jako napf. klasické Coulombovo tfeni [7], v€. varianty zohlednujici rychlost [59],
modely dle LuGre a Dahla [33] ¢i dal$im z nespoctu variant tfeni [29].

4.4.3 Zména kinetické energie

Kinetickd energie I1; je pfimo zdvisld na zméné rychlosti jednotlivych uzl v kontaktu a Ize ji
s vyuzitim Einsteinovy sumacni konvence I € {1,2, 3} zapsat

_ 1 * 1 * %
Hk—zmlvlvl, I, = EmIVIVI’ 4.77)
All =TI — Iy = Eml"l V- Emm V)= zml(Zvl-Avl + Avy-Avy). (4.78)

Ze zmény hybnosti
Ap =fAt,, (4.79)
kde fje sila a At je Cas po kterou sila ptisobi, Ize vyjadfit zménu rychlosti
f
Av = —Aft,. (4.80)
m

S vyuzitim rovnic (4.53) a (4.80) mtiZe byt vyjddfena zména rychlosti v uzlech 1, 2 a 3 zptisobena
silou ptisobici na segment

f f f
Avi=——1-0OAt,, Avp=———EAt, Avz=—At,. (4.81)
my my mg
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Dosazenim (4.81) do (4.78) je ziskan vyraz, ktery lze upravit do kone¢né podoby

1 2f.-v f.-f
AHk:—ml(— Cl1-8+- ;u—asz) (4.82)
2 mq ml
1 2f, - f.-f 1 2f, - f.-f
Fomy| -y SE AL |+ —mg| — A AL
2 ny ms 2 ms ms

f.-f
=— v, -f.(1-OAL + #(1 —&)2At?
1

f.-f f.-f,
_Vz'fcfAtc'i'usztcz+V3'chtc+ ¢ CAtCZ.
2my 2mg

4.4.4 Zména potencialni elastické energie

Potencidlni elastickd energie se vlivem kontaktni sily méni v rdmci jednoho ¢asového kroku pouze
v elementech j (na obrdzku 4.31 vyznaceny modie), kterym pfislusi alespon jeden z uzlt kon-
taktu (1, 2, 3), protoZe pouze tyto uzly jsou touto silou ovlivnény. Tuto energii l1ze zapsat jako

AHU ZO']'ACJ', (4.83)

kde o je vektor napéti a Ae; je vektor priristku pfetvofeni na prvcich j od kontaktni sily f..
PopiSeme-li tuto zménu pro jednoduchost na-
piiklad na linearnich ptihradovych prutech,
kde dolni index (e); urcuje c¢islo prutu, Ly; je
puvodni délka prutu, L; je délka prutu na za-
¢étku Casového kroku a L je zménénd délka
na konci ¢asového kroku, pak 1ze energii pro
popsany piiklad vyjadfit jako

1 Li-Ly¥ EiA;
Ha:_EiAi( i Ol) _ i IAL?,
2 Lo; 2L%.
2 Obrazek 4.31: Elementy zahrnuté do vypoctu zmény po-
o = 1 A (L: — Lo, E;A; AL*2 (4.84) tencialni elastické energie jednoho kontaktu.
o —HLiAi % = 2 i .
2 L 2L,
E; A;
ATl =IT}, - = ’LZ’ (2AL; + ALY) ALY,

0i

kde E; je Youngtiv modul pruznostia A; je pra-
fezova plocha pfislusného prutu i.

4.4.5 Zména potencidlni polohové
energie

Tato zména lze vyjadfit jako préce vnéjsich sil na posunuti uzli 1, 2, 3. Jestlize

f f f
Aug = ——=(1-8AL2,  Aup=——=¢At2,  Aug=—=At2, (4.85)
my mp ms
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pak je zména potencidlni polohové energie rovna

fc . fext fc . fext - ext
All, = —Auf™ = —L- (1 - AL+ —2—¢At? - —2—At?, (4.86)
ma msy ms

kde horni index (¢)®*! znaci vné&jsi sily.

4.4.6 Vypocet velikosti kontaktni sily
Velikost kontaktni sily [f.| se vypocitd z celkové zmény energie zptisobené touto silou
ATl = AT (f) + Al (£) + AT, () = 0. (4.87)
VSechny zmény uvedené energie jsou funkce kontaktni sily
f. =If;lec. (4.88)
Zména celkové energie je tak funkce velikosti kontaktni sily |f;| a ¢asu trvani ndrazu Af,
ATI(If|, Ate) = Al (Ifc|, Ate) + Ally (Ifc|, Ate) + AT, (1|, Ate) = 0. (4.89)

Velikost kontaktni sily je vypocitdna z rovnice (4.89). Néasledné je kontaktni sila pfepocitdna na
ptirastek uzlovych sil

m nmy
Af] :AVAA_[:_ 0(1_6)» Afz:AVZAt :—fcf, AngAV3

c C C

ms

=f.. (4.90)

4.4.7 Shrnuti

DileZitou charakteristikou tohoto pfistupu je respektovdni bilance energie na diskretizované sou-
stavé. Kazdy aktivni kontakt je vyhodnocen zvlast’ (viz obrdzek 4.31) a tcinky ndsledné secteny
do vysledného vektoru G. Vektor G je ddn sumou viech kontaktnich sil f. a jedné se o vycisleni sil
z rovnice (?2). Cely postup je pro ndzornost popsan Algoritmem 2.

Vstup: At., B, charakteristiky pro vypocet napéti pfislusnych k elementti, p;(0), v;, m;
pro I €{1,2,3}
Vystup: zmény uzlovych sil Afy, Af, a Afs, jeZ jsou soucdsti vysledného vektoru G
1 nalezeni priiniku a ¢asu nérazu dle podkapitoly 22 z poloh a rychlosti pfislusnych uzli;
2 urCeni sméru kontaktnich sil ec dle oddilu 4.4.2 z poloh a rychlosti;
3 vypocCet zmény kinetické energie Al (f;) dle oddilu 4.4.3 z hmot a rychlosti (4.82);
4 vypocet zmény potencidlni elastické energie AIl,; (f;) dle oddilu 4.4.4 z poloh a fyzikdlnich
charakteristik pfisluSnych elementii (4.84);
5 vypocet zmény potencidlni polohové energie AIl, (f;) dle oddilu 4.4.5 z hmot a sil
putsobicich v uzlech (4.86);
6 vypocet velikosti kontaktni sily f, ze zmény celkové energie
ATl = ATl () + ATl () + ATL, (£.) = 0;

7 vypocet zmény uzlovych sil f;, £, a f3 od kontaktni sily dle (4.90);

Algoritmus 2: Vypocet zmény uzlovych sil Af;, Af, a Af; od kontaktni sily.
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Piiklad a porovnani s penaltovou metodou

Verifikace algoritmu probéhla na pfikladu elastického prutu nardZejiciho na tuhy segment, jenz je

popsan v [43]. Tuhy segment je podepfen na jeho koncich.
Vstupni hodnoty byly pfevzaty z [59] a zéroven slouZi pro porov-
néni vysledki s penaltovou metodou. Obrézek 4.32 ukazuje mo-
del nosniku o délce L = 2 m, prifezové plose A= 10> m?, s Youn-
govym modulem E = 2000 Pa a hustoté p = 2000 kg/m?, rozdéle-
ného na 100 elementti s hmotou diskretizovanou do uzld. Prut je
pustén z vysSky H = 0.0002 m smérem k tuhé podloZce pfi gravi-
taénim zrychleni ve svislém sméru g = 100 m/s. Pro analyzu je
pouZity vypocetni casovy krok At = 1-1078 s. Kontakt je uvaZo-
van bez tfeni. Vysledky vyobrazené na obrazku 4.33 jsou pfevzaty
7 [76]. Obrazek 4.33a zobrazuje deformace uzlti 1, 2 a vyvoj jednot-
livych slozek energie v Case. Tyto deformace odpovidaji analytic-
kému feSeni uvedeného v [59] a graf energii potvrzuje zachovani
celkové energie v Case. Takto dosaZené vysledky mohou byt po-
rovnédny s penaltovou metodou uvedenou v [59] a zndzornénou

|l

Y 1 H=0.2mm
L,

Obrazek 4.32: Elasticky prut dopa-

dajici na tuhou podlozku.

na obrédzku 4.33b a obrédzku 4.33c. Vzajemné srovnéni vysledkt z obrazku 4.33b a obrazku 4.33c
ukazuje zavislost vysledkii na velikosti volené penalty w, a déle 1ze sledovat vyvoj deformaci uzl
1 a2 v Case a jim pfisluSici zmény energie. Vysledky poukazuji na to, Ze pouze spravné zvolené w

vede ke shodé s analytickym feSenim.

0 T T T ] _ 2 | T |
g -0.2 ,\ /\/\_ g ﬁO&m — I
E —04f AN 2 0 —
3 06/ —uzel 1 E
-0.81} ‘ ‘ = uzel 2 v ‘
0 5 10 15 20 0 5
t [ms] a) energetickd metoda
E E
g 2
- 20
: :
)
| | |
0 5 10 15 20
¢ [ms] b) penaltova metoda s w = 0.01

0 8 21 |
02 MQ /{}Lﬁ%kww_ﬁk
-04 | 0 - o
\/\_/_\ AIl
-2 |

E :
< E:
3 —-061 —uzell g
—0.8+ | i i —uzel 2 o ‘
0 5 10 15 20 0 5
t [ms] c) penaltovd metoda s w = 10

t [ms]

Obrazek 4.33: Deformace uzli 1 a 2, spolecné s jednotlivymi slozkami energie pro energetickou metodu (a), penal-

tovou metodu s w = 0.01 (b) a penaltovou metodus w =0 (c).
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4.5 SVAZANISTUPNU VOLNOSTI

Jednd se o obecny pfistup slouZici k definici kinematickych podminek, primérné pouZiva-
ném pro definovani okrajovych podminek. Kromé okrajovych podminek je v3ak tento pfistup
aplikovatelny pro $irsi spektrum tloh. Konkrétné lze tuto metodu vyuZit i pro modelovani riiz-
nych druhti vazeb, kterych je v rdmci této podkapitoly vyuZito i pro definici nového kladkového
elementu.

V této Casti jsou popsdny implementované typy vazeb, zapracované vzdy ve dvou variantach,
vyuZzivajici bud’ penaltovou metodu a nebo metodu Lagrangeovych multiplikatora.

Naésledujici ptiklady typt vazeb budou vzdy uvazovat s provdzanim uzld s Sesti stupni vol-
nosti (postupné: tii translacni ve smérech os x, y, z a tfi rotaCni kolem téchto os ¢y, ¢, a ¢;).
Horni index (»)! a (¢)? slouZ jako identifikator uzlu. Vazby lze teoreticky pfedepsat v libovolném
soufadném systému, ktery se také miize v priibéhu vypoctu ménit v zavislosti na jeho definici
(neménny a ménici se v priabéhu vypoctu v zavislosti na jednom ¢i vice fidicich uzlech).

Nasobitel

Tento typ vazby umoznuje definovat ndsobitele mezi zvolenymi stupni volnosti. V pfipadé stej-
nych deformaci se jedna o ptredpis

2 2 1
x_l u (ple'(px’
uy=1-u, 95 =19y, 4.91)
w;=1-u; pi=1-¢,.

Pokud m4 byt deformace ve sméru x v druhém uzlu 3krét vétsi nez v uzlu prvnim, zménil by se
prvni fddek v (4.91) na
(4.92)

Diafragma

Vazba tohoto typu pfedstavuje tuhé chovani, avSak pouze v ramci jedné roviny. Chceme-li zavést
diafragma mezi uzly v roviné xy, mé vazba pfedpis
2
Uy = Lt - (pz Ay,
= u + (pz -Ax, (4.93)
<p§ soé

‘<N

Tuhy prut

Vazba simulujici tuhy prut lze pfedepsat pfi uvaZovani lokdlniho soufadného systému s osou x
soumeznou s osou prutu jako

Uy = Uy — @ Ay +¢y- Az, i =L
Uy = uy + - Ax, 95 =9y, (4.94)
Uy = uy— @) - AX, 92 =g,
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Pevna vzdalenost

Vazba uchovavd neménnou vzdalenost mezi uzly, osu x tvoii spojnice prvniho a druhého uzlu.

u? = ul (4.95)

Tuhé téleso

Tato podminka pfedepisuje chovdni bodt jakoZto pohyb tuhého télesa, a mezi vSemi body v této
vazbé je vzadjemné pfedepsdna pevna vzdalenost a stejna rotace.

2 2

Uy = Uy =@, -Ay+¢,-Az 95 =0

ui = u}+(p;-Ax—(pi-Az, (p?, = (p},, (4.96)
2_ 1 1 2 1

uz:uz+(p)1c'Ay_(py'Ax) P =Pz

Optimalizace vazeb

Pii aplikaci vazeb typu tuhé téleso ¢i diafragma na mnoZinu uzl{i, je vazba zavisld na vzdjemné
vzdélenosti jednotlivych uzlt. Zptisob vzdjemného propojeni uzli je proto také vyznamny, jeli-
koZ nevhodné propojeni uzlli s sebou mtiZe pfindset fadu negativnich vlivii. Ndhodné propojeni
vyobrazené na obrédzku 4.34a mutZe z diivodu zdvislosti tuhosti na vzdalenosti vazby u penal-
tové metody vést k nepfesnému feSeni, propojeni kazdého uzlu s kazdym uzlem zase k problému
$patné podminéné soustavy. Proto se provazani uzlt voli tak, Ze uzly jsou spojeny vazbami ve
smyslu nejkrat$i mozné spojnice mezi témito uzly, ¢imZ se sniZi vyskyt zbyte¢né rozdilnych vzda-
lenosti v rdmci jedné mnoZiny uzld.

Takto zvoleny zptlisob propojeni byl zapracovdn napfed za pomoci pfesného feSeni (viz ob-
rézek 4.34b), pozdéji byl vSak z dlivodu vypocetni ndro¢nosti popsané v tabulce 4.1 doplnén o
moznost ur¢eni tohoto propojeni za vyuZziti optimalizacniho algoritmu mravencich kolonii (ACO
- Ant Colony Optimization) pro jeho jednoduchou implementaci a lepsi vykon u vétSiho poctu
propojovanych uzlli pfi dosaZeni dostacujici pfesnosti.

Algoritmus Casova naro¢nost
dynamicky (pfesné feseni) O(n? x 2"
ACO (1 iterace) O(n) [64]

Tabulka 4.1: Casova naro¢nost pouZitych algoritm?i.

ACO je metaheuristicky ptistup, kde je optimalizace provadéna prostfednictvim modelovani
mravencich feromont, jejichZ hodnoty jsou analyzovény a upravovany v kazdé iteraci, v zavislosti
na jednoduchych parametrech definovanych jako mira vypatfovédni feromonu p, exponent vlivu
feromonu a a exponent vlivu vzddlenosti §. Ukédzka vysledkti zptisobenych tpravou p jde vidét
na obréazku 4.34 pti porovnéni obrazku 4.34c a obrazku 4.34d. Podrobnéjsi popis algoritmu lze
nalézt naptiklad v [34, 51].
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A Y

ndhodné spojeni, spojeni za ¢) spojeni za pomoci al-  d) spojeni za pomoci al-
d 32.183 m moci pfesného feSeni, goritmu ACO p = 0.1, goritmu ACO p = 0.15,
d=15479 m a=05 p =05 d = a=05 B =05 d =

16.064 m 15.479 m

Obrézek 4.34: Vysledky raznych zptsobii spojeni uzli, véetné vysledné délky d.

4.5.1 Element kladky

Kladky jsou vyuZity v mnoha budovach a konstrukcich z diavodu jejich konstrukéni jednodu-
chosti a mechanickych vyhod pfi pfenosu sil. Soustava kladek €asto tvofi rozsdhly a kompliko-
vany systém, coZ vedlo k ndvrhu fady feSeni pro jejich modelovani [3, 21, 22, 48]. Tento element
byl autorem prace poprvé piredstaven v [72]. Nové vytvoieny element kladky nepotiebuje praco-
vat s tuhosti lan pfipojenych ke kladce, coZ vede na algoritmus jednoduSe implementovatelny do
fesict na bazi konecnych prvk.

Definice elementu kladky

Element kladky je definovan transforma¢nimi maticemi pfipojenych lanovych prvki a ttemi uzly
(viz obréazek 4.35). Tti uzly zahrnuji dva koncové uzly lan (N1, N3) a jeden uzel reprezentujici
kladku (N2). Polomér kladky je zanedbdn a vSechny tfi uzly jsou soumezné. [72]

X X
\ - dx}?
/ / \\

Y | Y o dxMt \/17\12
C x > Xa pet d\
N1 ax
N1,N2,N3/\ dx/év\3/\
y, Y, b Ya Y, b
Obrazek 4.35: Idealizovand soustava vyuZzivajici ele- Obrazek 4.36: Element kladky [72].

ment kladky [72, 73].

Transformacni matice kazdého lanového elementu je definovéna jako
X, = T,X, (4.97)

kde
Tann Taiz Tais
To=|Ta21 Tazz Ta23]. (4.98)
Tas1 Tasze Tass

K popisu elementu poslouzi obrazek 4.36 s fiktivné vzdalenymi uzly N1, N2 a N3 (z divodu na-
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zornosti). Chovani elementu je definovdno rovnici
dxé“—dxévz :dxévz—dxévs. (4.99)
Rovnice elementu (4.99) je pfi implementaci definovdna matici
A=[Tar Tan Tazi (Tpii—Ta)) (Tar—Ta21) (Tsi—Tas1) Tsui Tpor Tr3i]. (4.100)
Rovnice (4.100) se vyuZziva pfi implementaci pies penaltovou metodu i pfes metodu Lagran-

geovych multiplikédtort. Vliv tfeni v ¢epu kladky je mozné zohlednit vypoctem tfeci sily, ktera je
aplikovdna na koncové uzly lan N1 a N3 dle vztahti

fop = fa +1p,
£V = Lsgn(dxNt — dxN?) ulf bl—lf]‘;H' N1
= a )
g “ “ £+ 163 (4.101)
N3
I, N3

N3 _ N3 N2
f,”=-sgn(dx,” —dx, ),ulfablm b

kde  je soucinitel tfeni a funkce sgn(e) se pocita jako

Py fNZ
NI O
+1 kdyzx>0 v g Ng
a
b

sgn(x)={0 kdyzx=0 (4.102) / NI N3

-1 kdyzx<0. Xa /\
fN2 le X

Jednotlivé sily fé\”, S PAE: féVZ ze vztaht (4.101) jsou y Yy b
vyobrazeny na obrazku 4.37. ‘
Obrazek 4.37: Znazornéni tieni na kladce.

Priklad

Model pouzity k verifikaci elementu kladky je vy- [l 4 m L
obrazen na obrdzku 4.38 a pfevzat z clanku au-
tora [72]. Podpora v uzlu 1 méa tuhost 5 kN/m ve PAA | -~
sméru X, podpora v uzlu 2 je tuhd ve vSech smé- —

rech a uzel 3 je zatizen silou 10 kN ve sméru Y.

Kladka je umisténa v uzlu 2 a vnitini uzly 4 a 5 kladka
jsou vytvofeny k umoznéni vyuziti elementu kladky. X

Normadlova tuhost priifezu lana je 1 MPa. Vypo-

Cet byl proveden v programu RFEM. Vypocitané po- Y

suny uvedené v tabulce niZe jsou stejné pro obé EAjana=1 MN

metody. Vysledky odpovidaji analytickému feSeni. 3 -
Uzly 1 3 10 kN
Smér dx | dv | dx | av v
Posun - analytické feSeni 200m | 0.00m | 0.00m | 2.08 m
Posun - Lagrangeovy multiplikatory 2.00m | 0.00m | 0.00m | 2.08 m Obrazek 4.38: Priklad vyuzivajici element
Posun - penaltovd metoda (w =2.5-10"") [ 2.00m | 0.00m | 0.00m | 2.08 m Kladky [72].

4m
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4.5.2 Relativni poloha

Vazba umoznuje definici tuhého provazani deformaci a lisi se 1i$i od vazby pro tuhé téleso z od-
dilu 4.5 pfedevsim relativni definici polohy slave uzlu oproti master elementu a také tim, Ze se
nedefinuje pouze mezi dvojici uzla. Tato vazba lze pfedepsat mezi dvojici uzel-segment, pficemz
segment muze tvofrit jakdkoliv linie, plocha ¢i téleso. Soufadny systém je vZdy ztotoZnén se sou-
fadnym systémem master segmentu.

Segment 1D

Spojeniuzlu a 1D segmentu si lze pfedstavit jako spojeni uzlu s linii (viz obrdzek 4.39). Vzdélenost
kolmo k linii (smér os y a z) je konstantni, zatimco poloha kolmice od prutu k bodu je definovédna
tak, aby byly jeji relativni vzdélenosti k uzlim prutu vzdy ve stejném pomeéru. Vazba je definovdna
v soufadném systému, kdy je osa linie soumeznd s osou x.

wy = -0+ & U~ (€~ D9z 8 92) Ay + (€ -1 -9y +¢-9)) - Az,
slave —(-1)- u;+§.u§/+((g_1).(p§+§.(p§).Ax—((g‘—l)-cp,lﬁg‘-(l’i)-Az,
slave =C-D up+ &+ (- Dy +E9h) - Ay— (€ -1 @) +E-¢5)-Ax,
““”" €=D-px+&-0,

slave E—1)- (p},+5'(P§,, uzel

slave 1 2 .
=C-1D-@,+¢ 93,
Az

Ay
X ¢ 1-¢)
y °® - o
z 1 segment 2

Obrazek 4.39: Geometrie relativniho pfipojeni uzlu na 1D segment.

(4.103)

Segment 2D

uzel
Pripojeni uzlu k 2D segmentu je pro ndzornost y & X o
. 7 7 z A 2z A
popsano i definovano v lokdlnim soufadném sys-

tému 2D elementu (viz obrazek 4.40). Vzdalenost - fe(-1;1)3

kolmo k segmentu (smér lokédlni osy z) je kon- Ne€(-1L1)

stantni, poloha kolmice od elementu k bodu je de-

finovéna relativni vzddlenosti k uzltim pro zacho- i

vani stejného pomeéru. Vahy jednotlivych uzlt jsou 1 ¢ei-LL 2

pro Ctythran definovany jako Obrazek 4.40: Geometrie relativniho p¥ipojeni
uzlu na 2D segment.

ne{-1,1)
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m
u)sclave:(ZNi u
=1
tave _ (3
1 ystave _ N;-u
N =-(1-81-n), d =
4 m
I
No= (+pa-m, =L N
1
1 m ,
N321(1+f)(1+77), @3l = 3" N; -,
Ny=-(1-&A+m. m -
4 (p;lal/e = Z Nl * (py)
=1
1 lm |
@3 "= Ni-¢g,

kde m je pocet vrcholti.

Segment 3D

(4.104)

Véhy jednotlivych uzlti odpovidaji pouZitym tvarovym funkcim daného télesového prvku, pro

Sestistén jsou definovany jako

Ny = %(1—6)(1—17)(1—(),
Ny = %(Hé)(l—n)(l—(),
N3 = %(1+€)(1+n)(1—5),
Ny = %(1—5)(1+n)(1—5),
N5 = %(1—6)(1—77)(1+(),
Ng = %(1+€)(1—n)(1+5),
N7:%(1+€)(1+n)(1+(),

1
Ng = 5(1—5)(1+n)(1+0,

kde m je pocet vrcholt.

funkce uvedené v [32].

Priklad 1

m
slave _ .
th — ZNZ *

slave Z N;-
uslave = Z N;-
pslave = Z N;-
slave Z N;-
pslave =

ZN'

i
Py

(4.105)

segment

7

1 ce(-1;1) 2

Obrazek 4.41: Geometrie relativniho
pfipojeni uzlu na 3D segment.

Pro ostatni tvary prostorovych prvki lze vyuzit napfiklad tvarové

V ptikladu pfevzatém z [77] je relativni vazbou modelovan svar. Model je popsdn na obrazku 4.42.
Dvojice prutt je ddna obdelnikovym priitezem (viz obrazek 4.45a) a materidlem s E = 1 MPa
a v = 0.5. Pruty jsou tuze podepieny na své levé strané ve vSech smérech a maji délku 10 m.
Vertikélni vzdélenost mezi tézisti obou pruttije 1 m. Pruty 1 a 2 jsou zatiZzeny stejnou silou F =5N.
Svar mezi pruty (master segment definovany prutem 2 a slave uzly na prutu 1) je modelovéan jako
tuhy a kontaktni dvojice jsou vyobrazeny na obrazku 4.43.
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Ke kontrole vysledkii slouzi konzolovy prut 3 (obrazek 4.44) se stejnou geometrii jako prut 2 s
obdelnikovym priifezem (obrazek 4.45b) a silovym zatiZenim rovnému 2F. Pro spravné spojené
pruty 1 a 2 musime dostat na prutu 3 stejné deformace jako dostdvdme na prutu 2.

lF
X
g & & @ g & @ @ g >—0
prut 1 F
° ° ® *® ° ° ® ° ° ® V4
prut 2

Obrazek 4.42: Model spojenych konzolovych prutti zatizenych na jejich koncich silami F =5 N ve sméru Z [77].

slave uzly (prut 1) ¥
él—‘ g @ @ g g @ @ g *—0
£\ £\ £\ L\ £\ AN AN L\ £\ AN )
/ \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ /X
/ \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ rosn !
/ \ / \ / \ / \ / \ £ \ / \ / \ / \ /,/ -
/ \ \ A \ 7 \ / \ / \ / \ / \ / \ L \!
d @ & g g @ & g g ¢ ® YA
fl master segmenty (prut 2)

Obrazek 4.43: Vizualizace kontaktu mezi pruty [77].

X
le
d ° ° . L ° ° L L ° °
fl prut 3 7
Obrazek 4.44: Model konzolového prutu 3 zatiZeného na konci silou 2F = 10 N ve sméru Z [77].
25
konec prutu 2
a) konec prutu 3
y%—T Im 20
z'0.5m
15
=
E
b) S
10
2m
] 5
v |
z' 0.5m
Obrazek 4.45: Obdélnikové prii- 0 10 20 30 20 50

fezy s vySkou 1 m nalevo (a) a

s vySkou 2 m napravo (b), majici

shodnou sifku prafezu 0.5 m. Obrazek 4.46: Vysledky posunuti koncovych uzlti prutti 2 a 3 ve sméru
uy vcase [77].

t[s]

Na tomto modelu byla provedena linedrni Newmarkova ¢asové analyza s vyuZitim pouze vlastni
tihy a konstantniho zatiZeni silami po dobu 50 sekund. Vysledky jsou vyobrazeny na obrazku 4.46.
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Vysledky tohoto pfikladu ukazuji spravné deformace v koncovych uzlech prutu 2 a 3. Deformace
v obou koncovych uzlech jsou 22.7 mm a graf také ukazuje, Ze uzly maji stejnou periodu.

Priklad 2

Tento ptiklad demonstruje jednu z moznosti vyuziti vazeb z pododdilu 4.5.2, konkrétné umoz-
néni modelovéani pfedpinaci vyztuZze jakoZto samostatného elementu s pfimym provdzanim na
pfislusny prutovy prvek.

Ptiklad porovnéava dva modely zndzornéné na obrazku 4.47. Jednd se o prosty nosnik délky
I = 10 m zatiZeny vlastni tihou (viz obrazek 4.47a) s upravenym modelem, ktery navic obsa-
huje ptfedpjaty kabel (viz obrézek 4.47b). Nosnik md obdélnikovy prifez (obrazek 4.48) z betonu
C30/37, ptedpinaci kabel mé kruhovy priifez o priméru 6 mm z oceli St1420/1570.

I=10m
A A
a) prosty nosnik y 1m
f=0.3125m z
A ——  osm
b) prosty nosnik s pfedepnutym kabelem Obrizek 4.48: Prifez
nosniku.

Obrazek 4.47: Znazornéni dvou porovnavanych prutovych modeld, kde varianta a) je
prosty nosnik a model b) navic obsahuje pfedpjaty kabel.

Geometrie a pfedpéti kabelu bylo zvoleno dle [35] tak, aby byl pokud moZno vyruSen vliv
vlastni tihy na nosnik. Byla proto zvolena parabolickd drdha se vzepétim f = 0.3125 m a pfedpi-
naci silou 200 kN. Nosnik a kabel jsou rozdéleny na 50 prvki. V druhém modelu jsou uzly kabelu
pfipojeny k prvkiim nosniku dle pododdilu 4.5.2.

Obrézek 4.49 ukazuje pribéh vyslednych ohybovych momenti My vzniklych od vySe popsa-
ného zatiZeni. U varianty b) lze pozorovat odchylku pouze 0.032 % od pozadované korekce pti-
vodnich 62.5 kNm. Zména priibéhu ohybovych momenti My méa pfimy vliv i na vyslednou de-
formaci nosniku zndzornénou na obrazku 4.50, kde 1ze pozorovat vynulovani prithybu v rdmci
sledované pfesnosti.

—_—
1.21 mm
a) prosty nosnik a) prosty nosnik
— — —————— ——
0.00 mm
b) prosty nosnik s pfedepnutym kabelem b) prosty nosnik s predepnutym kabelem
Obrazek 4.49: Vysledné ohybové momenty My. Obrizek 4.50: Vysledky prithybii.
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Priklad 3

Tento pfiklad pfedstavuje vyuZiti vazby pro
2D prvky z pododdilu 4.5.2. Jsou porovndny
dva modely z obrdzku 4.51, v obou pfipadech
jde o desku s délkou 10 m, Sitkou 1 m a tloust'-
kou 0.2 m z betonu C30/37. Deska je zatiZena
pouze vlastni tthou. Tato deska je ve své druhé
varianté navic vyztuZena péti pfedpinacimi
kabely kruhového prafezu o priméru 6 mm z
oceli St1420/1570, rozloZenymi ekvidistantné
po 0.2 m s geometrii paraboly opét tak, aby
byl vyru8en vliv vlastni tihy dle [35]. Kabel m&
vzepéti f =0.052 m a je pfedepnut na 200 kN.
Deska i kabely jsou rozdéleny na 50 prvka po

své délce a deska na 5 elementti po své Siice,
jak je zndzornéno na obrézku 4.52.

y 10m
T 1m

X
X A a) deska, pohled na ptidorys (nahofte) A

z a ze strany (dole)
]

F=0:052m
d A

X
ﬂ A !
z b) deska s pfedepnutymi kabely, pohled
na ptdorys (nahofe) a ze strany (dole)

Obrazek 4.51: Znazornéni dvou porovnéavanych skore-
pinovych modelt desky se statickym schématem pros-
tého nosniku, kde varianta a) je pouze z betonu a mo-
del b) navic obsahuje pfedpjaté kabely.

j

X

Obrazek 4.52: Pouzitd sit’ kone¢nych prvk.

V druhém modelu jsou uzly kabelt pfipojeny k prvkiim desky za pomoci definice relativni
polohy uzlu k plosnému prvku. Obrazek 4.53 ukazuje pribéh vyslednych ohybovych momentt
M vzniklych od vySe popsaného zatiZeni. Prithyby jsou zndzornény na obrazku 4.54. Pfiklad de-
monstruje mozZnost vyuZiti vazeb z pododdilu 4.5.2 k modelovani pfedpinaci vyztuZe jakoZto sa-
mostatného elementu s pfimym napojenim na ptislusné 2D prvky.

58.937

53.579
18,220 B fped |
42.863 228753 B
37.505 20.3336
32147 177919
26.789 . . 15.2502
21.431 12.7085
a) deska 16.073 10.1668
10.715 a) deska 76251 oy
7 5.0834
(5) f)f)] 2.5417 =
: 0.0000
0.223 -
0.203
0154 I 003
0.164 00035 W
0.144 00031
0.124 0.0027
0.105 00024
v — 0.0020
b) deska s predepnutymi kabely o8 . — 00016
poodd | b) deska s pfedepnutymi kabely 00012 g
poed | 0.0008
0023 | 0.0004 L]
0.006 00000 H

Obrazek 4.53: Vysledné ohybové momenty My

[kNm/m].

Obrazek 4.54: Vysledky prihybti u, [mm].
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Priklad 4

Tento pfiklad je shodny s ptikladem z pododdilu 4.5.2, prosty nosnik je v3ak na rozdil od néj
modelovéan z objemovych prvki. Kabel je opét modelovan za pomoci 1D element, jeZ jsou k 3D
nosniku pfipojeny s vyuzitim vazby pro 3D prvky z pododdilu 4.5.2. Oba modely jsou zndzornény
na obrézku 4.55.

10 m
1m
A A
f—l a) pouze beton
z
A A

b) beton s pfedepnutym kabelem

Obrazek 4.55: Znazornéni dvou porovndvanych objemovych modelti se statickym schématem prostého nosniku,
kde varianta a) je pouze z betonu a model b) navic obsahuje pfedpjaty kabel.

Délka hrany 3D prvkti i prvki kabelu je 0.1 m a kompletni sit kone¢nych prvk je zndzornéna
na obrédzku 4.56. Obréazek 4.57 ukazuje priibéh vysledného napéti o,. Celkové deformace jsou
znazornény na obrazku 4.58. Pfiklad ukazuje moznost vyuziti definice relativni polohy uzlu v
objemovém prvku k modelovani pfedpinaci vyztuZe a zaroven i pfimé porovndni s feSenim za
vyuziti pouze 1D elementt (viz pododdil 4.5.2).

X
NI
Z 1T 1T T

Obrazek 4.56: Pouzita sit kone¢nych prvki.

1.880 -

1.539 1.2134
1.197- 1.1031 =
0.855 0.9928

0.513 0.8825

e
0.172 07721
P 4 oo 0.6618

0.512 0.5515
a) pouze beton ouse g a2

1195 0.3309
el | a) pouze beton oo =
,]7879- 01103

0.0000

0.054
[ |

oo B oo
: oor, R

0.037 0.0017

0.032 0.0015

. 0.026 0.0013

0.021 0.0011
i 2  MaE
b) beton s piedepnutym kabelem ons . . 00005 B
P pnuty oot | b) beton s pfredepnutym kabelem 00006
-0.002 - 0.0004 -

0.0002
0007 0.0000 L

?l\l;/rézelz(] 4.57: Vysledné ohybové momenty o, Obrazek 4.58: Vysledky celkovych deformaci u [mm].
mm-].
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5 ZAVER

Predkladand disertac¢ni prace se vénovala oSetieni kontaktnich vazbovych podminek v me-
todé konec¢nych prvki. V tiivodni ¢asti byl shrnut souc¢asny stav pozndni v této problematice, kde
po zformulovéani pocatecni okrajové tlohy s kontaktem v silné a slabé formé byla pozornost vé-
novana prostorové diskretizaci metodou konec¢nych prvki a ndsledné c¢asové diskretizaci. Nejen
na zékladé kritické reSerSe dostupné literatury, ale i inZenyrské praxe autora ve firmé FEM con-
sulting, bylo identifikovdno nékolik otevienych problémt, které byly zformulovany do podoby tfi
cilt.

Prvnim a sou€asné hlavnim cilem této prace bylo navrhnout a otestovat novy pfistup k feSeni
dynamickych kontaktnich problému pfi pouZiti explicitni casové integrace. Je dobfe zndmo, Ze
béZné pouzivané piistupy pro vynuceni kontaktnich podminek vedou ¢asto ke zhorseni stability
explicitniho ¢asového integracniho schématu, coZz je nutno kompenzovat zmensenim vypocet-
niho ¢asového kroku. Rovnéz dochdzi k vneseni chyb do vypoctu v podobé falesnych oscilaci
posunuti na kontaktnim rozhrani a kontaktnich sil, které lze eliminovat napf. ladénim hodnot
vstupnich velic¢in v pfipadé penaltové metody nebo nutnosti fesit soustavu rovnic v pfipadé me-
tody Lagrangeovych multiplikdtori. Pro vyfeSeni tohoto problému byly v zdvislosti na pouZité
diskretizaci kontaktu navrZeny tfi pfistupy. Prvni metoda, kterd byla popséna v podkapitole 4.1,
je urcena pfedevSim pro absolutné tuhé stejné jako linedrné a nelinedarné poddajné kontaktni

Vv

vy

metoda, jejiz hlavni mySlenkou byla tvaha nad pti¢inou vzniku vySe popsanych oscilaci. Pti ex-
plicitni ¢asové integraci se z rovnovahy sil v ur¢itém ¢asovém kroku ¢, vypocitd zrychleni, pomoci
kterého se aktualizuji kinematické veliciny v Case t,+,. Pfitom se pfedpokladd, Ze kontaktni sily
jsou po celou dobu ¢asového kroku At konstantni. To v§ak nemusi byt pravda, protoZe ke kon-
taktu, a tim padem ke skokové zméné kontaktnich sil, mtZe dojit vlibovolném okamZiku z inter-
valu (¢, t,+1). Druhd navrZzend metoda je zaloZena na stanoveni okamziku kontaktu ¢, a vypoctu
kinematickych veli¢in na zakladé zachovani hybnosti. Metoda byla podrobné popsdna v rdmci
podkapitoly 4.3, kde byl tento pfistup systematicky vysvétlen od pfikladu podpor, pfes kontakt
node-to-node az po obecny kontakt node-to-segment, véetné popisu specidlnich pfipada pro
kontakt vicero uzll se stejnym segmentem a styku hran v prostoru. A konec¢né tieti navrhovana
metoda vychdzi z vypoctu zmény energie, jeZ je zplisobena kontaktnimi silami na rozhrani kon-
taktu. Konkrétni postup vypoctu jednotlivych sloZek energie a jejich vyuZiti v rdmci této metody
popisuje podkapitola 4.4.

Vedle problematiky oSetfeni kontaktu pfi explicitni casové integraci byly v rdmci pfedkladané
préce, konkrétné v oddilech 4.5 az 4.5.2, studovdny a implementovany nejrtiznéjsi typy vazbo-
vych podminek majici Siroké vyuZiti ve stavebni praxi ptfi modelovani konstrukci za pomoci me-
tody konecnych prvki. Napiiklad provazani prutové vyztuZze se siti kone¢nych prvki modelujici
betonovou ¢ést konstrukce a tvofici tak spolecné Zelezobetonovy kompozit [18], nebo nahrazeni
svaru pfi modelovani pfipoj ocelovych konstrukci [47]. Pti zapracovani provdzani obecné mno-
ziny uzld do jedné vazby bylo vyuZito optimaliza¢nich algoritmti popsanych v oddilu 4.5. Ptiklady
vybranych druhti vazeb jsou uvedeny v pododdilech 4.5.2 az 4.5.2, kde modeluji pfipojeni pied-
pinaciho kabelu k betonové ¢asti konstrukce.

Studium téchto zdkladnich vazeb dalo vzniknout druhému cili této prace — ndvrhu origindl-
niho kladkového kone¢noprvkového elementu, jenz by umoznil zanedbat vliv poloméru kladky,
a poskytnout tak moZznost efektivnéjsiho vypoctu modeli umoznujici takové zjednoduseni. V od-
dilu4.5.1 byly zformulovény rovnice pro vytvofeni kladkového kone¢néprvkového elementu, které
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umoznuji modelovat mechanismus kladky vcetné zohlednéni nelinearity zptisobené zohledné-
nim vlivu tfeni pfi pohybu lana pfes kladku. Nové navrZeny element byl verifikovdn pomoci do-
stupného analytického feseni.

A konecné tfetim cilem této prace bylo viechny teoreticky popsané a navrzené piistupy im-
plementovat do komplexniho fe§ice na bazi kone¢nych prvkt firmy FEM consulting za pomoci
jazyklt C# a FORTRAN, coZ s sebou obnd3elo i nédvrh vhodnych definic vstupnich a vystupnich
rozhrani pro zaddavani modelu i zobrazovani dopocitanych vysledkt. Novy kladkovy element a
vazbové rovnice byly implementovdny za pomoci dvou béZné pouzivanych metod — penaltové
metody a metody Lagrangeovych multiplikdtorti. VSechny pfiklady uvedené v kapitole 4 byly vy-
pocitany prostfednictvim vyvinutych funkci a demonstruji tak implementaci i korektnost navr-
Zenych feSeni.

Rozsifeni nové navrzenych metod pro explicitni dynamiku o vliv tfeni na kontaktu a pokro-
Cilejsi mapovani kontaktniho rozhrani v€etné rozsifeni o dalsi typy diskretizace kontaktu bude
pfedmétem dalsiho vyvoje.

S ohledem na cile stanovené v kapitole 3 1ze konstatovat, Ze veSkeré cile préce byly splnény.
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ABSTRAKT

Diserta¢ni prace se vénuje problematice dynamického kontaktu a kinematickych vazeb mezi riznymi
entitami a s ni spojenou implementaci pro statickou a dynamickou kone¢noprvkovou analyzu. Diivodem
vyvoje v této oblasti jsou vzriistajici naroky na funkcionalitu MKP systémt a rovnéz presnost a rychlost
vypocetnich modelt. V préci je nejprve feSena problematika vynuceni kontaktnich podminek v explicitni
dynamice. Jsou navrZeny nové metody s ohledem na stabilitu explicitniho ¢asového integracniho sché-
matu tak, aby nebyla potfeba zmensovat vypocetni casovy krok, ladit vstupni veli¢iny ¢i fesit rozsahly sys-
tém rovnic. Pfistupy vychdazi bud’ ze zdkladnich kinematickych principt, nebo ze zdkona zachovani me-
chanické energie. Ddle je pozornost vénovana riiznym typtim vazbovych podminek majici siroké vyuziti ve
stavebni praxi. Jejich porozumeéni je vichozim bodem pro nédslednou definici nové navrzeného kone¢ného
elementu kladky. Spréavnost vSech teoreticky navrZzenych metod a jejich implementace je demonstrovdna
na numerickych ptikladech.

ABSTRACT

The dissertation deals with the problem of dynamic contact and kinematic constraints between va-
rious entities and the related issues of its implementation for static and dynamic finite element analysis.
The reason for the development in this area is the increasing demands on functionality of FEM softwares
and also accuracy and performance of computational models. Firstly, the problem of enforcing contact
conditions in explicit dynamics is addressed. New methods are proposed with respect to the stability of
the explicit time integration scheme so that there is no need to reduce the computational time step, adjust
the input variables or solve a large system of equations. These methods are based either on basic kinematic
principles or on the energy conservation law. Furthermore, attention is paid to different types of constra-
int conditions having a wide application in civil engineering practice. Understanding them is the starting
point for the subsequent definition of the newly designed finite element of the pulley. The correctness of
all theoretically proposed methods and their implementation is demonstrated by numerical examples.
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