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Uvod

Pro mou bakalarskou praci jsem si zvolila téma Fourierovy rady, protoze se
mi zdaly z pohledu praktického vyuziti velice zajimavé a ve vyukovych pldnech
jsou nastinény jen velmi okrajové. Toto téma jsem si tedy vybrala proto, abych
se o problematice Fourierovych fad dozvédéla vice informaci.

Fourierovy tady jsou pojmenovany po matematikovi a fyzikovi Jeanu — Bap-
tistu Josephu Fourierovi, ktery se narodil ve francouzském meésté Auxerre a
zil v letech 1768 — 1830. Fourier podstoupil vzdélani pro budouci ucitele na
tehdy nové vzniklé Ecole Normale, kde jej ovlivnili vyznamni matematici (napf.
Lagrange, Laplace a Monge). Zabyval se teorii vedeni tepla, kterou zpracoval
v pracech Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps solides a
Théorie analytique de la chaleur (viz [7],[3]). Ve svém vyzkumu navézal na Je-
ana le Ronda d”Alemberta, Leonarda Eulera a Daniela Bernoulliho a vyjadfil
myslenku, ze kazda funkce se da vyjadrit pomoci trigonometrickych fad funkei,
které definoval a integroval na intervalu (—II,IT). Tyto fady se nazyvaji Fourie-
rovy Tady a jejich koeficienty jsou Fourierovy koeficienty. Pozdéji se o Fourierovu
praci zajimal Johann Peter Gustav Lejeune Dirichtet. Ten se zabyval konvergenci
Fourierovych tad, dokazal, pro které funkce jsou Fourierova tvrzeni pravdiva a
dale jeho myslenky rozvijel. Dalsi zajimavosti o osobé Fouriera lze nalézt napf.
v ¢lanku [14] nebo v knihdch [1], [13].

Cilem mé bakalaiské prace je seznamit se se zdkladnimi pojmy Fourierovych
fad a ukazat si jejich praktické vyuziti pri stanoveni souctu ¢iselnych rad a pii
feSeni diferencialnich rovnic.

Bakalarska préce je rozdélena do ¢tyt kapitol. Prvni dvé kapitoly jsou vénovany



popisu teoretickych pojmu a ve zbyvajicich kapitolach si prakticky ukazeme, jak
lze Fourierovy tady vyuzit.

V prvni casti si nejprve predstavime ¢iselné fady a tady funkei. PopiSeme
zde dulezité vlastnosti ¢iselnych fad a vysvétlime si bodovou a stejnomérnou
konvergenci fad funkci. Budeme se zajimat také o to, za jakych podminek muzeme
posloupnosti a fady funkei integrovat a derivovat.

V druhé ¢asti se budeme zabyvat uz samotnymi Fourierovymi fadami. Nej-
prve si pfipomeneme pojmy periodicita a parita a poté si vysvétlime zakladni
pojmy tykajici se Fourierovych fad a ukazeme si, jak se Fourierovy fady chovaji
vuéi ortogonalnim systémum. Poté si nastinime, za jakych podminek tyto rady
konverguji bodové nebo stejnomeérné.

Nasledujici ¢ast bude vénovana prikladum. Nejprve si vypoéitame nékolik
prikladu ,ruéné“ a poté si detailné popiseme piiklady, které budeme tesit pomoci
programu Maple. Piiklady budou doplnény ilustrativnimi grafy.

Posledni kapitola bude zamérena na aplikace Fourierovych tfad. Nejdiive si
vysvétlime a na piikladech ilustrujeme, jak muzeme s pomoci Fourierovych rad
stanovit soucty nékterych ¢iselnych tad. Poté si ukazeme, jak lze Fourierovy fady

vyuzit pii feSeni diferencialnich rovnic.



Kapitola 1

Ciselné fady a fady funkci

V této kapitole se sezndmime se zakladnimi pojmy a vlastnostmi ¢iselnych fad
a Tad funkci, které budou pouzity v nasledujici kapitole vénované Fourierovym
fadam. Ptedstavime si zde bodovou a stejnomérnou konvergenci posloupnosti
funkci a tyto poznatky vyuzijeme u konvergenci fad. Pii tvorbé kapitoly byly

vyuzity zejména zdroje [3] a [7].

1.1. Zakladni pojmy c¢iselnych rad

Diive nez se budeme zabyvat fadami funkci, uvedeme si zédkladni poznatky
tykajici se ¢iselnych tad.
Definice 1. Necht {a,}>2, je posloupnost redlnijch cisel. Symbol
Zan nebo ay +as +as+---+ap, +---
n=1

nazgvame nekonecnou éiselnou fadou. Posloupnost {s,}5°, kde
S51=0a1, S =0a1 + A, ***, Sp =0Q1 + A+ -+ Ap, " -

nazyvdme posloupnost ¢dstecnijch souctu této rady. Existuje-li vlastni limita

. v ~ v~ [e.9]
lim s, = s, Tekneme, Ze Tada ) >~
n—oo

a, konverguje a md soucet s. Neexistuje-li

[e.o]

vlastni limita lim s,,, Tekneme, Ze Tada )~ a, diverguje.

n—oo



’, . . . . . o0 . .
Poznamka 1. Je-li nhﬁr{.lo s, = 00, Tekneme, Ze Tada ), a, diverguje k +00.

. . - o o o0 . .
Je-li nh_g)lo s, = —00, Tekneme, Ze Tada ) ", a, diverguje k —oo.

Véta 1. Jestlize tada Y a, konverguje, pak plati lim a, = 0.
n=1 n—oo

Diikaz. Necht 3 a, konverguje a > a, = s. Tedy lim s, = s € R, a protoze
n=1 n=1 n—oo
ap = Sp — Sp—1, plyne odtud lim a, = lim (s, — s,-1) = (s —s) = 0. O
n—oo n—oo

Poznamka 2. Twurzeni této véty plati pouze jednosmérné. Pokud lima, = 0,

nemuzeme tict, Ze fada Y a, konverguje. Prikladem je napr. tada %, jejiz
n=1 n=1
cleny maji nulovou limitu, prestoZe tato Tada diverguje.
Véta 2. Necht p € N. Rady S an, > a, soucasné bud konverguji nebo di-
n=1 n=p+1
verguji. Jestlize konverguji, pak plati
dan=ar+-ta+ Y an
n=1 n=p+1

Dikaz této véty lze nalézt napt. v [3].

Poznamka 3. Predchozi véta ndm vikd, Ze konecnyj pocet éleni nemd vliv na kon-
vergenci, resp. divergenci, rady. Pokud tedy predpoklad neplati jen pro konecny
pocet cleni, rekneme, Ze plati pro skoro vsechna n (plati aZ od jistého indexu,).

V nasledujicim textu budeme pri vysetrovdni konvergence, resp. divergence, misto

> ay, psdat zjednodusené > ay,.
n=1

Jednim z nejcastéji uvadénych kritérii garantujicich konvergenci ¢iselnych rad
je Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence.
. o0
Lemma 1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence). Rada > a, je kon-
n=1

vergentni pravé tehdy, kdyz posloupnost jejich ¢dstecngjch soucti je cauchyouvskd,

10



tj. kdyz pro libovolné € > 0 existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng a

libovolné m € N plati
’5n+m - Sn’ = ‘anJrl +apyp2+- -+ aner‘ <€
Diikaz tohoto lemmatu lze najit napt. v [4].

Poznamka 4. Dalsimi kritérii pouZivanymi pro zjisténi konvergence ciselnijch
rad jsou napft. kritérium srovndvact, podilové nebo integralni (viz napr. [7]).
, , TP - Ny sy o0 1 M
Pro srovndvact kritérium se casto pouzivaji Tady typu Y~ —=. Tyto Tady kon-

verguji pro a > 1 a diverguji pro a < 1.

1.2. Bodova a stejnomérna konvergence rad funkci

V této kapitole se budeme zabyvat konvergencemi posloupnosti funkei a funkc-
nich tad. Nejdiive si musime zadefinovat bodovou a stejnomérnou konvergenci
u posloupnosti funkci. Z téchto definic konvergenci pak vychazi definice pro bo-

dovou a stejnomérnou konvergenci rad funkei.

Definice 2. Necht {f,,(x)} 2, je posloupnost funkei definovanijch na intervalu I
axg € I je libovolné. Je-li ¢iselnd posloupnost { fn(xo)},—, konvergentni, Fikdme,
zZe posloupnost { f,,(x)}~, je konvergentni v bodé x.

Rekneme, Ze posloupnost funkei bodové konverguje k funkci f(x) na intervalu I,
jestlize konverguje v kazdém bodé x € I, tj. jestlize ke kaZdému x € I a kazZdému
€ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vsechnan € N, n > ny, plati | f,(x) — f(z)| < €.
Piseme lim f,,(x) = f(z) pro x € I nebo f, — f na I.

Definice 3. Necht {f.(x)},2, je posloupnost funkci definovangch na intervalu
1. Symbol

an(x) nebo fi(x) + folx) + -+ fulz) + - - (1.1)
n=1
nazyvdme nekonecnou fadou funkci. Posloupnost {s,(x)}.—, kde s,,(x) = fi(x)+
<o+ fo(x), nazgvdme posloupnosti ¢dstecnych soucti tady Y fn(x).
n=1

11



Jestlize posloupnost ¢dstecnyjch soucti {s,(x)} -, konverguje pro vsechna v €
I, tekneme, Ze tada (1.1) bodové konverquje na intervalu I a funkci s(x) =

lim s,(z) nazgvdme souctem rady », f.(z) na intervalu I.
n—oo

Poznamka 5. Pri vySetrovdni bodové konvergence Tad funkci je duleZité zndt in-
terval, na kterém tuto konvergenci vysetrujeme. Maximdlni mnoZinu bodu, v niz

rada funkct bodové konverguje, nazgvdme oborem konvergence fady funkciy . fn(z).

U posloupnosti funkei a funkénich rad vysetiujeme kromé bodové konvergence

také silnéjsi typ konvergence - konvergenci stejnomérnou.

Definice 4. Rekneme, e posloupnost funkci { f.(2)}°2, konverguje stejnomérné
k funkci f(x) na intervalu I, jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N tak, Ze
pro vsechna n € N, n > ng a viechna x € I plati |f,(z) — f(x)] <e.

Piseme f, = f na I.

Definice 5. Rekneme, Ze fada funkei Y. f,(x) konverguje stejnomérné na inter-
valu I ke svému souctu s(x), jestlize posloupnost {s,(x)} jejich édstecnych soucti

stejnomeérné konverguje na I k funkci s(x).

Poznamka 6. V definicich bodové a stejnomérné konvergence si muzeme povsim-
nout, Ze tyto poymy se lisi pouze v poradi kvantifikdatoru. U bodové konvergence
zavisi ¢islo ng € N na kladném € a na bodé x € I. U steynomérné konvergence

zavist ¢islo ng € N jen na kladném e.

Stejné jako u éiselnych fad je jednim z kritérii garantujici (stejnomérnou)

konvergenci Cauchyovo-Bolzanovo kritérium.

Lemma 2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence pro fady funkei). Rada
funkei > fu(x) je na intervalu I stejnomérné konvergentni pravé tehdy, kdyz
ke kazdému € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vsechna n € N, n > nyq, libovolné

m €N a kazdé x € I plati
|[for1(®) + frr2(x) + -+ form(2)] <e

12



Diikaz. Podle definice fada _ f,(z) stejnomérné konverguje na I k s(x) prave
tehdy, kdyz posloupnost ¢dstecnych souctu s, (x) fady > f,.(x) stejnomérné kon-
verguje k s(z). Tato podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N takové, ze pro vSechna n € N, n > ng, libovolné m € N a kazdé

x € I plati

[Supn(@) = 50(@)] = i1 (@) + - + fasm(@)] < e
O

Piimo z lemmatu plyne jedno z nejcastéji pouzivanych kritérii garantujicich

stejnomérnou konvergenci fad - Weierstrassovo kritérium.

Véta 3 (Weierstrassovo kritérium). Necht {f,(z)} je posloupnost funkci na in-
tervalu I. Necht existuje posloupnost nezdpornijch céisel {a,} takovd, Ze rada " a,

konverguje a plati
|fo(2)] < ay

pro vsechna x € I an € N.

Pak tada Y fn(z) konverquje stejnomérné na I.

Diikaz. Necht jsou splnény podminky véty. Zvolme e > 0 libovolné. Podle Cauchyo-
vo-Bolzanovo kritéria konvergence existuje ng € N tak, ze Vn > ng a libovolné
m € N plati s,1m — Sn = apa1 +apio+ -+ apem < €. Pak pro n > ng, libovolné

m € N a kazdé x € I plati

|fn+1($> +et fn—l-m(x)' < |fn+1(m>| +oeet |fn+m($)| <€

]

1.2.1. Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti
a rad funkci

V této casti si ukdzeme, pro¢ je vhodné studovat nejen bodovou, ale i stej-
nomeérnou konvergenci funkénich posloupnosti a fad. Konkrétné se budeme zaby-
vat zachovanim spojitosti nebo integrovanim a derivovanim c¢lenu funkénich po-

sloupnosti a Tad.

13



Véta 4. Necht posloupnost funkci { f,(z)} stejnomérné konverguje na intervalu

I k funkci f. Jsou-li vsechny funkce f,(x) spojité na I, je i f(z) spojitd na I.

Poznamka 7. Pokud by funkcéni posloupnost spojitijch funkci konvergovala pouze
bodové, pak bodovd limita takovéto funkcni posloupnosti nemusi byt spojitou funkct.
Nejcastéji uwvadénym prikladem je posloupnost {x"} na intervalu [0, 1], kterd bo-

dove konverguje k nespojité funkce, prestoZe jsou vsechny jeji cleny spojité funkce.

Véta 5. Necht posloupnost funkci {f.(x)} stejnomérné konverguje na inter-

valu [a,b] k funkci f. Jsou-li viechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné
na |a,b], je i f(x) integrovatelnd na [a,b] a plati fab falz)dr = lim fab fu(x)dx,
n—oo
t.
b b
/ <lim fn(x)) dr = lim [ f.(z)dz.
a n—o0 n—o0 a

Véta 6. Necht {f.(x)} je posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I
derivaci, necht { f,(x)} konverguje bodové na I a {f!(x)} konverguje stejnoméné
na 1. Pak funkce f(x) = nh_)rgo fo(x) md na I derivaci a plati f'(z) = nh_}rgo fl(x),
t.
(lim fn(x)>/ = lim f(x).
n—sc0 n—s00

Diikazy Vét 4- 6 1ze najit napt. v [5].

Véta 7. Necht rada funkei > fn(x) stejnomérné konverguje na intervalu I a md

soucet s(x). Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité na I, je i s(x) spojitd na I.

Diikaz. Necht {s,(z)} je posloupnost ¢dstetnych souctu fady > f,.(z). Podle
predpokladu je s, = s na [. Navic je kazdd funkce s, spojitd na I, protoze
je souctem konecného poctu funkei spojitych na I. Tvrzeni pak piimo plyne

z Véty 4. O

Véta 8. Necht rada funkci > f.(x) stejnomérné konverguje na intervalu [a, b]

a mad zde soucet s(x). Jsou-li vSechny funkce f,(z) Riemannovsky integrovatelné

14



na [a,b], je i s(x) integrovatelnd na |a,b] a plati

/ de =3 [ (et / an e =3[
n=1v¢ n=1v9

Diikaz. Je-li {s,(x)} posloupnost ¢astecnych souctu fady > f.(x), pak s, = s

na |[a,b]. Kazdd funkce s,(z), coz je soucet konetného poctu integrovatelnych

funkci, je integrovatelnd na [a,b]. Podle Véty 5 je s(z) integrovatelnd na |[a, b|.

Navic plati

/abs(:r)d:r = lim bsn(m)dx = lim [/abfl(a:) F ot folz)da

n—oo a n—o0

]

Véta 9. Necht {f.(x)} je posloupnost funkci, které magi na otevreném intervalu
I derivaci. Ddle necht Y f(z) konverguje bodové na I a Y. f!(z) konverguje

stejnomeérné na I. Pak funkce s(x) =Y f.(x) md derivaci na I a plati

o0 / o0
~(Z o) - 3a
n=1 n=1
Diikaz. Je-li {s,} posloupnost ¢dstecnych souctu fady > f.(x), pak {s,} kon-

verguje na I a {s)} konverguje stejnomérné na I. Podle Véty 6 ma funkce

s(z) = > fu(x) derivaci na I a plati

§'(0) = lim s} () = lim (fj() +- -+ f(2) = ) fulo).

n—oo n—oo

15



Kapitola 2

Fourierovy rady

V této kapitole si nejdiive pripomeneme, co znamend periodicka funkce a pa-
rita funkce a poté se sezndmime se zakladnimi pojmy Fourierovych fad a popiseme
si vztah téchto fad vzhledem k ortogonalnim systémum. Pti tvorbé této kapitoly

byly vyuzity zejména zdroje [2], [5] a [13].

Definice 6. Funkce f : R — R (resp.f : R — C) s defini¢cnim oborem Dy C R

se nazyvd periodickd, jestlize existuje cislo p € (0,00) takové, Ze
a)x € Dy <= x+pe Dy,

b) f(x +p) = f(z) Vz € Dy.

Cislo p se nazjvd perioda funkee f.

Poznamka 8. Je-li p perioda fce f, je také m - p perioda fce f, kde m je libovolné
prirozené cislo. Nejmensi perioda funkce f se nazyva primitivni perioda funkce f.
Periodické fce sinx a cosx maji primitivni periodu 27. Periodické funkce tg x a

cotg x maji primtivni periodu T.

Piiklad 1. Je-li w > 0, ukazme, Ze funkce cos(wt), sin(wt) jsou periodické s pe-

riodou p = %”

Reseni. Je-li p > 0 periodou, pak

cos(wt) = cos(w(t +p)), Vt € R.
16



Protoze je kosinus periodickd funkce s periodou 27, plati
cos(wt) = cos(wt + 27), Vt € R.

Tudiz
cos(w(t + p)) = cos(wt + 27), Vt € R.

Z toho plyne, Ze
wt +wp = wt + 27, Vt € R,

2
neboli p = —W, vt € R.
w

Obdobne dokdzeme pro funkci sinus.
Definice 7. Funkce f se nazyvd sudd, jestlize
a) v € Dy <= —x € Dy,

b) f(~) = f(x) ¥z € Dy,

Funkce f se nazyva lichd, jestlize
a) x € Dy <= —x € Dy,

b) f(=x) = —f(x) V& € Dy.

Poznamka 9. Funkce sinus je lichd funkce. Graf liché funkce je stredové soumeérny
podle pocatku soustavy souradnic. Funkce kosinus je sudd funkce. Graf sudé funkce

je 0sové soumerny podle osy y.

Definice 8. Funkce f : (a,b) — R se nazgvd po édstech spojitd na {(a,b), lze-li
interval {a, by rozloZit na konecny pocet podintervali, v nichz je f spojitd, pricemz

v koncovijch bodech kazdého podintervalu ma nespogitost 1. druhu.

Véta 10. Necht funkce [ je periodickd s periodou p > 0. Jestlize je funkce f
po édstech spojitd na intervalu (0, p), pak pro kazdé a € R je

/0 " p)dt = /a o
17



Dukaz. Je-li a € R, pak existuje k € Z takové, ze k- p < a < (k+ 1)p. Pak je

a+p (k+1)p a+p
/a F(t)dt = /a F#)dt + /<k+1)p F(t)dt. (2.1)

Déle pak plati

A(k+1)pf(t)dt—‘t_u+kp’ / fu—|-k;pdu—/ flu

a+p o a—kp
S s 7O = [ e Gk v

k+1)p
a—kp
= / f(u)du.
0

Tvrzeni véty pak plyne piimo z (2.1) vzhledem k tomu, ze f(u) = f(u+ kp) =
f(u+ (k+ 1)p) pro kazdé u € R. O

Poznamka 10. Z Definice 6 a Véty 10 plyne, Ze staci zndt periodickou funkci
v intervalu (0, p) a zndme jiZ jeji funkcnd predpis na celém R. Periodickou funkci
s periodou p > 0 lze tedy vytvorit z libovolné funkce dané v intervalu (0, p). Plati
totiz: je-lit € R, kp <t < (k+ 1)p, kde k je celé éislo, pak mizeme definovat

f(t) = f(t —kp)

at—kp € (0,p). O takto vytvorené funkci mluvime jako o periodickém prodlouzeni
funkce f dané v intervalu (0, p). PouZivime obuykle i stejné oznacend f pro vlastné

dvé funkce (lisici se definiénim oborem,).

2.1. Zakladni pojmy Fourierovych rad

V této casti si nejprve zadefinujeme trigonometrickou radu a trigonomet-
ricky polynom s periodami 27 a 2[. Dale se budeme zabyvat dulezitou vlastnosti

systému funkei {1, sin nz, cosnx} - ortogonalitou.
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Definice 9. Necht ay € R a ai, b, € R pro kazdé k € N. Funkénd radu ve tvaru
50 + ; a, cos(kt) + by sin(kt)) (2.2)

nazveme trigonometrickou radou s periodou 2.

Funkeéni tadu ve tvaru

= km
b 2.
+ ; ay, cos(—x) + by, sin(— ; x), (2.3)

o
2
kde | € (0,+00), nazveme triginometrickou tadou s periodou 21.

Poznamka 11. Radu (2.2) lze prevést na fadu (2.3) pomoct substituce t = T

€z,

pricemzt € (—m,m) < x € (=1,1) nebo t € (0,27) & z € (0,21]).

Definice 10. Cdstecny soucet fady (2.2), respektivé tady (2.3), nazveme trigo-

nometricky polynom s periodou 27, respektive 2.

Definice 11. Jsou-li viechny ax, k € Ny, rovny nule, nazgvdme radu (2.2),respek-
tivé fadu (2.3), sinovou trigonometrickou Tadou.
Jsou-li vsechny by, k € N, rovny nule, nazgvame radu (2.2), respektivé radu (2.3),

kosinovou trigonometrickou Tadou.

Véta 11. Konverguje-li trigonometrickd rada (2.2), respektivé rada (2.3), k funkci
f, pak f ma stejnou periodu jako Tada (2.2), respektivé rfada (2.3).
Konverguje-li sinovad, respektivé kosinovd tada k funkci f na intervalu, ktery je

symetricky kolem O, pak f je lichd, respektivé suda.
Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt napt. v [15]. O

Definice 12. Rekneme, Ze dvé funkce f a g definované na (a,b) C R jsou orto-
gondlni na {(a,b), jestlize fab f(z)g(z)dz = 0.

Definice 13. Rekneme, ze systém funkci fi, fa, -+, fn, - je ortogondini na (a,b) C
R, jestlize f f (@) fr(x)dz =0, Vm,n € N, m # n.
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Véta 12. Systém funkci
1,cost,sint, cos2t,sin2t, ..., cosnt,sinnt, . .. (2.4)

je ortogondlni na libovolném intervalu délky 2.

Systém funkci

1, cos <§x> ,sin <§x> , COS (277Tx) ,sin (2%35) y...,COS (Tll—ﬂx> ,sin (?m) yen
(2.5)

je ortogondlni na libovolném intervalu délky 21,1 > 0.

Diikaz. Primym vypoctem lze ovérit, ze prislusné integraly jsou nulové. Staci
spocitat pro systém funkei (2.4) a pomoci substituce ¢ = 72 dostaneme tvrzeni
pro systém funkef (2.5).

Staci si tedy uvédomit, ze plati

/a = /0 Y

pro kazdou 27 — periodickou funkci f a ovérit nasledujici rovnosti:

2
/ cosktdt = 0,
0

tj., ze 1 je ortogonalni na cos kt,Vk € N,

2
/ sin kt dt = 0,
0

tj., ze 1 je ortogondlni na sin kt, Vk € N. Navic je potieba dokézat, ze plati
2m
/ cosktsinntdt =0, pro k # n,
0
2m
/ cosktcosntdt =0, pro k # n,
0

21
/ sinktsinntdt =0, pro k # n,
0
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2w
/ sinktcosntdt =0, pro k =n.
0

Ovérime vyse uvedené rovnosti:

2 inkt]* 1 1
/ cos kt dt = [sm = — (sin2km —sin0) = - (0—-0) =0, Vk € N,
) k|, & K

2 k171
/ sin kt dt = — {COZ = —— (cos 2km — cos0) =
0

1
—(1—-1)=0,VkeN
1o k k( ) 07 S )

2 2m
/ cos kt sinnt dt = / (sin(k+mn)t—sin(k—n)t) dt =
0 0

_ % <[_Cos lik++nn)tK”+ [cos ]ik_—nn)tr”> _

(cos2r (k= ) cos0) ) =

DN | —

1 1 1
5(—k_i_n(cosQW(k—f—n)—cosO)—f—k_n

1 1 1
:5(_k+n(1—1)+k_n(1—1))=0,Vk,neN,k%n

27 1 2T
/ cosk;tcosntdtzé/ (cos(k+n)t+cos(k—n)t) dt =
0 0
1 ([sin(k+n)t]*"  [sin(k—n)t]*"
_ — e A— + -~ 7 —
2 k+n 0 k—n

1 . : 1 : :
(k: - (sin27 (k 4+ n) —sin0) + P (sin 27 (k —n) —sm())) =

N | =
-+

N[ —

1
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2w 1 2w
/ sinktsinntdtzi/ (cos(k—n)t —cos(k+n)t) dt =
0 0

_ % ([shléé;i%n)t}zﬂ__ [Snlé@%fﬁ@)t]zﬂ> _

1 . . 1 . .
(k — (sin27 (k —n) —sin0) — e (sin27 (k +n) —sm())> =

N

1 1 1
_5( —n(0_0)+_]€+n(0_0)>_07Vk7n€N,k7én

1 [cos2kt]*" B
2

2m 1 2m
inktcosktdt = — in2kt) dt = —=
/0 sin kt cos 5 /0 (sin 2kt) oF

0

1/1
——5(%(1—1))—0,W€6N

]

Definice 14. Necht funkce f je integrovatelnd na {a,a + 27). Trigonometrickd

rada (2.2) s koeficienty ve tvaru

1 a+2m 1 a+2m
aoz—/ f(t)dt,ak:—/ f(t)cosktdt, Vk € N

T Ja T J,

1 a+2m (26)
m_—/‘ F(#)sinkt dt, Yk € N

™ a

se nazyvd Fourierova tada funkce f na {a,a + 2m). Koeficienty (2.6) se nazgvaji

Fourierovy koeficienty funkce f na (a,a + 2m).

Poznamka 12. Piseme

f(t) ~ % —{—;ancosnt—i—bnsinnt na (a,a+ 2m)

Poznamenejme, Ze pravd strana predchoziho vijrazu nemusi k funkci f(t) konver-

govat ani bodové, ani steynomérné.
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Definice 15. Necht funkce f je integrovatelnd na {(a,a + 2l). Trigonometrickd
rada (2.3) s koeficienty ve tvaru

1 a+21 1 a+21
ap = 7/ flx)dx,a = 7/ f(x) cos <k,§x> dr,Vk € N

(2.7)

1 a+2l
b, = 7/ f(x)sin <k§x> dz, Vk € N

se nazyvd Fourierova tada funkce f na {(a,a + 2l). Koeficienty (2.7) se nazgvaji

Fourierovy koeficienty funkce f na {(a,a + 2l).

Poznamka 13. Piseme

[e.9]

f(z) ~ % + Z <ak cos (k§x> + by sin (k?%l’)) na (a,a+ 2I)

k=1

Poznamenejme, Ze pravd strana predchoziho vijrazu nemusi k funkci f(t) konver-

govat ani bodové, ani stejnomérné.

Poznamka 14. K funkci f lze uréit Fourierovu tadu na intervalu {(a,a + 2l),

pokud je funkce f integrovatelnd na intervalu (a,a + 21).

Véta 13. Necht a € R a necht trigonometrickd rada (2.2) stejnomérné konver-

guje na {(a,a + 2m) k funkci f. Pak plati vztahy (2.6), tj.

1 a+2m 1 a+2m
ag = —/ f(z)dz,ar = —/ f(z)cos (kx) dz, Yk € N

T T
1 a+2m

b = —/ f(x)sin (kz) dx, Vk € N.
™ a

Tedy trigonometrickd tada (2.2) je Fourierovou tadou funkce f na (a,a + 2m).

Diikaz. Plati nasledujici rovnost ve stejnomérné konvergenci pro t € (a,a + 27):

% + i (a, cosnt + b, sinnt) = f(t) (2.8)

n=1
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Vzhledem ke stejnomérné konvergenci lze pouzit Vétu 8 a integrovat clen po ¢lenu:

a+2m ao 0 a+2m a+2m
— dt+ an, cosntdt+b, sinnt dt
[ /

. J/ g

Vv —
=0 =0

- [

kde pro rovnosti u druhého a tietiho ¢lenu byla pouzita Véta 12. Odtud

a+2m
W%:/ () dt,

a tudiz

a+2m
%:l/ F(t)dt.

™

Vztah (2.8) vynasobime funkei cos kt pro pevné zvolené k € N,

a o0
50 cos kt + Z a, cosnt cos kt + by, sinnt cos kt = f(t) cos kt.

n=1

Jak plyne z Lemma 2, predchozi fada opét stejnomérné konverguje na (a, a + 27)

a lze integrovat clen po ¢lenu:

a+2m ao oo a+2m a+2m
/ 5 cos kt dt + Z Qn / cosnt cos kt dt +b,, / sin nt cos kt dt
a J/ n=1 [\ a J/ a

[ N J/

-~

=0 :O,p;c: k#n ;?)
a+2m
= / f(t) cos kt dt.

Pro rovnosti u prvniho, druhého a tretiho ¢lenu byla pouzita Véta 12.

Tedy

a+2m a+2m
ag / cos kt cos kt dt = / f(t)cosktdt (2.9)
Jelikoz
at2m @27 1 + cos (2kt) t  sin (2kt)]*TT
2 _ — — R ——, —
/a cos ktdt/a 5 dt [2—1- m L ,
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z rovnice (2.9) plyne, ze

1 a+2m
ap = — / f(t) cos kt dt.

™

Pro urceni by, postupujeme obdobné, jenom na zacétku vztah (2.8) vyndsobime

funkei sin kt. [

Véta 14. Necht a € R, 1 € (0,00) a necht trigonometrickd rada (2.3) stej-
nomérné konverguje na {(a,a + 2l) k funkci f. Pak plati vztahy (2.7), tj.

1 a+21 1 a+2l
ap = 7/ f(z)dx,a, = 7/ f(z) cos (kTﬂx) dzr, Vk € N

1 a+2l k
b = 7/ f(z)sin (TW:L') dx, Vk € N.

Tedy trigonometricka tada (2.3) je Fourierovou tadou funkce f na {(a,a + 21).
Diikaz. Tvrzeni véty se dokaze podobné jako u Véty 13. O

Nyni se budeme zabyvat tim, jak se uvedené vztahy pro vypocet koeficientu

ag, b, zjednodusi, je-li funkce f(z) lichd nebo suda.

Véta 15. Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu (—m, ).

Je-li f sudd, md jeji Fourierova Tada tvar

o 2 s
@—FZ(M@COS/{JJJ, kde ak:—/ f(z)coskxdx, Vk € NU{0}
2 — T Jo

Je-li f lichd, ma jeji Fourierova rada tvar
SN 2 (" .
> bysinkz, kde by, = —/ f(x)sinkzdr, Vk eN
T Jo
k=1

Diikaz. Obecné plati: Je-li funkce g integrovatelna a sudé (resp.lichd) na intervalu

<_h7 h>7 pak

/_h g(x) dr = Q/Ohg(:c) dzx, resp. /h g(x) dz = 0.

h ~h
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Tvrzeni véty nyni plyne z toho, ze je-li f sudd, je f(x)coskx suda, f(z)sinkzx

lichd a je-li f lichd, je f(x)coskx licha, f(x)sinkz suda. O

Poznamka 15. Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu (0, ). PoloZime-li
pro x € (—m,0) f(z) = f(—x), zkonstruujeme sudé rozsireni funkce f na inter-
val (—m, 7). Fourierové fadé sudého rozsirent funkce f rikdme rozvoj funkce f v
kosinovou tadu na intervalu (0, ).

Je-li funkce f integrovatelnd na (0,7) a polozime-li f(0) = 0, f(z) = —f(—x)
pro x € (—7,0), sestrojime liché rozsiteni funkce f na interval (—m, ). Fourie-
rova rTada lichého rozsireni funkce f se nazyvd rozvoj funkce f v sinovou radu

na intervalu (0, 7).

Véta 16. Necht funkce f je integrovatelnd na (—I,1),1 > 0:
1) Je-li funkce f sudd na (—l,1), pak jeji Fourierova tada na (—l,1) je Tada

kosinovd. Pro Fourierovy koeficienty funkce f plati vzorce:

2 [ 2 (! k
w=3 [ f@)dra=3 [ eos (o) dri =0, v en
0 0

2) Je-li funkce [ lichd na (—l,1), pak jeji Fourierova tada na (—l,1) je Tada

sinovd. Pro Fourierovy koeficienty funkce f plati vzorce:

2 [ k
aoz(),ak:(),bk:?/ f(z)sin (%x) dz, Vk € N.
0

Poznamka 16. Je-li funkce [ periodickd s periodou 21l > 0 a md derivaci, pak f’
je také periodickd funkce s periodou 2l. Je-li funkce f po ¢dstech spojitd v intervalu
(0,21), pak funkce [ f(t)dt nemusi byt periodickd. Je-li viak fom f(t)dt =0, pak
1 primitivnt funkce k periodické funkci je periodickd. Vsimméme si, Ze podminka

znamend, Ze koeficient ag = 0.

Nyni si uvedeme vztahy mezi Fourierovou rfadou dané funkce, jeji derivaci a

primitivni funkei.
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Véta 17. Necht funkce f je periodickd s periodou 21 > 0 a necht je po édstech

spojitd a ma po ¢dstech spojitou derivaci. Je-li

flz) ~ % + i (ak cos (kTﬂx) + by sin (?m))
k=1

Fourierova tada funkce f, pak plati:

a) Md-li funkce f' po cdastech spojitou derivaci, pak Fourierova fada funkce f’

md tvar
.k k k k
f'(z) ~ ; Tﬂbk cos (%x) — Tﬂak sin (%x)
b) je-li ag =0, pak Fourierova fada funkce F(x) = [ f(t)dt md tvar
— b k k
F(x) ~ ; —é Ccos <T7Ta:> + %sin (wa)

Dikaz. Tvrzeni a) plyne ze vztahu:

2 [ km 1 km &
2/, f(x) cos <Tx) dx = 7 {f(x) cos (Tx)] +

L2k k k
7 f(x)Tﬂ sin (Tﬂx) dr = —ka,
0

%/Ozlf/(x) sin (kT”x) iz = % [f(x) sin <’“l—”x)rl _

0
NN k k
7 f(ﬂL")T7T sin (Tﬂx) dr = —Tﬂak

0

nebot f(0) = f(21). Tvrzeni b) plyne z a), jestlize si uvédomime,
ze F'(x) = f(x). O

Poznamka 17. Pokud ag neni rovno 0, pak se Fourierova fada v pripadé b) hledd
tak, Ze se puvodni Fourierova rada zintegruje a poté se funkce y = x, kterd se

v predpisu objevi, nahradi jeji Fourierovou tadou.
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2.2. Bodova a stejnomérna konvergence Fourie-
rovych rad

V této kapitole si uvedeme podminky postacujici pro bodovou a stejnomérnou
konvergenci Fourierovy fady (2.2) s koeficienty ve tvaru (2.6), resp. konvergenci

Fourierovy fady (2.3) s koeficienty ve tvaru (2.7).

Véta 18. Necht funkce f je po édstech spojitd na intervalu {a,a + 2l), kde a €
R,1 > 0. Potom jeji Fourierova tada na {(a,a + 2l) konverguje k funkci f stredné

kvadraticky, tj.

kde

je n-ty c¢astecny soucet tady (2.7).
Dukaz této véty lze nalézt napt. v [9].

Definice 16. Funkce f : (a,b) — R se nazgvd po édstech hladkd na (a,b), lze-li

interval (a,b) rozlozit na koneény pocet podintervali, v nichz je f' spojitd a f a

f' maji v koncovijch bodech kazdého podintervalu konecéné jednostranné limity.

Poznamka 18. V ndsledujicim textu budeme znacit lim f(z) symbolem f(x§),

x—>x0
resp. lim f(x) symbolem f(xy).
T—=T(

Véta 19. Necht funkce f je po édstech hladkd na {(a,a +2l),a € Rl > 0, pak

Fourierova tada funkce f na {a,a+ 2l) bodové konverguje k funkci f v kazdém

bodé x € (a,a+ 2l), v némz je [ spojitd.

V bodech nespojitosti x; € (a,a + 2l) konverguje Fourierova Tada k aritmetickému
- +

pruméru limit zprava a zleva v x;, tj. k éislu w

V' kragnich bodech a,a + 2l konverguje Fourierova rada k c¢islu w
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Diikaz. Dukaz této véty lze nalézt napt. v [12]. O

Véta 20. Necht funkce f je spojitd a po édstech hladkd na {a,a + 2l) a necht
fla) = f(a+2l). Pak Fourierova tada stejnomérné konverguje (a také absolutné

konverguje) k funkci f na {(a,a 4+ 21).

Diikaz. Dikaz této véty lze nalézt napt. v [12]. O
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Kapitola 3
Resené piiklady

Nésledujici cast bakalaiské prace bude obsahovat piiklady, na nichz si ukazeme,
jak se koeficienty Fourierovych tad hledaji. Nejprve budou ptiklady pocitany
"rucné” a poté s vyuzitim programu Maple. Pti tvorbé této kapitoly byly vyuzity

zejména zdroje [0] a [11].

Piiklad 2. Najdéte Fourierovu tadu funkce f(x) = xz na intervalu (—m,m) a

ukazte, k jaké funkci rada konverguje na (—oo, 00).

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze je funkce f(x) spojitd a hladkd na intervalu (—m, ),
konvergugje jeji Fourierova tada na (—m, ) bodové k funkci f(x).

Podle vztahi (2.6) vycislime koeficienty této rady.

v=zv =1 B
u' = cos (kx) u = 1 sin (kz)

1 ™
ap = —/ x cos (kx) dx =

171 _ - 1 [m .
= - B [z sin (kx)]" — z /7r sin (kz) dx} =
171 . . 1 ™
= _E [7sin (k) — 7sin (k (—7))] + 72 [cos (kx)]—n} =
171
= _ﬁ [cos (km) — cos (k (_77))]} =0
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1 ™
by = —/ zsin (kx) dx =

—T

_ % _% [ cos (kz)]™, + /7r cos (kx) dac] —

1 B 1 1 . ™
= __E (7 cos (km) + 7 cos (k (—7))] + 72 [sin (lm)]—w} =
L[ 2n _ 2cos(km) 2 k+1
= - _—? cos (k‘?‘():| R (=)™

Vypoctené hodnoty koresponduji s tim, Ze je funkce na intervalu (—m, ) lichd a
tudiz je nutné, aby se arp =0 pro kazdé k =0,1,- - -.

Fourierova tada funkce f (x) = x na (—m,m) md tvar:

xr = 22 (_1]2 sin (kx) .

k=1

V' bodech +m nalezend Fourierova tada konverguje k aritmetickému prumeéru
jednostrangch limit v bodech —m,m (viz Véta 19), tj. k hodnoté 0. Soucet takto
ziskané Fourierovy Tady na celé redlné ose je pak urcen 2m-peridickym rozsirenim

funkce f ze zdkladniho intervalu (—m, ) (viz Obrdzek 3.1).
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-3m -2

Obrazek 3.1: Graf 2m-periodického rozsiteni funkee f(z) =«

Priklad 3. Najdéte Fourierovu Fadu funkce f(x) = x* na intervalu (—m, ).

Reseni. Funkce f(x) je spojitd a hladkd na intervalu (—m,7) a plati f(—)

f (), konverguge tedy jeji Fourierova tada na (—m,m) stejnomérné k funkci f(x).
Podle vztahi (2.6) bychom opét mohli vycislit koeficienty této Tady.
Protoze funkce f(x) je sudd na (—m, ), plati by =0 pro k =1,2,--- a ddle

2/7r 9 2 [«317 2 [x% 03 27
ap=— [ vdr=—=|%| == |5 —5| =5
T Jo T3], 7L[3 3 3
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v=2a2v =2

u' = cos (kz) u = 1 sin (k)

{x% sin (lm)} - %/OW xsin (kx) dx} =

4 ™

(] o} o]

k27

4 4
= 73 €08 (kx) = = (—1)".

Fourierova rada funkce f(x) = x* md na (—m, ) tvar:

7“' [e.e]
:? Z

k=1

cos (kx) .

V bodech £m nalezend Fourierova tada konverguje primo k funkénim hod-
notam, protoZe se tyto hodnoty rovnaji. Soucet takto ziskané Fourierovy tady
na celé redlné ose je pak urcen 2m-peridickym rozsirenim funkce f ze zdkladniho

intervalu (—m,m) (viz Obrdzek 3.2).
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Obrazek 3.2: Graf 2m-periodického rozsifeni funkce f(z) = 22

Priklad 4. Najdéte Fourierovu tadu funkce f(x) = Az? + Bx + C na intervalu
(—m,m), kde A,B,C jsou libovolné redlné konstanty.

Reseni. Koeficienty Fourierovy tady bychom mohli vypocitat ze vztahi (2.6).
Misto toho ale vyuZijeme Fourierovy fady funkci f(x) = z* a f(x) = x na inter-
valu (—m, ), které jsme pocitali v Prikladu 2 a v Prikladu 3. Na intervalu (—m, )
tedy plati:

7T2 o (_ )k 00 (_1)k+1
A’ + Bxr +C=A §+4kz:; 12 cos (kx)| + B |2 1 sin (kz) | +
00 )k+1
+C Z cos (kx) + 2B Z sin (kz) + C.

k=1

Piiklad 5. Najdéte Fourierovu radu funkce f(x) = e* na intervalu (0,1). Kon-
verguje nalezend Fourierova tada k 1-periodickému rozsireni funkce f(x) na R

bodové nebo i stejnomerné?

Reseni. Vzhiedem k tomu, Ze je funkce f(x) spojitd a hladkd na intervalu (0,1),
konverguge jeji Fourierova tada na (0,1) bodové k funkci f(x).
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Podle vztahu (2.7) vycislime koeficienty této rady.

1
a0:2/ e“dr =2[e"]) =2(e—1).
0

Nyni pomoci metody per partes vypocitame pro kazdé k € N urcity integrdl

1
/ e“cos (2kmx) dx,
0

ktery ddle vyuzijeme pro viypocet koeficienti ay,.

v=e"v =¢"

u' = cos (2kmz) u = 5 sin (2krx)

1
/ e” cos (2kmz) dxr =
0

1
= Skr [e” sin (2k7z)]; — e” sin (2kmx) dx =
T

2k J,
B v=e"v =e" B
~ | = sin (2kwz) u = —5= cos (2kmwz)|
1
by ! sin (2km) — €”sin (0)]
1 1, R Y
~ o \ " opn le” cos (2kmx)], + % J, e’ cos (2kmx) dx | =

o ([el cos (1) — " cos (0)] — /01 e’ cos (2kmx) dm) =

_ (2];)2 ([e —1)- /0 e cos (2hr) dx) .

Z toho plyne:

1 1
1
e” cos (2kmx) dx + / e’ cos (2kmx) dx = e—1
/o ( ) (2k7r)2 0 ( ) (2k7r)2 ( )
1
—1
/ e cos (2kmz) do = 6—2.
0 (2km)" + 1
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Nyni pomoci metody per partes vypocitdme pro kazdé k € N urcity integral
1
/ e’ sin (2kmx) dz,
0
ktery bude pouzit pro vypocet koeficienti by.

™

1 1 1
/0 e”sin (2kmwz) dor = ~ 55 e” cos (2kmz)]; + %/o e cos (2kmz) dr =

1

([61 cos (2km) — €” cos (0)] — ﬁ [e” sin (2kma)],, + % i e’ sin (2kmx) dm)

_ 1 1 1 03 1 ! T o ;

= 5 ([e 1]+ Py [e sin (2k7) — €’ sin (O)] + 2k:7r/0 e” sin (2kmx) dx)
L (le-1+ 1/1 " gin (2kn) d
=g\l o ), e’ sin (2kmx) dz | .

Z toho plyne:

! 1 ! 1
e’ sin (2kmx) dx + / e’sin (2kmx) de = ——— (e — 1
e @hm) do o [ et sin okee) de =~ (e~ )
! 2km (1 —
/ e’ sin (2kmz) dx = LQB).
0 (2]€7T) +1
Dale pak:
! e—1
ap = 2/ e’ cos (2kmx) dv = 2——F——,
0 (2km)" + 1
! 2km (1 —
by = 2/ e’ sin (2kmz) dx = 2L26).
0 (2km)" 4+ 1
Fourierova tada funkce f(x) = €* md na (0,1) tvar:
[ 2(—1 Ak (1 —
e"=e—1+ Z <(e—2) cos (2kmx) + M sin (2k7r:c)> =
— \(2k7)" +1 (2km)” +1

1
————— (cos (2kmx) — 2k sin (2knz)) .



Tato Fourierova rTada konverguje k 1-peridickému rozsiteni funkce f na R

(viz Obrdzek 3.3) pouze bodové, protoze f(0) # f(1).
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Obrazek 3.3: Graf 1-periodického rozvoje funkce f(z) = e®

Piiklad 6. Najdéte Fourierovu tadu funkce f(x) = 2* na intervalu (—m, 7).
Vyuzijte Fourierovy rady funkci f(x) = x, f(x) = 2* a znalosti integrace Fourie-

rovych tad.

Reseni. V Prikladu 3 jsme spocitali, Ze plati:

Nyni tuto radu zintegrujeme:

/Omt2dt:/: <%2+4i(—kl2)k Cos(kt>> "




k

1 1 = (—1
§x3 - —7r2x+4z( ) sin (kz). (3.1)
k=1

3 k3
Z Prikladu 2 vime, Ze Fourierova tada funkce f(x) = x md tvar:

k+l

sin (kz) .

=1

Nyni tuto Fadu dosadime do predchozi zintegrované rady (3.1):

sin (kx) .

1 1 2 (—1)F!
§x3:§7r2 (2 ( k) sin k‘x>+4z
A vyjddrime si x°:

s o= ((=DMor? (12 |
x° = Z ( ’ + 13 ) sin (kx) .

k=1

Tato tada konverguje bodové na (—m,m) k funkci f(x) = 3, protoze je f(x)

na daném intervalu spojitd a hladkd.

3.1. Resené piiklady s programem Maple

V této céasti bakalarské prace si podrobné rozebereme, jak lze vyfesit vyse
zminéné piiklady pro f(x) =z a f(z) = € s vyuzitim programu Maple.
Nejdiive se zamétime na Piiklad 2, tj. hledame Fourierovu fadu pro funkci

flz) ==

Piiklad 7. Najdéte s vyuzitim programu Maple Fourierovu tadu funkce f(z) = x

na intervalu (—mw, ).

Reseni. Nejprve spocitdime ag:

> al0] := 1/Pi x int(x,x = —Pi..Pi);

ag =0
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Ddle spocitame koeficient ay,. Jelikoz se jednd o lichou funkci, musi byt ay, (stejné
jako ag) rovno 0. Nastavime, Ze k je z mnozZiny celych cisel:

> assume(k, integer);

A ovérime vipoctem nulovost téchto koeficientii:

> alk] := 1/Pixint(x * cos(k * x),x = —Pi..Pi);
ap =0

Nyni vypocitame koeficienty by,:
> blk] := 1/Pixint(x * sin(k x x),x = —Pi..Pi);

9 (_1)1+k

by, = ?

Fourierova fada funkce f(x) = md tedy tvar:

>z = al0]/2 + Sum(alk] * cos(k * x) + b[k] * sin(k * ), k = 1..infinity);

x =

> 2(=1)""sin (k)
= k

1

Abychom mohli vykreslit néktery z éastecnych souctu Fourierovy rady, tj. néktery
z Fourierovych polynomai, do grafu, definujeme funkci four, kterd pro dany pa-
rametr v vytvori funkci promeénné x z pronich r clend Fourierovy tady.

> four :==r— > al0]/2 + sum(a[k] * cos(k = x) + b[k] * sin(k * z), k = 1..r);
1 - .
four :=r — 540 + ; (ay, cos (kx) 4 by sin (kx))
Napriklad pro r = 10 md Fourieruv polynom funkce x tvar:
> F[10](x) = four(10);

2 1 2
Fio (z) = 2sin (z) — sin (2x) + 3 sin (3z) — 5 sin (4z) + R sin (5z)

1 2 1 2
—3 sin (6x) + = sin (7x) — 2 sin (8z) + 3 sin (9x)

1
—% sin (10z)
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Pro kreslent grafu si musime nejprve nacist knihovnu plots:

> with(plots) :

Abychom mohli grafy funkce f(x) = x a polynomu F(10) zobrazit do jednoho
grafu, ulozime nejdrive graf funkce f(x) = x napr. do proménné grafl:

> grafl := plot(z,x = —Pi..Pi, color = green, thickness = 3) :

A graf polynomu F(10) uloZime napt. do proménné graf2:

> graf2 := plot(four(10),r = —Pi..Pi, color = red);

Pro zobrazeni téchto grafu do jednoho grafu pouzijeme prikaz display:

> display(graf2, grafl);

: /)
I
2 /,__/‘
. fj
|
TR Y FF T
,f"'/ ]
;’j 5
o
f -

Obrézek 3.4: Graf funkce f(x) = z a prislusny Fourieruv polynom 10. tého fadu
na intervalu (—m, )

Piiklad 8. Najdéte s vyuzitim programu Maple Fourierovu fadu funkce f(x) = e*

na intervalu (0,1).
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Reseni. Nejproe tedy spocitdme ay:

> al0] := 2 xint(exp(r),z =0..1);
ag = —2+4 2e

Nastavime, Ze k je z mnoZiny celych cisel:
> assume(k, integer);
Ddle spocitame koeficienty ay:

> alk] := 2 *xint(exp(x) * cos(2x k* Pi*x),x = 0..1);

2(=1+e)
1+ 4k272

Nyni vypocitame koeficienty by.:

> blk] := 2 int(exp(x) * sin(2x k * Pi*xx),x = 0..1);

4km (=1 +e)

b i= —
k 1+ 4k2n2

Fourierova fada funkce f(x) = e* md tedy tvar:

> e® = al0]/2 + Sum(a[k] * cos(2k % mx) + b[k] * sin(2k x mx), k = 1..in finity);

—1+e)cos (2kmx)  4km (=1 + e)sin (2kmx)
=1
+€+Z( 1+ 4k2r2 1+ 4k2r2

Nyni vykreslime Fourierovy polynomy do grafu. Definujeme funkci four, kterd
pro dany parametr p vytvori funkci promenné x z pronich p ¢leni Fourierovy rady.

> four .= p— > al0]/2 + sum(a[k] * cos(27k * z) + b[k] * sin(2wk x ),k = 1..p);

1 P
four :=p— —ag + Z (ay cos (2mkz) + by sin (2wkz))

2
k=1

Napriklad pro p = 3 md Fourieruv polynom funkce x tvar:
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> F[3(z) = four(3);

Fy(2) = —1 4 ¢ 4 21T Q)08 2m2)  dr (1 + ) sin (2r)

1+ 472 1+ 4n?
N 2(—1+e)cos(drz) 8m(—1+e)sin (4mz)
1+ 1672 1+ 1672
2(=1+e)cos(6mz) 127 (—1+ e)sin (67z)
1+ 3672 1+ 3672

Pro kreslent grafu si musime nejprve nacist knihovnu plots:
> with(plots) :
Nyni si do jednoho obrdzku nakreslime graf funkce f(x) = e* a Fourierovy poly-

nomy stupnu 2,3, 10, 100.

Abychom mohli grafy funkce e* a Fourieroviych polynomi zobrazit do jednoho
grafu, ulozime nejdrive graf funkce f(x) = e* napr. do proménné grafl:

> grafl := plot(exp(x),x = 0..1, color = green, thickness = 3) :

A grafy Fourierovijch polynomi uloZime do promeénnijch

graf2,graf3,grafl0, graf100:

> graf2 := plot(four(2),z = 0..1, color = red);

> graf3 := plot(four(3),z = 0..1, color = blue);

> graf10 := plot(four(10),x = 0..1, color = orange);

> graf100 := plot(four(100),x = 0..1, color = black);

Pro zobrazeni téchto grafu do jednoho grafu pouzijeme prikaz display:

> display(graf2,grafl, graf3, grafl10, graf100);
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Obrazek 3.5: Graf funkce f(x) = e* a piislusné Fourierovy polynomy 2. tého, 3.
tého, 10. tého a 100. tého fadu na intervalu (0, 1)
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Kapitola 4

Aplikace Fourierovych rad

V nésledujici ¢asti prace se budeme zabyvat tim, jakym zptusobem lze Fourie-
rovy fady vyuzit. Nejprve si ukazeme, jak lze s vyuzitim Fourierovych tad odvodit
soucty nékterych nekonecénych ¢iselnych fad a poté si v kratkosti ukazeme, jak
lze Fourierovy tady pouzit pii feSeni diferencialnich rovnic. Pii tvorbé kapitoly

byly vyuzity zejména zdroje [2] a [10].

4.1. Vyuziti Fourierovych rad pro stanoveni souc-
tt c¢iselnych rad

U vétsiny éiselnych fad pouze urcujeme, zda je dand fada konvergentni (tj. ma
koneény soucet) nebo je divergentni. Neni to z duvodu, ze by nas hodnota souc¢tu
fady nezajimala, ale proto, ze u vétsiny ¢iselnych fad (pomineme-li geometrické
fady s kvocientem ¢ € (—1, 1)) jejich soucty nedokazeme jednoduse najit.

V této césti prace si ukazeme, jak 1ze soucty nékterych ¢iselnych fad urcit pomoci
funkénich Fourierovych tad.

Uvazujeme napi. funkei f(x) = 22 definovanou na intervalu (—m, ) a jeji
prislus-

nou Fourierovu fadu (viz Priklad 3).




Dosadime-li do této Fourierovu fady za x ¢islo 0, ziskame ¢iselnou radu:

7T > 7T
3 kg COS = ? £

8

Vzhledem k tomu, ze Fourierova rada konverguje k funkci f(x) na (—m,m) (do-

konce stejnomérné), plati, ze:

8

’ﬂ' o0
3 Z

= k=1 k=1

Piiklad 9. Pomoci Fourierovy fady funkce f(x) = x na intervalu (—m, ) najdéte

1)3n+1
2n—1

soucet ciselné rady Z

Reseni. VyuZijeme zde toho, Ze uz diive (viz Priklad 2) jsme zjistili prislusnou

Fourierovu tadu k funkci f(x) = x na intervalu (—m, ).

S
r =2 Z . sin (kx) .
k=1
Zvolime x = 5 a dosadime do Fourierovy Tady:
> (= k+1 )n- 1+1 X (_q)ysntt
kz:; sin Z 277, —7 U nzl om — 1
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Vzhledem k tomu, Ze Fourierova tada funkce f(x) = x konverguje na intervalu

(—m,m) bodové, plati:
3n+1

N Z 2n 1
Odsud uz jednoduse zjistime soucet ciselné rady:

i 3n+1 T
vt 2n —1 4
Poznamka 19. Pri vjpoctu jsme vyuzili toho, Ze pro sudé k (k= 2n, n € N)

g) = sin (2ng) = 0 a toho, zZe pro liché k (k=2n— 1, n € N) plati

sin (k%) =sin ((2n — 1) T) = (-=1)"*".

plati sin (k:

z, x€(0,m)

Ptiklad 10. Pomoci Fourierovy fady funkce f(x) = { -z, x€ (-0

) najdéte

soucet Tady Z 2n i

5 . , o , y B z, x€(0,m)
Reseni. Nejprve zjistime Fourierovu tfadu funkce f(x) = {_377 v e (—m,0)
Pro funkéni hodnotu v bodé —z plati f(—z) = f(x), to znamend, Ze funkce je
suda a b, = 0.

Ddle vypocitame koeficienty ag a ay.

2/7T Q[xQ}W
ag = — rdr=—|—| =m
T Jo TL2],
v=xv =1

u = cos (kz) u = sin (k) -

/07r sin (kz) dm] — % {Coslikx)I )

2o

ap = / x - cos (kx) dx =
0

—— 3|

[ osin () -

| =

0 prok sudé
—ﬁ prok liché
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Fourierova tada funkce f(x) = { _i’ xx€€<(_07,r7r(>)) na (—m,m) md tedy tvar:

s . 4cos[(2n—1)z
f(x)zg—nz:;; ([2(71_1)2) ],x€<—7r,7r>.

Nyni dosadime za x c¢islo m:

T 4 Kcos[(2n — 1) 7]
5_%; (2n —1)?

T4 = 1
2 wz(zn—nz

n=1

Vzhledem k tomu, Ze Fourierova tada konverguje na (—m, ) k funkci f(x) (do-
konce stejnomeérné), plati:

m =

|

4 & 1
-y —
WZ(Zn—1)2

n=1

Odsud dostaneme soucet ciselné rTady:

2

i;_ﬁ_
~(2n -1 8

4.2. Vyuziti Fourierovych rad pri reseni diferen-
cialnich rovnic

V této ¢ésti si v kratkosti nastinime dalsi moznou aplikaci Fourierovych rad -

jejich vyuziti pii feseni diferencidlnich rovnic.

Definice 17. Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého Tddu rozumime rovnici

ve tvaru

kde F : D(F) C R"" — R.
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Definice 18. Necht F : D(F) C R"™? — R, h : I C R, I C R je interval.
Rekneme, Ze funkce h je fesenim obyceiné diferencidini rovnice (4.1) na intervalu

I, jestlize Vo € I plati F(x, h(x),h (z),--- , A (z)) = 0.

Jednim z typu rovnic, které se daji fesit pomoci rozvoje ve Fourierovy tady,

jsou linearni diverencialni rovnice 2. fadu.

Definice 19. Necht ag, a1, as, f : J — R jsou spojité na intervalu J C R, as(x) #

0 na J. Pak rovnici

as(2)y” + ar(2)y + ao(x)y = f () (4.2)

nazyvame linedrni diferencidlni rovnici 2. radu. Funkcim a; rikdme koeficienty.
Jsou-li a; pro vSechna i = 0,1,2 konstantni funkce, nazgvame (4.2) linedrni dife-
rencidlng rovnici s konstantnimi koeficienty. Funkci f rikame pravd strana dife-
rencidlni rovnice. Je-li f =0 na J, nazjvame rovnici (4.2) homogenni, v opacném

pripadé nehomogenni.

Véta 21. UvaZujeme homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2. tddu s kon-

stantnimi koeficienty, tzn. rovnici
axy’ + ay + agy =0, (4.3)

kde ap,ai,a; € R. Je-li X\ koFenem tzv. charakteristické rovnice diferencidlni

rovnice (4.3), tj. kvadratické rovnice

ag)\2 + al)\ + ag = 0, (44)

AT Fesenim rovnice (4.3).

je funkce majici predpis e
Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt napt. v [2]. O

Poznamka 20. Je-li redlng X kofen, je to jasné, pokud je komplexnd, i pak tvrzend

plati, ale predpis e’ je predpisem komplexni funkce redlné promeénné.
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Véta 22. Kazdé resent rovnice (4.2) je ve tvaru
y(x) = ayr(z) + coyo () + yp(x) Vo € J, c1,c2 € R,

kde {y1,y2} jsou linedrné nezdvislda Teseni pridruzené homogenni rovnice a y, je

(jakékoliv) Teseni rovnice (4.2).
Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt napt. v [10]. O

Poznamka 21. K urceni viech reseni rovnice (4.2) staci tedy nalézt 2 linedrné
nezavisld reSeni prislusné homogenni rovnice a jedno tzv. partikuldrni reseni

rovnice (4.2).

Obvykle se partikularni feseni diferencidlnich rovnic hledaji napt. metodou
variace konstant. Na nésledujicim jednoduchém ptikladu si ukazeme, jak by se

dalo toto partikularni feseni nalézt pomoci rozvoje ve Fourierovu radu.

Priklad 11. Najdéte partikuldrni veseni diferencdlni rovnice
y'(z) = 3y(x) = f(x), (4.5)
kde f(z) je 2m-periodické roz§iFent funkce 3x? ze zdkladniho intervalu {(—m, ),

pomoct rozvoje ve Fourierovu radu.

2

Reseni. V Prikladu 3 jsme nalezli Fourierovu fadu funkce f(z) = 2* ve tvaru:

2 T +4i y* cos (k)
Trr = — ZT).
3 —~ K

Proto lze pravou stranu uvaZované diferencidlni rovnice psdt ve tvaru Fourierovy

rady:

[e'e) _1 k
322 = 7% + 12 Z ( k‘2) cos (kx) .
k=1
Predpoklddejme, Ze lze reSent rovnice (4.5) nalézt ve formé Fourierovy tady v ob-

dobném tvaru, tj. Ze:

y(x):%+2akcos(k:x), kde ar, € R Yk € NU{0}.

k=1
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[&.°] o0

Pak y' (z) = > —agksin (kz) a y' (z) = > —apk?cos (kx) .
k=1 k=1

Dosazenim do rovnice (4.5) ziskdme:

Z —ak? cos (kx) — % — Z 3ay cos (kr) = 7% + 12 Z ( k;Q) cos (kx).
k=1 k=1 k=1
Nyni porovndame koeficienty:
3a 272
B akid o
—1)F12 —1)F 12
—ark® — 3ay, = % = ayg (3+k2) = %

) e
ag k2(3+k2)’ eN

Partikuldarni resent y(z) diferencidlni rovnice (4.5) lze tedy vyjddrit ve tvaru Fou-
rierovy rady:

2

- 0 ktl
y(x) = —E%—Zl({:l)—leQcos (kz) .

Abychom zjistili, kde dand Fourierova tada konverguje k reseni diferencidlni rov-

nice, muzeme pouzit napr. Weierstrassovo kritérium (viz Véta 3).

cos (kz)| < 2. Rada

k1

Pro kazdé k € N a kazdé o € R plati, ze (G022

>re, & konverguje (viz Pozndmka 4). Dle Weierstrassova kritéria tedy stej-
(—1)**112

o0
~ ~ - ~ 7’[’2 / - / 7/ N~ ~ 4
nomerné konverguje rada —?—I—kzl PR Cos (kx) . Nalezené partikuldrni resent

je tudiz resenim dané diferencidlni rovnice na celé redlné ose.
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Zaver

Ve své bakalaiské praci jsem se nejdiive obecné vénovala zakladnim pojmum
tykajicich se ¢iselnych fad a rad funkei a nastinila jsem, za jakych podminek tyto
fady konverguji. Poté jsem se zaméftila na Fourierovy fady a dfive popsané obecné
pojmy jsem specifikovala pro tyto fady. Také jsem pripomnéla zakladni vlastnosti
souvisejici s Fourierovymi fadami, jako jsou periodicita a parita a nastinila jsem
vztah Fourierovych tad a ortogonalnich systému.

V druhé poloviné bakalarské prace jsem na nékolika piikladech demonstrovala
poznatky, kterym jsem se vénovala v teoretické ¢asti. Vybrala jsem si ruznorodé
priklady, které ilustrovaly teorii tykajici se Fourierovych tad jak na intervalu délky
2m, tak i na obecném intervalu délky 2[. Tyto ptiklady jsem nejdiive pocitala
,rucné* a poté jsem si vybrala dva z prikladu a vypocitala je detailné s pomoci
programu Maple. Piiklady jsem doplnila o grafy, které byly vykresleny také po-
moci programu Maple.

Déle jsem se zamérila na aplikace Fourierovych rad. Nejprve jsem na nékolika
prikladech ukézala, jak se daji Fourierovy fady vyuzit k tomu, abychom zjistili
soucty c¢iselnych tfad. Poté jsem popsala a na jednom piikladu ilustrovala, jak
muzeme s pomoci Fourierovych tad tesit diferencialni rovnice.

Béhem vytvareni bakalarské prace jsem nastudovala zakladni problematiku
Fourierovych fad z ruznych zdroju a naucila se, jak spravné poznatky z rozlié¢nych
zdroju skombinovat do jednotného celku. Také jsem si prohloubila své znalosti
tykajici se vypoctu urcitych integrélu, které jsem pouzila nejen v piikladech,
ale i v dukazech. V praktické casti jsem se presvédcila, ze Fourierovy tady se

daji velmi dobfe vyuzit pii hledani souc¢tu fad nebo pfi feSeni diferencialnich

o1



rovnic. Pii zpracovavani své bakalarské praci jsem se rovnéz naucila pracovat
s programem Maple, zjistila jsem, ze tento program je pro matematické obory
velmi uzitecny a diky tomu jej budu v budoucnu uréité vyuzivat i dale. Také jsem
se naucila, jak se rychle orientovat v cizojazycnych publikacich a prohloubila si

své znalosti tykajici se typografického systému TeX.

52



Literatura

[11]

[12]
[13]
[14]
[15]

Bhatia, R.: Fourier series. American Mathematical Society, Michigan, 2005.

Brabec, J., Hruza, B.: Matematickd analyjza II. Statni nakladatelstvi tech-
nické literatury, Praha, 1986.

Brabec, J., Martan, F., Rozensky, Z.: Matematickd analyjza I. Statni nakla-
datelstvi technické literatury, Praha, 1985.

Dosla, Z., Kuben, J.: Diferencidlni pocet funkci jedné proménné Masarykova
univerzita, Brno, 2004.

Doslé, Z., Novak, V.: Nekonecné tady (2. vyddni). Masarykova univerzita,
Brno, 2007.

Dosla, Z., Plch, R., Sojka, P.: Nekonecéné rady s programem Maple. Masary-
kova univerzita, Brno, 2002.

Fourier, J. B. J.: Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps
solides . Institut de France, Paris, 1807.

Fourier, J. B. J.: Théorie Analytique de la Chaleur . F.Didot, Paris, 1822.
Jarnik, V.: Integrdlni pocet II. Academia, Praha, 1984.

Kalas, J., Rab, M.: Obycejné diferencialni rovnice. Masarykova univerzita,
Brno, 2001.

Nicolaides, R. A., Walkington, N. J.: MAPLE: A Comprehensive Intro-
duction. Cambridge University Press, Cambridge, 1996.

Novék, V.. Nekonecné tady . skriptum UJEP, Brno, 1981.

Tolstov, G. P.: Fourier series. Martino Fine Books, Eastford, 2014.

Vesely, J.: Pokroky matematiky, fyziky a astronomie. Vol. 52, 2007.
Zygmund, A.: Trigonometric series. Cambridge University Press, London,

2002.

53



	Úvod
	Císelné rady a rady funkcí
	Základní pojmy císelných rad
	Bodová a stejnomerná konvergence rad funkcí
	Vlastnosti stejnomerne konvergentních posloupností a rad funkcí


	Fourierovy rady
	Základní pojmy Fourierových rad
	Bodová a stejnomerná konvergence Fourierových rad

	Rešené príklady
	Rešené príklady s programem Maple

	Aplikace Fourierových rad
	Využití Fourierových rad pro stanovení souc- tu císelných rad
	Využití Fourierových rad pri rešení diferen-ciálních rovnic

	Záver
	Literatura

