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The year of presentation: 2019

Abstract: This bachelor’s thesis is focused on theory of Fourier series and their
basic properties. The theoretical knowledge is illustrated by concrete examples.
This bachelor’s thesis also contains an application of Fourier series to calculate
summation of numeric series and to solve differential equations. The examples
are illustrated by graphs created in mathematical program Maple.

Key words: numerical series, functional series, Fourier series, pointwise and
uniform convergence, solutions of differential equations, program Maple

Number of pages: 53

Number of appendices: 0

Language: Czech

3



Prohlášeńı
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Úvod

Pro mou bakalářskou práci jsem si zvolila téma Fourierovy řady, protože se

mi zdály z pohledu praktického využit́ı velice zaj́ımavé a ve výukových plánech

jsou nast́ıněny jen velmi okrajově. Toto téma jsem si tedy vybrala proto, abych

se o problematice Fourierových řad dozvěděla v́ıce informaćı.

Fourierovy řady jsou pojmenovány po matematikovi a fyzikovi Jeanu – Bap-

tistu Josephu Fourierovi, který se narodil ve francouzském městě Auxerre a

žil v letech 1768 – 1830. Fourier podstoupil vzděláńı pro budoućı učitele na

tehdy nově vzniklé École Normale, kde jej ovlivnili významńı matematici (např.

Lagrange, Laplace a Monge). Zabýval se teoríı vedeńı tepla, kterou zpracoval

v pracech Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps solides a

Théorie analytique de la chaleur (viz [7],[8]). Ve svém výzkumu navázal na Je-

ana le Ronda d´Alemberta, Leonarda Eulera a Daniela Bernoulliho a vyjádřil

myšlenku, že každá funkce se dá vyjádřit pomoćı trigonometrických řad funkćı,

které definoval a integroval na intervalu (−Π,Π). Tyto řady se nazývaj́ı Fourie-

rovy řady a jejich koeficienty jsou Fourierovy koeficienty. Později se o Fourierovu

práci zaj́ımal Johann Peter Gustav Lejeune Dirichtet. Ten se zabýval konvergenćı

Fourierových řad, dokázal, pro které funkce jsou Fourierova tvrzeńı pravdivá a

dále jeho myšlenky rozv́ıjel. Daľśı zaj́ımavosti o osobě Fouriera lze nalézt např.

v článku [14] nebo v knihách [1], [13].

Ćılem mé bakalářské práce je seznámit se se základńımi pojmy Fourierových

řad a ukázat si jejich praktické využit́ı při stanoveńı součt̊u č́ıselných řad a při

řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Bakalářská práce je rozdělena do čtyř kapitol. Prvńı dvě kapitoly jsou věnovány
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popisu teoretických pojmů a ve zbývaj́ıćıch kapitolách si prakticky ukážeme, jak

lze Fourierovy řady využ́ıt.

V prvńı části si nejprve představ́ıme č́ıselné řady a řady funkćı. Poṕı̌seme

zde d̊uležité vlastnosti č́ıselných řad a vysvětĺıme si bodovou a stejnoměrnou

konvergenci řad funkćı. Budeme se zaj́ımat také o to, za jakých podmı́nek můžeme

posloupnosti a řady funkćı integrovat a derivovat.

V druhé části se budeme zabývat už samotnými Fourierovými řadami. Nej-

prve si připomeneme pojmy periodicita a parita a poté si vysvětĺıme základńı

pojmy týkaj́ıćı se Fourierových řad a ukážeme si, jak se Fourierovy řady chovaj́ı

v̊uči ortogonálńım systémům. Poté si nast́ıńıme, za jakých podmı́nek tyto řady

konverguj́ı bodově nebo stejnoměrně.

Následuj́ıćı část bude věnována př́ıklad̊um. Nejprve si vypoč́ıtáme několik

př́ıklad̊u
”
ručně“ a poté si detailně poṕı̌seme př́ıklady, které budeme řešit pomoćı

programu Maple. Př́ıklady budou doplněny ilustrativńımi grafy.

Posledńı kapitola bude zaměřena na aplikace Fourierových řad. Nejdř́ıve si

vysvětĺıme a na př́ıkladech ilustrujeme, jak můžeme s pomoćı Fourierových řad

stanovit součty některých č́ıselných řad. Poté si ukážeme, jak lze Fourierovy řady

využ́ıt při řešeńı diferenciálńıch rovnic.
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Kapitola 1

Č́ıselné řady a řady funkćı

V této kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy a vlastnostmi č́ıselných řad

a řad funkćı, které budou použity v následuj́ıćı kapitole věnované Fourierovým

řadám. Představ́ıme si zde bodovou a stejnoměrnou konvergenci posloupnosti

funkćı a tyto poznatky využijeme u konvergenćı řad. Při tvorbě kapitoly byly

využity zejména zdroje [3] a [5].

1.1. Základńı pojmy č́ıselných řad

Dř́ıve než se budeme zabývat řadami funkćı, uvedeme si základńı poznatky

týkaj́ıćı se č́ıselných řad.

Definice 1. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Symbol

∞∑
n=1

an nebo a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

nazýváme nekonečnou č́ıselnou řadou. Posloupnost {sn}∞n=1, kde

s1 = a1, s2 = a1 + a2, · · ·, sn = a1 + a2 + · · ·+ an, · · ·

nazýváme posloupnost částečných součt̊u této řady. Existuje-li vlastńı limita

lim
n→∞

sn = s, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje a má součet s. Neexistuje-li

vlastńı limita lim
n→∞

sn, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an diverguje.
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Poznámka 1. Je-li lim
n→∞

sn =∞, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an diverguje k +∞.

Je-li lim
n→∞

sn = −∞, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an diverguje k −∞.

Věta 1. Jestlǐze řada
∞∑
n=1

an konverguje, pak plat́ı lim
n→∞

an = 0.

D̊ukaz. Necht’
∞∑
n=1

an konverguje a
∞∑
n=1

an = s. Tedy lim
n→∞

sn = s ∈ R, a protože

an = sn − sn−1, plyne odtud lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = (s− s) = 0.

Poznámka 2. Tvrzeńı této věty plat́ı pouze jednosměrně. Pokud lim an = 0,

nem̊užeme ř́ıct, že řada
∞∑
n=1

an konverguje. Př́ıkladem je např. řada
∞∑
n=1

1
n

, jej́ı̌z

členy maj́ı nulovou limitu, přestože tato řada diverguje.

Věta 2. Necht’ p ∈ N. Řady
∞∑
n=1

an,
∞∑

n=p+1

an současně bud’ konverguj́ı nebo di-

verguj́ı. Jestlǐze konverguj́ı, pak plat́ı

∞∑
n=1

an = a1 + · · ·+ ap +
∞∑

n=p+1

an.

Důkaz této věty lze nalézt např. v [3].

Poznámka 3. Předchoźı věta nám ř́ıká, že konečný počet člen̊u nemá vliv na kon-

vergenci, resp. divergenci, řady. Pokud tedy předpoklad neplat́ı jen pro konečný

počet člen̊u, řekneme, že plat́ı pro skoro všechna n (plat́ı až od jistého indexu).

V následuj́ıćım textu budeme při vyšetřováńı konvergence, resp. divergence, mı́sto
∞∑
n=1

an psát zjednodušeně
∑
an.

Jedńım z nejčastěji uváděných kritéríı garantuj́ıćıch konvergenci č́ıselných řad

je Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence.

Lemma 1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence). Řada
∞∑
n=1

an je kon-

vergentńı právě tehdy, když posloupnost jejich částečných součt̊u je cauchyovská,
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tj. když pro libovolné ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0 a

libovolné m ∈ N plat́ı

|sn+m − sn| = |an+1 + an+2 + · · ·+ an+m| < ε.

Důkaz tohoto lemmatu lze naj́ıt např. v [4].

Poznámka 4. Daľśımi kritérii použ́ıvanými pro zjǐstěńı konvergence č́ıselných

řad jsou např. kritérium srovnávaćı, pod́ılové nebo integrálńı (viz např. [3]).

Pro srovnávaćı kritérium se často použ́ıvaj́ı řady typu
∑∞

n=1
1
na . Tyto řady kon-

verguj́ı pro a > 1 a diverguj́ı pro a ≤ 1.

1.2. Bodová a stejnoměrná konvergence řad funkćı

V této kapitole se budeme zabývat konvergencemi posloupnost́ı funkćı a funkč-

ńıch řad. Nejdř́ıve si muśıme zadefinovat bodovou a stejnoměrnou konvergenci

u posloupnost́ı funkćı. Z těchto definic konvergenćı pak vycháźı definice pro bo-

dovou a stejnoměrnou konvergenci řad funkćı.

Definice 2. Necht’ {fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných na intervalu I

a x0 ∈ I je libovolné. Je-li č́ıselná posloupnost {fn(x0)}∞n=1 konvergentńı, ř́ıkáme,

že posloupnost {fn(x)}∞n=1 je konvergentńı v bodě x0.

Řekneme, že posloupnost funkćı bodově konverguje k funkci f(x) na intervalu I,

jestlǐze konverguje v každém bodě x ∈ I, tj. jestlǐze ke každému x ∈ I a každému

ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, plat́ı |fn(x)− f(x)| < ε.

Ṕı̌seme lim fn(x) = f(x) pro x ∈ I nebo fn → f na I.

Definice 3. Necht’ {fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných na intervalu

I. Symbol
∞∑
n=1

fn(x) nebo f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · · (1.1)

nazýváme nekonečnou řadou funkćı. Posloupnost {sn(x)}∞n=1, kde sn(x) = f1(x)+

· · ·+ fn(x), nazýváme posloupnost́ı částečných součt̊u řady
∞∑
n=1

fn(x).
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Jestlǐze posloupnost částečných součt̊u {sn(x)}∞n=1 konverguje pro všechna x ∈

I, řekneme, že řada (1.1) bodově konverguje na intervalu I a funkci s(x) =

lim
n→∞

sn(x) nazýváme součtem řady
∑
fn(x) na intervalu I.

Poznámka 5. Při vyšetřováńı bodové konvergence řad funkćı je d̊uležité znát in-

terval, na kterém tuto konvergenci vyšetřujeme. Maximálńı množinu bod̊u, v ńı̌z

řada funkćı bodově konverguje, nazýváme oborem konvergence řady funkćı
∑
fn(x).

U posloupnost́ı funkćı a funkčńıch řad vyšetřujeme kromě bodové konvergence

také silněǰśı typ konvergence - konvergenci stejnoměrnou.

Definice 4. Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně

k funkci f(x) na intervalu I, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že

pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 a všechna x ∈ I plat́ı |fn(x)− f(x)| < ε.

Ṕı̌seme fn ⇒ f na I.

Definice 5. Řekneme, že řada funkćı
∑
fn(x) konverguje stejnoměrně na inter-

valu I ke svému součtu s(x), jestlǐze posloupnost {sn(x)} jej́ıch částečných součt̊u

stejnoměrně konverguje na I k funkci s(x).

Poznámka 6. V definićıch bodové a stejnoměrné konvergence si m̊užeme povšim-

nout, že tyto pojmy se lǐśı pouze v pořad́ı kvantifikátor̊u. U bodové konvergence

záviśı č́ıslo n0 ∈ N na kladném ε a na bodě x ∈ I. U stejnoměrné konvergence

záviśı č́ıslo n0 ∈ N jen na kladném ε.

Stejně jako u č́ıselných řad je jedńım z kritéríı garantuj́ıćı (stejnoměrnou)

konvergenci Cauchyovo-Bolzanovo kritérium.

Lemma 2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence pro řady funkćı). Řada

funkćı
∑
fn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı právě tehdy, když

ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, libovolné

m ∈ N a každé x ∈ I plat́ı

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+m(x)| < ε.
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D̊ukaz. Podle definice řada
∑
fn(x) stejnoměrně konverguje na I k s(x) právě

tehdy, když posloupnost částečných součt̊u sn(x) řady
∑
fn(x) stejnoměrně kon-

verguje k s(x). Tato podmı́nka je splněna právě tehdy, když pro každé ε > 0

existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, libovolné m ∈ N a každé

x ∈ I plat́ı

|sn+m(x)− sn(x)| = |fn+1(x) + · · ·+ fn+m(x)| < ε.

Př́ımo z lemmatu plyne jedno z nejčastěji použ́ıvaných kritéríı garantuj́ıćıch

stejnoměrnou konvergenci řad - Weierstrassovo kritérium.

Věta 3 (Weierstrassovo kritérium). Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı na in-

tervalu I. Necht’ existuje posloupnost nezáporných č́ısel {an} taková, že řada
∑
an

konverguje a plat́ı

|fn(x)| ≤ an

pro všechna x ∈ I a n ∈ N.

Pak řada
∑
fn(x) konverguje stejnoměrně na I.

D̊ukaz. Necht’ jsou splněny podmı́nky věty. Zvolme ε > 0 libovolné. Podle Cauchyo-

vo-Bolzanovo kritéria konvergence existuje n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 a libovolné

m ∈ N plat́ı sn+m− sn = an+1 + an+2 + · · ·+ an+m < ε. Pak pro n ≥ n0, libovolné

m ∈ N a každé x ∈ I plat́ı

|fn+1(x) + · · ·+ fn+m(x)| ≤ |fn+1(x)|+ · · ·+ |fn+m(x)| < ε.

1.2.1. Vlastnosti stejnoměrně konvergentńıch posloupnost́ı

a řad funkćı

V této části si ukážeme, proč je vhodné studovat nejen bodovou, ale i stej-

noměrnou konvergenci funkčńıch posloupnost́ı a řad. Konkrétně se budeme zabý-

vat zachováńım spojitosti nebo integrováńım a derivováńım člen̊u funkčńıch po-

sloupnost́ı a řad.
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Věta 4. Necht’ posloupnost funkćı {fn(x)} stejnoměrně konverguje na intervalu

I k funkci f. Jsou-li všechny funkce fn(x) spojité na I, je i f(x) spojitá na I.

Poznámka 7. Pokud by funkčńı posloupnost spojitých funkćı konvergovala pouze

bodově, pak bodová limita takovéto funkčńı posloupnosti nemuśı být spojitou funkćı.

Nejčastěji uváděným př́ıkladem je posloupnost {xn} na intervalu [0, 1], která bo-

dově konverguje k nespojité funkce, přestože jsou všechny jej́ı členy spojité funkce.

Věta 5. Necht’ posloupnost funkćı {fn(x)} stejnoměrně konverguje na inter-

valu [a, b] k funkci f. Jsou-li všechny funkce fn(x) Riemannovsky integrovatelné

na [a, b], je i f(x) integrovatelná na [a, b] a plat́ı
∫ b
a
fn(x)dx = lim

n→∞

∫ b
a
fn(x)dx,

tj. ∫ b

a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx = lim

n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

Věta 6. Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı, které maj́ı na otevřeném intervalu I

derivaci, necht’ {fn(x)} konverguje bodově na I a {f ′n(x)} konverguje stejnoměně

na I. Pak funkce f(x) = lim
n→∞

fn(x) má na I derivaci a plat́ı f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x),

tj. (
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x).

Důkazy Vět 4- 6 lze naj́ıt např. v [5].

Věta 7. Necht’ řada funkćı
∑
fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu I a má

součet s(x). Jsou-li všechny funkce fn(x) spojité na I, je i s(x) spojitá na I.

D̊ukaz. Necht’ {sn(x)} je posloupnost částečných součt̊u řady
∑
fn(x). Podle

předpokladu je sn ⇒ s na I. Nav́ıc je každá funkce sn spojitá na I, protože

je součtem konečného počtu funkćı spojitých na I. Tvrzeńı pak př́ımo plyne

z Věty 4.

Věta 8. Necht’ řada funkćı
∑
fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu [a, b]

a má zde součet s(x). Jsou-li všechny funkce fn(x) Riemannovsky integrovatelné
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na [a, b], je i s(x) integrovatelná na [a, b] a plat́ı

∫ b

a

s(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx, tj.

∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx.

D̊ukaz. Je-li {sn(x)} posloupnost částečných součt̊u řady
∑
fn(x), pak sn ⇒ s

na [a, b]. Každá funkce sn(x), což je součet konečného počtu integrovatelných

funkćı, je integrovatelná na [a, b]. Podle Věty 5 je s(x) integrovatelná na [a, b].

Nav́ıc plat́ı∫ b

a

s(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

sn(x)dx = lim
n→∞

[∫ b

a

f1(x) + · · ·+ fn(x)dx

]

=
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx.

Věta 9. Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı, které maj́ı na otevřeném intervalu

I derivaci. Dále necht’
∑
fn(x) konverguje bodově na I a

∑
f ′n(x) konverguje

stejnoměrně na I. Pak funkce s(x) =
∑
fn(x) má derivaci na I a plat́ı

s′(x) =

(
∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x).

D̊ukaz. Je-li {sn} posloupnost částečných součt̊u řady
∑
fn(x), pak {sn} kon-

verguje na I a {s′n} konverguje stejnoměrně na I. Podle Věty 6 má funkce

s(x) =
∑
fn(x) derivaci na I a plat́ı

s′(x) = lim
n→∞

s′n(x) = lim
n→∞

(f ′1(x) + · · ·+ f ′n(x)) =
∞∑
n=1

f ′n(x).
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Kapitola 2

Fourierovy řady

V této kapitole si nejdř́ıve připomeneme, co znamená periodická funkce a pa-

rita funkce a poté se seznámı́me se základńımi pojmy Fourierových řad a poṕı̌seme

si vztah těchto řad vzhledem k ortogonálńım systémům. Při tvorbě této kapitoly

byly využity zejména zdroje [2], [5] a [13].

Definice 6. Funkce f : R → R (resp.f : R→ C) s definičńım oborem Df ⊂ R

se nazývá periodická, jestlǐze existuje č́ıslo p ∈ (0,∞) takové, že

a) x ∈ Df ⇐⇒ x+ p ∈ Df ,

b) f(x+ p) = f(x) ∀x ∈ Df .

Čı́slo p se nazývá perioda funkce f.

Poznámka 8. Je-li p perioda fce f, je také m · p perioda fce f, kde m je libovolné

přirozené č́ıslo. Nejmenš́ı perioda funkce f se nazývá primitivńı perioda funkce f.

Periodické fce sinx a cosx maj́ı primitivńı periodu 2π. Periodické funkce tg x a

cotg x maj́ı primtivńı periodu π.

Př́ıklad 1. Je-li ω > 0, ukažme, že funkce cos(ωt), sin(ωt) jsou periodické s pe-

riodou p = 2π
ω

.

Řešeńı. Je-li p > 0 periodou, pak

cos(ωt) = cos(ω(t+ p)), ∀t ∈ R.
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Protože je kosinus periodická funkce s periodou 2π, plat́ı

cos(ωt) = cos(ωt+ 2π), ∀t ∈ R.

Tud́ı̌z

cos(ω(t+ p)) = cos(ωt+ 2π), ∀t ∈ R.

Z toho plyne, že

ωt+ ωp = ωt+ 2π, ∀t ∈ R,

neboli p =
2π

ω
, ∀t ∈ R.

Obdobně dokážeme pro funkci sinus.

Definice 7. Funkce f se nazývá sudá, jestlǐze

a) x ∈ Df ⇐⇒ −x ∈ Df ,

b) f(−x) = f(x) ∀x ∈ Df .

Funkce f se nazývá lichá, jestlǐze

a) x ∈ Df ⇐⇒ −x ∈ Df ,

b) f(−x) = −f(x) ∀x ∈ Df .

Poznámka 9. Funkce sinus je lichá funkce. Graf liché funkce je středově souměrný

podle počátku soustavy souřadnic. Funkce kosinus je sudá funkce. Graf sudé funkce

je osově souměrný podle osy y.

Definice 8. Funkce f : 〈a, b〉 −→ R se nazývá po částech spojitá na 〈a, b〉, lze-li

interval 〈a, b〉 rozložit na konečný počet podinterval̊u, v nichž je f spojitá, přičemž

v koncových bodech každého podintervalu má nespojitost 1. druhu.

Věta 10. Necht’ funkce f je periodická s periodou p > 0. Jestlǐze je funkce f

po částech spojitá na intervalu 〈0, p〉, pak pro každé α ∈ R je∫ p

0

f(t)dt =

∫ α+p

α

f(t)dt.
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D̊ukaz. Je-li α ∈ R, pak existuje k ∈ Z takové, že k · p ≤ α ≤ (k + 1)p. Pak je

∫ α+p

α

f(t)dt =

∫ (k+1)p

α

f(t)dt+

∫ α+p

(k+1)p

f(t)dt. (2.1)

Dále pak plat́ı

∫ (k+1)p

α

f(t)dt =

∣∣∣∣ t = u+ kp
dt = du

∣∣∣∣ =

∫ p

α−kp
f(u+ kp)du =

∫ p

α−kp
f(u)du,

a ∫ α+p

(k+1)p

f(t)dt =

∣∣∣∣ t = u+ (k + 1)p
dt = du

∣∣∣∣ =

∫ α−kp

0

f(u+ (k + 1)p)du =

=

∫ α−kp

0

f(u)du.

Tvrzeńı věty pak plyne př́ımo z (2.1) vzhledem k tomu, že f(u) = f(u + kp) =

f(u+ (k + 1)p) pro každé u ∈ R.

Poznámka 10. Z Definice 6 a Věty 10 plyne, že stač́ı znát periodickou funkci

v intervalu 〈0, p〉 a známe jǐz jej́ı funkčńı předpis na celém R. Periodickou funkci

s periodou p > 0 lze tedy vytvořit z libovolné funkce dané v intervalu 〈0, p〉. Plat́ı

totǐz: je-li t ∈ R, kp ≤ t < (k + 1)p, kde k je celé č́ıslo, pak m̊užeme definovat

f(t) = f(t− kp)

a t−kp ∈ 〈0, p〉. O takto vytvořené funkci mluv́ıme jako o periodickém prodloužeńı

funkce f dané v intervalu 〈0, p〉. Použ́ıváme obvykle i stejné označeńı f pro vlastně

dvě funkce (lǐśıćı se definičńım oborem).

2.1. Základńı pojmy Fourierových řad

V této části si nejprve zadefinujeme trigonometrickou řadu a trigonomet-

rický polynom s periodami 2π a 2l. Dále se budeme zabývat d̊uležitou vlastnost́ı

systému funkćı {1, sinnx, cosnx} - ortogonalitou.
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Definice 9. Necht’ a0 ∈ R a ak, bk ∈ R pro každé k ∈ N. Funkčńı řadu ve tvaru

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) (2.2)

nazveme trigonometrickou řadou s periodou 2π.

Funkčńı řadu ve tvaru

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos(
kπ

l
x) + bk sin(

kπ

l
x), (2.3)

kde l ∈ (0,+∞), nazveme triginometrickou řadou s periodou 2l.

Poznámka 11. Řadu (2.2) lze převést na řadu (2.3) pomoćı substituce t = π
l
x,

přičemž t ∈ (−π, π)⇔ x ∈ (−l, l) nebo t ∈ (0, 2π)⇔ x ∈ (0, 2l).

Definice 10. Částečný součet řady (2.2), respektivě řady (2.3), nazveme trigo-

nometrický polynom s periodou 2π, respektivě 2l.

Definice 11. Jsou-li všechny ak, k ∈ N0, rovny nule, nazýváme řadu (2.2),respek-

tivě řadu (2.3), sinovou trigonometrickou řadou.

Jsou-li všechny bk, k ∈ N, rovny nule, nazýváme řadu (2.2), respektivě řadu (2.3),

kosinovou trigonometrickou řadou.

Věta 11. Konverguje-li trigonometrická řada (2.2), respektivě řada (2.3), k funkci

f , pak f má stejnou periodu jako řada (2.2), respektivě řada (2.3).

Konverguje-li sinová, respektivě kosinová řada k funkci f na intervalu, který je

symetrický kolem 0, pak f je lichá, respektivě sudá.

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı lze nalézt např. v [15].

Definice 12. Řekneme, že dvě funkce f a g definované na 〈a, b〉 ⊂ R jsou orto-

gonálńı na 〈a, b〉, jestlǐze
∫ b
a
f(x)g(x)dx = 0.

Definice 13. Řekneme, že systém funkćı f1, f2, ···, fn, ··· je ortogonálńı na 〈a, b〉 ⊂

R, jestlǐze
∫ b
a
fm(x)fn(x)dx = 0, ∀m,n ∈ N,m 6= n.
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Věta 12. Systém funkćı

1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cosnt, sinnt, . . . (2.4)

je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2π.

Systém funkćı

1, cos
(π
l
x
)
, sin

(π
l
x
)
, cos

(
2π

l
x

)
, sin

(
2π

l
x

)
, . . . , cos

(nπ
l
x
)
, sin

(nπ
l
x
)
, . . .

(2.5)

je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2l, l > 0.

D̊ukaz. Př́ımým výpočtem lze ověřit, že př́ıslušné integrály jsou nulové. Stač́ı

spoč́ıtat pro systém funkćı (2.4) a pomoćı substituce t = π
l
x dostaneme tvrzeńı

pro systém funkćı (2.5).

Stač́ı si tedy uvědomit, že plat́ı∫ a+2π

a

f(t)dt =

∫ 2π

0

f(t) dt

pro každou 2π − periodickou funkci f a ověřit následuj́ıćı rovnosti:∫ 2π

0

cos kt dt = 0,

tj., že 1 je ortogonálńı na cos kt,∀k ∈ N,∫ 2π

0

sin kt dt = 0,

tj., že 1 je ortogonálńı na sin kt, ∀k ∈ N. Nav́ıc je potřeba dokázat, že plat́ı∫ 2π

0

cos kt sinnt dt = 0, pro k 6= n,

∫ 2π

0

cos kt cosnt dt = 0, pro k 6= n,

∫ 2π

0

sin kt sinnt dt = 0, pro k 6= n,
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∫ 2π

0

sin kt cosnt dt = 0, pro k = n.

Ověř́ıme výše uvedené rovnosti:

∫ 2π

0

cos kt dt =

[
sin kt

k

]2π
0

=
1

k
(sin 2kπ − sin 0) =

1

k
(0− 0) = 0, ∀k ∈ N,

∫ 2π

0

sin kt dt = −
[

cos kt

k

]2π
0

= −1

k
(cos 2kπ − cos 0) =

1

k
(1− 1) = 0, ∀k ∈ N,∫ 2π

0

cos kt sinnt dt =
1

2

∫ 2π

0

(sin (k + n) t− sin (k − n) t) dt =

=
1

2

([
−cos (k + n) t

k + n

]2π
0

+

[
cos (k − n) t

k − n

]2π
0

)
=

=
1

2

(
− 1

k + n
(cos 2π (k + n)− cos 0) +

1

k − n
(cos 2π (k − n)− cos 0)

)
=

=
1

2

(
− 1

k + n
(1− 1) +

1

k − n
(1− 1)

)
= 0, ∀k, n ∈ N, k 6= n

∫ 2π

0

cos kt cosnt dt =
1

2

∫ 2π

0

(cos (k + n) t+ cos (k − n) t) dt =

=
1

2

([
sin (k + n) t

k + n

]2π
0

+

[
sin (k − n) t

k − n

]2π
0

)
=

=
1

2

(
1

k + n
(sin 2π (k + n)− sin 0) +

1

k − n
(sin 2π (k − n)− sin 0)

)
=

=
1

2

(
1

k + n
(0− 0) +

1

k − n
(0− 0)

)
= 0, ∀k, n ∈ N, k 6= n
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∫ 2π

0

sin kt sinnt dt =
1

2

∫ 2π

0

(cos (k − n) t− cos (k + n) t) dt =

=
1

2

([
sin (k − n) t

k − n

]2π
0

−
[

sin (k + n) t

k + n

]2π
0

)
=

=
1

2

(
1

k − n
(sin 2π (k − n)− sin 0)− 1

k + n
(sin 2π (k + n)− sin 0)

)
=

=
1

2

(
1

k − n
(0− 0) +

1

k + n
(0− 0)

)
= 0, ∀k, n ∈ N, k 6= n

∫ 2π

0

sin kt cos kt dt =
1

2

∫ 2π

0

(sin 2kt) dt = −1

2

[
cos 2kt

2k

]2π
0

=

= −1

2

(
1

2k
(1− 1)

)
= 0, ∀k ∈ N

Definice 14. Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, a+ 2π〉. Trigonometrická

řada (2.2) s koeficienty ve tvaru

a0 =
1

π

∫ a+2π

a

f(t) dt, ak =
1

π

∫ a+2π

a

f(t) cos kt dt, ∀k ∈ N

bk =
1

π

∫ a+2π

a

f(t) sin kt dt, ∀k ∈ N

(2.6)

se nazývá Fourierova řada funkce f na 〈a, a+ 2π〉. Koeficienty (2.6) se nazývaj́ı

Fourierovy koeficienty funkce f na 〈a, a+ 2π〉.

Poznámka 12. Ṕı̌seme

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnt+ bn sinnt na 〈a, a+ 2π〉

Poznamenejme, že pravá strana předchoźıho výrazu nemuśı k funkci f(t) konver-

govat ani bodově, ani stejnoměrně.
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Definice 15. Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, a+ 2l〉. Trigonometrická

řada (2.3) s koeficienty ve tvaru

a0 =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) dx, ak =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) cos
(
k
π

l
x
)
dx, ∀k ∈ N

bk =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) sin
(
k
π

l
x
)
dx, ∀k ∈ N

(2.7)

se nazývá Fourierova řada funkce f na 〈a, a+ 2l〉. Koeficienty (2.7) se nazývaj́ı

Fourierovy koeficienty funkce f na 〈a, a+ 2l〉.

Poznámka 13. Ṕı̌seme

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
k
π

l
x
)

+ bk sin
(
k
π

l
x
))

na 〈a, a+ 2l〉

Poznamenejme, že pravá strana předchoźıho výrazu nemuśı k funkci f(t) konver-

govat ani bodově, ani stejnoměrně.

Poznámka 14. K funkci f lze určit Fourierovu řadu na intervalu 〈a, a+ 2l〉,

pokud je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, a+ 2l〉.

Věta 13. Necht’ a ∈ R a necht’ trigonometrická řada (2.2) stejnoměrně konver-

guje na 〈a, a+ 2π〉 k funkci f. Pak plat́ı vztahy (2.6), tj.

a0 =
1

π

∫ a+2π

a

f(x) dx, ak =
1

π

∫ a+2π

a

f(x) cos (kx) dx, ∀k ∈ N

bk =
1

π

∫ a+2π

a

f(x) sin (kx) dx, ∀k ∈ N.

Tedy trigonometrická řada (2.2) je Fourierovou řadou funkce f na 〈a, a+ 2π〉.

D̊ukaz. Plat́ı následuj́ıćı rovnost ve stejnoměrné konvergenci pro t ∈ 〈a, a+ 2π〉:

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) = f(t) (2.8)
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Vzhledem ke stejnoměrné konvergenci lze použ́ıt Větu 8 a integrovat člen po členu:∫ a+2π

a

a0
2
dt+

∞∑
n=1

an

∫ a+2π

a

cosnt dt︸ ︷︷ ︸
=0

+ bn

∫ a+2π

a

sinnt dt︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫ a+2π

a

f(t) dt,

kde pro rovnosti u druhého a třet́ıho členu byla použita Věta 12. Odtud

πa0 =

∫ a+2π

a

f(t) dt,

a tud́ıž

a0 =
1

π

∫ a+2π

a

f(t)dt.

Vztah (2.8) vynásob́ıme funkćı cos kt pro pevně zvolené k ∈ N,

a0
2

cos kt+
∞∑
n=1

an cosnt cos kt+ bn sinnt cos kt = f(t) cos kt.

Jak plyne z Lemma 2, předchoźı řada opět stejnoměrně konverguje na 〈a, a+ 2π〉

a lze integrovat člen po členu:∫ a+2π

a

a0
2

cos kt dt︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑
n=1

an

∫ a+2π

a

cosnt cos kt dt︸ ︷︷ ︸
=0, pro k 6=n

+bn

∫ a+2π

a

sinnt cos kt dt︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫ a+2π

a

f(t) cos kt dt.

Pro rovnosti u prvńıho, druhého a třet́ıho členu byla použita Věta 12.

Tedy

ak

∫ a+2π

a

cos kt cos kt dt =

∫ a+2π

a

f(t) cos kt dt (2.9)

Jelikož∫ a+2π

a

cos2 kt dt =

∫ a+2π

a

1 + cos (2kt)

2
dt =

[
t

2
+

sin (2kt)

4k

]a+2π

a

= π,
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z rovnice (2.9) plyne, že

ak =
1

π

∫ a+2π

a

f(t) cos kt dt.

Pro určeńı bk postupujeme obdobně, jenom na začátku vztah (2.8) vynásob́ıme

funkćı sin kt.

Věta 14. Necht’ a ∈ R, l ∈ (0,∞) a necht’ trigonometrická řada (2.3) stej-

noměrně konverguje na 〈a, a+ 2l〉 k funkci f. Pak plat́ı vztahy (2.7), tj.

a0 =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) dx, ak =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) cos

(
kπ

l
x

)
dx, ∀k ∈ N

bk =
1

l

∫ a+2l

a

f(x) sin

(
kπ

l
x

)
dx, ∀k ∈ N.

Tedy trigonometrická řada (2.3) je Fourierovou řadou funkce f na 〈a, a+ 2l〉.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty se dokáže podobně jako u Věty 13.

Nyńı se budeme zabývat t́ım, jak se uvedené vztahy pro výpočet koeficient̊u

ak, bk zjednoduš́ı, je-li funkce f(x) lichá nebo sudá.

Věta 15. Necht’ funkce f je integrovatelná na intervalu 〈−π, π〉.

Je-li f sudá, má jej́ı Fourierova řada tvar

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx, kde ak =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx, ∀k ∈ N ∪ {0}

Je-li f lichá, má jej́ı Fourierova řada tvar

∞∑
k=1

bk sin kx, kde bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx, ∀k ∈ N

D̊ukaz. Obecně plat́ı: Je-li funkce g integrovatelná a sudá (resp.lichá) na intervalu

〈−h, h〉, pak ∫ h

−h
g(x) dx = 2

∫ h

0

g(x) dx, resp.

∫ h

−h
g(x) dx = 0.
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Tvrzeńı věty nyńı plyne z toho, že je-li f sudá, je f(x) cos kx sudá, f(x) sin kx

lichá a je-li f lichá, je f(x) cos kx lichá, f(x) sin kx sudá.

Poznámka 15. Necht’ funkce f je integrovatelná na intervalu 〈0, π〉. Polož́ıme-li

pro x ∈ 〈−π, 0) f(x) = f(−x), zkonstruujeme sudé rozš́ıřeńı funkce f na inter-

val 〈−π, π〉. Fourierově řadě sudého rozš́ıřeńı funkce f ř́ıkáme rozvoj funkce f v

kosinovou řadu na intervalu 〈0, π〉.

Je-li funkce f integrovatelná na 〈0, π〉 a polož́ıme-li f(0) = 0, f(x) = −f(−x)

pro x ∈ 〈−π, 0), sestroj́ıme liché rozš́ıřeńı funkce f na interval 〈−π, π〉. Fourie-

rova řada lichého rozš́ıřeńı funkce f se nazývá rozvoj funkce f v sinovou řadu

na intervalu 〈0, π〉.

Věta 16. Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈−l, l〉 , l > 0:

1) Je-li funkce f sudá na 〈−l, l〉, pak jej́ı Fourierova řada na 〈−l, l〉 je řada

kosinová. Pro Fourierovy koeficienty funkce f plat́ı vzorce:

a0 =
2

l

∫ l

0

f(x) dx, ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(
kπ

l
x

)
dx, bk = 0, ∀k ∈ N

2) Je-li funkce f lichá na 〈−l, l〉, pak jej́ı Fourierova řada na 〈−l, l〉 je řada

sinová. Pro Fourierovy koeficienty funkce f plat́ı vzorce:

a0 = 0, ak = 0, bk =
2

l

∫ l

0

f(x) sin

(
kπ

l
x

)
dx, ∀k ∈ N.

Poznámka 16. Je-li funkce f periodická s periodou 2l > 0 a má derivaci, pak f ′

je také periodická funkce s periodou 2l. Je-li funkce f po částech spojitá v intervalu

〈0, 2l〉, pak funkce
∫ x
0
f(t) dt nemuśı být periodická. Je-li však

∫ 2l

0
f(t) dt = 0, pak

i primitivńı funkce k periodické funkci je periodická. Všimněme si, že podmı́nka

znamená, že koeficient a0 = 0.

Nyńı si uvedeme vztahy mezi Fourierovou řadou dané funkce, jej́ı derivaćı a

primitivńı funkćı.
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Věta 17. Necht’ funkce f je periodická s periodou 2l > 0 a necht’ je po částech

spojitá a má po částech spojitou derivaci. Je-li

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

l
x

)
+ bk sin

(
kπ

l
x

))

Fourierova řada funkce f , pak plat́ı:

a) Má-li funkce f ′ po částech spojitou derivaci, pak Fourierova řada funkce f ′

má tvar

f ′(x) ∼
∞∑
k=1

kπ

l
bk cos

(
kπ

l
x

)
− kπ

l
ak sin

(
kπ

l
x

)

b) je-li a0 = 0, pak Fourierova řada funkce F (x) =
∫ x
0
f(t) dt má tvar

F (x) ∼
∞∑
k=1

− bk
kπ
l

cos

(
kπ

l
x

)
+
ak
kπ
l

sin

(
kπ

l
x

)

D̊ukaz. Tvrzeńı a) plyne ze vztah̊u:

2

2l

∫ 2l

0

f ′(x) cos

(
kπ

l
x

)
dx =

1

l

[
f(x) cos

(
kπ

l
x

)]2l
0

+

1

l

∫ 2l

0

f(x)
kπ

l
sin

(
kπ

l
x

)
dx =

kπ

l
bk,

2

2l

∫ 2l

0

f ′(x) sin

(
kπ

l
x

)
dx =

1

l

[
f(x) sin

(
kπ

l
x

)]2l
0

−

1

l

∫ 2l

0

f(x)
kπ

l
sin

(
kπ

l
x

)
dx = −kπ

l
ak

nebot’ f(0) = f(2l). Tvrzeńı b) plyne z a), jestliže si uvědomı́me,

že F ′(x) = f(x).

Poznámka 17. Pokud a0 neńı rovno 0, pak se Fourierova řada v př́ıpadě b) hledá

tak, že se p̊uvodńı Fourierova řada zintegruje a poté se funkce y = x, která se

v předpisu objev́ı, nahrad́ı jej́ı Fourierovou řadou.
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2.2. Bodová a stejnoměrná konvergence Fourie-

rových řad

V této kapitole si uvedeme podmı́nky postačuj́ıćı pro bodovou a stejnoměrnou

konvergenci Fourierovy řady (2.2) s koeficienty ve tvaru (2.6), resp. konvergenci

Fourierovy řady (2.3) s koeficienty ve tvaru (2.7).

Věta 18. Necht’ funkce f je po částech spojitá na intervalu 〈a, a+ 2l〉, kde a ∈

R, l > 0. Potom jej́ı Fourierova řada na 〈a, a+ 2l〉 konverguje k funkci f středně

kvadraticky, tj.

lim
n→∞

∫ a+2l

a

(f(x)−Qn(x))2 dx = 0,

kde

Qn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

l
x

)
+ bk sin

(
kπ

l
x

))
je n-tý částečný součet řady (2.7).

Důkaz této věty lze nalézt např. v [9].

Definice 16. Funkce f : 〈a, b〉 −→ R se nazývá po částech hladká na 〈a, b〉, lze-li

interval 〈a, b〉 rozložit na konečný počet podinterval̊u, v nichž je f ′ spojitá a f a

f ′ maj́ı v koncových bodech každého podintervalu konečné jednostranné limity.

Poznámka 18. V následuj́ıćım textu budeme značit lim
x→x+0

f(x) symbolem f(x+0 ),

resp. lim
x→x−0

f(x) symbolem f(x−0 ).

Věta 19. Necht’ funkce f je po částech hladká na 〈a, a+ 2l〉 , a ∈ R, l > 0, pak

Fourierova řada funkce f na 〈a, a+ 2l〉 bodově konverguje k funkci f v každém

bodě x ∈ (a, a+ 2l), v němž je f spojitá.

V bodech nespojitosti xi ∈ (a, a+ 2l) konverguje Fourierova řada k aritmetickému

pr̊uměru limit zprava a zleva v xi, tj. k č́ıslu
f(x−i )+f(x+i )

2
.

V krajńıch bodech a, a+ 2l konverguje Fourierova řada k č́ıslu f(a+)+f((a+2l)−)
2

.
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D̊ukaz. Důkaz této věty lze nalézt např. v [12].

Věta 20. Necht’ funkce f je spojitá a po částech hladká na 〈a, a+ 2l〉 a necht’

f(a) = f(a+ 2l). Pak Fourierova řada stejnoměrně konverguje (a také absolutně

konverguje) k funkci f na 〈a, a+ 2l〉.

D̊ukaz. Důkaz této věty lze nalézt např. v [12].
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Kapitola 3

Řešené př́ıklady

Následuj́ıćı část bakalářské práce bude obsahovat př́ıklady, na nichž si ukážeme,

jak se koeficienty Fourierových řad hledaj́ı. Nejprve budou př́ıklady poč́ıtány

”ručně” a poté s využit́ım programu Maple. Při tvorbě této kapitoly byly využity

zejména zdroje [6] a [11].

Př́ıklad 2. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x na intervalu (−π, π) a

ukažte, k jaké funkci řada konverguje na (−∞,∞).

Řešeńı. Vzhledem k tomu, že je funkce f(x) spojitá a hladká na intervalu (−π, π),

konverguje jej́ı Fourierova řada na (−π, π) bodově k funkci f(x).

Podle vztah̊u (2.6) vyč́ısĺıme koeficienty této řady.

a0 =
1

π

∫ π

−π
x dx =

1

π

[
x2

2

]π
−π

=
1

π

[
π2

2
− (−π)2

2

]
= 0

ak =
1

π

∫ π

−π
x cos (kx) dx =

∣∣∣∣ v = x v′ = 1
u′ = cos (kx) u = 1

k
sin (kx)

∣∣∣∣ =

=
1

π

[
1

k
[x sin (kx)]π−π −

1

k

∫ π

−π
sin (kx) dx

]
=

=
1

π

[
1

k
[π sin (kπ)− π sin (k (−π))] +

1

k2
[cos (kx)]π−π

]
=

=
1

π

[
1

k2
[cos (kπ)− cos (k (−π))]

]
= 0
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bk =
1

π

∫ π

−π
x sin (kx) dx =

∣∣∣∣ v = x v′ = 1
u′ = sin (kx) u = − 1

k
cos (kx)

∣∣∣∣ =

=
1

π

[
−1

k
[x cos (kx)]π−π +

1

k

∫ π

−π
cos (kx) dx

]
=

=
1

π

[
−1

k
[π cos (kπ) + π cos (k (−π))] +

1

k2
[sin (kx)]π−π

]
=

=
1

π

[
−2π

k
cos (kπ)

]
= −2 cos (kπ)

k
=

2

k
(−1)k+1 .

Vypočtené hodnoty koresponduj́ı s t́ım, že je funkce na intervalu (−π, π) lichá a

tud́ı̌z je nutné, aby se ak = 0 pro každé k = 0, 1, · · ·.

Fourierova řada funkce f (x) = x na (−π, π) má tvar:

x = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx) .

V bodech ±π nalezená Fourierova řada konverguje k aritmetickému pr̊uměru

jednostraných limit v bodech −π, π (viz Věta 19), tj. k hodnotě 0. Součet takto

źıskané Fourierovy řady na celé reálné ose je pak určen 2π-peridickým rozš́ıřeńım

funkce f ze základńıho intervalu 〈−π, π〉 (viz Obrázek 3.1).
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Obrázek 3.1: Graf 2π-periodického rozš́ı̌reńı funkce f(x) = x

Př́ıklad 3. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x2 na intervalu 〈−π, π〉.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá a hladká na intervalu 〈−π, π〉 a plat́ı f(−π) =

f(π), konverguje tedy jej́ı Fourierova řada na 〈−π, π〉 stejnoměrně k funkci f(x).

Podle vztah̊u (2.6) bychom opět mohli vyč́ıslit koeficienty této řady.

Protože funkce f(x) je sudá na 〈−π, π〉, plat́ı bk = 0 pro k = 1, 2, · · · a dále

a0 =
2

π

∫ π

0

x2 dx =
2

π

[
x3

3

]π
0

=
2

π

[
π3

3
− 03

3

]
=

2π2

3
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ak =
2

π

∫ π

0

x2 cos (kx) dx =

∣∣∣∣ v = x2 v′ = 2x
u′ = cos (kx) u = 1

k
sin (kx)

∣∣∣∣ =

=
2

π

[[
x2

1

k
sin (kx)

]π
0

− 2

k

∫ π

0

x sin (kx) dx

]
=

=
2

π

[
1

k

[
π2 sin (kπ)− 02 sin (0)

]
− 2

k

∫ π

0

x sin (kx) dx

]
=

= − 4

kπ

∫ π

0

x sin (kx) dx =

∣∣∣∣ v = x v′ = 1
u′ = sin (kx) u = − 1

k
cos (kx)

∣∣∣∣ =

= − 4

kπ

[[
x

(
−1

k

)
cos (kx)

]π
0

+
1

k

∫ π

0

cos (kx) dx

]
=

= − 4

k2π

[
− [π cos (kπ)− 0 cos (0)] +

[
1

k
sin (kx)

]π
0

]
=

=
4

k2
cos (kx) =

4

k2
(−1)k .

Fourierova řada funkce f(x) = x2 má na 〈−π, π〉 tvar:

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .

V bodech ±π nalezená Fourierova řada konverguje př́ımo k funkčńım hod-

notám, protože se tyto hodnoty rovnaj́ı. Součet takto źıskané Fourierovy řady

na celé reálné ose je pak určen 2π-peridickým rozš́ıřeńım funkce f ze základńıho

intervalu 〈−π, π〉 (viz Obrázek 3.2).
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Obrázek 3.2: Graf 2π-periodického rozš́ı̌reńı funkce f(x) = x2

Př́ıklad 4. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = Ax2 + Bx + C na intervalu

(−π, π), kde A,B,C jsou libovolné reálné konstanty.

Řešeńı. Koeficienty Fourierovy řady bychom mohli vypoč́ıtat ze vztah̊u (2.6).

Mı́sto toho ale využijeme Fourierovy řady funkćı f(x) = x2 a f(x) = x na inter-

valu (−π, π), které jsme poč́ıtali v Př́ıkladu 2 a v Př́ıkladu 3. Na intervalu (−π, π)

tedy plat́ı:

Ax2 +Bx+ C = A

[
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx)

]
+B

[
2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx)

]
+

+ C =
Aπ2

3
+ 4A

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) + 2B

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx) + C.

Př́ıklad 5. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = ex na intervalu (0, 1). Kon-

verguje nalezená Fourierova řada k 1-periodickému rozš́ıřeńı funkce f(x) na R

bodově nebo i stejnoměrně?

Řešeńı. Vzhledem k tomu, že je funkce f(x) spojitá a hladká na intervalu (0, 1),

konverguje jej́ı Fourierova řada na (0, 1) bodově k funkci f(x).
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Podle vztah̊u (2.7) vyč́ısĺıme koeficienty této řady.

a0 = 2

∫ 1

0

ex dx = 2 [ex]10 = 2 (e− 1) .

Nyńı pomoćı metody per partes vypoč́ıtáme pro každé k ∈ N určitý integrál

∫ 1

0

excos (2kπx) dx,

který dále využijeme pro výpočet koeficient̊u ak.∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx =

∣∣∣∣ v = ex v′ = ex

u′ = cos (2kπx) u = 1
2kπ

sin (2kπx)

∣∣∣∣ =

=
1

2kπ
[ex sin (2kπx)]10 −

1

2kπ

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx =

=

∣∣∣∣ v = ex v′ = ex

u′ = sin (2kπx) u = − 1
2kπ

cos (2kπx)

∣∣∣∣ =

=
1

2kπ

[
e1 sin (2kπ)− e0 sin (0)

]
− 1

2kπ

(
− 1

2kπ
[ex cos (2kπx)]10 +

1

2kπ

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx

)
=

=
1

(2kπ)2

([
e1 cos (1)− e0 cos (0)

]
−
∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx

)
=

=
1

(2kπ)2

(
[e− 1]−

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx

)
.

Z toho plyne:

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx+
1

(2kπ)2

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx =
1

(2kπ)2
(e− 1)

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx =
e− 1

(2kπ)2 + 1
.
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Nyńı pomoćı metody per partes vypoč́ıtáme pro každé k ∈ N určitý integrál∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx,

který bude použit pro výpočet koeficient̊u bk.∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx = − 1

2kπ
[ex cos (2kπx)]10 +

1

2kπ

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx =

= − 1

2kπ([
e1 cos (2kπ)− e0 cos (0)

]
− 1

2kπ
[ex sin (2kπx)]10 +

1

2kπ

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx

)
=

= − 1

2kπ

(
[e− 1] +

1

2kπ

[
e1 sin (2kπ)− e0 sin (0)

]
+

1

2kπ

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx

)
=

= − 1

2kπ

(
[e− 1] +

1

2kπ

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx

)
.

Z toho plyne:

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx+
1

(2kπ)2

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx = − 1

2kπ
(e− 1)

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx =
2kπ (1− e)
(2kπ)2 + 1

.

Dále pak:

ak = 2

∫ 1

0

ex cos (2kπx) dx = 2
e− 1

(2kπ)2 + 1
,

bk = 2

∫ 1

0

ex sin (2kπx) dx = 2
2kπ (1− e)
(2kπ)2 + 1

.

Fourierova řada funkce f(x) = ex má na (0, 1) tvar:

ex = e− 1 +
∞∑
k=1

(
2 (e− 1)

(2kπ)2 + 1
cos (2kπx) +

4kπ (1− e)
(2kπ)2 + 1

sin (2kπx)

)
=

= e− 1 + 2 (e− 1)
∞∑
k=1

1

(2kπ)2 + 1
(cos (2kπx)− 2kπ sin (2kπx)) .
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Tato Fourierova řada konverguje k 1-peridickému rozš́ıřeńı funkce f na R

(viz Obrázek 3.3) pouze bodově, protože f(0) 6= f(1).

Obrázek 3.3: Graf 1-periodického rozvoje funkce f(x) = ex

Př́ıklad 6. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x3 na intervalu (−π, π).

Využijte Fourierovy řady funkćı f(x) = x, f(x) = x2 a znalosti integrace Fourie-

rových řad.

Řešeńı. V Př́ıkladu 3 jsme spoč́ıtali, že plat́ı:

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .

Nyńı tuto řadu zintegrujeme:

∫ x

0

t2 dt =

∫ x

0

(
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kt)

)
dt.

[
1

3
t3
]x
0

=

[
1

3
π2t

]x
0

+

[
4
∞∑
k=1

(−1)k

k3
sin (kt)

]x
0
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1

3
x3 =

1

3
π2x+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k3
sin (kx) . (3.1)

Z Př́ıkladu 2 v́ıme, že Fourierova řada funkce f(x) = x má tvar:

x = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx) .

Nyńı tuto řadu dosad́ıme do předchoźı zintegrované řady (3.1):

1

3
x3 =

1

3
π2

(
2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx)

)
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k3
sin (kx) .

A vyjádř́ıme si x3:

x3 =
∞∑
k=1

(
(−1)k+1 2π2

k
+

(−1)k 12

k3

)
sin (kx) .

Tato řada konverguje bodově na (−π, π) k funkci f(x) = x3, protože je f(x)

na daném intervalu spojitá a hladká.

3.1. Řešené př́ıklady s programem Maple

V této části bakalářské práce si podrobně rozebereme, jak lze vyřešit výše

zmı́něné př́ıklady pro f(x) = x a f(x) = ex s využit́ım programu Maple.

Nejdř́ıve se zaměř́ıme na Př́ıklad 2, tj. hledáme Fourierovu řadu pro funkci

f(x) = x.

Př́ıklad 7. Najděte s využit́ım programu Maple Fourierovu řadu funkce f(x) = x

na intervalu (−π, π).

Řešeńı. Nejprve spoč́ıtáme a0:

> a[0] := 1/P i ∗ int(x, x = −Pi..P i);

a0 := 0
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Dále spoč́ıtáme koeficient ak. Jelikož se jedná o lichou funkci, muśı být ak (stejně

jako a0) rovno 0. Nastav́ıme, že k je z množiny celých č́ısel:

> assume(k, integer);

A ověř́ıme výpočtem nulovost těchto koeficient̊u:

> a[k] := 1/P i ∗ int(x ∗ cos(k ∗ x), x = −Pi..P i);

ak := 0

Nyńı vypoč́ıtáme koeficienty bk:

> b[k] := 1/P i ∗ int(x ∗ sin(k ∗ x), x = −Pi..P i);

bk :=
2 (−1)1+k

k

Fourierova řada funkce f(x) = x má tedy tvar:

> x = a[0]/2 + Sum(a[k] ∗ cos(k ∗ x) + b[k] ∗ sin(k ∗ x), k = 1..infinity);

x :=
∞∑
k=1

2 (−1)1+k sin (kx)

k

Abychom mohli vykreslit některý z částečných součt̊u Fourierovy řady, tj. některý

z Fourierových polynom̊u, do grafu, definujeme funkci four, která pro daný pa-

rametr r vytvoř́ı funkci proměnné x z prvńıch r člen̊u Fourierovy řady.

> four := r− > a[0]/2 + sum(a[k] ∗ cos(k ∗ x) + b[k] ∗ sin(k ∗ x), k = 1..r);

four := r → 1

2
a0 +

r∑
k=1

(ak cos (kx) + bk sin (kx))

Např́ıklad pro r = 10 má Fourier̊uv polynom funkce x tvar:

> F [10](x) = four(10);

F10 (x) = 2 sin (x)− sin (2x) +
2

3
sin (3x)− 1

2
sin (4x) +

2

5
sin (5x)

− 1

3
sin (6x) +

2

7
sin (7x)− 1

4
sin (8x) +

2

9
sin (9x)

− 1

5
sin (10x)
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Pro kresleńı graf̊u si muśıme nejprve nač́ıst knihovnu plots:

> with(plots) :

Abychom mohli grafy funkce f(x) = x a polynomu F (10) zobrazit do jednoho

grafu, ulož́ıme nejdř́ıve graf funkce f(x) = x např. do proměnné graf1:

> graf1 := plot(x, x = −Pi..P i, color = green, thickness = 3) :

A graf polynomu F (10) ulož́ıme např. do proměnné graf2:

> graf2 := plot(four(10), x = −Pi..P i, color = red);

Pro zobrazeńı těchto graf̊u do jednoho grafu použijeme př́ıkaz display:

> display(graf2, graf1);

Obrázek 3.4: Graf funkce f(x) = x a př́ıslušný Fourier̊uv polynom 10. tého řádu
na intervalu (−π, π)

Př́ıklad 8. Najděte s využit́ım programu Maple Fourierovu řadu funkce f(x) = ex

na intervalu (0, 1).
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Řešeńı. Nejprve tedy spoč́ıtáme a0:

> a[0] := 2 ∗ int(exp(x), x = 0..1);

a0 := −2 + 2e

Nastav́ıme, že k je z množiny celých č́ısel:

> assume(k, integer);

Dále spoč́ıtáme koeficienty ak:

> a[k] := 2 ∗ int(exp(x) ∗ cos(2 ∗ k ∗ Pi ∗ x), x = 0..1);

ak :=
2 (−1 + e)

1 + 4k2π2

Nyńı vypoč́ıtáme koeficienty bk:

> b[k] := 2 ∗ int(exp(x) ∗ sin(2 ∗ k ∗ Pi ∗ x), x = 0..1);

bk := −4kπ (−1 + e)

1 + 4k2π2

Fourierova řada funkce f(x) = ex má tedy tvar:

> ex = a[0]/2 + Sum(a[k] ∗ cos(2k ∗ πx) + b[k] ∗ sin(2k ∗ πx), k = 1..infinity);

ex := −1 + e+
∞∑
k=1

(
2

2 (−1 + e) cos (2kπx)

1 + 4k2π2
− 4kπ (−1 + e) sin (2kπx)

1 + 4k2π2

)

Nyńı vykresĺıme Fourierovy polynomy do grafu. Definujeme funkci four, která

pro daný parametr p vytvoř́ı funkci proměnné x z prvńıch p člen̊u Fourierovy řady.

> four := p− > a[0]/2 + sum(a[k] ∗ cos(2πk ∗ x) + b[k] ∗ sin(2πk ∗ x), k = 1..p);

four := p→ 1

2
a0 +

p∑
k=1

(ak cos (2πkx) + bk sin (2πkx))

Např́ıklad pro p = 3 má Fourier̊uv polynom funkce x tvar:
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> F [3](x) = four(3);

F3 (x) := −1 + e+
2 (−1 + e) cos (2πx)

1 + 4π2
− 4π (−1 + e) sin (2πx)

1 + 4π2

+
2 (−1 + e) cos (4πx)

1 + 16π2
− 8π (−1 + e) sin (4πx)

1 + 16π2

+
2 (−1 + e) cos (6πx)

1 + 36π2
− 12π (−1 + e) sin (6πx)

1 + 36π2

Pro kresleńı graf̊u si muśıme nejprve nač́ıst knihovnu plots:

> with(plots) :

Nyńı si do jednoho obrázku nakresĺıme graf funkce f(x) = ex a Fourierovy poly-

nomy stupň̊u 2, 3, 10, 100.

Abychom mohli grafy funkce ex a Fourierových polynom̊u zobrazit do jednoho

grafu, ulož́ıme nejdř́ıve graf funkce f(x) = ex např. do proměnné graf1:

> graf1 := plot(exp(x), x = 0..1, color = green, thickness = 3) :

A grafy Fourierových polynom̊u ulož́ıme do proměnných

graf2, graf3, graf10, graf100:

> graf2 := plot(four(2), x = 0..1, color = red);

> graf3 := plot(four(3), x = 0..1, color = blue);

> graf10 := plot(four(10), x = 0..1, color = orange);

> graf100 := plot(four(100), x = 0..1, color = black);

Pro zobrazeńı těchto graf̊u do jednoho grafu použijeme př́ıkaz display:

> display(graf2, graf1, graf3, graf10, graf100);
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Obrázek 3.5: Graf funkce f(x) = ex a př́ıslušné Fourierovy polynomy 2. tého, 3.
tého, 10. tého a 100. tého řádu na intervalu (0, 1)
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Kapitola 4

Aplikace Fourierových řad

V následuj́ıćı části práce se budeme zabývat t́ım, jakým zp̊usobem lze Fourie-

rovy řady využ́ıt. Nejprve si ukážeme, jak lze s využit́ım Fourierových řad odvodit

součty některých nekonečných č́ıselných řad a poté si v krátkosti ukážeme, jak

lze Fourierovy řady použ́ıt při řešeńı diferenciálńıch rovnic. Při tvorbě kapitoly

byly využity zejména zdroje [2] a [10].

4.1. Využit́ı Fourierových řad pro stanoveńı souč-

t̊u č́ıselných řad

U většiny č́ıselných řad pouze určujeme, zda je daná řada konvergentńı (tj. má

konečný součet) nebo je divergentńı. Neńı to z d̊uvodu, že by nás hodnota součtu

řady nezaj́ımala, ale proto, že u většiny č́ıselných řad (pomineme-li geometrické

řady s kvocientem q ∈ (−1, 1)) jejich součty nedokážeme jednoduše naj́ıt.

V této části práce si ukážeme, jak lze součty některých č́ıselných řad určit pomoćı

funkčńıch Fourierových řad.

Uvažujeme např. funkci f(x) = x2 definovanou na intervalu 〈−π, π〉 a jej́ı

př́ısluš-

nou Fourierovu řadu (viz Př́ıklad 3).

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .
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Dosad́ıme-li do této Fourierovu řady za x č́ıslo 0, źıskáme č́ıselnou řadu:

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (0) =

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
.

Vzhledem k tomu, že Fourierova řada konverguje k funkci f(x) na 〈−π, π〉 (do-

konce stejnoměrně), plat́ı, že:

f(0) = 0 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
.

Odtud už snadno źıskáme součet č́ıselné řady:

∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −π

2

12
.

Zvoĺıme-li x = π, zjist́ıme stejným zp̊usobem, že plat́ı:

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kπ) =

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
(−1)k =

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1

k2
= π2.

Odtud už je snadné źıskat součet č́ıselné řady:

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Př́ıklad 9. Pomoćı Fourierovy řady funkce f(x) = x na intervalu (−π, π) najděte

součet č́ıselné řady
∞∑
n=1

(−1)3n+1

2n−1 .

Řešeńı. Využijeme zde toho, že už dř́ıve (viz Př́ıklad 2) jsme zjistili př́ıslušnou

Fourierovu řadu k funkci f(x) = x na intervalu (−π, π).

x = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin (kx) .

Zvoĺıme x = π
2

a dosad́ıme do Fourierovy řady:

2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin
(
k
π

2

)
= 2

∞∑
n=1

(−1)2n−1+1

2n− 1
(−1)n+1 = 2

∞∑
n=1

(−1)3n+1

2n− 1
.
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Vzhledem k tomu, že Fourierova řada funkce f(x) = x konverguje na intervalu

(−π, π) bodově, plat́ı:

π

2
= 2

∞∑
n=1

(−1)3n+1

2n− 1
.

Odsud už jednoduše zjist́ıme součet č́ıselné řady:

∞∑
n=1

(−1)3n+1

2n− 1
=
π

4
.

Poznámka 19. Při výpočtu jsme využili toho, že pro sudé k (k = 2n, n ∈ N)

plat́ı sin
(
k π

2

)
= sin

(
2nπ

2

)
= 0 a toho, že pro liché k (k = 2n− 1, n ∈ N) plat́ı

sin
(
k π

2

)
= sin

(
(2n− 1) π

2

)
= (−1)n+1.

Př́ıklad 10. Pomoćı Fourierovy řady funkce f(x) =

{
x, x ∈ 〈0, π〉
−x, x ∈ 〈−π, 0)

najděte

součet řady
∞∑
n=1

1
(2n−1)2 .

Řešeńı. Nejprve zjist́ıme Fourierovu řadu funkce f(x) =

{
x, x ∈ 〈0, π〉
−x, x ∈ 〈−π, 0)

.

Pro funkčńı hodnotu v bodě −x plat́ı f(−x) = f(x), to znamená, že funkce je

sudá a bk = 0.

Dále vypoč́ıtáme koeficienty a0 a ak.

a0 =
2

π

∫ π

0

x dx =
2

π

[
x2

2

]π
0

= π

ak =
2

π

∫ π

0

x · cos (kx) dx =

∣∣∣∣ v = x v′ = 1
u′ = cos (kx) u = 1

k
sin (kx)

∣∣∣∣ =

=
2

π

[
1

k
[x sin (kx)]π0 −

1

k

∫ π

0

sin (kx) dx

]
=

2

kπ

[
cos (kx)

k

]π
0

=

=

{
0 pro k sudé

− 4
k2π

pro k liché
.
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Fourierova řada funkce f(x) =

{
x, x ∈ 〈0, π〉
−x, x ∈ 〈−π, 0)

na 〈−π, π〉 má tedy tvar:

f(x) =
π

2
−
∞∑
n=1

4

π

cos [(2n− 1)x]

(2n− 1)2
, x ∈ 〈−π, π〉 .

Nyńı dosad́ıme za x č́ıslo π:

π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos [(2n− 1) π]

(2n− 1)2

π

2
+

4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
.

Vzhledem k tomu, že Fourierova řada konverguje na 〈−π, π〉 k funkci f(x) (do-

konce stejnoměrně), plat́ı:

π =
π

2
+

4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
.

Odsud dostaneme součet č́ıselné řady:

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.

4.2. Využit́ı Fourierových řad při řešeńı diferen-

ciálńıch rovnic

V této části si v krátkosti nast́ıńıme daľśı možnou aplikaci Fourierových řad -

jejich využit́ı při řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Definice 17. Obyčejnou diferenciálńı rovnićı n-tého řádu rozumı́me rovnici

ve tvaru

F (x, y(x), y
′
(x), · · · , y(n)(x)) = 0, (4.1)

kde F : D(F ) ⊂ Rn+2 → R.
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Definice 18. Necht’ F : D(F ) ⊂ Rn+2 → R, h : I ⊂ R, I ⊂ R je interval.

Řekneme, že funkce h je řešeńım obyčejné diferenciálńı rovnice (4.1) na intervalu

I, jestlǐze ∀x ∈ I plat́ı F (x, h(x), h
′
(x), · · · , h(n)(x)) = 0.

Jedńım z typ̊u rovnic, které se daj́ı řešit pomoćı rozvoje ve Fourierovy řady,

jsou lineárńı diverenciálńı rovnice 2. řádu.

Definice 19. Necht’ a0, a1, a2, f : J → R jsou spojité na intervalu J ⊂ R, a2(x) 6≡

0 na J . Pak rovnici

a2(x)y
′′

+ a1(x)y
′
+ a0(x)y = f(x) (4.2)

nazýváme lineárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu. Funkćım ai ř́ıkáme koeficienty.

Jsou-li ai pro všechna i = 0, 1, 2 konstantńı funkce, nazýváme (4.2) lineárńı dife-

renciálńı rovnićı s konstantńımi koeficienty. Funkci f ř́ıkáme pravá strana dife-

renciálńı rovnice. Je-li f ≡ 0 na J , nazýváme rovnici (4.2) homogenńı, v opačném

př́ıpadě nehomogenńı.

Věta 21. Uvažujeme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu s kon-

stantńımi koeficienty, tzn. rovnici

a2y
′′

+ a1y
′
+ a0y = 0, (4.3)

kde a0, a1, a2 ∈ R. Je-li λ̃ kořenem tzv. charakteristické rovnice diferenciálńı

rovnice (4.3), tj. kvadratické rovnice

a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0, (4.4)

je funkce maj́ıćı předpis eλ̃x řešeńım rovnice (4.3).

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı lze nalézt např. v [2].

Poznámka 20. Je-li reálný λ̃ kořen, je to jasné, pokud je komplexńı, i pak tvrzeńı

plat́ı, ale předpis eλ̃x je předpisem komplexńı funkce reálné proměnné.
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Věta 22. Každé řešeńı rovnice (4.2) je ve tvaru

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) ∀x ∈ J, c1, c2 ∈ R,

kde {y1, y2} jsou lineárně nezávislá řešeńı přidružené homogenńı rovnice a yp je

(jakékoliv) řešeńı rovnice (4.2).

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı lze nalézt např. v [10].

Poznámka 21. K určeńı všech řešeńı rovnice (4.2) stač́ı tedy nalézt 2 lineárně

nezávislá řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a jedno tzv. partikulárńı řešeńı

rovnice (4.2).

Obvykle se partikulárńı řešeńı diferenciálńıch rovnic hledaj́ı např. metodou

variace konstant. Na následuj́ıćım jednoduchém př́ıkladu si ukážeme, jak by se

dalo toto partikulárńı řešeńı nalézt pomoćı rozvoje ve Fourierovu řadu.

Př́ıklad 11. Najděte partikulárńı řešeńı diferencálńı rovnice

y
′′
(x)− 3y(x) = f(x), (4.5)

kde f(x) je 2π-periodické rozš́ıřeńı funkce 3x2 ze základńıho intervalu 〈−π, π〉 ,

pomoćı rozvoje ve Fourierovu řadu.

Řešeńı. V Př́ıkladu 3 jsme nalezli Fourierovu řadu funkce f(x) = x2 ve tvaru:

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .

Proto lze pravou stranu uvažované diferenciálńı rovnice psát ve tvaru Fourierovy

řady:

3x2 = π2 + 12
∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .

Předpokládejme, že lze řešeńı rovnice (4.5) nalézt ve formě Fourierovy řady v ob-

dobném tvaru, tj. že:

y(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos (kx) , kde ak ∈ R ∀k ∈ N ∪ {0} .
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Pak y
′
(x) =

∞∑
k=1

−akk sin (kx) a y
′′
(x) =

∞∑
k=1

−akk2 cos (kx) .

Dosazeńım do rovnice (4.5) źıskáme:

∞∑
k=1

−akk2 cos (kx)− 3a0
2
−
∞∑
k=1

3ak cos (kx) = π2 + 12
∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos (kx) .

Nyńı porovnáme koeficienty:

−3a0
2

= π2 ⇒ a0 = −2π2

3

−akk2 − 3ak =
(−1)k 12

k2
⇒ ak

(
3 + k2

)
=

(−1)k+1 12

k2

ak =
(−1)k+1 12

k2 (3 + k2)
, k ∈ N.

Partikulárńı řešeńı y(x) diferenciálńı rovnice (4.5) lze tedy vyjádřit ve tvaru Fou-

rierovy řady:

y(x) = −π
2

3
+
∞∑
k=1

(−1)k+1 12

k2 (3 + k2)
cos (kx) .

Abychom zjistili, kde daná Fourierova řada konverguje k řešeńı diferenciálńı rov-

nice, m̊užeme použ́ıt např. Weierstrassovo kritérium (viz Věta 3).

Pro každé k ∈ N a každé x ∈ R plat́ı, že
∣∣∣ (−1)k+112
k2(3+k2)

cos (kx)
∣∣∣ ≤ 12

k4
. Řada∑∞

k=1
12
k4

konverguje (viz Poznámka 4). Dle Weierstrassova kritéria tedy stej-

noměrně konverguje řada −π2

3
+
∞∑
k=1

(−1)k+112
k2(3+k2)

cos (kx) . Nalezené partikulárńı řešeńı

je tud́ı̌z řešeńım dané diferenciálńı rovnice na celé reálné ose.
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Závěr

Ve své bakalářské práci jsem se nejdř́ıve obecně věnovala základńım pojmům

týkaj́ıćıch se č́ıselných řad a řad funkćı a nast́ınila jsem, za jakých podmı́nek tyto

řady konverguj́ı. Poté jsem se zaměřila na Fourierovy řady a dř́ıve popsané obecné

pojmy jsem specifikovala pro tyto řady. Také jsem připomněla základńı vlastnosti

souvisej́ıćı s Fourierovými řadami, jako jsou periodicita a parita a nast́ınila jsem

vztah Fourierových řad a ortogonálńıch systémů.

V druhé polovině bakalářské práce jsem na několika př́ıkladech demonstrovala

poznatky, kterým jsem se věnovala v teoretické části. Vybrala jsem si r̊uznorodé

př́ıklady, které ilustrovaly teorii týkaj́ıćı se Fourierových řad jak na intervalu délky

2π, tak i na obecném intervalu délky 2l. Tyto př́ıklady jsem nejdř́ıve poč́ıtala

”
ručně“ a poté jsem si vybrala dva z př́ıklad̊u a vypoč́ıtala je detailně s pomoćı

programu Maple. Př́ıklady jsem doplnila o grafy, které byly vykresleny také po-

moćı programu Maple.

Dále jsem se zaměřila na aplikace Fourierových řad. Nejprve jsem na několika

př́ıkladech ukázala, jak se daj́ı Fourierovy řady využ́ıt k tomu, abychom zjistili

součty č́ıselných řad. Poté jsem popsala a na jednom př́ıkladu ilustrovala, jak

můžeme s pomoćı Fourierových řad řešit diferenciálńı rovnice.

Během vytvářeńı bakalářské práce jsem nastudovala základńı problematiku

Fourierových řad z r̊uzných zdroj̊u a naučila se, jak správně poznatky z rozličných

zdroj̊u skombinovat do jednotného celku. Také jsem si prohloubila své znalosti

týkaj́ıćı se výpočtu určitých integrál̊u, které jsem použila nejen v př́ıkladech,

ale i v d̊ukazech. V praktické části jsem se přesvědčila, že Fourierovy řady se

daj́ı velmi dobře využ́ıt při hledáńı součt̊u řad nebo při řešeńı diferenciálńıch
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rovnic. Při zpracováváńı své bakalářské práci jsem se rovněž naučila pracovat

s programem Maple, zjistila jsem, že tento program je pro matematické obory

velmi užitečný a d́ıky tomu jej budu v budoucnu určitě využ́ıvat i dále. Také jsem

se naučila, jak se rychle orientovat v cizojazyčných publikaćıch a prohloubila si

své znalosti týkaj́ıćı se typografického systému TeX.
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