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Uvod

Témou diplomovej prace je tlmené kyvadlo s tocivym momentom. Kazdy za-
veseny objekt, pohybujuci sa tam a spét, sa nazyva fyzikalnym kyvadlom. Speciz’ﬂ-
ny pripad fyzikalneho kyvadla je matematické kyvadlo, ktoré predstavuje zaves
zanedbatelnej hmotnosti vzhladom na hmotnost telesa, upevneného na jeho kon-
ci. O tlmenom kyvadle s toCivym momentom hovorime vtedy, ak uvazujeme
odpor vzduchu, ktory posobi proti smeru pohybu kyvadla a je imerny uhlovej
rychlosti kyvadla, a to¢ivy moment, ktory mézeme popisat ako postvanie kyvadla

konstantnou silou, ktora je kolmé na tyc.

Cielom diplomovej prace je na zaklade fyzikalnych hypotéz odvodit modely kla-
sického kyvadla bez tlmenia, kyvadla s tlmenim a tlmeného kyvadla s toc¢ivym
momentom. Modely buda mat tvar diferencidlneho systému s parametrami, ktory
mozno vysetrovat metdédami teorie dynamickych systémov. Dalsim cielom prace
je popisat tieto metody s vyuzitim zadanej literatiry a nasledne ich aplikovat
na modely kyvadla pre rézne hodnoty parametrov a vytvorit odpovedajice fa-
zové portréty vratane diskusie o moznych bifurkaciach. Nakoniec je potrebné
previest interpreticiu fazovych portrétov a popisat podla nich rezimy pohybu

kyvadla odpovedajice roznym orbitam vo fazovom portréte.

Diplomova praca je rozdelenéa do troch kapitol. V prvej kapitole odvodime modely
klasického kyvadla bez tlmenia, kyvadla s tlmenim a tlmeného kyvadla s toc¢ivym
momentom. V druhej kapitole popiseme zakladné pojmy teérie dynamickych sys-
témov. V tretej kapitole sa zaoberame tlmenym kyvadlom s to¢ivym momentom.

Odvodime kanonickd rovnicu tohoto kyvadla, skonstruujeme centralne variety,



urc¢ime bifurkacie a interpretujeme fazové portréty kyvadla.

Obrazky v tejto praci boli nakreslené v programoch MATLAB a Graph.



Kapitola 1

Odvodenie rovnic matematického
kyvadla

Kazdy zaveseny objekt, pohybujici sa tam a spéit, sa nazyva fyzikdlnym kyva-
dlom. gpecialny pripad fyzikidlneho kyvadla je matematické kyvadlo, ktoré pred-
stavuje zaves (napriklad vldkno alebo tyc¢ka) zanedbatelnej hmotnosti vzhladom
na hmotnost telesa, upevneného na jeho konci. Druhym koncom je zaves pevne
uchyteny v priestore. Predpokladame, ze na kyvadlo neposobi Ziadna vnttorné

sila (napriklad odpor vzduchu) okrem gravitacne;j.

Nech zaves mé konstantnt dlzku [ > 0 a nech na jeho konci je pripevnené teleso
s hmotnostou m > 0. Predpokladajme, ze kyvadlo sa pohybuje vo vertikalnej
rovine. Na$im cielom bude urcit uhol # merany v radianoch medzi vertikalou

a zévesom v kazdom momente ¢asu t.

Zostavime si rovnicu vzhladom na hladanta funkciu § = 6(t). Na zaciatku nech
mé zaves ist polohu (ty) = 6. Vplyvom gravitacnej sily a v pripade, ze 6y # 0,
kyvadlo sa za¢ne pohybovat. Ak je 6(t) > 0, ide o odchylku vpravo, ak 6(t) < 0,
ide o odchylku vlavo. DIzka s oblika kruznice s polomerom I, zodpovedajica
stredovému uhlu 6, je s = [6. Uhlové zrychlenie je dané vztahom

d*s d*0

=1 —=1-0"(1).

T T e
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Z druhého Newtonovho zakona méame
F=am=ml-0"(t).

Z obr. 1.1 vidime, Ze velkost tangencidlnej zlozky sily vyvolanej telesom s hmot-

nostou m je mgsin6.

Obréazok 1.1: Kyvadlo.

Porovnanim dvoch réznych vyrazov pre tangencialne zlozky sily dostdvame
Fr=am=ml-0 (t) = —mgsinf(t)

a po Uprave

0" () + %sin o(t) = 0. (1.1)

Rovnica (1.1) sa nazyva pohybovd rovnica netlmeného matematického kyvadla.

Ak by sme vzali do tvahy odpor vzduchu, ktory pésobi proti smeru pohybu

kyvadla a je tmerny uhlovej rychlosti kyvadla 6'(t), tak by sme dostali rovnicu
0" (t) + b (t) + %sin o(t) = 0, (1.2)

kde a je koeficient odporu vzduchu (predpokladame, Ze je konstantny). Rovnica

(1.2) predstavuje pohybovi rovnicu tlmeného matematického kyvadla.

11



Rovnice (1.1) a (1.2) s nelinearne vzhladom na pritomnost vyrazu siné(t). Ich

podrobnejsie §tudium bolo prevedené v !.

Nech zéaves kyvadla je stabilny. Ak budeme uvazovat aj to¢ivy moment M, ktory
moézeme popisat ako posivanie kyvadla konstantnou silou, ktora je kolmé na ty¢,

a pre jednoduchost polozime a = 1 a [ = g, dostaneme rovnicu
0" (t) +0'(t) +sinf(t) = M, (1.3)

ktora popisuje pohyb plandrneho kyvadla s timenim a tocivygm momentom M.

Chceme analyzovat mozné bifurkacie kritickych bodov takéhoto kyvadla. Diferen-

cidlnu rovnicu (1.3) budeme vySetrovat metédami teorie dynamickych systémov.

'Dvorska, K., Fdzové portréty matematického kyvadla. Olomouc, 2012. Bakalaiska préce.
Ptirodovédecka fakulta Univerzity Palackého, Katedra matematické analyzy a aplikaci mate-
matiky:.
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Kapitola 2

Zakladné pojmy teodrie
dynamickych systémov

Definicie a vety v tejto kapitole st prevzaté z monografii [1] a [2].

Systém diferencialnych rovnic sa nazyva autonomny systém, ak je zapisany v nor-
malnom tvare a funkcie na pravych stranach tohto systému st explicitne nezavislé

od premennej ¢, tj., ak je ho mozné zapisat v tvare

po zlozkach

(2.1)
2y () = fulz1(t), 22(2), - . ., 2 (),
kde ' = (2, 2,...,2)), * = (x1,22,...,2,) a f = (f1, fa, ..., fn), ktora je defi-
nované na nejakej oblasti €2 v priestore R™. Oblast () sa nazyva fdzovi priestor,
premenna ¢ obsiahnuta v (2.1) implicitne sa nazyva casovd premennd a pre-
menné ry,Ts,...,T, sa nazyvaji priestorové (fazové) premenné. Predpokladé-
me, Ze pravé strany systému (2.1) s spojité, ze parcidlne derivacie 0f;/0x;,
1,7 = 1,2,...,n, existuji a sa tiez spojité. Tieto predpoklady zarucuja, ze
kazdym bodom oblasti 2 prechadza prave jedno riesenie z(t) = ¢(t).
13



Partikularne rieSenie € = ¢(t) systému (2.1) mdzeme interpretovat bud ako
graf funkcie © = (t) v priestore R x € alebo ako krivku v priestore 2 danu
parametricky rovnicou * = ¢(t). V tom pripade sa taka krivka nazyva orbita
systému (2.1). Orbita je kolmy priemet grafu funkcie & = ¢(t) z priestoru R x 2

do priestoru 2.

Definicia 1. Nech Q@ C R", ¢ € C(R x ). Nech zobrazenie ¢(t,z%) ma

vlastnosti:
(i) »(0,22%) = x? pre Yz € Q,
(ii) @(t+s,29) = p(t,p(s,z?%)) pre Vt,s € R, V9 € Q,
(iii) pre Vt € R existuje k zobrazeniu (¢, -) inverzné zobrazenie ¢p(—t, ).

Potom ¢ : R x Q@ — Q nazyvame tok a pre kazdé pevné ¢ zobrazenie ¢(t, ) :

Q) — Q) nazyvame dynamicky systém.

Definicia 2. Predpokladajme, 7ze T = (T1, T, ..., T,) je konstantny vektor v
taky, ze

fl(flvf% s 7571) = 07

fg(fl,fg, [P ,fn) — O,

[o(@1,Ta, ..., Tp) = 0.

Potom vektor T sa nazyva kriticky bod systému (2.1).

2.1. Fazové portréty skalarnych dynamickych sys-
témov

Uvazujme skalarnu diferenciadlnu rovnicu

2'(t) = f(z(1)), (2.2)



kde f € C'(Q), Q C R a nech
z(0) = o, (2.3)

kde zo € Q. RieSenie ulohy (2.2), (2.3) na intervale I C 2 je funkcia (¢, xg),
ktora spliia rovnicu (2.2) pre V¢ € I a vyhovuje podmienke (2.3), tj. plati

{ ' (t,x0) = f(p(t,x0)), teI,
(0, x9) = xo.

Kriticky bod T je definovany ako rieSenie rovnice f(z) = 0.

Definicia 3. Kriticky bod Z diferencialnej rovnice (2.2) sa nazyva hyperbolicky,

ak plati f(Z) =0 A f'(T) # 0.

Kriticky bod Z diferencialnej rovnice (2.2) sa nazyva nehyperbolicky, ak plati

F@) =0 A f(T) =0.

Fazovy portrét skalarneho dynamického systému generovaného diferencialnou
rovnicou (2.2) mozno ziskat z grafu funkcie f. Kritické body diferencialnej rovnice
(2.2) st nulové body funkcie f a tsecky medzi nimi st orbity. Ak rovnica (2.2)
nemé ziadny kriticky bod, potom fazovy portrét ma iba jedint orbitu, a to celd
os. Ak rovnica (2.2) mé jeden kriticky bod, potom fazovy portrét méa tri or-
bity, kriticky bod a dve polopriamky ohrani¢ené kritickym bodom. Ak rovnica
(2.2) mé dva alebo viac kritickych bodov, potom fazovy portrét tvoria kritické
body, dve polopriamky a tise¢ky ohranic¢ené kritickymi bodmi. Podla znamienka
funkcie f urc¢ujeme Sipky na orbitach. Ak v danom tseku je f > 0, potom Sipka
smeruje doprava, ak f < 0, tak Sipka smeruje dolava. Ak vo fazovom portréte
smeruju Sipky z oboch stran ku kritickému bodu, potom tento bod je asympto-
ticky stabilny. V opa¢nom pripade, ak aspon jedna $ipka smeruje od kritickébo

bodu, potom tento bod je nestabilny.

Ak T je hyperbolicky kriticky bod, potom o jeho stabilite mozno rozhodnut i po-
mocou znamienka ¢isla f'(7): ak f'(T) < 0 = T je asymptoticky stabilny,

ak f'(Z) >0 = T je nestabilny.

15



2.2. Homogénny linedrny systém s konStantnymi
koeficientmi v rovine

Budeme uvazovat systém v R?
(2.4)

kde f € CY (), f = (f1, f2). Nech T = (T1,Z») je kriticky bod systému (2.4), tj.
plati
fl(flaTQ):(L fZ(TlaEQ):O'

Ak ma vektorova funkcia f = (f1, f2) spojité parcidlne derivacie na otvorenej
mnoZine 2 C R?, potom je na  definovana Jacobiho maticovd funkcia, ktora ma

tvar

Df(a1,02) = | G

Definicia 4. Kriticky bod T systému (2.4) sa nazyva hyperbolicky, ak je Jacobiho

matica
Df) = | 5RO

hyperbolickd. Ak je tdto matica nehyperbolicka, potom kriticky bod Z nazveme
nehyperbolicky.

Poznamka 1. Jacobiho maticu Df(Z) oznacime A.

Definicia 5. Matica A sa nazyva hyperbolickd, ak jej vlastné ¢isla maji nenulové

redlne ¢asti. V opa¢nom pripade sa matica A nazyva nehyperbolické.

16



Veta 1. Nech z € Q2 je hyperbolicky kriticky bod systému (2.4). Ak vlastné ¢isla

matice A maji zdporné redlne casti, potom T je asymptoticky stabilny.

Veta 2. Nech T € ) je hyperbolicky kriticky bod systému (2.4). Ak aspofi jedno

vlastné cislo matice A md kladni redlnu cast, potom T je nestabilny.

2.3. Jordanov kanonicky tvar matice A

aiy a2
A=
a1 22

s realnymi prvkami aq1, a12, @21, aoo.

Uvazujme maticu

Vlastné ¢isla matice A vypocitame podla vzorca

trA+./(trA)? — 4det A

)\172 = 9 )

kde trA = ai1 + ass je stopa matice A a detA = aq1a90 — a12a21 je determinant

matice A.

Pomocou vlastnych ¢isel mozno zostrojit Jordanov kanonicky tvar J matice A.

Ak ur¢ime tvar matice J, potom moézeme urcit tvar requldrnuej transformacnej

R 171 o, . .
matice P = (g , ) Uré¢ime ju z rovnice
212

AP = PJ.

I. Ak )\1, )\2 S R, )\1 7é AQ, potom

A 0
J = )
(% x)
V tomto pripade existuju dva linearne nezéavislé viastné vektory p = (p1, p2)

prislusny k vlastnému ¢islu A\; a r = (71, r2) prislusny k vlastnému ¢islu \,.

17



II. Ak A\, A2 € R, A\; = )\, potom plati:

— Ak A nie je diagonalna matica, tak

Al
J = ( 0 )\1> '
V tomto pripade existuje jeden vlastny vektor p = (p1,ps2) prislusny

k vlastnému cislu A;.

— Ak A je diagonélna matica, tak

A1 0
7=a=(1)
V tomto pripade je kazdy dvojrozmerny vektor wvlastnym vektorom

matice A.

ITI. Ak A, A €C, Mo =a=£if, a,8 €R, 3#0, potom

()

V tomto pripade neexistuji ziadne realne vlastné vektory matice A.

2.4. Planarne nelinedrne dynamické systémy

Uvazujme systém

{ 2 (t) = fi(@i(t), 2a(t)),
(2.5)
Ty(t) = folw1(t), 22(1)),
a systém
{ Y1 (1) = g1(a(t), ya(t)),
(2.6)

Yy (t) = g2 (t), y2(t)),

pricom fi, fo € CHU),U CR* a g;,9» € CY(V),V C R
18



Nech existuje homeomorfizmus
h:U—-V

tak, ze substitucia

y = h(z)

transformuje systém (2.5) na systém (2.6). To znamend, Ze orbity systému (2.5)

leziace v U su jednoznacne zabrazené na orbity systému (2.6) leziace vo V', pricom

tok je zachovany. Potom hovorime, Ze systém (2.5) na U je lokdlne topologicky

ekvivalentny so systémom (2.6) na V.

Ak bod T = (71, T2) € U nie je kritickym bodom systému (2.5), potom sa nazyva

requldrny bod systému (2.5).

Veta 3. |O lokalnom toku| Nech @ € U je reguldrny bod systému (2.5). Potom

existuje také jeho okolie Uy C U, Ze systém (2.5) na Uy je lokdlne topologicky

ekvivalentny so sucinovym systémom v tvare

{ Yy (t)
Ys(t)

na nejakej otvorenej mnozine Vy C R2.

1,

0,

Nech Df(Z) je Jacobiho matica systému (2.5), tj.

B g—ﬁ(fla_z) g—g(flafz)
O g,z Uz,
B, T gy 1R

a nech T = (T1,Ta) € U je kriticky bod systému (2.5). Polozme

Df(T) = A = (a“ “12) .

21 A22

Teda

(EDEQ% 17]:172

19
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Potom systém
(1) = anyi(t) + arzya(t),
/ (2.8)
Yo(t) = anyi(t) + aseya(t)
sa nazyva linedrna variacnd rovnica k systému (2.5) v bode (Z1,Z2). Systém (2.8)

ma kriticky bod (0, 0).

Veta 4. |Grobman-Hartmannova| Nech fi, fo maji spojité druhé parcidlne de-
rivacie na U a nech (T1,T2) je hyperbolicky kriticky bod systému (2.5). Potom
existuje okolie Uy C U bodu (T1,Ts) a okolie Vo C R? bodu (0,0) tak, Ze systém
(2.5) na Uy je lokdlne topologicky ekvivalentny so systémom (2.8) na V.

2.5. Centralne variety

Uvazujme systém

z'(t) = f(=(1)). (2.9)
Nech T = (71, T») je kriticky bod rovnice (2.9), U C R? je okolie bodu T a f €
Ck(U), kde k > 2. Predpokladajme, 7e T je nehyperbolicky kriticky bod, pricom
Jacobiho matica Df(Z) systému (2.9) ma jedno vlastné ¢islo nulové a druhé

nenulové. Potom fazovy portrét linedrnej variac¢nej rovnice

y'(t) = Df (z)y(t) (2.10)

obsahuje priamku p skladajtcu sa z kritickych bodov rovnice (2.10). Tato priam-
ka prechédza pociatkom a mé smer vektora p, pricom vektor p je vlastny vektor
matice Df (Z) prisludny k nulovému vlastnému ¢&islu. Féazovy portrét rovnice (2.9)
potom obsahuje hladki krivku, ktora prechddza bodom T a dotyka sa v bode
priamky rovnobeznej s priamkou p. Tuto krivku nazyvame centrdlna varieta

a znacime ju Wg..

Tvar W, uréujeme metddou radov a tok na WS, uréujeme pomocou skalarnej

rovnice na WS..
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Nech rovnica (2.9) je transformovana na tvar

y'(t) = Jy(t) + g(y(1)), (2.11)

kde J je Jordanov kanonicky tvar matice Df(Z) rovnice (2.9) a g = (g1, 92)
splha g(0) = 0, Dg(0) = 0. Rovnica (2.11) méa nehyperbolicky kriticky bod

0 = (0,0). Linearna variac¢na rovnica prislusna k rovnici (2.11) méa tvar
y'(t) = Ty(t). (2.12)
Veta 5. |O tvare WS, v kanonickom pripade| Eristuje také § > 0, Ze v 6—okoli

U= {(y1,92) € R : |y1| < 3, |y2| < 8} je centrdlna varieta WS, rovnice (2.11)

dand nasledovne:

1 dh 1 d?h
W, yo = h(y1) = h(0) + ﬂd_yl(o) Y1+ ﬁd_y%(o) Y+ O(y;) pre |y| <6,
dh
ricom h(0) =0 a —(0) = 0.
p (0) dyl( )

Veta 6. |O toku na WS, v kanonickom pripade| Nech yo = h(y,) je centrdlna va-
rieta WS rovnice (2.11) v okoli 0. Potom kritickyj bod 0 je stabilny (asymptoticky

stabilny, nestabilnyg) prdve vtedy, ked kriticky bod 7, = 0 skaldrnej diferencidlnej

rovnice na WC . ktord md tvar

loc?

Yi(t) = gr(yr (1), (1)), (2.13)

je stabilnyg (asymptoticky stabilny, nestabilng). Tok na WE. je rovnakyj ako tok

vo fazovom portréte rovnice (2.13).

2.5.1. Symbol O

Definicia 6. Nech funkcie f, g st spojité na intervale [a,b] C R a 0 € (a,b).

Zapisom



budeme oznacovat nasledujticu vlastnost funkcii f a g v okoli 0:

36 € (0,00),3A € (0,00) : |f(x)] < Alg(x)| pre |z| <.

Vlastnosti:

1. Ak plati, ze lir%% =k, kde |k| € (0,00), potom f(z) = O(g(x)).

[36 € (0,00) : | f(@)| < 2[kl|g(x)| pre |z] <]

2. sinz = O(z); cx = O(z), ak ¢ # 0, ¢ € R; ¢z + cex? = O(x), ak ¢; # 0,

c1, 00 € R.
2 25 a7
. r——+ ——— —+... 2 4 6
sinz 3 "5 7l 1 o rLr -
lim == = lim . —ili%<1 T ) .
. )
iy = lige = 00,
2
iy iy 1+ 00) = 0 £
x—0 x z—0
3. cosz=0(1); 271+ 273 = O(x73).
2 xt 2
| COSZL“_I. —E E—a—‘— L . :L‘2 1‘4 x6+ _
1 -3
lim%zlim(xQﬁLl):l}
z—0 T~ z—0

4. Nech ¢1,c0 € R, ¢1 # 0, myn € N; 1 < m < n. Ak f(x) = O(a™),
g(x) = O(z"™), potom cy f(x) + c29(x) = O(z™).
) <

[lerf(z) + c29(z)] < A (lerl]a™] + leall2™]) < A (|ea] + [e2|0™™)|2™] pre |z < 9]

5. Ak f € C'a,b], f(0) =0, f/(0) # 0, potom f(z) = O(z).
tim L&) i L =TO gy

x—0 x—0 €xr — 0
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6. Ak f € C"a,b], f(0) = ... = f™(0) =0, f*FV(0) # 0, potom f(x) =

O(:L‘n+1).
!/ 1 n n n n
f@)=f0)+ f(0)z+...+ Ef( J(0)z" + mf( (&)a" T kde &,
lezi medzi 0 a x. Preto lir% & =0.
« Lo, f(l’) - 1 . (n+1) . 1 (n+1)
Dalej lim -4 = CFSL lim f (fx)—m'f (0) # 0.

7. Nechrad Z cpx” konverguje pre |z| < d anech ¢, # 0. Nech g(z) = Z Crx™.

n=0 n=k

Potom g(x) = O(z*), ¢'(z) = O(zF71).

[ee]
n
>t N
li n=k — 1 n—k | __ li 2 _ 0
im - = lim Cn =lim (cx + cp17 + o™+ ...) = # 0,
x—0 €x z—0 x—0
n=~k
oo ! o [o.¢]
g (x) = g o E (cpa™) = E nep,z"
o
n—1
E NCpT -
. =k .
lim * — =1 E ne,x™F | = ke # 0
r—0 xX z—0 .
n—=

2.6. Elementarne bifurkicie skalarnych dynamickych
systémov

Uvazujme diferencialnu rovnicu zéavisli na jednom reédlnom parametri ¢, ktora ma

tvar

2'(t) = Flc,z(t)). (2.14)
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Predpokladajme, Ze rovnica (2.14) ma kriticky bod 0 pre ¢ = 0, teda plati
F(0,0) = 0. Dalej predpokladéame, ze F € C'(G) a G je otvorena mnoZina
v R?, ktora obsahuje bod (0, 0).

Poznamka 2. Ak rovnica (2.14) méa kriticky bod T # 0 pre nejaka hodnotu ¢

parametra ¢, potom rovnicu (2.14) pomocou substittcii

transformujeme na rovnicu tvaru

Y (t) = F(a, y(t)), (2.15)

ktora je zavisla na redlnom parametri a a pre a = 0 mé kriticky bod 0. Potom

y'(t) =2'(t) = F(e,z(t)) = Fla+7¢,y(t) + T) = F(a, y(t)). (2.16)

Predpokladame, Ze pre rovnicu (2.14) pozname fazovy portrét pre ¢ = 0 v okoli
kritického bodu 0. Za¢neme menit hodnoty parametra c¢. Bud tieto hodnoty zac-
ni narastat z nulovej hodnoty do malych kladnych hodnot alebo klesat z nulovej

hodnoty do malych (v absolitnej hodnote) zapornych hodnét.

Definicia 7. Ak sa pri zmenéch hodnot parametra ¢ fazovy portrét rovnice (2.14)
v okoli bodu z = 0 zmeni (tj. zmeni sa pocet kritickych bodov alebo ich stabilita),
hovorime, Ze rovnica (2.13) je v bode (¢, z) = (0,0) v bifurkdcii a hodnotu ¢ =0
nazyvame bifurkacnou hodnotou. Tu hovorime o lokdlnej bifurkdcii, pretoze fazové

portréty rovnice (2.14) vySetrujeme iba na okoli bodu z = 0.

Veta 7. Nutnou podmienkou pre existenciu lokdlnej bifurkdcie je, aby kriticky

bod 0 bol nehyperbolicky kriticky bod, tj. aby platilo

F(0,0) =0, Z_];(O’ 0) = 0. (2.17)
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Najcastejsi typ lokalnej bifurkacie u rovnice (2.14) je sedlovd bifurkdcia. Pod-

mienky pre jej existenciu udava nasledujiica veta.

Veta 8. |O sedlovej bifurkacii| Nech F' € C*(G) spliiuje (2.17) a naviac plati

OF 02 F
20 (0.0 #0, =-(0,0) #0. (2.18)

Potom md rovnica (2.14) v bode (0,0) sedlovi bifurkdciu.

V' zdvislosti na znamienkach parcidlnych derivdcii v (2.18) md tdto bifurkdcia

jeden z bifurkacnijch diagramov 1 - 4:

Diagram 1 Diagram 2
‘s\\
N
\
c 7 C
/
//
&F oF 8°F oF
@(0’ 0) >0, E(0.,0) >0 ﬁ(o, 0) <0, E(O‘O) <0
Diagram 3 Diagram 4
//
#
c \ c
AN
\\
O’F OF F oF
W(O’ 0) >0, E(O‘O) <0 572 o< B E(0.‘0) >0




2.7. Bifurkacie planarnych dynamickych systémov

Uvazujme diferencialnu rovnicu zavisla na ¢ realnych parametroch cq,..., ¢, £ €

N, ktora ma tvar

{x’l(t) = Fi(er, ... e mi(t), 2a(1)),

(2.19)
o(t) = —mxo(t) + Fo(cr, ..., co, 21(t), 22(t)).

Pre § > Omnech U = {(z1,25) € R? : |21| + |z2] < 6} je -okolie bodu 0 = (0,0) € R?,

¢
preco > Onech A = {(c;,...,¢;) € R": Z lci| < o} je co-okolie bodu 0 = (0, ..., 0)
i=1

€ R’. Rovnicu (2.19) vySetrujeme na mnozine G = A x U C R,

Predpokladdme, ze F = (Fy,F;) € CYG), F(0,0, ...0,21,23) = fi(x1,22),
i = 1,2, pricom f = (f1, f2) splia f(0,0) = 0, Df (0,0) = 0. Vidime, Ze rovnica

(2.19) ma vektorovy tvar

z'(t) = Jz(t) + F(c, z(t)), (2.20)

kde J = <8 _01) je v Jordanovom kanonickom tvare a 0 = (0, 0) je nehyperbo-
licky kriticky bod pre ¢; = ... = ¢, = 0 rovnice (2.19). V bode (0,0) moze nastat
bifurkdcia. Pre (c1,...,c0) # 0 hladame kritické body ako riesenia rovnic
Fl(cla s 7C€7$17x2) = 07
= 0.

—T9 + FZ(Cla <o 7C€7x17x2>

Najprv vySetrujeme rovnicu

w(ery ..., com,x9) =0, (2.21)
kde w(cy, ..., cox1,29) = —x9 + Fo(cy, ..., o, 21, 22). Pretoze platiw (0, ..., 0, 0, 0) =
0a g—;ﬁ; (0, ..., 0,0, 0)=—1, tak podla vety o implicitnej funkcii existuje riese-
nie rovnice (2.21)
xo =U(c1,. .. c,x1), € C(AX(=9,9)). (2.22)

26



Definujeme bifurkacni funkciu ako

B(ci,...,co,x1) = Fi(eq, ... oy, (e, ... co, 1)) (2.23)
Rovnicu
B(cyy ... c,x1) =0 (2.24)

nazyvame bifurkacnd rovnica.
Veta 9. Zvolme € = (¢1,...,¢) € A. Potom plati

1. e Bod T, je riesenim bifurkacnej rovnice (2.24) pre ¢ = € prdve vtedy,

ked je Ty kriticky bod skaldrnej diferencidlnej rovnice

2\ (1) = B(E, 21(1)). (2.25)

e Bod T, je kritickym bodom rovnice (2.25) prdave vtedy, ked T = (%1, (€, T1))

je kritickym bodom diferencidlnej rovnice (2.19) pre ¢ = €.

2. Nech T, je kriticky bod rovnice (2.25) a plati

g—z(z, 1) < 0. (2.26)

Potom bod T = (T1,v(€,T1)) je asymptoticky stabilnyg hyperbolicky kriticky
bod rovnice (2.19). (uzol-vylevka)
Nech Ty je kriticky bod rovnice (2.25) a plati

oB _
8_.%'1(0’ .’131) > 0. (227)

Potom bod T = (T1,v(€,T1)) je nestabilny hyperbolicky kriticky bod rovnice
(2.19). (sedlo)

Nech v rovnici (2.19) je iba jeden parameter c¢. Potom rovnica (2.19) mé tvar

{ 2 (t) = Fi(c,m1(t), 22(t)),

(2.28)
o(t) = —mxo(t) + Fo(c, x1(t), xo(t))

a plati nasledujuca veta:
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Veta 10. Nech F € C*(G) a nech plati

0F, 0*F

. (0.0,0) #0, 82(000)7é0 (2.29)

Potom pre ¢ = 0 md rovnica (2.28) v bode 0 bifurkdciu sedlo-uzol. To znamend,

Ze pre dostatocne malé |c| # 0 plati

e ak je

8F1 O*F,

(0.0.0) - 62(000) <0,

md rovnica (2.28) v okoli O dva hyperbolické kritické body, jeden je nesta-
bilng (sedlo) a druhy je asymptoticky stabilnyg (uzol-vylevka),

e ak je

8F1 0*F

. (0.0,0) 02(000) > 0,

nemd rovnica (2.28) v okoli 0 Ziadny kriticky bod.
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Kapitola 3

Tlmené kyvadlo s toc¢ivym
momentom

3.1. Kanonicka rovnica kyvadla s to¢ivym momen-
tom

V tejto kapitole budeme vySetrovat rovnicu tlmeného kyvadla s to¢ivym momen-

tom, teda rovnicu

0" (t) +0'(t) +sinf(t) = M, (3.1)

ktora bola odvodené v kapitole 1. K vySetrovaniu pouzijeme teériu dynamickych

systémov popisanu v kapitole 2.

Najprv rovnicu (3.1) prevedieme na systém v kanonickom tvare. PouZijeme sub-

stitacie
yi(t) = 0(1),
ya(t) = 0'(2).

Dostavame systém diferencialnych rovnic

Yy(t) = —ya(t) — sinyy(t) + M.

{y'l(t) = ya2(t),

29



Urcime kritické body zo stustavy rovnic
Yo = Oa

—yy —siny; + M =0,

teda siny; = M. Kedze siny; je periodickd funkcia s periédou 27, uvaZujeme

hodnoty ; len na intervale (—, 7).

Pre |M| > 1, rovnica (3.2) nema ziaden kriticky bod.

Pre M =1, rovnica (3.2) ma jeden kriticky bod, a to (g, O).

Pre M € (0,1), rovnica (3.2) mé dva kritické body (7;,0), (7,,0), kde
_ ™ _ T
ne(0g)ame (5

Pre M = 0, rovnica (3.2) ma dva kritické body (0,0) a (,0).

Pre M € (—1,0), rovnica (3.2) ma dva kritické body (7,,0), (75,0), kde
_ T _ ™
Y1 € <_7T7_§) a Yy € <_§70>

e Pre M = —1, rovnica (3.2) ma jeden kriticky bod, a to (—g, 0).

Bifurkéicia nastane pre M = 1 alebo M = —1. VySetrime oba kritické body,

ur¢ime rovnicu zavisli na jednom realnom parametri v tvare (2.28) s kanonickou

maticou J = (8 _()1) a aplikujeme vety o centralnej variete a vety o bifurkacii.

Predpokladajme, ze M = 1 a uvazujme kriticky bod y = (g,()). Pouzijeme

nasledujuce substitiicie

M =1+c¢,
T T
Z1Zy1—§ = y1=§+21,

20=yY—0 = Y= 29,
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k prevedeniu kritického bodu y na bod 0 = (0,0) s parametrom ¢ = 0. Dosadime

do systému (3.2) a dostavame

#(t) = z(t),

() = —2(t) — sin (g v zl(t)) Flde=—m(t) - (sing - c0s 21 (t) + sin 21 (¢) - cos g) tl+e

Po tprave mame systém z'(t) = Az(t) + g(c, z(t)), tj.

{ 21(t) = 2(t),

(3.3)
25(t) = —29(t) — cos z1(t) + 1 + c.

Linearna varia¢né rovnica méa tvar

{ A= =),
2(t) = —2z(t),

teda matica A nie je v kanonickom tvare, pretoze ma tvar

01
A= (1)
Vektorova funkcia g systému (3.3) ma tvar

glc,z1,29) = (0, —cosz; + 1 +¢)T.

Rovnicu (3.3) prevedieme na kanonicky tvar pomocou transformécie y = Px, kde
maticu P dostaneme z rovnice AP = PJ. Najprv ur¢ime determinant matice

A, stopu matice A a vypocitame jej vlastné ¢isla, tj.

detA = 0,
trA = —1,
trA =+ \/(trA)? —4detA —1+./(-1)2—-4-0 —1+1
)\1’2 = = = s
2 2 2
teda Ay = 0 a Ay = —1. Potom Jordanov kanonicky tvar J matice A ma tvar

7=(02)=05)
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Z rovnice AP = PJ urc¢ime tvar regularnej transformacnej matice P.

AP =PJ
01 P17 N Z2A! 00
0 -1 P2 T2 o P2 To 0-—1
(5.)-(7)
—Pp2 —T2 0 —ro

p2207

To = —T1.

Nech p; = 1, 7, = 1, potom p = (1,0)7 a r = (—1,1)T. Matica P ma tvar

1-1

01 /)"
Pretoze plati z(t) = Px(t) a z'(t) = Pz'(t), nelinearny systém (3.3) prejde
po transformécii na tvar x'(t) = Jz(t) + P~ (g(c, Pz(t))), tj.

z'(t) = (8 _01) z(t) + P~ <—cos(x1(t) —0x2<t>) +1+ C> |

Ak matica P = (p1 7’1) , potom maticu P~ uréime zo vztahu

P2 T2
1 ry —T
p-l— ) 2 1)
det P <—p2 P1 >

Ked7Ze detP = 1, potom P = ((1) 1) a dostdvame systém
T (t) = —cos(z1(t) — z2(t)) + 1 + ¢, 5.4
Zh(t) = —aa(t) — cos(z1(t) — 22(t)) + 1+ c. '
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— 7
Teraz pre M = —1 uvazujme kriticky bod y = (—5, O). Budeme postupovat
rovnako ako v predchadzajicom pripade. Pouzijeme nasledujiice substiticie
M= —-1+c¢,
(-3) = Z 4
21 = — | —= = —— z
1 =Y 5 hn 9 15

20=y2—0 = ys = 29,

k prevedeniu kritického bodu ¥ na bod 0 = (0,0) s parametrom ¢ = 0. Dosadime

do systému (3.2) a dostavame
#(t) = 2(t),
25(t) = —22(t) — sin (—E + z1(t)) —14+c=—2((t)— (sinzl(t) - o8 & 4+ sin — -coszl(t)> —1+4c¢
2 2 2 2 '
Po uprave mame systém

{ 21(t) = 2(t),

(3.5)
25(t) = —z9(t) + cos z1(t) — 1 + c.

Linearna variacné rovnica ma rovnaky tvar ako v predchadzajicom pripade, a to

teda matica A ma tvar
01
a=(04).
Vektorova funkcia g systému (3.5) ma tvar
glc,z1,2) = (0,cos 21 — 1+ ¢)7.

Rovnaky tvar ako v predchadzajicom pripade bude mat aj Jordanov kanonicky
tvar J matice A a regularna transforma¢na matica P, a teda aj matica P!

Potom systém (3.5) bude mat tvar

{ i (t) = cos(xq(t) — x2(t)) — 1 + ¢,

(3.6)
zy(t) = —xo(t) + cos(z1(t) — xa(t)) — 1 + c.
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3.2. Konstrukcia centralnej variety

Pre M = 1 uvazujme systém (3.4) s ¢ = 0, tj.

(3.7)

Rovnica (3.7) méa vektorovy tvar z'(t) = Jx(t) + g(z(t)), kde J = <8 _01)

je v Jordanovom kanonickom tvare, 0 = (0,0) je nehyperbolicky kriticky bod
rovnice (3.7) a g = (g1, 92) splha g(0) = 0, Dg(0) = 0, tj.

g1(x1,m9) = —cos(xy — x9) + 1,

go(r1, 1) = —cos(xy; — x9) + 1,
potom

91(0,0) = —cos0+1=—-1+1=0,
92(0,0) = —cos0+1=—-1+1=0

a Dg(x1, ) ma tvar

5’91(x ) 8g1(x ) ' |
D 9 T G, 0T (sin(ay — 30) —sin(zy — 2v)
g(xy,29) = 09 992 — \Usin(z, — ) —sin(z; —x5) )
(x171'2) _(xl,flfg) 1 2 1 2
axl 8.1'2
a teda

sin(0 —sin0 00
Dg(0.0) = <sin0 —sin0> - (0 0) '
Podla Vety 5 existuje centralna varieta W, v okoli kritického bodu 0. W,

hladame v tvare

1 dh 1 d*h
C . _ _
I/Vloc LTy = h<x1> = h(O) +ﬂ d_l‘l(o) ‘XL -+ 5d_x%(0) I% + O(x‘;’),
0 ~— N——

0 a
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.
h(z1) = 3 = ax® + O(2?), (3.8)

kde a je nezndmy parameter.

Hodnotu a uré¢ime nasledovne. Zderivovanim rovnice (3.8) (pozri vlastnost 7, str.

23) dostavame

dh

Nech (z1(t),z2(t)) je rieSenim systému (3.4), pricom orbita tohoto rieSenia lezi

na centralnej variete W< Potom plati
zo(t) = h(z1(t)), te€(—cc), ce(0,00),

a teda plati rovnost

dh
Th(t) = d—(xl(t))a:’l(t), t € (—c,c). (3.10)

Z1

: . dh . L : )
Do rovnice (3.10) dosadime za — z rovnice (3.9) a za x) a x, rovnice zo systému
T
(3.7). Potom dostéavame

—Ty — cos(z1 — x2) + 1 = [2az; + O(x7)] - [~ cos(z1 — 22) + 1] . (3.11)

Funkciu cos(z; —x2) si vyjadrime pomocou Taylorovho radu v bode (0, 0), pri¢om

vyssie mocniny zahrnieme do O ((|z1| + |x2|)3), a teda

1 (acos(arl — 1) 0 cos(zy — x2)
1!

cos(xy — x3) = cos 0+ — . (0,0) -z + 3—552(07 0) - xg) +

0% cos(x1 — T3)

61’18$2

1 (82 cos(x1 — 22)

2

0? cos(zy — )

3 (0,0) x%) + O ((|o| + |$2|)3) .

Potom
cos(xy — o) = cos 0+ (—sin0 - x; +sin0 - xq) +

1
+ = (—cos0-af +2-cos0-z125 — cos0-23) + O ((|z1] + |x2|)3)

2
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a po Uprave mame

1 1
cos(xy —x9) =1 — 5;5? + 2179 — 533% + O ((|z1| + |.CE2|)3) : (3.12)

Do rovnice (3.11) dosadime za funkciu cos(x; — z3) jej Taylorov rozvoj z (3.12)

1 1
— 25— (1 — Eaﬁ + 2179 — 5:163 + O ((Jo1] + ]932|)3)) +1=

= [pany+ 0] - |- (1 ot 4 e — 240 (ol + ) ) 1]

Za x5 dosadime vztah z rovnice (3.8), upravime a dostavame

—axi + %x% +0 (:L‘:l)’) = 0.

Porovnanim koeficientov pri jednotlivych mocninach x; dostavame

1 1
2
zi: —a+-=-=0 = a=—,
! 2 2
¢o dosadime do rovnice (3.8) a dostavame tvar centrélnej variety W, v okoli
kritického bodu 0

1
WE : xy=—2? +0(z3) = 51‘% (3.13)

C

Teraz ur¢ime tok na WS pomocou Vety 6. Funkciu (3.13) dosadime do prvej

rovnice v systéme (3.7) a dostdvame skaldrnu diferencialnu rovnicu na Wg,, tj.

1
Ty = —cos (xl — 51‘%) + 1. (3.14)

> ®- >
0
Obrazok 3.1: Fazovy portrét rovnice (3.14) v malom okoli pociatku.
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H_'C‘

loc

Obrazok 3.2: Centralna varieta W<, a tok na nej pre rovnicu (3.7).

Obréazok 3.3: Fazovy portrét rovnice (3.7).
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Teraz pre M = —1 uvazujme systém (3.6) s ¢ = 0, tj.

(3.15)
xh(t) = —xo(t) + cos(z1(t) — xo(t)) — 1.

{ zh(t) = cos(z1(t) — z2(t)) — 1,

Na rovnicu (3.15) budeme opét aplikovat Vety 3 a 4 o tvare centréalnej variety

a o toku na centralnej variete.
. ) . , 00
Rovnica (3.15) mé vektorovy tvar z'(t) = Jx(t) + g(x(t)), kde J = 01

je v Jordanovom kanonickom tvare, 0 = (0, 0) je nehyperbolicky kriticky bod
rovnice (3.15) a g = (g1, g2) spliia g(0) = 0, Dg(0) = 0, tj.

g1(x1,x9) = cos(xy — z9) — 1,

g2(x1, 9) = cos(zy — x3) — 1,
potom

91(0,0) =cos0—1=1—-1=0,
92(0,0) =cos0—1=1—-1=0

a Dg(xy,x2) mé tvar

| T G, T ) (= sin(wy — @) sin(zy — a2)
Dg(xla 1‘2) == a 8 — : ' |
T2 (01, 9) 222 (21, 19) — sin(z, — 22) sin(z; — 22)
Oxy Oxy "
a teda

—sin0 sin0 00
9(0.0) = <—sin0 sin0> - (0 0> '
Podla Vety 5 existuje centralna varieta W, v okoli kritického bodu 0. W,
hl'adame v tvare (3.8). Do rovnice (3.10) dosadime za — z rovnice (3.9) a za x}

X1

a x), rovnice zo systému (3.15). Potom dostéavame

—y + cos(z1 — 22) — 1 = [2azq + O(a7)] - [cos(z1 — z2) — 1]. (3.16)
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Do rovnice (3.16) dosadime za funkciu cos(zy — x3) jej Taylorov rozvoj z (3.12)

1 1
— Ty + (1 — éasf + 219 — ga;g + O ((Jz1| + |x2‘)3)) —1=

= [2az; + O(27)] - Kl - %x? + xy29 — %xg +0 ((Jz] + y:c2|)3)) — 1} .

Za x9 dosadime vztah z rovnice (3.8), upravime a dostavame

—ax? — %:Ef +0 (23) =0.

Porovnanim koeficientov pri jednotlivych mocninach x; dostavame

o —a——==0 = =—c,
3 a—3 a 5

¢o dosadime do rovnice (3.8) a dostdvame tvar centralnej variety WS, v okoli

kritického bodu 0

1 1
W xy= —53:% +O(23) = —551:% (3.17)

C

Teraz ur¢ime tok na WS, pomocou Vety 6. Funkciu (3.17) dosadime do prvej

rovnice v systéme (3.15) a dostavame skalarnu diferencidlnu rovnicu na WS, tj.

x) = cos (xl + %ﬁ) -1 (3.18)
< @ <
0

Obrazok 3.4: Fazovy portrét rovnice (3.18) v malom okoli pociatku.
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Wg

Obréazok 3.5: Centralna varieta W<, a tok na nej pre rovnicu (3.15).

Obrazok 3.6: Fazovy portrét rovnice (3.15).
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3.3. Urcenie bifurkacie
Na rovnicu (3.4) budeme aplikovat Vety 8, 9 a 10 o bifurkacii. Systém (3.4) ma
tvar systému (2.28) a plati, ze

Fi(c,x1,29) = —cos(xy — x2) + 1 + ¢,

Fy(c,x1,29) = —cos(xy — x2) + 1 + ¢,
kde F = (F), Fy) € O(R?).

Fl(O,xl,ac2) = fl(l‘l,l’g) = —COS($1 — Z‘Q) + ]_,

Fy5(0,21,29) = fo(x1,x2) = —cos(z1 — x2) + 1,
pI‘iéOIﬂf = (f17f2) Spiﬁaf(07 0) =0a Df(Of 0) = 07 t.]

f1(0,0) = —cos0+1=—-1+1=0,
f2(0,0) = —cos0+1=—-14+1=0

O (1) ), 2)

_ 0, 12 81‘2 T2 _ Sin(xl - 1’2) o Sin(xl B xz)

Df(z1,22) = | 7 0 f ~ \sin(zy — 25) —sin(zy — 25) )
—=(x1,22) = (21, 2) ! 2 ' ’
811 81'2

potom
sin0 —sin0 00
Df(0,0) = (sinO —sinO) N (O O) '
Teda rovnica (3.4) mé vektorovy tvar z'(t) = Jx(t) + F(c,x(t)), kde J =

(8 _01) je v Jordanovom kanonickom tvare a 0 = (0, 0) je nehyperbolicky

kriticky bod rovnice (3.7) a moézeme aplikovat Vetu 10. Plati, ze

OF,
—_ = 1
50 (0,0,0)=1#0,
0*F,
e = = 1
27 (0,0,0) = cos0 #0,
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potom pre ¢ = 0 ma rovnica (3.4) v bode 0 = (0,0) bifurkaciu sedlo-uzol. To

znamena, ze pre dostatocne malé |c| # 0 plati

0F, O*F,
-—(0,0,0) - =—%-(0,0,0) =c-1-1=
C 86(77> ax%<77) C C?

potom, ak ¢ < 0, rovnica (3.4) ma v okoli 0 dva hyperbolické kritické body,
jeden je nestabilny (sedlo) a druhy je asymptoticky stabilny (uzol-vylevka) a ak

je ¢ > 0, rovnica (3.4) nema v okoli 0 ziadny kriticky bod.

Pre aplikaciu Vety 9 ur¢ime bifurkac¢nt funkciu
B(Ca xl) = Fl(ca xl7¢<cvx1)) (319>

pomocou riesenia x5 = ¥(c, 1) rovnice (2.21) s £ = 1. Této rovnica tu ma tvar

w(e,xy,z9) =0, (3.20)
kde
w(e,xy,x9) = —x9 + Fy(c, 1, 29) = —x9 — cos(x; —x9) + 1 + .
Plati, ze
w(0,0,0) =0—cos0+1+4+0=0,
0 0
a—;(c, Ty, T9) =sin(zy —xy) = a—Z(o, 0,0) =sin0 = 0,
0 0
8—;(0,351,932) =—1—sin(z; —x2) = 8_;2(0’0’()) =—1—sin0=—1,
Ow Ow
%(c, T,T9) =1 = %(0,0,0) =1

Z vety o implicitnej funkcii vyplyva, Ze v okoli bodu (¢, z1) = (0, 0) existuje prave

jedno rieSenie xo = (¢, x1), pricom

_ oy _ kil _
00,00 =0, Z7(0,0)=0,  5:0,0)=1, (3.21)
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tj.

Ow Ow

—(C, 5131,.7)2) _(07070)
1 —(C, .171,.%2) 1 _(07070)

8@ ax2

Ow Ow

—(C,Il,l'g) _(07070) 1
L I I R o

—(C, 1'1,332) _(OJ 070)

8x2 axZ

Z Taylorovej vety potom plynie, Ze rieSenie mozno hladat v tvare Taylorovho

radu so stredom v bode (0, 0)

1 (oY oY

vlen) = 9(0.0+ 5 (50,0 e+ 520,000, ) +

1 (0% 9 0% 0% 9
5 (@(O, 0) -t + Qaca$1 (O, 0) - CTq + 8_],’%(070) . ZL‘l) +

+ O ((le] + |a1])?)

tj. stcet vyssich mocnin zahrnieme do posledného sc¢itanca. Pre jednotlivy tvar
rieSenia v(c, z1) v okoli (0,0) stacf najst hodnoty koeficientov u ¢?, cz; a 3.

Vzhladom k (3.21) totiz plati:
Ty = P(c, 1) = ¢+ a1 + agear + azai + O ((|c] + |x1\)3) . (3.22)

Hodnoty koeficientov ay, ag, az ur¢ime tak, ze do rovnice (3.20) dosadime Tay-

lorov rozvoj (3.12) funkcie cos(zy — x3), a teda

1 1
—Ty — {1 - §$% + 2129 — 5303 + O ((|z1| + |5132|)3)} +1+c¢=0.

Do tejto rovnice dosadime za x5 rovnicu (3.22). Po tuprave dostavame

1 1
(—a1 + 5) 4 (—ag — 1) coy + <—a3 + 5) z3 + O ((|e] + |x1|)3) = 0.
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Porovnanim koeficientpov pri ¢?, cz; a 23 dostavame

A —a+-=0 = a—1
. 1 2_ 1_27
cr1: —as—1=0 = as = —1,
1 1
x%: —a3+§=O = a3:§.

Potom rieSenie 1) ma tvar

1 1
Y(e,x1) =c+ 502 —cxy + §xf + 0 ((|c| + |m1|)3)

a bifurkacna funkcia B mé tvar

1 1
B(c,z1) = — cos (a:l —c— 502 + cry — 53:% — O ((Je] + ]:c1|)3)> +1+ec

Skalarna diferencidlna rovnica ma tvar
) (t) = B(c, w1(1)),

a teda

1 1
T] = —cos (:m —Cc— 502 +cry — 5153 = O ((le| + |371|)3)) tldc  (3.23)

Rovnica (3.23) ma pre hodnotu 0 parametra ¢ kriticky bod 0, teda plati B(0,0) =
0, tj.
B(0,0) = —cos0+1+0=—-1+1=0

a zaroven

S—E(0,0) = sin0-1=0,
potom 0 je nehyperbolicky kriticky bod rovnice (3.23) a B € C*(R?). Naviac
plati, ze
oB
Z2(0,0) = sin0- (—1)+1=1#£0,
Oc
2
a—lj((),O) =cos0-1-1+4sin0-(—1)=1#0.
Oxy
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Potom ma rovnica (3.23) podla Vety 8 sedlovu bifurkéciu.

Pre pripad M = —1 budeme opét aplikovat vety 8, 9 a 10 o bifurkécii na rovnicu
(3.6). Systém (3.6) ma tvar systému (2.28), a plati, ze

Fi(c,x1,29) = cos(xy —xg) — 1 + ¢,

Fy(c,z1,x9) = cos(xy — x2) — 1 + ¢,
kde F = (F, F;) € C™(R?).

Fi(0,21,29) = fi(z1,22) = cos(zy — x2) — 1,

F5(0,21,29) = fa(x1, 22) = cos(zy — z2) — 1,

priéom.f = (flafZ) Spiﬁaf(a 0) =0a Df(Of 0) = 07 tj-

f1(0,0) =cos0—1=1-1=0,
f2(0,0) =cos0—1=1—-1=0

a kedze Df (1, x) mé tvar

_ | 0xy B 0xo w1 _ [~ sin(zy — xg) sin(r; — )
Df (x1,12) = Dy dfs — \ —sin(zy — xg) sin(zy —xg) )’
—(.771,1'2) _(xbe) ! 2 ! ?
8x1 8$2

potom
—sin0 sin0 00
D£(0,0) = (—sinO sin()) N (O O) '
Teda rovnica (3.6) mé vektorovy tvar z'(t) = Jx(t) + F(c,x(t)), kde J =
( 8 _01) je v Jordanovom kanonickom tvare a 0 = (0,0) je nehyperbolicky kri-
ticky bod rovnice (3.15) a mdzeme aplikovat Vetu 10. Plati, ze

oF;

it -1

2H(0,0,0) = 140,

2
%—Q(0,0,0) = —cos0=—1+#0,
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potom pre ¢ = 0 ma rovnica (3.6) v bode 0 = (0,0) bifurkaciu sedlo-uzol. To

znamena, ze pre dostatocne malé |c| # 0 plati

aFl 82F1 o B
c- E(O,O,O) . 8—x%<0’0’0) —c-1-(=1) = —c,

potom, ak ¢ > 0, rovnica (3.6) ma v okoli 0 dva hyperbolické kritické body,
jeden je nestabilny (sedlo) a druhy je asymptoticky stabilny (uzol-vylevka) a ak

je ¢ < 0, rovnica (3.6) nemé v okoli 0 ziadny kriticky bod.

Pre aplikaciu Vety 9 uré¢ime podobne ako v predchadzajicom pripade bifurkacni
funkciu (3.19) pomocou rieSenia x5 = ¥(c, 1) rovnice (2.21) s £ = 1. Této rovnica

mé tvar (3.19), kde

w(e, x1,m9) = —x9 + Fo(c, 1, x9) = —x9 + cos(x; — z3) — 1 4 c.

Plati, ze
w(0,0,0) =0+ cos0—1+4+0=0,

0 0
_3;1 (c,z1,29) = —sin(zy —12) = 8_::(070’0) = —sin0 =0,
0 0
8_;;@’ T1,2T9) = —1 +sin(xy —x2) = 8_;)2(0’0’0) =—14sin0=—1,
Ow Ow
E(G, l’l,ng) =1 = %«),0,0) = 1.

Z vety o implicitnej funkcii vyplyva, ze v okoli bodu (¢, z1) = (0, 0) existuje prave

jedno riesenie x5 = (¢, x1), pricom platia podmienky (3.21), tj.

Oow Oow

o B 8_:U1(C’x1’x2) 0 B 8_1:1<O’O’O) B 0 B
o7 (c;01) = =37 = %(070)——&0———_—1—0,
! _(Ca Ihx?) ! _<O’O70)
(3902 8372
Oow Oow
a_w __%(C,fﬂl,.’ﬂg) a_w __%(0,0,0) __L_
9 (c,x1) = w7 & (0,0) = e T T 1.
_(Ca xlaxQ) _(07 070)
85(32 8ZL'Q



Z Taylorovej vety potom plynie, Ze rieSenie mozno hladat v rovnakom tvare Tay-

lorovho radu so stredom v bode (0,0) ako v predchadzajicom pripade. Pre jed-

notlivy tvar rieSenia 1 (c, x1) v okolf (0,0) hladame hodnoty koeficientov u ¢?, cx;

a z? a vzhladom k (3.21) plati (3.22), tj.
v(e, ) =c+ a1c® + asery + Cbgl'% + 0 ((|c| + |x1|)3) )

Hodnoty koeficientov ay, ag, ag ur¢ime tak, ze do rovnice (3.20) dosadime Tay-

lorov rozvoj (3.12) funkcie cos(z; — z2), a teda

1 1
—Ty + {1 — §x% + 21Ty — 5953 + O ((Ja1| + |x2|)3)} —1+c=0.

Do tejto rovnice dosadime za x5 rovnicu (3.22). Po tuprave dostavame

1 1
(a1 + 5) A+ (ag — 1) cxy + (ag + 5) :13% +0 ((|c| + |x1|)3) =0.

Porovnanim koeficientpov pri ¢?, cx; a 22 dostavame

& al—l—%:O = alz—%,
cry: ay—1=0 = as =1,
9 1

x]: a3+§:0 = a3 =—3-

Potom rieSenie 1) ma tvar

1 1
Y(c,my) =c— 562 +cx; — §xf + O ((|c| + |x1|)3)

a bifurka¢na funkcia B mé tvar

1 1
B(c,z1) = cos (ml —c+ 502 —cry + §x2 = O ((|c| + |x1|)3)) —1+c

Skalarna diferencidlna rovnica ma tvar

71(t) = Blc, 21(1)),
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a teda

1 1
rh = cos (351 —c+ 502 —cry + 53:? — O ((|e] + |x1])3)) —1+ec (3.24)

Rovnica (3.24) méa pre hodnotu 0 parametra c kriticky bod 0, teda plati 5(0,0) =
0, tj.
B(0,0) =cos0—1+0=1—-1=0

a zaroven

oB

8_1’1(070) =—sin0-1= 0,
potom 0 je nehyperbolicky kriticky bod rovnice (3.24) a B € C*(R?). Naviac
plati, ze
oB
5o(0.0) = —sin0- (<L) + 1 =1 0,
c
0*B
F(O,O) = —cos0-1-1—sin0-1=—1+#0.
1

Potom mé rovnica (3.24) podla Vety 8 sedlovi bifurkaciu.

3.4. Fazové portréty kyvadla

Fazové portréty ilustruju popisané bifurkacie a tvary centralnych variet. Portré-
ty sa periodicky opakuju, preto sta¢i komentovat iba cast pre y; € (—m,7].
Na vodorovnej osi y; je udana velkost uhlovej odchylky 6(t) kyvadla od zvislej
polohy, pritom odchylka doprava je kladna, odchylka dolava je zaporna. Na zvislej
osi y2 je udané velkost uhlovej rychlosti 6'(t) kyvadla. Ak sa kyvadlo pohybuje

doprava, je rychlost kladna, pri pohybe dolava je zaporna.

-

- -

|
|
I
| |
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Uvazujeme systém (3.2) s parametrom M, tj.

{y'l(t) = ya(2),

Yo(t) = —ya(t) — siny; (t) + M.

Jacobiho matica systému (3.2) mé tvar

Df(yby?):( ’ ! )

—cosy; —1

Nech M = 0. Rovnica (3.2) ma dva kritické body (0,0) a (m,0). Uvazujme
kriticky bod (0,0). Jacobiho matica (ozn. A) v bode (0,0) ma tvar A =
1, .V3

(_01 _11) , detA = 1, trA = —1, potom vlastné Cisla st A\ = —3 iiT'

1
Kedze ReA o = ~3 # 0, potom kriticky bod (0, 0) je hyperbolicky kriticky bod,

1
a zarovenl Re\; o = —3 < 0, potom podla Vety 1 je asymptoticky stabilny. A kedze

detA =1 >0, trA = —1 < 0 a naviac plati, Ze 4detA > (tr A)?, potom bod
(0,0) je ohnisko-vylevka.

Teraz uvazujme kriticky bod (7,0). Jacobiho matica A v bode (m,0) ma tvar

~1+5

A= (0 ! ) , detA = —1, trA = —1, potom vlastné ¢isla st \; o = 5

1 -1
" —1++5 e : o
Kedze Re) o = — # 0, potom kriticky bod (7, 0) je hyperbolicky kriticky

bod, a zaroven \; <0 a Ay > 0, potom podla Vety 2 je nestabilny. A kedZe
detA = —1 < 0, potom bod (7, 0) je sedlo.
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Y2

Obrazok 3.7: M = 0: Hyperbolicky kriticky bod (0,0) je asymptoticky stabilné
ohnisko-vylevka a hyperbolicky kriticky bod (7, 0) je nestabilné sedlo.
Z fazového portrétu 3.7 mozno vycitat nasledujice pohybové rezimy kyvadla:

Pre g = (0,0) je kyvadlo v zvislej polohe s telesom upevnenym na jeho konci

nadol.

Pre g = (7, 0) je kyvadlo v zvislej polohe s telesom upevnenym na jeho konci
nahor.

Pre napr. ¥ = (1,1) ma v ¢ase t = 0 kyvadlo odchylku y; = 1 od zvislej polohy
a rychlost yo = 1. Pre t — oo kyvadlo kmita sprava dolava, pricom odchylka

aj rychlost postupne konverguje k 0.
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Ak M zvicsujeme do kladnych hodnét, kritické body, ktoré pre M = 0 st (0,0)
a (m,0), sa k sebe za¢nu priblizovat.

Nech M = 0,5. Rovnica (3.2) mé dva kritické body (%,O) a (%T, O). Uvazuj-

me kriticky bod (%,O) . Jacobiho matica A v bode (%,O) mé tvar A =

0 1

3 —1£v1-2v3
V3 ) ,detA = %, trA = —1, potom vlastné ¢islasi Ay o = 5 \/_

5 -

T

|
Kedze Rehiz = —3 # 0, potom kriticky bod (6,

o) je hyperbolicky kriticky

1
bod, a zaroven Rel;s = —5 < 0, potom podla Vety 1 je asymptoticky stabil-
ny. A kedZe detA =1 > 0, trA = —1 < 0 a naviac plati, Ze 4detA > (trA)?

potom bod (%, O) je ohnisko-vylevka.

5 5
Teraz uvazujme kriticky bod <%,0). Jacobiho matica A v bode (%,0)
0 1 V3
ma tvar A = | /3 aE detA = —5 trA = —1, potom vlastné ¢isla st
2
—1+vV1+2V3 —1+vV1+2V3

A =

. Kedze Re)\LQ =

# 0, potom kriticky

2 2

5
bod (%,O) je hyperbolicky kriticky bod, a zaroven A\; <0 a Ay > 0, potom

3 5
podla Vety 2 je nestabilny. A kedZe detA = —g < 0, potom bod (%, O) je

sedlo.
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Y2

Obréazok 3.8: M = 0,5: Hyperbolicky kriticky bod (% O) je asymptoticky sta-

5
bilné ohnisko-vylevka a hyperbolicky kriticky bod ((:’ O) je nestabilné sedlo.
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Nech M = 0,97. Rovnica (3.2) mé dva kritické body (1,33;0) a (1,81;0).
Uvazujme kriticky bod (1,33;0) . Jacobiho matica A v bode (1,33;0) ma tvar

0,24 —1
a Ay = —0,6. Kedze Re);s # 0, potom kriticky bod (1,33;0) je hyperbolicky

A= ( 0 1 ) , detA = 0,24, trA = —1, potom vlastné ¢isla sa \y = —0,4

kriticky bod, a zaroven Re); 5 < 0, potom podla Vety 1 je asymptoticky stabilny.
A kedZe detA = 0,24 > 0, trA = —1 < 0 a naviac plati, Ze 4detA < (trA)?

potom bod (1,33;0) je uzol-vylevka s dvomi vlastnymi priamkami.

Teraz uvazujme kriticky bod (1,81;0). Jacobiho matica A v bode (1,81;0) ma

0 1
0,24 —1

A = 0,2 a X = —1,2. Kedze ReA 2 # 0, potom kriticky bod (1,81;0) je

tvar A = ( ), detA = —0,24, trA = —1, potom vlastné cisla sa

hyperbolicky kriticky bod, a zaroven A; > 0 a Ay < 0, potom podla Vety 2 je
nestabilny. A kedze detA = —0,24 < 0, potom bod (1,81;0) je sedlo.

Y2

2 -

"

Obrazok 3.9: M = 0,97: Hyperbolicky kriticky bod (1,33;0) je asymptoticky
stabilny uzol-vylevka a hyperbolicky kriticky bod (1,81;0) je nestabilné sedlo.
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Nech M = 1. Rovnica (3.2) m4 jeden kriticky bod (go) Rovnica (3.2) je

v bifurkécii a hodnota M =1 je bifurka¢na hodnota. Jacobiho matica A v bode
<g,0> mé tvar A = (8 _11> , detA = 0, trA = —1, potom vlastné ¢isla s
A =0 a Ay = —1, a teda kriticky bod <g,0> je nehyperbolicky kriticky bod.

Z toku na centralnej variete na obr. 3.2 vyplyva, ze bod <g,0> je nestabilny

nehyperbolicky kriticky bod.

2

2

Obréazok 3.10: M = 1: Bod (g 0) je nestabilny nehyperbolicky kriticky bod.

Z tazového portrétu 3.10 mozno vycitat nasledujice pohybové rezimy kyvadla:
Pre y = (g, 0) je kyvadlo vo vodorovnej polohe s telesom upevnenym na jeho

konci napravo.

Pre napr. ¥ = (0,1), ma v ¢ase t = 0 kyvadlo odchylku y; = 0 od vodorovnej
polohy a rychlost 5 = 1. Pre t — oo odchylka aj rychlost kyvadla klesa a kyvadlo
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sa zastavi v bode y = (g, O).

Nech M > 1. Rovnica (3.2) nemé ziaden kriticky bod.

Y2

Obrazok 3.11: Pre hodnotu M = 1,5 rovnica (3.2) nema ziaden kriticky bod.

Z fazového portrétu 3.11 mozno vycitat rotaciu kyvadla s kolisajicou rychlostou

a narastajucou odchylkou v kladnom smere.



Ak M zmensujeme do zéapornych hodnét, kritické body, ktoré pre M = 0 su (0, 0)

a (m,0), sa k sebe taktiez za¢nu priblizovat.

Nech M = —0,5. Rovnica (3.2) ma dva kritické body (—%,o) a (—%,0).
Uvazujme kriticky bod (—%, O) . Jacobiho matica A v bode (—%, 0> ma rov-
naky tvar ako v pripade kritického bodu <%, 0) pre M = 0,5. Potom hyperbo-
licky kriticky bod (—%, O) je asymptoticky stabilné ohnisko-vylevka.

5
Rovnako ako v pripade kritického bodu (%, O> pre M = 0,5 je hyperbolicky

5
kriticky bod (—%, O) nestabilné sedlo.

Obréazok 3.12: M = —0,5: Hyperbolicky kriticky bod (—%,O) je asymptoticky

5
stabilné ohnisko-vylevka a hyperbolicky kriticky bod (_67T’0) je nestabilné

sedlo.
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Nech M = —0,97. Rovnica (3.2) ma dva kritické body (—1,33;0) a (—1,81;0).
Uvazujme kriticky bod (—1,33;0) . Jacobiho matica A v bode (—1,33;0) ma
rovnaky tvar ako v pripade kritického bodu (1,33;0) pre M = 0,97. Potom
hyperbolicky kriticky bod (—1,33;0) je asymptoticky stabilny uzol-vylevka.

Rovnako ako v pripade kritického bodu (1,81;0) pre M = 0,97 je hyperbolicky
kriticky bod (—1,81;0) nestabilné sedlo.

Obrazok 3.13: M = —0,97: Hyperbolicky kriticky bod (—1,33;0) je asympto-
ticky stabilny uzol-vylevka a hyperbolicky kriticky bod (—1,81;0) je nestabilné
sedlo.
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Nech M = —1. Rovnica (3.2) m4 jeden kriticky bod (—%,0). Rovnica (3.2) je
v bifurkécii a hodnota M = —1 je bifurka¢na hodnota. Jacobiho matica A v bode

<—g,0> mé rovnaky tvar ako v pripade matice A v bode (g, O) pre M = 1.

Z toku na centralnej variete na obr. 3.5 vyplyva, ze kriticky bod (—g, 0) je

nestabilny nehyperbolicky kriticky bod.

Y2

Obréazok 3.14: M = —1: Bod (—g, O) je nestabilny nehyperbolicky kriticky bod.

Z tazového portrétu 3.14 mozno vycitat nasledujice pohybové rezimy kyvadla:
Prey = <—g, 0> je kyvadlo vo vodorovnej polohe s telesom upevnenym na jeho
konci nalavo.

Pre napr. 7 = (0,1), ma v ¢ase t = 0 kyvadlo odchylku y; = 0 od vodorovnej
polohy a rychlost yo = 1. Pre t — oo odchylka aj rychlost kyvadla klesé a kyvadlo

sa zastavi v bode y = (—g, O).
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Nech M < —1. Rovnica (3.2) nemé ziaden kriticky bod.

Y2

Obrazok 3.15: Pre hodnotu M = —1,5 rovnica (3.2) nema ziaden kriticky bod.

Z tazového portrétu 3.15 mozno vycitat rotaciu kyvadla s kolisajiucou rychlostou

a narastajucou odchylkou v zapornom smere.
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Zaver

Cielom diplomovej prace bola analyza tlmeného kyvadla s toivym momentom,

ktory ma tvar dynamického systému s parametrom.

V 1uvode prace sme odvodili rovnicu tlmeného kyvadla s to¢ivym momentom
a zadefinovali zakladné pojmy tedrie dynamickych systémov. Hlavni cast prace
tvorila analyza tlmeného kyvadla s to¢ivym momentom. Zistili sme, Ze pre hod-
notu parametra M = 0, ma rovnica kyvadla dva hyperbolické kritické body, a to
ohnisko-vylevka a sedlo. Ak sa s hodnotou parametra M budeme priblizovat
k hodnote M = 1, priblizia sa k sebe aj kritické body. Pre hodnotu M = 1
sa kritické body spoja do jedného nehyperbolického kritického bodu. Rovnica
kyvadla je v bifurkacii a hodnota M = 1 je bifurka¢na hodnota. Pre hodnotu
M > 1 rovnica kyvadla nem4 ziaden kriticky bod. Podobne, ak sme sa priblizo-
vali k hodnote M = —1, kritické body sa k sebe priblizuji az sa nakoniec spoja
pre hodnotu M = —1 do jedného nehyperbolického kritického bodu. Rovnica
kyvadla je v bifurkacii a hodnota M = —1 je bifurka¢na hodnota. Pre hodnotu

M < —1 rovnica kyvadla nema ziaden kriticky bod.
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