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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva kvalitativni analyzou nelinearni diferencialni rovnice druhého
radu popisujici pohyb jedné mechanické soustavy. Pro autonomni rovnice jsou zde uve-
deny teoretické zaklady Hamiltonovych systému a konstrukce fazového portrétu. Pro ne-
autonomni rovnice je pouzita metoda dolnich a hornich funkci pro periodickou okrajo-
vou tlohu. Tyto poznatky jsou aplikovany na vybrany model mechanického oscilatoru
a je TeSena otazka existence periodickych feseni autonomni i neautonomni nelinearni di-
ferencialni pohybové rovnice.

Abstract

This master’s thesis deals with qualitative analysis of nonlinear differential equations of se-
cond order. For autonomous equations some basic notions of Hamiltonian systems (mainly
construction of phase portrait) are presented. For non-autonomous equations the method
of lower and upper functions for periodic boundary value problem is used. These notions
are then applied to a model of mechanical oscillator, a question of existence of solutions
to autonomous and non-autonomous nonlinear differential equations is studied.
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Uvod

Matematické modely v mechanice ¢asto vedou na soustavy obycejnych diferencialnich rov-
nic. Bézné se jednd o nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu. V takovém piipade
nejdou analyticky fesit a je tedy pfinosné nahlizet na tyto rovnice kvalitativné. To zna-
mend uvazovat otazku existence feseni a zkoumat nekteré jejich vlastnosti. Pro autonomni
nelinearni rovnice lze mnohé urcit z fazovych portrétu a pro neautonomni ptripad lze pouzit
vysledky kvalitativni teorie, napt. metodu dolnich a hornich funkei (pro periodickou okra-
jovou ulohu).

Cile této prace jsou odvozeni pohybové rovnice vybraného oscilatoru, seznamenti se s te-
orii dynamickych systému a metodou dolnich a hornich funkci pro periodickou tlohu.
Dalsim cilem je pomoci téchto teoretickych poznatku diskutovat otdzku existence perio-
dickych teseni autonomniho i neautonomniho pripadu.

V zadani této préce byl vybran pruzinovy oscilator, jehoz matematicky model vede
na vyse uvedeny typ rovnic. Diskutovany jsou pak autonomni a neautonomni varianty
tohoto modelu a je provedena kvalitativni analyza ptislusnych rovnic.

V autonomnim piipadé se postup analyzy feSeni opira o poznatky z teorie dynamickych
systému. Hlavné pak o Hamiltonuv dynamicky systém a konstrukei jeho fazového portrétu.
V neautonomnim piipadé je pouzita metoda dolnich a hornich funkei pro periodickou
ulohu.

Prvni kapitola této prace obsahuje odvozeni pohybové rovnice vybraného oscilatoru.
Déle jsou v ni stanoveny jeji autonomni a neautonomni varianty. V kapitole dva se prvni
podkapitola vénuje uvedeni nezbytného teoretického zakladu dynamickych systému, ktery
vede ke konstrukei fazovych potrétu planarnich Hamiltonovych systému. V dalsi podka-
pitole je uvedena potiebnd teorie k metodé dolnich a hornich funkei pro periodickou
okrajovou tlohu. V kapitole tieti jsou pak tyto teoretické poznatky aplikovany na model
zvoleného mechanického oscilatoru.
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1 Odvozeni pohybové rovnice vybraného oscilatoru

V této uvodni kapitole odvodime dvé pohybové rovnice uvazovaného mechanického os-
cilatoru a to autonomni a neautonomni variantu. Hlavnim cilem této prace je analyzovat
existenci periodickych feseni v autonomnim piipadé a nalézt podminky existence perio-
dickych teseni v neautonomnim piipadeé.

Oscilator, jehoz pohyb budeme v kapitole 3 vysSetiovat, je slozen ze dvou linearnich
pruzin a hmotného bodu. Hmotny bod o hmotnosti m ma volny pohyb pouze po ose
z. Casové zavisld proménnd z(t) je vzdalenost hmotného bodu od poéitku soustavy
soufadnic. Pruziny o tuhosti £ jsou jednim koncem ukotveny v kloubovém spoji na ose
y (jedna nad osou z, druhé pod) ve vzdélenosti d a druhym koncem upevnény na hmotném
bodé (viz obrazek 1). Uvazujeme linedrné elastické chovéni pruzin.

Obrézek 1.1: Nelinearni oscilator

Ukolem je popsat pohyb takového oscildtoru. Vychozi vztahy pro odvozeni pohybové
jsou v tomto pripadé druhy Newtonuv pohybovy zakon

F =ma. (1.1)
A zjednodusend forma Hookeova zdkona pro linearni pruziny

F = —k7. (1.2)
Prvni rovnice iké, ze vysledna sila pusobici na téleso je ptfimo imeérna soucinu zrychleni
a hmotnosti télesa. Druhd rovnice popisuje smér a velikost sily, kterou pusobi na téleso

pruzina vlivem deformace. Tato sila je imérna tuhosti pruziny k a deformaci 7. Jeji
orientace je vzdy proti sméru deformace.
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Zvoleny soutadny systém je patrny z obrazku 1. Jelikoz pohyb hmotného bodu je
povolen pouze v ose x, ucinek sily ve sméru osy y neuvazujeme. Slozka sily od jedné
pruziny v ose x je potom

F, = Fcosa, (1.3)

kde « je thel mezi zapornou poloosou osy = a pruzinou.

Uvazujeme vzdalenost ukotveni d mensi nez délka nedeformované pruziny, kterou
oznac¢ime ly. Dédle pouzijeme vztah (1.2). V nasem piipadé je velikost deformace pruziny
[(t) — lo, kde I(t) znaci délku pruziny v ¢ase ¢. Kombinaci (1.2), (1.3) a sectenim silovych
ucinku obou pruzin dostavame

F, = —2k(Il(t) — lo) cos . (1.4)

Nyni potfebujeme vyjadiit I(t) a cosa. Pocéatek, ukotveni pruziny a hmotny bod
(neni-li v pocétku) predstavuji vrcholy pravoihlého trojihelnika. To znamend, ze ¢len
[(t) muzeme vyjadrit pomoci Pythagorovy véty. Plati

1(t)* = d* + 2%(¢),

z ¢ehoz plyne, ze
I(t) = /d®+ 22(t). (1.5)
Clen cosa je ddn pomérem délek stran odvésny protilehlé dhlu o a prepony. V nasem
piipadé to je
t t
cos o = z(t) = z(t) (1.6)

W(t)  \/d®+a2(t)

Pomoci vyjadieni (1.5) a (1.6) pfepiSseme rovnici (1.4) do tvaru

x(t)
VET 20

Levou stranu této rovnice nahradime pomoci vztahu (1.1). Okamzité zrychleni a lze
vyjadrit pomoci proménné z jako jeji druhda derivace. Dostavame

x(t)
&+ 22(t)

F, = —Qk;( 2+ 22(t) — z0>

maz” (t) = 2k (lo —V/d?+ a:?(t))

Tento vyraz upravime

ma(#) = 2ha(?) ( bo @+ xQ(t)) |

VE 22 P+ ()
Po vydéleni obou stran ¢lenem m ziskdme pohybovou rovnici uvedeného oscilatoru
2k l
2" (t) = = x(t) (—0 — 1). (1.7)
m d? + x%(t)

Jedna se o nelinearni autonomni diferencialni rovnici druhého fadu. Kvalitativni analyzu
této rovnice provedeme v kapitole 3.1. VySetiime kritické body této rovnice a jejich sta-
bilitu, nasledné sestrojime fazovy portrét. Z néj potom zjistime nékteré vlastnosti reseni
této rovnice.
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Predpokladejme jesté, ze kloubové ukotveni pruzin na ose y symetricky vertikalné
osciluji. Pohyb téchto oscilaci popiseme pomoci v case proménnych vzdalenosti d. Budeme
tedy predpokladat, ze d : R — (0, ly) je dand w-periodickd funkce (funkei, kterd by kmitala
do vzélenosti vétsich nez [y neuvazujeme, ta by zpusobila zménu poc¢tu kritickych bodu).
7 vyse uvedeného vyplyva, ze pohybova rovnice uvazovaného oscilatoru je tvaru

2" (t) = %x(t)< d2<tl° - 1). (1.8)

m )+ 22(t)

Jednd se o neautonomni nelinearni diferencialni rovnici druhého fadu. Otazku existence
w-periodickych feseni rovnice (1.8) budeme diskutovat v kapitole 3.2. Pomoci vysledku
z teorie dolnich a hornich funkei ukdzeme (viz vétu 3.4), ze pro kazdé w dostatecné malé
existuje alespon jedno kladné w-periodické feseni.
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2 Teoreticky zaklad

V této casti uvedeme potiebny teoreticky zaklad ke kvalitativni analyze pohybové rovnice
vybraného nelinearniho oscilatoru v autonomni a neautonomni varianté.

2.1 Vybrané pojmy z teorie dynamickych systému

Matematicky model oscilatoru je izolovany systém, ktery se méni v zavislosti na case
a Tidi se urcitymi fyzikdlnimi zakonitostmi. Takovy model patii do skupiny dynamickych
systému, které v této kapitole struéné zavedeme. Uvedeme nejdilezitéjsi definice a véty
této teorie, zejména pak pro potiebu konstrukce fazovych portrétu nelinearnich rovnic
(hlavné soustav Hamiltonova typu). Pravé pomoci fazovych portrétu je pak mozné zkou-
mat vlastnosti a podminky existence feseni.

2.1.1 Zakladni pojmy

Uvedme zdkladni pojmy z teorie dynamickych systémiu. Znaceni a definice jsou prevzaty
zejména z publikace [5].

Definice 2.1. Necht n € N, G C R" oteviend a ¢ : RxG — G. Déle necht ¢ € C(RxG)!
majici nasledujici vlastnosti:

1. ¢(0,2%) pro kazdé z° € G;
2. p(t+s,2°) = p(t,p(s,x")) pro kazdé t,s € R, z" € G.
Takové zobrazeni ¢ nazyvame tok. Pro kazdé pevné ¢ € R nazveme zobrazeni
p(t,):G— G
dynamicky systém v R™. Prostor R" se nazyva fdazovy prostor.

Uvazujeme nésledujici soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu

oy = fi(zy, ..., 1),

= folzy, ... x),

kde fi,...,f, : G — R jsou spojité funkce na oblasti G C R". Z teorie obycejnych
diferencialnich rovnic vime, ze tuto soustavu lze zapsat ve tvaru vektorové rovnice

' = f(x), (2.1)
kde f = (f1,..., fn). Nyni pfipomenime pojem Feseni rovnice (2.1).

Definice 2.2. Resenim rovnice (2.1) na intervalu J C R rozumime vektorovou funkci
x = (11,...,1,) takovou, ze x € C*(J)? a plati

x'(t) = f(x(t)) prot € J.

1Symbolem C(R x G) je myslena mnozina funkci, které jsou spojité na mnoziné R x G.
2Symbolem C*(J) je myslena mnozina funkeci, které jsou spojité spolu se svou prvni derivaci na
intervalu J.
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Budeme bez jmy na obecnosti predpoklddat, Ze 0 € J. To muZeme, nebot pro rov-
nici (2.1) plati, ze je-li @ feSenim rovnice (2.1) na intervalu (a,b), pak pro kazdé ¢ € R
je funkce y(t) := x(t—c) FeSenim rovnice (2.1) na intervalu (a + ¢, b + ¢). Je zndmo, ze rov-
nice (2.1) mé vétsinou nekonetné mnoho feseni. Pro uptesnéni, o které reseni se jedna,
je rovnice doplnéna dodatec¢nou podminkou. Takovou podminkou muze byt napiiklad
pocdtecni (Cauchyova) podminka, kterd je tvaru

z(0) = x°, (2.2)
kde ' € G.
Definice 2.3. Uloha spocivajici v nalezeni fesenf rovnice (2.1) splijici podminku (2.2)
se nazyva pocdatecni (Cauchyova) tloha.
Reseni pocatecni tlohy (2.1), (2.2) oznacime (-, 2°). Podle definice feseni a podminky

(2.2) vektorova funkce ¢ spliuje

o' (t,2°) = f(p(t,x)) pro kazdé t € J,

p(0,2%) = x°.
Pozndmka 2.4. V rovnici (2.1) je vektorova funkce f zavisld na n proménnych, za které

dosazujeme skalarni funkce x4, ..., z,, takova rovnice se nazyva autonomni. V ptipadeé,
ze funkce f je zavisla na n + 1 proménnych

tamla"'7xn7

jedna se o obecnéjsi typ rovnice, ta se nazyva neautonomni. Pro praktickou interpretaci
uvazujme rovnici, ktera se fidi néjakym fyzikalnim zakonem. Je-li autonomni, tento fy-
zikalni zékon potom plati stejné v minulém, pfitomném i budoucim ¢ase. V neautonomnim
piipadé tomu tak neni.

Véta 2.5 ([5, Véta 1.10], Zékladn{ véta o existenci a jednoznacnosti). Necht G je oteviend
podmnozina v R™ obsahujici bod x°. Ddle necht f € CY(Q).

Potom iloha (2.1), (2.2) md jediné reseni (-, £°) definované na mazimdinim intervalu
Iy = (ago,bz0) € R obsahugjicim 0.

Nasledujici véta ukazuje souvislost mezi dynamickym systémem a autonomni sousta-
vou obycejnych diferencidlnich rovnic.

Véta 2.6 ([5, Véta 1.13], Generovani dynamického systému). Necht x° je libovolny bod
z oteviené mnoziny G v R™, f € CY(G) a necht ¢(-,x°) je Fesenim ilohy (2.1), (2.2)
na R. Predpoklddejme, Ze ¢ je vektorovd funkce n+1 proménnycht,z9, ..., 2% zobrazujici
R x G do G.

Potom ¢ je tok. Dale pro kazdé pevné t € R je zobrazeni ¢(t,-) : G — G dynamicky
systém v R™.

Nyni uvedeme pojmy, které potrebujeme k zavedeni definice fazového portrétu.
Definice 2.7. Graf teseni ¢ (-, ") je mnozina bodu (¢, p(t, ")), kde t € I,o.

Definice 2.8. Orbita feseni ¢(-, %) je mnozina bodu (¢, 2°), kde t € I,0.
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Definice 2.9. Kritickym bodem rovnice (2.1) nazveme bod & = (Z1,...,%,) € R", ktery
splnuje soustavu rovnic

fl(x17"'7$n) = 07

fn(xla ce ,l'n) =0.

Pokud & nenf kritickym bodem, nazyvame ho reguldrnim bodem rovnice (2.1).

Definice 2.10. Fazouvy portrét rovnice (2.1) je mnozina orbit viech feseni, s vyznacenym
smérem pohybu bodu (¢, £%) po orbité pro rostouci ¢. Prostor R", ktery obsahuje fazovy
portrét rovnice (2.1) se nazyva fdzovy prostor.

Kritické body se zkoumaji z hlediska stability, kterou budeme definovat nasledovné.
Definice 2.11. Kriticky bod & € G rovnice (2.1) nazyvame stabilni, jestlize plati:

Pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé 2° € G
spliiujici ||z — x°|| < 0 plati || (t, 2°) — Z|| < € pro kazdé t > 0,

kde || - || znaci eukleidovskou normu v R™. V opaéném piipadé nazveme kriticky bod
Z nestabilni.

Definice 2.12. Kriticky bod & € G rovnice (2.1) nazyvame asymptoticky stabilni, jestlize
je stabilni a navic plati:

Existuje r > 0 takové, ze pro kazdé «° € G plati
Iz — x| <r = tlim lp(t,2") — Z|| = 0.
—00

2.1.2 Planarni dynamicky systém
Dynamicky systém vytvoreny dvémi autonomnimi diferencidlnimi rovnicemi prvniho radu

se nazyva planarni. Lze ho zapsat ve tvaru

95/1 = fi(w1, 1),

rhy = fox, 22). (23)

O vektorové funkci f = (fi, fo) budeme predpoklddat, ze mé spojité parcidlni derivace
prvniho fadu na oblasti G C R2. Vektorové muzeme psat ve tvaru

' = f(x). (2.4)
Pozndmka 2.13. V planarnich dynamickych systémech rozlisujeme nékolik typu orbit:

e Periodickd orbita odpovida uzaviené kiivce a periodickému feSeni systému (2.3).

e Homoklinickd orbita odpovida fesenim systému (2.3), které prot — co it — —o0
konverguji k témuz kritickému bodu.

e Heteroklinickd orbita odpovida feSenim systému (2.3), které pro t — oo konverguji
k jednomu kritickému bodu a pro t — —oo konverguji k jinému.
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2.1.3 Planarni Hamiltoniv systém

Hamiltonovy dynamické systémy jsou specidlnim typem nelinedrnich systému. Obecné
modely tohoto typu popisuji ruzné fyzikalni problémy. Jednou z jejich prednosti je moznost
nalezeni globalntho fazového portrétu pomoci vysSetfovani prubéhu jisté funkce spjaté
s timto systémem. Tato funkce se nazyva hamiltonidan systému a jeho vyznam bude pa-
trny z dalsiho.

Definice 2.14 (Hamiltonuv systém). Necht G C R? je oteviend mnozina a H : G — R
je funkce spojita spolu s parcialnimi derivacemi prvniho a druhého fadu. Potom Hamil-
tonovym systémem nazveme soustavu diferencidlnich rovnic tvaru

, OH
Ty = 8_952(I1’x2)’

/ o (2.5)
Ly = _a—xl(ﬂihxz)

a funkci H nazveme hamiltonidn.

Soustava rovnic (2.5) je specidlnim piipadem soustavy (2.3), kde
OH

fi(z1, 22) == 8—3:2(561,%2)7
0OH
fz(ithxz) = —a—xl(%,xz)-

Hamiltonidn v modelech fyzikalniho charakteru predstavuje totalni energii.
Véta 2.15 ([5, Véta 8.2], Konzervace energie). Necht £° € G a ¢(-,x°) je reseni
pocdtecnd dlohy (2.5), (2.2) na mazimdlnim intervalu I,o C R. Potom plati
H(p(t,x") = H(x®) prot € Io.
Disledek 2.16. Hladiny hamiltonidnu
He = {(z1,29) € R* | H(x1,79) = ¢} (2.6)
se sklddagi z orbit soustavy (2.5).

V kapitole 4.1 budeme pracovat s Hamiltonovym systémem a to specidlniho typu.
Jednd se o tzv. konzervativni systém. Ty vznikaji z diferencialni rovnice druhého radu,
kterd ma tvar

"+ f(z) =0,
kde f: R — R je spojita spolu s derivaci prvniho fadu. Konzervativni systém dostaneme
tak, ze tuto rovnici prevedeme na soustavu diferencialnich rovnic pomoci substituce x; = x
a 29 = 2’. Dostdvame

Ty = T,
¥ = —f(or) 27
Hamiltonian takového systému je potom
H(xq,x9) = %x% + /0351 f(u)du pro (zy,z5) € R2 (2.8)
To plyne z definice hamiltonianu, protoze plati
g—i(xl,xg) = Iy, Z—Z(xl,xg) = f(z1) pro (z1,2) € R?.
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Pozndmka 2.17. V planarnich dynamickych systémech existuje rozsdhla klasifikace kri-
tickych bodu. My se v tomto textu omezime pouze na typy kritickych bodu sedlo a stred,
které se vyskytuji v nami zkoumaném systému.

Definice 2.18. Kriticky bod & rovnice (2.4) se nazyva sedlo, pokud existuji body x° # T
a x' # T takové, Ze
. 0\ _ = . 1\ =
tlgilogo(t,a: ) = a tgr_noocp(t,a: ) =Z.

Pozndamka 2.19. 7 definic 2.11 a 2.18 vyplyva, ze kazdy kriticky bod typu sedlo je nesta-
bilni.

Definice 2.20. Kriticky bod & systému (2.5) nazveme stred, jestlize existuje okoli U bodu
x, které obsahuje pouze periodické orbity obihajici tento kriticky bod.

Pozndmka 2.21. O stabilité kritického bodu typu stfed neumime rozhodnout primo podle
definice. O jeho stabilité v kapitole 3.1. rozhodneme na zakladé zkonstruovaného fazového
portrétu.

O typu kritického bodu & nelinedrniho systému (2.3) 1ze obecné rozhodnout pomoci
kriterii uvadénych v klasifikaci a to pouze v piipadé, ze se jednd o kriticky bod tzv.
hyperbolicky. V pripadé, ze pracujeme s planarnim Hamiltonovym systémem, nemusime
vySetfovat zda je kriticky bod hyperbolicky. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 2.22 ([5, Véta 8.7)). Necht & = (i1, 42) € G je kriticky bod systému (2.5). Pak:
o je-li det (M (21,22)) <0, je & sedlem systému (2.5),

o je-li det (M (z1,72)) > 0, je & stiedem systému (2.5),
kde M (Z1,Z5) je Jacobiho matice systému (2.5), kterd je tvaru

0*H ( ) 82H( )
L 81‘281’1 1, %2 8x§ 1, %2
M (.’151,$2> = 9 9
0°H 0°H
"9 ) a0, 00

Pro konzervativni systémy je k dispozici nasledujici véta, ktera je dusledkem véty 2.22.
Ta urceni typu kritického bodu jesté vice usnadni. VSimnéme si nejprve, ze kazdy kriticky
bod systému (2.7) je tvaru (z1,0).

Véta 2.23 ([5, Véta 8.9]). Necht & = (z1,0) € G je kriticky bod systému (2.7). Pak:

o je-li f'(Z1) <0, & je sedlo systému (2.7).
o je-li f'(z1) > 0, T je stred systému (2.7).
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2.2 Metoda dolnich a hornich funkci pro periodickou tilohu

V této podkapitole nejprve definujeme nékteré zakladni pojmy a struéné vysvétlime prin-
cip metody dolnich a hornich funkei pro periodickou okrajovou tlohu.

Viégné teceno dolni a horni funkce periodické ulohy vzniknou tak, ze z diferencidlni
rovnice této ulohy udélame dveé nerovnice (symbol = nahradime > a <). Stejné tak pro
periodické podminky s derivaci. Funkce vyhovujici témto nerovnicim nazveme (podle ne-
rovnosti) dolni nebo horni funkei wlohy. V ptipadé, ze jsme v hledani téchto funkei byli
uspésni, muzeme pouzit véty zarucujici existenci feseni puvodni periodické tlohy.

Uvazujme diferencidlni rovnici druhého rddu a okrajové podminky

u" = f(t,u),

u(0) = u(w), /(0) = o/ (w) (29)

kde f:[0,w] x R — R je spojitd a w > 0. Rovnici spoleéné s podminkami (2.9) nazyvame
periodickou (okrajovou) tlohou.

Definice 2.24. Resenim periodické tlohy (2.9) rozumime funkci u : [0,w] — R, kterd je
spojita véetné derivaci do 2. radu, splinuje

u’(t) = f(t u(t)) pro t € [0,w]
a vyhovuje periodickym podminkam.

Definice 2.25. Funkci « : [0,w] — R nazveme dolni funkci ilohy (2.9), jestlize je spojita
véetné derivaci do druhého tadu a plati

a'(t) = f(t,a(t)) pro ¢ € [0,w],
a(0) = a(w),
a'(0) > o (w).

Funkci § : [0,w] — R nazveme horni funkci tlohy (2.9), jestlize je spojita vcetné
derivaci do druhého fadu a plati

pU(t) < f(t, B(1)) pro t € [0,w],
A(0) = Bw),
5'(0) < B'(w).
Véta 2.26 ([1, Theorem 1.1]).
ulohy (2.9) a

Necht « je dolni funkci dlohy (2.9), 8 je horni funkci

a(t) < B(t) prot € [0,w]. (2.10)

Potom md 1loha (2.9) alespori jedno Teseni u takové, Ze plati

a(t) <wu(t) < B(t) prot € [0,w]. (2.11)

Kdyz existuji dolni funkce o a horni funkce £ ulohy (2.9) splaujici (2.10), fikdme jim
dobre usporddany pdr. Z véty 2.26 plyne, ze v takovém pripadé existuje feseni periodické
okrajové tlohy (2.9), které celé lezi v pasu ohrani¢ené funkcemi «, 3.

Jestlize vSak pro funkce a 5 neplati (2 10), otézka existence feéenl’ lilohy (2.9) je mno-

Jednu z takovych dodatecnych podminek udava véta 2.30, pred jejim uvedemm je vsak
tfeba zavést nasledujici pojmy.
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Definice 2.27 ([4, Definition 0.1]). Necht w > 0 a p : [0,w] — R je lebesgueovsky
integrovatelnd funkce. Rekneme, ze funkce p nélezi do mnoziny V*(w), jestlize pro kazdou
funkei v : [0,w] — R absolutné spojitou spolu se svou prvni derivaci a splaujici

V"(t) > p(t)v(t) pros.v.t € 0,w], v(0)=uv(w), v (0)=1"(w),

plati
v(t) >0 prote[0,w].

Poznamka 2.28 ([4, Remark 9.2]). Uvazujme linedrni periodickou tlohu
u” = p(thu+q(t); w(0) =u(w), v'(0)=ru'(w), (2.12)

kde p,q : [0,w] — R jsou lebesgueovsky integrovatelné?. Jestlize p € VT (w), pak pro kazdé
¢ m4 1loha (2.12) jediné feseni u a je-li navic ¢(t) > 0 pros.v. t € [0,w], q(t) # 0, je FeSeni
u kladné.

Chépeme-li t¥idu funkei VT (w) jako podmnozinu Banachova prostoru L([0, w]) (tj. fun-
kee lebesgueovsky integrovatelné na intervalu [0, w]), muzeme zavést oznaceni Int V1 (w)
jako vnittek mnoziny V*(w) vzhledem ke standardni integralni normé v L([0, w]).

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze mnozina V' (w) je neprazdnd; presnéji feceno obsahuje
dostatecné Sirokou tiidu funkei.

Tvrzeni 2.29 ([4, Theorem 12.2]). Necht p € L([0,w]), p(t) Z 0 a plati

/pros)dtso, /Ow[pa)]_dtsf,

w

kde [p(t)]- = ‘p(t)g_p(t) pro t € [0,w]. Potom je p prokem mnoZiny Int VT (w).

Nyni jiz muzeme uvést existencni vétu, kterou pouzijeme v kapitole 3.2 k dukazu
existence feseni nelinearni neautonomni rovnice.

Véta 2.30 ([3, Theorem 1.1]). Necht p € Int V' (w) a existuje spojitd funkce
q:[0,w] x [0,00) = [0,00) takovd, Ze f spliuje

£t 2ysenz > pO]e] — alt.l2]) prote [0.6]z € R, (21
kde
q(t,-) : [0,00) — [0, 00) je neklesajici pro vsechna t € [0, w] (2.14)

a q je tzv. sublinedrni, t.

1
lim - [ q(s,7)ds=0. (2.15)
r—oo T [
Necht ddle o a B jsou dolni a horni funkce periodické tlohy (2.9).
Pak ezistuje alespon jedno teseni u ulohy (2.9) spliugjict

min{a(ty), 5(to)} < u(ty) < max{a(ty), 5(to)} (2.16)

pro néjaké ty € [0,w].

3Resenim periodické tlohy (2.12) rozumime funkei v : [0,w] — R, kterd je absolutné spojitd spolu se
svou prvni derivaci, spliiuje rovnici skoro vsude v [0,w] a vyhovuje periodickym podminkdm.
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Poznamka 2.31 (O lokalizaci). Vsimnéme si, ze ve vété 2.30 nepozadujeme podminku
dobrého usporadani (2.10). Na druhé strané vsak véta zaruci existenci feseni (2.9) splaujici
podminku (2.16). To znamend, ze na rozdil od (2.11) dostdavame lokalizaci feSeni pouze
v jednom bodé.

V kapitole 3.2 budeme pouzivat vétu 2.30 s konstantni funkci p, pro kterou jsou
predpoklady tvrzeni 2.29 zarucujici inkluzi p € IntV*(w) prilis omezujici. Pro kon-
stantni funkci p lze totiz najit podminky, které jsou nejen postacujici, ale i nutné k tomu,
aby p € VT (w), resp. p € Int VT (w) (viz vétu 2.36). K jejich dukazu budeme potiebovat
nasledujici pojmy.

Uvazujme soustavu linearnich diferencidlnich rovnic

2’ = A(t)z + b(t), (2.17)

kde A : R — R™" je lokdlné integrovatelnd maticovd funkce* a b : R — R" je lokdlné
integrovatelna vektorova funkce. Resenim soustavy (2.17) na intervalu I C R rozumime
vektorovou funkci « : I — R”, kterd je absolutné spojita na I a spliuje

x'(t) = A(t)x(t) + b(t) pros.v. t € I. (2.18)
Predpokladejme, ze
At +w) = A(t), b(t+w) =b(t) prosv.t € R (2.19)
a spolu se soustavou (2.18) uvazujeme podminku
x(t+w)=a(t) prot € R. (2.20)

Uloha (2.17), (2.20) je zfejmé tlohou o periodickém Fesenf soustavy (2.17) s danou peri-
odou w > 0. Nasledujici véty pracuji s pojmem homogenni periodické ulohy odpovidajici
soustave (2.18), tj. homogenni soustavou

' =A(t)x (2.21)

a periodickou podminkou
z(0) = z(w). (2.22)

Uved'me nejprve existencéni vétu.

Véta 2.32 (]2, Véta 6.1]). Jestlize je splnéna podminka (2.19), pak nutnou a postacujici
podminkou pro jednoznacnou tesitelnost ilohy (2.17), (2.20) je existence pouze trividlniho
reseni ulohy (2.21), (2.22), tj.

det (Y (w) = Y(0)) # 0,
kde Y je fundamentdlni matici systému (2.21).
Nyni ukdzeme, ze ma-li homogenni tloha (2.21), (2.22) pouze trividlni feSeni, pak

lze pséat feseni x tlohy (2.17), (2.20) v integralnim tvaru, kde jadrem je tzv. Greenova
maticova funkce tdlohy (2.21), (2.20).

4Lokalné integrovatelnd znamend integrovatelnd na kazdém kompaktnim intervalu I C R.
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Definice 2.33 ([2, Definice 6.1]). Maticovou funkci G, : R x R — R"*" nazveme Gree-
novou matici Wlohy (2.21), (2.20), jestlize

G,(t+w,7+w) =Gyt 1),
G,t,t+w)—G,(t,t)=1 prot,TeR

a pro libovolné 7 € R je maticova funkce G, (-,7) : R — R™ " fundamentalni matici
diferencidlniho systému (2.21).

Véta 2.34 ([2, Véta 6.4]). Necht je splnéna podminka (2.19) a tloha (2.21), (2.22) md
pouze trividlni resent. Potom md uloha (2.17), (2.20) prdvé jedno reseni a toto resent lze
vyjadrit ve tvaru

t+w
x(t) = / G, (t,7)b(t)dT prot € R,
t
kde G, je Greenova matice ilohy (2.21), (2.20).

Tvrzeni 2.35 ([2, Lemma 6.3]). Jestlize A(t+w) = A(t) pro skoro viechnat € R a tloha
(2.21), (2.22) md pouze trividlni resent, pak existuje jedind Greenova matice ulohy (2.21),
(2.20) a lze ji vyjadrit ve tvaru

-1

G,(t,7)=Y () (Y ' (w)Y(0)—I) Y '(r) prot,7 €R,
kde'Y je fundamentdlni matici systému (2.21).

Nyni jiz muzeme formulovat a dokazat nutné a postacujici podminky k tomu, aby
konstantn{ funkce p patfila do mnoziny V*(w), resp. Int VT (w).

Véta 2.36. Necht w >0 ap(t) :=po prot € [0,w]. Pak

2
(i) p€ V' (w) prdve tehdy, kdyz po € [—W 0) ;

w?’

2
(it) p € ItV (w) prdvé tehdy, kdyz py € ( T 0).

o
w?

Dikaz. Nejprve uvazujme (i), smér 7 = 7. Predpokladejme, ze p € VT (w). Vyuzijeme
tvrzeni z publikace [4]:

Tvrzeni ([4, Proposition 10.8]). Jestlize p € V*(w), potom plati [,"p(s)ds > —%2.

V nasem piipadé je p(t) = po pro t € [0,w], proto mdme
w 71.2 7.‘_2 71.2
/ p(s)ds > —— = pw>—— = pg > ——. (2.23)
0 w w w
7 poznamky 2.28 vime, ze periodicka tloha

W =pou+1, u(0)=u(w), «(0)=1u(w)

ma jediné feSeni u a plati u(t) > 0 pro ¢t € [0,w|. Integrujeme obé strany této rovnice
na intervalu [0, w]
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/u”(t)dt:po/ u(t)dt+/ Ldt.
0 0 0

u'(w) —u'(0) = po /Ow u(t)dt + w.

Z periodickych podminek plyne, Ze leva strana je rovna 0. Déle vyjadiime py,

Dostavame

W

=TT dr

(2.24)

Jelikoz je u(t) je na celém intervalu kladné a w je kladné redlné ¢islo, ze vztahu (2.24)
vidime, ze pg < 0. Tudiz (2.23) a (2.24) dohromady dévaji

7.[_2
Po € [—E,O) .

Smér ” «— 7. Predpokladame py € [—g—i,o).
Z definice mnoziny V' (w) vime, Ze p je prvkem mnoziny V*(w), jestlize pro kazdou
funkei v : [0, w] — R absolutné spojitou spolu se svou prvni derivaci a splaujici
V"(t) > pov(t) pros.v.t € [0,w], v(0)=0v(w), v'(0)="1"(w), (2.25)
plati
v(t) >0 prot e |0,w]. (2.26)
Necht tedy v : [0,w] — R je funkce absolutné spojitd spolu se svou prvni derivaci
a sprujici (2.25). Ukdzeme, ze plati (2.26). Funkce v je zfejmé feSenim periodické tilohy
o = o+ gty () = o(w), V(0) = v'(w), (2.27)
kde
k:=+/—po, q(t):=v"(t) —pov(t) pros.v.tel0,w|.
7 predpokladu pg € [—Z—;, 0) a (2.25) okamzité plyne

0<k< E, q(t) >0 pros.v.te[0,w]. (2.28)
w

Ulohu (2.27) prevedeme na periodickou tilohu pro soustavu diferencidlnich rovnic. Polozme

Tyto vztahy zderivujeme a zjistime, ze @ = (x1,z5) je TeSenim soustavy diferencidlnich
rovnic s konstantni matici

x'(t) = Ax(t) + g(t), (2.29)
kde



Vektorové funkce x a g periodicky prodlouzime na celé R. Pak plati

B(t) = w(t +w),
g(t) = g(t + w) pro kazdé t € R.

Jako prvni budeme potiebovat fundamentalni matici Y systému
' = Ax. (2.30)

Z klasické teorie soustav LODRI1 s konstantnimi koeficienty je znamo, ze hledame feseni
ve tvaru x(t) = e*h, kde ) je vlastni ¢islo matice soustavy a h piislusny vlastni vektor.
Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristického polynomu, ktery je dan

det (A — ) = 0.

V nasem piipadé

_)\ +1 o 2 2
2 T AT+ kS
Kofteny jsou tedy komplexné sdruzena dvojice
)\1’2 == :I:Zk

Vypocitame vlastni vektor h piislusny A\; = ik, dany rovnici
(A—XMNI)h=0.

V tomto ptipadé rovnice nabyva tvaru

=ik 1\ (b _ (0 _ ( —ikhathe ) _ (0
—k2 —ik) \hy) = \0 —k2hy —ikhy ) ~\0) "

Jestlize vynasobime prvni rovnici —ik, dostaneme druhou rovnici. Jsou tedy zavislé, proto
mame k dispozici jen jednu rovnici. Polozme hy; = 1. Tim z prvni rovnice dostaneme
hs = 1k. Komplexni feseni homogenni soustavy je dano

; 1
_ Aty ikt
x(t)=e"h=c¢ (zk>

V této teorii také plati nasledujici poznatek: Je-li * = v + iw komplexnim feSenim
homogenni soustavy, potom ma také komplexné sdruzené feseni & = v — iw a navic
linedrné nezavisla realna reseni v, w. Pomoci Eulerovy identity rozdélime komplexni feseni
na realnou a imaginarni ¢ast,

' cos(kt) + isin(kt) cos(kt) sin(kt)
x(t) = e™h = = +1
ik cos(kt) — ksin(kt) —k sin(kt) k cos(kt)

Fundamentdlni matice Y () ma jako sloupce linedrné nezavisla reseni, v tomto pripadé
zvolime

cos(kt) sin(kt)
Y(t) =
—ksin(kt) kcos(kt)
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Vsimnéme si, ze
det (Y (w) — Y(0)) = k [(cos(kw) — 1) + sin?(kw)] > 0,

a proto ma uloha (2.30), (2.22) pouze trividlni feseni (viz napt vétu 2.32).
Splnili jsme predpoklady véty 2.34, feseni ulohy (2.29), (2.20) mé tedy integralni
reprezentaci

t+w
x(t) = / G,(t,7)g(t)dT prot € R.
t

Pristupmeé nyni k vypoctu Greenovi matice G, (t, 7) tulohy (2.30), (2.22). Tvrzeni 2.35
dava vzorec pro vypocet

-1

G,(t,7)=Yt) (Y ' (w)Y(0)—I) Y '(r) prot,T €R. (2.31)

Ve vzorci pro vypocet Greenovy matice se vyskytuje Y 1. Tuto inverzi vypocteme pomoci
vzorce
-1 (—1)(i+j) det Sjj’i
i T ety
kde Y}; znaci matici vytvorenou odebranim j-tého rddku a i—tého sloupce. Dostavame
tedy

cos(kt) sin(kt)
detY = = kcos®(kt) + ksin®(kt) = k,
—ksin(kt) kcos(kt)

(-1 D det Yy,  kcos(kt)

i = oty =—F = cos(kt),
o (1)U detYy;  —sin(kt)
S
o (=1D)®VdetYyy,  ksin(kt) .
y?ll = detY -2 = k = Sln(kt)7
(1)@ det Yo,  cos(kt)
VS S
a proto
— sin(kt
cos(kt) %
Y '(t) = y
sin(kt) cos(kt)
k
Déle budeme pokracovat vypoctem ¢lenu Y ~(w)Y (0), plati
— sin(kw
cos(kw) % 10 cos(kw) —sin(kw)
Y ()Y (0) = =
sin(kw) cos(kw) 0 k sin(kw)  cos(kw)
k
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Dalsf ¢len, ktery budeme poéitat je [Y 1 (w)Y (0) — I]”'. Pro piehlednost si oznacnime
Z =Y '(w)Y(0) — I, to je rovno

cos(kw) —1 —sin(kw)
7 —
sin(kw)  cos(kw) — 1
Piejdeme k vypocétu inverzni matice Z 1,

cos(kw) —1 —sin(kw) 9 ..o
det Z = =(cos(kw) — 1) + sin®(kw) =
sin(kw)  cos(kw) — 1

= cos?(kw) — 2 cos(kw) + 1 + sin?(kw) =

= —2cos(kw) +2 = 2 (1 — cos(kw)),

o (=)"Vdet Zyy  cos(hw) -1 1
o det Z - 2(1 —cos(kw)) 2’
-1 _ <—1)(1+2) det Z271 . Sin(k‘w)
2 = det Z ~ 2(1 — cos(kw))’
o (=) det Z1,  —sin(kw)
o det Z ~ 2(1 — cos(kw))’
- (=)@ det Zp,  cos(hw) =1 1
2 det Z - 2(1 —cos(kw)) 2

Vsimnéme si, ze z predpokladu k € (0, ﬂ plyne 1 — cos(kw) > 0. Matice Z~! je tedy
tvaru

1 sin(kw)
9 2 2 (1 — cos(kw))
Z = — sin(kw) 1
2 (1 — cos(kw)) 2

Nyni vypoéteme matici, kterou oznacime jako C = Y (£) [Y L)Y (0) — I] ' = Y (1) Z L.
Dostédvame

1 sin(kw)
cos(kt) sin(kt) ) 2 (1 — cos(kw))
C=Yt)Z'= _ =

—ksin(kt) kcos(kt) — sin(kw) 1
2 (1 — cos(kw)) 2
1 ksin(kt)sin(kw)  cos(kt)sin(kw) 1 |

B 2 cos(kt) 2 (1 — cos(kw)) 2(1 — cos(kw)) 2 sin(k)
| ok kcos(kt)sin(kw)  ksin(kt)sin(kw) 1

2 sin(kt) - 2(1 —cos(kw))  2(1 —cos(kw)) 2 cos(kt)
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Jednotlivé prvky matice C' upravime s vyuzitim souc¢tovych vzorcu

sin(a £ 3) = sin(a) cos(B) = cos(a) sin(f),
cos(a £ 3) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(f).

Déle pro pfehlednost oznac¢ime b := 2 (1 — cos(kw)) a provedeme tpravy prvki ¢;; matice
C,

_ —cos(kt)(1 — cos(kw) — sin(kt) sin(kw))

C11 = =

b
_ cos(kt) cos(hw) ——sinékt)sin(kaO — cos(kt) _ cos(k(t«+—a2) — cos(kt)

s am(kﬂshﬂkuﬁ——sgﬂkw(l——am(hy» _
::codkﬂshﬂkw)+shﬁfﬂcodkw)—(Dﬂkﬂ::shmk@—%ag)—shmkﬂ’

Cm:kmmﬂu—mqm?—kmwmammo:
::kshﬁkﬂ——kshﬂkﬂcmﬁkw)——kcodkﬂshmkw)::_ksnmk@—ki))—snmkﬂ’

Qz::—ksnmknsnmkw)—;oqkw(l—coqkw» _

—k sin(kt) sin(kw) + k cos(kt) cos(kw) — kcos(kt)  k(cos(k(t +w)) — cos(kt))
b b .

Matice C' je tedy tvaru

1 [ cos(k(t +w)) —cos(kt)  sin(k(t+w)) — sin(kt)
C=- :
ksin(k(t +w)) —sin(kt) k(cos(k(t + w)) — cos(kt))
K dopocteni Greenovi matice podle vztahu (2.31) zbyva jiz jen provést soucin CY ~!(7),
tj.

CY (1) =

—sin(kT
1 ( cos(k(t +w)) —cos(kt)  sin(k(t + w)) — sin(kt) ) cos(kT) %
b

ksin(k(t 4+ w)) — sin(kt)  k(cos(k(t + w)) — cos(kt)) cos(kT)
k

sin(kT)

Vypocet provedeme po prvcich matice G, (t,7) a upravime opét pomoci goniometrickych
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sou¢tovych vzorcu. Dostaneme

g11 = cos(k(t + w)) cos(kT) — cos(kt) cos(kT) + sin(k(t + w)) sin(k7)
— sin(kt) sin(k7) = cos(k(t + w — 7)) — cos(k(t — 7)),

cos(k(t +w))sin(kr)  cos(kt)sin(kr)  sin(k(t +w)) cos(kT)
k * k * k

gi12 = —

_ sin(kt) cos(k7) _ sin(k(t +w — 1)) N sin(k(7 — 1))
k k k ’

g1 = —ksin(k(t + w)) cos(kr) + ksin(kt) cos(kr) + k cos(k(t + w)) sin(k)
— kcos(kt) sin(kr) = ksin(k(r — t — w)) — ksin(k(t — 7)),

g2 = sin(k(t +w)) sin(kr) — sin(kt) sin(k7) + cos(k(t + w)) cos(kr)
— cos(kt) cos(kt) = cos(k(t + w — 7)) — cos(k(t — 7)).

Tim je vypocet Greenovy matice tlohy (2.30), (2.22) hotov, nabyva tvaru

1 ( cos(k(t +w — 7)) — cos(k(t — 7)) sin(k(t —]f;w - 7)) N sin(k:(; - t)))

G,(t,7) =~
b ksin(k(t —t —w)) — ksin(k(t — 7)) cos(k(t +w — 7)) — cos(k(t — 1))

kde b =2 (1 — cos(kw)) .
Funkce @, kterd je fesenim soustavy (2.29) a spliuje (2.20) je tedy podle véty 2.34

tvaru
x1(t) 1 [t 0
= - G, (t,T) dr,
<mm) bl («ﬂ)

21(t) | e sin(k(t+w—1)) N sin(k(r —t))
(m@)gl’ ( k o)

cos(k(T +t —w)) — cos(k(t — 1))

tj.

Nyni podle vyse zavedené substituce x;(t) = v(t) k ovéfeni podminky (2.26) zbyva ukazat
ze
1

/tter [sin(k(t+w —7)) +sin(k(r —t))]q(r)dT > 0prot € [0,w]. (2.32)

Ve slozce feseni x4 (t) v integrandu vystupuje sin(k(t +w — 7)) a sin(k(7 —t)). Vsimnéme
si, ze pro kazdé t < 7 <t + w plati

0<7—-t<w

0<t+w-—7<w.
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Vzhledem k (2.28) proto dostavame
sin(k(r —1t)) >0, sin(k(t+w—7))>0 prot<7<t+w

a vztah (2.32) tedy plati. Odtud v(t) > 0 pro t € [0,w], a proto p € VT (w).
(#4) smér 7 = 7. Predpokladejme, ze p € Int V(w). Odtud zrejmeé plyne p € V1 (w).
2

Vzledem k vyse dokdzané ¢dsti (i) tedy bude py prvkem z intervalu | ——,0 | . Avsak pro
w
vSechna € > 0 plati
2 2
—E —e< —E
2
To vsak podle vyse dokdzané ¢ésti (i) znamend, ze —— — e € VT (w) pro kazdé ¢ > 0.

2
w? w?

B. (—Z—Z) C VH(w).

2 2
Proto _7?_2 ¢ Int V*(w). Tim dostdvame py € | ——,0 | .
w w

2 2
T v
Z toho déle plyne, ze neexistuje epsilonové okoli B, ( ——) konstantni funkce —— takové

aby platilo

Smeér 7 <", Tuto ¢dst dokdzeme pomoci nékolika vysledku z [4]:

Definice. Rekneme, ze funkce p € L(w)® nélezi mnoziné D(w), jestlize tiloha
u" =p(t)u, ul(a)=0u(f)=0

nemad netrivialni feSeni pro libovolné o < 3 spliujici § — a < w.

Tvrzeni A ([4, Proposition 2.6]). Necht p € L(w). Potom inkluze p € Int D(w) plati prdavé
tehdy, kdyz pro libovolné o € [0,w) existuje funkce v, absolutné spojitd spolu se svou pruni
derivaci na intervalu (o, o + w| a spliugici

YE) < p(t)valt)  pro sw. t € o, a+wl, (2.33)
Yo(t) >0 prote (o,a+w), (2.34)
Ya(@) + Yo + w) + meas{t € [, + w] | Y2(t) < p(t)va(t)} > 0. (2.35)

Véta B ([4, Theorem 9.3]). Necht p € L(w) je funkce splriujici

p(t) £ 0, /O " (s)ds <0, (2.36)

Potom p € Int V*(w) prdvé tehdy, kdyz p € Int D(w).
2
Predpokladejme, ze py € (—W—Q, O). Necht o € R je libovolné. Polozme
w

Ya(t) = sin (@) pro t € [o, a + w] .

5Symbolem L(w) rozumime mnozinu funkcf p : R — R, které jsou w-periodické a lebesgueovsky
integrovatelné na [0,w] .
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Ziejmé v4(a) =0, vYo(a+w)=0a

(t =)

Ya(t) = sin <7T—

)>0pr0t€(a,a+w).
w

Druhd derivace funkce 7, je

2 t —
V() = —W—2 sin (u) prot € [a,a + w].
w w

Dostavame tedy

220 = ~Tpsin (H) < ppsin (M) ) prote (@asw

a plat{ tedy podminky (2.33)-(2.35). Je splnéna i podminka (2.36), nebot piedpokladdme
po < 0 a integral ze zaporné konstanty je zaporny. Pomoci tvrzeni A a véty B dostavame
p € Int VT (w). O
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3 Kvalitativni analyza pohybové rovnice vybraného
oscilatoru

V této casti budeme studovat otazku existence w-periodickych feseni pohybové rovnice
odvozené v kapitole 1, tj. diferencidlni rovnice

=2 1), (31)
m d*(t) + u?

kde k,m,ly > 0ad:R — (0,ly) je spojitd w-periodickd funkce. Resenfm diferencidlni
rovnice (3.1) na intervalu I C R rozumime funkci v : I — R, kterd je spojita spolu
se svymi derivacemi prvniho a druhého tadu a splnuje

u'(t) = %u(t)( o 5 1) protel.

m d?(t) + u?
Resenf rovnice (3.1), které je definovano a w-periodické na R, nazjvame w-periodickym

feSenim rovnice (3.1).

3.1 Autonomni pripad

Uvazujeme nejprve rovnici (3.1), ve které je funkce d konstantni. Jinymi slovy, uvazujme
autonomni diferencidlni rovnici (1.7) odvozenou v kapitole 1. V ¢dsti 2.1.3 jsme ukézali,
ze tuto rovnici lze prevést na Hamiltonuv systém

/
Ty = T2,

/ 2k lO (32)
Ty = —T1| —F/——=s—1].
m V% + a3

3.1.1 Vysetieni kritickych bodu

Nejprve hleddme kritické body soustavy (3.2). Podle definice 2.9 k jejich nalezeni fesime
soustavu algebraickych rovnic

$2:0,

%x (l—°—1) -0
m VA2 + 22 .

V soustavé (3.2) se tedy vyskytuji tii kritické body

K1:<0,0), KQZ(\/lg—dz,O), ng(—\/lg—ép,()).

Nyni pfistoupime k urceni typu téchto bodu. Podle véty 2.23 nam stac¢i urcit funkéni
hodnotu derivace f v kritickych bodech, ktera je vzhledem k (3.2) tvaru

2k Qkflo T
=1 — — —— R.
f(zq) mxl m B pro ri €
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Jeji derivace potom je

o (P 2k (o
f<o>_m(1 ()) 2 (1)

Protoze predpokladame, ze k, m,ly a d jsou kladné konstanty a plati [ > d dostavame
1'(0) <0,

tedy podle véty 2.23 je kriticky bod K; typu sedlo. Z poznamky 2.19 plyne, Ze kriticky bod
K7 je nestabilni. Déle vypocteme funkéni hodnotu f” v hodnoté odpovidajici kritickému

bodu Ky, t].
2k lod? 2k d?
iz g2) = _ — _
f(lo d)—m<1 >—m(1 l2>‘

(13)

Kvuli vyse uvedenym predpokladum o konstantach dostdvame

I (,/zg —d2> > 0.

Nyni podle véty 2.23 vime, ze K5 je kriticky bod typu stred. Kriticky bod K3 bude také
stred, protoze souradnice K5 a K3 se lis{ pouze znaménkem v prvni slozce a dosazujeme ji
do vyrazu kde je umocnéna na druhou. Z fazového portrétu sestrojeného v kapitole 3.1.3
a analytického popisu orbit (viz kapitolu 3.1.2) vyplyva, ze kritické body K, Ky jsou
stabilni, ale ne asymptoticky stabilni.

3.1.2 Rozbor hladin hamiltonianu soustavy

Jiz jsme zminili, ze soustava (3.2) je specidlnim piipadem Hamiltonova systému (2.7), kde

2
flxy) = ke, (1 — o ) pro z; € R.

m V% + 2?2

Muzeme tedy pristoupit k vypoctu hamiltonidnu tohoto systému. Podle vztahu (2.8)
dostavame

1 1 2ku lo
H(xq,x :—x2+/ —(1——>du.
o =gnt |\ Ve e

Vypocteme integral na pravé strané, tj.

2k [ { 2k [u?]™ 2kl T
2k @__ﬂ;>M:_FJ__J[@Tﬂ1:

m Jo V2 4+ u? m 2], m 0
k 2kl 2klyd

= 22 0 @2 g g2 20

m m m
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Tim dostavame tvar hamiltonianu systému (3.2) ve tvaru

2klod

1 k 2kl
H(ﬂfl,l'g) = —.Tg + E.’L’% — 70

5 pro (71, 73) € R% (3.3)

d? + x3 +

Nejprve budeme vysSetiovat hladiny hamiltonianu obsahujici kritické body, poté
se zaméfime na obecnou hladinu H., ¢ € R, danou vztahem (2.6).
(7) Hladina funkce H obsahujici kriticky bod K je ddna hodnotou

H(K,) = H(0,0) = 0.
To znamend, Ze se jednd o hladinu Hy, kterd je, vzhledem k (2.6) a (3.3), urcena rovnici

1 k 2kl

2klod

=0.

Odtud ziskame predpis pro zs v explicitnim tvaru
k 2kl 2klod
:U2::|:\/2(——x%+—0 @2 422 — 2 > (3.4)
m m m

Nyni vysetime, pro které xy; ma vyraz v realném oboru smysl. Vyjdeme z toho, ze vyraz
pod odmocninou musi byt nezaporny, tedy

2 2
2(—&:%ﬁ A2 + 22 — klod) > 0.
m m m

Nerovnici muzeme zjednodusit délenim vyrazem 2k/m. Dostaneme

2/ d? + 23 — 2% — 2lod > 0.

Abychom se zbavili ¢lenu kde je z; pod odmocninou prevedeme ostatni ¢leny na druhou
stranu nerovnice. Obé strany pak umocnime, to je ekvivalentni tprava, protoze vyrazy
na obou strandch jsou nezaporné. Ziskame tak

2
<2l0\/ d2 + ZE%) Z (flf% + 2l0d)2

Po dalsich upravach dostaneme vyraz

2} (413 — 27 — 4lyd) > 0,
ktery bude nezaporny pravée tehdy, kdyz
x1 = 0 nebo 4l(2) — a:f — 4lpd > 0.

Je-li 1 = 0, pak z (3.4) plyne x5 = 0, tj. hladina H, vskutku obsahuje kriticky bod Kj.
V druhém pripadé dostavame po tpravé omezeni pro x;

21| < /Alo(lo — d). (3.5)

Pro hladinu H jsme tedy ziskali explicitni vyjadreni (3.4), kde z; spliuje nerovnost (3.5).
Graf této hladiny je znédzornén na obrazku 3.1.
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L1

Obrézek 3.1: Hladina H,

(#i) Déle budeme zkoumat hladinu odpovidajici kritickym bodum K5, K3. Po dosazeni
souradnic bodu Ky do (3.3) dostavdame

2 2
H(Kz)ZH(\/lﬁ—d2,0) :%(lg_dz)_% &2+ (12— d2) + ’leod,

coz lze upravit na

H(K,) = —%(zo —d)>.

To stejné provedeme pro bod K3 a zjistime, ze dava stejnou funkéni hodnotu, tudiz kritické
body K», K3 lezi v hlading H_ g2, kterd, vzhledem k (2.6) a (3.3), je ddna rovnici

1 k 2kl 2klod k

Celou rovnici vydélime vyrazem k/m a vztah na pravé strané roznésobime

%x% a2 — g/ d2 + 22 + 2od = —12 + 2lod — d?.

Nékteré cleny se odectou a zbytek prevedeme na druhou stranu

m
ﬁxg + 13— 2lgy/d? + 2} + (d* + 23) = 0.

Vsimnéme si, ze v rovnici vyskytl rozklad mnohoc¢lenu, ten prevedeme na ¢tverec a do-

staneme )
;n—kxi + <lo —\/d*+ x%) =0.
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Tato rovnost plati pravé tehdy, kdyz je zo = 0 a zdroven ly — y/d? + x3 = 0. Podminka
na x» je tedy splnéna pouze v bodé 0 a podminka pro x; se snadno vypocte

lo—\/d2+$%:0 — Ilzi\/l%—dQ.

Pozadavky na x; a x5 jsou splnény pouze pro hodnoty, které presné odpovidaji souradnicim
bodu Ky a Kj. 7 toho plyne, ze v hladiné H_ﬁ(lo_d)z se nachazi pouze kritické body
Ky a K3, viz obrazek 3.2.

K, 0 K3 T

Obrazek 3.2: Hladina H_ x4

(#i7) Zbyva provést rozbor hladiny H. obecné, tj. pro ¢ € R. Ta je vzhledem k
(2.6) a (3.3) déna rovnici
1, ko, 2kl

5:1:2—1-%961—7 d2+$%+

Rovnici pfevedeme na podobny tvar jako mé rovnice (3.6). K pravé strané rovnice (3.7)
pricteme a odec¢teme pravou stranu rovnice (3.6) a dostaneme

2klyd
0 —e (3.7)

1 k 2kl 2klyd k k
§x§+gsﬁ—? d? + z? + = —E(lo—d)%rg(lo—d)hra

Stejné jako v predchozim piipadé muzeme tuto rovnost prepsat do tvaru

1 k 2k
§%+EQNWML”® :E%—ﬁﬂw. (3.8)

K tomu, aby hladina H. byla nepréazdnd je nutné, aby pravé strana rovnosti (3.8) byla
nezaporna. To nam d& omezeni pro konstantu ¢, zfejmé musi platit
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C 2 —E(lg - d)2

m

Hladiny Ho a H_ & ,_g2 jsme jiz rozebrali a nyni také vime, Ze pro ¢ < —%(lo — d)?

budou hladiny H. prazdné mnoziny. Proto budeme déle diskutovat piipady

k
—E(lo —d?<c<0, (3.9)

¢ > 0. (3.10)

Pokra¢ujeme s vyjadienim xs ze vztahu (3.8). Ziejmé

2k 2k 5\’

Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny, dostavame

2

2k / 2k
m (lo— d2—|—$%) SQC—FE(Zo—d)z

Nerovnici vydélime vyrazem 2k 5.
/ > em

Ddle odmocnime a ziskdme
< \/% +(lo — d)2.

lo—\/dQ—l—aﬁ

Vyraz pod odmocninou ve vztahu (3.11) je tedy nezédporny pravé tehdy, kdyz x; splauje

nerovnosti
lo—\/k ZO_ 2<\/d2+$%<l0+\/—+l0— (312)

Odtud vyplyvé, ze hladina H. je explicitné popsana vztahem (3.11), kde z; spliuje
podminku (3.12). Nyni rozebereme jednotlivé piipady (3.9), (3.10) a hladiny vykreslime.
a) Uvazujme nejprve pifpad —£(ly — d)? < ¢ < 0.

a;) Uvazujme levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj.

zo—\/%ﬂzo—d)?g V@2 + a2, (3.13)

Nez obé strany vztahu (3.13) umocnime na druhou, nejprve se presvédéime, ze jsou obé
nezaporné. Prava strana obsahuje pouze odmocninu, kterd je vzdy nezaporna. Jelikoz
c < 0, plati pro odmocninu na levé strané odhad

\/%Jr(lo—d) < V/(lo—d2Z =1 —d.
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Proto

lQ—\/%—F(lo—dpZlo—(lo—d):d>0.

Obé strany (3.13) jsou nezdporné, muzeme pokracovat s jejich umocnénim

ZS—QZO\/%—k(lo—d)Q—F%—i—(lo—df§d2+xf.

Po roznasobeni a tpravé ziskame

%+210<l0—d— \/%Jr(lo—d)?) < 22, (3.14)

Nyni zbyva odmocnit a budeme mit jednu z podminek pro x;. To si vSak muzeme dovolit
pouze v pridadé, ze leva strana nerovnosti (3.14) je nezdporna. Ukdzeme, ze

%4—2[0([0—61—\/%—0—([0—61)2) > 0. (3.15)

Jelikoz piedpoklddédme —% (Iy — d)? < ¢, mizeme napsat

m

% 4 (lp — d)? > 0. (3.16)
Potom plati odhad
% +2ly(lp — d) > % +(ly—d)? > 0. (3.17)

Jelikoz nyni uvazujeme ¢ < 0, zifejmeé plati

2
cm cm
— | >4lyd—

2
cm cm
(7> > 4107@0 — o+ d),

a proto

k Ok k
Druhy ¢len pravé strany prevedeme na levou, k obéma strandm nerovnice pricteme 443 (ly—
d)? a dostaneme

2
<@> > a2 41, 1 — d).

2
<%) + 4%%(10 —d) + 4l5(lo — d)* > 4[%% A3 (ly — d)?.

Na levé strané pouzijeme vzorec pro mnohoclen a na pravé vytkneme 412, tj.

2
(% 4 20y(ly — d)) > 42 (% + (I — d)2).

Vzhledem k (3.16) a (3.17) muzeme odmocnit a ziskdme

% + 2o (ly — d) > 210\/% + Iy — d)2.
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Po dalsi aprave

% 4202 — 2y — 2z0\/% 4 (ly— d)2 > 0.

Daéle vytkneme 2[y a dostavame

%+210(l0—d—\/%+(lo—d)2> > 0,

¢imz je podminka (3.15) dokdzana. Nyni muzeme odmocnit vztah (3.14) a pro x; dosta-

neme podminku
‘1‘1’2\/%+2lo(lo—d—\/%+(lo—d)2> (318)

ap) Vratme se k (3.12) a doresme zbyvajici nerovnici

d? + a3 <lo+\/—+ lo —d) (3.19)

Postupujeme podobné jako v predchozim pripadé, obé strany jsou nezaporné, muzeme
umocnit a (3.19) lze ted ekvivalentné prepsat do tvaru

cm cm
d2+CL’% Slg+2l0\/7+(l0—d)2+7+(lo—d)2
Roznésobime, provedeme upravu a dostavame

Ovérme nyni nezapornost pravé strany. Protoze plati (3.17), lze provést odhad

% + 2o(lo — d) + 210\/% +(lp—d)2 > % +20y(lo — d) > 0.

Pokracujeme s odmocnénim a ziskdme druhou podminku pro z; tvaru

y:c1|§\/%+2l0(lo—d+\/%+(lo—d)2). (3.20)

Pomoci predpisu (3.11) pro z2 a podminek (3.18), (3.20) pro x; jsou tedy hladiny
explicitné popsany pro —%(lo —d)? < ¢ < 0. Na obrdzku 3.3 jsou zndzornény hladiny
H. pro néktera ¢ z tohoto intervalu.
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L1

[ A
/ U

Obrézek 3.3: Hladiny H, pro —£(ly — d)* < ¢ <0

b) Predpokldadejme nyni, ze ¢ > 0.
b1) Uvazujme opét levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj.

lo — \/%Hzo—d)? <\ Jd + 22,

To je ovSem splnéno pro kazdé z; € R, nebot plati

cm
lo_\/7+(lo—d)2§lo— (lo—d)?=lo—(lo—d) < \/d2+5’7%-

bs) Zbyvé vytesit pravou nerovnici z (3.12), tj.

A&+ <ly+ %qt(lo—d)?.

Zde 1ze vsak provést podobné tipravy jako v piipadé a; (misto (3.17) pouzijeme podminku
¢ > 0) a pro z; dostaneme tak podminku (3.20).

Pomoci predpisu (3.11) pro z3 a podminky (3.20) pro z; jsou hladiny explicitné
popsany pro ¢ > 0. Hladiny H. pro nékterda ¢ > 0 jsou zndzornény na obrazku 3.4.

3.1.3 Fazovy portrét

V predeslé ¢asti jsme popsali v explicitnim tvaru vSechny hladiny hamiltonianu soustavy
(3.2). Z kapitoly 2.1.3 vime (viz dusledek 2.16), ze kazdd orbita je obsazena v nékteré
hladiné hamiltonidanu. Pohyb bodu (x1,z3) na orbité pro rostouci ¢ vyznacime Sipkou
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Obrazek 3.4: Hladiny H, pro ¢ > 0

a dostavame fazovy portét soustavy (3.2) a tim také fazovy portrét autonomni dife-

rencidlni rovnice (3.1), tj. pohybové

rovnice (1.7) nelinedrniho oscilatoru, viz obrazek 3.5

q

f\
|~

o

Obrazek 3.5: Fazovy portrét pohybové rovnice nelinearniho oscilatoru
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Vime, ze uzaviené kiivky odpovidaji orbitam periodickych feseni. Muzeme tedy pro-
hlésit, ze vSechna Feseni autonomni rovnice (3.1) (tj. je-li d(¢) = konst.) kromé téch, které
odpovidaji hladinam Hy a H_ E (1g—d)? jsou nekonstantni periodicka reseni.

Hladina H_ (1o d)? obsahuje pouze kritické body Ks, K3 a ty odpovidaji konstantnim
nenulovym fesenim autonomni rovnice (3.1).

Hladina H, obsahuje kriticky bod K; odpovidajici nulovému feSeni autonomni rovnice
(3.1) a dvé homoklinické orbity, ty odpovidaji nekonstantnim feSenim autonomni rovnice

(3.1), které pro t — —oo a t — oo konverguji ke stejné hodnoté (v nasem piipadé k 0).

3.2 Neautonomni pripad

Z analyzy provedené v predeslé ¢asti vyplyva, ze vSechna feSeni autonomni diferencialni
rovnice (3.1), s vyjimkou homoklinickych teseni, jsou periodickd. V této ¢asti se bu-
deme vénovat otazce existence w-periodickych feseni neautonomni diferencialni rovnice
(3.1). Otézka existence periodickych feseni s periodou pravé w je prirozend, nebot je
w-periodickd funkce d v rovnici (3.1).

Uved'me nejprve jednoduché lemma.

Lemma 3.1. Jestlize u : R — R je w—periodické reseni rovnice (3.1), potom zuZeni
funkce u na interval [0,w] je Fesend periodické okrajové tlohy

u' = %u (\/ﬁ - 1>’ (3.21)

u(0) = u(w), ¥ (0) =u'(w).

Naopak, je-li u Tesent periodické ilohy (3.21), pak w—periodické prodlouzeni u na R je
w—periodickym Tesenim rovnice (3.1).

K dukazu existence feseni tlohy (3.21) pouzijeme vétu 2.30. Nejprve ukdzeme, ze exis-
tuji konstantni dolni a horni funkce periodické tlohy (3.21).

Tvrzeni 3.2. Ezistuji dolni funkce o a horni funkce B periodické dlohy (3.21) spliujici
a(t) >0, B(t)>0protel0,w].
Diikaz. (i) Nejprve predpokladejme, ze funkce d(t) := dy je konstantni. Pro dolni funkci

a ulohy v’ = f(u,t); u(0) = u(w), v'(0) = v'(w) pozadujeme o (t) > f(t,a(t)); a(0) =
a(w), o/(0) > o/ (w). V pripadé tlohy (3.21) tedy hleddme funkeci o spliujic

d3 + a?

2k lo
") > Lot | —2— — 1) proteo,w. 3.22
<>_m<>( - >p 0.0 (32
Polozime «(t) := 24/12 — d%. Ovérime, ze

02%2@—% b —1].
m Vi + 405 — dp)

V tomto vyrazu jsou pred zavorkou kladné konstanty a odmocnina, tudiz k tomu aby byla
tato nerovnost splnéna musi byt ¢len v zavorce nekladny, tj.
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lo
412 — 343
To vsak plati vzdy, protoze konstantni funkce dy je v nasem piipadé vzdy ostfe mensi nez
lo. Funkce « tedy spliuje podminku (3.22). Podminky «(0) = a(w), ¢/(0) > o/(w) jsou
splnény trividlné (« je nyni konstantni).
Nyni uvazujeme obecny piipad, tj. necht funkce d : R — (0,ly) je spojitd a w-
periodickd. Oznacéme

-1<0

d. :=min{d(t) | t € [0,w]}.
Polozme «(t) := 24/13 — d2. Vzhledem k vyse dokdzanému mame
2k lo
a”t>—at(——1) rot € [0,w]. 3.23
)2 o) s 1) prot e 0.4 329
Jelikoz d,. < d(t) pro vSechna t € [0, w], plati

lo —1> o

d? + o2(t) A (t) + a?(1)

— 1 pro vSechna t € [0, w].

Tudiz a(t) = 24/13 — d? je vzhledem k (3.23) kladnou doln{ funkef tlohy (3.21).
(#) Podobné postupujeme u horni funkce S tilohy (3.21). Opét nejprve predpokladéame,
ze funkce d(t) := dy je konstantni. Z definice vyplyva, ze hleddme funkci 8 splinujici

2k lo
p(t) < Eﬁ(t) (m - 1) prot € [0,w]. (3.24)

Polozme S(t) := 3+/13 — d3. Ovéfime, ze

0< k,/l%rd? \/d2 —1

Vyrazy pred zavorkou jsou vzdy kladné, tudiz proto aby nerovnost platila, musi byt vyraz
v zavorce vzdy nezaporny, tj.

o —1>0.
124 3.2

Protoze ly > dy > 0, hodnota vyrazu pod odmocninou je ostie mensi nez IZ. Tim padem
po umocnéni délime citatel ¢islem mensim nez je [p. To znamend, Zze hodnota zlomku
na levé strané bude vzdy vétsi nez 1. Funkce § tedy spliuje podminku (3.24).

Déle uvazujme funkci d : R — (0, ly) spojitou a w-periodickou. Ozna¢me

d* :=max{d(t) |t € [0,w]}.

Polozme £(t) \/ — d*2. Vzhledem k vyse dokdzanému méame
2k lo
") < =B(t) | ——— 1 rot e |0,w]. 3.25
B()_mﬁ()< T >p 0,] (3.25)
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Jelikoz d(t) < d* pro vSechna t € [0, w], plati

l l
0 —-1< 0 — 1 pro vsechna t € [0,w] .

VA2t () + 5

Funkce 3(t) := 34/13 — d*? je vzhledem k (3.25) kladnou horn{ funkef lohy (3.21). O

Sestrojili jsme horni a dolni funkce tlohy (3.21), které splnuji a(t) > 5(t) prot € [0, w].
V takovém pripadé obvykle fikame, ze a, 5 tvoii opacné usporadany par dolnich a hornich
funkci.

Véta 3.3. Necht w < my/2x. Potom md rovnice (3.1) alespori jedno netrividlni
w-periodické Tesen.

Dikaz. Polozme

2k l
flt,2) =22 —2———1| prote[0,w] azeR.
d?(t) + 22

Dostavame

d?(t) + 22 N

f(t,z)sgnz = %|z| (l—o 1) :

Odtud vyplyva
2k
f(t,z)sgnz > ——1Jz| prot e [0,w],z €R.
m

Plat{ tedy podminka (2.13), kde p(t) = =2 a ¢(t,z) = 0 pro ¢t € [0,w],z € R. Ziejmé
funkce ¢ spliuje podminky (2.14) a (2.15).

Jelikoz predpokladame w < W\/%, z véty 2.36 dostavame, ze p patii do mnoziny
Int V*(w). Navic, tvrzeni 3.2 zaruéi existenci kladnych hornich a dolnich funkei tdlohy
(3.21). Jsou proto splnény vsechny predpoklady véty 2.30 a tudiz existuje feseni u tlohy
(3.21). Protoze o > 0, 5 > 0, toto feseni nabyva nékde na intervalu [0, w] kladné hodnoty
(je tedy netrividlni). Podle lemmatu 3.1 mé proto rovnice (3.1) alespon jedno netrivialni
w-periodické tfeseni.

O

Je-li funkce d v rovnici (3.1) konstantni, z véty 3.3 vyplyvd, ze pro kazdé w < m,/5;
ma autonomni rovnice

., 2k lo
u'=— ( N 1) (3.26)
alespon jedno netrivialni w-periodické teseni. V autonomnim ptipadé vsak plati daleko
silnéjsi tvrzeni. Z kapitoly 3.1 vime, Ze rovnice (3.26) ma kladné ekvilibrium a tudiz ma
rovnice (3.26) alespon jedno kladné w-periodické teseni pro kazdé w > 0.
Omezeni na w ve vété 3.3 neumime jednoduse odstranit, protoze souvisi s predpokladem
p € Int VT (w) ve vété 2.30, kterou pouzivame. Avsak aplikujeme-li vétu 2.30 na vhodnou
pomocnou tlohu, lze tvrzeni véty 3.3 zesilit o kladnost w-periodického feseni.

Véta 3.4. Necht platiw < 7, /5. Pak md rovnice (3.1) alespori jedno kladné w-periodické
resent.
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Diikaz. Uvazujme pomocnou periodickou tilohu

oot ().
m 2(¢) + u2 (3.27)
w(0) = ufw), w(0) = u'(w),

kde [z]4+ = M% pro z € R.

Z tvrzeni 3.2 vyplyva, ze existuji kladné dolni a horni funkce ulohy (3.21), ty zfejmeé
budou také dolni a horni funkce tlohy (3.27). Polozme

2k [
f(t,2) = E[Z]ﬂ- (\/ﬁ - 1) -
Ziejmeé
f(t,z)sgnz = %[zh sgn z (# - 1> prot € [0,w],z € R.

Pro z > 0 dostavame

2k lo
f(t,z)sgnz = EM (m - 1) ,

odtud vyplyva
2k
f(t,z)sgnz > ——I|z| prot € [0,w], 2z > 0.
m

Pro z < 0 mame [z], = 0, proto
2k
f(t,z)sgnz=0>——|z| prot € [0,w],z < 0.
m

Plat{ tedy podminka (2.13), kde p(t) = —2% a ¢(t,z) = 0 pro t € [0,w] a z € R. Jelikoz
predpokladéame w < ﬂ\/%, z véty 2.36 plyne p € Int V" (w). Funkce ¢ ziejmé spliuje
podminky (2.14) a (2.15). Jsou tedy splnény piredpoklady véty 2.30, tloha (3.27) mé
tudiz alespon jedno feseni u nabyvajici nékde v [0, w] kladné hodnoty. Podle lemmatu 3.1

proto w-periodické prodlouzeni funkce u na R je w-periodickym fesenim rovnice

n_ 2k b _
i’ = =] ]+< T 1) (3.28)

u(t*) > 0 pro néjaké t* € R. (3.29)

splnujicim

Pfipustme, Ze feseni u nabyva také zapornych hodnot. O feseni v vime, Ze je spojité
a w-periodické. Proto, vzhledem k (3.29), existuji ¢1,t, € R takové, ze
u(t) <0 prot € (tl,tg) , U(t1> = 0, u(tg) =0. (330)

Zaroven vsak vime, Ze u je feSenim na celém intervalu R, tedy i na [t1, t5]. Podle definice
kladné casti ale dostaneme

[u(t)]s = 0 na [ty to],
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a proto z (3.28) plyne
u”"(t) =0 pro t € [t1, to],

coz je spor s (3.30). To znamend, Ze feSeni u rovnice (3.28) spliuje
u(t) >0 proteR.

Odtud plyne [u(t)]+ = u(t) na R a u je tudiz w-periodickym feSenim rovnice (3.1).
Zbyvé ukdzat, ze u(t) > 0 pro t € R. Piipustmé sporem, Ze existuje to € R takové, ze

Pak také
ul(t0> =0.

To ale znamena, ze u je feSenim linearni Cauchyovy tlohy

w' = % < , /dQ(t)quL 20 1) o

’U](to) = 0, w,(to) =0.

Tato tuloha m4 vsak pouze trividlni feseni, coz je ve sporu s (3.29). ]
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Zaver

V prvni kapitole byla odvozena nelinearni diferencidlni rovnice mechanického oscilatoru
a to v autonomnim i neautonomnim ptipadeé.

V druhé kapitole jsou uvedeny vybrané pojmy z teorie dynamickych systému, zejména
poznatky souvisejici s Hamiltonovymi systémy a konstrukei fazového portrétu. Dale
je strucné uveden princip metody dolnich a hornich funkci. Kapitola pokracuje existencni
vétou pro opacné usporadané dolni a horni funkce. Pro konstantni funkci p je dale uvedeno
a dokdzano tvrzeni dévajici nutnou a postacujici podminku zarucujici inkluzi p € V*(w).

Tteti kapitola byla vénovana kvalitativni analyze nelinearni diferencidlni rovnice mo-
delu vybraného oscilatoru. V autonomni ¢asti je provedeno vysetieni kritickych bodu, poté
rozbor hladin hamiltionianu, konstrukce fazového portétu. Z néj jsme zjistili, ze vSechna
feSeni autonomni rovnice az na ty které odpovidaji hladindAm hamiltonidnu v kritickych
bodech jsou nekonstantni periodick feseni. Reseni odpovidajici hladindm hamiltonidnu
s kritickymi body K5, K3 odpovidaji konstantnim nenulovym feSenim. Zbyvajici hladina
hamiltonianu obsahuje kriticky bod K; odpovidajici nulovému feseni a dvé homoklinické
orbity.

V neautonomni ¢asti jsme nejprve dokazali existenci dolni a horni funkce odpovidajici
periodocké okrajové tulohy. Ty tvori opacné uspordadany par. Dale jsme uvedli postacujici
podminku pro existenci alespon jednoho netrivialniho w—periodického feseni. Tvrzeni
této véty bylo déle zesileno o kladnost w—periodického feseni.

V této praci by se dalo pokrac¢ovat naptiklad odvozenim vztahu pro vypocet periody
feseni v autonomnim piipadé. V neautonomnim piipadé bychom mohli hledat podminky
jednoznacnosti kladného w-periodického feseni, nebo podminky existence w-periodickych
feseni stiidajici znaménko.
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