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Abstrakt

Diplomová práce se zabývá kvalitativńı analýzou nelineárńı diferenciálńı rovnice druhého
řádu popisuj́ıćı pohyb jedné mechanické soustavy. Pro autonomńı rovnice jsou zde uve-
deny teoretické základy Hamiltonových systémů a konstrukce fázového portrétu. Pro ne-
autonomńı rovnice je použita metoda dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou okrajo-
vou úlohu. Tyto poznatky jsou aplikovány na vybraný model mechanického oscilátoru
a je řešena otázka existence periodických řešeńı autonomńı i neautonomńı nelineárńı di-
ferenciálńı pohybové rovnice.

Abstract

This master’s thesis deals with qualitative analysis of nonlinear differential equations of se-
cond order. For autonomous equations some basic notions of Hamiltonian systems (mainly
construction of phase portrait) are presented. For non-autonomous equations the method
of lower and upper functions for periodic boundary value problem is used. These notions
are then applied to a model of mechanical oscillator, a question of existence of solutions
to autonomous and non-autonomous nonlinear differential equations is studied.
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2 Teoretický základ 16
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2.1.2 Planárńı dynamický systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Matematické modely v mechanice často vedou na soustavy obyčejných diferenciálńıch rov-
nic. Běžně se jedná o nelineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu. V takovém př́ıpadě
nejdou analyticky řešit a je tedy př́ınosné nahĺıžet na tyto rovnice kvalitativně. To zna-
mená uvažovat otázku existence řešeńı a zkoumat některé jejich vlastnosti. Pro autonomńı
nelineárńı rovnice lze mnohé určit z fázových portrét̊u a pro neautonomńı př́ıpad lze použ́ıt
výsledky kvalitativńı teorie, např. metodu dolńıch a horńıch funkćı (pro periodickou okra-
jovou úlohu).

Ćıle této práce jsou odvozeńı pohybové rovnice vybraného oscilátoru, seznámeńı se s te-
oríı dynamických systémů a metodou dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou úlohu.
Daľśım ćılem je pomoćı těchto teoretických poznatk̊u diskutovat otázku existence perio-
dických řešeńı autonomńıho i neautonomńıho př́ıpadu.

V zadáńı této práce byl vybrán pružinový oscilátor, jehož matematický model vede
na výše uvedený typ rovnic. Diskutovány jsou pak autonomńı a neautonomńı varianty
tohoto modelu a je provedena kvalitativńı analýza př́ıslušných rovnic.

V autonomńım př́ıpadě se postup analýzy řešeńı oṕırá o poznatky z teorie dynamických
systémů. Hlavně pak o Hamilton̊uv dynamický systém a konstrukci jeho fázového portrétu.
V neautonomńım př́ıpadě je použita metoda dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou
úlohu.

Prvńı kapitola této práce obsahuje odvozeńı pohybové rovnice vybraného oscilátoru.
Dále jsou v ńı stanoveny jej́ı autonomńı a neautonomńı varianty. V kapitole dva se prvńı
podkapitola věnuje uvedeńı nezbytného teoretického základu dynamických systémů, který
vede ke konstrukćı fázových potrét̊u planárńıch Hamiltonových systémů. V daľśı podka-
pitole je uvedena potřebná teorie k metodě dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou
okrajovou úlohu. V kapitole třet́ı jsou pak tyto teoretické poznatky aplikovány na model
zvoleného mechanického oscilátoru.
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1 Odvozeńı pohybové rovnice vybraného oscilátoru

V této úvodńı kapitole odvod́ıme dvě pohybové rovnice uvažovaného mechanického os-
cilátoru a to autonomńı a neautonomńı variantu. Hlavńım ćılem této práce je analyzovat
existenci periodických řešeńı v autonomńım př́ıpadě a nalézt podmı́nky existence perio-
dických řešeńı v neautonomńım př́ıpadě.

Oscilátor, jehož pohyb budeme v kapitole 3 vyšetřovat, je složen ze dvou lineárńıch
pružin a hmotného bodu. Hmotný bod o hmotnosti m má volný pohyb pouze po ose
x. Časově závislá proměnná x(t) je vzdálenost hmotného bodu od počátku soustavy
souřadnic. Pružiny o tuhosti k jsou jedńım koncem ukotveny v kloubovém spoji na ose
y (jedna nad osou x, druhá pod) ve vzdálenosti d a druhým koncem upevněny na hmotném
bodě (viz obrázek 1). Uvažujeme lineárně elastické chováńı pružin.

d

l

m0 x

y

α

Obrázek 1.1: Nelineárńı oscilátor

Úkolem je popsat pohyb takového oscilátoru. Výchoźı vztahy pro odvozeńı pohybové
jsou v tomto př́ıpadě druhý Newton̊uv pohybový zákon

~F = m~a. (1.1)

A zjednodušená forma Hookeova zákona pro lineárńı pružiny

~F = −k~r. (1.2)

Prvńı rovnice ř́ıká, že výsledná śıla p̊usob́ıćı na těleso je př́ımo úměrná součinu zrychleńı
a hmotnosti tělesa. Druhá rovnice popisuje směr a velikost śıly, kterou p̊usob́ı na těleso
pružina vlivem deformace. Tato śıla je úměrná tuhosti pružiny k a deformaci ~r. Jej́ı
orientace je vždy proti směru deformace.
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Zvolený souřadný systém je patrný z obrázku 1. Jelikož pohyb hmotného bodu je
povolen pouze v ose x, účinek śıly ve směru osy y neuvažujeme. Složka śıly od jedné
pružiny v ose x je potom

Fx = F cosα, (1.3)

kde α je úhel mezi zápornou poloosou osy x a pružinou.
Uvažujeme vzdálenost ukotveńı d menš́ı než délka nedeformované pružiny, kterou

označ́ıme l0. Dále použijeme vztah (1.2). V našem př́ıpadě je velikost deformace pružiny
l(t)− l0, kde l(t) znač́ı délku pružiny v čase t. Kombinaćı (1.2), (1.3) a sečteńım silových
účink̊u obou pružin dostáváme

Fx = −2k(l(t)− l0) cosα. (1.4)

Nyńı potřebujeme vyjádřit l(t) a cosα. Počátek, ukotveńı pružiny a hmotný bod
(neńı-li v počátku) představuj́ı vrcholy pravoúhlého trojúhelńıka. To znamená, že člen
l(t) můžeme vyjádřit pomoćı Pythagorovy věty. Plat́ı

l(t)2 = d2 + x2(t),

z čehož plyne, že
l(t) =

√
d2 + x2(t). (1.5)

Člen cosα je dán poměrem délek stran odvěsny protilehlé úhlu α a přepony. V našem
př́ıpadě to je

cosα =
x(t)

l(t)
=

x(t)√
d2 + x2(t)

. (1.6)

Pomoćı vyjádřeńı (1.5) a (1.6) přeṕı̌seme rovnici (1.4) do tvaru

Fx = −2k

(√
d2 + x2(t)− l0

)
x(t)√

d2 + x2(t)
.

Levou stranu této rovnice nahrad́ıme pomoćı vztahu (1.1). Okamžité zrychleńı a lze
vyjádřit pomoćı proměnné x jako jej́ı druhá derivace. Dostáváme

mx′′(t) = 2k

(
l0 −

√
d2 + x2(t)

)
x(t)√

d2 + x2(t)
.

Tento výraz uprav́ıme

mx′′(t) = 2kx(t)

(
l0√

d2 + x2(t)
−
√
d2 + x2(t)√
d2 + x2(t)

)
.

Po vyděleńı obou stran členem m źıskáme pohybovou rovnici uvedeného oscilátoru

x′′(t) =
2k

m
x(t)

(
l0√

d2 + x2(t)
− 1

)
. (1.7)

Jedná se o nelineárńı autonomńı diferenciálńı rovnici druhého řádu. Kvalitativńı analýzu
této rovnice provedeme v kapitole 3.1. Vyšetř́ıme kritické body této rovnice a jejich sta-
bilitu, následně sestroj́ıme fázový portrét. Z něj potom zjist́ıme některé vlastnosti řešeńı
této rovnice.
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Předpokládejme ještě, že kloubové ukotveńı pružin na ose y symetricky vertikálně
osciluj́ı. Pohyb těchto oscilaćı poṕı̌seme pomoćı v čase proměnných vzdálenost́ı d. Budeme
tedy předpokládat, že d : R→ (0, l0) je daná ω-periodická funkce (funkci, která by kmitala
do vzálenost́ı větš́ıch než l0 neuvažujeme, ta by zp̊usobila změnu počtu kritických bod̊u).
Z výše uvedeného vyplývá, že pohybová rovnice uvažovaného oscilátoru je tvaru

x′′(t) =
2k

m
x(t)

(
l0√

d2(t) + x2(t)
− 1

)
. (1.8)

Jedná se o neautonomńı nelineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu. Otázku existence
ω-periodických řešeńı rovnice (1.8) budeme diskutovat v kapitole 3.2. Pomoćı výsledk̊u
z teorie dolńıch a horńıch funkćı ukážeme (viz větu 3.4), že pro každé ω dostatečně malé
existuje alespoň jedno kladné ω-periodické řešeńı.
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2 Teoretický základ

V této části uvedeme potřebný teoretický základ ke kvalitativńı analýze pohybové rovnice
vybraného nelineárńıho oscilátoru v autonomńı a neautonomńı variantě.

2.1 Vybrané pojmy z teorie dynamických systémů

Matematický model oscilátoru je izolovaný systém, který se měńı v závislosti na čase
a ř́ıd́ı se určitými fyzikálńımi zákonitostmi. Takový model patř́ı do skupiny dynamických
systémů, které v této kapitole stručně zavedeme. Uvedeme nejd̊uležitěǰśı definice a věty
této teorie, zejména pak pro potřebu konstrukce fázových portrét̊u nelineárńıch rovnic
(hlavně soustav Hamiltonova typu). Právě pomoćı fázových portrét̊u je pak možné zkou-
mat vlastnosti a podmı́nky existence řešeńı.

2.1.1 Základńı pojmy

Uved’me základńı pojmy z teorie dynamických systémů. Značeńı a definice jsou převzaty
zejména z publikace [5].

Definice 2.1. Necht’ n ∈ N, G ⊂ Rn otevřená a ϕ : R×G→ G. Dále necht’ ϕ ∈ C(R×G)1

maj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

1. ϕ(0,x0) pro každé x0 ∈ G;

2. ϕ(t+ s,x0) = ϕ(t,ϕ(s,x0)) pro každé t, s ∈ R,x0 ∈ G.

Takové zobrazeńı ϕ nazýváme tok. Pro každé pevné t ∈ R nazveme zobrazeńı

ϕ(t, ·) : G→ G

dynamický systém v Rn. Prostor Rn se nazývá fázový prostor.

Uvažujeme následuj́ıćı soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

x′1 = f1(x1, . . . , xn),

...

x′n = fn(x1, . . . , xn),

kde f1, . . . , fn : G → R jsou spojité funkce na oblasti G ⊆ Rn. Z teorie obyčejných
diferenciálńıch rovnic v́ıme, že tuto soustavu lze zapsat ve tvaru vektorové rovnice

x′ = f(x), (2.1)

kde f = (f1, . . . , fn). Nyńı připomeňme pojem řešeńı rovnice (2.1).

Definice 2.2. Řešeńım rovnice (2.1) na intervalu J ⊆ R rozumı́me vektorovou funkci
x = (x1, . . . , xn) takovou, že x ∈ C1(J)2 a plat́ı

x′(t) = f(x(t)) pro t ∈ J.
1Symbolem C(R×G) je myšlena množina funkćı, které jsou spojité na množině R×G.
2Symbolem C1(J) je myšlena množina funkćı, které jsou spojité spolu se svou prvńı derivaćı na

intervalu J .
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Budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že 0 ∈ J . To můžeme, nebot’ pro rov-
nici (2.1) plat́ı, že je-li x řešeńım rovnice (2.1) na intervalu (a, b), pak pro každé c ∈ R
je funkce y(t) := x(t−c) řešeńım rovnice (2.1) na intervalu (a+ c, b+ c). Je známo, že rov-
nice (2.1) má většinou nekonečně mnoho řešeńı. Pro upřesněńı, o které řešeńı se jedná,
je rovnice doplněna dodatečnou podmı́nkou. Takovou podmı́nkou může být např́ıklad
počátečńı (Cauchyova) podmı́nka, která je tvaru

x(0) = x0, (2.2)

kde x0 ∈ G.

Definice 2.3. Úloha spoč́ıvaj́ıćı v nalezeńı řešeńı rovnice (2.1) splňuj́ıćı podmı́nku (2.2)
se nazývá počátečńı (Cauchyova) úloha.

Řešeńı počátečńı úlohy (2.1), (2.2) označ́ıme ϕ(·,x0). Podle definice řešeńı a podmı́nky
(2.2) vektorová funkce ϕ splňuje

ϕ′(t,x0) = f(ϕ(t,x0)) pro každé t ∈ J,

ϕ(0,x0) = x0.

Poznámka 2.4. V rovnici (2.1) je vektorová funkce f závislá na n proměnných, za které
dosazujeme skalárńı funkce x1, . . . , xn, taková rovnice se nazývá autonomńı. V př́ıpadě,
že funkce f je závislá na n+ 1 proměnných

t, x1, . . . , xn,

jedná se o obecněǰśı typ rovnice, ta se nazývá neautonomńı. Pro praktickou interpretaci
uvažujme rovnici, která se ř́ıd́ı nějakým fyzikálńım zákonem. Je-li autonomńı, tento fy-
zikálńı zákon potom plat́ı stejně v minulém, př́ıtomném i budoućım čase. V neautonomńım
př́ıpadě tomu tak neńı.

Věta 2.5 ([5, Věta 1.10], Základńı věta o existenci a jednoznačnosti). Necht’ G je otevřená
podmnožina v Rn obsahuj́ıćı bod x0. Dále necht’ f ∈ C1(G).

Potom úloha (2.1), (2.2) má jediné řešeńı ϕ(·,x0) definované na maximálńım intervalu
Ix0 = (ax0 , bx0) ⊆ R obsahuj́ıćım 0.

Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost mezi dynamickým systémem a autonomńı sousta-
vou obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Věta 2.6 ([5, Věta 1.13], Generováńı dynamického systému). Necht’ x0 je libovolný bod
z otevřené množiny G v Rn, f ∈ C1(G) a necht’ ϕ(·,x0) je řešeńım úlohy (2.1), (2.2)
na R. Předpokládejme, že ϕ je vektorová funkce n+1 proměnných t, x01, . . . , x

0
n zobrazuj́ıćı

R×G do G.
Potom ϕ je tok. Dále pro každé pevné t ∈ R je zobrazeńı ϕ(t, ·) : G → G dynamický

systém v Rn.

Nyńı uvedeme pojmy, které potřebujeme k zavedeńı definice fázového portrétu.

Definice 2.7. Graf řešeńı ϕ(·,x0) je množina bod̊u (t,ϕ(t,x0)), kde t ∈ Ix0 .

Definice 2.8. Orbita řešeńı ϕ(·,x0) je množina bod̊u ϕ(t,x0), kde t ∈ Ix0 .
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Definice 2.9. Kritickým bodem rovnice (2.1) nazveme bod x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) ∈ Rn, který
splňuje soustavu rovnic

f1(x1, . . . , xn) = 0,

...

fn(x1, . . . , xn) = 0.

Pokud x̄ neńı kritickým bodem, nazýváme ho regulárńım bodem rovnice (2.1).

Definice 2.10. Fázový portrét rovnice (2.1) je množina orbit všech řešeńı, s vyznačeným
směrem pohybu bodu ϕ(t,x0) po orbitě pro rostoućı t. Prostor Rn, který obsahuje fázový
portrét rovnice (2.1) se nazývá fázový prostor.

Kritické body se zkoumaj́ı z hlediska stability, kterou budeme definovat následovně.

Definice 2.11. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (2.1) nazýváme stabilńı, jestliže plat́ı:

Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x0 ∈ G
splňuj́ıćı ||x̄− x0|| < δ plat́ı ||ϕ(t,x0)− x̄|| < ε pro každé t ≥ 0,

kde || · || znač́ı eukleidovskou normu v Rn. V opačném př́ıpadě nazveme kritický bod
x̄ nestabilńı.

Definice 2.12. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (2.1) nazýváme asymptoticky stabilńı, jestliže
je stabilńı a nav́ıc plat́ı:

Existuje r > 0 takové, že pro každé x0 ∈ G plat́ı

||x̄− x0|| < r =⇒ lim
t→∞
||ϕ(t,x0)− x̄|| = 0.

2.1.2 Planárńı dynamický systém

Dynamický systém vytvořený dvěmi autonomńımi diferenciálńımi rovnicemi prvńıho řádu
se nazývá planárńı. Lze ho zapsat ve tvaru

x′1 = f1(x1, x2),

x′2 = f2(x1, x2).
(2.3)

O vektorové funkci f = (f1, f2) budeme předpokládat, že má spojité parciálńı derivace
prvńıho řádu na oblasti G ⊂ R2. Vektorově můžeme psát ve tvaru

x′ = f(x). (2.4)

Poznámka 2.13. V planárńıch dynamických systémech rozlǐsujeme několik typ̊u orbit:

• Periodická orbita odpov́ıdá uzavřené křivce a periodickému řešeńı systému (2.3).

• Homoklinická orbita odpov́ıdá řešeńım systému (2.3), které pro t → ∞ i t → −∞
konverguj́ı k témuž kritickému bodu.

• Heteroklinická orbita odpov́ıdá řešeńım systému (2.3), které pro t→∞ konverguj́ı
k jednomu kritickému bodu a pro t→ −∞ konverguj́ı k jinému.
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2.1.3 Planárńı Hamilton̊uv systém

Hamiltonovy dynamické systémy jsou speciálńım typem nelineárńıch systémů. Obecně
modely tohoto typu popisuj́ı r̊uzné fyzikálńı problémy. Jednou z jejich přednost́ı je možnost
nalezeńı globálńıho fázového portrétu pomoćı vyšetřováńı pr̊uběhu jisté funkce spjaté
s t́ımto systémem. Tato funkce se nazývá hamiltonián systému a jeho význam bude pa-
trný z daľśıho.

Definice 2.14 (Hamilton̊uv systém). Necht’ G ⊆ R2 je otevřená množina a H : G → R
je funkce spojitá spolu s parciálńımi derivacemi prvńıho a druhého řádu. Potom Hamil-
tonovým systémem nazveme soustavu diferenciálńıch rovnic tvaru

x′1 =
∂H

∂x2

(
x1, x2

)
,

x′2 = −∂H
∂x1

(
x1, x2

) (2.5)

a funkci H nazveme hamiltonián.

Soustava rovnic (2.5) je speciálńım př́ıpadem soustavy (2.3), kde

f1(x1, x2) :=
∂H

∂x2

(
x1, x2

)
,

f2(x1, x2) := −∂H
∂x1

(
x1, x2

)
.

Hamiltonián v modelech fyzikálńıho charakteru představuje totálńı energii.

Věta 2.15 ([5, Věta 8.2], Konzervace energie). Necht’ x0 ∈ G a ϕ(·,x0) je řešeńı
počátečńı úlohy (2.5), (2.2) na maximálńım intervalu Ix0 ⊆ R. Potom plat́ı

H(ϕ(t,x0)) = H(x0) pro t ∈ Ix0 .

Důsledek 2.16. Hladiny hamiltoniánu

Hc = {(x1, x2) ∈ R2 | H(x1, x2) = c} (2.6)

se skládaj́ı z orbit soustavy (2.5).

V kapitole 4.1 budeme pracovat s Hamiltonovým systémem a to speciálńıho typu.
Jedná se o tzv. konzervativńı systém. Ty vznikaj́ı z diferenciálńı rovnice druhého řádu,
která má tvar

x′′ + f(x) = 0,

kde f : R→ R je spojitá spolu s derivaćı prvńıho řádu. Konzervativńı systém dostaneme
tak, že tuto rovnici převedeme na soustavu diferenciálńıch rovnic pomoćı substituce x1 = x
a x2 = x′. Dostáváme

x′1 = x2,

x′2 = −f(x1).
(2.7)

Hamiltonián takového systému je potom

H(x1, x2) =
1

2
x22 +

∫ x1

0

f(u) du pro (x1, x2) ∈ R2. (2.8)

To plyne z definice hamiltoniánu, protože plat́ı

∂H

∂x2

(
x1, x2

)
= x2,

∂H

∂x1

(
x1, x2

)
= f(x1) pro (x1, x2) ∈ R2.
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Poznámka 2.17. V planárńıch dynamických systémech existuje rozsáhlá klasifikace kri-
tických bod̊u. My se v tomto textu omeźıme pouze na typy kritických bod̊u sedlo a střed,
které se vyskytuj́ı v námi zkoumaném systému.

Definice 2.18. Kritický bod x̄ rovnice (2.4) se nazývá sedlo, pokud existuj́ı body x0 6= x̄
a x1 6= x̄ takové, že

lim
t→∞

ϕ
(
t,x0

)
= x̄ a lim

t→−∞
ϕ
(
t,x1

)
= x̄.

Poznámka 2.19. Z definic 2.11 a 2.18 vyplývá, že každý kritický bod typu sedlo je nesta-
bilńı.

Definice 2.20. Kritický bod x̄ systému (2.5) nazveme střed, jestliže existuje okoĺı U bodu
x̄, které obsahuje pouze periodické orbity ob́ıhaj́ıćı tento kritický bod.

Poznámka 2.21. O stabilitě kritického bodu typu střed neumı́me rozhodnout př́ımo podle
definice. O jeho stabilitě v kapitole 3.1. rozhodneme na základě zkonstruovaného fázového
portrétu.

O typu kritického bodu x̄ nelineárńıho systému (2.3) lze obecně rozhodnout pomoci
kriteríı uváděných v klasifikaci a to pouze v př́ıpadě, že se jedná o kritický bod tzv.
hyperbolický. V př́ıpadě, že pracujeme s planárńım Hamiltonovým systémem, nemuśıme
vyšetřovat zda je kritický bod hyperbolický. Plat́ı totiž následuj́ıćı věta.

Věta 2.22 ([5, Věta 8.7]). Necht’ x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ G je kritický bod systému (2.5). Pak:

• je-li det (M (x̄1, x̄2)) < 0, je x̄ sedlem systému (2.5),
• je-li det (M (x̄1, x̄2)) > 0, je x̄ středem systému (2.5),

kde M (x̄1, x̄2) je Jacobiho matice systému (2.5), která je tvaru

M (x̄1, x̄2) =


∂2H

∂x2∂x1
(x1, x2)

∂2H

∂x22
(x1, x2)

−∂
2H

∂x21
(x1, x2) − ∂2H

∂x1∂x2
(x1, x2)

 .

Pro konzervativńı systémy je k dispozici následuj́ıćı věta, která je d̊usledkem věty 2.22.
Ta určeńı typu kritického bodu ještě v́ıce usnadńı. Všimněme si nejprve, že každý kritický
bod systému (2.7) je tvaru (x̄1, 0).

Věta 2.23 ([5, Věta 8.9]). Necht’ x̄ = (x̄1, 0) ∈ G je kritický bod systému (2.7). Pak:

• je-li f ′(x̄1) < 0, x̄ je sedlo systému (2.7).
• je-li f ′(x̄1) > 0, x̄ je střed systému (2.7).
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2.2 Metoda dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou úlohu

V této podkapitole nejprve definujeme některé základńı pojmy a stručně vysvětĺıme prin-
cip metody dolńıch a horńıch funkćı pro periodickou okrajovou úlohu.

Vágně řečeno dolńı a horńı funkce periodické úlohy vzniknou tak, že z diferenciálńı
rovnice této úlohy uděláme dvě nerovnice (symbol = nahrad́ıme ≥ a ≤). Stejně tak pro
periodické podmı́nky s derivaćı. Funkce vyhovuj́ıćı těmto nerovnićım nazveme (podle ne-
rovnosti) dolńı nebo horńı funkćı úlohy. V př́ıpadě, že jsme v hledáńı těchto funkćı byli
úspěšńı, můžeme použ́ıt věty zaručuj́ıćı existenci řešeńı p̊uvodńı periodické úlohy.

Uvažujme diferenciálńı rovnici druhého řádu a okrajové podmı́nky

u′′ = f(t, u),

u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω),
(2.9)

kde f : [0, ω]×R→ R je spojitá a ω > 0. Rovnici společně s podmı́nkami (2.9) nazýváme
periodickou (okrajovou) úlohou.

Definice 2.24. Řešeńım periodické úlohy (2.9) rozumı́me funkci u : [0, ω] → R, která je
spojitá včetně derivaćı do 2. řádu, splňuje

u′′(t) = f(t, u(t)) pro t ∈ [0, ω]

a vyhovuje periodickým podmı́nkám.

Definice 2.25. Funkci α : [0, ω]→ R nazveme dolńı funkćı úlohy (2.9), jestliže je spojitá
včetně derivaćı do druhého řádu a plat́ı

α′′(t) ≥ f(t, α(t)) pro t ∈ [0, ω],

α(0) = α(ω),

α′(0) ≥ α′(ω).

Funkci β : [0, ω] → R nazveme horńı funkćı úlohy (2.9), jestliže je spojitá včetně
derivaćı do druhého řádu a plat́ı

β′′(t) ≤ f(t, β(t)) pro t ∈ [0, ω],

β(0) = β(ω),

β′(0) ≤ β′(ω).

Věta 2.26 ([1, Theorem 1.1]). Necht’ α je dolńı funkćı úlohy (2.9), β je horńı funkćı
úlohy (2.9) a

α(t) ≤ β(t) pro t ∈ [0, ω]. (2.10)

Potom má úloha (2.9) alespoň jedno řešeńı u takové, že plat́ı

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t) pro t ∈ [0, ω]. (2.11)

Když existuj́ı dolńı funkce α a horńı funkce β úlohy (2.9) splňuj́ıćı (2.10), ř́ıkáme jim
dobře uspořádaný pár. Z věty 2.26 plyne, že v takovém př́ıpadě existuje řešeńı periodické
okrajové úlohy (2.9), které celé lež́ı v pásu ohraničené funkcemi α, β.

Jestliže však pro funkce α, β neplat́ı (2.10), otázka existence řešeńı úlohy (2.9) je mno-
hem složitěǰśı a bez dodatečných podmı́nek na f neńı existence řešeńı zaručena.

Jednu z takových dodatečných podmı́nek udává věta 2.30, před jej́ım uvedeńım je však
třeba zavést následuj́ıćı pojmy.
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Definice 2.27 ([4, Definition 0.1]). Necht’ ω > 0 a p : [0, ω] → R je lebesgueovsky
integrovatelná funkce. Řekneme, že funkce p nálež́ı do množiny V+(ω), jestliže pro každou
funkci v : [0, ω]→ R absolutně spojitou spolu se svou prvńı derivaćı a splňuj́ıćı

v′′(t) ≥ p(t)v(t) pro s.v. t ∈ [0, ω], v(0) = v(ω), v′(0) = v′(ω),

plat́ı
v(t) ≥ 0 pro t ∈ [0, ω].

Poznámka 2.28 ([4, Remark 9.2]). Uvažujme lineárńı periodickou úlohu

u′′ = p(t)u+ q(t); u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω), (2.12)

kde p, q : [0, ω]→ R jsou lebesgueovsky integrovatelné3. Jestliže p ∈ V+(ω), pak pro každé
q má úloha (2.12) jediné řešeńı u a je-li nav́ıc q(t) ≥ 0 pro s.v. t ∈ [0, ω], q(t) 6≡ 0, je řešeńı
u kladné.

Chápeme-li tř́ıdu funkćı V+(ω) jako podmnožinu Banachova prostoru L([0, ω]) (tj. fun-
kce lebesgueovsky integrovatelné na intervalu [0, ω]), můžeme zavést označeńı IntV+(ω)
jako vnitřek množiny V+(ω) vzhledem ke standardńı integrálńı normě v L([0, ω]).

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že množina V+(ω) je neprázdná; přesněji řečeno obsahuje
dostatečně širokou tř́ıdu funkćı.

Tvrzeńı 2.29 ([4, Theorem 12.2]). Necht’ p ∈ L([0, ω]), p(t) 6≡ 0 a plat́ı∫ ω

0

p(t) d t ≤ 0,

∫ ω

0

[p(t)]− d t ≤ 4

ω
,

kde [p(t)]− = |p(t)|−p(t)
2

pro t ∈ [0, ω]. Potom je p prvkem množiny IntV+(ω).

Nyńı již můžeme uvést existenčńı větu, kterou použijeme v kapitole 3.2 k d̊ukazu
existence řešeńı nelineárńı neautonomńı rovnice.

Věta 2.30 ([3, Theorem 1.1]). Necht’ p ∈ IntV+(ω) a existuje spojitá funkce
q : [0, ω]× [0,∞)→ [0,∞) taková, že f splňuje

f(t, z) sgn z ≥ p(t)|z| − q(t, |z|) pro t ∈ [0, ω], z ∈ R, (2.13)

kde
q(t, ·) : [0,∞)→ [0,∞) je neklesaj́ıćı pro všechna t ∈ [0, ω] (2.14)

a q je tzv. sublineárńı, tj.

lim
r→∞

1

r

∫ ω

0

q(s, r) d s = 0. (2.15)

Necht’ dále α a β jsou dolńı a horńı funkce periodické úlohy (2.9).
Pak existuje alespoň jedno řešeńı u úlohy (2.9) splňuj́ıćı

min{α(t0), β(t0)} ≤ u(t0) ≤ max{α(t0), β(t0)} (2.16)

pro nějaké t0 ∈ [0, ω].

3Řešeńım periodické úlohy (2.12) rozumı́me funkci u : [0, ω] → R, která je absolutně spojitá spolu se
svou prvńı derivaćı, splňuje rovnici skoro všude v [0, ω] a vyhovuje periodickým podmı́nkám.
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Poznámka 2.31 (O lokalizaci). Všimněme si, že ve větě 2.30 nepožadujeme podmı́nku
dobrého uspořádáńı (2.10). Na druhé straně však věta zaruč́ı existenci řešeńı (2.9) splňuj́ıćı
podmı́nku (2.16). To znamená, že na rozd́ıl od (2.11) dostáváme lokalizaci řešeńı pouze
v jednom bodě.

V kapitole 3.2 budeme použ́ıvat větu 2.30 s konstantńı funkćı p, pro kterou jsou
předpoklady tvrzeńı 2.29 zaručuj́ıćı inkluzi p ∈ IntV+(ω) př́ılǐs omezuj́ıćı. Pro kon-
stantńı funkci p lze totiž naj́ıt podmı́nky, které jsou nejen postačuj́ıćı, ale i nutné k tomu,
aby p ∈ V+(ω), resp. p ∈ IntV+(ω) (viz větu 2.36). K jejich d̊ukazu budeme potřebovat
následuj́ıćı pojmy.

Uvažujme soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = A(t)x + b(t), (2.17)

kde A : R → Rn×n je lokálně integrovatelná maticová funkce4 a b : R → Rn je lokálně
integrovatelná vektorová funkce. Řešeńım soustavy (2.17) na intervalu I ⊆ R rozumı́me
vektorovou funkci x : I → Rn, která je absolutně spojitá na I a splňuje

x′(t) = A(t)x(t) + b(t) pro s.v. t ∈ I. (2.18)

Předpokládejme, že

A(t+ ω) = A(t), b(t+ ω) = b(t) pro s.v. t ∈ R (2.19)

a spolu se soustavou (2.18) uvažujeme podmı́nku

x(t+ ω) = x(t) pro t ∈ R. (2.20)

Úloha (2.17), (2.20) je zřejmě úlohou o periodickém řešeńı soustavy (2.17) s danou peri-
odou ω > 0. Následuj́ıćı věty pracuj́ı s pojmem homogenńı periodické úlohy odpov́ıdaj́ıćı
soustavě (2.18), tj. homogenńı soustavou

x′ = A(t)x (2.21)

a periodickou podmı́nkou
x(0) = x(ω). (2.22)

Uved’me nejprve existenčńı větu.

Věta 2.32 ([2, Věta 6.1]). Jestlǐze je splněna podmı́nka (2.19), pak nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nkou pro jednoznačnou řešitelnost úlohy (2.17), (2.20) je existence pouze triviálńıho
řešeńı úlohy (2.21), (2.22), tj.

det (Y (ω)− Y (0)) 6= 0,

kde Y je fundamentálńı matićı systému (2.21).

Nyńı ukážeme, že má-li homogenńı úloha (2.21), (2.22) pouze triviálńı řešeńı, pak
lze psát řešeńı x úlohy (2.17), (2.20) v integrálńım tvaru, kde jádrem je tzv. Greenova
maticová funkce úlohy (2.21), (2.20).

4Lokálně integrovatelná znamená integrovatelná na každém kompaktńım intervalu I ⊆ R.

23



Definice 2.33 ([2, Definice 6.1]). Maticovou funkci Gω : R× R→ Rn×n nazveme Gree-
novou matićı úlohy (2.21), (2.20), jestliže

Gω(t+ ω, τ + ω) = Gω(t, τ),

Gω(t, t+ ω)−Gω(t, t) = I pro t, τ ∈ R

a pro libovolné τ ∈ R je maticová funkce Gω (·, τ) : R → Rn×n fundamentálńı matićı
diferenciálńıho systému (2.21).

Věta 2.34 ([2, Věta 6.4]). Necht’ je splněna podmı́nka (2.19) a úloha (2.21), (2.22) má
pouze triviálńı řešeńı. Potom má úloha (2.17), (2.20) právě jedno řešeńı a toto řešeńı lze
vyjádřit ve tvaru

x(t) =

∫ t+ω

t

Gω(t, τ)b(τ) d τ pro t ∈ R,

kde Gω je Greenova matice úlohy (2.21), (2.20).

Tvrzeńı 2.35 ([2, Lemma 6.3]). Jestlǐze A(t+ω) = A(t) pro skoro všechna t ∈ R a úloha
(2.21), (2.22) má pouze triviálńı řešeńı, pak existuje jediná Greenova matice úlohy (2.21),
(2.20) a lze ji vyjádřit ve tvaru

Gω(t, τ) = Y (t)
(
Y −1 (ω)Y (0)− I

)−1
Y −1(τ) pro t, τ ∈ R,

kde Y je fundamentálńı matićı systému (2.21).

Nyńı již můžeme formulovat a dokázat nutné a postačuj́ıćı podmı́nky k tomu, aby
konstantńı funkce p patřila do množiny V+(ω), resp. IntV+(ω).

Věta 2.36. Necht’ ω > 0 a p(t) := p0 pro t ∈ [0, ω]. Pak

(i) p ∈ V+(ω) právě tehdy, když p0 ∈
[
−π

2

ω2
, 0

)
,

(ii) p ∈ IntV+(ω) právě tehdy, když p0 ∈
(
− π2

ω2
, 0

)
.

D̊ukaz. Nejprve uvažujme (i), směr ” =⇒ ”. Předpokládejme, že p ∈ V+(ω). Využijeme
tvrzeńı z publikace [4]:

Tvrzeńı ([4, Proposition 10.8]). Jestlǐze p ∈ V+(ω), potom plat́ı
∫ ω
0
p(s) d s ≥ −π2

ω
.

V našem př́ıpadě je p(t) = p0 pro t ∈ [0, ω], proto máme∫ ω

0

p(s) d s ≥ −π
2

ω
=⇒ p0ω ≥ −

π2

ω
=⇒ p0 ≥ −

π2

ω2
. (2.23)

Z poznámky 2.28 v́ıme, že periodická úloha

u′′ = p0u+ 1, u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω)

má jediné řešeńı u a plat́ı u(t) > 0 pro t ∈ [0, ω]. Integrujeme obě strany této rovnice
na intervalu [0, ω]
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∫ ω

0

u′′(t) d t = p0

∫ ω

0

u(t) d t+

∫ ω

0

1 d t.

Dostáváme

u′(ω)− u′(0) = p0

∫ ω

0

u(t) d t+ ω.

Z periodických podmı́nek plyne, že levá strana je rovna 0. Dále vyjádř́ıme p0,

p0 = − ω∫ ω
0
u(t) d t

. (2.24)

Jelikož je u(t) je na celém intervalu kladné a ω je kladné reálné č́ıslo, ze vztahu (2.24)
vid́ıme, že p0 < 0. Tud́ıž (2.23) a (2.24) dohromady dávaj́ı

p0 ∈
[
−π

2

ω2
, 0

)
.

Směr ” ⇐= ”. Předpokládáme p0 ∈
[
−π2

ω2 , 0
)

.

Z definice množiny V+(ω) v́ıme, že p je prvkem množiny V+(ω), jestliže pro každou
funkci v : [0, ω]→ R absolutně spojitou spolu se svou prvńı derivaćı a splňuj́ıćı

v′′(t) ≥ p0v(t) pro s.v. t ∈ [0, ω], v(0) = v(ω), v′(0) = v′(ω), (2.25)

plat́ı
v(t) ≥ 0 pro t ∈ [0, ω]. (2.26)

Necht’ tedy v : [0, ω] → R je funkce absolutně spojitá spolu se svou prvńı derivaćı
a spňuj́ıćı (2.25). Ukážeme, že plat́ı (2.26). Funkce v je zřejmě řešeńım periodické úlohy

v′′ = −k2v + q(t); v(0) = v(ω), v′(0) = v′(ω), (2.27)

kde
k :=

√
−p0, q(t) := v′′(t)− p0v(t) pro s.v. t ∈ [0, ω] .

Z předpokladu p0 ∈
[
−π2

ω2 , 0
)

a (2.25) okamžitě plyne

0 < k ≤ π

ω
, q(t) ≥ 0 pro s.v. t ∈ [0, ω] . (2.28)

Úlohu (2.27) převedeme na periodickou úlohu pro soustavu diferenciálńıch rovnic. Položme

x1(t) := v(t), x2(t) := v′(t).

Tyto vztahy zderivujeme a zjist́ıme, že x = (x1, x2) je řešeńım soustavy diferenciálńıch
rovnic s konstantńı matićı

x′(t) = Ax(t) + g(t), (2.29)

kde

A =

(
0 1
−k2 0

)
, g(t) :=

(
0
q(t)

)
.

25



Vektorové funkce x a g periodicky prodlouž́ıme na celé R. Pak plat́ı

x(t) = x(t+ ω),

g(t) = g(t+ ω) pro každé t ∈ R.

Jako prvńı budeme potřebovat fundamentálńı matici Y systému

x′ = Ax. (2.30)

Z klasické teorie soustav LODR1 s konstantńımi koeficienty je známo, že hledáme řešeńı
ve tvaru x(t) = eλth, kde λ je vlastńı č́ıslo matice soustavy a h př́ıslušný vlastńı vektor.
Vlastńı č́ısla matice A jsou kořeny charakteristického polynomu, který je dán

det (A− λI) = 0.

V našem př́ıpadě ∣∣∣∣−λ +1
−k2 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + k2.

Kořeny jsou tedy komplexně sdružená dvojice

λ1,2 = ±ik.

Vypoč́ıtáme vlastńı vektor h př́ıslušný λ1 = ik, daný rovnićı

(A− λ1I)h = 0.

V tomto př́ıpadě rovnice nabývá tvaru(
−ik 1
−k2 −ik

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
=⇒

(
−ikh1 + h2
−k2h1 − ikh2

)
=

(
0
0

)
.

Jestliže vynásob́ıme prvńı rovnici −ik, dostaneme druhou rovnici. Jsou tedy závislé, proto
máme k dispozici jen jednu rovnici. Položme h1 = 1. T́ım z prvńı rovnice dostaneme
h2 = ik. Komplexńı řešeńı homogenńı soustavy je dáno

x(t) = eλ1th = eikt
(

1
ik

)
.

V této teorii také plat́ı následuj́ıćı poznatek: Je-li x = v + iw komplexńım řešeńım
homogenńı soustavy, potom má také komplexně sdružené řešeńı x̄ = v − iw a nav́ıc
lineárně nezávislá reálná řešeńı v,w. Pomoćı Eulerovy identity rozděĺıme komplexńı řešeńı
na reálnou a imaginárńı část,

x(t) = eikth =

 cos(kt) + i sin(kt)

ik cos(kt)− k sin(kt)

 =

 cos(kt)

−k sin(kt)

+ i

 sin(kt)

k cos(kt)

 .

Fundamentálńı matice Y (t) má jako sloupce lineárně nezávislá řešeńı, v tomto př́ıpadě
zvoĺıme

Y (t) =

 cos(kt) sin(kt)

−k sin(kt) k cos(kt)

 .
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Všimněme si, že

det (Y (ω)− Y (0)) = k
[
(cos(kω)− 1)2 + sin2(kω)

]
> 0,

a proto má úloha (2.30), (2.22) pouze triviálńı řešeńı (viz např větu 2.32).
Splnili jsme předpoklady věty 2.34, řešeńı úlohy (2.29), (2.20) má tedy integrálńı

reprezentaci

x(t) =

∫ t+ω

t

Gω(t, τ)g(τ) d τ pro t ∈ R.

Přistupmě nyńı k výpočtu Greenovi matice Gω(t, τ) úlohy (2.30), (2.22). Tvrzeńı 2.35
dává vzorec pro výpočet

Gω(t, τ) = Y (t)
(
Y −1 (ω)Y (0)− I

)−1
Y −1(τ) pro t, τ ∈ R. (2.31)

Ve vzorci pro výpočet Greenovy matice se vyskytuje Y −1. Tuto inverzi vypočteme pomoćı
vzorce

y−1ij =
(−1)(i+j) detYj,i

detY
,

kde Yj,i znač́ı matici vytvořenou odebráńım j-tého řádku a i−tého sloupce. Dostáváme
tedy

detY =

∣∣∣∣∣∣
cos(kt) sin(kt)

−k sin(kt) k cos(kt)

∣∣∣∣∣∣ = k cos2(kt) + k sin2(kt) = k,

y−111 =
(−1)(1+1) detY1,1

detY
=
k cos(kt)

k
= cos(kt),

y−112 =
(−1)(1+2) detY2,1

detY
=
− sin(kt)

k
,

y−121 =
(−1)(2+1) detY1,2

detY
=
k sin(kt)

k
= sin(kt),

y−122 =
(−1)(2+2) detY2,2

detY
=

cos(kt)

k
,

a proto

Y −1(t) =

cos(kt)
− sin(kt)

k

sin(kt)
cos(kt)

k

 .

Dále budeme pokračovat výpočtem členu Y −1(ω)Y (0), plat́ı

Y −1(ω)Y (0) =

cos(kω)
− sin(kω)

k

sin(kω)
cos(kω)

k


1 0

0 k

 =

cos(kω) − sin(kω)

sin(kω) cos(kω)

 .
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Daľśı člen, který budeme poč́ıtat je [Y −1(ω)Y (0)− I]
−1

. Pro přehlednost si označńıme
Z = Y −1(ω)Y (0)− I, to je rovno

Z =

cos(kω)− 1 − sin(kω)

sin(kω) cos(kω)− 1

 .

Přejdeme k výpočtu inverzńı matice Z−1,

detZ =

∣∣∣∣∣∣
cos(kω)− 1 − sin(kω)

sin(kω) cos(kω)− 1

∣∣∣∣∣∣ =(cos(kω)− 1)2 + sin2(kω) =

= cos2(kω)− 2 cos(kω) + 1 + sin2(kω) =

=− 2 cos(kω) + 2 = 2 (1− cos(kω)) ,

z−111 =
(−1)(1+1) detZ1,1

detZ
=

cos(kω)− 1

2 (1− cos(kω))
= −1

2
,

z−112 =
(−1)(1+2) detZ2,1

detZ
=

sin(kω)

2 (1− cos(kω))
,

z−121 =
(−1)(2+1) detZ1,2

detZ
=

− sin(kω)

2 (1− cos(kω))
,

z−122 =
(−1)(2+2) detZ2,2

detZ
=

cos(kω)− 1

2 (1− cos(kω))
= −1

2
.

Všimněme si, že z předpokladu k ∈
(
0, π

ω

]
plyne 1 − cos(kω) > 0. Matice Z−1 je tedy

tvaru

Z−1 =

 −1

2

sin(kω)

2 (1− cos(kω))

− sin(kω)

2 (1− cos(kω))
−1

2

 .

Nyńı vypočteme matici, kterou označ́ıme jako C = Y (t) [Y −1(ω)Y (0)− I]
−1

= Y (t)Z−1.
Dostáváme

C = Y (t)Z−1 =

 cos(kt) sin(kt)

−k sin(kt) k cos(kt)




−1

2

sin(kω)

2 (1− cos(kω))

− sin(kω)

2 (1− cos(kω))
−1

2

 =

=


−1

2
cos(kt)− k sin(kt) sin(kω)

2 (1− cos(kω))

cos(kt) sin(kω)

2 (1− cos(kω))
− 1

2
sin(kt)

k

2
sin(kt)− k cos(kt) sin(kω)

2 (1− cos(kω))
−k sin(kt) sin(kω)

2 (1− cos(kω))
− 1

2
cos(kt)

 .
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Jednotlivé prvky matice C uprav́ıme s využit́ım součtových vzorc̊u

sin(α± β) = sin(α) cos(β)± cos(α) sin(β),

cos(α± β) = cos(α) cos(β)∓ sin(α) sin(β).

Dále pro přehlednost označ́ıme b := 2 (1− cos(kω)) a provedeme úpravy prvk̊u cij matice
C,

c11 =
− cos(kt)(1− cos(kω)− sin(kt) sin(kω))

b
=

=
cos(kt) cos(kω)− sin(kt) sin(kω)− cos(kt)

b
=

cos(k(t+ ω))− cos(kt)

b
,

c12 =
cos(kt) sin(kω)− sin(kt)(1− cos(kω))

b
=

=
cos(kt) sin(kω) + sin(kt) cos(kω)− cos(kt)

b
=

sin(k(t+ ω))− sin(kt)

b
,

c21 =
k sin(kt)(1− cos(kω))− k cos(kt) sin(kω)

b
=

=
k sin(kt)− k sin(kt) cos(kω)− k cos(kt) sin(kω)

b
= −k sin(k(t+ ω))− sin(kt)

b
,

c22 =
−k sin(kt) sin(kω)− cos(kt)(1− cos(kω))

b
=

=
−k sin(kt) sin(kω) + k cos(kt) cos(kω)− k cos(kt)

b
=
k(cos(k(t+ ω))− cos(kt))

b
.

Matice C je tedy tvaru

C =
1

b

 cos(k(t+ ω))− cos(kt) sin(k(t+ ω))− sin(kt)

k sin(k(t+ ω))− sin(kt) k(cos(k(t+ ω))− cos(kt))

 .

K dopočteńı Greenovi matice podle vztahu (2.31) zbývá již jen provést součin CY −1(τ),
tj.

CY −1(τ) =

=
1

b

 cos(k(t+ ω))− cos(kt) sin(k(t+ ω))− sin(kt)

k sin(k(t+ ω))− sin(kt) k(cos(k(t+ ω))− cos(kt))


cos(kτ)

− sin(kτ)

k

sin(kτ)
cos(kτ)

k

 .

Výpočet provedeme po prvćıch matice Gω(t, τ) a uprav́ıme opět pomoćı goniometrických
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součtových vzorc̊u. Dostaneme

g11 = cos(k(t+ ω)) cos(kτ)− cos(kt) cos(kτ) + sin(k(t+ ω)) sin(kτ)

− sin(kt) sin(kτ) = cos(k(t+ ω − τ))− cos(k(t− τ)),

g12 = −cos(k(t+ ω)) sin(kτ)

k
+

cos(kt) sin(kτ)

k
+

sin(k(t+ ω)) cos(kτ)

k

− sin(kt) cos(kτ)

k
=

sin(k(t+ ω − τ))

k
+

sin(k(τ − t))
k

,

g21 = −k sin(k(t+ ω)) cos(kτ) + k sin(kt) cos(kτ) + k cos(k(t+ ω)) sin(kτ)

− k cos(kt) sin(kτ) = k sin(k(τ − t− ω))− k sin(k(t− τ)),

g22 = sin(k(t+ ω)) sin(kτ)− sin(kt) sin(kτ) + cos(k(t+ ω)) cos(kτ)

− cos(kt) cos(kτ) = cos(k(t+ ω − τ))− cos(k(t− τ)).

T́ım je výpočet Greenovy matice úlohy (2.30), (2.22) hotov, nabývá tvaru

Gω(t, τ) =
1

b

 cos(k(t+ ω − τ))− cos(k(t− τ))
sin(k(t+ ω − τ))

k
+

sin(k(τ − t))
k

k sin(k(τ − t− ω))− k sin(k(t− τ)) cos(k(t+ ω − τ))− cos(k(t− τ))

 ,

kde b = 2 (1− cos(kω)) .
Funkce x, která je řešeńım soustavy (2.29) a splňuje (2.20) je tedy podle věty 2.34

tvaru x1(t)
x2(t)

 =
1

b

∫ t+ω

t

Gω(t, τ)

 0

q(τ)

 d τ,

tj. x1(t)
x2(t)

 =
1

b

∫ t+ω

t

sin(k(t+ ω − τ))

k
+

sin(k(τ − t))
k

cos(k(τ + t− ω))− cos(k(t− τ))

 q(τ) d τ.

Nyńı podle výše zavedené substituce x1(t) = v(t) k ověřeńı podmı́nky (2.26) zbývá ukázat
že

x1(t) =
1

bk

∫ t+ω

t

[sin(k(t+ ω − τ)) + sin(k(τ − t))] q(τ) d τ ≥ 0 pro t ∈ [0, ω] . (2.32)

Ve složce řešeńı x1(t) v integrandu vystupuje sin(k(t+ω− τ)) a sin(k(τ − t)). Všimněme
si, že pro každé t ≤ τ ≤ t+ ω plat́ı

0 ≤ τ − t ≤ ω

a
0 ≤ t+ ω − τ ≤ ω.
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Vzhledem k (2.28) proto dostáváme

sin(k(τ − t)) ≥ 0, sin(k(t+ ω − τ)) ≥ 0 pro t ≤ τ ≤ t+ ω

a vztah (2.32) tedy plat́ı. Odtud v(t) ≥ 0 pro t ∈ [0, ω], a proto p ∈ V+(ω).
(ii) směr ” =⇒ ”. Předpokládejme, že p ∈ IntV+(ω). Odtud zřejmě plyne p ∈ V+(ω).

Vzledem k výše dokázané části (i) tedy bude p0 prvkem z intervalu

[
−π

2

ω2
, 0

)
. Avšak pro

všechna ε > 0 plat́ı

−π
2

ω2
− ε < −π

2

ω2
.

To však podle výše dokázané části (i) znamená, že −π
2

ω2
− ε 6∈ V+(ω) pro každé ε > 0.

Z toho dále plyne, že neexistuje epsilonové okoĺı Bε

(
−π

2

ω2

)
konstantńı funkce −π

2

ω2
takové

aby platilo

Bε

(
−π

2

ω2

)
⊆ V+(ω).

Proto −π
2

ω2
6∈ IntV+(ω). T́ım dostáváme p0 ∈

(
−π

2

ω2
, 0

)
.

Směr ”⇐= ”. Tuto část dokážeme pomoćı několika výsledk̊u z [4]:

Definice. Řekneme, že funkce p ∈ L(ω)5 nálež́ı množině D(ω), jestliže úloha

u′′ = p(t)u, u(α) = 0, u(β) = 0

nemá netriviálńı řešeńı pro libovolné α < β splňuj́ıćı β − α < ω.

Tvrzeńı A ([4, Proposition 2.6]). Necht’ p ∈ L(ω). Potom inkluze p ∈ IntD(ω) plat́ı právě
tehdy, když pro libovolné α ∈ [0, ω) existuje funkce γα absolutně spojitá spolu se svou prvńı
derivaćı na intervalu [α, α + ω] a splňuj́ıćı

γ′′α(t) ≤ p(t)γα(t) pro s.v. t ∈ [α, α + ω] , (2.33)

γα(t) > 0 pro t ∈ (α, α + ω) , (2.34)

a
γα(α) + γα(α + ω) + meas{t ∈ [α, α + ω] | γ′′α(t) < p(t)γα(t)} > 0. (2.35)

Věta B ([4, Theorem 9.3]). Necht’ p ∈ L(ω) je funkce splňuj́ıćı

p(t) 6≡ 0,

∫ ω

0

p(s) d s ≤ 0. (2.36)

Potom p ∈ IntV+(ω) právě tehdy, když p ∈ IntD(ω).

Předpokládejme, že p0 ∈
(
−π

2

ω2
, 0

)
. Necht’ α ∈ R je libovolné. Položme

γα(t) = sin

(
π(t− α)

ω

)
pro t ∈ [α, α + ω] .

5Symbolem L(ω) rozumı́me množinu funkćı p : R → R, které jsou ω-periodické a lebesgueovsky
integrovatelné na [0, ω] .
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Zřejmě γα(α) = 0, γα(α + ω) = 0 a

γα(t) = sin

(
π(t− α)

ω

)
> 0 pro t ∈ (α, α + ω) .

Druhá derivace funkce γα je

γ′′α(t) = −π
2

ω2
sin

(
π(t− α)

ω

)
pro t ∈ [α, α + ω] .

Dostáváme tedy

γ′′α(t) = −π
2

ω2
sin

(
π(t− α)

ω

)
< p0 sin

(
π(t− α)

ω

)
= p(t)γα(t) pro t ∈ (α, α + ω)

a plat́ı tedy podmı́nky (2.33)-(2.35). Je splněna i podmı́nka (2.36), nebot’ předpokládáme
p0 < 0 a integrál ze záporné konstanty je záporný. Pomoćı tvrzeńı A a věty B dostáváme
p ∈ IntV+(ω).
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3 Kvalitativńı analýza pohybové rovnice vybraného

oscilátoru

V této části budeme studovat otázku existence ω-periodických řešeńı pohybové rovnice
odvozené v kapitole 1, tj. diferenciálńı rovnice

u′′ =
2k

m
u

(
l0√

d2(t) + u2
− 1

)
, (3.1)

kde k,m, l0 > 0 a d : R → (0, l0) je spojitá ω-periodická funkce. Řešeńım diferenciálńı
rovnice (3.1) na intervalu I ⊆ R rozumı́me funkci u : I → R, která je spojitá spolu
se svými derivacemi prvńıho a druhého řádu a splňuje

u′′(t) =
2k

m
u(t)

(
l0√

d2(t) + u2(t)
− 1

)
pro t ∈ I.

Řešeńı rovnice (3.1), které je definováno a ω-periodické na R, nazýváme ω-periodickým
řešeńım rovnice (3.1).

3.1 Autonomńı př́ıpad

Uvažujeme nejprve rovnici (3.1), ve které je funkce d konstantńı. Jinými slovy, uvažujme
autonomńı diferenciálńı rovnici (1.7) odvozenou v kapitole 1. V části 2.1.3 jsme ukázali,
že tuto rovnici lze převést na Hamilton̊uv systém

x′1 = x2,

x′2 =
2k

m
x1

(
l0√

d2 + x21
− 1

)
.

(3.2)

3.1.1 Vyšetřeńı kritických bod̊u

Nejprve hledáme kritické body soustavy (3.2). Podle definice 2.9 k jejich nalezeńı řeš́ıme
soustavu algebraických rovnic

x2 = 0,

2k

m
x1

(
l0√

d2 + x21
− 1

)
= 0.

V soustavě (3.2) se tedy vyskytuj́ı tři kritické body

K1 = (0, 0), K2 =

(√
l20 − d2, 0

)
, K3 =

(
−
√
l20 − d2, 0

)
.

Nyńı přistouṕıme k určeńı typu těchto bod̊u. Podle věty 2.23 nám stač́ı určit funkčńı
hodnotu derivace f v kritických bodech, která je vzhledem k (3.2) tvaru

f(x1) :=
2k

m
x1 −

2kl0
m

x1√
d2 + x21

pro x1 ∈ R.
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Jej́ı derivace potom je

f ′(x1) =
2k

m
− 2kl0

m

d2

(d2 + x21)
3
2

pro x1 ∈ R.

Pro kritický bod K1 je

f ′(0) =
2k

m

(
1− l0

d2

(d2)3/2

)
=

2k

m

(
1− l0

d

)
.

Protože předpokládáme, že k,m, l0 a d jsou kladné konstanty a plat́ı l0 > d dostáváme

f ′(0) < 0,

tedy podle věty 2.23 je kritický bod K1 typu sedlo. Z poznámky 2.19 plyne, že kritický bod
K1 je nestabilńı. Dále vypočteme funkčńı hodnotu f ′ v hodnotě odpov́ıdaj́ıćı kritickému
bodu K2, tj.

f ′
(√

l20 − d2
)

=
2k

m

(
1− l0d

2

(l20)
3
2

)
=

2k

m

(
1− d2

l20

)
.

Kv̊uli výše uvedeným předpoklad̊um o konstantách dostáváme

f ′
(√

l20 − d2
)
> 0.

Nyńı podle věty 2.23 v́ıme, že K2 je kritický bod typu střed. Kritický bod K3 bude také
střed, protože souřadnice K2 a K3 se lǐśı pouze znaménkem v prvńı složce a dosazujeme ji
do výrazu kde je umocněna na druhou. Z fázového portrétu sestrojeného v kapitole 3.1.3
a analytického popisu orbit (viz kapitolu 3.1.2) vyplývá, že kritické body K1, K2 jsou
stabilńı, ale ne asymptoticky stabilńı.

3.1.2 Rozbor hladin hamiltoniánu soustavy

Již jsme zmı́nili, že soustava (3.2) je speciálńım př́ıpadem Hamiltonova systému (2.7), kde

f(x1) =
2kx1
m

(
1− l0√

d2 + x21

)
pro x1 ∈ R.

Můžeme tedy přistoupit k výpočtu hamiltoniánu tohoto systému. Podle vztahu (2.8)
dostáváme

H(x1, x2) =
1

2
x22 +

∫ x1

0

2ku

m

(
1− l0√

d2 + u2

)
du.

Vypočteme integrál na pravé straně, tj.

2k

m

∫ x1

0

(
u− ul0√

d2 + u2

)
du =

2k

m

[
u2

2

]x1
0

− 2kl0
m

[√
d2 + u2

]x1
0

=

=
k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
.
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T́ım dostáváme tvar hamiltoniánu systému (3.2) ve tvaru

H(x1, x2) =
1

2
x22 +

k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
pro (x1, x2) ∈ R2. (3.3)

Nejprve budeme vyšetřovat hladiny hamiltoniánu obsahuj́ıćı kritické body, poté
se zaměř́ıme na obecnou hladinu Hc, c ∈ R, danou vztahem (2.6).

(i) Hladina funkce H obsahuj́ıćı kritický bod K1 je dána hodnotou

H(K1) = H(0, 0) = 0.

To znamená, že se jedná o hladinu H0, která je, vzhledem k (2.6) a (3.3), určena rovnićı

1

2
x22 +

k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
= 0.

Odtud źıskáme předpis pro x2 v explicitńım tvaru

x2 = ±

√
2

(
− k

m
x21 +

2kl0
m

√
d2 + x21 −

2kl0d

m

)
. (3.4)

Nyńı vyšetřme, pro které x1 má výraz v reálném oboru smysl. Vyjdeme z toho, že výraz
pod odmocninou muśı být nezáporný, tedy

2

(
− k

m
x21 +

2kl0
m

√
d2 + x21 −

2kl0d

m

)
≥ 0.

Nerovnici můžeme zjednodušit děleńım výrazem 2k/m. Dostaneme

2l0

√
d2 + x21 − x21 − 2l0d ≥ 0.

Abychom se zbavili členu kde je x1 pod odmocninou převedeme ostatńı členy na druhou
stranu nerovnice. Obě strany pak umocńıme, to je ekvivalentńı úprava, protože výrazy
na obou stranách jsou nezáporné. Źıskáme tak(

2l0

√
d2 + x21

)2

≥ (x21 + 2l0d)2.

Po daľśıch úpravách dostaneme výraz

x21(4l
2
0 − x21 − 4l0d) ≥ 0,

který bude nezáporný právě tehdy, když

x1 = 0 nebo 4l20 − x21 − 4l0d ≥ 0.

Je-li x1 = 0, pak z (3.4) plyne x2 = 0, tj. hladina H0 vskutku obsahuje kritický bod K1.
V druhém př́ıpadě dostáváme po úpravě omezeńı pro x1

|x1| ≤
√

4l0(l0 − d). (3.5)

Pro hladinu H0 jsme tedy źıskali explicitńı vyjádřeńı (3.4), kde x1 splňuje nerovnost (3.5).
Graf této hladiny je znázorněn na obrázku 3.1.
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Obrázek 3.1: Hladina H0

(ii) Dále budeme zkoumat hladinu odpov́ıdaj́ıćı kritickým bod̊um K2, K3. Po dosazeńı
souřadnic bodu K2 do (3.3) dostáváme

H(K2) = H

(√
l20 − d2, 0

)
=

k

m
(l20 − d2)−

2kl0
m

√
d2 + (l20 − d2) +

2kl0d

m
,

což lze upravit na

H(K2) = − k
m

(l0 − d)2.

To stejné provedeme pro bodK3 a zjist́ıme, že dává stejnou funkčńı hodnotu, tud́ıž kritické
body K2, K3 lež́ı v hladině H− k

m
(l0−d)2 , která, vzhledem k (2.6) a (3.3), je dána rovnićı

1

2
x22 +

k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
= − k

m
(l0 − d)2. (3.6)

Celou rovnici vyděĺıme výrazem k/m a vztah na pravé straně roznásob́ıme

m

2k
x22 + x21 − 2l0

√
d2 + x21 + 2l0d = −l20 + 2l0d− d2.

Některé členy se odečtou a zbytek převedeme na druhou stranu

m

2k
x22 + l20 − 2l0

√
d2 + x21 + (d2 + x21) = 0.

Všimněme si, že v rovnici vyskytl rozklad mnohočlenu, ten převedeme na čtverec a do-
staneme

m

2k
x22 +

(
l0 −

√
d2 + x21

)2

= 0.
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Tato rovnost plat́ı právě tehdy, když je x2 = 0 a zároveň l0 −
√
d2 + x21 = 0. Podmı́nka

na x2 je tedy splněna pouze v bodě 0 a podmı́nka pro x1 se snadno vypočte

l0 −
√
d2 + x21 = 0 =⇒ x1 = ±

√
l20 − d2.

Požadavky na x1 a x2 jsou splněny pouze pro hodnoty, které přesně odpov́ıdáj́ı souřadńıćım
bod̊u K2 a K3. Z toho plyne, že v hladině H− k

m
(l0−d)2 se nacháźı pouze kritické body

K2 a K3, viz obrázek 3.2.

Obrázek 3.2: Hladina H− k
m
(l0−d)2

(iii) Zbývá provést rozbor hladiny Hc obecně, tj. pro c ∈ R. Ta je vzhledem k
(2.6) a (3.3) dána rovnićı

1

2
x22 +

k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
= c. (3.7)

Rovnici převedeme na podobný tvar jako má rovnice (3.6). K pravé straně rovnice (3.7)
přičteme a odečteme pravou stranu rovnice (3.6) a dostaneme

1

2
x22 +

k

m
x21 −

2kl0
m

√
d2 + x21 +

2kl0d

m
= − k

m
(l0 − d)2 +

k

m
(l0 − d)2 + c.

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě můžeme tuto rovnost přepsat do tvaru

1

2
x22 +

k

m

(
l0 −

√
d2 + x21

)2

=
k

m
(l0 − d)2 + c. (3.8)

K tomu, aby hladina Hc byla neprázdná je nutné, aby pravá strana rovnosti (3.8) byla
nezáporná. To nám dá omezeńı pro konstantu c, zřejmě muśı platit
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c ≥ − k
m

(l0 − d)2.

Hladiny H0 a H− k
m
(l0−d)2 jsme již rozebrali a nyńı také v́ıme, že pro c < − k

m
(l0 − d)2

budou hladiny Hc prázdné množiny. Proto budeme dále diskutovat př́ıpady

− k
m

(l0 − d)2 < c < 0, (3.9)

a
c > 0. (3.10)

Pokračujeme s vyjádřeńım x2 ze vztahu (3.8). Zřejmě

x2 = ±

√
2c+

2k

m
(l0 − d)2 − 2k

m

(
l0 −

√
d2 + x21

)2

. (3.11)

Výraz pod odmocninou muśı být nezáporný, dostáváme

2k

m

(
l0 −

√
d2 + x21

)2

≤ 2c+
2k

m
(l0 − d)2.

Nerovnici vyděĺıme výrazem 2k
m

, tj.(
l0 −

√
d2 + x21

)2

≤ cm

k
+ (l0 − d)2.

Dále odmocńıme a źıskáme∣∣∣∣l0 −√d2 + x21

∣∣∣∣ ≤√cm

k
+ (l0 − d)2.

Výraz pod odmocninou ve vztahu (3.11) je tedy nezáporný právě tehdy, když x1 splňuje
nerovnosti

l0 −
√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≤

√
d2 + x21 ≤ l0 +

√
cm

k
+ (l0 − d)2. (3.12)

Odtud vyplývá, že hladina Hc je explicitně popsána vztahem (3.11), kde x1 splňuje
podmı́nku (3.12). Nyńı rozebereme jednotlivé př́ıpady (3.9), (3.10) a hladiny vykresĺıme.
a) Uvažujme nejprve př́ıpad − k

m
(l0 − d)2 < c < 0.

a1) Uvažujme levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj.

l0 −
√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≤

√
d2 + x21. (3.13)

Než obě strany vztahu (3.13) umocńıme na druhou, nejprve se přesvědč́ıme, že jsou obě
nezáporné. Pravá strana obsahuje pouze odmocninu, která je vždy nezáporná. Jelikož
c < 0, plat́ı pro odmocninu na levé straně odhad√

cm

k
+ (l0 − d)2 ≤

√
(l0 − d)2 = l0 − d.
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Proto

l0 −
√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≥ l0 − (l0 − d) = d > 0.

Obě strany (3.13) jsou nezáporné, můžeme pokračovat s jejich umocněńım

l20 − 2l0

√
cm

k
+ (l0 − d)2 +

cm

k
+ (l0 − d)2 ≤ d2 + x21.

Po roznásobeńı a úpravě źıskáme

cm

k
+ 2l0

(
l0 − d−

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
≤ x21. (3.14)

Nyńı zbývá odmocnit a budeme mı́t jednu z podmı́nek pro x1. To si však můžeme dovolit
pouze v př́ıdadě, že levá strana nerovnosti (3.14) je nezáporná. Ukážeme, že

cm

k
+ 2l0

(
l0 − d−

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
≥ 0. (3.15)

Jelikož předpokládáme − k
m

(l0 − d)2 < c, můžeme napsat

cm

k
+ (l0 − d)2 > 0. (3.16)

Potom plat́ı odhad
cm

k
+ 2l0(l0 − d) ≥ cm

k
+ (l0 − d)2 > 0. (3.17)

Jelikož nyńı uvažujeme c < 0, zřejmě plat́ı(
cm

k

)2

≥ 4l0d
cm

k
,

(
cm

k

)2

≥ 4l0
cm

k
(l0 − l0 + d),

a proto (
cm

k

)2

≥ 4l20
cm

k
− 4l0

cm

k
(l0 − d).

Druhý člen pravé strany převedeme na levou, k oběma stranám nerovnice přičteme 4l20(l0−
d)2 a dostaneme(

cm

k

)2

+ 4l0
cm

k
(l0 − d) + 4l20(l0 − d)2 ≥ 4l20

cm

k
+ 4l20(l0 − d)2.

Na levé straně použijeme vzorec pro mnohočlen a na pravé vytkneme 4l20, tj.(
cm

k
+ 2l0(l0 − d)

)2

≥ 4l20

(
cm

k
+ (l0 − d)2

)
.

Vzhledem k (3.16) a (3.17) můžeme odmocnit a źıskáme

cm

k
+ 2l0(l0 − d) ≥ 2l0

√
cm

k
+ (l0 − d)2.
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Po daľśı úpravě

cm

k
+ 2l20 − 2l0d− 2l0

√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≥ 0.

Dále vytkneme 2l0 a dostáváme

cm

k
+ 2l0

(
l0 − d−

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
≥ 0,

č́ımž je podmı́nka (3.15) dokázána. Nyńı můžeme odmocnit vztah (3.14) a pro x1 dosta-
neme podmı́nku

|x1| ≥

√
cm

k
+ 2l0

(
l0 − d−

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
. (3.18)

a2) Vrat’me se k (3.12) a dořešme zbývaj́ıćı nerovnici

√
d2 + x21 ≤ l0 +

√
cm

k
+ (l0 − d)2. (3.19)

Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıpadě, obě strany jsou nezáporné, můžeme
umocnit a (3.19) lze ted’ ekvivalentně přepsat do tvaru

d2 + x21 ≤ l20 + 2l0

√
cm

k
+ (l0 − d)2 +

cm

k
+ (l0 − d)2.

Roznásob́ıme, provedeme úpravu a dostáváme

x21 ≤
cm

k
+ 2l0

(
l0 − d+

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
.

Ověřme nyńı nezápornost pravé strany. Protože plat́ı (3.17), lze provést odhad

cm

k
+ 2l0(l0 − d) + 2l0

√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≥ cm

k
+ 2l0(l0 − d) > 0.

Pokračujeme s odmocněńım a źıskáme druhou podmı́nku pro x1 tvaru

|x1| ≤

√
cm

k
+ 2l0

(
l0 − d+

√
cm

k
+ (l0 − d)2

)
. (3.20)

Pomoćı předpisu (3.11) pro x2 a podmı́nek (3.18), (3.20) pro x1 jsou tedy hladiny
explicitně popsány pro − k

m
(l0 − d)2 < c < 0. Na obrázku 3.3 jsou znázorněny hladiny

Hc pro některá c z tohoto intervalu.
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Obrázek 3.3: Hladiny Hc pro − k
m

(l0 − d)2 < c < 0

b) Předpokládejme nyńı, že c > 0.
b1) Uvažujme opět levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj.

l0 −
√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≤

√
d2 + x21.

To je ovšem splněno pro každé x1 ∈ R, nebot’ plat́ı

l0 −
√
cm

k
+ (l0 − d)2 ≤ l0 −

√
(l0 − d)2 = l0 − (l0 − d) ≤

√
d2 + x21.

b2) Zbývá vyřešit pravou nerovnici z (3.12), tj.√
d2 + x21 ≤ l0 +

√
cm

k
+ (l0 − d)2.

Zde lze však provést podobné úpravy jako v př́ıpadě a1 (mı́sto (3.17) použijeme podmı́nku
c > 0) a pro x1 dostaneme tak podmı́nku (3.20).

Pomoćı předpisu (3.11) pro x2 a podmı́nky (3.20) pro x1 jsou hladiny explicitně
popsány pro c > 0. Hladiny Hc pro některá c > 0 jsou znázorněny na obrázku 3.4.

3.1.3 Fázový portrét

V předešlé části jsme popsali v explicitńım tvaru všechny hladiny hamiltoniánu soustavy
(3.2). Z kapitoly 2.1.3 v́ıme (viz d̊usledek 2.16), že každá orbita je obsažena v některé
hladině hamiltoniánu. Pohyb bodu (x1, x2) na orbitě pro rostoućı t vyznač́ıme šipkou
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Obrázek 3.4: Hladiny Hc pro c > 0

a dostáváme fázový portét soustavy (3.2) a t́ım také fázový portrét autonomńı dife-
renciálńı rovnice (3.1), tj. pohybové rovnice (1.7) nelineárńıho oscilátoru, viz obrázek 3.5

Obrázek 3.5: Fázový portrét pohybové rovnice nelineárńıho oscilátoru
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Vı́me, že uzavřené křivky odpov́ıdaj́ı orbitám periodických řešeńı. Můžeme tedy pro-
hlásit, že všechna řešeńı autonomńı rovnice (3.1) (tj. je-li d(t) ≡ konst.) kromě těch, které
odpov́ıdaj́ı hladinám H0 a H− k

m
(l0−d)2 jsou nekonstantńı periodická řešeńı.

Hladina H− k
m
(l0−d)2 obsahuje pouze kritické body K2, K3 a ty odpov́ıdaj́ı konstantńım

nenulovým řešeńım autonomńı rovnice (3.1).
Hladina H0 obsahuje kritický bod K1 odpov́ıdaj́ıćı nulovému řešeńı autonomńı rovnice

(3.1) a dvě homoklinické orbity, ty odpov́ıdaj́ı nekonstantńım řešeńım autonomńı rovnice
(3.1), které pro t→ −∞ a t→∞ konverguj́ı ke stejné hodnotě (v našem př́ıpadě k 0).

3.2 Neautonomńı př́ıpad

Z analýzy provedené v předešlé části vyplývá, že všechna řešeńı autonomńı diferenciálńı
rovnice (3.1), s vyj́ımkou homoklinických řešeńı, jsou periodická. V této části se bu-
deme věnovat otázce existence ω-periodických řešeńı neautonomńı diferenciálńı rovnice
(3.1). Otázka existence periodických řešeńı s periodou právě ω je přirozená, nebot’ je
ω-periodická funkce d v rovnici (3.1).

Uved’me nejprve jednoduché lemma.

Lemma 3.1. Jestlǐze u : R → R je ω−periodické řešeńı rovnice (3.1), potom zúžeńı
funkce u na interval [0, ω] je řešeńı periodické okrajové úlohy

u′′ =
2k

m
u

(
l0√

d2(t) + u2
− 1

)
,

u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω).

(3.21)

Naopak, je-li u řešeńı periodické úlohy (3.21), pak ω−periodické prodloužeńı u na R je
ω−periodickým řešeńım rovnice (3.1).

K d̊ukazu existence řešeńı úlohy (3.21) použijeme větu 2.30. Nejprve ukážeme, že exis-
tuj́ı konstantńı dolńı a horńı funkce periodické úlohy (3.21).

Tvrzeńı 3.2. Existuj́ı dolńı funkce α a horńı funkce β periodické úlohy (3.21) splňuj́ıćı

α(t) > 0, β(t) > 0 pro t ∈ [0, ω].

D̊ukaz. (i) Nejprve předpokládejme, že funkce d(t) := d0 je konstantńı. Pro dolńı funkci
α úlohy u′′ = f(u, t); u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω) požadujeme α′′(t) ≥ f(t, α(t)); α(0) =
α(ω), α′(0) ≥ α′(ω). V př́ıpadě úlohy (3.21) tedy hledáme funkci α splňuj́ıćı

α′′(t) ≥ 2k

m
α(t)

(
l0√

d20 + α2(t)
− 1

)
pro t ∈ [0, ω] . (3.22)

Polož́ıme α(t) := 2
√
l20 − d20. Ověř́ıme, že

0 ≥ 2k

m
2
√
l20 − d20

(
l0√

d20 + 4(l20 − d20)
− 1

)
.

V tomto výrazu jsou před závorkou kladné konstanty a odmocnina, tud́ıž k tomu aby byla
tato nerovnost splněna muśı být člen v závorce nekladný, tj.
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l0√
4l20 − 3d20

− 1 ≤ 0.

To však plat́ı vždy, protože konstantńı funkce d0 je v našem př́ıpadě vždy ostře menš́ı než
l0. Funkce α tedy splňuje podmı́nku (3.22). Podmı́nky α(0) = α(ω), α′(0) ≥ α′(ω) jsou
splněny triviálně (α je nyńı konstantńı).

Nyńı uvažujeme obecný př́ıpad, tj. necht’ funkce d : R → (0, l0) je spojitá a ω-
periodická. Označme

d∗ := min{d(t) | t ∈ [0, ω]}.

Položme α(t) := 2
√
l20 − d2∗. Vzhledem k výše dokázanému máme

α′′(t) ≥ 2k

m
α(t)

(
l0√

d2∗ + α2(t)
− 1

)
pro t ∈ [0, ω] . (3.23)

Jelikož d∗ ≤ d(t) pro všechna t ∈ [0, ω], plat́ı

l0√
d2∗ + α2(t)

− 1 ≥ l0√
d2(t) + α2(t)

− 1 pro všechna t ∈ [0, ω] .

Tud́ıž α(t) = 2
√
l20 − d2∗ je vzhledem k (3.23) kladnou dolńı funkćı úlohy (3.21).

(ii) Podobně postupujeme u horńı funkce β úlohy (3.21). Opět nejprve předpokládáme,
že funkce d(t) := d0 je konstantńı. Z definice vyplývá, že hledáme funkci β splňuj́ıćı

β′′(t) ≤ 2k

m
β(t)

(
l0√

d20 + β2(t)
− 1

)
pro t ∈ [0, ω] . (3.24)

Položme β(t) := 1
2

√
l20 − d20. Ověř́ıme, že

0 ≤ k

m

√
l20 + d20

 l0√
d20 + 1

4
(l20 − d20)

− 1

 .

Výrazy před závorkou jsou vždy kladné, tud́ıž proto aby nerovnost platila, muśı být výraz
v závorce vždy nezáporný, tj.

l0√
1
4
l20 + 3

4
d20

− 1 ≥ 0.

Protože l0 > d0 > 0, hodnota výrazu pod odmocninou je ostře menš́ı než l20. T́ım pádem
po umocněńı děĺıme čitatel č́ıslem menš́ım než je l0. To znamená, že hodnota zlomku
na levé straně bude vždy větš́ı než 1. Funkce β tedy splňuje podmı́nku (3.24).

Dále uvažujme funkci d : R→ (0, l0) spojitou a ω-periodickou. Označme

d∗ := max{d(t) | t ∈ [0, ω]}.

Položme β(t) := 1
2

√
l20 − d∗2. Vzhledem k výše dokázanému máme

β′′(t) ≤ 2k

m
β(t)

(
l0√

d∗2 + β2(t)
− 1

)
pro t ∈ [0, ω] . (3.25)
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Jelikož d(t) ≤ d∗ pro všechna t ∈ [0, ω], plat́ı

l0√
d∗2 + β2(t)

− 1 ≤ l0√
d2(t) + β2(t)

− 1 pro všechna t ∈ [0, ω] .

Funkce β(t) := 1
2

√
l20 − d∗2 je vzhledem k (3.25) kladnou horńı funkćı úlohy (3.21).

Sestrojili jsme horńı a dolńı funkce úlohy (3.21), které splňuj́ı α(t) > β(t) pro t ∈ [0, ω].
V takovém př́ıpadě obvykle ř́ıkáme, že α, β tvoř́ı opačně uspořádaný pár dolńıch a horńıch
funkćı.

Věta 3.3. Necht’ ω < π
√

m
2k

. Potom má rovnice (3.1) alespoň jedno netriviálńı
ω-periodické řešeńı.

D̊ukaz. Položme

f(t, z) :=
2k

m
z

(
l0√

d2(t) + z2
− 1

)
pro t ∈ [0, ω] a z ∈ R.

Dostáváme

f(t, z) sgn z =
2k

m
|z|

(
l0√

d2(t) + z2
− 1

)
.

Odtud vyplývá

f(t, z) sgn z ≥ −2k

m
|z| pro t ∈ [0, ω], z ∈ R.

Plat́ı tedy podmı́nka (2.13), kde p(t) = −2k
m

a q(t, z) = 0 pro t ∈ [0, ω], z ∈ R. Zřejmě
funkce q splňuje podmı́nky (2.14) a (2.15).

Jelikož předpokládáme ω < π
√

m
2k

, z věty 2.36 dostáváme, že p patř́ı do množiny
IntV+(ω). Nav́ıc, tvrzeńı 3.2 zaruč́ı existenci kladných horńıch a dolńıch funkćı úlohy
(3.21). Jsou proto splněny všechny předpoklady věty 2.30 a tud́ıž existuje řešeńı u úlohy
(3.21). Protože α > 0, β > 0, toto řešeńı nabývá někde na intervalu [0, ω] kladné hodnoty
(je tedy netriviálńı). Podle lemmatu 3.1 má proto rovnice (3.1) alespoň jedno netriviálńı
ω-periodické řešeńı.

Je-li funkce d v rovnici (3.1) konstantńı, z věty 3.3 vyplývá, že pro každé ω < π
√

m
2k

má autonomńı rovnice

u′′ =
2k

m

(
l0√

d2 + u2
− 1

)
(3.26)

alespoň jedno netriviálńı ω-periodické řešeńı. V autonomńım př́ıpadě však plat́ı daleko
silněǰśı tvrzeńı. Z kapitoly 3.1 v́ıme, že rovnice (3.26) má kladné ekvilibrium a tud́ıž má
rovnice (3.26) alespoň jedno kladné ω-periodické řešeńı pro každé ω > 0.

Omezeńı na ω ve větě 3.3 neumı́me jednoduše odstranit, protože souviśı s předpokladem
p ∈ IntV+(ω) ve větě 2.30, kterou použ́ıváme. Avšak aplikujeme-li větu 2.30 na vhodnou
pomocnou úlohu, lze tvrzeńı věty 3.3 ześılit o kladnost ω-periodického řešeńı.

Věta 3.4. Necht’ plat́ı ω < π
√

m
2k

. Pak má rovnice (3.1) alespoň jedno kladné ω-periodické
řešeńı.
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D̊ukaz. Uvažujme pomocnou periodickou úlohu

u′′ =
2k

m
[u]+

(
l0√

d2(t) + u2
− 1

)
,

u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω),

(3.27)

kde [z]+ = |z|+z
2

pro z ∈ R.
Z tvrzeńı 3.2 vyplývá, že existuj́ı kladné dolńı a horńı funkce úlohy (3.21), ty zřejmě

budou také dolńı a horńı funkce úlohy (3.27). Položme

f(t, z) =
2k

m
[z]+

(
l0√

d2(t) + z2
− 1

)
.

Zřejmě

f(t, z) sgn z =
2k

m
[z]+ sgn z

(
l0√

d2(t) + z2
− 1

)
pro t ∈ [0, ω], z ∈ R.

Pro z ≥ 0 dostáváme

f(t, z) sgn z =
2k

m
|z|
(

l0
d2(t) + z2

− 1

)
,

odtud vyplývá

f(t, z) sgn z ≥ −2k

m
|z| pro t ∈ [0, ω] , z ≥ 0.

Pro z < 0 máme [z]+ = 0, proto

f(t, z) sgn z = 0 ≥ −2k

m
|z| pro t ∈ [0, ω] , z < 0.

Plat́ı tedy podmı́nka (2.13), kde p(t) = −2k
m

a q(t, z) = 0 pro t ∈ [0, ω] a z ∈ R. Jelikož
předpokládáme ω < π

√
m
2k

, z věty 2.36 plyne p ∈ IntV+(ω). Funkce q zřejmě splňuje
podmı́nky (2.14) a (2.15). Jsou tedy splněny předpoklady věty 2.30, úloha (3.27) má
tud́ıž alespoň jedno řešeńı u nabývaj́ıćı někde v [0, ω] kladné hodnoty. Podle lemmatu 3.1
proto ω-periodické prodloužeńı funkce u na R je ω-periodickým řešeńım rovnice

u′′ =
2k

m
[u]+

(
l0√

d2(t) + u2
− 1

)
(3.28)

splňuj́ıćım
u(t∗) > 0 pro nějaké t∗ ∈ R. (3.29)

Připust’me, že řešeńı u nabývá také záporných hodnot. O řešeńı u v́ıme, že je spojité
a ω-periodické. Proto, vzhledem k (3.29), existuj́ı t1, t2 ∈ R takové, že

u(t) < 0 pro t ∈ (t1, t2) , u(t1) = 0, u(t2) = 0. (3.30)

Zároveň však v́ıme, že u je řešeńım na celém intervalu R, tedy i na [t1, t2]. Podle definice
kladné části ale dostaneme

[u(t)]+ ≡ 0 na [t1, t2],
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a proto z (3.28) plyne
u′′(t) = 0 pro t ∈ [t1, t2],

což je spor s (3.30). To znamená, že řešeńı u rovnice (3.28) splňuje

u(t) ≥ 0 pro t ∈ R.

Odtud plyne [u(t)]+ ≡ u(t) na R a u je tud́ıž ω-periodickým řešeńım rovnice (3.1).
Zbývá ukázat, že u(t) > 0 pro t ∈ R. Připust’mě sporem, že existuje t0 ∈ R takové, že

u(t0) = 0.

Pak také
u′(t0) = 0.

To ale znamená, že u je řešeńım lineárńı Cauchyovy úlohy

w′′ =
2k

m

(
l0√

d2(t) + u2(t)
− 1

)
w,

w(t0) = 0, w′(t0) = 0.

Tato úloha má však pouze triviálńı řešeńı, což je ve sporu s (3.29).
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Závěr

V prvńı kapitole byla odvozena nelineárńı diferenciálńı rovnice mechanického oscilátoru
a to v autonomńım i neautonomńım př́ıpadě.

V druhé kapitole jsou uvedeny vybrané pojmy z teorie dynamických systémů, zejména
poznatky souvisej́ıćı s Hamiltonovými systémy a konstrukćı fázového portrétu. Dále
je stručně uveden princip metody dolńıch a horńıch funkćı. Kapitola pokračuje existenčńı
větou pro opačně uspořádané dolńı a horńı funkce. Pro konstantńı funkci p je dále uvedeno
a dokázáno tvrzeńı dávaj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku zaručuj́ıćı inkluzi p ∈ V+(ω).

Třet́ı kapitola byla věnována kvalitativńı analýze nelineárńı diferenciálńı rovnice mo-
delu vybraného oscilátoru. V autonomńı části je provedeno vyšetřeńı kritických bod̊u, poté
rozbor hladin hamiltioniánu, konstrukce fázového portétu. Z něj jsme zjistili, že všechna
řešeńı autonomńı rovnice až na ty které odpov́ıdaj́ı hladinám hamiltoniánu v kritických
bodech jsou nekonstantńı periodická řešeńı. Řešeńı odpov́ıdaj́ıćı hladinám hamiltoniánu
s kritickými body K2, K3 odpov́ıdaj́ı konstantńım nenulovým řešeńım. Zbývaj́ıćı hladina
hamiltoniánu obsahuje kritický bod K1 odpov́ıdaj́ıćı nulovému řešeńı a dvě homoklinické
orbity.

V neautonomńı části jsme nejprve dokázali existenci dolńı a horńı funkce odpov́ıdaj́ıćı
periodocké okrajové úlohy. Ty tvoř́ı opačně uspořádaný pár. Dále jsme uvedli postačuj́ıćı
podmı́nku pro existenci alespoň jednoho netriviálńıho ω−periodického řešeńı. Tvrzeńı
této věty bylo dále ześıleno o kladnost ω−periodického řešeńı.

V této práci by se dalo pokračovat např́ıklad odvozeńım vztah̊u pro výpočet periody
řešeńı v autonomńım př́ıpadě. V neautonomńım př́ıpadě bychom mohli hledat podmı́nky
jednoznačnosti kladného ω-periodického řešeńı, nebo podmı́nky existence ω-periodických
řešeńı stř́ıdaj́ıćı znaménko.
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