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Abstrakt 

Diplomová práce se zabývá kval i ta t ivní analýzou nel ineární diferenciální rovnice d ruhého 
ř á d u popisující pohyb jedné mechanické soustavy. Pro a u t o n o m n í rovnice jsou zde uve­
deny teoret ické základy Hamil tonových sys témů a konstrukce fázového po r t r é tu . Pro ne-
a u t o n o m n í rovnice je použ i t a metoda dolních a horních funkcí pro periodickou okrajo­
vou úlohu. Tyto poznatky jsou aplikovány na v y b r a n ý model mechanického osci látoru 
a je řešena otázka existence periodických řešení a u t o n o m n í i n e a u t o n o m n í nel ineární di­
ferenciální pohybové rovnice. 

Abstract 

This master's thesis deals wi th qualitative analysis of nonlinear differential equations of se­
cond order. For autonomous equations some basic notions of Hamiltonian systems (mainly 
construction of phase portrait) are presented. For non-autonomous equations the method 
of lower and upper functions for periodic boundary value problem is used. These notions 
are then applied to a model of mechanical oscillator, a question of existence of solutions 
to autonomous and non-autonomous nonlinear differential equations is studied. 
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Úvod 
Matemat ické modely v mechanice čas to vedou na soustavy obyčejných diferenciálních rov­
nic. Běžně se j e d n á o nel ineární diferenciální rovnice d ruhého řádu . V takovém př ípadě 
nejdou analyticky řešit a je tedy př ínosné nahlížet na tyto rovnice kval i ta t ivně. To zna­
mená uvažovat o tázku existence řešení a zkoumat některé jejich vlastnosti. Pro a u t o n o m n í 
nel ineární rovnice lze m n o h é urči t z fázových p o r t r é t ů a pro n e a u t o n o m n í p ř ípad lze použí t 
výsledky kval i ta t ivní teorie, např . metodu dolních a horních funkcí (pro periodickou okra­
jovou úlohu) . 

Cíle t é t o práce jsou odvození pohybové rovnice vybraného oscilátoru, seznámení se s te­
orií dynamických sys témů a metodou dolních a horních funkcí pro periodickou úlohu. 
Dalš ím cílem je pomocí těch to teoret ických p o z n a t k ů diskutovat o tázku existence perio­
dických řešení au tonomního i neau tonomního p ř ípadu . 

V zadán í t é to práce byl v y b r á n pružinový oscilátor, jehož m a t e m a t i c k ý model vede 
na výše uvedený typ rovnic. Diskutovány jsou pak a u t o n o m n í a n e a u t o n o m n í varianty 
tohoto modelu a je provedena kval i ta t ivní ana lýza př ís lušných rovnic. 

V a u t o n o m n í m př ípadě se postup analýzy řešení opírá o poznatky z teorie dynamických 
sys témů. Hlavně pak o Hami l tonův dynamický sys tém a konstrukci jeho fázového po r t r é tu . 
V n e a u t o n o m n í m př ípadě je použ i t a metoda dolních a horních funkcí pro periodickou 
úlohu. 

P r v n í kapitola t é t o práce obsahuje odvození pohybové rovnice vybraného oscilátoru. 
Dále jsou v ní stanoveny její a u t o n o m n í a n e a u t o n o m n í varianty. V kapitole dva se p rvn í 
podkapitola věnuje uvedení nezby tného teoret ického základu dynamických sys témů, k terý 
vede ke konst rukcí fázových p o t r é t ů p lanárn ích Hamil tonových sys témů. V další podka­
pitole je uvedena p o t ř e b n á teorie k m e t o d ě dolních a horních funkcí pro periodickou 
okrajovou úlohu. V kapitole t ř e t í jsou pak tyto teoret ické poznatky aplikovány na model 
zvoleného mechanického oscilátoru. 
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1 Odvození pohybové rovnice vybraného oscilátoru 
V té to úvodn í kapitole odvodíme dvě pohybové rovnice uvažovaného mechanického os­
ci látoru a to a u t o n o m n í a n e a u t o n o m n í variantu. Hlavním cílem t é t o práce je analyzovat 
existenci periodických řešení v a u t o n o m n í m př ípadě a nalézt p o d m í n k y existence perio­
dických řešení v n e a u t o n o m n í m př ípadě . 

Oscilátor, jehož pohyb budeme v kapitole 3 vyšetřovat , je složen ze dvou lineárních 
pružin a h m o t n é h o bodu. H m o t n ý bod o hmotnosti m m á volný pohyb pouze po ose 
x. Časově závislá p r o m ě n n á x(t) je vzdálenost h m o t n é h o bodu od p o č á t k u soustavy 
souřadnic . P ruž iny o tuhosti k jsou j edn ím koncem ukotveny v k loubovém spoji na ose 
y (jedna nad osou x, d r u h á pod) ve vzdálenost i d a d r u h ý m koncem upevněny na h m o t n é m 
bodě (viz obrázek 1). Uvažujeme l ineárně elastické chování pružin . 

Obrázek 1.1: Nelineární oscilátor 

Úkolem je popsat pohyb takového oscilátoru. Výchozí vztahy pro odvození pohybové 
jsou v tomto př ípadě d ruhý Newtonův pohybový zákon 

F = ma. (1.1) 

A z jednodušená forma Hookeova zákona pro l ineární pružiny 

F = -kf. (1.2) 

P r v n í rovnice říká, že výsledná síla působící na těleso je p ř ímo ú m ě r n á součinu zrychlení 
a hmotnosti tělesa. D r u h á rovnice popisuje směr a velikost síly, kterou působí na těleso 
pruž ina vlivem deformace. Tato síla je ú m ě r n á tuhosti pružiny k a deformaci f. Její 
orientace je vždy proti směru deformace. 
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Zvolený souřadný sys tém je p a t r n ý z obrázku 1. Jelikož pohyb h m o t n é h o bodu je 
povolen pouze v ose x, účinek síly ve směru osy y neuvažujeme. Složka síly od jedné 
pružiny v ose x je potom 

Fx = Fcosa, (1.3) 

kde a je úhel mezi zápornou poloosou osy x a pružinou. 
Uvažujeme vzdálenost ukotvení d menš í než délka nedeformované pružiny, kterou 

označíme IQ. Dále použi jeme vztah (1.2). V našem př ípadě je velikost deformace pružiny 
l(t) — IQ, kde l(t) značí délku pružiny v čase t. Kombinac í (1.2), (1.3) a sečtením silových 
účinků obou pružin dos t áváme 

Fx = -2k{l{ť) - IQ) cos a. (1.4) 

Nyní po t řebu jeme vyjádři t l(ť) a cos a . Počátek , ukotvení pružiny a h m o t n ý bod 
(není-li v počá tku) předs tavuj í vrcholy pravoúhlého t rojúhelníka. To znamená , že člen 
l(t) můžeme vyjádři t pomocí Pythagorovy věty. P l a t í 

l(tf = d2 + x2(t), 

z čehož plyne, že 
lit) = ^/d2 + x2(t). (1.5) 

Člen cos a je d á n p o m ě r e m délek stran odvěsny proti lehlé úh lu a a přepony. V našem 
př ípadě to je 

x(t) x(t) 
c o s a = ^ i = y = . i .6 

lit) y/d? + x

2(t) 

Pomocí vyjádření (1.5) a (1.6) přepíšeme rovnici (1.4) do tvaru 
x(t) 

Fx = - 2 k ^ d 2 + x2(t)-lo^J 
y/d?+X2{t)' 

Levou stranu t é t o rovnice n a h r a d í m e pomoc í vztahu (1.1). Okamži té zrychlení a lze 
vyjádři t pomocí p roměnné x jako její d r u h á derivace. Dos t áváme 

mx"(t) = 2k(l0 - ^/d2 + x2(t)^j 
x(t) 

y/(P+X2(t) 

Tento výraz uprav íme 

mx"(t) = 2kx(t) ( - / o - ^ 2 + x 2 ( t ) 

\y/(P+X2(t) y/d2+x2(t)^ 

Po vydělení obou stran členem m z ískáme pohybovou rovnici uvedeného osci látoru 

x»(t) = ^x(t) ( - / o - l). (1.7) 
m \^/d2 + x2{t) ) 

J e d n á se o nel ineární a u t o n o m n í diferenciální rovnici d ruhého řádu . Kval i ta t ivní ana lýzu 
t é t o rovnice provedeme v kapitole 3.1. Vyše t ř íme krit ické body t é t o rovnice a jejich sta­
bi l i tu , nás ledně sestroj íme fázový por t r é t . Z něj potom zjistíme některé vlastnosti řešení 
t é t o rovnice. 
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Předpok láde jme ješ tě , že kloubové ukotvení pružin na ose y symetricky ver t ikálně 
oscilují. Pohyb těchto oscilací popíšeme pomocí v čase p roměnných vzdálenost í d. Budeme 
tedy p ředpok láda t , že d : M. —> (0, /o) je d a n á cu-periodická funkce (funkci, k t e rá by kmitala 
do vzálenost í větších než l0 neuvažujeme, ta by způsobi la změnu poč tu kri t ických b o d ů ) . 
Z výše uvedeného vyplývá, že pohybová rovnice uvažovaného osci látoru je tvaru 

J e d n á se o n e a u t o n o m n í nel ineární diferenciální rovnici d ruhého řádu . O t á z k u existence 
cu-periodických řešení rovnice (1.8) budeme diskutovat v kapitole 3.2. Pomoc í výsledků 
z teorie dolních a horních funkcí ukážeme (viz vě tu 3.4), že pro každé u dos ta tečně malé 
existuje alespoň jedno k ladné cu-periodické řešení. 
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2 Teoretický základ 
V té to části uvedeme p o t ř e b n ý teoret ický základ ke kval i ta t ivní analýze pohybové rovnice 
vybraného nel ineárního osci látoru v a u t o n o m n í a n e a u t o n o m n í var iantě . 

2.1 Vybrané pojmy z teorie dynamických sys témů 
Matemat i cký model osci látoru je izolovaný systém, k te rý se mění v závislosti na čase 
a řídí se urč i tými fyzikálními zákoni tos tmi . Takový model p a t ř í do skupiny dynamických 
sys témů, k teré v t é to kapitole s t ručně zavedeme. Uvedeme nej důležitější definice a věty 
t é t o teorie, ze jména pak pro p o t ř e b u konstrukce fázových p o r t r é t ů nel ineárních rovnic 
(hlavně soustav Hamiltonova typu). P r á v ě pomocí fázových p o r t r é t ů je pak možné zkou­
mat vlastnosti a p o d m í n k y existence řešení. 

2.1.1 Z á k l a d n í pojmy 

Uveďme základní pojmy z teorie dynamických sys témů. Značení a definice jsou převza ty 
zejména z publikace [5]. 

Definice 2.1. Nechť n e N , G C W1 o tevřená a cp : RxG ->• G. Dále nechť ^ e C ( R x G ) 1  

mající následující vlastnosti: 

1. cp(0,x°) pro každé x° G G; 

2. (p(t + s, x°) = (p(t, (p(s, x0)) pro každé t,s eR,x° e G. 

Takové zobrazení (p nazýváme tok. Pro každé pevné í 6 R nazveme zobrazení 

<p(t,-) :G^G 

dynamický systém v Rn. Prostor Rn se nazývá fázový prostor. 

Uvažujeme následující soustavu diferenciálních rovnic p rvn ího ř á d u 

x± = fi(xi,..., xn), 

Xn = fn(x\, . . . , Xn). 

kde fi,..., fn : G —> M. jsou spoji té funkce na oblasti G C Rn. Z teorie obyčejných 
diferenciálních rovnic víme, že tuto soustavu lze zapsat ve tvaru vektorové rovnice 

x' = f(x), (2.1) 

kde / = ( / i , . . . , / „ ) . Nyní p ř i pomeňme pojem řešení rovnice (2.1). 

Definice 2.2. Řešením rovnice (2.1) na intervalu J C R rozumíme vektorovou funkci 
x — (xi,..., xn) takovou, že x E C 1 ( J ) 2 a p la t í 

x'{t) = f(x(t)) pro t G J. 
1Symbolem C(M x G) je myšlena množina funkcí, které jsou spojité na množině M x G. 
2Symbolem C 1 (J) je myšlena množina funkcí, které jsou spojité spolu se svou první derivací na 

intervalu J . 
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Budeme bez újmy na obecnosti p ředpok láda t , že 0 G J . To můžeme , neboť pro rov­
nici (2.1) plat í , že je-li x řešením rovnice (2.1) na intervalu (a, b), pak pro každé c G M 
je funkce y (ť) := x(t—c) řešením rovnice (2.1) na intervalu (a + c, b + c). Je známo, že rov­
nice (2.1) m á větš inou nekonečně mnoho řešení. Pro upřesnění , o k teré řešení se jedná , 
je rovnice doplněna doda tečnou podmínkou . Takovou podmínkou může bý t např ík lad 
počáteční (Cauchyova) podmínka, k t e rá je tvaru 

x(0) = x°, (2.2) 

kde x° G G. 

Definice 2.3. Úloha spočívající v nalezení řešení rovnice (2.1) splňující p o d m í n k u (2.2) 
se nazývá počáteční (Cauchyova) úloha. 

Řešení počá tečn í úlohy (2.1), (2.2) označíme ip(-,x°). Podle definice řešení a p o d m í n k y 
(2.2) vektorová funkce cp splňuje 

(f'(t, x°) = f((f(t, x0)) pro každé t G J, 

<p(0,x°)=x°. 

Poznámka 2.4. V rovnici (2.1) je vektorová funkce / závislá na n p roměnných , za k teré 
dosazujeme skalární funkce xi,... ,xn, t aková rovnice se nazývá autonomní V př ípadě , 
že funkce / je závislá na n + 1 p roměnných 

ŕ, X\,..., xn. 

j edná se o obecnější typ rovnice, ta se nazývá neautonomní Pro praktickou interpretaci 
uvažujme rovnici, k t e rá se řídí ně jakým fyzikálním zákonem. Je-li au tonomní , tento fy­
zikální zákon potom pla t í stejně v minulém, p ř í t o m n é m i budouc ím čase. V n e a u t o n o m n í m 
př ípadě tomu tak není . 

V ě t a 2.5 ([5, V ě t a 1.10], Základní vě ta o existenci a j ednoznačnos t i ) . Nechť G je otevřená 
podmnožina v Rn obsahující bod x°. Dále nechť f G C1 (G). 

Potom úloha (2.1), (2.2) má jediné řešení </?(•, x°) definované na maximálním intervalu 
Ixo = (axo,bxo) C M, obsahujícím 0. 

Následující vě ta ukazuje souvislost mezi dynamickým sys témem a a u t o n o m n í sousta­
vou obyčejných diferenciálních rovnic. 

V ě t a 2.6 ([5, V ě t a 1.13], Generování dynamického sys tému) . Nechť x° je libovolný bod 
z otevřené množiny G v M.n, f G C 1 ( G ) a nechť ip(-,x°) je řešením úlohy (2.1), (2.2) 
na M . Předpokládejme, že cp je vektorová funkce n+1 proměnných t, . . . , x° zobrazující 
RxG doG. 

Potom cp je tok. Dále pro každé pevné t G M je zobrazení ip(t, •) : G —> G dynamický 
systém v M.n. 

Nyní uvedeme pojmy, k teré po t řebu jeme k zavedení definice fázového po r t r é tu . 

Definice 2.7. Graf řešení </?(•, x°) je množ ina b o d ů (ŕ, ip(t, x0)), kde t G Ixo. 

Definice 2.8. Orbita řešení </?(•, x°) je množ ina b o d ů ip(t, x°), kde t G Ixo. 
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Definice 2.9. Kritickým bodem rovnice (2.1) nazveme bod x = {x\,... ,xn) G W1, k te rý 
splňuje soustavu rovnic 

... ,xn) = 0, 

fnyK\i • • • i •En) 0. 

Pokud x není kr i t ickým bodem, nazýváme ho regulárním bodem rovnice (2.1). 

Definice 2.10. Fázový portrét rovnice (2.1) je množ ina orbit všech řešení, s vyznačeným 
směrem pohybu bodu cp(t, x°) po orbi tě pro rostoucí t. Prostor IR™, k te rý obsahuje fázový 
por t ré t rovnice (2.1) se nazývá fázový prostor. 

Krit ické body se zkoumaj í z hlediska stability, kterou budeme definovat následovně. 

Definice 2.11. Kri t ický bod i e G rovnice (2.1) nazýváme stabilní, jestl iže plat í : 

Pro každé e > 0 existuje ô > 0 takové, že pro každé x° G G 

splňující \\x — x°\\ < ô p la t í \\<p(t, £C°) — x | | < e pro každé t > 0, 

kde || • || značí eukleidovskou normu v R " . V opačném př ípadě nazveme kri t ický bod 
x nestabilní 

Definice 2.12. Kri t ický bod x E G rovnice (2.1) nazýváme asymptoticky stabilní, jestliže 
je s tabi lní a navíc plat í : 

Existuje r > 0 takové, že pro každé x° G G p la t í 

\\x — x°\\ < r =>- lim \ \cp(t ,x°) — x\\ = 0. 

2.1.2 P l a n á r n í d y n a m i c k ý s y s t é m 

Dynamický sys tém vytvořený dvěmi au tonomními diferenciálními rovnicemi prvního ř á d u 
se nazývá p lanárn í . Lze ho zapsat ve tvaru 

x[ = f1(yx1,x2), 

x'2 = MXl,x2). ( 2 - 3 ) 

O vektorové funkci / = (fi, f2) budeme p ředpok láda t , že m á spoji té parciá lní derivace 
prvního ř á d u na oblasti G C R2. Vektorově můžeme psá t ve tvaru 

x' = f(x). (2.4) 

Poznámka 2.13. V planárn ích dynamických systémech rozlišujeme několik t y p ů orbit: 

• Periodická orbita odpov ídá uzavřené křivce a per iodickému řešení sys tému (2.3). 

• Homoklinická orbita odpov ídá řešením sys tému (2.3), k teré pro t —> oo i t —> —oc 
konvergují k t émuž kr i t ickému bodu. 

• Heteroklinická orbita odpov ídá řešením sys tému (2.3), k teré pro t —> oo konvergují 
k jednomu kri t ickému bodu a pro t —> —oo konvergují k j inému. 
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•'"i = —(xi,x2)., 

• r-, = - ~ (x1,X2) 

(2.5) 

2.1.3 P l a n á r n í H a m i l t o n ů v s y s t é m 

Hamiltonovy dynamické sys témy jsou speciálním typem nelineárních sys témů. Obecně 
modely tohoto typu popisují různé fyzikální problémy. Jednou z jejich přednos t í je možnost 
nalezení globálního fázového p o r t r é t u pomoc í vyše t řování p růběhu j is té funkce sp ja té 
s t í m t o sys témem. Tato funkce se nazývá hami l ton ián sys tému a jeho v ý z n a m bude pa­
t r n ý z dalšího. 

Definice 2.14 (Hami l tonův sys tém) . Nechť G C R2 je o tevřená množ ina a H : G —> R 
je funkce spoj i tá spolu s parciá lními derivacemi p rvn ího a d ruhého řádu . Potom Hamil-
tonovým systémem nazveme soustavu diferenciálních rovnic tvaru 

j _ dH 
1 dx2 

J - D H  

1 dxi 

a funkci H nazveme hamiltonián. 

Soustava rovnic (2.5) je speciálním p ř í p a d e m soustavy (2.3), kde 

fi(xl,x2) := | ^ ( x i , x 2 ) , 

f2(x!,x2) := - | ^ ( x i , x 2 ) . 

Hami l ton ián v modelech fyzikálního charakteru předs tavuje to tá ln í energii. 

V ě t a 2.15 ([5, V ě t a 8.2], Konzervace energie). Nechť x° G G a cp(-,x°) je řešení 
počáteční úlohy (2.5), (2.2) na maximálním intervalu Ixo C R. Potom platí 

H((p(t, x0)) = H(x°) pro t G Ixo. 

D ů s l e d e k 2.16. Hlaáiny hamiltoniánu 

Uc = { (x i ,x 2 ) G R2 I H(Xl,x2) = c} (2.6) 

se skláäají z orbit soustavy (2.5). 

V kapitole 4.1 budeme pracovat s Hami l tonovým sys témem a to speciálního typu. 
J e d n á se o tzv. konzervativní systém. T y vznikají z diferenciální rovnice d ruhého řádu, 
k te rá m á tvar 

x" + f(x) = 0, 

kde / : R —> R je spoj i tá spolu s derivací p rvn ího řádu . Konzervat ivní sys tém dostaneme 
tak, že tuto rovnici převedeme na soustavu diferenciálních rovnic pomocí substituce X\ — x 
a x2 — x'. Dos t áváme 

Xl = X2; 

4 = -ffa). 

Hami l ton ián takového sys tému je potom 

1 ÍX1 

H(xux2) = -x\+ / f(u) du pro (x\, x2) G M 2 . (2.8) 
^ J o 

To plyne z definice hami l ton iánu , pro tože pla t í 

^ ( x 1 , x 2 ) = x 2 , ^-(x1,x2) = / ( x i ) pro (xi,x2) G R2. 
ox2

 v OXi 
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Poznámka 2.17. V planárn ích dynamických systémech existuje rozsáhlá klasifikace kr i ­
t ických bodů . M y se v tomto textu omezíme pouze na typy kri t ických b o d ů sedlo a střed, 
které se vyskytuj í v námi zkoumaném systému. 

Definice 2.18. Kri t ický bod x rovnice (2.4) se nazývá sedlo, pokud existují body x° ^ x 
a x1 x takové, že 

l im cp (t, x°) = x a l im cp (t, x1) = x. 

Poznámka 2.19. Z definic 2.11 a 2.18 vyplývá, že každý kri t ický bod typu sedlo je nesta­
bilní. 

Definice 2.20. Kri t ický bod x sys tému (2.5) nazveme střed, jestliže existuje okolí U bodu 
x, k teré obsahuje pouze periodické orbity obíhající tento kri t ický bod. 

Poznámka 2.21. O stabi l i tě kri t ického bodu typu s t řed neumíme rozhodnout p ř ímo podle 
definice. O jeho stabi l i tě v kapitole 3.1. rozhodneme na základě zkonst ruovaného fázového 
por t r é tu . 

O typu kri t ického bodu x nel ineárního sys tému (2.3) lze obecně rozhodnout pomoci 
kri teri í uváděných v klasifikaci a to pouze v př ípadě , že se j edná o kri t ický bod tzv. 
hyperbolický. V př ípadě , že pracujeme s p l aná rn ím Hami l tonovým sys témem, nemusíme 
vyšetřovat zda je kri t ický bod hyperbol ický. P l a t í to t iž následující vě ta . 

V ě t a 2.22 ([5, V ě t a 8.7]). Necht x = (xi,x2) G G je kritický bod systému (2.5). Pak: 

• je-li det (M (xi,x2)) < 0, je x sedlem systému (2.5), 
• je-li det (M (x~i,x2)) > 0, je x středem systému (2.5), 

kde M (x\,x2) je Jacobiho matice systému (2.5), která je tvaru 

M(x1,x2) 

( d2H 

dx2dx\ 

d2H 

\ dx\ 

[X\,X2] 

{xi,x2) 

\ 

D2H 

dx\dx2 

{x\,x2\ 

Pro konzervat ivní sys témy je k dispozici následující věta , k t e rá je důs ledkem věty 2.22. 
Ta určení typu kri t ického bodu ješ tě více usnadní . Vš imněme si nejprve, že každý kri t ický 
bod sys tému (2.7) je tvaru (x i ,0 ) . 

V ě t a 2.23 ([5, V ě t a 8.9]). Nechť x = (xu0) e G je kritický bod systému (2.7). Pak: 

• je-li f'(xi) < 0, x je sedlo systému (2.7). 
• je-li f'(xi) > 0, x je střed systému (2.7). 
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2.2 Metoda dolních a horních funkcí pro periodickou úlohu 
V t é t o podkapitole nejprve definujeme některé základní pojmy a s t ručně vysvět l íme prin­
cip metody dolních a horních funkcí pro periodickou okrajovou úlohu. 

Vágně řečeno dolní a horn í funkce periodické úlohy vzniknou tak, že z diferenciální 
rovnice t é to úlohy udě láme dvě nerovnice (symbol = n a h r a d í m e > a <). Stejně tak pro 
periodické p o d m í n k y s derivací. Funkce vyhovující t ě m t o nerovnicím nazveme (podle ne­
rovnosti) dolní nebo horn í funkcí úlohy. V př ípadě , že jsme v hledání těchto funkcí byl i 
úspěšní, můžeme použí t vě ty zaručující existenci řešení původn í periodické úlohy. 

Uvažujme diferenciální rovnici d ruhého ř á d u a okrajové p o d m í n k y 

u=f(t,u), 

u(0) =u(u>), u'(0) =u'(u>), ' 

kde / : [0,OJ] x R —> R je spoj i tá a u > 0 . Rovnici společně s p o d m í n k a m i (2.9) nazýváme 
periodickou (okrajovou) úlohou. 

Definice 2.24. Řešením periodické úlohy (2.9) rozumíme funkci u : [0,OJ] —> M , k te rá je 
spoj i tá včetně derivací do 2. řádu , splňuje 

u"(t) = f(t,u(t)) pro t G [0,u] 

a vyhovuje per iodickým p o d m í n k á m . 

Definice 2.25. Funkci a : [0, OJ] —> WL nazveme dolní funkcí úlohy (2.9), jestliže je spoj i tá 
včetně derivací do d ruhého ř á d u a pla t í 

a"(t) > f(t,a(t)) pro t e [0,u], 

a(0) = ca (OJ), 

a'(0) > a'(OJ). 

Funkci (3 : [0,OJ] —> M nazveme horní funkcí úlohy (2.9), jestliže je spoj i tá včetně 
derivací do druhého ř á d u a pla t í 

P"{t)<f{t,/3{t)) wote[o,oj], 

(3(0) = (3(OJ), 

/3'(0) < 

V ě t a 2.26 ([1, Theorem 1.1]). Nechť a je dolní funkcí úlohy (2.9), (3 je horní funkcí 
úlohy (2.9) a 

Oí(ť) < P(t) pro t G [0,OJ]. (2.10) 

Potom má úloha (2.9) alespoň jedno řešení u takové, že platí 

a(t) <u(t) < (3(t) prote[0,oj]. (2.11) 

Když existují dolní funkce a a horn í funkce (3 úlohy (2.9) splňující (2.10), ř íkáme j i m 
dobře uspořádaný pár. Z věty 2.26 plyne, že v t akovém př ípadě existuje řešení periodické 
okrajové úlohy (2.9), k teré celé leží v pásu ohraničené funkcemi a, (3. 

Jestl iže však pro funkce a, (3 nep la t í (2.10), o tázka existence řešení úlohy (2.9) je mno­
hem složitější a bez doda tečných podmínek na / není existence řešení zaručena. 

Jednu z takových doda tečných podmínek u d á v á vě ta 2.30, p řed jej ím uvedením je však 
t ř e b a zavést následující pojmy. 
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Definice 2.27 ([4, Definition 0.1]). Nechť w > 0 a p : [0,u] i je lebesgueovsky 
integrovatelná funkce. Řekneme, že funkce p náleží do množiny V + ( a ; ) , jestliže pro každou 
funkci v : [0,OJ] —> R absolu tně spojitou spolu se svou prvn í derivací a splňující 

v"(i) > p(t)v(t) pro s.v. t G [0,u], v(0) = V(OJ), v'(0) = V'(OJ), 

pla t í 
v(t)>0 p r o í e [ 0 , a ; ] . 

Poznámka 2.28 ([4, Remark 9.2]). Uvažujme l ineární periodickou úlohu 

u" = p{t)u + q{t); u(0) = u(u), u{0)=u{u), (2.12) 

kde p, q : [0,OJ] —> M jsou lebesgueovsky in tegrovate lná 3 . Jestl iže p G V + ( a ; ) , pak pro každé 
q m á úloha (2.12) jediné řešení u a je-li navíc q (i) > 0 pro s.v. t G [0, OJ], q(t) ^ 0, je řešení 
u k ladné . 

Chápeme- l i t ř ídu funkcí V + ( a ; ) jako podmnož inu Banachova prostoru L([0, OJ]) (tj. fun­
kce lebesgueovsky integrovatelná na intervalu [0,o;]), můžeme zavést označení In tV + ( a ; ) 
jako vni t řek množiny V + ( a ; ) vzhledem ke s t a n d a r d n í integrální no rmě v L([0,OJ]). 

Následující tvrzení ukazuje, že množ ina V + ( a ; ) je neprázdná ; přesněji řečeno obsahuje 
dos ta tečně širokou t ř ídu funkcí. 

T v r z e n í 2.29 ([4, Theorem 12.2]). Necht p e L([0,u]), p(t) ^ 0 a platí 

4 POJ POJ 

/ p ( í ) d í < 0 , / [p ( í ) ]_dť 
Jo Jo < 

OJ ' 

kde [pit)]- = p ^ pro t G [0,OJ]. Potom je p prvkem množiny Int V + ( a ; ) . 

Nyní již můžeme uvést exis tenční vě tu , kterou použi jeme v kapitole 3.2 k důkazu 
existence řešení nel ineární n e a u t o n o m n í rovnice. 

V ě t a 2.30 ([3, Theorem 1.1]). Nechť p G In tV + ( a ; ) a existuje spojitá funkce 
q : [0,OJ] x [0, oo) —> [0, oo) taková, že f splňuje 

f(t,z)sgaz > p(t)\z\ - q{t, \z\) pro t G [0,OJ],Z G R , (2.13) 

kde 

q(t, •) : [0, oo) —> [0, oo) je neklesající pro všechna t G [0,OJ] (2-14) 

a q je tzv. sublineární, tj. 
i r 

l im - / q(s,r)ds = 0. (2.15) 
r^oo r J Q 

Nechi dále a a (3 jsou dolní a horní funkce periodické úlohy (2.9). 
Pak existuje alespoň jedno řešení u úlohy (2.9) splňující 

m i n { a ( í 0 ) , (5{t0)} < u(t0) < m a x { a ( í 0 ) , (5{t0)} (2.16) 

pro nějaké t0 G [0, OJ] . 

3Rešením periodické úlohy (2.12) rozumíme funkci u : [0,<J] —> M, která je absolutně spojitá spolu se 
svou první derivací, splňuje rovnici skoro všude v [0,LO] a vyhovuje periodickým podmínkám. 
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Poznámka 2.31 (O lokalizaci). Vš imněme si, že ve větě 2.30 nepožadujeme p o d m í n k u 
dobrého u spo řádán í (2.10). N a druhé s t raně však vě ta zaručí existenci řešení (2.9) splňující 
p o d m í n k u (2.16). To znamená , že na rozdíl od (2.11) dos t áváme lokalizaci řešení pouze 
v jednom bodě . 

V kapitole 3.2 budeme používat vě tu 2.30 s kons t an tn í funkcí p, pro kterou jsou 
předpoklady tvrzení 2.29 zaručující inkluzi p G In tV + ( a ; ) příliš omezující. Pro kon­
s t an tn í funkci p lze tot iž naj í t podmínky , k teré jsou nejen postačující , ale i n u t n é k tomu, 
aby p G V + ( a ; ) , resp. p G Int V + ( a ; ) (viz vě tu 2.36). K jejich důkazu budeme po t řebova t 
následující pojmy. 

Uvažujme soustavu lineárních diferenciálních rovnic 

x' = A(t)x + b(t), (2.17) 

kde A : R —> ] R n x n je lokálně integrovatelná mat icová funkce 4 a b : R —> Rn je lokálně 
integrovatelná vektorová funkce. Řešením soustavy (2.17) na intervalu / C M rozumíme 
vektorovou funkci x : I —> Rn, k t e r á je abso lu tně spoj i tá na J a splňuje 

x'(t) = A(t)x(t) + b(t) pro s.v. t G I. (2.18) 

Předpokláde jme , že 

A(t + u) = A(t), b{t + u)= b(t) pro s.v. t G R (2.19) 

a spolu se soustavou (2.18) uvažujeme p o d m í n k u 

x(t + u) = x{t) pro t G R. (2.20) 

Úloha (2.17), (2.20) je zřejmě úlohou o per iodickém řešení soustavy (2.17) s danou peri­
odou u > 0. Následující vě ty pracuj í s pojmem homogenní periodické úlohy odpovídaj ící 
soustavě (2.18), tj. homogenní soustavou 

x' = A(t)x (2.21) 

a periodickou podmínkou 
x(0) = X{OJ). (2.22) 

Uveďme nejprve existenční vě tu . 

V ě t a 2.32 ([2, V ě t a 6.1]). Jestliže je splněna podmínka (2.19), pak nutnou a postačující 
podmínkou pro jednoznačnou řešitelnost úlohy (2.17), (2.20) je existence pouze triviálního 
řešení úlohy (2.21), (2.22), tj. 

det (Y(oo) - Y(0)) ^ 0, 

kde Y je fundamentální maticí systému (2.21). 

Nyní ukážeme, že má-li homogenní ú loha (2.21), (2.22) pouze t r iviá lní řešení, pak 
lze psá t řešení x úlohy (2.17), (2.20) v in tegrá lním tvaru, kde j á d r e m je tzv. Greenova 
mat icová funkce úlohy (2.21), (2.20). 

4Lokálně integrovatelná znamená integrovatelná na každém kompaktním intervalu / C l . 
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Definice 2.33 ([2, Definice 6.1]). Maticovou funkci G u : R x K 4 R n x n nazveme Gree-
novou maticí úlohy (2.21), (2.20), jestliže 

G^t + u^ + u) = Gu(t,r), 

Gu(t,t + u)-Gu(t,ť) = I p r o í , T 6 l 

a pro libovolné r e M je mat icová funkce Gu (-,T) : R —> R n x n fundamentá ln í mat ic í 
diferenciálního sys tému (2.21). 

V ě t a 2.34 ([2, V ě t a 6.4]). Nechť je splněna podmínka (2.19) a úloha (2.21), (2.22) má 
pouze triviální řešení. Potom má úloha (2.17), (2.20) právě jedno řešení a toto řešení lze 
vyjádřit ve tvaru 

/

t+UJ 

Gw(t,T)b(r)dT pro t G R, 

kde Gu je Greenova matice úlohy (2.21), (2.20). 

T v r z e n í 2.35 ([2, Lemma 6.3]). Jestliže A(t+u) = A(t) pro skoro všechna t E R a úloha 
(2.21), (2.22) má pouze triviální řešení, pak existuje jediná Greenova matice úlohy (2.21), 
(2.20) a lze ji vyjádřit ve tvaru 

Gu{t, r) = Y(t) ( Y - 1 (OJ) Y(0) - i ) ' 1 Y_1(T) pro t, r G R, 

kde Y je fundamentální maticí systému (2.21). 

Nyní již můžeme formulovat a dokázat n u t n é a postačující p o d m í n k y k tomu, aby 
kons tan tn í funkce p pa t ř i l a do množiny V + ( a ; ) , resp. Int V + ( a ; ) . 

V ě t a 2.36. Nechť OJ > 0 a p(t) := p0 pro t e [0,u\. Pak 

(i) p G V + ( a ; ) právě tehdy, když p0 G - , 0 ) , 
U)2 ) 

f -K2 \ 

(n) p G In tV + ( a ; ) právě tehdy, když po G í - , 0 J . 

Důkaz. Nejprve uvažujme (i), směr " = ^ ". Předpokláde jme , že p E V + ( a ; ) . Využijeme 
tvrzení z publikace [4]: 

T v r z e n í ([4, Proposition 10.8]). Jestliže p G V + ( a ; ) , potom platí p(s) ds > —^j-

V našem př ípadě je p(t) = p0 pro t G [0,u], proto m á m e 

T 7T2 7T2 7T2 

/ p(s)ds> p0oo> p0> - . (2.23) 
Jo OJ OJ u2 

Z p o z n á m k y 2.28 víme, že per iodická úloha 

u" = p0u + 1, u(0) = u(oo), u'(0) = U'(UJ) 

m á jediné řešení u a p la t í u(t) > 0 pro t G [0,o;]. Integrujeme obě strany t é t o rovnice 
na intervalu [0, OJ] 
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Dos távame 

roj PLO PLO 

/ u"(t)dt=p0 u(t)dt + ldt. 
Jo Jo Jo 

u(u)—u(0)=po / u(t)dt + u. 
Jo 

Z periodických podmínek plyne, že levá strana je rovna 0. Dále vyjádř íme po, 

UJ 
Po f0"u(t)dť 

(2.24) 

Jelikož je u(t) je na celém intervalu kladné a u; je k ladné reálné číslo, ze vztahu (2.24) 
vidíme, že po < 0. Tudíž (2.23) a (2.24) dohromady dávají 

Po e 

Směr " < = ". P ř e d p o k l á d á m e p0 G 

7T 
:,0 • 

u0 )• 
Z definice množiny V + ( a ; ) víme, že p je prvkem množiny V + ( a ; ) , jestl iže pro každou 

funkci v : [0,o;] —> M absolu tně spojitou spolu se svou prvn í derivací a splňující 

p la t í 

v"{t) > Pov(t) pro s.v. í G [0, w], w(0) = w(a;), v'(0) = v'(OJ), 

v(t)>0 pro í G [0,o;]. 

(2.25) 

(2.26) 

Nechť tedy v : [Q, u] —> M je funkce absolu tně spoj i tá spolu se svou prvn í derivací 
a spňující (2.25). Ukážeme, že p la t í (2.26). Funkce v je zřejmě řešením periodické úlohy 

kde 

v" = -k2

v + q(t); V(0)=V(UJ), v'{0) = v'(u), 

k •= y/—Po, q(t) := v"(ť) - pQv(ť) pro s.v. t G [Q, u] 

(2.27) 

Z p ředpok ladu po G T - , 0 ) a (2.25) okamži tě plyne 

0 < k < - , g ( í ) > 0 pro s.v. t G [0, OJ] 
OJ 

(2.28) 

Úlohu (2.27) převedeme na periodickou úlohu pro soustavu diferenciálních rovnic. Položme 

x i ( í ) : = « ( * ) , x 2 ( í ) : = « ' ( * ) • 

Tyto vztahy zderivujeme a zjistíme, že a; = (xi ,X2) je řešením soustavy diferenciálních 
rovnic s kons t an tn í mat ic í 

x'(t) = Ax(t) +g(t), (2.29) 

kde 

0 1 
-k2 0 q{t) 
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Vektorové funkce x & g periodicky prodloužíme na celé 1Ľ Pak p la t í 

x (t) = x (t + u), 

g (t) = g(t + u) pro každé í e M . 

Jako prvn í budeme po t řebova t fundamentá ln í matici Y sys tému 

x' = Ax. (2.30) 

Z klasické teorie soustav L O D R 1 s kons tan tn ími koeficienty je známo, že h ledáme řešení 
ve tvaru x (t) = exth, kde A je v las tn í číslo matice soustavy a h př ís lušný v las tn í vektor. 
Vlas tn í čísla matice A jsou kořeny charakter is t ického polynomu, k te rý je dán 

det (A - XI) = 0. 

V našem př ípadě 

Kořeny jsou tedy komplexně sdružená dvojice 

A i j 2 = ±ik. 

Vypoč í t áme v las tn í vektor h př ís lušný A i = ik, daný rovnicí 

(A - X1I)h = 0. 

V tomto př ípadě rovnice n a b ý v á tvaru 

-ik 1 \ fhA _ f0\ f -ikh1 + h2 \ _ Í0 
-k2 -ik) \h2) ~ [oj ^ y-tfh -ikh2) ~ [o 

Jestl iže vynásobíme prvn í rovnici —ik, dostaneme druhou rovnici. Jsou tedy závislé, proto 
m á m e k dispozici jen jednu rovnici. Položme h\ — 1. T í m z p rvn í rovnice dostaneme 
h2 = ik. Komplexní řešení homogenní soustavy je dáno 

x(t) = eXlth = é k t 

V té to teorii t aké p la t í následující poznatek: Je-li x = v + iw komplexním řešením 
homogenní soustavy, potom m á t aké komplexně sdružené řešení x = v — iw a navíc 
l ineárně nezávislá reá lná řešení v, w. Pomoc í Eulerovy identity rozdělíme komplexní řešení 
na reálnou a imaginárn í část, 

( cos(kt) + i sin(kt) \ j cos(fcí) \ / sin(/cí) 
= ) + i \ 

ikcos(fcí) — ksin(fcí) I \—ksm(kt)l \kcos(kť) 

F u n d a m e n t á l n í matice Y(t) m á jako sloupce l ineárně nezávislá řešení, v tomto př ípadě 
zvolíme 

Y(t) 
cos(fcí) sin(fcŕ) 

-fcsin(fcŕ) kcos(kt) 
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Všimněme si, že 

det (Y(OJ) - Y(0)) = k [(cos(koj) - l ) 2 + sin2(A;a;)] > O, 

a proto m á úloha (2.30), (2.22) pouze t r iviá lní řešení (viz n a p ř vě tu 2.32). 
Splnil i jsme předpok lady věty 2.34, řešení úlohy (2.29), (2.20) m á tedy integrální 

reprezentaci 

/

t+UJ 
Gw(t,T)g(r)dr pro t e R. 

P ř i s t u p m e nyní k výpoč tu Greenovi matice G^it^r) úlohy (2.30), (2.22). Tvrzen í 2.35 
dává vzorec pro výpočet 

Gu(t,T) — Y(t) ( Y ' 1 (OJ) Y(0) - J) ' ľ - ' W pro Í , T G 1 . (2.31) 

Ve vzorci pro výpočet Greenovy matice se vyskytuje Y 1 . Tuto inverzi vypoč teme pomocí 
vzorce 

Ui 
.! detYjti 

det Y 
kde Yjti značí matici vy tvořenou odeb rán ím j - t é h o ř á d k u a i—tého sloupce. Dos t áváme 
tedy 

cos(kť) sin(fct) 
det Y 

—fcsin(fcí) kcos(kt) 

ž/n 

Vl2 

2/21 

2/22 

(_l)(i+i) det l^ i , ! cos(fct) 
det Y 

(_l)( i+2) d e t y 2 i i — sm(kt) 
det Y k 

(_1)(2+1) d e t Y l j 2 ksm(kt) 
det Y k 

(_l)(2+2) d e t Y 2 2 cos(kt) 

k cos 2 (kt) + ksm2(kt) = k, 

cos(kt), 

sm(kt), 

det Y k 

a proto 

cos(kt) 

sm(kt) 

sm(kt) \ 

/ 

k 
cos(fcŕ) 

Dále budeme pokračovat výpoč t em členu Y 1(u)Y(0), p la t í 

(cos(ku) - s i n ( M \ cos (koj) 

sin(koj) 

k 

cos(ku) 
k 
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Další člen, k te rý budeme poč í ta t je [Y 1(u)Y(0) — I] 1 . Pro přehlednost si označníme 
Z = Y-\u)Y(0) - I , to je rovno 

cos(fca;) — 1 — sm(ku) 

sm(ku) cos(ku) — 1 

Pře jdeme k výpoč tu inverzní matice Z - 1 , 

cos(ku) — 1 — sin(fco;) 
= (cos(ku) — l ) 2 + sm2(ku) = 

sm(ku) cos(ku) — 1 

= cos 2 (ku) — 2cos(ku) + 1 + s in 2 (ku) 

detZ 

-n 

-12 

-21 

-22 

= — 2 cos(ku) + 2 = 2 '1 — cos(ku)) 

( _ l ) ( i + i ) d e t Z l 5 l _ cos(ku) — 1 1 
d e t Z 2(1 -cos(ku)) ~ 2 ' 

(_l)d+2) d e t Z 2 1 sm(ku) 
detZ 2(1 - c o s ( W ) ) ' 

( _ l ) ( 2 + l ) d e t Z l 2 _ — sin.(ku) 
d e t Z 2(1 - c o s ( W ) ) ' 

(_l)(2+2) d e t Z 2 2 cos(ku) — 1 1 

detZ 2(1 -cos(ku)) ~ 2 " 

Vš imněme si, že z p ředpok ladu fc G (0, - ] plyne 1 — cos(ku) > 0. Matice Z 1 je tedy 
tvaru 

/ 1 sin(fco;) \ 
~2 

— sin(fco;) 
Z " 1 

2(1 - COS(AXJ)) 
1 

~ 2 \ 2 ( 1 - cos(ku)) 

Nyní vypoč teme matici, kterou označíme jako C = Y (i) [ l^ _ 1 (a;) l^(0) — J] 1 = Y{t)Z~x. 
Dos táváme 

C = Y(t)Z~x 

cos(fcŕ) sin(fcŕ) 

-fcsin(fcŕ) fccos(fcŕ) 

/ sin(/co;) \ 

2 2 (1 - cos(fco;)) 

— sin(fco;) 1 

V 2 (1 - cos(fcu;)) ~ 2 

1 - - cos H - — ;

 / ;

v . / 
2 v y 2 (1 - cos(ku)) 

k . /ccos(fcí) sm(ku) 
, - sin H - — V y

 / ;

V . / 
V 2 v y 2 ( 1 - cos(kj)) 

cos(kt) sin(fco;) 1 . s \ 
— ^ ; — r f - ( - - sin(fcí) * 
2 ( 1 - cos(fcu;)) 2 v ; 

- - . / 1

 / ;

v . / - - cos (kt) i 
2 ( 1 - cos(ku)) 2 v ' ) 
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Jednot l ivé prvky matice C up rav íme s využ i t ím součtových vzorců 

sin(o; ± j3) — sin(ai) cos(/3) ± cos(a) sin(/3), 

cos(o; ± (3) = cos(o;) COS(/3) =F sin(a) sin(/3). 

Dále pro přehlednost označíme b := 2 (1 — cos(ku)) a provedeme úpravy p rvků Qj matice 
C , 

Cll 
cos(fct)(l — cos(/co;) — sin(fct) sin(fca;)) 

cos(kt) cos(kuj) — sm(kt) sm(ku) — cos(kt) cos(fc(í + u)) — cos(kt) 

Cl2 
cos(fct) sin(/co;) — sin(fct)(l — cos(ku)) 

b 

cos(kt) sm(ku)) + sin(fcí) cos(/co;) — cos(fct) sin(fc(t + u)) — sm(kt) 

("21 
ksm(kť)(l — cos(kcu)) — kcos(kt) sm(ku) 

k sm(kť) — k sm(kt) cos(ku) — k cos(kt) sm(ku) k sm(k(t + u)) — sm(kt) 

C-22 
-ksm(kt) sm(ku) — cos(fct)(l — cos(fca;)) 

-k sm(kt) sm(ku) + k cos(kt) cos(ku) — k cos(kt) k(cos(k(t + uj) — cos(kt)) 

Matice C je tedy tvaru 

C 
2 / cos(fc(í + u)) — cos(fcí) sin (k (t + u)) — sin (kť) 

k sm(k(t + u)) — sm(kt) k(cos(k(t + u)) — cos(fcí)) 

K dopoč ten í Greenovi matice podle vztahu (2.31) zbývá již jen provést součin CY 1(T) 

tj-

CY-HT) 

2 / cos(fc(í + u)) — cos(fcí) sin(fc(í + UJ)) — sin(fcí) 

& l fcsin(fc(í + £*;)) - sin(fcí) k(cos(k(t + UJ)) - cos(fcí)) 

cos(/cr) 

sin(fcr) 

— sin(fcr)N\ 
k 

cos(/cr) 

Výpoče t provedeme po prvcích matice Gu(t,r) a uprav íme opět pomocí goniometr ických 
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součtových vzorců. Dostaneme 

<7n = cos(fc(í + OJ)) cos(/cr) — cos(kt) cos(/cr) + sin(fc(t + OJ)) sin(fcr) 

— sm(kt) sin(fcr) = cos(fc(r + OJ — r)) — cos(fc(r — r)), 

cos(fc(r + OJ)) sin(fcr) cos(fcŕ) sin(fcr) sin(fc(r + OJ)) cos(kr) 
9i2 = ; 1 ; 1 k 

sm(kť) cos(kr) sm(k(t + OJ — r)) sin(fc(r — ŕ)) 

k k k 

92i = —k sm(k(t + OJ)) cos(kr) + k sm(kť) cos(kr) + k cos(fc(í + OJ)) sin(fcr) 

— k cos(kt) sin(fcr) = k sin(fc(r — t — OJ)) — k sm(k(t — r)), 

c/22 = sin(fc(ŕ + OJ)) sin(fcr) — sin(fcŕ) sin(fcr) + cos(fc(í + OJ)) COS(/CT) 

— cos(fcŕ) cos(kr) = cos(fc(ŕ + OJ — T)) — cos(fc(ŕ — T)). 

T í m je výpočet Greenovy matice úlohy (2.30), (2.22) hotov, n a b ý v á tvaru 

( sinŕfcŕŕ + OJ — T)) sm(k(r — t))' 

c o s ( , ( ť + u _ T ) ) _ c o s ( , ( ť _ T ) ) _ L L _ ä + - L L — » 
k sin(fc(r — t — OJ)) — k sin(fc(ŕ — r)) cos(fc(ŕ + OJ — r)) — cos(fc(ŕ — T)), 

kde b = 2 (1 - cos(ku)). 
Funkce x, k t e rá je řešením soustavy (2.29) a splňuje (2.20) je tedy podle věty 2.34 

tvaru 

x i ( t ) \ i ľt+UJ í 0 

}=T Gu(t,r)[ d r . 

tj-
'sin(fc(ŕ + OJ — T)) sin(fc(r — t)) Xi(t)\ i ľt+uj 

k k j g ( r ) d r . 
x 2 W J J t \COS(Ä;(T + t - OJ)) - cos(fc(í -T)), 

Nyní podle výše zavedené substituce Xi(t) = v (ť) k ověření p o d m í n k y (2.26) zbývá ukáza t 
žc 

Xl(t) = —l [sin(A;(ŕ + a ; - r ) ) + s i i i ( Ä ; ( r - ŕ ) ) ] g ( r ) d r > O p r o ŕ e [ 0 , a ; ] . (2.32) 
ok Jt 

Ve složce řešení xi(t) v integrandu vystupuje sin(fc(r + OJ — r)) a sin(fc(r — ŕ)) . Vš imněme 
si, že pro každé t < r < t + OJ p la t í 

0 < r -t < OJ 

0 <t + 0J -T <0J. 
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Vzhledem k (2.28) proto dos t áváme 

sm(k(r - t)) > 0, sin(fc(í + OJ - r ) ) > 0 pro t < r < t + u 

a vztah (2.32) tedy pla t í . Odtud v(t) > 0 pro í G [0,w], a proto p G V+(u). 
(ii) směr " = ^ ". Předpokláde jme , že p G Int V + (u ; ) . Odtud zřejmě plyne p G V + ( o ; ) . 

Vzledem k výše dokázané části (i) tedy bude po prvkem z intervalu 

všechna e > 0 pla t í 

• — , 0 ) . Avšak pro 

7T 2 7T 2 

2 ~ £ < 2 -
a r a r 

7T2 

To však podle výše dokázané části (i) znamená , že — e G" V + (o ; ) pro každé e > 0. 
a r 

/ 7 T 2 \ , 7T 2 

Z toho dále plyne, že neexistuje epsilonové okolí B E \ kons t an tn í funkce takové 
V a r / OJ1 

aby platilo 

B, ( - £ ) C W) . 
7T 2 , , , ( 7T 2 

Proto G" Int V + ( a A T í m dos táváme p 0 ^ ň>0 
ar \ a r 

Směr " -<= ". Tuto část dokážeme pomoc í několika výsledků z [4]: 

Definice. Řekneme, že funkce p G L(u)5 náleží množině T>(OJ), jestl iže úloha 

u" = p(t)u, u(a) = 0, u((3) = 0 

nemá netr iviá lní řešení pro libovolné a < P splňující (3 — a < OJ. 

T v r z e n í A ([4, Proposition 2.6]). Nechť p G L{OJ). Potom inkluzep G liatV(u) platí právě 
tehdy, když pro libovolné a G [0, OJ) existuje funkce 7 Q absolutně spojitá spolu se svou první 
derivací na intervalu [a, a + u] a splňující 

l'L{t) < p(tha(t) pro s.v. t G [a, a + OJ] , (2.33) 

7a(t) > 0 pro t G [a, a + OJ) , (2.34) 

a 

7a(«) +la(a + u) + m e a s { í G [a,a + w] \ T£(Í) < p(t)-fa(t)} > 0. (2.35) 

V ě t a B ([4, Theorem 9.3]). Nechť p G L(OJ) je funkce splňující 
/•Ul 

p(t)^0, / p(s)ds<0. (2.36) 

Potom p G Int V + (o ; ) právě tehdy, když p G InťD(o; ) . 

P ředpokláde jme , že po G ( 0 , 0 ) . Nechť a G IR je libovolné. Položme 
\ UJ2 J 

r \ • (^(t ~ a) \ r i 

layt) = sin I I pro t G [a, a + a;] . 

5Symbolem L(w) rozumíme množinu funkcí p : R —> R, které jsou w-periodické a lebesgueovsky 
integrovatelné na [0, w]. 
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Zřejmě 7a, (a) = 0, 7 Q (a + OJ) = 0 a 

la\t) = sin ( ] > 0 pro í e (a, a + a;). 

D r u h á derivace funkce 7« je 

u f \ 7 1 - 2 • (^ — a A r i 
7a W = ô S m P r ° t e " + 

cť y OJ J 
Dos táváme tedy 

///x 7T2 . 7r(r — CK) \ . f nit — a)\ , s , s , . 
7 á ( 0 = - ^ 2 s m l — ) < P o s m l — ) = K r ) 7 a ( í ) P r o í e ( « , a + w) 

a p la t í tedy p o d m í n k y (2.33)-(2.35). Je splněna i p o d m í n k a (2.36), neboť p ředpok ládáme 
Po < 0 a integrál ze záporné konstanty je záporný . Pomocí tvrzení A a věty B dos t áváme 
p G l n t V + ( w ) . • 
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3 Kvalitativní analýza pohybové rovnice vybraného 
oscilátoru 

V t é t o části budeme studovat o tázku existence cu-periodických řešení pohybové rovnice 
odvozené v kapitole 1, tj. diferenciální rovnice 

„ 2k ( l0 \ 
u =—u I . - 1 , (3.1) 

kde k, m, IQ > 0 a d : M —> (0,/ 0 ) je spoj i tá cu-periodická funkce. Řešením diferenciální 
rovnice (3.1) na intervalu J C M rozumíme funkci u : I —> M , k te rá je spoj i tá spolu 
se svými derivacemi prvn ího a d ruhého ř á d u a splňuje 

u"{t) = —u(t) ( - l° - l] pro t G I. 

Řešení rovnice (3.1), k teré je definováno a cu-periodické na M , nazýváme cu-periodickým 
řešením rovnice (3.1). 

3.1 Au tonomní př ípad 

Uvažujeme nejprve rovnici (3.1), ve které je funkce d kons tan tn í . J inými slovy, uvažujme 
a u t o n o m n í diferenciální rovnici (1.7) odvozenou v kapitole 1. V části 2.1.3 jsme ukázali , 
že tuto rovnici lze převést na Hami l tonův systém 

x\ = X2; 

, 2k ( l0 ^ (3.2) 
X2 = X\ f 

rn VaWTxj 

3.1.1 V y š e t ř e n í k r i t i c k ý c h b o d ů 

Nejprve h ledáme kri t ické body soustavy (3.2). Podle definice 2.9 k jejich nalezení řešíme 
soustavu algebraických rovnic 

x2 = 0, 

2 k

x ( / o - 1 1 = 0 
rn 

V soustavě (3.2) se tedy vyskytuj í t ř i kri t ické body 

K1 = (0,0), K 2 = ^ P 0 - d 2 , 0 ) , K3= í - - d \ 0 

Nyní př i s toupíme k určení typu těchto bodů . Podle věty 2.23 n á m stačí urči t funkční 
hodnotu derivace / v kri t ických bodech, k t e rá je vzhledem k (3.2) tvaru 

f{xi) := — x i pro x i E K. 
m m ^/d2 + x\ 
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Její derivace potom je 

,.. , 2k 2kl0 d2  

J (XV = — - —T^T.—~ P r o xi e M. 
m m {d2 + x2] 

Pro kri t ický bod K\ je 

m l V ) 
^ 2fc / _ / Q 

3 / 2 / m V d 

Pro tože p ředpok ládáme , že k, m, lo a d jsou k ladné konstanty a p la t í l$> d dos t áváme 

/'(O) < o, 

tedy podle věty 2.23 je kri t ický bod i \ i typu sed/o. Z p o z n á m k y 2.19 plyne, že kri t ický bod 
K\ je nestabi lní . Dále vypoč teme funkční hodnotu / ' v hodno tě odpovídaj ící kr i t ickému 
bodu K2, tj. 

72 2k í i l0d2 

m (11) 

2k (. _ c? 
T2 

' n 
77i 

Kvůli výše uvedeným p ř e d p o k l a d ů m o kons tan tách dos t áváme 

/' (v^o - d 2 ) > 0. 

Nyní podle věty 2.23 víme, že K2 je kri t ický bod typu střed. Kri t ický bod K3 bude t aké 
střed, protože souřadnice K2 a K% se liší pouze znaménkem v p rvn í složce a dosazujeme j i 
do výrazu kde je u m o c n ě n a na druhou. Z fázového p o r t r é t u sestrojeného v kapitole 3.1.3 
a analyt ického popisu orbit (viz kapitolu 3.1.2) vyplývá, že krit ické body KllK2 jsou 
stabilní , ale ne asymptoticky stabilní . 

3.1.2 Rozbor hladin h a m i l t o n i á n u soustavy 

Již jsme zmínili, že soustava (3.2) je speciálním p ř í p a d e m Hamiltonova sys tému (2.7), kde 

lo 

rn xjd2 + x\ 
pro X\ G 

Můžeme tedy př is toupi t k výpoč tu hami l ton iánu tohoto systému. Podle vztahu (2.8) 
dos t áváme 

. 1 2 fXl 2ku ( 
H{xi,x2) = -x2 + J - 1 1 - - ^ = 

m V V d2 + u2 

du. 

Vypoč teme integrál na pravé s t raně , tj. 

ul0 2k 
rn u — 

Uŕ 

2k 
du = — 

'u2' X 1 2kl0 

Vd2 + u2 

m _ 2 0 M L -1 

m 
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2kl0 

rn 
d2 + x\ + 

2kLd 
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T í m dos táváme tvar hami l ton iánu sys tému (3.2) ve tvaru 

1 2 k 2 2kl0 f— ~ 2kl0d 2 H(x1,x2) = -XÍ + —XÍ -Jd2 + xj + — pro (x1,x2) G R . (3.3) 
2 m m v m 

Nejprve budeme vyšetřovat hladiny hami l ton iánu obsahující krit ické body, po t é 
se zaměř íme na obecnou hladinu 7íc, c G M , danou vztahem (2.6). 

(i) Hladina funkce H obsahující kri t ický bod K\ je d á n a hodnotou 

E{KX) = #(0,0) = 0. 

To znamená , že se j e d n á o hladinu 7í0, k t e rá je, vzhledem k (2.6) a (3.3), u rčena rovnicí 

-x\ + — x\ - '^-Jd2 + x\ + 
2kl0d 

2 z ' m 1 m V ' i ' m  

Odtud získáme předpis pro x2 v expl ici tním tvaru 

k 2 2/C/Q fZ 2" 2 /c/ 0 i i x 2 = ± W 2 - - x 2 + ^ , / d 2 + x2 !í_ 1 (3.4) 
m m v m y 

Nyní vyše t řme, pro které X i m á výraz v reá lném oboru smysl. Vyjdeme z toho, že výraz 
pod odmocninou musí bý t nezáporný , tedy 

k 2 2/C/Q fZ 2 2/c/0(i 2 _ _ x + r ľ ^ w d 2 + x 2 _ r ^ > 0 . 
\ m m v m y 

Nerovnici můžeme zjednoduši t dělením výrazem 2k/m. Dostaneme 

2l0^d2 + xj -x\ -2l0d > 0. 

Abychom se zbavili členu kde je x\ pod odmocninou převedeme os t a tn í členy na druhou 
stranu nerovnice. Obě strany pak umocn íme , to je ekvivalentní úprava , pro tože výrazy 
na obou s t r anách jsou nezáporné . Získáme tak 

2l0y/d? + xl>J >{xl + 2l0df 

Po dalších úpravách dostaneme výraz 

x\(All -x\ -4l0d) > 0, 

k terý bude nezáporný p rávě tehdy, když 

xl = 0 nebo 4Z„ -x\- 4l0d > 0. 

Je-li xi = 0, pak z (3.4) plyne x2 = 0, tj. hladina %Q vskutku obsahuje kri t ický bod K\. 
V d r u h é m př ípadě dos t áváme po úpravě omezení pro X\ 

k i | < V4/ 0(/o - d). (3-5) 

Pro hladinu % 0 jsme tedy získali explici tní vyjádření (3.4), kde X\ splňuje nerovnost (3.5). 
Graf t é to hladiny je znázorněn na obrázku 3.1. 
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t %2 

Obrázek 3.1: Hladina TÍQ 

(ii) Dále budeme zkoumat hladinu odpovídaj ící kr i t ickým b o d ů m K2, K3. Po dosazení 
souřadnic bodu K2 do (3.3) dos t áváme 

H(K2) = H ( ^ g - d 2 ^ ) = ^ ( / 0

2 - d2) - ^^/d2 + (l2-d2) + 
2kl0d 

m 

což lze upravit na 

H(K2) = - - ( l 0 - d ) 2 . 
m 

To stejné provedeme pro bod K3 a zjistíme, že d á v á stejnou funkční hodnotu, tud íž krit ické 
body K2, K3 leží v hladině %_ k_r, d\2, k te rá , vzhledem k (2.6) a (3.3), je d á n a rovnicí 

1 2 k 2 2kl0 r~ ~ 2kl0d k 2 

-x2

2 + -x{ "-Jd? + x2 + — ^ = (/0 - d)2. (3.6) 
2 2 m 1 m v 1 m my ' y ' 

Celou rovnici vyděl íme výrazem / c / m a vztah na pravé s t raně roznásobíme 

^-x\ + x\- 2l0Jd2 + xj + 2l0d = -l2

0 + 2l0d - d2. 

Některé členy se odeč tou a zbytek převedeme na druhou stranu 

^x\ + l\ - 2l0^d? + x2 + {d2 + x\) = 0. 

Vš imněme si, že v rovnici vyskyt l rozklad mnohočlenu, ten převedeme na čtverec a do­
staneme 

2 
m ,)k4+[lo-\/d2 + x2) = 0 . 
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Tato rovnost p la t í p rávě tehdy, když je x2 = 0 a zároveň l0 — d? + x\ = 0. Podmínka 
na X2 je tedy sp lněna pouze v bodě 0 a p o d m í n k a pro x\ se snadno vypoč te 

lo - sjd2 + x2 = 0 => X l = ±sjl2

0-d2. 

Požadavky na x\ a x<i jsou splněny pouze pro hodnoty, k teré přesně odpovídaj í souřadnic ím 
b o d ů K2 a K3. Z toho plyne, že v hladině T-Ĺ_k_(, d\2 se nachází pouze kritické body 
K2 a K3, viz obrázek 3.2. 

i L X2 

K2 
0 K3 

Obrázek 3.2: Hladina 7í_±n ^2 

( i i i ) Zbývá provést rozbor hladiny "H c obecně, tj. pro c G K . Ta je vzhledem k 
(2.6) a (3.3) d á n a rovnicí 

l-x\ + ^ x l - 2 - ^ J d ^ x 2 + = c. (3.7) 
2 2 m 1 m v 1 m v ; 

Rovnici převedeme na p o d o b n ý tvar jako m á rovnice (3.6). K pravé s t r aně rovnice (3.7) 
př ič teme a odeč teme pravou stranu rovnice (3.6) a dostaneme 

1 2 , ^ 2 / ,0 ň 1 2/c/oC? , s 2 , ^ , s 2 , 
- i o H ^7 v « + a;f H = (IQ - d) H f/0 - d) + c. 
2 m m v m m m 

Stejně jako v předchozím př ípadě můžeme tuto rovnost p řepsa t do tvaru 

\x\ + - ( l Q - Jd2 + x2] =^(l0-d)2 + c. (3.8) 
2 m \ v J m 

K tomu, aby hladina % c byla nep rázdná je nu tné , aby p ravá strana rovnosti (3.8) byla 
nezáporná . To n á m dá omezení pro konstantu c, zřejmě musí platit 
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c > - - ( l 0 - d f . 
m 

Hladiny H0 a H_k_(, d\2 jsme již rozebrali a nyní t aké víme, že pro c < — — (/o — d)2 

m V 0 ) 171 
budou hladiny Hc p rázdné množiny. Proto budeme dále diskutovat p ř ípady 

k 
(l0-d)2 <c<0, (3.9) 

m 

a 

c > 0 . (3.10) 

Pokračujeme s vyjádřením x2 ze vztahu (3.8). Zřejmě 

x2 = ±\2c+ —(/o -d)2-— (l0 - Jd2 + x2] . (3.11) 
v m m \ v / 

Výraz pod odmocninou mus í bý t nezáporný , dos t áváme 

2 2k 
rn 

( l o - ^ ^ + x2^ <2c+^(l0-dý 

Nerovnici vyděl íme výrazem —, t i . 

( l 0 - ^ d 2 + xlj < C ^ + (l0-d)2. 

Dále odmocn íme a získáme 

- y d2 + x\ < ^ + ^~d)2. 

Výraz pod odmocninou ve vztahu (3.11) je tedy nezáporný právě tehdy, když x\ splňuje 
nerovnosti 

k ~ sj™ + (/o - d)2 < sjd2 + x\ < /o + ^ + (/o - d)2. (3.12) 

Odtud vyplývá, že hladina % c je explicitně p o p s á n a vztahem (3.11), kde x\ splňuje 
p o d m í n k u (3.12). Nyní rozebereme jednot l ivé p ř ípady (3.9), (3.10) a hladiny vykreslíme, 
a) Uvažujme nejprve p ř ípad — — (l0 — d)2 < c < 0. 

a x) Uvažujme levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj. 

í o - ^ y + ( l o - d ) 2 < y d 2 + x2. (3.13) 

Než obě strany vztahu (3.13) umocn íme na druhou, nejprve se přesvědčíme, že jsou obě 
nezáporné . P r a v á strana obsahuje pouze odmocninu, k t e rá je vždy nezáporná . Jelikož 
c < 0, p la t í pro odmocninu na levé s t raně odhad 

cm 
}_ + (/0 - d)2 < y/(lo d)2 = l 0 - d . 
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Proto 
/ C/7? 

h - A / ^ T + (/o - d? > l 0 - ( l 0 - d ) = d>0. 

Obě strany (3.13) jsou nezáporné , můžeme pokračovat s jejich umocněn ím 

ll - 2l0J°^ + (/0 - d)2 + ^ + (/0 - d ) 2 < d2 + x\. 

Po roznásobení a úpravě získáme 

cm „, / , , / cm ,, ,,„ * . 2 — + 2 l 0 U 0 - d - ^ — + ( / 0 - á ) 2 J (3.14) 

Nyní zbývá odmocnit a budeme mí t jednu z podmínek pro X i . To si však můžeme dovolit 
pouze v př ídadě , že levá strana nerovnosti (3.14) je nezáporná . Ukážeme, že 

^ + 2/ 0 110 - d - + (l0 - d)2 ) > 0. (3.15) 

Jelikož p ředpok ládáme — — (Zo — d)2 < c, můžeme napsat 

cm 
^ - + (/Q - d)2 > 0. (3.16) 

/b 

Potom pla t í odhad 
cm „, , s cm ,, 2 — + 2 / 0 ( / o - d ) > - y + ( Z o - d ) > 0 . (3.17) 

Jelikož nyní uvažujeme c < 0, zřejmě pla t í 

/cm\2 ,cm 

\
 2 

cm \ , , cm ., 
- y ) > 4 / 0 - ^ ( / 0 - / o + á ) , 

a proto 
cm \ J 7 , c m J 7 c m . , 

T J > 4 / o V - 4 / ° T ( / O _ D ) -

D r u h ý člen pravé strany převedeme na levou, k oběma s t r a n á m nerovnice př ič teme 4/g(/0 — 
ď) 2 a dostaneme 

+ 4 / 0 ^ ( / o - á) + 4 / 2 ( / 0 - d) 2 > 4 / 2 ^ + 4 / 2 ( / 0 - d) 2 . 

N a levé s t raně použijeme vzorec pro mnohočlen a na pravé vytkneme 4/g, tj. 

cm , ., \ 2 , 9 / cm ., 9  

— + 2 / o ( / o - d ) J >4 / 0

2 í — + (lo~d)2 

Vzhledem k (3.16) a (3.17) můžeme odmocnit a z ískáme 

cm / c m 
— + 2/ 0 ( / 0 - d) > 2 Z 0 W - - - + (/o - d) 2-
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Po další úpravě 

CTÍ) I CTÍ) 

— + %l - 2i0d -21J— + (/0 - dy > 0. 
Dále vytkneme 2/ 0 a dos t áváme 

cm , / , , / cm ,, „ , 
— + 2/o í /o - d - J — + (/o - d) 2 ) > 0, 

čímž je p o d m í n k a (3.15) dokázána . Nyní můžeme odmocnit vztah (3.14) a pro X\ dosta­
neme p o d m í n k u 

N > t / x + 2 / o ( / o ~ d ~ v T + ( / o ~ d ) 2 ) ' ( 3 ' 1 8 ) 

Vraťme se k (3.12) a dořešme zbývající nerovnici 

r/2 + . q <h + \lC^r + {k-dy. (3.19) 

Postupujeme podobně jako v předchozím př ípadě , obě strany jsou nezáporné , můžeme 
umocnit a (3.19) lze teď ekvivalentně přepsa t do tvaru 

d 2 + x\ < ll + 2l0J™ + (/0 - d) 2 + ^ + (/o - d) 2 . 

Roznásobíme, provedeme úp ravu a dos t áváme 

9 cm , / , , / cm 
x 2 < — + 2 / 0 í / 0 - d + W — + ( / 0 - d ) 2 

Ověřme nyní nezápornos t pravé strany. P ro tože p la t í (3.17), lze provést odhad 

cm , , / c m cm , 

— + 2/ 0 ( / 0 -d) + 2 / 0 W — + (/o - d) 2 > + 2/ 0 ( / 0 - d) > 0. 

Pokračujeme s odmocněn ím a z ískáme druhou p o d m í n k u pro X\ tvaru 

| x i | < ^ ^ + 2Z0 ^ 0 - d + ^ + (/o - d) 2 ). (3.20) 

Pomoc í předpisu (3.11) pro x2 a podmínek (3.18), (3.20) pro x\ jsou tedy hladiny 
explicitně popsány pro — — (IQ — d) 2 < c < 0. N a obrázku 3.3 jsou znázorněny hladiny 
% c pro něk te rá c z tohoto intervalu. 
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t %2 

Obrázek 3.3: Hladiny Uc pro - A ( / 0 - df < c < 0 

b) P ředpok láde jme nyní, že c > 0. 
bx) Uvažujme opět levou nerovnici ze vztahu (3.12), tj. 

k - yj™ + (/o - df < sjd? + xl 

To je ovšem splněno pro každé X\ G M , neboť p la t í 

lo-JjT + (lo- df < / 0 - V ^ o - df = l0- (/0 -d)< xjd? + x\. 

b 2 ) Zbývá vyřešit pravou nerovnici z (3.12), tj. 

yfp + tf <l0 + JjT + Vo-d)2-

Zde lze však provést p o d o b n é úp ravy jako v p ř ípadě a x (místo (3.17) použi jeme p o d m í n k u 
c > 0) a pro X\ dostaneme tak p o d m í n k u (3.20). 

Pomoc í předpisu (3.11) pro x2 a p o d m í n k y (3.20) pro X\ jsou hladiny explici tně 
popsány pro c > 0. Hladiny 7íc pro něk te rá c > 0 jsou znázorněny na obrázku 3.4. 

3.1.3 F á z o v ý p o r t r é t 

V předešlé část i jsme popsali v expl ici tním tvaru všechny hladiny hami l ton iánu soustavy 
(3.2). Z kapitoly 2.1.3 víme (viz důsledek 2.16), že každá orbita je obsažena v některé 
hladině hami l ton iánu . Pohyb bodu (xi,x2) na orbi tě pro ros toucí t vyznačíme šipkou 

41 



t X2 

r 

Obrázek 3.4: Hladiny % c pro c > 0 

a dos t áváme fázový po r t é t soustavy (3.2) a t í m t aké fázový por t r é t a u t o n o m n í dife­
renciální rovnice (3.1), tj. pohybové rovnice (1.7) nel ineárního oscilátoru, viz obrázek 3.5 

Obrázek 3.5: Fázový por t r é t pohybové rovnice nel ineárního osci látoru 
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Víme, že uzavřené kř ivky odpovídaj í o r b i t á m periodických řešení. Můžeme tedy pro­
hlásit , že všechna řešení a u t o n o m n í rovnice (3.1) (tj. je-li d(t) = konst.) k romě těch, k teré 
odpovídaj í h l ad inám 7í0 a T-Ĺ_k_nQ_d\2 jsou nekons tan tn í per iodická řešení. 

Hladina 7í_ k_(l d\2 obsahuje pouze kritické body K2, K3 a ty odpovídaj í kons t an tn ím 
nenulovým řešením a u t o n o m n í rovnice (3.1). 

Hladina Tío obsahuje kri t ický bod K\ odpovídaj íc í nulovému řešení a u t o n o m n í rovnice 
(3.1) a dvě homoklinické orbity, ty odpovída j í nekons t an tn ím řešením a u t o n o m n í rovnice 
(3.1), k te ré pro t —> —oo a t —> oo konvergují ke stejné h o d n o t ě (v našem př ípadě k 0). 

3.2 Neau tonomní př ípad 
Z analýzy provedené v předešlé část i vyplývá, že všechna řešení a u t o n o m n í diferenciální 
rovnice (3.1), s výjimkou homoklinických řešení, jsou periodická. V t é t o části se bu­
deme věnovat otázce existence cu-periodických řešení n e a u t o n o m n í diferenciální rovnice 
(3.1). Otázka existence periodických řešení s periodou právě u je přirozená, neboť je 
cu-periodická funkce d v rovnici (3.1). 

Uveďme nejprve j ednoduché lemma. 

Lemma 3.1. Jestliže u : M. —> M. je u—periodické řešeni rovnice (3.1), potom zúžení 
funkce u na interval [0,u] je řešení periodické okrajové úlohy 

a 2/c / /i 
u — —u 

m \^d2{t)+u2 / ' (3.21) 

u(0) = u(u), u'{0)=u'{u). 

Naopak, je-li u řešení periodické úlohy (3.21), pak u—periodické prodloužení u na M. je 
u—periodickým řešením rovnice (3.1). 

K důkazu existence řešení úlohy (3.21) použi jeme vě tu 2.30. Nejprve ukážeme, že exis­
tuj í kons t an tn í dolní a horn í funkce periodické úlohy (3.21). 

T v r z e n í 3.2. Existují dolní funkce a a horní funkce (3 periodické úlohy (3.21) splňující 

a(t) > 0, P(t)>0prote[0,u]. 

Důkaz, (i) Nejprve předpokláde jme, že funkce d(t) := do je kons tan tn í . Pro dolní funkci 
a úlohy u" = f(u,t); it(0) = U{OJ), u'(0) = U'{OJ) požadujeme a"{t) > f(t,a(ť)); a(0) = 
a{oj), c/(0) > a'{oj). V př ípadě úlohy (3.21) tedy h ledáme funkci a splňující 

«"(*) > ^«(*) í 7 = ~ l ) P™ t e [0, U ] . (3.22) 
m y^d2 + a2(t) J 

Položíme a(t) := 2 A / / Q — d^. Ověř íme, že 

0 > -2xf]f^0 ( /

 / o -
" m V 0 \^/d2 + A{l2-d2) 

V tomto výrazu jsou před závorkou k ladné konstanty a odmocnina, tudíž k tomu aby byla 
tato nerovnost splněna musí bý t člen v závorce nekladný, tj. 
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To však p la t í vždy, protože kons t an tn í funkce do je v našem př ípadě vždy ost ře menší než 
IQ. Funkce a tedy splňuje p o d m í n k u (3.22). P o d m í n k y a(0) = a(oj), a'(0) > a'(OJ) jsou 
splněny t r iviálně (a je nyní kons tan tn í ) . 

Nyní uvažujeme obecný př ípad , tj. nechť funkce d : M. —> (0, Zo) je spoj i tá a OJ-
periodická. Označme 

d* := min{rj(í) | t G [0, OJ]}. 

Položme a(t) := 2yjl2
 — d2. Vzhledem k výše dokázanému m á m e 

-"'"-XtA í" 1) ' '^ 1 0 '" 1 ' ( 3'23 ) 

Jelikož d* < d(t) pro všechna t G [0,OJ], p la t í 

° — 1 > -. ° — 1 pro všechna t G [0, OJ] . 
^d2 + a2(t) ~ ^d?(t) + a2(t) 

Tudíž a(t) = 2A//Q — d2 je vzhledem k (3.23) kladnou dolní funkcí úlohy (3.21). 
(ii) Podobně postupujeme u horn í funkce (3 úlohy (3.21). Opě t nejprve p ředpok ládáme , 

že funkce d(t) := d0 je kons tan tn í . Z definice vyplývá, že h ledáme funkci (3 splňující 

f3" (t) < —f3(ť) ( - l° - l) pro t G [0, OJ] . (3.24) 

Položme f3(t) := \ \JÍQ — d%. Ověř íme, že 

0<^\/lš + d2 

^ 0 + 4 (^0 ^o) 

Výrazy před závorkou jsou vždy kladné, tudíž proto aby nerovnost platila, musí bý t výraz 
v závorce vždy nezáporný , tj. 

j 1 > o. 
1/2 i 3 J2 
4 l 0 ^ 4 a 0 

Pro tože lo > do > 0, hodnota výrazu pod odmocninou je ostře menší než IQ. T í m p á d e m 
po umocněn í dělíme či ta tel číslem menš ím než je lo. To znamená , že hodnota zlomku 
na levé s t raně bude vždy větší než 1. Funkce (3 tedy splňuje p o d m í n k u (3.24). 

Dále uvažujme funkci d : M —> (0, lo) spojitou a cu-periodickou. Označme 

d* := max{ri( í ) 11 G [0,OJ]}. 

Položme f3(t) : = | A / / Q — d*2- Vzhledem k výše dokázanému m á m e 

/3"(t) < —f3(t) í . l° - 1 ) pro t G [0,OJ] . (3.25) 
W " m ^ ' \^/d*2 + (32(t) J 1 1 K ' 
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Jelikož d(t) < d* pro všechna t G [0,OJ], p la t í 

° — 1 < — °̂ — 1 pro všechna t G [0,OJ] 
y/d** + /3*(t) ~ y/d*(t) + 0*(t) 

Funkce (3{ť) := \\JIQ — d*2 je vzhledem k (3.25) kladnou horn í funkcí úlohy (3.21). • 

Sestrojili jsme horn í a dolní funkce úlohy (3.21), k te ré splňují ca (i) > (3(t) pro t G [0, OJ]. 
V takovém př ípadě obvykle ř íkáme, že a, (3 tvoř í opačně u s p o ř á d a n ý pá r dolních a horních 
funkcí. 

V ě t a 3.3. Nechť u < TTA/H"- Potom má rovnice (3.1) alespoň jedno netriviální 
oj-periodické řešení. 

Důkaz. Položme 

f(t, z) := —z \ —. ° = — 1 I pro t G [0, OJ] a z G 
V ; m \^/d2(t) + z2 1 1 1 

Dos táváme 

f {t, z) sgn z 

Odtud vyplývá 

m 1 \y/(P(t) + Z2 

2k 
f(t, z) sgia z > \z\ pro t G [0, OJ], Z G 

P l a t í tedy podmínka (2.13), kde p{t) = —— a q(t,z) = 0 pro t G [0,OJ], z G M . Zřejmě 
funkce q splňuje p o d m í n k y (2.14) a (2.15). 

Jelikož p ředpok ládáme OJ < TTA/HŠ z v ^ t y 2.36 dos t áváme , že p p a t ř í do množiny 
In tV + ( a ; ) . Navíc, tv rzení 3.2 zaručí existenci k ladných horních a dolních funkcí úlohy 
(3.21). Jsou proto splněny všechny p ředpok lady věty 2.30 a tud íž existuje řešení u úlohy 
(3.21). P ro tože a > 0, (3 > 0, toto řešení n a b ý v á někde na intervalu [0,OJ] k ladné hodnoty 
(je tedy netr iviá lní) . Podle lemmatu 3.1 m á proto rovnice (3.1) alespoň jedno netr iviální 
cu-periodické řešení. 

• 

Je-li funkce d v rovnici (3.1) kons tan tn í , z věty 3.3 vyplývá, že pro každé OJ < T T - ^ / I Í 

m á a u t o n o m n í rovnice 

u" = - ( - r ^ — - l) (3.26) 

alespoň jedno netr iviá lní cu-periodické řešení. V a u t o n o m n í m př ípadě však p la t í daleko 
silnější tvrzení . Z kapitoly 3.1 víme, že rovnice (3.26) m á kladné ekvil ibrium a tud íž m á 
rovnice (3.26) alespoň jedno kladné cu-periodické řešení pro každé OJ > 0. 

Omezení na OJ ve vě tě 3.3 neumíme jednoduše odstranit, pro tože souvisí s p ředpok ladem 
p G Int V + ( a ; ) ve větě 2.30, kterou používáme. Avšak aplikujeme-li vě tu 2.30 na vhodnou 
pomocnou úlohu, lze tvrzení věty 3.3 zesílit o kladnost cu-periodického řešení. 

V ě t a 3.4. Nechť platí OJ < ^\[W- Pak má rovnice (3.1) alespoň jedno kladné u-periodické 2k 
řešení. 
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Důkaz. Uvažujme pomocnou periodickou úlohu 

// 2fcr . / IQ 
u = — k í U ; _ . . = - 1 

m ^ y^/d2{t)+u2 J ' (3.27) 

u(0) = u(uu), I Í ' (0 ) = u {OJ). 

kde [z]+ = ^ pro z eR. 
Z tvrzení 3.2 vyplývá, že existují k ladné dolní a horn í funkce úlohy (3.21), ty zřejmě 

budou t aké dolní a horn í funkce úlohy (3.27). Položme 

ml ^ y^/d2(t) + z2 

Zřejmě 

/(*,*) sgn 2 = ^[z}+sgnz \ -^==== - 1 ) pro í G [0,w],ze 

f{t, z) sgn z = —\z\ I — - - 1 

Pro z > 0 dos t áváme 

m \ ^ 2 W + z < 2 

odtud vyplývá 
2k 

f(t, z) sgn z > \z\ pro t G [0, OJ] , z > 0. 

Pro z < 0 m á m e [z] + = 0, proto 

2 A; 
f(t, z) sgn z = 0 > \z\ pro t G [0, , z < 0. 

P l a t í tedy p o d m í n k a (2.13), kde p(t) = -™ a q(t,z) = 0 pro t E [0,OJ] & z E R. Jelikož 
p ředpok ládáme OJ < TTA/H", Z vě ty 2.36 plyne p G In tV + ( a ; ) . Funkce q zřejmě splňuje 
p o d m í n k y (2.14) a (2.15). Jsou tedy splněny p ředpok lady věty 2.30, ú loha (3.27) m á 
tud íž alespoň jedno řešení u nabývaj ící někde v [0,OJ] k ladné hodnoty. Podle lemmatu 3.1 
proto cu-periodické prodloužení funkce M na M je cu-periodickým řešením rovnice 

u " = — [ « ] + | - / o - 1 ) (3.28) 

splňujícím 
u(ť) > 0 pro nějaké ť G R. (3.29) 

Př ipusťme , že řešení u n a b ý v á t aké záporných hodnot. O řešení u víme, že je spoj i té 
a cu-periodické. Proto, vzhledem k (3.29), existují č i , č 2 G R takové, že 

u(t) < 0 pro t G ( ŕ i , ŕ 2 ) , u ( ŕ i ) = 0, u ( ŕ 2 ) = 0. (3.30) 

Zároveň však víme, že u je řešením na celém intervalu R, tedy i na [ í i , í 2 ] . Podle definice 
kladné části ale dostaneme 

[«(*)]+ = Orat [ Í 1 ) Í 2 ] ; 
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a proto z (3.28) plyne 

u"(t) = 0 pro t G [ ŕ i , ŕ 2 ] , 

což je spor s (3.30). To znamená , že řešení u rovnice (3.28) splňuje 

u(t) > 0 pro í e l . 

Odtud plyne [u(ŕ)]+ = u(t) na M a M je tud íž cu-periodickým řešením rovnice (3.1). 
Zbývá ukáza t , že u(t) > 0 pro í e l . P ř ipusťme sporem, že existuje to G M takové, 

u(t0) = 0. 

Pak t aké 
u (t0) = 0. 

To ale znamená , že u je řešením l ineární Cauchyovy úlohy 

„ 2kf IQ \ 

w =— — . = — 1 )W, 

w(t0) = 0, w'(t0) = 0. 

Tato ú loha m á však pouze tr iviální řešení, což je ve sporu s (3.29). 
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Závěr 
V prvn í kapitole byla odvozena nel ineární diferenciální rovnice mechanického osci látoru 
a to v a u t o n o m n í m i n e a u t o n o m n í m př ípadě . 

V d r u h é kapitole jsou uvedeny vybrané pojmy z teorie dynamických sys témů, zejména 
poznatky související s Hami l tonovými sys témy a konstrukcí fázového po r t r é tu . Dále 
je s t ručně uveden princip metody dolních a horních funkcí. Kapi to la pokračuje existenční 
vě tou pro opačně u spo řádané dolní a horn í funkce. Pro kons tan tn í funkci p je dále uvedeno 
a dokázáno tvrzení dávající nutnou a postačující p o d m í n k u zaručující inkluzi p G V + ( a ; ) . 

T ř e t í kapitola byla věnována kval i ta t ivní analýze nel ineární diferenciální rovnice mo­
delu vybraného oscilátoru. V a u t o n o m n í části je provedeno vyšet ření kri t ických bodů , po t é 
rozbor hladin hami l t ioniánu, konstrukce fázového po r t é tu . Z něj jsme zjistili , že všechna 
řešení a u t o n o m n í rovnice až na ty k te ré odpovída j í h l ad inám hami l ton iánu v kri t ických 
bodech jsou nekons tan tn í per iodická řešení. Řešení odpovídaj ící h l ad inám hami l ton iánu 
s kr i t ickými body K2, K% odpovídaj í kons t an tn ím nenulovým řešením. Zbývající hladina 
hami l ton iánu obsahuje kri t ický bod K\ odpovídaj ící nulovému řešení a dvě homoklinické 
orbity. 

V n e a u t o n o m n í část i jsme nejprve dokázali existenci dolní a horn í funkce odpovídaj ící 
per iodocké okrajové úlohy. T y tvoř í opačně u s p o ř á d a n ý pár . Dále jsme uvedli postačující 
p o d m í n k u pro existenci a lespoň jednoho netr iviá lního u—periodického řešení. Tvrzení 
t é t o věty bylo dále zesíleno o kladnost OJ—periodického řešení. 

V t é to práci by se dalo pokračovat např ík lad odvozením v z t a h ů pro výpočet periody 
řešení v a u t o n o m n í m př ípadě . V n e a u t o n o m n í m př ípadě bychom mohli hledat p o d m í n k y 
jednoznačnos t i k ladného cu-periodického řešení, nebo p o d m í n k y existence cu-periodických 
řešení stř ídající znaménko. 
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