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1 Uvod

V soucasné dobé se setkavame s informacni a komunikacéni technologii ve vétsiné oblasti
lidské ¢innosti i v oblasti vzdélavani matematiky na vysokych, stfednich a zakladnich sko-
lach. Zakladem pochopeni dané problematiky nebo latky by méla byt nazorna a konkrétni
predstava daného matematického problému, coz lze nejefektivnéji demonstrovat na riz-
nych matematickych softwarech. Pocitac¢ v oblasti vyuky matematiky lze tedy vyuzit tak,
ze vyucujici muze na ném pracovat a pomoci dataprojektoru studentiim ¢i zaktim néco
predvadét.

Prvotni podnét pro vytvoreni této bakalarské prace jsem dostal, kdyz jsme méli za tikol
zpracovat vystoupeni v ramci seminare z matematické analyzy 1. Mé téma bylo , Kiivky
zadané parametricky a krivky v polarnich souradnicich”. Dané téma jsem zpracoval v pro-
gramu Microsoft PowerPoint 2003. Prezentace obsahovala rizné animace, napriklad bod
pohybujici se po kfivce atd., které jsou dilezité k dotvoreni celkového obrazu urcitého
prikladu nebo definice. Proto mym vybranym tématem diferencidlnitho poc¢tu respektive
diferencialni geometrie jsou rovinné krivky.

Tato prace je rozdélena na dvé vétsi ¢asti. Prvni ¢ast (teoretickd) je rozdélena do ¢tyrt
podkapitol, které pojednavaji o zakladnich pojmech diferencidlniho poctu resp. diferenci-
alni geometrie. Druhd ¢ast s nazvem ,Vybrané priiklady rovinnych krivek” je rozélenéna
do ¢tyT kapitol, kde jsou zejména popisovany a odvozeny parametrické rovnice cykloidy,
epicykloidy, hypocykloidy a spirdly. K druhé ¢asti se vaze prezentace vytvorena v pro-
gramu Microsoft PowerPoint, kterd je hlavnim cilem této bakalarské prace. Prezentace je
nazorna a obsahuje rizné animace ktivek. Vykreslovani geometrickych vlastnosti kiivek
budeme provadét za pomoci programu Maple 13 a Cabri Geometry II Plus. Soucasti prace
je i priloha na CD, kde je elektronicka verze prace spolu s vytvorenou prezentaci a soubory
vytvorené v Cabri.

Tento text a k tomu vytvorena prezentace zdiraznuji teorii rovinnych kfivek a ilustruji
geometrické vlastnosti studovanych objekti. Nékteré tivahy budeme provadét obecné v

m-dimenziondlnim euklidovském prostoru E,,.



Cast I
Teoreticka cast

2 Bodové a vektorové funkce jedné realné proménné

Castym pohledem na vznik kiivek je ten, Ze kiivka vznikne jako draha bodu pohybujiciho
se v prostoru. Podmnozina téchto bodt, které mohou v prostoru rizné probihat, mizeme
parametrizovat casem t. Poloha bodu, kterd je ur¢ena soutadnicemi v prostoru F,, , je
zavisla na case t. Tuto polohu bodu popisuje tzv. bodovd funkce jedné promeénné.
Okamzitd rychlost pohybu ma charakter vektoru, jehoz smér je teény k draze pohybu.
Obecné rovnéz zavisi na Case, popisuje ho tzv. vektorovd funkce jedné promenné.[13]
V této préaci se zamérime na zobrazeni néjaké mnoziny realnych ¢isel do euklidovského

prostoru Fs.

Vanzurova v praci [13] uvadi nasledujici definici bodové (resp. vektorové) funkce:

Definice 2.1.

Necht I C R. Zobrazeni f: I — E,, (resp. I — V,;,) nazveme bodovou (resp. vektoro-

vou) funkci v E,, jedné proménné, s definicnim oborem I.[13]

Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme predpokladat, ze vSechny vysetfované bo-
dové funkce a vektorové funkce jedné proménné jsou definovany na pevné zvoleném ote-

vieném intervalu I. Pro nékteré piipady je vSak vhodnéjsi zvolit I uzavieny.[13]

Definice by se dala zuzit v nasem pripadé na:

Definice 2.2.

Je-li I C E (interval I je podmnozina eukleidovsky prostoru dimenze jedna, coz je
néjakd mnozina redlnych cisel). Zobrazeni mnoziny I do eukleidovské prostoru FEs, re-
spektive do jeho vektorového zaméteni V5 je bodova (resp. vektorovd) funkce jedné redlné

promeénné.

Oznaéime-li napt. danou bodovou funkci symbolem X, potom samoziejmé X (t) je
hodnota této funkce v bodé ¢t € I. Podobné 3/ (¢) je hodnota vektorové funkce v bodé
7 € I. Dale se budeme tohoto znaceni drzet. Nékdy vSak budeme oznacovat bodovou

resp. vektorovou funkei v obecnym symbolem f.[3]



V kartézské soustavé souradnic prostoru Fs je zadani bodové funkce X, resp. vektorové
funkce y ekvivalentnim zadani takovych dvou funkci realné proménné na intervalu I, ze
jejich hodnoty v bodé ¢ € I jsou soufadnicemi bodu X (£), resp. vektoru 3 (¢). Mizeme
tedy napr. psat:

X (1) = [ (t), 22 (1], (2.1)

resp.
Tt = (i (t), 52 (). (2.2)

Funkce x;, resp. y; se nazyvaji souradnicovymi funkcemi funkce X, resp.?. 3]

2.1 Limita bodové a vektorové funkce

Definice 2.3.

Rikédme, Ze bodové funkce X, resp. vektorova funkce y definovana na intervalu I € R
ma v bodé ty € I za limitu bod Xy, resp. vektor 70, jestlize ke kazdému e > 0 existuje
§ > 0 tak, 7ze plati || X(t) — X(to)|| < e resp. | (t) — ¥ (to)|| < e. pro kazdé ¢t € I pro
které 0 < |t — to| < 0.

V tom pripadé piseme

lim X (t) = Xy, resp. lim 9/ (t) = ¥/,. (2.3)

t—to t—to

Pomoci kvalifikdtort muzeme takto:

Ve>036>0(0<|t—ty| <0, tel)=||X{) - X(t)| < e, (2.4)

resp.

Ve>036>0(0<|t—t| <8, tel)=|(t)— T ()| <e. (2.5)

[2][3]

Limitu bodové (vektorové) funkce lze formalné definovat jako limitu funkce redlné
proménné podle Cauchyho s tim rozdilem, Ze absolutni hodnota |X(t) — X (to)| resp.
|/ (t) — I (to)] je nahrazena normou (velikosti) rozdilového vektoru || X (£) — X (to)]| resp.

17 () =7 (to)]| -



2.2 Spojitost bodové (vektorové) funkce

Definice 2.4.

Rikédme, Ze bodova, (vektorovd) funkce X (7) je spojitd v bodé ty € I, jestlize existuje

lim X () = X (to) (2.6)

t—to

resp.
lim Y () = ¥ (to) (2.7)

Rikdme, Ze bodova (vektorova) funkce X (7) je spojita v intervalu I, je-li spojita

v kazdém bodé tohoto intervalu.[7]

2.3 Derivace bodové (vektorové) funkce

Kocandrle v [7] pouziva k vymezeni pojmu derivace bodové (vektorové) funkce nésledujici
definice, pak v nasem oznaceni budou znit:
Definice 2.5.

Rikdme, 7e bodové (vektorova) funkce X (7/) mé v bodé to € I za derivaci vektor y,

jestlize existuje

lim H(X(to +h) - X(to))} — X (1) (2.8)

t—to

i [+(7 (10 + 1) = F00)] = 7 (1) (2:9)

t—to

Derivaci bodové i vektorové funkce v daném bodé ¢, je tedy vzdy vektor|[7].

Definice 2.6.

Ms-li bodové (vektorovd) funkce X (/) v kazdém bodé svého defini¢niho oboru I
derivaci, pak funkci, ktera kazdému bodu t € [ priradi tuto hodnotu, nazyvame derivaci

bodové (vektorové) funkce X (/) a znacime ji

4



250 (140)

[7]
Je-li podle X () = [21(t) 22 (1)) nebo Y (1) = (v (¢) ,y2 (1))
[ (2) , 25 ()] nebo y'(t) =

, pak derivace této bodové nebo vektorové funkce X' (t)

(y1 (1), w5 (1)) -

Pozndmku, o které se zminuje Budinsky ve své praci [3] bychom zuzili pro Fs. Zde
chceme Ttici, ze vSe co se tyka limity, spojitosti a derivace bodovych a vektorovych funkei,

plati rovnéz pro prislusné souradnicové funkce a obracené.
Pozndmka 2.1.

Funkci X md limitu v bodé ty € I prdavé tehdy jestliZze v tomto bodée maji limitu sourad-

nicové funkce x;. Pokud tato situace nastane, potom plati

lim X (t) = [limay(t), }Lr%xg(t)] (2.10)

t—to t—to
Pokud jde o spojitost, pak plati Ze, bodovd, resp. vektorovd funkce je spojitd v bodé

to € I prdveé tehdy, jestlize jsou v tomto bodé spojité prislusné souradnicové funkce.

Tvrzeni o derivaci vyslovme podrobnéji opét pro bodovou funkeci X :
Bodova funkce X mé derivaci v bodé ty € I prdve tehdy, jestlize v tomto bodé existuji
derivace prislusniych souradnicovych funkci. Pokud tato situace nastane, potom pro nas

plati v Fy

dX dzq dxo
dt

) = (% 0. 2w .1)

Podobné plati i pro druhou derivaci funkce X

*X d*x d*x
nebo struéné zapsano
X" (to) = [27 (to) , 25 (to)] (2.13)

Derivace vyssich rddu dané bodové nebo vektorové funkce bychom zavedli, oznacili a
vypocitali analogicky.
Podobné tvrzeni plati i pro vektorovou funkei 7/.[3]



2.4 Priklady

Priklad 2.1.

Pro bodovou funkei X ()

ResSeni

[4t3 —4 4t%—4

217 1 2t—2} vysetiete %1_r>r11X(t)

Limitu bodové funkce vysetiime tak, ze vysetfime limity souradnicovych funkeci. Pro
X (t) = [a1 (1), 22 (£)] tedy plati

lim X (¢) = [limx4(1), tlgg)@(t)]

t—to t—to

V tomto prikladu mame

413 — 4 42 — 4
pu— pr— pu— 1
nlt) = 5y —g wl) =55 ab
Proto
443 — 4 442 — 4
limX (t) = [lim , lim
t—1 t—1 2t — 2 't=1 2t — 2
Vypocitame limity
A -4 A1) (=Dt
Moo ~Wapon) 2 oy 2@ =6
442 — 4 4(t? -1 t—1)(t+1
Tl N oty P O U3 | Ul 0 BRSO PRI
t—1 2t — 2 t—1 2(t — 1) t—1 (t — 1) t—1

Pak dostaneme takto

lim X (1) = [6.4]
Priklad 2.2.

Bodova funkce X je dana prepisem

X (t) =[2cost,2sint], t e R

v . s dX d2X

Vypocteme prvni a druhou derivaci -, 5 funkce X.

ResSeni

Zminéné derivace vypocteme tak, ze derivujeme postupné dvakrat souradnicové funkce
vektorové funkce X:

Prvni derivace:

dX

o= (—2sint,2cost), t € R



Druhé derivace:

d?>X
bk (—2cost,—2sint) t € R

3 Geometricky obraz, diferencovatelnost bodové (vek-

torové) funkce

Predstavme si, ze mame ¢isty papir a na ném nékdo pred nami vykresluje urcitou
kiivku. Nebo mame pripad takovy, ze prijdeme k papiru a ktivka je jiz nakreslena. Mate-
matika umi vystihnout tato dvé pojeti, ktera maji zfejmé odliSnou povahu.

Proto k bodové resp. vektorové funkci pristupujeme ze dvou hledisek. Prvnim hledis-
kem je tzv. dynamické pojeti, které chape bodovou resp. vektorovou funkci jako ,,pohyb
bodu” kreslici , kirivku”. Statickym pristupem se mysli, ze mame urc¢itou podmnozinu bodu

v prostoru, kterd je vlastné trajektorie tohoto pohybu.

3.1 Geometricky obraz

Definice 3.1.

Je-li X bodova funkce jedné redlné proménné resp. 7 vektorova funkce jedné realné
proménné definovand na otevieném intervalu I € R, nazveme geometrickym obrazem

funkce X resp. 7 mnozinu v £y

< X>={X(t)e Ey|tel} (3.1)

resp.

<Y >={y{t)eFy|tel}. (3.2)
Priklad 3.1.

Necht X je bodova funkce, kterd je zvolena v kartézské soustavé souradnic v Ey déana

predpisem
X(t) = [3t%,3t% , kde t € (—o0, +00).

Geometrickym obrazem je poloptimka 1 = x5 1 > 0.

Parametr ¢t si mizeme téz predstavit jako ¢as a X (t) jako polohu hmotného bodu v ¢ase,
bylo by zobrazeni t — X (t) zdznamem pohybu tohoto hmotného bodu. Geometricky obraz
< X > by pak byl drahou tohoto bodu.



Na néasledujicim obrazku 4.1. si vykreslime funkci X (t) = [3t2, 3¢?] programem Maple

13 pomoci tohoto prikazu
> plot([3*t% 3*t% t = —infinity..infinity|, color = [green])

6000 4 2

4000

2000

® vy

T T
0 2000 4000 000 1

Obrazek 3.1: X (t) = [3t%,3t?] , kde t € (—o0, +0)
3.2 Diferencovatelnost bodové (vektorové) funkce

Definice 3.2.
Bodové resp. vektorové funkce X (t) resp. ¥/ (t) : I — E,, se nazjvé
1. tridy C° na I, je-li na I spojitd,

2. diferencovatelnd tridy C¥ na I, kde v € N resp. v = 0o, ma-li na I spojité derivace

do Tfadu v vetné, resp. vSech Tadu.[13]



4 Pojem krivky, parametrické rovnice a transformace

Definice 4.1.

Mnozinu k C FE, nazyvame krivkou v FEs ttidy C™, jestlize existuje alespon jedna

bodova funkce X tridy C™, kterd ma tyto dvé vlastnosti:
1. X'(t)#70, 0 eVa,provtel
2. X je prosté zobrazeni intervalu I— k.
Na obr. 4.1 je znazornéno, ze funkce X pritazuje V¢t € I bod X(t) € Es

+X,

Obréazek 4.1: K definici kiivky

4.1 Bodova a vektorova rovnice a parametrické rovnice krivky

Definice 4.2.

Ktivka k v F5 je bodova funkce X, ktera je zadana bodovou rovnici

X =l (), 22 ()]
strucné
X =X (t)
tyto dvé rovnice budeme nazyvat bodovou funkci krivky k.

9



Sestrojime-li vektor

Z(t)=X(t) - P, (4.1)

kde P je pocatek kartézské soustavy soufadnic (P, €7, ¢€3). Vektor Z (t) nazyvame pru-

vodnim vektorem bodu X (¢). Uvazujeme-li vektorovou rovnici
T = (21 (), 22 (1)), (4.2)
¢ili strucné
rT=7(). (4.3)
Budeme ji nazyvat vektorovou rovnici krivky k. Vektorovou rovnici muzeme psat téz ve
tvaru
T =x1(t)éq + xo(t)és. (4.4)

Bodové rovnice X = [z (), 22 (t)], resp. vektorové rovnice 7 = (z1 (t), x2 (t)) muzeme

rozepsat do souradnic a dostavame tak parametrické rovnice krivky k:

ry = I (t)

Ty = X (t) (4.5)

pro vétsi prehlednost a orientaci v kartézskych souradnicich budeme castéji uzivat

nasledujici vyjadieni parametrické rovnice kiivky:

4.2 Transformace parametru rovinné krivky

Pri studiu rovinné kiivky dané vektorovou rovnici nebo parametrickymi rovnicemi byva
nekdy vyhodné prejit k jiné vektorové rovnici resp. k jinym parametrickym rovnicim, které

vyjadiuji tutéz krivku.

10



Definice 4.3.

Je-li ddna v Es krivka k t¥idy C™ popsanéd dvéma bodovymi funkcemi X = X (t),t € I,
aY =Y (t*),t* € I*, je zobrazeni Y ! o X prostym zobrazenim intervalu I na interval I*.
Oznadime-li toto zobrazeni f, je X (t) =Y (f (t)), pro kazdé t € I.

Obrazek 4.2: K transformaci parametru kiivky

Transformaci parametru kiivky k nazyvame kazdou funkci f definovanou na intervalu

I, pro kterou plati:
1. f zobrazuje interval I na interval I*,
2. f ma na intervalu I spojité derivace az do radu 2,

3. f~ = 0 nejvyse ve spocetném poctu bodu intervalu I.[§]

5 Polarni souradnice v roviné

Necht kfivka dédna svoji geometrickou vlastnosti (tj. jako geometrické misto bodu).
V radé pripadia se ukazuje vyhodné pracovat pomoci polarnich souradnic p, ¢ a proto
budeme krivku vysettovat jako trajektorii pohybu M, ktery mé proménné souradnice p a
©.

Potom budeme muset geometrické vlastnosti, kterou je kiivka urc¢ena, odpovidat ana-
lyticky vztah mezi soutadnicemi p a ¢, ktery je pravé rovnici kiivky. V obecném pripadé

je mozno psat rovnici ktivky v polarnich soutradnicich ve tvaru

p=f(p)

a uvazovat p jako funkci tthlu .

11



Je ziejmé, ze naopak funkce

se geometricky znazorni kiivkou.[6]

5.1 Polarni souradnicova soustava (O;p, ¢)

Méjme v zadané roviné bod O (pocdtek nebo pol polarnich souradnic) a bod H ruzny od O.
Orientovanou poloptimku OH nazveme poldrni osou. Potom kazdy bod M roviny muze

byt popsén dvojici polarnich souradnic [p, ¢], viz obrazek 5.1.

kde ¢islo p predstavuje vzdalenost bodu M od pélu O

a Cislo ¢ je zakladni velikost polarniho thlu L HOM

polarnimi souradnicemi [p, ¢| je poloha bodu M v roviné jednoznacéné urcena

pro M = O druhéa polarni souradnice neni definovana, protoze poélu polarnich sou-

fadnic O odpovida p = 0 pfti libovolném polédrnim thlu ¢ € (0, 27)

je-li p € R, vSem dvojicim [p + 2k7], kde k € Z, bude odpovidat jediny bod M [10]

Témito vlastnostmi je definovana polarni souradnicova soustava, jiz znacime (O; p, ), viz
obrazek 5.1.

Mip,o]

O H

Obrézek 5.1: Polarni souradnicova soustava

Pritadme k této polarni souradnicové soustaveé pridruzenou kartézskou soustavu tak,
ze osu O, (vCetné orientace) ztotoznime s hlavnim smérem OH a osa O, (vCetné své

orientace) s ni svira thel § = 90° a prochazi rovnéz pocatkem O.(viz. obrazek 5.2)
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Obrézek 5.2: Vztah mezi polarni a kartézskou soustavou

Je-li M = [z,y] bod dany kartézskymi souradnicemi x, y a jsou-li p, ¢ jeho polarni

souradnice, potom mezi témito dvojicemi souradnic zfejmé plati

P’ =1+ (5.1)
a
T = pcosy
y = psing (5.2)
tan @ = LN ¢ = arctan (y) (5.3)
T x
nebo

# 10,0] (5-4)

Cos p =

——— Sl = ——, |7,
VEr R YT =.9)

a z prvni rovnice (5.2) potom dvojzna¢né

T
(] = arccos —; Yo = 2T — (1.
p

Jednoznacné ziskame souradnici ¢ aplikaci druhé rovinice. Pokud sinp > 0, je fesenim

©1, v opacném pripadé ¢,.[10]
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Cast 11
Vybrané priklady rovinnych krivek

Praktickym vyusténim teoretickych poznatka mohou byt rovinné krivky, kterymi se
budeme v této praktické ¢asti zabyvat. Zejména se budeme zabyvat cyklickymi kiivkami
a spiralami. VSechny krivky jsou vytvoreny v programu Cabri Geometrie II Plus nebo

v programu Maple 13.
6 Cykloidy

Cykloidy jsou rovinné krivky, které opisuji bod pevné spojeny s pohybujici se kruznici,
ktera se vali po primce. Tento bod nemusi nutné lezet na obvodu kruznice. Mze se na-
chazet i uvnitt a nebo vné kruznice. Je-li tento bod na valici se kruznici, vznikne valenim
prosta cykloida. Je-li vzdalenost bodu od stfedu valici se kruznice mensi nez jeji polomér,
opisuje tento bod zkrdcenou cykloidu. Nakonec je-li vzdalenost bodu od stfedu valici se

kruznice vétsi nez jeji polomér, opisuje tento bod prodlouzenou cykloidu. [6]

6.1 Historie cykloidy

Cykloidy maji pomérné dlouhou historii v moderni matematice. Ikdyz se ojedinéle vysky-
tuji i jiné ndzory (zminuje se Nicholas de Cusa) zd4 se, Ze roku 1599 anebo 1600 se prvni
zabyval Galieo Galilei. Poprvé ji pojmenoval, dostatecné a jasné definoval a vytvoril jeji
drevéné a kovové modely. Uskutecnil prvni zkoumani a poznamky o jejim vyznamu. Odhadl
velikost cykloidou ohranicené oblasti pomoci zvazeni kovového odiezku z jejtho modelu.
Pokusil se najit plochu, kterou by porovnal s plochou, kterou vytvari kruh. Nepodrobil ji
ale dikladnéjsimu matematickému zkoumani, které ponechal az pro své nasledovniky.[1]
V (nejen) 17. stoleti byla cykloida jednou z nejpopularnéjsich, nejsledovanéjsich a nej-
zkoumanéjsich kiivek. Vsechny zasluhy od definovani, objeveni od téch jednodussich a
oblastech si mohou pripsat mnozi velci matematici tohoto obdobi. Mezi dalsi nejznaméjsi
matematiky, kteri si zabyvali cykloidou miuzeme vyjmenovat: Torricelliho (Galileho zak),
Taliani Ricci a Viviani, Francouzi Mersenne, Pascal, Fermat, Roberval i Descartes, Wallis
a Wren v Anglii, Holandan Huygens a Belgican Sluze a mnozi dalsi. A na prelomu 18.

stoleti Johann a Jacob Bernoulli, Leibnitz, Newton a 1"Hospital.[1]
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6.2 Prosta cykloida

Definice 6.1.

Kfivka vytvorena libovolnym bodem kruznice, jez se bez klouzani kutéli po primce.[11].

6.2.1 Odvozeni rovnic v kartézské soustavé souradnic

Do kartézské soustavy souradnic {O,x,y} umistime kruznici se stfedem S = (0, %) a
polomérem r. Bod M je bodem lezicim na obvodu kruznice, jehoz trajektorie popisuje
vysetfovanou kfivku. Pravoihlym primétem bodu M do osy x je bod X a pramét do
osy y je bod Y. Bod A je bodem dotyku kruznice a primky, po které se kruznice kutali.

Parametr ¢ urcuje velikost L ASM v obloukové mife pfi otdceni kruznice. [12]

Obrazek 6.1: Odvozeni parametrickych rovnic prosté cykloidy

e Prot=0jeA=M=0
« Prot>0je AM = |OA|, proto OA = rt .

Vyjadreni z-ové souradnice bodu P:
Z AMY S vidime, ze sint = |MT—Y|—> |MY| = rsint.

r=|0X|=|0A|—|XA| = AM — |[MY| = rt — rsint

Vyjadreni y-ové souradnice bodu P:
Analogicky cost = @ — | XS|=rcosta|AS|=r

y=|XM|=|AS| —|XS|=r—rcost
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Prosta cykloida je vyjadrena témito parametrickymi rovnicemi:

x = rt—rsint=r(t—sint)

y = r—rcost=r(l—cost) (6.1)

e kde r je polomérem kruznice a parametr ¢t odpovida délce oblouku kutalejici se

kruznice,
pak bodovou resp. vektorovou funkci cykloidy mizeme psat v nasledujicim tvaru

X =[r(t —sint),r(1 — cost)] prot € R (6.2)

resp.

Z = (r(t —sint),r(1 —cost)) prot € R (6.3)

[12]

6.2.2 Prosta cykloida v polarnich souradnicich

S cilem ziskani polarnich souradnic cykloidy musime nejdrive zacit u uprav parametrickych
rovnic (6.1).
Polozime-li v rovnicich (6.1) ¢ = ¢ a pro jednoduchost r = 1 (jednotkova kruznice),

potom parametrické rovnice cykloidy

r = @-—singp

y = 1—cosgp (6.4)
po umocnéni dostaneme
= ¢? —2psing +sin®
> = 1—2pcosp+ cos®p (6.5)
protoze plati vztah (5.1) potom
0 = 2%+ y* = ¢* +sin® p + cos® p — 2psin — 2pcosp + 1 (6.6)
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ale plati
sin? ¢ + cos® p = 1 (6.7)

tedy

p:\/go2—2gosin<p—2¢coscp+2 (6.8)

6.2.3 Singularni body vratu cykloidy

Pro jednoduchost pouzijeme opét parametrické rovnice (6.4). Pouzitim prvnich derivaci

dostaneme

dz )
— = 1—cos
dy 4
d
dSyO = singp (6.9)
Pro singularni body plati
d
dr _ o
dy
d
Yo_ 9 (6.10)
dg
pak
cosp = 1 (6.11)
sing = 0 (6.12)

singuldrni body jsou tedy pro ¢ = 2km, kde k € Z.

Smérnice tecny cykloidy je

dy & sin

A ek (6.13)
dx : :

dx @ 1 —rcosp

Jde-li ¢ — 0 je (6.13) neurcitym vyrazem typu 8. Pouzijeme L “Hospitalovo pravidlo

sinp ~ cosy (6.14)

lim = —
¢—=0]1 —cosp  sing
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Vzhledem k tomu, Ze cos ¢ jde do 1 a sin ¢ jde do 0, tak tato limita neexistuje. Podivame-li
se na to pozornéji, vidime, ze kdyz ¢ — 0~ limita zleva je —oco a kdyz ¢ — 07 limita

zprava je —+00.

CoS ¢

lim — = —00 (6.15)
0~ sin ¢
lim 7 = 1o (6.16)
@0+ sin

[19]

6.2.4 Animace prosté cykloidy v Maple

Pro vytvoreni animace prosté cykloidy (viz. obrazek 6.2) v Maple jsme pouzili nasledujici

zdrojovy kod:
1. > with(plots); setoptions(scaling = constrained);

2. > Cykloida := animatecurve([t-sin(t), 1-cos(t), t = 0 .. 4x*Pi],

frames = 100, color = blue, thickness = 2);

3. > Polomer := animate([u-t*sin(u), 1-t*cos(u), t =0 .. 1],
u=0 .. 4%Pi, frames = 100, color = green);

4. > Kruznice := animate([utcos(t), 1+sin(u), t = 0 .. 2*%Pi],
u=0 .. 4%xPi,frames = 100, color = red);

5. > display(Cykloida, Polomer, Kruznice);

4

Obrazek 6.2: Prosta cykloida v Maple
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Komentar k jednotlivym fadkim:

1. Nejdrive je potieba vyvolat pomocnou knihovnu piikazem: with(plots) ; a abychom

zajistili stejné méritko na osach, pouzijeme volbu (scaling = constrained).

2. Vytvoreni proménné Cykloida a pomoci piikazu animatecurve se nam vykresluje

prosta cykloida pomoci parametrickych rovnic (6.4).

3. Vytvoreni proménné Polomer, kterd vykresluje pomoci ptikazu animate polomeér

kutélejici se kruznice.

4. Vytvoreni proménné Kruznice, ktera vykresluje pomoci prikazu animate kutdlejici

se kruznici v intervalu od 0 do 4.

5. Pouzitim piikazu display se ndm vykresli celd animace cykloidy (viz. obrézek 6.2).

Animace tedy vznikne sloZzenim jednotlivych obrazku, tzv. framt (frames = 100).

6.3 Zkracena cykloida

Zkrécena cykloida vznikne, jestlize tvorici bod pevné spojeny s kutalejici se (hybnou)
kruznici lezi ve vnitini oblasti této kruznice ve vzdélenosti d (d < r) od stfedu kruznice

o poloméru . (viz obr. 6.3) [6]

Obrazek 6.3: Zkracena cykloida

Parametrické rovnice zkracené cykloidy (¢ € R)

r = rt—dsint

y = r—dcost (6.17)
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6.4 Prodlouzena cykloida

Prodlouzend cykloida vznikne, jestlize tvorici bod pevné spojeny s kutalejici se (hybnou)
kruznici lezi ve vnéjsi oblasti této kruznice ve vzdalenosti d (d > r) od stfedu kruznice

o poloméru r. (viz obr. 6.4)[6]

Obrazek 6.4: Prodlouzena cykloida

Parametrické rovnice prodlouzené cykloidy (¢ € R) je taktéz

r = rt—dsint

y = r—dcost (6.18)

7 Epicykloidy

7.1 Historie epicykloidy

Epicykloidu prvni pojmenoval dansky astronom a matematik Ole Roemer v roce 1674.
Objevil, ze ozubena kola s epicykloidalnimi zuby funguji s miniméalnim trenim. Na tyto
vysledky navazovali Girard Desargues, Phillippe de la Hire a Charles Stephen. Druhou
generaci véty této krivky vyslovil znamy Daniel Bernoulli v roce 1725. Mnoho jinych védct
pracovalo s epicykloidou, mezi nejznaméjsi miizeme jmenovat: Diirer, Huygens, Leibniz,
L’Hospital, Jakob Bernoulli, Euler, Edmund Halley a Isaac Newton. Astronomové méli

zvlastni vztah k epicykloidé.
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7.2 Prosta epicykloida

Prosta epicykloida vznika odvalovani pohyblivé kruznice o poloméru r vné pevné kruznice

o poloméru a. (viz obr. 7.1)

7.2.1 Odvozeni parametrickych rovnic epicykloidy

Obrazek 7.1: Odvozeni parametrickych rovnic prosté epicykloidy

Bod M se pohybuje kolem kruznice s polomérem r. Parametrické rovnice této kruznice

jsou:

T = rcosf

y = rsinf (7.1)

Kdyz se pootoci kruznice s polomérem r proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek kolem kruznice
s polomérem a, bod M se pohybuje nejen pres tihel 6, ale prenasi se i pres thel ¢.

Proto:

xr = rcos(f+t)
y = rsin(6+1) (7.2)

21



Za tucelem parametrizace kiivky ve vztahu jen pro ¢t musime najit substituci za 6.
Vzhledem k tomu, ze pohybliva kruznice se pohybuje po kruznici bez prokluzu, vime tedy,
ze délka oblouku s musi byt rovna délce oblouku s”.

Plati:

s = at (7.3)
s” = ré (7.4)
s = s’ (7.5)
at = 16 (7.6)

§ = gt (7.7)

dosazenim 6 (7.7) do rovnic (7.2) dostaneme

r

y = rsin<a+rt) (7.8)

r

a+r
r = rcos( t)

Bod S, ktery je stfedem pohybujici se kruznice, se pohybuje po myslené kruznici s po-

lomérem a + 7 :

x = (a+r)cost

y = (a+r)sint (7.9)

Jestlize bod O je pocatek kartézskych souradnic, potom vektor O? lezi podél x-ové
, . S e , , . , , .
osy v kladném sméru a vektor OM lezi podél x-ové osy a body v zaporném x-ovém smeéru.
Proto

OM = 0% + 5M (7.10)
O?: ((a+r)cost, (a+r)sint) (7.11)
a = (reos (“71) v (“171)) 12
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—
OM = ((a + ) cost — 1 cos (a + Tt) ,(@+r)sint — rsin (a + Tt)) (7.13)
r r
potom parametrické rovnice epicykloidy jsou
x = (a+r)cost—rcos (Wt>
r
. . (a+T
y = (a+r)sint —rsin ( t) (7.14)
T

[15]
Zavedeme-li proménnou n, ktera se nazyva modul a udava nam pomeér mezi polomérem

a pevné kruznice a polomérem r kutalejici se kruznice

a
= - 7.15
= (7.15)
dosadime-li do (7.14) pak
r = r(n+1)cost —rcos|[(n+1)t]
y = r(n+1)sint—rsin[(n+ 1)t (7.16)

Je-li

1. n € Z, pak prosta epicykloida je uzaviena krivkami s n vétvemi a n singularnimi
body vratu (,kritické body”) , které vzniknou pii jednom obéhu hybné kruznice

kolem nehybné kruznice, tj. za 2.

2. n€Q, kden = g, p,q € Z,q # 0, pak prosta epicykloida je uzaviena s p vétvemi,

které vzniknou prti ¢ obézich hybné kruznice kolem nehybné kruznice.

3. n € U, pak prosté epicykloida neni uzavienou kiivkou a ma nekoneéné mnoho vétvi.

7.2.2 Prosta epicykloida v polarnich souradnicich

Polozime-li v rovnicich (7.14) t = ¢, potom

a+r
r = (a—i—r)cosgo—'r’cos( <p)
r

y = (a+r)sing —rsin (a—i_rg&) (7.17)
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po umocnéni dostaneme

= (a—i—T’)QCOSQQO—2T(G+T)COS§0COS<G+T90)+7"2COS2 (Wgo)
r r

v o= (a+7’)281n2g0—2r(a+7’)singosin(a+rgo>+r2sin2 <a+r¢) (7.18)
r r

protoze plati vztah (5.1) potom

p? = 224 = (a+r)°+r2=2r (a + 1) {cosw Ka + 1> gp] cos ¢ + sin ¢ [(a + 1) go] sin @}
r r

(7.19)
Ale protoze plati (7.20)
cos accos 5 + sin asin § = cos (o — f3) (7.20)
tedy
2 2 a
P = (a+r)+r*—=2r(a+r)cos [(—1—1)90 gp]
r
= (a47r)*+7r>=2r(a+7)cos (igp) (7.21)
nebo
p= \/(a+7°)2 + 72 —2r(a+r)cos (ng). (7.22)

Vsimnéme si, Ze ¢ zde neni polarni tihel, ale parametr. Polarni thel 6 ze stfedu dosta-

neme dosazenim rovnic (7.15) do (5.3)

a+r)sing — rsin (L
tamg= ¥ = 97 (%) (7.23)
T (a+ )Cosgp—rcos( gp)
popripadé
(a+r)sing — rsin (“”gp)
§ = arctan (7.24)
(a+ 1) cosy — rcos (“*"gp)

Chceme-li ziskat polarni souradnice epicykloidy s n vétvemi a n singularnimi body,
potom musime dosadit (7.15) do (7.21)
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P ) @ @ D]

vytkneme a

S RORIGIEHETE

S 02 1 1 72\ /n+1
= a 1++2+2—<)( )cos(ngo)]
. n n? n

n n
n*+2n+2 2(n+1
= a e _ 2 o ) cos (np)
2
= % [(nQ +2n+ 2) —2(n+1)cos (ngp)} (7.26)

tedy i pro thel 6 plati

(a + %) sin p — 2 sin (atg’ 90)
tanf = 2
(a + %) cos p — % cos (at" W)
a (nTl) sm e — %sin [(n + 1) 90]
o (”T“) cosp — 2cos[(n+1) ¢
_ (n+1)sing —sin[(n + 1) ¢ (7.27)
(n+1)cosp —cos[(n+ 1) |
popripadé
0 = arctan (n+1)sing —sin [(n + 1) ¢] (7.28)
(n+1)cosp —cos|[(n+ 1))
17

7.2.3 Epicykloida v Maple

Pro vytvoreni animace epicykloidy (viz. obrazek 7.2) v Maple jsme pouzili nésledujici

zdrojovy kod:
1. > with(plots); setoptions(scaling = constrained);

2. > epicykloida := [(atr)*cos(r*t/a)-r*cos(t+r*xt/a),

(a+r) *sin(r*t/a)-r*sin(t+r*t/a)]l;

3.>a :=4; r :=1; interval := 4;
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oo

>E1l := animatecurve([epicykloida(t) [1], epicykloida(t)[2],
t = 0 .. 2xinterval*Pi], frames = 100, numpoints = 200,

color = blue, thickness = 2)

>E2 := animate([(a+r)*cos(u)+t*(epicykloida(u*a/r) [1]-(atr)*cos(u)),
(atr)*sin(u)+tx(epicykloida(u*a/r) [2]-(a+r)*sin(u)), t = 0 .. 1],

u =0 .. 2*rxinterval*Pi/a, color = green, frames = 100)

>E3 := animate([(a+r)*cos(u)+r*cos(t), (a+r)*sin(u)+r*sin(t),

t =0 .. 2%¥Pi], u = 0 .. 2*r*interval*Pi/a, frames = 100,

color = red)

> E4 := plot([a*cos(t), a*sin(t), t = 0 .. 2*%Pi], color = black,

linestyle = dash)

. > display(El, E2, E3, E4);

Obrazek 7.2: Epicykloida v Maple

Komentar k jednotlivym radkiim:

1.

Nejdrive je potfeba vyvolat pomocnou knihovnu prikazem: with(plots) ; a abychom

zajistili stejné méritko na osach, pouzijeme volbu (scaling = constrained).

. Vytvoreni proménné epicykloida a pfifazeni hodnoty parametrickych rovnic (7.14).

. Vytvofeni proménnych a (polomér pevné kruznice), r (polomér kutélejici se kruz-

nice), interval a pfirazeni jejich hodnot.
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4. Pomoci piikazu animatecurve se nam vykresluje epicykloida (modrd).
5. Znaci polomér r kutélejici kruznice opisujicim epicykloidu (zelend).

6. Znaci kutalejici kruznici s polomérem r po pevné kruznici (¢ervend).

7. Znaci pevnou kruznici s polomérem a (Carkovand).

8. Pouzitim piikazu display se ndm vykresli animace epicykloidy (viz. obrézek 7.2).

7.3 Zkracena a prodlouzena epicykloida

Parametrické rovnice zkracené a prodlouzené dany vztahy

x = (a+r)cost—dcos <a+rt>
r

¢ ;r Tt) (7.29)

y = (a—l—r)sint—dsin(

kde

o 7 je polomér pohyblivé (odvalujici) se kruznice - je zndzornéna modrou ¢arkovanou

carou
e d je polomér odvalujici se kruznice - znazornéna ¢ernou carkovanou c¢arou

e a je polomér pevné kruznice - znazornéna plnou modrou carou

Je-li d < r, pak se jednd o zkrdicenou epicykloidu (viz. obr. 7.3)
Je-li d > r, pak se jedné o prodlouzenou epicykloidu (viz. obr. 7.4)

Obrazek 7.3: Zkracena epicykloida
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Obrazek 7.4: Prodlouzend epicykloida

7.4 Kardioida (srdcovka)

Kardioida je zvlastni pfipad epicykloidy, kdy » = a a n = 1, dosazenim n do rovnic (7.16)

dostaneme jeji parametrické rovnice

r = r[2cost — cos (2t)]
y = r[2sint —sin (2t)] (7.30)
7.4.1 Singularni body kardioidy

Pro jednoduchost upravime parametrické rovnice (7.29) dosazenim za r = 1 (jednotkova

kruznice). Pouzitim prvnich derivaci dostaneme

d

d%: — [—2sint + 2sin (2t)]

dy

i [2cost —2cos (2t)], t € (—m,m) (7.31)

protoze plati (6.10), pak pro urceni singuldrnich bodu kardiody musime fesit rovnice

—2sint +2sin(2t) = 0 (7.32)
2cost —2cos(2t) = 0 (7.33)
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Resenim rovnice (7.31) na daném intervalu jsou t € {—7r, -5,0,%, 7T}.
Resenim rovnice (7.32) na daném intervalu jsou t € {—%W, 0, %’r}
Spolecnym fesenim rovnic je pouze t = 0, tedy i jedinym singuldrnim bodem. Viz.

obrazek

7.4.2 Kardioida v polarnich souradnicich

Dosadime-li tedy n =1 do (7.26) pak

p° = a*(5—4cosyp)

p = ayd—4cosp (7.34)

kde
tanl — 2sin ¢ — sin (2¢p)
2 cos @ — cos (3p)
2sin ¢ — sin (2
0 = arctan | —r 0 (2¢) (7.35)
2 cos ¢ — cos (2¢p)
[17]

Obréazek 7.5: Kardioida (srdcovka)
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7.5 Nefroida

Nézev nefroida (angl. nephroid) pouzil pro tuto epicykloidu R. A. Proctor v roce 1878
podle jejiho ledvinového tvaru. Huygens dokazal, ze nefroida je katakausticka pro paprsky
katakaustickd v kruhu, kdyz zdroj svétla prichazi z nekonecna. [14]

Nefroida je tedy zvlastni pripad epicykloidy, kdy r = § a n = 2, dosazenim n do rovnic

(7.16) dostaneme jeji parametrické rovnice

r = g[?)cost—cos(?;t)]
y = g[SSint—Sin(St)] (7.36)

7.5.1 Nefroida v polarnich souradnicich

Dosadime-li tedy n = 2 do (7.26) pak

2
P o= “Z [10 — 6 cos (2¢)] (7.37)
02
= 5 [5 — 3cos (2¢)] (7.38)
nebo
2
p= a\2/_ 5 — 3cos (2¢) (7.39)
kde
toanfd — 3sin p — sin (3yp)
3 cos p — cos (3p)
0 = arctan 3sinp = sin (3p) (7.40)
3 cosp — cos (3p)
[17]
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Obrazek 7.6: Nefroida

7.5.2 Singularni body nefroidy

Analogicky si upravime parametrické rovnice (7.33) dosazenim za r = 1. Pouzitim prvnich

derivaci dostaneme

d

dit” — [~3sint+ 3sin (3t)]

d

d—?z = [3cost — 3cos (3t)] (7.41)

protoze plati (6.10), pak pro urceni singuldrnich bodu kardiody musime fesit rovnice

—3sint+3sin(3t) = 0 (7.42)
3cost —3cos(3t) = 0 (7.43)

Spoleénym fesSenim rovnic, tedy i singularnimi body (viz. obrazek 7.6) jsou pro

t= U {0+ 2kn, 7+ 2k}
keZ

31



7.6 Dalsi typy epicykloidy

Na obr. 7.7 jsou vyobrazeny epicykloidy s modulem n € Z, tedy konkrétné n =4 a n = 5.

Obrézek 7.7: Epicykloidy s modulem n =4an=>5

Na obr. 7.8 jsou vyobrazeny epicykloidy s modulem n € Q, tedy konkrétné n = 2.1 a
n = 95.5.

Obrézek 7.8: Epicykloidy s modulem n =2.1 an=15.5
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8 Hypocykloidy

8.1 Prosta hypocykloida

Prosta hypocykloida vznikd odvalovani pohyblivé kruznice o poloméru r uvniti pevné

kruznice o poloméru a.

Obrazek 8.1: Prosta hypocykloida

a—r
r = (a—r)cost+rcos( t)
r

y = (a—r7)sint —rsin (a;Tt> (8.1)

Zavedeme-li obdobné jako u epicykloidy proménnou n, kterd se nazyva modul a udava
nam pomeér mezi polomérem a pevné kruznice a polomérem r kutalejici se kruznice.
dosadime-li do (8.1) pak

x = r(n—1)cost+rcos|[(n—1)t
y = r(n—1)sint —rsin[(n— 1)t (8.2)
Je-li

1. n € Z, pak prosta hypocykloida je uzaviena kiivkami s n vétvemi a n singulér-
nimi body vratu , které vzniknou pfti jednom obéhu hybné kruznice kolem nehybné

kruznice, tj. za 2.
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2. neQ, kden = %, p,q € Z,q # 0, pak prosta hypocykloida je uzaviena s p vétvemi,

které vzniknou pri ¢ obézich hybné kruznice kolem nehybné kruznice.
3. n € Q, pak prosta hypocykloida neni uzavienou krivkou a mé nekoneéné mnoho

veétvi.

8.1.1 Prosta hypocykloida v polarnich souradnicich

Postupuje se analogicky jako u epicykloidy, tedy polozime-li v rovnicich (8.1) t = ¢, potom

a—r
r = (a—r)cosg0+rcos(<p>
”

y = (a—r)sing —rsin (a;Tgo) (8.3)

po umocnéni dostaneme

2?2 = (a—r)’cos’+2r(a—7)cospcos (a — Tgo) + 7% cos® (Mgp)
r r

v = (a—r)zsin2g0—27"(a—r)singosin(a_rgz))+7’Zsin2 (a—r(’p) (8.4)
r r

protoze plati vztah (5.1) potom

p?=(a—r)+rt=2r(a—r) {cosap Kj — 1> go} cos p — sin [(Z — 1> cp] singp} . (8.5)

Ale protoze plati (7.20)

cos awcos § — sinasin 3 = cos (a + 3) (8.6)
tedy
0= (a—r)2+r2—2r(a—r)cos[(z—1)304—30]
= (a-— r)2 + 72 —2r (a — 1) cos (igp) . (8.7)
nebo

p= \/(a —r)? 412 —2r (a — ) cos <igp>. (8.8)
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Polérni tihel 6 ze stredu dostaneme dosazenim rovnic (7.15) do (5.3)

(a —7)sin + rsin (“_"cp)

Y r
tanf = = = 8.9
T (a—r)cose —rcos (“:Wp) (89)
popripadé
a—r)sing —rsin (¢
0 = arctan ( ) ( ) (8.10)
(@ —r)cos+rcos (“;Tgo)

Chceme-li ziskat polarni soutadnice hypocykloidy s n vétvemi a n singuldrnimi body,
potom musime dosadit (7.15) do (7.21)

G R O R O [ e o It

vytkneme a?

R (P ROROI

= a® :-1—2+1+1—<2) (n_1>cos(ngo)}

n  n? n?

o 2 _szn +2 2 (nn2— 1) cos (ngp)]
— ZZ [(nQ — o+ 2) —2(n—1)cos (ngp)] (8.12)

tedy i pro thel 6 plati

(a — %) sin ¢ + % sin (a;: 90>
tanf = v
(a + %) COS (p — 1 COS (at" %0>
a (% sing + % sin [(n — 1) ¢]
. (%) cosp — 2cos[(n—1) ¢
(= Dsing+sin[(n—1)¢] (8.13)
(n—1)cosp —cos[(n—1) ]
popfipadé
6 = arctan (n—1)sinp +sinf(n—1) ¢
(n—1)cosp —cos[(n—1)¢]
[17]
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8.2 Zkracena a prodlouzena hypocykloida

Parametrické rovnice zkracené a prodlouzené dany vztahy

r = (a—r)cost+ dcos (a—’rt>
r

y = (a—r)sint —dsin (a—rt> (8.14)

r

kde

7 je polomér pohyblivé (odvalujici) se kruznice - je zndzornéna modrou ¢arkovanou

carou
e d je polomér odvalujici se kruznice - zndzornéna ¢ernou carkovanou c¢arou
e a je polomér pevné kruznice - znazornéna plnou modrou carou

Je-li d < r, pak se jedna o zkrdcenou hypocykloidu (viz. obr. 8.2)
Je-li d > r, pak se jedné o prodlouzenou hypocykloidu (viz. obr. 8.3)

Obrazek 8.2: Zkracena hypocykloida
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Obrézek 8.3: Prodlouzena hypocykloida

8.3 Asteroida

Ole Roemer také objevil v roce 1674 asteroidu pri studiu aplikaci vlastnosti hypocykloid.
Mezi dalsi nejznaméjsi matematiky a védce, kteri si zabyvali asteroidou mtizeme vyjmeno-
vat: Johann Bernoulli, Gottfried Leibniz a Jean Le Rond d’Alembert. V roce 1725 David
Bernoulli objevil tzv. , dvoji metodu” pro vytvoreni hypocykloidy, tedy i pro vytvoreni
asteroidy. Tvrdil, ze kazdou hypocykloidu lze vytvorit dvéma rtznymi kruznicemi. Kon-
krétné tedy pro asteroidu, kterd je tvorena jednotkovou kruznici (R = 1), lze ji vytvofit
pomoci pohyblivych kruznic (uvniti jednotkové kruznice) s polomérem iR a %R (viz. obr.

8.5). [15]

Obrézek 8.4: Asteroida s pohyblivymi kruznicemi s polomérem iR a %R
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Asteroida je tedy zvlaStni pifpad hypocykloidy, kdy r = § nebo r = ?jf a n = 4 nebo

n = 3, dosazenim n do rovnic (8.3) dostaneme jeji parametrické rovnice

x = r[3cost+ cos(3t)]
y = r[3sint — sin (3t)] (8.15)

upravime-li x-ovou souradnici na

r = r[3cost+ cos(2t+t)]

= r[3cost+ (cos2tcost — sin 2t sin t)] (8.16)
= r {3 cost + (cosgt — sin®t cost — 2sin®t cos t)] (8.17)
= rcost <3 + cos® t — 3 sin’ t) (8.18)
= rcos’t +rcost (3 — 3sin? t) (8.19)
= rcos’t+rcost {3(0052 t +sin®t) — 3sin? t} (8.20)
= rcos’t+rcost(3cos’t) (8.21)
= rcos’t+3rcos’t (8.22)

postupnymi tpravami dostaneme

x = 4rcos’t

Analogicky bychom postupovali i y-ové souradnice, potom parametrické rovnice aste-

roidy jsou
r = 4rcos’t
y = 4rsin®t (8.23)
nebo je-li 7 = ¢, pak parametrické rovnice asteroidy
r = acos’t
y = asin’t (8.24)
[18]

umocnime-li obé rovnice (8.13) na 2, pak
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Obrazek 8.5: Asteroida

8.3.1 Singularni body asteroidy

Pro jednoduchost upravime parametrické rovnice (8.13) dosazenim za a = 1. Pouzitim

prvnich derivaci dostaneme

d

- —3cos’tsint

dt

d

dz = 3sin’tcost (8.27)

protoze plati (6.10), pak pro uréeni singularnich bodu asteroidy musime fesit rovnice
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—3cos’tsint = 0 (8.28)
3sintcost = 0 (8.29)

Spole¢nym fesenim rovnic, tedy i singuldrnimi body (viz. obrazek 8.5) jsou pro
t=U {0 + 2km, 7+ 2km, T 4 2km, 3T ka}.
kEZ

8.4 Steinerova kiivka (deltoid)

Nazev deltoid pochézi z této krivky, které pripomina recké pismeno delta AA. Prvni kdo se
zabyval touto kiivkou, byli Svycarsti matematikové Leonhard Euler (1707-1783) a Jakob
Steiner (1796-1863). Euler se zabyval i fyzikou, kterou si ndsledné daval do souvislosti
s matematikou a Steiner byl spiSe zaméreny na geometrii. Euler se s ni setkal pii praci
v oblasti optiky, ale hlubsi studie nebyla provedena, az o nékolik let pozdéji, kdyz se Steiner
vratil ke studii této kivky.[15]

Steinerova krivka je zvlastni pripad hypocykloidy, kdy r =

a

5 an =3, dosazenim n do

rovnic (8.3) dostaneme jeji parametrické rovnice

x = r[2cost+ cos(2t)]
y = r[2sint — sin (2t)] (8.30)

Obrézek 8.6: Steinerova krivka (deltoid)
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8.4.1 Singularni body

Pro jednoduchost upravime parametrické rovnice (8.20) dosazenim za r = 1 (jednotkova

kruznice). Pouzitim prvnich derivaci dostaneme

d

d% —  2sint — 2sin (2t)

d

d—y = 2cost — 2cos (2t) (8.31)
2

protoze plati (6.10), pak pro urceni singuldrnich bodu Steinerovy kfivky musime tesit

rovnice

—2sint —2sin(2t) = 0
2cost —2cos(2t) = 0 (8.32)

Spoleénym Fesenim rovnic (8.21), tedy i singuldrnimi body (viz. obrézek 8.6) jsou pro

t= 0+ 2km, 2™ 4+ 2km, 4% 4 2kr t.
0 A0+ 2w, 5 + 2k, 3 + 2k

8.5 Dalsi typy hypocykloidy

Na obr. 8.7 jsou vyobrazeny hypocykloidy s modulem n € Z, tedy konkrétné n = 6 a

n =8.

Obrazek 8.7: Hypocykloidy s modulem n =6 an =8

Na obr. 8.8 a obr. 8.9 jsou vyobrazeny hypocykloidy s modulem n € Q, tedy konkrétné
n=21,n=38an=>5..
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n =378

cykloidy s modulem n = 2.1 a

Obrazek 8.8: Hypo

5.5

cykloida s modulem n

Obréazek 8.9: Hypo
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9 Spiraly

9.1 Archimédova spirala

Objeveni kiivky sa pripisuje Cononovi de Samos, zadkovi Archimeda. Moderni studie pro-
vedl Sacchim v roce 1854. Jeden z prvnich, kdo se zabyval touto spiralou, byl fecky ucenec
Archimédes ze Syrakus (287-212 pred Kristem), po kterém byla tako spirdla nazvéana.

Trajektorie bodu, ktery se pohybuje po polarni ose p od jejiho poc¢atecniho bodu v po-
larnim pélu O konstantni rychlosti, zatimco polarni osa se otaci kolem polarniho pélu O
pri konstantni thlové rychlosti.

Rovnice Archimédovy spirdly v polarnich souradnicich

p=ap,a>0 R (9.1)

Dosazenim p (9.1) do (5.2) dostaneme parametrické rovnice

T = apcosy

y = apsing (9.2)

[6][16]

Obrazek 9.1: Archimédova spiréla

9.2 Hyperbolicka spirala

Krivku studoval P. Nicolas v roce 1696, Varignon v roce 1704, Bernoulli v roce 1710 a
Cotes v roce 1722.
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Je inverzni k Archimédoveé spirale, tedy privodi¢ bodu hyperbolické spirdly je neptimo
umérny jeho argumentu.

Rovnice v polarnich souradnicich

p="a>0 pcR (9.3)
r

Dosazenim p (9.3) do (5.2) dostaneme parametrické rovnice hyperbolické spirdly

a
T = —Cosp
¥
a .
y = —sing (9.4)
¥

Obrazek 9.2: Hyperbolickd spirala

Hyperbolicka spirdla ma zajimavé asymptotické chovani. Pfi neomezeném vzristu po-
larniho thlu ¢ — oo se délka pruvodice blizi k polarnimu pélu O, ale nikdy ho nedosahne.
Blizi-li se ¢ — 0, tak se body této spiraly blizi k pfimce y = a (viz. obr. 9.2).

[6][16]

9.3 Logaritmicka spirala

Krivka studovana Descartem a Toricellim v roce 1638, pozdéji J. Bernoullim. Dalsi
nazvy pro logaritmickou spiralu: spirdla s konstantimi hly, Bernoulliho spirdla, spirdla
mirabillis, nazev logaritmicka spirala zavedl az Varignon.

Logaritmickou spiralu mizeme definovat jako kiivku, jejiz tecna polarniho tthlu ztstava

konstantni. VSechny polopiimky vychézejici z poc¢atku protind pod stejnym thlem .
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Obréazek 9.3: Logaritmickd spirdla s tecnami[16]
Rovnice v polarnich souradnicich

p=ae’ a>0 a#1,b>0p€cR (9.5)
kde b je kotangens konstantniho polarniho thlu b = coth .

Pokud bychom rovnici (9.5) zlogaritmovali, dostaneme

lnB:bgo
a

Dosazenim p (9.5) do (5.2) dostaneme parametrické rovnice logaritmické spiraly

r = ae’ cosy

y = ae™sing, ¢ >0 (9.6)

[6][16]

Obrazek 9.4: Logaritmicka spirala
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9.4 Fermatova spirala

Spirala studovana Menelausem na konci prvniho stoleti a Fermatem v roce 1636. Fermatova
spirala je zvlastni pripad parabolické spiraly.

Rovnice v polarnich souradnicich
p=ayp, p €R (9.7)

nekdy se uvadi jen

P> =a*p, p €R (9.8)

Dosazenim p (9.7) do (5.2) dostaneme parametrické rovnice logaritmické spirdly

T = a\/pcosy
y = ay/psing, ¢ >0 (9.9)

[6][16]

Obréazek 9.5: Fermatova spirala

9.5 Lituuova spirala

Tuto spiralu studoval Cotes a Maclaurin roku 1722. , Lituus” znamend v latiné ,,ohnout”
podobajici se na soucasnou biskupskou berlu. Je to inverzni spirdla k Fermatové spirale.

Rovnice v polarnich souradnicich
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p= a>0,peR (9.10)

.
Ve

Dosazenim p (9.9) do (5.2) dostaneme parametrické rovnice logaritmické spiraly

a
r = ——cosp

NG
y = isilr1<,0,g0>0 (9.11)

VP

Lituuova spirala ma takovou vlastnost, ze pri pohybu polarniho thlu ztustava plocha

kruhové vysece konstantni.

Obrézek 9.6: Lituuova spirala

[6][16]
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10 Zavér

Pii psani této prace jsem si kladl za hlavni cil vytvorit prezentaci v programu MS
PowerPoint, ktera obsahuje animace rovinnych krivek (cykloidy, epicykloidy, hypocykloidy
a spirdly). Zadaného cile bylo dosazeno. Pro vytvoreni téchto animaci jsem pouzil programy
Maple 13 a Cabri Geometry II. Plus verze 1.43.

Pocitacovy algebraicky systém Maple 13 jsem vyuzil pro vykresleni animaci krivek,
které jsem nésledné exportoval do obrazkového formatu s priponou .gif. Tyto soubory
mohou tedy obsahovat nékolik obrazkia, pomoci niz lze vytvaret ,tzv. animované gify”
Tyto obrazky maji nevyhodu v tom, ze po vlozeni do MS PowerPointu se s nimi neda jiz
manipulovat.

V programu Cabri Geometry II. Plus verze 1.43 jsem vytvoril dynamické konstrukce
téchto kiivek, které jsou ulozeny ve formatu .fig, tyto konstrukce jsou v PowerPointu im-
portovany jako objekt a lze tedy pri spousténi prezentace s témito objekty ,,pohybovat”.
Velkou vyhodou je zména parametri kiivek (poloméry pevnych a pohyblivych kruznic,
tithel otoceni atd.), kdy muzeme okamzité vidét jak se ndm dand kiivka vykresli. Tento
program nam tedy nabizi interaktivni prosttedi, ve kterém mizeme pracovat. Pro bezpro-
blémovy chod prezentace musi byt nainstalovand Cabri Geometry II. Plus verze 1.43 a
vyssi verze, které podporuji export objekti do MS PowerPoint.

Tato prace byla vysizena v programu LyX verze 1.6 a pro vytvoieni nékterych obrazki
k definicim byl pouzit vektorovy graficky editor CorelDRAW X5.

Vysledky této prace (prezentace v MS PowerPoint a tento text) mohou byt vyuzity
jako didakticka pomtcka pri vyuce z nékterych seminart matematické analyzy na Katedre

matematiky na Pedagogické fakulté v Olomouci.

TyX je dokumentovy procesor, kterj podporuje pifstup k psani na zakladé struktury dokumenti
(WYSIWYM), interni format dokumenti IyXu mé tzkou vazbu na program KTEX.
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