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Uvod

Tato bakalaiska prace s nazvem Sbhirka resenych wloh z molekulové fyziky a ter-
modynamiky, jejiz ivod prave cCtete, se zabyva aplikaci vybranych fyzikalnich a ma-
tematickych zavéru z oblasti molekulové fyziky a termodynamiky. Obsahuje soubor
dvaceti resenych prikladu se zamérenim na kinetickou teorii plynu na drovni prvniho
ro¢niku bakalaiského studia fyziky na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého
v Olomouci.

Shirka fesenych piikladi je urcena predevsim pro studenty prvniho roc¢niku ba-
kalarského studia fyziky absolvujici predmét Molekulova fyzika a termodynamika. Préace
je vizualné koncipovana jako studijni material vhodny pro samostudium nebo vyuzitelny
v ramci vyuky.

Pro vybér tohoto tématu bakalarské prace jsem byl ovlivnén nasledujicim fakto-
rem. Jiz béhem mého studia na stfedni skole jsem se zabyval tvorbou pracovnich listi
v ramci projektu na ruzna témata v jednotlivych predmeétech. Zjistil jsem, ze mne toto
vytvareni ikolu ¢i namétu k premysleni zajima a urcitym zpusobem fascinuje. Vyznam
fascinace v tomto ptripadé predstavuje to, ze clovék vytvarejici pracovni listy muze vy-
myslet a vytvorit ulohy, jejichz znéni v idealnim pripadeé jesté nikdo nevymyslel, a tedy
ani nikdo pred tim nefesil.

Vybérem tohoto tématu na bakaldiskou praci jsem mohl vytvorit soubor vlastnich
uloh, které doufam, pomuzou alespon nékterym studentum prvnich roéniku bakalars-
kého studia fyziky pro zddrné absolvovani predmétu. Z vlastniho pozorovani spoluzaku
v predchazejicich akademickych rocich béhem seminaiu fyziky jsem dospél k zavéru, ze
v mnoha pripadech netspéchu je problémem skutecnost, ze iroven znalosti matema-
tiky ze sttedni Skoly, potfebna pro uspésné absolvovani studia fyziky, neni dostatecna.
Hlavneé z tohoto duvodu jsme chtél vypracovat sbirku fesenych ptikladu, jejichz obecny
postup feseni je popsan dostatecné podrobné a je obohacen obrazovym materidlem,
ktery zadanou situaci dokaze ¢tenafi ozfejmit a vysvétlit.

Pfed samotnym vytvarenim resenych piikladi jsem se zabyval studiem odborné li-
teratury, ktera zpracovava problematiku termodynamiky a molekulové fyziky, zejména
tedy kinetickou teorii plynu. Jednd se napiiklad o publikace [2] a [4] v ¢eském ja-
zyce ¢i [3] v anglickém jazyce. Nésledné jsem prochézel ruzné zdroje obsahujici zadani
prikladu z termodynamiky a molekulové fyziky, ve kterych jsem hledal inspiraci k vy-
bych rad uvedl publikaci [I] obsahujici ruzné piiklady v anglickém jazyce ¢i sbirku
fesenych tloh, ktera vznikla na Katedie didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze, kterou je mozné dohledat pod internetovym odkazem
http://reseneulohy.cz/cs.

Po studiu popsanych zdroju jsem se nasledné zabyval zpracovavanim souboru dva-
ceti fesenych prikladu na popsané téma vyse. Kazdy piiklad v mé bakaldrské praci je
rozclenén do nékolika ¢asti nasledujicim zpusobem. Nejprve je uvedeno zadéani prikladu,
které je graficky oddéleno od ostatnich c¢asti prikladu. Zadané fyzikalni veliciny jsou


http://reseneulohy.cz/cs

prehledné sepsany ve formé tabulky, ve které jsou hodnoty téchto fyzikalnich velic¢in
prevedeny na zékladni jednotky soustavy SI. Poté nasleduje ¢ast obsahujici obecny
postup teSeni se slovnim komentafem a popisem jednotlivych matematickych tprav.
Na konci piikladu je uvedeno ¢iselné dosazeni zadanych hodnot do odvozeného vztahu
a shrnuti prikladu.

Nekteré priklady obsahuji namét k zamysleni zaméfeny na tdpravu odvozeného
vztahu ¢ uvédoméni si vyznamu piimé ¢ nepiimé imeéry mezi nékterou dvojici fy-
zikalnich velicin. Piiklady jsou doplnény obrazovym materidlem slouzicim k objasnéni
zadané situace. VSechny obrazky kromé jednoho byly vytvoreny autorem bakaldrské
prace v programu GEOGEBRA.

Samotna bakalarska prace je rozclenéna do ¢tyt kapitol, jejichz ¢lenéni kopiruje
obsah kapitoly vénované kinetické teorii plynu v studijnim textu [2] k predmétu Mo-
lekulova fyzika a termodynamika. Prvni kapitola se vénuje zakladnim matematickym
vztahum, které popisuji tlak idealniho plynu. Tato kapitola obsahuje celkem sedm
reSenych prikladu. Druhd ¢ast bakalarské prace je zamérena na Daltonuv zakon aditi-
vity parcidlnich tlaku ve ¢tytech prikladech.

Stézejni treti cast prace zpracovavajici Maxwelluv pravdépodobnostni zakon roz-
déleni rychlosti molekul obsahuje sedm prikladu. V ramci této kapitoly je uvedeno
samotné odvozeni popsaného pravdépodobnostniho zdkona i dulezitych vztahu popi-
sujicich zavadéné rychlosti molekul v idealnim plynu. Posledni kapitola se zamérenim
na stfedni volnou drahu molekuly idealniho plynu obsahuje pouze dva priklady, které
slouzi zejména k procvi¢eni matematickych vztahu.

Na konci bakalarské prace je priloha obsahujici prehled doporuceného znaceni po-
uzivanych fyzikalnich veli¢in, véetné jejich jednotek v soustavé SI. Tato priloha také
obsahuje hodnoty konstant, které se v ptikladech vyskytuji a na které nebude v textu
zv14st odkazovdno. Bakaldiskd prace je napsdna v typografickém systému ITEX.



Kapitola 1

Zakladni rovnice pro tlak idealniho
plynu

Prvni kapitola je vénovana matematickym vztahum, popisujicim makroskopickou
fyzikalni stavovou veli¢inu tlak p idealniho plynu. Odvozeni jednotlivych zavéra muze
¢tendr najit napriklad v [2].

1.1 Urcéeni neznamého plynu

Zadani prikladu

Uvazujeme neznamy plyn, ktery se nachézi v nadobé ve tvaru kvadru s podstavou
ve tvaru ctverce o strané a dlouhé a = 3 m a o télesové uhlopticce u s délkou
u = 9 m. Vysledny tlak p, ktery umistény plyn v nddobé vytvaii, je roven hodnoté
p = 5,25 - 10 Pa. Stiedni kinetickd energie W} molekul plynu je rovna hodnoté
W, = 1,035-1072° J. Hmotnost m plynu v nddobé je m = 300,726 kg. S vyuzitim
periodické tabulky prvka urcete, o jaky plyn se jedna. Vite, ze neznamy plyn je
dvouatomovy.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Délka strany podstavy a 3m
Délka télesové uhlopricky U 9m
Stredni kineticka energie molekul Wy 1,035-10720 J
Tlak D 5,25 - 10° Pa
Hmotnost m 300,726 kg
Pocet stupnu volnosti i 5
Molarni hmotnost M,, ? kg - mol~*

Tabulka 1.1: Zapis zadangch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

V feseni zadaného piikladu musime dospét k urcité fyzikalni veli¢iné, ktera kazdy
plyn charakterizuje jednoznacné. V zadani se nachézi ndpovéda, kterd rikd, ze nazev
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Obrazek 1.1: Zndzornéni nddoby s plynem.

plynu méame urcit pomoci periodické tabulky prvku, v niz se nachézi napriklad hodnoty
molarnich hmotnosti M,, prvku.

Neznamy dvouatomovy plyn je charakterizovan stfedni kinetickou energii Wj mo-
lekul, kterd je rovna hodnoté W;, = 1,035 - 10720 J, tlakem p, jehoz hodnota je rovna
hodnoté p = 5,25 - 10 Pa, a nakonec hmotnosti m = 300,726 kg. Vzhledem k tomu, zZe
se jedna o dvouatomovy plyn, je s vyuzitim véty o ekvipartici pocet stupnu volnosti
i =b.

Plyn je umistén v nadobé ve tvaru kvadru o podstavé ve tvaru ¢tverce. Délka strany
podstavy a je rovna hodnoté a = 3 m. Kvadr mame zadany jesté délkou télesové
uhlopiicky © o hodnoté v = 9 m. Nejdiive si obecné vyjadiime vztah pro vypocet
objemu V' pouzité nadoby. Budeme postupovat dle obrazku[l.1|se zndzornénim nadoby.

Pro délku uhlopticky u’ ¢tvercové podstavy lze s vyuzitim vlastnosti pravothlého
trojuhelniku napsat vztah

U = av2. (1.1)

Pro vysku j nadoby lze také z vlastnosti pravoihlého trojihelniku a s vyuzitim
piedeslého vztahu [I.1] napsat nésledujici vztah

j=Vu? - 242, (1.2)

Vzhledem ke vztahum [1.1] a [T.2] 1ze pro objem V nddoby daného tvaru psat vztah
V = a*Vu? — 2a2. (1.3)

10



K fteseni prikladu lze vyuzit stavovou rovnici idedlniho plynu, kterou lze zapsat
s vyuzitim materidlovych vztahu v néasledujicim tvaru

pV = MﬂRmT. (1.4)

Vzhledem k odvozenému vztahu v [2] 1ze pro stfedni kinetickou energii W}, molekul
neznamého plynu napsat vyjadieni

W), = %kT, (1.5)

z kterého muzeme vyjadrit termodynamickou teplotu 7. Po vyjadieni dostavame
vztah ve tvaru

2
T=—W,.. 1.6
2w (16)
Obecné odvozené rovnice [I.3] a [.6 1ze dosadit do vztahu [[.4l Po dosazeni muzeme
napsat

2m
pa*vu? — 2a = - R, Wi. (1.7)
1kM,,
Neznamou v predeslém vyjadreni|1.7|je hodnota molarni hmotnosti M,,, nezndmého
plynu, proto vztah ekvivalentné upravime do tvaru

. QmRka
ikpa?yv/u? — 242
Pfedesly obecné odvozeny vztah je vztah pro vypocet moldrni hmotnosti M,

neznamého plynu. Po dosazeni zadanych hodnot 1ze hodnotu urcit také ¢iselné.

M,, (1.8)

Ciselné dosazeni

Ciselné hodnoty ze zadani piikladu dosadime do vztahu 1.8 Dostavéame nésledujici

2-300,726 - 8,314 - 1,035 - 10~20 1
M, = kg - mol™";
5-1,38-10723.5,25- 106 - 324/92 — 2 - 32
M,

2-107% kg - mol .

Q

Shrnuti zadaného prikladu

Vzhledem k vykonanému vypoctu molarni hmotnosti M, 1ze konstatovat, ze neznamym
plynem byl vodik Hs.

11



1.2 Stredni kinetickd energie molekul neznamého
plynu po adiabatické expanzi

Zadani ptikladu

Na zacatku méreni byl stav neznamého idedlniho plynu popsén tlakem p; a jeho
termodynamickou teplotou 77 = 675 K. Po adiabatické expanzi bylo mozné stav
daného plynu popsat tlakem p, a termodynamickou teplotou 75. Urcete pocet
stupnu volnosti ¢ neznamého plynu a nasledné stredni kinetickou energii W}, mo-
lekul plynu po adiabatické expanzi, pokud vite, ze py = %pl aTy = V/4T,. Vyuzijte
vztah

= ZJ; : (1.9)

ve kterém s predstavuje Poissonovu konstantu.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Pomér tlaku i—f %
Termodynamicka teplota Ty 675 K
Pomeér termodynamickych teplot % V4
Pocet stupnu volnosti i ?
Stredni kinetickd energie molekul Wi, 7

Tabulka 1.2: Zdpis zadanijch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup resSeni

Stav neznamého idealniho plynu se dal pred adiabatickou expanzi popsat tlakem p;
a termodynamickou teplotou 7}. Po provedeni adiabatické expanze byl neznamy idealni
plyn popsatelny tlakem py a termodynamickou teplotou 7T5. Vzhledem k provedenému
adiabatickému déji musi platit Poissonova rovnice, kterou lze s vyuzitim zavedeného
znaceni napsat ve tvaru

Vi = pVy (1.10)

Idedlni plyn Ize s vyhodou popsat stavovou rovnici, kterd je obecné ve tvaru

pV =nR,T, (1.11)

ze které muzeme vyjadrit objem V' a dosadit do vztahu[L.10] Po dosazeni dostaneme

nasledujici vztah
nR, T\~ nR,To\”
pl( 1) —]92( 2) , (1.12)
b1 P2

ktery lze nasledné upravit do ekvivalentniho tvaru

PR,y 17 = 2R, T (1.13)
P %)
pi Ty = py Ty (1.14)

12



Ty

7+ Proto predeslou rovnost |1.14
2

V zadani prikladu méame urcéené pomeéry g—i a
upravime do nasledujictho tvaru

13 pl

Ty ) ” (pz ) I
— = (= , 1.16
<T2 b1 ( )
coz lze vzhledem ke vztahu napsat jako vyjadreni ve tvaru

i+2 1 i+2

Neznamou v tomto piipadé je pocet stupnu volnosti 7. Predesly vztah lze
logaritmovanim prevést na nasledujici tvar

— In [(%)3]; (1.19)

142 Tl 2 P2
Inl—=) = —In{—]. 1.20
? " (Tz) i ! (pl) ( )

Rovnost lze ekvivalentnimi upravami prevést na tvar

_ZIH_(T%) _9 (1.21)
()

S vyuzitim odvozenych vztahu v [2] 1ze pro stfedni kinetickou energii W; molekul
idedlniho plynu po adiabatické expanzi napsat vztah

7 =

W, = %kTg. (1.22)

S vyuzitim zadaného poméru termodynamickych teplot % a rovnosti 1ze predesly
vztah upravit do nasledujiciho tvaru

[ 2In <&)
1 r1 Tl
W, = = |—— M of ZLp 1.23
L 2

T.k. (1.24)

13
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Ciselné dosazeni

Dosazenim zadanych hodnot do obecné odvozeného vztahu 1ze hodnotu stfedni
kinetické energie W) molekul zkoumaného neznamého plynu urcit také ciselné. Po
dosazeni dostavame

Wi -675-1,38-107% J;

w(y) ] A
_lln((/Z)H]' 4

W, ~ 1,91-107% J.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Po dosazeni zadanych hodnot ptikladu do obecné odvozeného vztahu [1.24] jsme
dospéli k zaveru, ze hodnota stiedni kinetické energie W), molekul zkoumaného plynu
je rovna hodnoté W, =191-10"%2 ],

Ze Vztahu vyplyva, ze zkoumany plyn ma pocet stupnu volnosti ¢ = 5. Jaky
pomeér tlaku prl zachovani pomeru , kde p} je tlak plynu pted adiabatickou expanzi
a ph je tlak po provedeni adiabatické expanze by musel byt, aby se jednalo o idealni
plyn s poc¢tem stupiii volnosti i = 67 Odpovéd na dotaz ziskate ipravou vztahu m

1.3 Vypocet stredni kvadratické rychlosti molekul
plynu

Zadani prikladu

Na zacatku experimentu lze zkoumany plyn dusik Ny charakterizovat stavovymi
velicinami tlakem p; a objemem V; = 128 m3. Rychlou adiabatickou expanzi jsme
dospéli ke snizeni tlaku plynu na hodnotu p, = 3-10° Pa a zméné objemu na hod-
notu V5. Nasledné se pii konstantni termodynamické teploté 15 zménil stav zkou-
maného plynu tak, ze se dal charakterizovat tlakem ps a objemem V3. Vypoctéte
sttedni kvadratickou rychlost v molekul plynu na konci experimentu, pokud vite,
ze se tlak po adiabatické expanzi pétkrat zmensil. Hmotnost m pouzitého plynu
byla rovna hodnoté m = 100 kg a hmotnost m’ jedné molekuly dusiku Nj je
m/ = 46,5 - 10727 kg. K feseni vyuzijte vztahu

o2 (1.25)

4

ve kterém i predstavuje pocet stupnu volnosti a s je Poissonova konstanta.

Obecny postup reseni

Na zacatku experimentu jsme stav dusiku N, charakterizovali stavovymi velicinami
tlakem p; a objemem V; = 128 m3. Ndsledné jsme provedli adiabatickou expanzi, po
které byl stav plynu charakterizovan tlakem p, = 3 - 10° Pa a objemem V5. V zadan{
piikladu je uvedeno, ze se po provedené adiabatické expanzi tlak pétkrat zmensil.

14



Zadana veli¢ina Znaceni Hodnota
Objem i 128 m?
Tlak D2 3-10° Pa
Pomér tlaku z—; 5
Hmotnost plynu m 100 kg
Hmotnost molekuly plynu m' 46,5-107%" kg
Pocet stupnu volnosti 7 5
Stiedni kvadratickd rychlost Uk ?m-s!

Tabulka 1.3: Zapis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Pro hodnoty tlaku p; a po tedy plyne, ze p; = 5ps. Adiabatickd expanze je popsana
Poissonovou rovnici

piVi* = p2 VY, (1.26)

kterou lze s vyuzitim zadaného vztahu a vztahu mezi hodnotami tlaku p; a po
prepsat a upravit do nasledujiciho tvaru

i+2 42

SppVi = paVo ' (1.27)
itz itz

5V, 0 = V' (1.28)

572V = Vh. (1.29)

Néasledné se pii konstantni hodnoté termodynamické teploty T zménil tlak z hod-
noty p, = 3 -10° Pa na hodnotu p3 a objem z hodnoty V, na hodnotu V3. Jedn4 se
o izotermicky déj, ktery popisuje Boyle-Mariottuv zakon. Muzeme tedy napsat vztah
ve tvaru

p2Va = p3Vs. (1.30)

S vyuzitim stavové rovnice idedlntho plynu lze pravou stranu predeslé rovnosti [1.30]
nahradit nasledujicim zpusobem

pVo = nR,Ts; (1.31)
m
p2Va = M—mRng, (1.32)

kde M, predstavuje molarni hmotnost, kterou lze vycist z periodické tabulky prvki.
S vyuzitim upraveného vztahu lze predeslou rovnost déle prepsat a upravit
do nasledujici podoby

g = Ry (1.33)
572 py Vi M,

T, = —=— 1.34

3 mR,, ( )

Vzhledem k odvozenému vyjddieni v [2] lze pro stiedni kinetickou energii W} mo-
lekul plynu na konci experimentu napsat nasledujici dvojici vztahu
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Wi = -—m'ug; (1.35)
We = —kTs. (1.36)

Porovnanim téchto vztahu a a naslednym vyjadirenim stfedni kvadratické

rychlosti v, molekul plynu dostavame vztah ve tvaru

1 {
o = 1/ (1.38)

Dosazenim vyjadieni do vztahu dostavame vztah pro vypocet stredni
kvadratické rychlosti v molekul plynu. Tento vztah je ve tvaru

— ikpaVi M,
v = \/5m”’2—1. (1.39)

/
m'mR,,

iselné dosazeni

Vztah predstavuje obecné odvozeny vztah pro vypocet stredni kvadratické
rychlosti vy, molekul zadaného plynu. Dosazenim hodnot ze zadani uré¢ime danou veli¢inu
i éiselné. Muzeme napsat

Uk = 46.5-10-27 - 100 - 8,314 mes

2461,33 m - s~ .

\/5? 5-1,38-10-25-3-10°- 128 - 28 - 103

Q

Vg

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Po provedeni experimentu se zkoumanym plynem dusikem N,, ktery se skladal
z dvojice déju (adiabaticky a izotermicky déj), byla stfedni kvadratickd rychlost vy
molekul plynu rovna hodnoté v, = 2461,33 m - s~ 1.

Zkuste se zamyslet, jakou hodnotu stfedni kvadratické rychlosti vy molekul by méla
pii stejnych hodnotach molekula vodiku Hy? Byla by tato hodnota vétsi nebo mensi?
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1.4 Meéreni teploty pomoci plynu

Zadani prikladu

Méjme zafizeni, jehoz schéma je nacrtnuto na obrdzku [[.2] Na naklonéné ro-
viné, kterd svira s vodorovnym smeérem ihel «, je umisténa trubice. Tato tru-
bice ma dolni ¢ast uzavienou. V horni ¢asti jsou umisténa dvirka, kterymi se
do zafizen{ vklad4 télisko. Uvazované télisko, zndzornéné na obrazku [I.3 m&
nasledujici rozméry @ = 2 cm, b = 3 cm a ¢ = 5 cm. Pii vlozeni téliska do
trubice plati, ze zadna castice plynu v ni kolem téliska neprojde. Mezi téliskem
a vnitinim povrchem trubice ptusobi vektor treci sily F;, jehoz velikost je rovna
hodnoté F; = 15 N. Délka trubice s je rovna hodnoté s = 5 cm a vyska j dvifek
nad vodorovnou podlozkou je j = 3 cm. Trubice je naplnéna plynem o latkovém
mnozstvi n = 5-107° mol. Na naklonéné roviné je uvedena ¢iselnd stupnice v cen-
timetrech. Vypoctéte, jakou termodynamickou teplotu 7" méa plyn v zafizeni, po-
kud vite, ze se télisko ustalilo ve vzdalenosti d = 2 cm, kterou jsme odecetli na
¢iselné stupnici zafizeni. Télisko je vyrobeno z mahagonového dieva o hustoté
0 =700 kg - m~3. Neuvazujte teplotni roztaznost téliska.

Zadana velic¢ina Znaceni Hodnota
Sitka téliska a 2-10%m
Vyska téliska b 3-1072m
Délka téliska c 5-1072 m

Velikost treci sily E; 15N
Délka trubice s 5-1072 m

Vyska j 3-1072m

Latkové mnozstvi n 5-107° mol

Vzdalenost po ustdleni d 2-102m
Hustota téliska 0 700 kg - m—3

Tabulka 1.4: Zapis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

Po vlozeni téliska do zarizeni se dané télisko ustali v urcité poloze na naklonéné
roviné. Pti tomto ustaleni dojde k nasledujici rovnosti vektoru pusobicich sil

F+F,+F =o, (1.40)

ve které F znaci vektor sily, kterou puisobi castice plynu na télisko v zafizeni, F,
predstavuje vektor, ktery je tecnou (pohybovou) slozkou vektoru tihové sily F téliska,
F, je vektor pusobici tfeci sily mezi vnitinim povrchem trubice a téliskem a nakonec
o predstavuje nulovy vektor.

Kolmo k naklonéné roviné pusobi vektor F,, ktery je normélovou slozkou vektoru
tthové sily Fq. Plati tedy nésledujici vztah

Fo=F,+F,. (1.41)
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Obrazek 1.2: Zndzornéni zarizeni s vloZenym téliskem.

S vyuzitim podobnosti trojihelniki a obrazku [I.3| pro velikosti vektoru sil Fg a F),
plati, ze

F, = Fgsin(a); (1.42)
F, = mgsin(a). (1.43)

Vzhledem k zadanym hodnotdm lze predesly vztah prepsat do ekvivalentniho
tvaru

F, = QZQJ. (1.44)

Uréime si obecny vztah pro vypocet objemu V' zkoumaného téliska. Jednéd se o téleso,
jehoz podstava m4 tvar kosodélniku s rozméry b = 3-1072m a c = 5-1072 m a s vyskou
a =2-1072 m. Pro obsah S podstavy plati obecné vztah

Vzhledem k vlastnostem pravothlého trojihelniku a goniometrickych funkei a s vy-
uzitim obrazku [1.4] plati nasledujici rovnosti

w = ccos(a): (1.46)
o — arcsin (%) (1.47)
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Obrazek 1.3: Zndzornéni vektoru pusobicich sil F, Fg a F), na télisko.

Dosazenim vztahu a do vztahu [I.45] mtzeme pro objem V' zkoumaného
téliska napsat nasledujici

V = aS; (1.48)
V= abccos [arcsin (Zﬂ (1.49)

S

Predesly vztah .49 muzeme dosadit do vztahu[I.44] Pro velikost vektoru F, muzeme
tedy napsat nasledujici

ab .
F, = 29192C o {arcsin (‘Z)} : (1.50)
s s

Pro velikosti vektoru F, F, a F; muzeme s vyuzitim vztahu a napsat
vztahy

— F,+Fy; (1.51)
ab ,

= 29000 s [arcsin (‘lﬂ + F,. (1.52)
s s

Velikost vektoru sily F je dana tlakem p, kterym ¢astice plynu v zafizeni pusobi na
jednu ze stén o obsahu S” vlozeného téliska. Vzhledem k zndzornéni téliska muzeme
napsat nasledujici vztahy

19



S =bwy

v
cos(ar) = =
C

Obréazek 1.4: Ndacrt podstavy téliska, kterd je ve tvaru kosodélniku.

F = pS" (1.53)
F = pab. (1.54)

Dle odvozeného vztahu v [2] muzeme pro tlak p napsat nasledujici

p = nokT, (1.55)

kde ngy predstavuje pocet castic plynu vztazeny na jednotkovy objem. Vztah
muzeme s vyuzitim materialovych vztahu prepsat do podoby

N
N
p = nV,AkT, (1.57)

kde N predstavuje pocet ¢astic plynu a V' je objem, ktery plyn po ustaleni téliska
v zafizeni zaujima.

Nyni si odvodime obecny vztah pro vypocet objemu V’. Odvozeni je obdobné jako
v piipadé odvozeni vztahu [1.49. Pro obsah S’ podstavy ve tvaru kosodélniku plati
vztah

S" = buj. (1.58)
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S =,

N
cos(ar) = %

d

Obrazek 1.5: Zndzornéni podstavy télesa, kterd je ve tvaru kosodélniku. Objem V' télesa
predstavuje objem, ve kterém je umistén plyn po ustdlent téliska v zatizend.

S vyuzitim vztahu [I.47, obrdzku [I.5] vlastnosti pravoihlého trojihelniku a gonio-
metrickych funkci muzeme pro obsah S’ napsat vztah

S = bdcos(a): (1.59)
S' — bdcos [arcsin (lﬂ (1.60)

S

Nakonec pro objem V' lze s vyuzitim vztahu napsat

Vi = aS’; (1.61)
V' = abdcos [arcsin (lﬂ (1.62)

S

Pouzitim vztahu a muzeme vztah prepsat do nasledujici podoby

N
F = UChE . o (1.63)
abd cos [arcsm (%)}
N
F = A kT (1.64)

d cos [arcsin (%)}

Vztah porovndme se vztahem [1.52] Dostdvame ndsledujici rovnost
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N jab '
kS — 5 e {arcsin (2)} + Fi. (1.65)

d cos [arcsin (3)} S s

s
V predeslé rovnosti je neznamou termodynamicka teplota T'. Jejim vyjadienim
dostavame vztah ve tvaru

d . -l . N
7= 49 [arcsin (5)] [ egjabe cos |arcsin (2 )] + Fi ¢, (1.66)
nkN 4 S S

ktery lze upravit pomoci nasledujicich uprav do jednodussi podoby

. d ogjabc . (] (] .
T = WEN { . cos |aresin { < + cos |arcsin . Fy o (1.67)
d__ [ ogjabe 2 (] (1
- — < = Fr e (1
T WEN { . {1 sin” |arcsin S + cos |arcsin S o (1.68)
T = d 09jabe 1-— J 2 + cos |arcsin J F, (1.69)
 nkNy4 s s s Y '

Nakonec, vzhledem ke vztahu mezi konstantami k, N4 a R,,, 1ze predeslou rovnost

jesté upravit na vztah ve tvaru
d . b N\ 2 .
T=— {ggja ‘ [1 — (l> + cos {arcsin (Z)}Ft} , (1.70)
nk,, s S s

ktery predstavuje obecné odvozeny vztah pro vypocet termodynamické teploty T'.

Ciselné dosazeni

Dosazenim zadanych ciselnych hodnot do vztahu [1.70| uréime zadanou hodnotu
¢iselné. Muzeme tedy napsat nasledujici

_ 32
L 20 700-9,81-3-2-3-5-108[1—(5)}“%acs. A
T 5.8314 5.10-2 T B ’
T ~ 581,15 K.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ze zadani prikladu do obecné odvozeného vztahu [1.70
jsme dospéli k nasledujici hodnoté termodynamické teploty 7' = 581,15 K.

Zamyslete se nad zavislosti termodynamické teploty T na latkovém mnozstvi n ve
vztahu Dokazete vysvétlit nepiimou zavislost mezi témito proménnymi?

Nakonec uvazujte, ze mezi téliskem a vnitini plochou zafizeni je velikost vektoru
treci sily F; rovna F; = 0 N. Urcete obecny vztah pro vypocet termodynamické teploty
T s nulovou treci silou.
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1.5 Vytah

Zadani prikladu

Uvazujeme nésledujici typ vytahu, ktery je zndzornén na obrézku [1.6 Kabina
vytahu ve tvaru rota¢niho véalce o poloméru r a vysce w se nachazi ve vytahové
Sachté stejného tvaru, kterd je zespodu uzaviena. Mezi kabinou a vytahovou
Sachtou neprojde zadna céastice plynu umisténého pod vytahovou kabinou. Mezi
kabinou a vnitinimi sténami vytahové Sachty neuvazujeme tieni. Zavazi, které
castecné zveda vytahovou kabinu, se pohybuje po naklonéné roviné. Plocha na-
klonéné roviny slouzici k pohybu zévazi svird s vodorovnym smérem thel a = %.
Hmotnost m zavazi je rovna hodnoté m = 200 kg. Mezi spodni plochou zavazi
a plochou naklonéné roviny pusobi vektor treci sily F;. Koeficient smykového treni
¢ je roven hodnoté & = % Hmotnost m’ kabiny je i s nakladem rovna m’ = 800 kg
a hmotnost m” pouzitého plynu, kterym je kyslik O,, je m” = 10 kg. Urcete, ja-
kou termodynamickou teplotu 7" musi mit kyslik Os, aby byl vytah schopen, pri
soucasném pusobeni zavazi, sjet do osmého patra z puvodniho desatého patra?
Kabina se nachazi v osmém patie, pokud se dolni podstava kabiny nachazi ve
vysce j = 250 m. Tepelnou vyménu mezi plynem a okolim neuvazujte.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Vyska j 250 m
Uhel a x
Hmotnost zavazi m 200 kg
Hmotnost kabiny m’ 800 kg
Hmotnost plynu m” 10 kg
Koeficient smykového tieni ¢ %
Termodynamicka teplota T 7K

Tabulka 1.5: Zdpis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

Na zacatku obecného feSeni si musime uvédomit vztahy mezi jednotlivymi vektory
pusobicich sil a mezi jejich velikostmi.

Na zavazi pohybujici se po naklonéné roviné, kterd svird s vodorovnym smérem
zadany thel o = %, pusobi vektor tthové sily Fg a vektor tiect sily F;.

Vektor tihové sily F¢ 1ze rozlozit do dvou na sebe kolmych slozek tohoto vektoru.
Jednd se o vektor tecné slozky F, a vektor normalové slozky F,, vektoru pusobici tthové
sily Fq. Pro tyto vektory Fgq, F; i F,, tedy plati vztah

Fo=F,+F,. (1.71)

Pro velikosti téchto vektoru s vyuzitim podobnosti trojihelniki, goniometrickych
funke{ a obrazku muzeme napsat nasledujici dvojici vztahu

F, = Fgsin(a); (1.72)
F, = Fgcos(a). (1.73)
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w

Obrazek 1.6: Zndzornéni konstrukce vijtahu.

Vzhledem ke vztahu mezi velikosti vektoru normélové slozky F,, vektoru tihové sily
F ¢ a velikosti vektoru tteci sily F;, ktery je ve tvaru

Fy = E{Fy, (1.74)

muzeme s vyuzitim vztahu [1.73| pro velikost vektoru tieci sily F; napsat nasledujici
rovnost

F, = £Fg cos (). (1.75)

Na zévazi pusobi jesté dva vektory sil. Jedna se o vektor sily F,,, kterou je napinano
lano spojujici kabinu vytahu a zavazi na naklonéné roviné. A nakonec vektor F, je
vektor vysledné sily, ktery je popsan nésledujicimi vztahy

F, = Fp—f—Ft‘f‘Fw; (176)
F, = F,—F,—F, (1.77)

nebot se pii klesani kabiny vytahu zdvazi pohybuje smérem nahoru po naklonéné
rovine.

U vytahové kabiny ve tvaru rotacniho vélce zkoumame nasledujici vektory pusobi-
cich sil. Prvym vektorem je vektor tihové sily Fi,. Nasledné se jedna o vektor sily F
kterou je napinano lano mezi kabinou vytahu a zavazim a jehoz velikost je stejna jako
velikost vektoru F,. Poslednim vektorem je vektor sily F7, ktery piedstavuje silové
pusobeni molekul kysliku Oy na dolni podstavu kabiny.

Pro vektor vysledné sily F!, jehoz velikost je stejna jako velikost vektoru F,, plati
nasledujici dvojice vztahu
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F, = Fo+F,+F, (1.78)
F, = Fy—F —F, (1.79)
nebot se kabina vytahu pohybuje smérem dolii.

Vzhledem k neznalosti velikosti vektoru pusobici sily F,, nebo F., rovnost
secteme s rovnosti[1.79, Dostavame nasledujici vztah

oF, = F, — F! — F, - F,. (1.80)

S vyuzitim druhého Newtonova pohybového zdkona, ktery je popsan rovnosti

F = ma, (1.81)
lze vztah prepsat do tvaru

2ma = I — F, — F, - F,. (1.82)

Pti ustéleni kabiny vytahu je velikost vektoru zrychleni @ rovna nule. Piedesly vztah
lze upravit do nasledujiciho tvaru

Fi=F,+F,+F. (1.83)

S vyuzitim odvozenych vztahu v [2] muzeme pro tlak p kysliku O napsat nésledujici
vztah

p = nokT, (1.84)

ve kterém ngy predstavuje pocet molekul plynu vztazeny na jednotkovy objem.
Piedesly vztah lze pouzitim zékladnich materidlovych vztahu jesté upravit do
tvaru

— kT 1.85
p V b ( )
TLNA
= kT 1.
p Lk (1.86)
m//NA
- A g 1.87
b Mo ar2j (1.87)

kde N predstavuje celkovy pocet molekul pouzitého plynu, V' je objem, ve kterém
se plyn nachézi, a M, predstavuje molarni hmotnost plynu.

Pro velikost vektoru sily F7, kterd uddva silové pusobeni molekul kysliku Oy na
spodni podstavu kabiny vytahu o obsahu S = 772, plati vztah

F! = pS, (1.88)

ktery lze s vyuzitim vztahu [1.87] prepsat do tvaru

m//NA
F = ET. 1.89
T Mg (1.89)

S vyuzitim vztahu [1.72] [1.75] a [1.89| lze vztah udévajici velikost vektoru tihové
sily Fj, napsat nésledujicim zpusobem
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m Ny
M7
Predeslou rovnost muzeme prepsat do nasledujicich tvaru

F/, = kT + Fgsin (a) + £Fg cos (o). (1.90)

//N
F, = T;\L/[ ‘flkT—i—FG[Sin(a)jLﬁcos(a)]; (1.91)
mJ
//N
mg = WX/[ j{‘kT—i—mg[sin(oz)%—fcos(oz)]; (1.92)
m//NA
m = —kT + m [sin (a) + & cos (a)] . 1.93
Mg [sin (@) ()] (1.93)

Neznamou v pfedchazejicim vztahu je termodynamicka teplota T'. Po vyjadieni
neznamé T muzeme napsat rovnost

_ Mgy
m”kNA

kterou lze s vyuzitim vztahu mezi konstantami k£, R, a N4 prepsat do tvaru

{m’ —m|sin (a) + £ cos (a)]}, (1.94)

Mg
o m'R,,

{m' —m[sin () + & cos (a)]}. (1.95)

Ciselné dosazeni

Vztah predstavuje obecny vztah pro vypocet termodynamické teploty 7" kysliku
O,. Dosazenim zadanych hodnot do vztahu ziskame hodnotu termodynamické tep-
loty T ¢iselné. Muzeme tedy napsat

32-107% - 250 - 9,81 ™1 7
. 23800 - 200 [sin (£) + < vcos () | £ K
108,314 { {Sm 6) T3 \%

606,3 K.

Q

Shrnuti zadaného prikladu

Dosazenim c¢iselnych hodnot ze zadani do obecné odvozeného vztahu jsme
zjistili, Ze hodnota termodynamické teploty 1" je rovna 17" = 606,3 K.
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1.6 Urceni hustot dvou zavazi pomoci zarizeni ob-
sahujiciho plyn

Zadani ptikladu

Uvazujme zarizeni, které se skldda z pevné kladky a dvou zavazi. Prvni zdvazi na
pravé strané ve tvaru rota¢niho vélce o poloméru r = 15 ¢cm a o vysce 7 = 15 cm
je tvoreno z materidlu o hustoté p. Na levé strané je pevné umisténa nadoba ve
tvaru rotacniho valce o poloméru ' = 125 cm s uzavienou dolni casti. V této
nadobé je umisténo druhé zavazi stejného tvaru o vysce j' = 75 cm tak, ze mezi
vnitini sténou nadoby a vnéjsi sténou zavazi neprojde zadna castice. Tieni mezi
témito dvéma popsanymi plochami neuvazujte. Zavazi na levé strané je vyrobeno
z materialu o hustoté ¢’. Do uzaviené ¢ésti pod levé zdvazi je umistén kyslik O
o latkovém mnozstvi n” = 3 mol. Urcete nezndmé hodnoty hustoty o prvniho
zdvazi na pravé strané a hustoty ¢ druhého zavazi na levé strané, pokud pfii
stfedni kinetické energii W," = 2,3568 - 10~2° J molekul pouzitého plynu se zdvazi
na levé strané ustélilo ve vysce j” = 5,5 cm. Popsand situace je znézornéna na
obrazku . S vyuzitim [5] urcete, z ¢eho jsou zavazi vyrobena. Vyuzijte poméru
hustot ¢ a ¢, ktery je zadan nésledovné

o 43
PR (1.96)
Zadana velicina Znaceni Hodnota
Polomér prvniho zavazi r 0,15 m
Vyska prvniho zavazi J 0,15 m
Polomér druhého zavazi r! 1,25 m
Vyska druhého zavazi J' 0,75 m
Pocet stupnu volnosti 7 5
Latkové mnozstvi plynu n’ 3 mol

Stredni kinetickd energie molekul Wy 2,3568 - 10720 J

Vyska ustaleni zavazi j" 0,055 m
Pomeér hustot % i—i’
Hustota prvniho zavazi 0 ? kg -m™3
Hustota druhého zévaizi o ?kg-m™3

Tabulka 1.6: Zdpis zadangch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

Na zacatku obecného postupu feseni zadaného prikladu vyresime pusobici sily na
prvni téleso na pravé strané. Na dané téleso pusobi vektor tthové sily Fg. V opatném
sméru pusobi vektor sily F,, kterd udava silové ptisobeni druhého télesa na levé strané
pri upevnéni provazu na prvém télese. Vzhledem ke skutecnosti, ze je pozorovan pohyb
télesa na levé strané smérem dolu, tak ve sméru vektoru F, pusobi také vektor vysledné
sily F,, pro ktery plati nasledujici rovnost
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Obrazek 1.7: Zndzornéni méricitho zarizeni.

F,=F,+ Fg. (1.97)

Vzhledem ke smérum vektoru Fg, F, a F, muzeme pro jejich velikosti napsat
nasledujici vztah

F,=F,— Fg. (1.98)

Po vyteseni soustavy pusobicich sil na prvé téleso na pravé strané vytesime soustavu
pusobicich sil na druhé téleso na levé strané. Na druhé téleso pusobi vektor tihové sily
F&. V opacném sméru pusobf vektor sily F, ktery udéva silové pusobenf prvniho
télesa na pravé strané na druhé téleso v misté upevnéni provazu. Vektory F, a F
predstavuji dvojici vektorii se stejnou velikosti. Ve sméru vektoru F, ptisobi také vektor
sily F', ktery reprezentuje silové pusobeni ¢astic plynu na dolni podstavu druhého
zavazi v uzaviené naddobé. Pro vektor vysledné sily F! muzeme tedy napsat vztah

F,=F,+F +F. (1.99)

Po uvazeni smért jednotlivych vektoru F, F, F; a F’ mizeme pro jejich velikosti
napsat nasledujici vztah

Fl=F,—F —F' (1.100)
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Vzhledem k rovnostem velikost{ vektoru F.,, F, a F,, F lze predchdzejici vztah
prepsat do podoby
F,=F,—-F,—F" (1.101)

Odvozené rovnice [[.O8 a [[.T0T] muzeme secist. Po sec¢teni dostdvame vztah ve tvaru

2F, = F, — F' — Fg. (1.102)

Po ustaleni soustavy dvojice téles je velikost vektoru zrychleni @ rovna nule. S vy-
uzitim tohoto poznatku lze predeslé vyjadreni |1.102| upravit do nasledujici podoby

0 = F,—F — Fg; (1.103)
F, = F'+ Fg. (1.104)
V feseni zadaného prikladu budeme pokracovat vyjadienim jednotlivych neznamych

v predchéazejicim vztahu [1.104] Pro velikost vektoru tithové sily Fj, druhého télesa na
levé strané muzeme napsat vztahy

F, = ng; (1.105)
Fe = dVg (1.106)
F, = Jdmr'*jy, (1.107)

ve kterych m’ predstavuje hmotnost daného zavazi, V' je jeho objem a ¢ predstavuje
hledanou hodnotu hustoty daného télesa.

Pro velikost vektoru tihové sily Fg prvniho zdvazi na pravé strané lze analogicky
napsat vztahy

Fe = myg; (1.108)
Fo = 0oVyg; (1.109)
Fo = onr?jg, (1.110)

kde m predstavuje hmotnost daného télesa, déle pak V' jeho objem a nakonec o
hledanou hodnotu jeho hustoty.

Koneéné pro velikost vektoru pusobici sily F’ muzeme s vyuzitim obecného vztahu
mezi silou F' pusobici na urc¢itou plochu o obsahu S a tlakem p napsat vztah

F=yp9, (1.111)

ve kterém p’ predstavuje tlak, kterym pusobi ¢astice plynu v uzaviené nadobé na
dolni podstavu druhého zavazi na levé strané o obsahu S’.

Predeslou rovnost lze s vyuzitim stavové rovnice idealniho plynu upravit do
nasledujici podoby

n//RmT//

//RmT//

Fo= Lo e (1.113)
=y
//RmT//

Fo= o (1.114)
j
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kde T" predstavuje termodynamickou teplotu plynu v nddobé, V" je objem casti
uzaviené nadoby, ve které se pii ustdleni druhého zavazi nachazi plyn, a j” predstavuje
vysku uzaviené nadoby, ve které se pii ustaleni druhého zavazi nachéazi kyslik O,.
S vyuzitim odvozenych rovnic v [2] lze pro stfedni kinetickou energii W," molekul
plynu napsat vyraz
W = %k:T”, (1.115)

ze kterého si muzeme vyjadiit termodynamickou teplotu 7”. Po vyjadieni dostdvame
vztah ve tvaru

2

Dosazenim ptedeslého vyjadieni[1.116|do vztahu [1.114] dostavame vztah ve tvaru

T//

_ 20"R, W)/
- ikj" )
Obecné odvozené vyrazy[1.107, [1.110]a[I.117]1ze dosadit do vztahu[T.104] Dosazenim

a naslednou upravou dostavame nasledujici

F’ (1.117)

2 //RmW//
drrjlg = TR L om?jg; (1.118)
ikj"
'R, W/
/12 - 2 - mVVk
— = o m Tk 1.119
o5 — or®j T ( )

S vyuzitim zadaného poméru, ktery je v zadani piikladu uveden jako rovnice [1.96}
muzeme predeslé vyjadieni [1.119| upravit na tvar

43 5, 5. 2n"R, W/
—or’ty —or'y = —————.
4t T T T g

Hledanou hodnotu hustoty o lze vyjadrit z predeslého vztahu[1.120, Ekvivalentnimi
upravami dostavame rovnice ve tvaru

(1.120)

13 5, 20" R,y WY
Q(HTIQJI—T2J> = —m,fj,,gk; (1.121)
2 //RmW//
- o k (1.122)

m'kj”g (%Tajl _ rzj) ’

Predesly vyraz [1.122] je obecné odvozeny vztah pro vypocet hodnoty hustoty o

prvniho télesa na pravé strané. S vyuzitim vztahu mezi konstantami k, R,, a Ny

muzeme vyjadreni [I.122] prepsat do nasledujici podoby
2n”N AW]g

- Tij'g (%T/Zj/ _ 7,2]‘) ’

(1.123)
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Ciselné dosazeni

V pripadé dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot do obecné odvozeného vztahu |[1.123
muzeme vyjadiit hodnotu hustoty o ¢iselné. Dosazenim dostavame

2-3-6,022-10% -2,3568 - 10~ s
¢ = 13 2 3y Kg-m
5-m-0,055- 9,81 (£ -1,25%-0,75 — 0,15%)

o ~ 8200 kg -m >

Hodnotu hustoty ¢’ lze vypocitat pomoci zadaného poméru, ktery je v zadani
piikladu uveden jako vztah [1.96, S vyuzitim tohoto vztahu muzeme napsat

43
! = ——.8200 kg-m™?;
Y 11 g-m -

o0 =~ 8600kg-m>.

Shrnuti zadaného prikladu

Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do obecné odvozeného vztahu jsme
dospéli k hodnoté hustoty ¢ prvniho zavazi na pravé strané, ktera je rovna nésledujici
hodnoté ¢ = 8200 kg - m™3. S vyuzitim [5] bylo zjisténo, Ze je prvni zdvazi vyrobeno
z cinu. Pomoci zadaného poméru byla vypoctena hodnota hustoty ¢ druhého
zévazi na levé strané. Tato hodnota hustoty ¢ byla rovna o' = 8600 kg - m~3. Pomoc{
[5] jsme dospéli k zévéru, ze druhé zavazi je vyrobeno z mosazi.

1.7 Vypocet prace zkoumaného plynu

Zadani prikladu

Uvazujme plyn dusik Ny o hmotnosti m = 7 kg nachazejici se v miéi ve tvaru koule
o poloméru r; = 15 cm. Plyn za konstantni termodynamické teploty 7" = 298,15 K
vykonal praci —AW = 0,5 MJ, coz zpusobilo zménu poloméru na hodnotu rs.
Vypoctéte polomér ry mice po izotermickém déji.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Hmotnost plynu m 7 kg
Polomér r1 0,15 m
Vykonand préce —AW 5-10°J
Termodynamicka teplota T 298,15 K
Polomeér T9 ?7m

Tabulka 1.7: Zapis zadangch hodnot v tabelové podobé.
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Obecny postup reseni

Na zacatku obecného postupu feseni prikladu si popiSeme zadanou situaci podrob-
néji. Na zacatku pozorovani byl zkoumany plyn dusik Ny o hmotnosti m = 7 kg umistén
v mic¢i ve tvaru koule o poloméru r; = 0,15 m. Plyn byl v termodynamické rovnovaze
s okolim, pricemz termodynamicka teplota T plynu byla rovna hodnoté T = 298,15 K.

Nésledné nastala tepelna vymeéna, béhem které nedoslo ke zméné termodynamické
teploty T'. Jedna se tedy o izotermicky déj, ktery je popsan Boyle-Mariottovym zakonem.
Tlak p lze obecné s vyuzitim stavové rovnice idealniho plynu a materidlovych vztahu
popsat vyrazy

nR,,T

= : 1.124
p YA (1.124)
3mR,, T
= — 1.12
p drr3M,,’ (1.125)

v nichz n ptedstavuje latkové mnozstvi, V' je objem nadoby, ve které se nachazi
zkoumany plyn a nakonec M, predstavuje molarni hmotnost plynu, kterou nalezneme
v periodické tabulce prvku.

Velikost pusobici sily F' ¢astic plynu na vnitini sténu mice lze s vyuzitim predeslého
vyjadieni zapsat v nasledujicim tvaru

F = pS; (1.126)
3mR,,T

F = =/ 4nr? 1.12
43 M, e (1.127)
3mR,, T

F = —. 1.128
L ( )

Vykonanou praci —AW plynem pii izotermickém déji je mozné obecné popsat
nasledujicim integralem ve tvaru

_AW :/ Fds. (1.129)

Po uvazeni, ze dochazi ke zméné poloméru mice z hodnoty 1 = 0,15 m na hodnotu
r9, muzeme predesly vztah [1.129)s vyuzitim vyrazu [1.128| upravit na nasledujici tvar

2 3mR,,T
— AW = " dr. 1.1
W / e (1.130)

Vyjadreny integral [L.130] je mozné upravit s vyuzitim vlastnosti integralniho poctu
do nasledujiciho tvaru

3mR,, T [ g
M,, r

T1

(1.131)

Integrél na pravé strané predeslé rovnosti[I.131]1ze jednoduse vypocitat a s vyuzitim
Newtonova vztahu upravit do podoby
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3mR,,T

3mR,, T
AW = mM—[ln(rg)—ln(rl)]; (1.133)
3mRmT T
—A = ———In(—). 1.134
%% L n(rl) (1.134)

Ze vztahu[1.134] vyjadiime neznamou hodnotu poloméru ry nasledujicim zpusobem

9 —AWMm
. (7’1) 3mR,, T’ (1.135)
2 ammmt (1.136)
,
! — AW Mm
ry = rie3mAmT (1.137)

Predesly vztah predstavuje obecné odvozeny vztah pro vypocet poloméru 7o
mice po izotermickém déji.

Ciselné dosazeni

Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do obecné odvozeného vztahu muzeme
vypocitat hodnotu poloméru r,. Dosazenim dostavame

5-10°.28-10 3
— . ©37-8,314-298,15 .
ro = 0,15-e378 15 1m;

ry ~ 0,1963 m.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

S vyuzitim obecné odvozeného vztahu jsme dospeéli k nasledujici hodnoté
poloméru r, = 19,63 cm. Zamyslete se, jestli se bude se zvysujici se molarni hmotnosti
M, zvysovat i polomér ry. Zkuste ¢Ciselné urcit zménu Ar = ro —r; jesté pro jiné plyny.
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Kapitola 2

Daltonuv zakon aditivity
parcialnich tlaku

Ve druhé kapitole sbirky fesenych ptikladi z molekulové fyziky a termodynamiky
se budeme zabyvat aplikaci Daltonova zdkona aditivity parcidlnich tlaku pri prak-
tickych vypoctech. Daltonuv zakon aditivity parcidlnich tlaku udava vztah na vypocet
vysledného tlaku p soustavy n vzajemné neinteragujicich plynu.

Rik4, ze vysledny tlak p uvazované soustavy n plyni v nddobé o objemu V je
dén algebraickym souctem jednotlivych parcialnich tlaku p;, kde 1 < ¢ < n, které by
vytvarely jednotlivé plyny samostatné v daném objemu V. Daltonuv zakon aditivity
parcialnich tlaki muzeme matematicky jednodusSe zapsat v nasledujicim tvaru

pP=p1+D2+ A+ Dot + P (2.1)

Daltonuv zakon aditivity parcidlnich tlaku je teoreticky podrobnéji zpracovan a ob-
jasnén napiiklad v [2]. U ¢tendre se predpoklddd, ze se s danou problematikou pred
samotnym Tesenim piikladu seznamil minimalné po strance teoretické.

2.1 Vypocet vysledného tlaku soustavy ¢tyr plynu

Zadani prikladu

Uvazujme soustavu ¢tyr plynu o teploté ¢ = 300 °C a nadobu ve tvaru rota¢niho
valce o pruméru d = 1,5 m a o vysce j = 5 m. Prvni plyn je hélium He o latkovém
mnozstvi ny = 5,5 mol. Druhy plyn je vodik Hy o hmotnosti my = 9,25 kg. Treti
plyn je kyslik Oy o poctu ¢astic Ny = 3,6132 - 1024, Ctvrtym plynem je dusik
Ny o latkovém mmnozstvi ng, které je rovno hodnoté ny = 3,75 mol. Vypoctéte
vysledny tlak p dané soustavy plynu v nadobeé.

Obecny postup reseni

K teseni piikladu s vyhodou vyuzijeme Daltonuv zakon aditivity parcialnich tlaku,
ktery méame v této sbirce uveden jako vztah 2.1} Dany vztah muzeme pro n = 4 upravit
na nasledujici tvar

P =Dpi1+ P2+ p3+pa (2.2)
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Zadana velicina Znaceni Hodnota
Teplota t 300 °C
Termodynamicka teplota T 573,15 K
Prameér d 1,5 m
Vyska Ji 5 m
Latkové mnozstvi ny 5,5 mol
Hmotnost Mo 9,25 kg
Pocet ¢astic N3 3,6132 - 10*
Latkové mnozstvi ion 3,75 mol
Tlak P ? Pa

Tabulka 2.1: Zdpis zadangch hodnot v tabelové podobé.

Prvni plyn hélium He mame zadany latkovym mnozstvim n; = 5,5 mol, proto pro
parcialni tlak p; muzeme s vyuzitim stavové rovnice idealniho plynu napsat

mR,,T

b = lv ) (2.3)
47’LlRmT

= ——. 2.4

p1 2] (24)

Druhy plyn vodik H, je zadany hmotnosti ms = 9,25 kg. Pro parcidlni tlak p,
muzeme s vyuzitim stavové rovnice idealnitho plynu napsat néasledujici vyjadieni

no R, T
po= = (2.5)
dmso R, T
= £ m 2.6
P2 M,,,wd%;’ (26)

ve kterém M,,,, predstavuje molarni hmotnost vodiku, kterou odecteme v periodické
tabulce prvku.

Tieti plyn kyslik O, je zadany poctem ¢astic N3 = 3,6132 - 10?4, Parcidlni tlak ps
je analogicky s vyuzitim stavové rovnice idedlniho plynu roven nasledujicimu vztahu

ns R, T

pso= (2.7)
4Ns R, T

= — 2.8

p3 Namd?j (2.8)

Ctvrty plyn dusik N, mame zadany ldtkovym mnozstvim ny = 3,75 mol. Parcidln{
tlak p4, ktery bude dany plyn v nddobé o objemu V' vytvaret, je podle stavové rovnice
idedlniho plynu roven vyjadieni

n4RmT

Pa = v (2.9)
Any R, T
= —. 2.1
Ps 2] (2.10)

Vyjadieni [2.4] [2.6] a pro jednotlivé parcidlni tlaky pi, ps, ps a py muZeme
dosadit do upraveného Daltonova zdkona aditivity parcidlnich tlaku [2.2] Dostdvdme
vztah pro vypocet vysledného tlaku p, ktery je roven
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AR, T AmoR,T  AN3R,T  4AngR,,T

2.11
P wd?j M, 7d?j  Namd?j wd?j ( )
ktery muzeme ekvivalentné prepsat do nasledujiciho tvaru
4RmT mo N3
= — ) 2.12
P= <"1 My TN T "4> (2:12)

S vyuzitim Daltonova zakona aditivity parcidlnich tlakt jsme odvodili obecny vztah
pro vypocet vysledného tlaku p dané soustavy plynu.

Ciselné dosazeni

Dosazenim ¢iselnych hodnot ze zadéni do obecné odvozeného vztahu dostavame
¢iselné vyjadreni vysledného tlaku p soustavy ¢tyt zadanych plynu v nddobé daného
tvaru o objemu V'

4-8,314- 573,15 9,25  3,6132-10%
_ ’ 2 . (55 ! . 3,75 Pa;
P 71525 ( T 108 T o202 T ) .
p ~ 25-10° Pa.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Dosazenim c¢iselnych hodnot do odvozené rovnice jsme vypocitali hodnotu
vysledného tlaku p soustavy zadanych plyni. Tato hodnota byla p = 2,5 - 10° Pa.

Ze znalosti vysledného tlaku p soustavy zadanych plynu v dané nadobé zkuste
vyjadrit, jak velkou silou F pusobi ¢dstice soustavy plynt na plast rotacniho vélce.

2.2 Vypocet jednotlivych tlakt zadanych plynu

Zadani prikladu

Uvazujme tii plyny v nddobé o objemu V = V; + V5 + V3 pii termodynamické
teploté T'. Prvnim plynem je argon Ar o latkovém mnozstvi n; = 2,5 mol. Druhy
plyn v naddobé je vodik Hy o hmotnosti my = 3,3 kg a tfetim plynem je kyslik
O, o latkovém mmnozstvi ng, které je rovno hodnoté nz = 2 mol. Tlak smési vsech
téchto plyntt v nddobé je p = 2,5-107 Pa. Vypoctéte tlaky p}, py a pj jednotlivych
plynu v pripadé, ze by byly tyto plyny samostatné v nadobach o objemech V7, V5
a V3. K vypoctu uzijte pomér mezi jednotlivymi objemy V;, V5 a V3, ktery je

ViiVa:V3=2:3:4. (2.13)
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Zadana velicina | Znaceni  Hodnota
Latkové mnozstvi ny 2,5 mol
Hmotnost msa 3,3 kg
Latkové mnozstvi ns 2 mol
Tlak P 2,5-107 Pa
Pomér objemu Vi:Va: Vs 2:3:4
Tlak P ? Pa
Tlak P ? Pa
Tlak P ? Pa

Tabulka 2.2: Zdpis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

K teseni zadaného piikladu s vyhodou vyuzijeme Daltontuv zakon aditivity parcidl-
nich tlaku 2.1 Tento vztah lze pro n = 3 napsat jako nasledujici rovnost

P =p1+tp2+ps. (2.14)

Hodnotu vysledného tlaku p soustavy tii plynu v nadobé o celkovém objemu V
mame zadanou. Tato hodnota je rovna p = 2,5 - 107 Pa. Musime si rozebrat jednotlivé
parcialni tlaky p1, ps a ps.

Prvni plyn argon Ar mame zadany jenom pomoci latkového mnozstvi n; = 2,5 mol.
Parcialni tlak p; tedy muzeme s vyuzitim stavové rovnice idedlniho plynu vyjadrit nds-
ledujicim zptisobem

m R, T
po= n,; (2.15)
anmT
S L 2.16
b Vi+ Vo + Vs (2.16)

Druhy plyn vodik H, je zadany pouze hmotnosti my = 3,3 kg. Parcialni tlak ps lze
tedy obdobné vyjadrit pomoci stavové rovnice idealniho plynu ve tvaru

ml
b2 = ot , (2.17)

V
mo R, T
- , 2.18
P M, i+ Vo 1+ V) (2.18)

kde M,,, je molarni hmotnost vodiku Hy, kterou zjistime z periodické tabulky prvku.

Tteti plyn kyslik Oy mame zadany jenom latkovym mnozstvim ng = 2 mol. Mtzeme
tedy analogicky vyuzit stavové rovnice idedlniho plynu a napsat vztah v nasledujicim
tvaru

nngT

nngT
= = m 2.20
bs Vi+ Vo + Vs (2.20)

Dosazenim vyjadienych vztahu[2.16] [2.18a[2.20|do vztahu[2.14]a naslednou tpravou
dostavame rovnosti
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anmT ngmT n3RmT

= + + : 2.21
b Vi+Va+Vs  M,(Vi+Vo+V3) Vi+Va+ 1 (221)
R, T mo
e . 2.22
D V1—|—V2+V3<nl+]\/[m2+n3> ( )

Neznamymi jsou v tomto pripadé jednotlivé objemy Vi, V5 a V3, ze kterych nasledné
vypocitdme jednotlivé hledané hodnoty tlaka p), py a ph. Z predeslého vztahu [2.22]
muzeme vyjadfit jejich soucet Vi + V4 4+ V3. Dospéjeme k vyjadieni

R, T m
V1_|_V2_|_Vé:—<n1—|— 2 +n3>. (2.23)
p My,
Ekvivalentnimi ipravami jsme dostali jednu rovnici o tfech neznamych. V zadani
pitkladu méme uveden pomeér [2.13| mezi jednotlivymi objemy V3, V5 a také V3. Dle[2.13]
plati, Ze

3
Vy = 5‘/1' (2.24)

S vyuzitim zadaného poméru [2.13| mezi objemy Vi, Vo a V3 lze také vycist zavislost
mezi objemy V5 a V3. Vzhledem i k rovnosti muzeme napsat

4
Vs = §V2; (2.25)
Vs = 2W. (2.26)

Konecéné dosazenim vyjddieného vztahu a do rovnosti dostavame
obecny vztah na vypocet hodnoty objemu Vi, ktery je po dosazeni a upravé ve tvaru

3 R, T m
2RmT mo
= . 2.2
Vi o <n1 + M, + n3> (2.28)

Vztah je obecnym vyjadienim hodnoty objemu V; prvni nddoby, ve které prvni
plyn argon Ar vytvari tlak p}j. Argon Ar mame zadany latkovym mnozstvim ny, jehoz
hodnota je rovna n; = 2,5 mol. S vyuzitim stavové rovnice idealniho plynu a vztahu
muZeme pro tlak p} napsat vyjadieni

R, T
Py = nlvl : (2.29)

/ — 9pn1
_m2
2 <n1 + Mm2 + TLg)

(2.30)

Druhy plyn vodik Hy vytvaii v nddobé o objemu V, tlak pf. S vyuzitim stavové
rovnice idealntho plynu a vztahu a muzeme pro tlak p), napsat vztah ve tvaru
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R, T
P, = ‘e (2.31)

Va
3
P = 2 . (2.32)
Mm2 <n1 —f- ]\7732 +7’Lg>

A nakonec tieti plyn kyslik O, je zadany latkovym mnozstvim ns3 = 2 mol. Pomoci
vztahtu a muzeme pro tlak p; napsat rovnice

/ n31im]
= : 2.33
p3 ‘73 ) ( )

9
P, = P . (2.34)

4 <n1 + ]\Zl 2 ng)
ma
Obecné odvozené vztahy poradé [2.30] a nakonec [2.34] pfedstavuji vztahy pro
vypocet tlaku poradé pi, p, a p; danych plynt v nadobach o objemech Vi, V5 a V3
samostatné.

Ciselné dosazeni

Pokud do obecné odvozenych vztahu [2.30] [2.32] a 2.34] dosadime hodnoty ze zadéni,
muzeme ¢iselné urcit jednotlivé hodnoty tlaku p), ph i ph.

Po dosazeni zadanych hodnot do vztahu ¢iselné uréime tlak p|. Muzeme tedy
psat

p 902510025
P 2-(25+ 525 4+2)

P, ~ 1,7-10° Pa.

Dosazenim ¢iselnych hodnot ze zadani vycislime i tlak p). S vyuzitim vztahu m
lze napsat

. 3-2,5-107-3,3 Pa
2 _ 3,3 !
2-1073 - (2,5 + 5355 +2)

py, ~ 7,5-107 Pa.

Nakonec po dosazeni ciselnych hodnot ze zadani do vztahu [2.34] ¢iselné urcime
hodnotu tlaku p5. Dand hodnota je rovna

, 9:25-107-2
Ps 125+ 225 +2)

py ~ 638-10* Pa.

Shrnuti zadaného prikladu

Tlak p} prvniho plynu argonu Ar, umisténého do nadoby o objemu Vi, je roven
hodnoté p} = 1,7 - 10° Pa. Tlak p), druhého plynu vodiku Hs,, umisténého do nadoby
o objemu V3, je roven hodnoté py, = 7,5 - 107 Pa. Tlak pj tiettho plynu kysliku O,
umisténého do nddoby o objemu V3, je roven hodnoté p; = 6,8 - 10* Pa.
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2.3 Vypocet vysky nadoby se zatizenou pohyblivou
horni podstavou

Zadani ptikladu

Uvazujme uzavienou nadobu ve tvaru rotacniho valce o poloméru r s proménlivou
vyskou j. Na horni podstavu jsme umistili krychli z mosazi s délkou strany
a = 2,5 m o hustoté o = 8600 kg - m—3. Do uzaviené nddoby s proménlivou
vyskou 7 jsme umistili t¥i plyny o teploté 77 = 293,15 K. Prvnim plynem je dusik
Ny, jehoZ mnozstvi molekul je N; = 6,022 - 10%, druhym plynem je vodik H,
o latkovém mnozstvi ny = 6 mol a tietim je kyslik Oy o hmotnosti mg = 4,5 kg.
Po ustéleni zatizené horni podstavy ve vysce j; jsme plyn ochladili z teploty T}
na teplotu 7y = iTl tak, ze mezi plynem v nadobé a okolim neprobihala tepelna
vyména. Vypoctéte vysku jo horni podstavy od dolni podstavy dané nadoby po
ochlazeni plynu. Uvazujte, Ze danou soustavu plynu lze nahradit urc¢itym ply-
nem o Poissonové konstanté » = % Popsana situace po ustaleni horni podstavy
nadoby ve vysce j; je znazornéna na obrazku .

Zadana velicina Znaceni  Hodnota
Délka strany krychle a 2,5 m
Hustota 0 8600 kg - m~3
Termodynamicka teplota Ty 293,15 K
Pomeér termodynamickych teplot % 4
Pocet castic Ny 6,022 - 10?3
Léatkové mnozstvi No 6 mol
Hmotnost ms 4.5 kg
Poissonova konstanta > %
Vyska J2 7 m

Tabulka 2.3: Zdpis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup resSeni

S vyuzitim Daltonova zakona aditivity parcidlnich tlaku [2.1) muzeme pro n = 3 psat

pP=Dp1+Dp2+ps. (2.35)

Prvni plyn dusik N, méme zadany pouze mnozstvim molekul N; = 6,022 - 10%.
Pro parcialni tlak p; prvniho plynu dle stavové rovnice idealniho plynu a zakladnich
materidlovych vztahu plati nasledujici vztahy

anmTl )

= 2.36

b Vi ( )
N R, T

= —. 2.37

P Namr2j; ( )

Druhy plyn vodik Hs je zadany latkovym mnozstvim ny = 6 mol. S vyuzitim stavové
rovnice idedlntho plynu muzeme pro parcialni tlak p, napsat
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J1

Obrazek 2.1: Situace po ustdleni pohyblivé horni podstavy dané nddoby ve vysce ji, na
které se nachdzi krychle z mosazi.

nngTl

b2 ‘/1 ) ( )
nngTl

= —. 2.39

Treti plyn kyslik Oy ma zadanou hodnotu hmotnosti mg = 4,5 kg. Parcialni tlak
p3 muzeme tedy s vyuzitim stavové rovnice idedlniho plynu charakterizovat vztahy

nngTl
= —; 2.40
Y25 ‘/1 ) ( )
m3RmT1
= — 2.41
bs M, 725, (241)

kde M,,, predstavuje molarni hmotnost, kterou ziskdme z periodické tabulky prvki.
S vyuzitim vyjadienych parcidlnich tlakt pq, ps a ps ze vztahu [2.37, [2.39] a 2.41]
muzeme dosazenim do [2.35 a naslednou tpravou pro tlak p napsat
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NlRmTl nngTl m3RmT1

= : 2.42

p Nymriyg, + mrij + Moy, 72y ( )
RmTl Nl ms3

= — . 2.43

p = (s 249

Tlak p se da vyjadrit pomoci sily F' pusobici na plochu o obsahu S nasledujicim
zpusobem

F
— 9.44
P=3 (2.44)

S vyuzitim vztahu a muzeme pro silu F, kterou castice uvazované smeéesi
plynt pisobi na horni podstavu dané nadoby o obsahu S = 772, napsat vztah

R, T, (Nl ms )
F=— — 4+ ny + . 2.45
gi \Na 0 My, (2:45)

Po ustéleni horni pohyblivé podstavy nadoby ve vysce j; od dolni podstavy doslo
k tomu, ze velikost pusobici sily F', kterou pusobi smés plynu na horni podstavu, se
rovna velikosti pusobici tihové sily F; daného télesa, kterou muzeme vyjadiit v nasle-
dujicim tvaru

Fg =my, (2.46)

kde m je hmotnost daného télesa. S vyuzitim rovnosti [2.46] muzeme vztah
prepsat do podoby

R,,T, (Nl ms )
i \Na T M, g (247)
R, T, (Nl ms3 ) 3
- — 4+ ny + = pa’g. 2.48
o \Na T M, g (248)

Vyjédfenim neznamé j; z rovnosti dostdvdme ekvivalentn{ vztah ve tvaru

. RmTI N1 ms
= — ) 2.49
J1 Qa3g (NA +ng + Mm3) ( )

Po ustaleni pohyblivé horni podstavy ve vysce j; od dolni podstavy nadoby za¢neme
plyn v nadobé ochlazovat z teploty T} na teplotu T, = iT 1 tak, ze nebude dochazet
k tepelné vymeéné s okolim. Jedna se o adiabaticky déj, ktery je popsan Poissonovou
rovnici ve tvaru

PV = pVi (2.50)

S vyuzitim stavové rovnice idealniho plynu muzeme predchézejici vztah prepsat
ekvivalentné do tvaru

TLRmTl anT2
VZ: = V. 2.51
( ‘/1 ) 1 ( ‘/2 ) 2 ( )
|%¢ %4
—T = =T 2.52
‘/1 1 ‘/2 2 ( )



coz lze s vyuzitim zadaného pomeéru mezi termodynamickymi teplotami 7 a 75
upravit do nésledujiciho tvaru

vt = vt (2.53)

Hledanou neznamou je vyska j, dané nadoby. Muzeme si ji vyjadrit dosazenim za
V1 a V4 do predchoziho vztahu [2.53] Dostavame rovnost

4(7r7"2j1)%71 = (7rr2j2)%71; (2.54)
g o= g (2.55)

Upravou vyrazu dostavame vyjadreni pro vypocet vysky jo. Lze psat rovnost
ve tvaru
. I
J2 = 47171 (2.56)

Dosazenim vyjadieni pro vysku j; ze vztahu do predchézejicitho vztahu [2.56
dostavame vyjadieni pro hledanou hodnotu vysky 7., které je ve tvaru

= — +no +
J2 Qa3g N, 2 Mm3

Ciselné dosazeni

Pro hledanou hodnotu vysky j, dané nadoby mame vyjadieny obecny vztah [2.57|
Dosazenim znamych c¢iselnych hodnot ze zadani do vztahu hodnotu vysky js
urc¢ime také ¢iselné. Dostavame

; 43 .8,314- 293,15 (6,022 . 1023
, = .

4,5
64— ) m;
3600 - 2,57 981 \6,022-10% © +32-10—3) s
jy A~ 873m.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Vyska jo nddoby ve tvaru rotacniho valce byla po adiabatickém ochlazeni soustavy
plynu uvnitt rovna hodnoté j, = 8,73 m.

Zjistéte, jaka je zavislost mezi vyslednou hodnotou vysky js a Poissonovou kons-
tantou s¢. Zvysuje se vyska js pri zvySovani hodnoty Poissonovy konstanty 7 Nejdiiv
si obecné vyjadiete hodnotu Poissonovy konstanty s ze vztahu a poté na dotaz
odpovézte.
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2.4 Teéelisko v trubici se soustavou tri plynu

Zadani prikladu

Predpokladejme trubici ve tvaru rotacniho valce o pruméru d = 1 m bez horniho
uzavéru. Do trubice jsme vlozili télisko stejného tvaru o vysce j' = 0,35 m tak, ze
kolem uvazovaného téliska v trubici neprojde zadna ¢astice plynu ven z trubice
(neuvazujte tiec sflu). Hustota uvazovaného téliska je o' = 8600 kg-m~3. Nddobu
jsme naplnili soustavou tii plynu o teploté ¢ = 100 °C. Prvnim plynem byl vodik
Hy, druhym plynem byl kyslik O, a tretim bylo hélium He. Vypocitejte jednotliva
latkova mnozstvi nq, ns a ng pouzitych plynu, pokud pii latkovém mnozstvi 2n,
prvniho plynu, no druhého plynu a ns tfetiho plynu se télisko ustalilo ve vysce
J1 = 1,204 m. Pii latkovém mnozstvi 2n; prvniho plynu, 3ns druhého plynu
a n3 trettho plynu se télisko ustalilo ve vysce jo = 1,739 m. Pii tfetim méfeni
jsme pouzili latkové mnozstvi 3ny prvniho plynu, 4ny druhého plynu a ng tfetiho
plynu. Dosahli jsme ustaleni téliska ve vysce j3 = 2,408 m. Vypoctéte jednotlivé
hodnoty latkovych mnozstvi ny, ny a ng danych plynu.

Zadana veli¢ina Znaceni Hodnota
Prumér d 1m
Vyska téliska J' 0,35 m
Hustota téliska o 8600 kg - m—3
Teplota t 100 °C
Termodynamicka teplota T 373,15 K
Vyika 71 1,204 m
Vyska J2 1,739 m
Vyika 73 2,408 m
Latkové mnozstvi nq ? mol
Léatkové mnozstvi N9 ? mol
Latkové mnozstvi n3 ? mol

Tabulka 2.4: Zapis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reSeni a ciselné dosazeni

V dané trubici ve tvaru rotacniho véalce o pruméru d = 1 m, jejiz horni podstava
je tvorena dolni podstavou daného téliska o stejném pruméru d = 1 m, je soustava
ti{ plynt. Pro vysledny tlak p muzeme s vyhodou vyuzit Daltontuv zdkon aditivity
parcidlnich tlaki 2.1} Pro n = 3 lze dany vztah upravit a napsat v ndsledujicim
tvaru

p=Dp1+Dp2+ps. (2.58)

Pro parcidlni tlak p;, kde ¢ € {1,2,3}, i-tého plynu muzeme s vyuzitim stavové
rovnice idedlniho plynu uvést vztah
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- : 2.59
p v (2.59)
. = afml 2.60
p ey (2.60)

Po vlozeni daného téliska ve tvaru rota¢niho vélce o stejném prumeéru d, jako je
priumér trubice, o visce j = 0,35 m a o hustoté ¢’ = 8600 kg-m~3 do zkoumané trubice,
ktera obsahuje soustavu tii plynu o latkovych mnozstvich ny, ny a ngz, se télisko ustali
v urcité vysce j. Ustaleni nastane po dosazeni rovnosti velikosti vektoru sily F, kterou
¢astice daného plynu pusobi na dolni podstavu téliska o plose S, a velikosti vektoru
tithové sily F¢, kterou je télisko pritahovano k zemskému povrchu v tthovém poli Zemeé.
V souladu s touto tivahou je mozné napsat

F + FG = O0; (2'61)
F = Fg (2.62)
prr® = Jnrijy, (2.63)

kde o predstavuje nulovy vektor. Ptedeslou rovnost muzeme ekvivalentné
prepsat do nasledujiciho tvaru

p=107j'g. (2.64)

Dosazenim vyjadien{[2.60| pro kazdy z plyni (tedy pro kazdé i € {1,2,3}) do vztahu
2.58]s vyuzitim vyjadien{ pro vysledny tlak p dostdvdme rovnost

477/1 RmT 4n2RmT 4H3RmT )

= 2.65
b wd?j * wd?j * wd?j (2.65)

. 4R, T
di'g = — 2 (n1 +ng + ng) . (2.66)

Neznamymi v predeslé rovnosti jsou hodnoty jednotlivych latkovych mnozstvi
ni, No a ng, proto po vyjadieni neznamych dospéjeme ke vztahu

/1 2
ni+ng +n3 = %, (2.67)
coz predstavuje jednu rovnici o tfech neznamych ny, ny a ns.
Vyska nadoby || Vodik Hy Kyslik O, Hélium He
A 2ny T2 n3
J2 2ny 312 n3
73 3nq 4ng n3

Tabulka 2.5: Hodnoty ldtkovijch mnoZstvi jednotlivijch plynid pri daniych hodnotdch vysek.
S vyuzitim udaju ze zadani piikladu, které jsou prehledné sepsany v predchazejici

tabulce 2.5 a vztahu [2.67] muzeme napsat nésledujici trojici linedrnich rovnic o trech
neznamych ny, no a ng
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0'j ’g7rd2j1 .

277,1 +no+n3g = ZLR—T7 (268)
!l d2 ;

2n1 + 3ng + ng3 %; (2.69)
N d? ;

3711 + 4712 +nsg = % (270)

Resit soustavu n rovnic o m neznamych lze riznymi zpusoby. Prvné bude uveden
postup Teseni pomoci matic a Gaussovy elimina¢ni metody. Poté bude uveden postup
pres postupné vyjadifovani neznamych.

Nejprve tedy vyfesime soustavu tif linedrnich rovnic [2.68] 2.69 a [2.70| o tiech
neznamych pomoci Gaussovy eliminacni metody. Pro danou soustavu linearnich rovnic
si muzeme matici napsat v nasledujicim tvaru

Q/j/ngQﬁ
2 1 1] ==
1R, T
9 3 1 0’5 gnd?j,
/4/Rm7;
o7 gmd=j3
3 4 1] —=—=
AR, T

v

zadanych hodnot ziskdme matici, kterda bude tvorena pouze ¢isly. Dostavame matici ve
tvaru

2119
2 3 1|13
3 4 1|18

Predeslou matici upravime nésledujicim zpusobem. Prvni faddek vynédsobime ¢islem
(—1) a pricteme jej k druhému fadku. Prvn{ fadek vyndsobime ¢islem (—2) a pricteme
jej k tretimu fadku. Dospéjeme k nasledujici fadkové ekvivalentni matici

2 1 1]9 2 1 119
23 1[13 |~[02 0|4

5 9
3 4 1]18 05 —1|¢

Matici muzeme déle upravit do jiného fadkové ekvivalentniho tvaru, pokud druhy
fadek vynasobime ¢islem (—%) a pricteme jej k prvnimu fadku. Druhy tadek potom
vynasobime ¢islem (—5) a pricteme jej k tretimu radku. Dostavame matici ve tvaru

4

21 1|9 20 17
02 04 ]~[02 0|4
03 =313 00 —3]—

Predchazejici matici muzeme déale upravit pomoci fadkové ekvivalentnich tprav
nasledujicim zpusobem. Treti fadek vyndsobime cislem 2 a pficteme jej k prvnimu
radku.
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V poslednim kroku levou c¢ast predchazejici matice prevedeme na jednotkovou ma-
tici a ziskdme tak FeSeni soustavy linedrnich rovnic 2.68 2.69] a 2.70] pro jednotliva
latkova mnozstvi ny, ny a ng. Dostavame matici ve tvaru

20 0|6 100]3
02 04 |~[010]2
00 —3|—3 00 1|1

Resenim soustavy tif rovnic [2.68] [2.69] a [2.70| o tiech nezndmych jsme vypocitali
hodnoty jednotlivych latkovych mnozstvi nq, ny a nz pouzitych plynu pomoci fadkove
ekvivalentnich dprav matic. Plati tedy

ny = 3 mol;
ny = 2 mol;
n3 = 1 mol.

Reseni zadané soustavy tif rovnic o tiech nezndmych muze byt pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody a tadkové ekvivalentnich uprav ponékud chaotické a obtizné pro
clovéka, ktery s timto zpusobem feseni nebyl doposud sezndmen. Uvadim zde feSeni
dané soustavy linedrnich rovnic 2.68], [2.69] a 2.70] i pomoci metody postupného vy-
jadfovani neznamych nq, ns a ng.

7 prvni rovnice [2.68| si muzeme vyjadiit neznamou n;. Pro nezndmou n; plati
nasledujici vyjadreni

ojgrd*i; 1 1
_ i i 92.71
MT QR T 2T ™ (2.71)

Dosazenim za neznamou n; z predchazejicitho vztahu do druhé rovnice [2.69
soustavy dospéjeme k rovnosti

1 Ql i 7Td2 ;
TSRT 3"~ 5”3) +3ny +n3 = —iémTj27 (2.72)

ze které roznasobenim zavorky na levé strané dostavame
! 1 2 /! 2 .
¢'j'gmd”j 0'j'gmd-js
=t gy —ng+3ng +ng = =, 2.73
4R,, T 2T URT (2.73)
Vyjadienim neznamé no z predchazejicitho vyjadieni dostavame vztah pro
vypocet neznamé ny (kvuli eliminaci nezndmé ns), ktery je ve tvaru

dj'grd’jy  dj'gnd’ji

= 2.74
" SR, T SR, T (2.74)
/ -/ 7Td2 ‘ -

Néaslednym dosazenim predeslého vyjadieni pro neznamou ns s vyuzitim vztahu
2.71| pro neznamou n; do treti rovnice soustavy dostavame tpravou vztah
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ni
N

~
no n2
7\ 7\

g ) &igndi 170 gnd’ Ga— 1) L\ [ddend? Go— )| s = ¢'j'gnd’js
8R,T 2| 8R,T “* V] 27 8R,T 2 V| T 4R, T
(2.76)
Néaslednou upravou predeslé rovnosti dospéjeme k rovnosti
3dj'grd’jy  3¢j'gnd® 3 djgnd® o'j'gmd®js
— — 7)== =2 (jy — === (2.77
SRnT  16R,T W2 )T gnat g g Ue m i) e = T A (277)

Vyjéddfenim neznamé nz z predeslé rovnice a naslednou upravou dostdvdme
nasledujici vztahy ve tvaru

Jdi'gnd®* (1. 3. 3. 3. . .
_ I AT S S —i)- 2.78
"3 R.T gls T gt gt (2.78)
o'j' grd? 1. 5. 1.
_ _la a2 1) 2.79
ns3 R.T 2]3 + 8]2 + 8]1 ( )

Néslednym dosazenim vyjadieni[2.79] pro nezndmou n3 a vyjadreni pro nezndmou
ny do vyjadfeni pro nezndmou n; dostavame

%“2 %ns
oj'gnd2y  dj'gnd® . . digrd® [ 1. 5. 1.
= — — ) =S i D+ g1 ) (2.80
m SR, T  16R,T (2 = j1) oR. T \ g3t ghtgh) (2.80)

Joilged®> (1. 1. 1. 1. 5. 1.
L (S = ot =i+ s — —Jo — —1 | ; 2.81
m G T A A T YA A (2.81)
Jj'gnd® (1. 3. 1.
= s — St =i - 2.82
n 1 (175”2 i (2.82)

Jednotlivé neznamé hodnoty latkovych mnozstvi ny, ns a ng jsme si vyjadrili obecné
pomoci metody postupného vyjadifovani neznamych. Dospéli jsme k nasledujicimu
zaveru

oj'gmd®> (1. 3. 1.

n = RT 1]3 - gh + g]l ; (2.83)
oj'gnd®

na 8R—T (J2 - ]1) ; (2-84)
0§ grd? 1. 5. 1.

ny = —jRgT —§j3 + §j2 + g]l . (285)

Dosazenim znamych ¢iselnych hodnot ze zadani do vztahu [2.83] [2.84] a[2.85| muzeme
jednotlivé neznamé hodnoty latkovych mnozstvi ny, ny a ng urcit ¢iselné. Po dosazeni
dostavame

ny = 3 mol;
ny = 2 mol;
n3 = 1 mol.
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Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Vyiesenim zadané soustavy ti{ rovnic[2.68],[2.69|a.70]jsme zjistili hodnoty latkovych
mnozstvi ny, ny a ng pouzitych plyni. Ciselné jsou po fadé ny, ne a ng roviy hodnotdm
po fadé n; = 3 mol, no, = 2 mol a n3 = 1 mol.

Zadanou soustavu rovnic 2.68] [2.69] a 2.70] 1ze vyfesit jesté jinym zpusobem, a to
napiiklad pomoci ¢iselnych kongruenci ¢i Cramerova pravidla. Vyzkousejte feseni dané
soustavy i témito metodami.
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Kapitola 3

Maxwelluv pravdépodobnostni
zakon rozdéleni rychlosti molekul
idealniho plynu

Nasledujici kapitola se zabyva problematikou Maxwellova pravdépodobnostniho

zakona rozdéleni rychlosti molekul plynu. Teoreticky rozbor Maxwellova pravdépodob-
nostniho zékona rozdéleni rychlosti molekul plynu je uveden napiiklad v [2].
Jednd se o integralni pocet realné funkce jedné realné proménné, ktery je teoreticky
zpracovan a objasnén napiiklad v [6]. U ¢tendre se predpoklddd znalost zakladnich
metod vypoc¢tu Riemannova ur¢itého integralu (zejména znalost metody substituce
a metody per partes) i numerickych metod vypoctu.

V obecném fteseni nékterych piikladu v této kapitole je uzivano I'Hospitalovo pra-
vidlo k vypoc¢tu limit. Matematickou definici I’Hospitalova pravidla muzete nalézt
napiiklad v [6]. V piipadé, ze je toto pravidlo ve vypoctu limity v souladu s mate-

. o y y . o I'H
matickou definici uzito, bude tato skute¢nost oznacena nésledujicim symbolem =.

3.1 Obecné odvozeni Maxwellova pravdépodobnost-
niho zakona rozdéleni rychlosti molekul plynu

Zadani prikladu

Obecné odvod'te Maxwelltiv pravdépodobnostni zékon rozdéleni rychlost{ mo-
lekul idealniho plynu. K teseni vyuzijte zakladni poznatky, které jsou k dané
problematice uvedeny v [2].

Obecny postup reseni

Pro matematické odvozeni Maxwellova pravdépodobnostniho zakona rozdéleni rych-
lost{ molekul se zavadi rychlostni prostor, jehoz zndzornéni je na obrézku [3.1} Pocet
molekul dn, které maji rychlost v v intervalu (v;v 4 dv), je pocet molekul, které maji
koncovy bod jejich vektoru rychlosti v v daném intervalu. V trojrozmérném prostoru
se jednd o objem dV mezikouli od hodnoty poloméru v do v+ dv. Pro dany objem dV
muzeme psat nasledujici rovnost
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4 4
(v + dv)® — —mv?; (3.1)

dV = §7T 3
4
v = om [0 + 30 dv + 3v (dv)? + (dv)® — v?] . (3.2)

Hodnotu pifristku dv uvazujeme limitné se blizici 0, proto miuZeme ¢leny 3v (dv)?
a (dv)? zanedbat. Po zanedbani danych ¢lenu souc¢tu v piedeslém vztahu [3.2 muzeme
dany vztah psat ve tvaru

4
v = om (30 dv) ; (3.3)
dV = 4mv*do. (3.4)

Pro celkovy pocet molekul dn s rychlostmi v v daném intervalu (v; v+dv) s vyuzitim
zobecnéné barometrické rovnice a vztahu dostavame nasledujici vztah

dn = ndV; (3.5)
2

ndV = drv’nge 2 do, (3.6)

ve kterém m predstavuje hmotnost molekuly, T" termodynamickou teplotu a ng
pocet molekul v objemové jednotce plynu pii tlaku py.

=

Obrazek 3.1: Zndzornéni rychlostniho prostoru v roviné v, = 0.

Pro stanoveni celkového poctu N molekul uvazovaného plynu vyuzijeme néasledu-
jictho faktu. Jednd se o molekuly s rychlostmi v v intervalu (0;+00), proto je jejich
celkovy pocet roven nasledujicimu nevlastnimu integralu vlivem horni meze ve tvaru
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+o00o

N = / dn; (3.7)
0
+oo 1 mv?

N = / 4rvPnge 2 *# do. (3.8)
0

S vyuzitim zdkladnich vlastnosti pti po¢itani integrali muzeme integral z predeslé
rovnosti [3.8| pfepsat do nasledujictho ekvivalentniho tvaru

+o00 L o2 +00 )
/ Arv*nge 2 #1 dv = 47m0/ v?e 1 du, (3.9)
0 0

ve kterém ¢ predstavuje nasledujici substituci konstantnich ¢lenu

om
= 517

Integral v predchozi rovnosti nejprve upravime pomoci metody per partes. Po-
stupujeme nasledujicim zpusobem

q

2
u=0v w =ve ¥
1 e—qv2 )

[ —_ —
u=1 w= 5

+o0 )
47m0/ 2™ dv = 47y lim
0

3 +00 1 )
— 4 —e " du. 3.10
o +Oo{ 2qef1v2} O—I— ™o /0 5 e v ( )

q

V=

V predchozi rovnosti [3.10| nejdiive ¢iselné vyjadiime prvni élen v daném souctu.
Vyé¢isleni provedeme standardné pomoci Newtonova vztahu. Pro prvni ¢len tedy plati
nasledujici rovnost

: § I'H : 1 .
) 1

ze které je zfejmé, ze prvni clen v souctu pravé strany rovnosti je roven nule.
7, rovnosti dopocteme zustavajici integral. Pomoci nasledujici substituce muzeme
dany integrél ekvivalentné upravit do jiného tvaru

a:\/c_]v 0—0
da:\/adv +o00 — +o0 |’
4 / L et gy g / L ey (3.13)
TN, —C UV = 47mTn (§] a. .
“Jo 2 “Jo  2aya

V statistice je zndma Gaussova chybova funkce ((v), kterou muzeme s vyhodou pfi
odvozeni vyuzit, protoze se integral neda vyftesit analyticky. Tato funkce ((v) je
dle [6] definovana nésledujicim zpusobem

((v) = /OV %e“z da. (3.14)
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Tuto funkei, kterou méme definovanou jako vztah [3.14] pouzijeme pii odvozeni
Maxwellova pravdépodobnostniho zakona rozdéleni rychlosti molekul. Pravou stranu
rovnosti [3.13| upravime do nasledujici podoby

+oo
1 2 W\/_no
47mo/ ——e Y da = —e’a da. 3.15
0 241 04 VT (315)
Pravou stranu predeslého vztahu [3.15] jesté upravime tak, abychom mohli pouzit
predpis Gaussovy chybové funkce ve tvaru, ve kterém byla ve vztahu definovana.
Uvazujeme tedy nésledujici upravu

te g, v,
Wﬁ”(’ _ VT / ~ e da;  (3.16)
\/_ q\/a v—=+oo fg ﬁ

”\/—”O I / —e*a da = VT b ). (3.17)
V—H—oo q\/a v—+o00

Dle prubéhu Gaussovy chybové funkce ((v) zndzornéného na obrazku 3.2 je ziejmé,
ze plati nasledujici limita

lim ((v)= (3.18)

v—+00

proto s vyuzitim vztaht a [3.18 plati vysledny vztah pro vypocet celkového
poc¢tu N molekul, ktery je ve tvaru

T
N = \/— o, (3.19)
a4
a upravou vztahu [3.19|i s vyuzitim substituéniho vztahu pro ¢ dostavame konecné
pro ng nasledujici vyjadireni

q\/_ m m
N. 2
7T\/_ ~ onkT\ 27kT (3:20)

Pro pocet molekul dn, jejichz rychlosti v jsou v intervalu (v;v + dv), muzeme
s vyuzitim psat nasledujici rovnost

Ny =

2m m 1 mv?
T 27rk;TNU e 2+ do. (3.21)

Maxwellova rozdélovaci funkce y(v) je dle [2] uvazovana funkce, ktera udava rela-
tivni pocet molekul vztazeny na jednotkovy interval rychlosti. Jedna se o nasledujici
funkci

dn =

1 dn

= —— 3.22
pro kterou muzeme s vyuzitim [3.21] psat nasledujici rovnost
2m m 2 1 mv2
= — T2RT 3.23
XO) =T\ gV (3.23)

Tvar Maxwellovy rozdélovaci funkce x(v) muzeme s vyuzitim substituce konstantnich
¢lenu oproti tvaru v [3.23| psat v zjednoduseném tvaru. Zavedeme-li tyto substituce,
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2m mo % m.o
KT\ 27T ~ okT T
muzeme rovnost upravit. Dospéjeme ke vztahu

x(v) = Kve . (3.24)

L5

Lk
0.5 1
0.5 - 1

-1 -
1.5 ! I \ | I | |

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Obrazek 3.2: Prubéh Gaussovy chybové funkce ((v) vytvoreny v programu GNUPLOT.

Shrnuti zadaného prikladu

Pomoci zavedeni rychlostniho prostoru a vypoc¢tu integralu z ného plynouciho jsme
dospéli k nésledujicimu zéveéru. Maxwellova rozdélovaci funkce y(v) udévajici relativni
pocet molekul vztazeny na jednotkovy interval rychlosti ma tvar

() = 2 eed
KT\ 2nkT ’

x(v) = Ko2e 1°,

Pro uplnost nakonec uvadime graf znazornujici prubéh Maxwellovy rozdélovaci

funkce x(v) pro pevné zvolené hodnoty K a g. Prubéh dané funkce je znazornén na
obrazku 3.3
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Hustota pravdépodobnosti  x(v)

Rychlost v [m - s’l}

0 ) vy + dv

Obrazek 3.3: Prubéh Mazwellovy rozdélovaci funkce x(v) pro pevné zvolené hodnoty K
a q. V obrazku je vyznacena plocha pod krivkou, kterd uddvd relativnd pocet molekul
s rychlostmi v v intervalu (vo; vy + dv).

3.2 Vypocet jednotlivych rychlosti molekul plynu

Zadani ptikladu

Obecné odvod'te vztah pro vypocet nejpravdépodobnéjsi v,, prumeérné v a stiedn{
kvadratické rychlosti vy molekul plynu. Urcete jejich ¢iselnou hodnotu pro termo-
dynamickou teplotu 7" = 853,15 K, pokud vite, ze plynem je dusik Ny. Hmotnost
m dvouatomové molekuly daného plynu je rovna hodnoté m = 46,5 - 10727 kg.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Termodynamicka teplota T 853,15 K
Hmotnost dvouatomové molekuly m 46,5 - 102" kg
Nejpravdépodobnéjsi rychlost Up ?m-s!
Primeérnd rychlost v ?m-s!
Stiedni kvadratickd rychlost Uk ?m-s!

Tabulka 3.1: Zapis zadangch hodnot v tabelové podobeé.

Obecny postup reseni

Na zacatku obecného feseni je potfebné si uvédomit rozdil mezi jednotlivymi rych-
lostmi. Jak jiz z nazvu vyplyva, nejpravdépodobnéjsi rychlost v, je takova rychlost,
kterd je nejvice pravdépodobna ve vyskytu molekul plynu s danou rychlosti.
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Maxwellova rozdélovaci funkce y(v) je funkce pravdépodobnosti vyskytu molekul
s danou rychlosti. S vyuzitim [2] lze Fict, ze nejpravdépodobnéjsi rychlost v, odpovida
maximu ktivky dané funkce. Toto maximum urcime jako lokalni extrém funkce jedné
realné proménné.

Lok&ln{ extrém funkce jedné redlné proménné vypocteme s vyuzitim [6] nésledujicim
zpusobem. Uréime vSechny stacionarni body, to znamend, ze vypocteme tedy prvni
derivaci zkoumané funkce x(v) ve tvaru a polozime ji rovnu nule. Pro prvni derivaci
funkce x(v) plati ndsledujici rovnost

d 2 2
ﬁ(”) — 2Kve™® — 2qu3Ke ", (3.25)
v
dx(v) _q0?
W = 2Kve ™ (1 —qv?). (3.26)

Pii hledani stacionarnich bodu polozime prvni derivaci funkce x(v) rovnu nule
a upravujeme danou rovnici. Muzeme tedy psat
2Kve™ " (1 — qv?) = 0. (3.27)

Vzhledem k tomu, ze hmotnost m neni nulova, pak i konstanta K je ruzna od nuly.
Rychlost v také neuvazujeme nulovou a exponencialni funkce nikdy nedosahuje nulové
funkéni hodnoty. Proto plati nasledujici nerovnost

2Kve™®" £ 0. (3.28)
S vyuzitim nerovnosti 3.28 muzeme rovnost prepsat do néasledujictho tvaru

1—qv* =0, (3.29)

kterou lze konecné prepsat do nasledujiciho tvaru

1
v, = —; 3.30
. (3.30)

12KT

Prumérna rychlost ¥ je ur¢ena jako aritmeticky prumeér jednotlivych rychlosti mole-
kul plynu. Protoze se nejedna o diskrétni veli¢inu, obecny vztah vypocitame s vyuzitim
vztahu |3.21| nasledujicim integralem

1 [t
v o= N/o vdn; (3.32)

m'L)2

1 [T T 9m m
— dn = = 36~ dv. 3.33
N /0 van /0 W\ 2w ¢ T (3:33)

Zavedeme-li nésledujici dvojici substituci konstantnich ¢lenu, muzeme integral
upravit do zjednoduseného tvaru

N

m m m

i\ oz — P T T O
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+00 +oo
1/ 27rl~cT/ 20%e 3 du = p/o 203" du. (3.34)

Pro vypocet mtegralu .34 nejdiive vyuzijeme substituéni metodu. Zavedeme nds-
ledujici substituci

w = qu? 0—0
dw =2vgdv +00 — +00

S vyuzitim zavedené substituce muzeme integral zapsat v néasledujicim tvaru

o0 ) P +o0
p/ 03¢ dy = ?/ we™ dw. (3.35)
0 0

Po zavedeni substituce a upravé zadaného integralu muzeme piedeslou rovnost
upravit pomoci metody per partes

r=w y =e"
=1 y=-—

—w ?

a integral muzeme tedy upravit do nasledujiciho tvaru

+00 +0o0
—/ e dw=L lim [—— —/ e " dw. (3.36)
q% e+ w=0

Nejdiive si pomoci Newtonova vztahu vycislime prvni ¢len souctu v predchozi rov-
nosti [3.36) Pro prvni ¢len plati tedy

P § 'H P 1Y)

q2 |:511>I-‘Poo ( e§> + O:| - (]2 fE]-:FnOO ( ef)’ (337)
P 1
g () - ¢ 339

7 predchoziho vztahu jsme vypoctem zjistili, Ze hodnota prvniho ¢lenu v souctu
vztahu je rovna nule. Proto budeme pokracovat ve vypoétu zustavajiciho integralu.
Pro zjednoduSeni zavedeme nésledujici substituci

Z=—w 0—0
dz=—dw +00 — —00

S vyuzitim zavedené substituce integral ve vztahu [3.36) muzeme zapsat a vypocitat

nasledujicim zpusobem
+oo D -
—/ e Vdw = ——2/ e*dz; (3.39)
a Jo

0

——/ dz = %/ e*dz; (3.40)
T J-

“dz = L lim [e]? 3.41

? | efdz = ?ﬁimoo[e]ﬁ. (3.41)

Konec¢né, pomoci substituce konstantnich ¢lenu za p a ¢ muzeme pravou stranu
predeslé rovnosti 3.41] zapsat a vypocitat nasledujicim zpusobem
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5 i ;= VL[ i ()] @
a (z7)

coz po upravé dava vysledny obecny vztah pro vypocet prumérné rychlosti v, ktery

je tedy ve tvaru
U= \/%—T. (3.43)
™

Nakonec odvodime obecny vztah pro vypocet sttedni kvadratické rychlosti vg. Ob-
dobné jako v pripadé odvozeni vztahu pro prumérnou rychlost © muzeme pii odvozeni
vztahu pro druhou mocninu stiedni kvadratické rychlosti vy s vyuzitim vztahu |3.21
psat

1 [t
vi = N/o v?dn; (3.44)

mv2

T om m 1
vi = /0 T 27rk:TU4e 2 #7 do. (3.45)

Pro lepsi piehlednost pii pocitani integralu na pravé strané rovnosti vyuzijeme
nasledujici dvojici substituci konstantnich ¢lent

m m . m .
T\ ockT ~ P kT T

Pomoci téchto substituc{ muzeme integrl na pravé strané vyjadrent prepsat
a upravit do tvaru

+o0 2m m 4 l'm'u2 p +0o0 2
I 2% do = -2 —2qvte 1" du. 3.46
/0 T\ omkrt ¢ T q/o e v (3.46)

Takto upraveny integral muzeme ddale upravit pomoci metody per partes zavedené
takto

q.

2
r=v3 Y =—-2que ‘

o
=37 y=e

Provedenim takto zavedené metody per partes dostavame upravenou pravou stranu
rovnosti [3.46| v nasledujicim tvaru

+o0 37¢ +oo
3
— B/ —2quie™ dv = —2 lim l Y 2} + _p/ v2e " du. (3.47)
qJo q §—+too ed? v=0 q Jo

Nejdiive ¢iselné vyjadiime prvni ¢len v souctu pravé strany predeslé rovnosti|3.47]
Muzeme tedy psat

31§
T {’” } =0, (3.48)

qu?
q §—+ | € =0

nebot muzeme opakované vyuzit ’'Hospitalova pravidla tak, jak je pouzito zde
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o

: 3¢
lim | ——— );
E—+oo \ 2£qgedt

y 6§
im :
Er+oo \ 2qe?€” + 4£2¢2ee€? )’

s

o~
\l/'_‘
+
3
Y
[\
2w
o KA
) N ‘M
iy S
N N
=

. 6
521300 (Zlgq?eqﬁ2 + 8¢q2e” + 8g3¢3edt” ) ’

= 0.

I 6&
im
Eor+oo \ 2qe9€” + 4£2¢2e4E?

. 6
£EToo <4§q2eq§2 + 8£q2es® + 8q3§3eQE2)

Poté upravime druhy ¢len souctu na pravé strané predeslé rovnosti [3.47. Dany in-
tegrél jsme jiz odvozovali, a to v predeslém piikladé pti obecném odvozeni Maxwellova
pravdépodobnostniho zdkona rozdéleni rychlosti molekul plynu. Budeme tedy postu-
povat obdobnym zpusobem.

Nejdiive uzijeme metodu per partes, kterou zavedeme nasledujicim zpusobem

9
r=v Yy =ve
)

/ 1 —qv?
=1 =—5e 1
Y 2

a integral na pravé strané rovnosti [3.47] muzeme upravit do nasledujici podoby

PR —e " du. (3.49)

3 Foo 3
°p v2e 1 dy = °P lim {— 5

13 +oo
v 3 1
} + —p
q Jo q E—+o0

Po provedené metodé per partes ¢iselné uréime prvni ¢len souctu na pravé strané
rovnosti [3.49, Podle Newtonova vztahu a s vyuzitim ’Hospitalova pravidla plati

3p .. v 1° 3p | .. 13

P gim |- = P im (- : .

q sﬁloo{ 2qeqv2]v:o q Lﬁlgloo( 2qe’ o) (3.50)
gy (S 2y (L), (351)
q |e—+00 \ 2¢et€? q t5to0 \ 4¢2e®® )’

3p . 1

o (—m) =0 (3:52)

Zabyvejme se nyni druhym ¢lenem souc¢tu na pravé strané rovnosti|3.49, Zavedeme-
li nasledujici substituci

daf\@’ 0—s0
a—\/adv ,
Lda:dv +00 — 400

Va
muzeme zkoumany integral prepsat v souladu se zavedenou substituci do nasledu-
jictho tvaru

—+00
3_p e~ Jy — 3p

2¢° Jo 2¢°\/1 Jo
Jak jiz bylo v predeslych odstavcich naznaceno, pro odvozeni obecného vztahu
stfedni kvadratické rychlosti vy, znovu pouzijeme Gaussovy chybové funkce. Jeji predpis

+0o0 )
e * da. (3.53)
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je uveden v predeslém prikladé jako vztah Provedeme nasledujici ekvivalentni
upravy tak, abychom mohli vyuzit jiz zminéné Gaussovy chybové funkce. S vyuzitim
3.14] muzeme psat

3p tooo 3p/T . Y2,
= a = 1 —e ¢ : .54
i ), e * da 12 Jim /o ﬁe da );  (3.54)

T i ([ Zetaa) = B ) (3.55)

Dle prubéhu Gaussovy chybové funkce ((v) znazornéného na obrazku plati, ze

lim ((v)=1, (3.56)

v—+400

proto muzeme v upravé rovnosti [3.55] pokracovat a pro druhou mocninu stiedni
kvadratické rychlosti vy psat

3p/T
2 = -
Ui 1PV (3.57)

S vyuzitim substitu¢nich vztahu pro konstantni ¢leny za p a ¢ a naslednou tpravou

dostavame
3
b = [P0V (3.58)
49°\/q

vy = ﬂ (3.59)
m
Obecné jsme odvodili jednotlivé vztahy pro vypocet nejpravdépodobnéjsi v,, pru-
mérné v a stiedni kvadratické rychlosti v;. Pro nejpravdépodobnéjsi rychlost v, je to
vztah [3.31] pro prumérnou rychlost ¥ plat{ odvozeny vztah a nakonec pro stiedni
kvadratickou rychlost v, muzeme vzhledem k odvozenému pséat vztah

~

Ciselné dosazeni zadanych hodnot

Po obecném odvozeni potrebnych vztahtu muzeme dosadit ¢iselné hodnoty ze zadani
a urcit tak pozadované veliciny i Ciselné. Ze zadani vyplyva, ze hmotnost m jedné
molekuly dusiku Ny je rovna hodnoté m = 46,5 - 10727 kg a termodynamické teplota
T' je rovna hodnoté 7' = 853,15 K.

Pro vypocet nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, muzeme s vyuzitim vztahu [3.31] psat

213810285315 |
U = 465 - 10-27 mes

v, ~ T11,61m-s™".

Pro vypocet prumérné rychlosti v lze s vyuzitim odvozeného vztahu psat
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<
I

T-465-10-27 8
T ~ 802,96 m-s '

\/8 L1,38-10723-85315 |

A nakonec pro stredni kvadratickou rychlost v, Ize dle odvozeného vztahu psat

o [3:138-107%.85315
ko 46,5 - 1027 ’

871,54 m-s '

Q

Vg

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do obecné odvozenych vztahu po radé [3.31]
a jsme ¢iselné urcili hodnotu po fadé nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, pru-
mérné rychlosti v a stiedni kvadratické rychlosti vg. Dospéli jsme po fadé k nasledujicim
hodnotdm v, = 711,61 m -s™!, v = 802,96 m - s~ a nakonec vy = 871,54 m - s~ 1.

Zkuste obecné odvozené vztahy [3.31], [3.43] a [3.59] upravit do jinych ekvivalentnich
tvaru pomoci materidlovych vztahu tak, abyste mohli dosazovat napriklad hodnoty
molarnich hmotnosti M, zadanych plynu.

3.3 Relativni pocet molekul s rychlostmi v zadaném
intervalu s vyuzitim linearni interpolace

Zadani prikladu

Urcete relativni pocet % molekul zkoumaného idedlniho plynu o termodynamické
teploté T' = 453,15 K s rychlostmi v v intervalu rychlosti (v, — 2Av; v, + Av),
kde v, predstavuje nejpravdépodobnéjsi rychlost pohybu molekul. Za prirustek
rychlosti Av dosazujte hodnotu Av = 0,5 m - s~!. Uvazujte hmotnost m jedné
molekuly daného plynu m = 46,5-1072" kg. Pifklad feste pomoci metody linedrn{
interpolace.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Termodynamicka teplota T 453,15 K
Prirustek rychlosti Av 0,5m-s!
Hmotnost molekuly m 46,5 - 10727 kg
Relativni pocet molekul % ?

Tabulka 3.2: Zapis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

61



Ay = [z3;91)
f(’h) ————————————————————

A — /; !
flyg) bemmm e 2 [m2 3/2}

M= [ml; yl] Yo = [l‘g; y2]

Obrazek 3.4: Metoda linedrni interpolace.

Obecny postup feseni

V teseni piikladu si nejdiive vysvétlime, v ¢em spociva metoda linedrni interpolace.
K nazorné predstavé ndm pomiize znédzornéni metody vypoctu na obrazku |3.4]

Uvazujme tedy obecné zadanou redlnou funkei f(x) jedné redlné proménné a dva
body 71 a v, takové, ze y; € Dy, kde Dy znaci definiéni obor funkce f(z) a i € {1,2}.
Obsah plochy, kterou dand funkce f(x) a souradnd osa x v intervalu pro x € (v;;72)
vytvari, se dd4 kromé vypoctu Riemannova urcitého integralu aproximovat i metodou
linedrni interpolace.

Metoda linedrni interpolace prubéh funkce f(x) pro zadany interval z € (7;;72)
aproximuje useckou. Tato tsecka je tvorena vzhledem k znaceni na obrazku[3.4body A,
a As. Tyto body A;, kde i € {1,2}, maji souradnice v zavedeném kartézském souradném
systému Oxy v nésledujicim tvaru A; = [x}; y.]. Po vaze, ze y'-ova soutradnice je funkéni
hodnotou bodu ~; funkce f(z), 1ze tyto soutadnice bodu A;, kde i € {1,2}, prepsat do
tvaru A; = [25; f(7)]-

Vypocet obsahu plochy pod zadanou funkei f(z) tedy tato metoda prevede na
vypocet obsahu lichobézniku se zdkladnami a; = |A;y;| pro i € {1,2} a jeho vyskou
Jj =l

Necht majf také body ; pro i € {1,2} pfitazené souradnice ve zvoleném kartézském
soufadném systému Ozy dle obrazku [3.4] V fesen{ pifkladu budeme pokracovat uréenim
délek jednotlivych usecek vzniklého lichobézniku.

Pro délku a; i-té zdkladny, kde ¢ € {1,2}, kterd je tvofena body ~v; a A;, lze
s vyuzitim znamého vztahu pro vypocet délky vektoru a;, uréceného pocatecnim bodem
~; a koneénym bodem A;, napsat vztah
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la;| = [Ai—l; (3.60)
@il = @ —2)’ + () - ) (3.61)

Vzhledem k tomu, Ze bod ~;, kde i € {1,2}, lezi na soutadné ose z, neboli lezi na
piimce y = 0, musi byt y-ova souradnice tohoto bodu také rovna 0. Tedy bod ~;, kde
i € {1,2}, m4 prirazené souradnice ve tvaru ~; = [z;;0].

Déle, body v; a A;, kde i € {1,2}, tvoii piimku, kterd je rovnobéznd se souradnou
osou y, neboli lezi na piimce x = x;. Vzhledem k této skutec¢nosti jsou z-ové souradnice
bodu v; a A; pro i € {1,2} stejné. Muzeme tedy napsat vztah

z; —x; = 0. (3.62)

)

Vztah lze s vyuzitim ptredeslého vztahu prepsat do nasledujiciho tvaru

la;| = [f ()l (3.63)

coz lze vzhledem k predpoklddané nezdpornosti funkéni hodnoty f(~;) bodu ~;, kde
i € {1,2}, prepsat do kone¢né podoby

ai| = f (%) (3.64)

Pro délku j vysky lichobézniku muzeme s vyuzitim obrazku a s vyuzitim vztahu

pro vypocet velikosti vektoru j tvoteného pocatecnim bodem v, a koncovym bodem -,
napsat vztah

il = lve—ml; (3.65)
il = =20+ (2 — ) (3.66)

Predchazejici vztah muzeme s vyuzitim nulovosti y-ovych souradnic bodu ~;,
kde i € {1,2}, prepsat a upravit do nésledujici podoby

| = |z2 — 1] (3.67)

Vzhledem k tomu, ze x5 > x1, pak je i jejich rozdil kladny. Pravou stranu ptredeslé
rovnosti lze tedy prepsat do nésledujici podoby

Ul =22 — 21 (3.68)

Pro obsah S lichobézniku muzeme s vyuzitim odvozenych vztahu a napsat
nasledujici

L.
S = 31X il (3.69
S = SUO0)+ 0] (- m), (3.10)

Ptedeslou rovnost povazujeme za obecné odvozeny vztah pro vypocet obsahu
S plochy pod kiivkou pfti aplikaci metody linearni interpolace.
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V feseni zadaného prikladu budeme pokracovat vypoctem relativniho poc¢tu molekul
71 72

—N— —

s rychlostmi v zkoumaného plynu v intervalu (v, — 2Av; v, + Av). K feseni piikladu
pouzijeme Maxwellovu rozdélovaci funkei x(v), kterd je v této kapitole uvedena jako
vztah [3.23

Vzhledem k tomu, ze Maxwellova rozdélovaci funkce predstavuje zavislost hustoty
pravdépodobnosti na rychlosti v, preznacime si z-ové soutadnice bodu na soutradnice
v proménné v.

Nejdiive si uréime v-té souradnice bodu =;, kde ¢ € {1,2}, které jsou krajnimi
body intervalu rychlosti molekul plynu. Pro v-tou souradnici bodu ;, i € {1,2}, plati
nasledujici

v = v, — 2Av; (3.71)
vy = v, + Av. (3.72)

Pro velikost vektoru j lze s vyuzitim vztahu [3.68], [3.71] a [3.72 napsat ndsledujici
rovnost

Ul = wvo—wi; (3.73)
Jl = 3Aw. (3.74)

S vyuzitim vztahu a lze napsat néasledujici rovnost

f(v)

A

dn  2m mo

N kT 27rk‘TU ¢

Budeme pokracovat uréenim funkénich hodnot bodu ~; pro ¢ € {1,2} funkce f(v).
V zadani ptikladu méame uvedenou termodynamickou teplotu 7' = 453,15 K, hmotnost
m jedné molekuly, kterd je rovna hodnoté m = 46,5 - 10727 kg, a nakonec hodnotu
piirtstku rychlosti Av = 0,5 m - s

S vyuzitim vztahu [3.31] pro vypocet nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, lze pro funkéni
hodnotu f(71) bodu v; funkce f(v) napsat nésledujici

m’u2

R do. (3.75)

D=

2m m 9 _1 2
= —\/—= —2A ~awr (v —280)", .
f(’yl) kT 27TkT (Up U) € 2T ) (3 76)

2
_ 2m m 2kT ,%%(, /%7%@)2
f(m) = T\ oo (\/ - QAU) e : (3.77)

S vyuzitim Vztahumpro vypocet nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, 1ze pro funkéni
hodnotu f(72) bodu v, funkce f(v) napsat vztahy

2m m 1m 2
fr) = T\ 3k T (v, + Av)? e~z Fr o tAv)” (3.78)

2
2m m 2kT _;m( M+Av)2
- A 2 kT m . .
10e) = 37\ 2mer (\/ m ”) ¢ (3.79)




Vzhledem k vztahum [3.69] [3.70] [3.74], [3.76] a [3.78] 1ze pro relativni pocet molekul
s rychlostmi v v intervalu (v, — 2Awv; v, + Av) napsat nasledujici vztah

m

|:(’Up — 2Av)° ez kr (280" | (v, + Av)? e’%%(””*mf] :
(3.80)

An 34v2m [ m
N T 2 kT\ 2rkT

ve kterém v, piedstavuje nejpravdépodobné;jsi rychlost dle vztahu [3.31]

Ciselné dosazeni zadanych hodnot

Do ptedeslého obecné odvozeného vztahu [3.80| s vyuzitim vztahu |3.31| pro vypocet
nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, miuzeme dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot vyjad-
fit relativni pocet molekul s rychlostmi v v intervalu (v, — 2Av; v, + Av) éiselné. Po
dosazeni téchto hodnot dospéjeme k hodnoté

A
Wn ~ 0,24 %.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do obecné odvozeného vztahu jsme
dospéli k nasledujicimu vysledku. Relativni pocet molekul % zkoumaného plynu s rych-
lostmi v v intervalu (v, — 2Av; v, + Av) je roven hodnoté 52 = 0,24 %.

Urcete relativni pocet molekul 42 s rychlostmi v v intervalu (v, — 2Av; v, + 2Av)
za stejnych zadanych hodnot. Kolik procent molekul zkoumaného plynu mé rychlost v
v zminéném intervalu?

3.4 Relativni pocet molekul s rychlostmi v zadaném
intervalu s vyuzitim Taylorovy rady

Zadani ptikladu

S vyuzitim Taylorovy rady pro funkci f(z) = e” uréete relativni pocet % molekul

dusiku Ny o termodynamické teploté 7' = 1200 K s rychlostmi v v intervalu

(vo; vo + Av). Uvazujte rychlost vy = 650,0 m -s~! a pifrustek rychlosti Av roven

hodnoté Av = 0,5 m-s~t. Hmotnost m dvouatomové molekuly zkoumaného plynu

dusiku Ny je rovna hodnoté m = 46,5 - 10727 kg. Vysledek urcete numericky
1

S presnostl na 15500+

Obecny postup reseni a ciselné dosazeni

K vyteseni piikladu musime dle zadani uzit Taylorovu fadu pro funkci f(z) = e”.
Taylorovu fadu obecné odvodime pies Tayloruv rozvoj funkce. Tayloruv rozvoj obecné
zadané redlné funkce f(x) jedné redlné proménné je dle [6] v bodé ¢ € Dy, kde Dy
predstavuje defini¢ni obor funkce f(x), v tomto tvaru
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Zadana velicina Znaceni Hodnota
Termodynamicka teplota T 1200 K
Rychlost Vo 650,0 m -s~!
Prirtstek rychlosti Av 0,5m-s !
Hmotnost dvouatomové molekuly m 46,5 - 10727 kg
Relativni pocet molekul % ?

Tabulka 3.3: Zdpis zadangch hodnot v tabelové podobe.

/ " (n)
@ =1+ @ L0 g s D8 ooy m ), )
ve kterém R, (z) je zbytek. Pro dany zbytek R, (x) musi platit nésledujici limita
nginoo R,(x) = 0. (3.82)

Tuto limitu n — +o00 aplikujeme na vztah [3.81] ktery muzeme prepsat do tvaru

! " () ,
r@ =1+ 52 e-9+ Dl w-orv o D pmgrh L sy

Predesly vztah lze zapsat ekvivalentné v nasledujicim tvaru

(@) .
=3 B8 ug (354

7
0<i<+o00

coz predstavuje Taylorovu fadu redlné funkce f(z) jedné redlné proménné v bodé
§ €Dy.

Obecné odvozenou Taylorovu fadu redlné funkce f(z) lze pro f(xz) = e* a volbu
bodu £ = 0 pfepsat do nésledujiciho tvaru

2 7

z pr— 'T x . .. —_— .
e = ) T (3.86)

neboli plati, ze

(")) = e;Vj € N.
Odvodili jsme tedy Taylorovu fadu pro funkci f(z) = e”. Jednd se o vztah |3.86]
Po odvozeni nutného matematického aparatu muzeme prejit k feseni samotného piikladu.
Mame zadany dusik Ny o termodynamické teploté 7' = 1200 K. Je po nas pozadovano

urcit relativni pocet molekul plynu s rychlostmi v v intervalu (650,0;650,5) m-s™*.

S vyuzitim vztahu miizeme pro relativni pocet 5% molekul v daném intervalu

N
napsat nasledujici integral

An VAT O, m
N T\ 27k’ €

2% do. (3.87)

vo
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V piedeslém integralu zavedeme ndsledujici dvojici substituci za konstantni
¢leny

2m m.o m
kT \ ok — P kT T

S vyuzitim téchto zavedenych substituci lze integral prepsat do nésledujici
podoby

q.

vo+Av om m o2 vo+Av
/ Ve i dv = p / v2e™® du. (3.88)
VU VU

kT \ 2nkT

Integral na pravé strané predeslé rovnosti [3.88] muzeme s vyuzitim vztahu [3.86
prepsat do néasledujici podoby

vo+Av , vo+Av (_qUQ)i
p/ v2e™1 du :p/ v? Z —— | dv, (3.89)

7!
0 0 0<i<+o00

0 0

protoze plati, ze

T = —qu’.

Pravou stranu vztahu lze upravit na tvar

vo+Av (_ 2\% vo+Av 1\ 400,202
qv) (=1)"q'v
p/v v? E — dv :p/v E — dv.  (3.90)

0 0<i<+00 0 0<i<+00

Vzhledem k stejnomérné konvergenci zkoumané rady lze poradi integrace a sumace
zaménilﬂ S vyuzitim této vlastnosti lze rovnost prepsat do néasledujiciho tvaru

'K tomu, abychom mohli s v¥hodou vyuzit stejnomérné konvergence dané fady, musime ji nejdifve
matematicky dokézat. Vzhledem k tomu, Ze je pojem stejnomérna konvergence funkéni fady soucasti

matematické analyzy ve druhém ro¢niku bakaldiského studia, neni proto samotny dikaz uveden
1

N . . . g - z .y
v FeSeni, ale je uveden zde, v pozndmce pod carou. Dle [6] je zadand fada E —7 mocninna,
il
0<i<+o00
proto se cely dukaz zna¢né zjednodusi. Nejdiive musime ovérit nutnou podminku konvergence.
Nutnd podminka konvergence obecné zadané mocninné funkéni fady E a;(x — c)' tika, ze
15iS+c0
pokud funkéni fada g a;(x — ¢)" konverguje, pak plati nasledujici
15iS+c0
lim a; = 0.
1—+00
Po ovéreni nutné podminky konvergence rady E a;(z — ¢)" je nutné vyuzit pifslusné kritérium
1<i< 400
ovérujici stejnomérnou konvergenci rady.
i
- x < 1us oy ; o
U zadané rady E - nejdiive ovéfime nutnou podminku konvergence. Muzeme tedy napsat
il
05i<+0c0
nasledujici limitu
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vo+Av — 1) gip2it2? Vot AV (1 \E gig, 2042
p/ 3 (St il I T / ED L o

i! i!
0 0<i<400 0<i<+oo LVY0
Pravou stranu predeslého vztahu[3.91)muzeme vzhledem k integraci ptes proménnou
v upravit do vztahu ve tvaru

vo+Av ( 1)

1N\ 00,2042 _12' i frotAe
#dv =p g ﬂ/ v du|,  (3.92)
7! v

Y|/

0<i<+00 LV Y0 0

ve kterém vypocteme integral na pravé strané. Muzeme tedy napsat

_1i 7 vo+Av _11' i 2i+3 1 vo+Av
Py ﬂ/ VP =p Y CLg [U ] , o (393)

| | ;
o< t00 7! 0 b0 7 21+ 3 =0

coz lze s vyuzitim Newtonova vztahu upravit do nasledujici podoby

, Z (_1)zqz [02”3 rﬁm B Z M |:(’U()+A'U)2i+3 _v§i+3]_ (3.94)

=i i3], & (i)l

Pro relativni pocet molekul plynu s rychlostmi v v intervalu (vg; vg + Av) muzeme
konecné s vyuzitim substituci za konstantni ¢leny p a ¢ napsat vztah, ktery je ve tvaru

w(7)

Bu_ s~ G2 [
N (20 + 3)i! kT \ 2nkT \2kT

0<i<+oo

-~

>Z [(vo + Ap)* P 23 (3.95)

X2
Ovérenim nutné podminky konvergence jsme zjistili, ze fada Z x—' muze konvergovat. Déle
0<i<+o00
muzeme k ovéfeni konvergence fady vyuzit pouze d’Alambertovo podilové limitni kritérium konver-
gence tady. Dle tohoto kritéria plati, ze fada Z a;(x — c)i konverguje stejnomérné, pokud plati

15iS+o0
nasledujici
i+1
. air1(xz —c)"
lim M < 1.
imtoo| ai(z—c)

i
S vyuzitim tohoto kritéria muzeme pro ovéfeni stejnomérné konvergence zadané rady E -
il
0<i<+o00
napsat

zi+1
lim |{HL!

= lim
1—+00 L: 1—+o00
!

gl

(i+Dlai|

].
1 < 1.

Dokézali jsme, ze zkoumana fada E - konverguje stejnomérné na R, protoze hodnota limity
0<i<+o0
neni zavisla na hodnoté z.
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Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do ptredeslého vztahu [3.95| a vycislenim
souctu pro nékolik prvnich ¢ tak, aby byla splnéna pozadovana ptesnost na m, lze
pozadovany relativni pocet molekul plynu urcit ¢iselné. V nasledujici tabulce jsou
uvedeny hodnoty p(i) pro nékolik prvnich .

p(@)
7,937061394 - 107
—4,711760361 - 10~
1,398545941 - 10~
—2,767443104 - 1077
4,107171381 - 1076
—4,876369613 - 10~

T W NP O .

Tabulka 3.4: Hodnoty u(i) pro nékolik prunich i.

;. . 1 P s - - o . .
Vzhledem k zadané piesnosti 1g55; nemusime ciselné urcovat cleny p(é) pro i > 5,

protoze vysledny soucet hodnot u(i) pro i € {0,1,2,3,4,5} tyto hodnoty pro i > 5
neovlivni.

S vyuzitim vztahu [3.95] hodnot z predchézejici tabulky a vzhledem k zadané
presnosti muzeme napsat nasledujici

% > u(i);

0<i<5

Q

An

i 0,04 %.

Q

Shrnuti zadaného prikladu

7
Uzitim numerického vypoctu zadaného integralu pres Taylorovu radu Z —

|

0<is+o00 v

piislusejici funkci f(z) = e* ndm vysel relativni pocet % molekul zkoumaného plynu
s rychlostmi v v zadaném intervalu (vp; vg + Av) roven hodnoté % = 0,04 %.

3.5 Vypocet relativniho po¢tu molekul plynu s rych-
lostmi v zadaném intervalu obdélnikovou meto-
dou

Zadani prikladu

S vyuzitim obdélnikové metody vypoctu integralu urcete relativni pocet %
molekul zkoumaného plynu s rychlostmi v v intervalu (v, — 3Av;v, + Av),
kde v, pfedstavuje nejpravdépodobnéjsi rychlost, pii termodynamické teploté
T = 673,15 K. Zvolte takové déleni zadaného intervalu (v, — 3Av;v, + Av),
ze |la;—a;i—1| = Av;Vi € {1,2,...,n}. Za Av dosazujte Av = 1 m - s~
Uvazujte, ze hmotnost m jedné molekuly zkoumaného plynu je rovna hodnoté

m = 46,5 - 107%" kg. Vysledek ¢iselné urete s piesnosti na qges.
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Zadana veli¢ina Znaceni Hodnota

Termodynamicka teplota T 673,15 K
Prirustek rychlosti Av lm-s!
Hmotnost m 46,5 -1072" kg
Relativni pocet % ?

Tabulka 3.5: Zapis zadangch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reSeni a ciselné dosazeni

Na zacatku obecného postupu feseni zadaného piikladu si nejdiive vysvétlime,
v ¢em spociva vypocet obsahu plochy ohranicené souradnou osou x neboli piimkou
y = 0 a funkci f(z) obdélnikovou metodou. Déleni obecné zadaného intervalu (a;b)
pomoci délicich bodu a princip vypoctu obsahu plochy pod obecné zadanou funkei
f(z) obdélnikovou metodou je zndzornén na obrazku

Y
f(z)
F i) | —
S — 1 |
| 1
I i
I i
I i
J(€a) fmm e 1 [ I
/ . 1 1
F€10) e ! i i
| I . .
i /: i : !
&) p=-=---- I I . I
i i i ! !
! . I |
! ! ! i i
| | ' I I
I ! ! i i
1 ! ! | i
i I [ i !
> i & - 1
0 a=ay &, a &, a &, W n=2 & ppy M=l &y, an=0>

Obréazek 3.5: Zndzornénd principu vjpocétu obsahu plochy pod obecné zadanou funkci f(x)
pomoci obdélnikové metody.

Pti obdélnikové metodé musime rozdélit zadany interval (a = ag;b = a,) pomoci
délicich bodu aq, as az a,_1 tak, ze je splnéna nasledujici podminka

Y= ’&i - ai_1’ == \aj — Clj_1’ ,VZ,j € {1,2, Ce ,n}. (396)

Vzdalenost ~y libovolnych dvou po sobé jdoucich bodu a;_; a a;, kde i € {1,2,... n},
predstavuje v nasem vypoctu velikost jedné ze stran vzniklych obdélniku. Velikost
druhé ze stran obdélniku vypocteme jako funkéni hodnotu funkce f(z) v bodé &1,
kde i € {1,2,... n}, ktery predstavuje stted intervalu (a; 1;a;).

Nakonec, pro obsah S plochy, ktera je ohranicend souradnou osou x neboli primkou
y =0 a funkei f(z), muzeme i s vyuzitim obrazku napsat nasledujici vztah

v v v

— — ——
S=f(&a)lar —aol +f (&2) laz — ar[+ - + [ (&-1,0) [@n — an-], (3.97)
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ktery lze upravit do podoby

S=7 > f(&1). (3.98)
1<isn
Budeme pokracovat feSenim zadaného prikladu. Zkoumany plyn méame zadany jeho
termodynamickou teplotou 7' = 673,15 K a hmotnosti m jedné molekuly, kterd je
rovna hodnoté m = 46,5 - 10727 kg. Abychom maéli znaceni v souladu s obrazkem ,
preznacime krajni body intervalu po fadé v, — 3Av a v, + Av na body po fadé a = ag
a b = a4. Dle zadani ma platit, ze vzdédlenost dvou po sobé jdoucich bodu a; 1 a a;,
kde i € {1,2,3,4}, intervalu (a; b) je rovna hodnoté |a; — a;,_1| = Awv; Vi € {1,2,3,4}.
S vyuzitim vztahu muzeme pro relativni pocet % molekul spliujici zadanou
podminku, zZe se jejich rychlost v nachézi v intervalu (v, — 3Av; v, + Av), napsat vyraz
ve tvaru

/@)
An AT om mo

= “2%T (3.99)
N "y sae KTV 2087 ° v ‘

S vyuzitim predchazejicich vztahu a lze relativni pocet % téchto molekul

charakterizovat rovnici

% ~ A0 Y f (&), (3.100)

1<i<4

ve které body &;_1,; predstavuji jednotlivé stfedy uvazovanych intervali vzniklych
délenim intervalu (v, — 3Av; v, + Av). Jejich ptehled je uveden v tabulce .

‘ (i1 [m-s"'5a; m-s™) i1 m-s]

1| {ag;a1) = (v, — 3Av;v, — 2Av) &1 = v, — 2Av
2 || {ar;a2) = (v, — 28050, — Av)  &1p =1, — 3Av
3 {az; az) = (v, — Av; vp) €28 = vp — 320
4 (as; aq) = (vp; v, + Av) €34 = vp + L A0

Tabulka 3.6: Prehled jednotlivijch intervalu déleni a stiedi téchto intervali.

S vyuzitim zadanych éfselnych hodnot, dat z predchazejici tabulky [3.6] vztahu[3.99
a vztahu pro nejpravdépodobnéjsi rychlost v, je mozné napsat nasledujici funkéni
hodnoty f (&_1,) funkce f(v). Tyto hodnoty jsou pfehledné sepsany v tabulce .

Sim1 [m'Sfl] F(&i-1)
vy — gAv 1,31339- 1073

v, —3Av  1,31341-107°
v, —3Av  1,31343-107°
v, +:Av  1.31343-107°

=W N s,

Tabulka 3.7: Prehled funkcnich hodnot funkce f(v) v jednotlivijch bodech &1 ;.

Nakonec, podle vztahu [3.100] a s vyuzitim dat v predchdzejici tabulce 3.7, muzeme
pro relativni pocet 52 molekul s rychlostmi v v intervalu (v, — 3Av; v, + Av) napsat

: N
nasledujici
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A
Wn ~ 0,53 %.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Obdélnl’kovou metodou vypoctu zadaného integralu jsme dospéli k hodnoté rela-
tivntho poétu 4 = molekul s rychlostmi v v zadaném intervalu, ktera je rovna hodnoté
%\7 = 0,53 %. Zkuste se zamyslet nad samotnou volbou vzdalenosti Av dvou po sobé
jdoucich délicich bodu a;_; a a; intervalu (a;b). Jakym zpusobem by se musela zménit

tato hodnota Av, abychom dospéli k presnéjsimu vysledku?

3.6 Vypocet hodnoty poméru 7

Zadani prikladu

Uvazujme idedlni plyn za normélného tlaku p a za termodynamickych teplot T}
a T5. Urcete hodnotu poméru 7 s presnosti 1000 Tento pomér 7 je ddn pomérem
relativniho poctu po radé Aﬁl a AX,” molekul uvazovaného idealniho plynu s rych-
lostmi v v intervalu po fadé (v, —Av; vy, +Av) a (v, —Av; vy, +Av) pii termody-
namické teploté po tadé T a Ty. Za prirustek rychlosti Av dosazujte nasledujici
hodnotu Av =5 m - s~*. Nejpravdépodobnéjsi rychlost v,, molekul zkoumaného
plynu pii termodynamické teploté Ty byla rovna hodnoté v,, = 950 m - s~'. Pro

nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, a v,, bylo zméfeno, ze jejich pomér x = %
2

je roven hodnoté xy = /2. K odvozeni vztahu uzijte Taylorovu fadu pro funkci
f(z) = e” a zejména jeji vlastnosti stejnomérné konvergence.

Zadana velicina Znaceni Hodnota
Prirtstek rychlosti Av S5m-s !
Nejpravdépodobneé;jsi rychlost Up, 950 m - s~ !
Pomeér nejpravdépodobnéjsich rychlosti X V2
Pomeér n ?

Tabulka 3.8: Zapis zadangch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reSeni a ciselné dosazeni

V obecném postupu feSeni si odvodime vyjadieni pro pomér 7 mezi relativnim
poctem ﬂ molekul idedlntho plynu s rychlostmi v v intervalu (v,, — Av;v,, + Av)
pri termodynamlcke teploté T; a relativnim poctem % molekul plynu s rychlostmi
v v intervalu (v,, — Av;v,, + Av) pii termodynamlcke teploté T5. Je mozné napsat
nasledujici rovnosti

N (3.101)

n = 22 (3.102)



S vyuzitim vztahu a[3.101] 1ze predchazejici rovnost [3.102 prepsat ekvivalentné
do podoby

U AV o, mo o _1mo?
R, vie 2 kT d’U
Up, —Av k‘Tl 271'k‘T1

= Vpy+Av om m y 1 2
R, vie 2Kz du
Vpy — A k’TQ 271']{5T2

(3.103)

Pro nejpravdépodobnéjsi rychlost po radé v, a v, daného idedlniho plynu pii
termodynamické teploté po tadé T a 15 lze s vyuzitim rovnosti |3.31 napsat

2kT,
Uy = 1/ ml; (3.104)

2kTy
Upy, = o (3.105)
Predeslé vztahy a|3.105| pouzijeme pii tprave rovnosti|3.103} Pred samotnym

pouzitim téchto vztahu si vyjadieni [3.103| upravime do podoby

4 vpy FAv m mo 1 mo?

— — vie 2F du

VT Jo —nw 2KTY\ 2Ty

— - e : (3.106)

4 / T m [ M e~ S,

N3 Vpy — A 2KTy \ 2KT,

UP1+AU m m lmv2
207 27%Ty (]
/%AU ok \ 26T, ©

(3.107)

n = Vpg +Av m m 1 w2
/ v2e 2+ 2 du
oy —Av 2kT5 \ 2KT,

v

Napsanou rovnost ekvivalentné upravime s vyuzitim vztahu a|3.105| do

tvaru

A U
p =l b . (3.108)

Pro zjednoduseni vypoc¢tu budeme pokracovat zavedenim substituce do predeslého
vztahu [3.108] Tuto substituci uvazujeme v podobé

+A
V=2 Uy = 2 v+ Ap —s T2
Upyq Upg P Uﬁ:IA
U v
dy =L dv d¥y=-Ldv v, £ Av— 22=="
Upy Upy, P2 Upy

Aplikovanim popsané substituce ve vztahu [3.108| dostavame nésledujici rovnost ve
tvaru
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vpq +Av
vpq

vpy —Av

vpq

2 —
vie

7 dv,

1’]:

Vpgy +Av
Upo

vpy —Av

Upy

D2e™" d,

(3.109)

Podle zadani piikladu vyuzijeme ve vypoctu Taylorovu fadu pro obecné zadanou
funkei f(x) = e”, kterd je v této kapitole odvozena a uvedena jako vztah [3.86] Podle
tohoto vztahu lze napsat vyjadieni

_92)°
oy By 3.110)
0<i<+00 v
i 92§
_92 <_1) 19{
e = Y e {12} (3.111)
0<i<+o00
které lze dosadit do vztahu |3.109, Dospéjeme k rovnostem
vp1+Av i .-
P 2 (=1 79%
vpq —Av 791 Z Z' dﬁl
“opp | 0Si<+oo ] '
77 - vpy +AV B ( 1)1 /192i- ) (3112)
P2 2 - 2
vpz—Av 192 Z Z' d192
Topy JUSGESRES ]
Upq +Av B . . T
- _1 4 1927,—&-2
LT B
o et A
Topy _0§i§+oo i
77 = vp2+A»U — . ] = (3113)
Yp2 (—1) 19%“_2
Vpy —Av Z Z‘ d/l92
p%T | 0=iS+o00 ' ]

Vzhledem k dokdzané stejnomérné konvergenci Taylorovy tady pro funkei f(x) = e®
v predeslych piikladech této kapitoly lze zaménit poradi integrace a sumace v predeslém
vztahu [3.113] Zaménou dostavame vyraz ve tvaru

vpy +Av
vpq

(1)’ o3+

g : dvy
vpy —Av Z'
0=i=+co Up1
Upy +Av i 0%
gt +2
Z P2 (_ 1) 192 dy
vpy —AV 7/' 2
O§Z§+OO L ’Up2 .

= (3.114)

kde v citateli pfi integraci pfes proménnou ©; a ve jmenovateli pii integraci pies

proménnou ¥, je clen (;—Pl konstantou. Proto jej lze s vyuzitim pravidel pro pocitani
s integralem vyjmout pred integral. Jsme tedy opravnéni napsat
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. vpq +Av B

—1 ' Ypy :
Z ( ' ) / 19%14—2 d’lgl

7! Upy —Av
0<i<+o0 L vpy J
77 = i r Vpg +Av 9"
Z <_1) P2 7321'—}—2 dv
7! vpy—bu 2 2
0<i<+o00 L Vpg J

(3.115)

Budeme pokracovat samotnym integrovanim funkce 19?”2, kde ¢ € {1,2}. Integral

z uvazované funkce 19?”2, kde ¢ € {1,2}, je jednoduchym tabulkovym integrilem.
7 tohoto duvodu je ihned mozné s vyuzitim predeslé rovnosti [3.115| dospét k vyrazu

. 9543 vp1+Av
1T 7 7 v
(1" [N .
2 il 2043, _om-a
 0ZiS+oo - A=
T] - . ) _ vp2+Av
(_1)1 ,19314—3 vpy,
Z Z' _22 + 3_ 192:“P2*A”

0§z§+oo Vpg

(3.116)

S vyuzitim Newtonova vztahu upravime predeslé vyjadieni [3.116] do podoby vy-

jadtujici hodnotu poméru 7. Dostavame nasledujici rovnost

(_1>i vy, + Av 2i+3 vy, — Av 2i+3]
2. (2i + 3) 1! Bl

0<i<400 L Upl Upl i

n = - = - —
Z (_1)1 <Up2 + AU) 2i4-3 <Up2 . AU > 2i4+3
i (26 4 3) 4! I Upy Up, |

(3.117)

kterou lze s vyuzitim zadaného poméru x mezi nejpravdépodobnéjsi rychlosti v,
idedlnfho plynu pii termodynamické teploté T a nejpravdépodobnéjsi rychlosti v,

daného plynu pii termodynamické teploté Ts ekvivalentné piepsat do podoby

Z (—1)’ XUp, + A0\ ¥ H° [ Xvp, — Av s
(2i + 3) 4! XUps XUps

= 0<i<+o0
Z (_1)i <vp2 +Av)2i+3 j <Up2 B AU>2z’+3
e (26 4 3) 4! Upy Up,

Nakonec upravime piredesly vztah [3.118| do kone¢né podoby ve tvaru

a/(\i)

e ~N

0<izt00 (2 +3) 4! XVpsy XUpsy
U Z (_1)1 (1 . Av)2i+3 <1 Av)2i+3 )
0Si<+oo (2i+3) ! U2 Upa

B(#)

(3.118)

(3.119)

V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty «(i) a (i) pro nékolik prvnich i

1

tak, aby byla splnéna zadand presnost vysledku 5.
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i a(i) B(i)

0 7,4432-10°°  1,0526 102
1| —7,4434-1073 —1,0527 - 102
2 || 3,7219-1073 526391073
3| —1,2407-10"% —1,7548 - 1073
41 3,1020-107%  4,3878-10~*
5| —6,2046 - 10-5 —8,7773-107°
6 1,0342-107°  1,4632-107°
71| —=1,4777-10" —2,0909 - 10~°
81| 1,8473-10°7  2,6144-1077

Tabulka 3.9: Hodnoty «(i) a 5(i) ze vztahu pro nékolik pronich i.

Ve vypoctu hodnoty poméru 7 relativniho poétu po radé % a % molekul idealniho
plynu s rychlostmi v v intervalu po fadé (v,, — Av; v, +Av) a (v, — Av; v, + Av) pii
termodynamické teploté po rade T a T se zadanou presnosti 1555

rovnice [3.119a hodnot uvedenych v tabulce |3.9| napsat nasledujici

muzeme s vyuzitim

> al)

0<i<8

n R =
> B()
0538

n =~ 0,707.

Shrnuti zadaného prikladu

Numerickym vypoctem danych integrélu pies Taylorovu fadu funkce f(z) = e
jsme dospéli k nasledujicimu zavéru. Hodnota poméru n mezi relativnim poctem Aan

molekul plynu s rychlostmi v v intervalu (v,, —Awv; v, +Av) pii termodynamické teploté
T a relativnim poctem % molekul s rychlostmi v v intervalu (v,, — Av; v, + Av) pii
termodynamické teploté T5 je rovna hodnoté n = 0,707.

Zkuste vytesit tento piiklad jinou numerickou metodou vypoctu Riemannova ur-
¢itého integralu. Zvolte naptiklad obdélnikovou metodu s délkou intervalu v, ktera je
rovna hodnoté v = 1 m - s~! a ziskany vysledek zaokrouhlete na ¥4d 10~3. Shoduje se
vysledek vypocteny pres Taylorovu fadu s vysledkem vypoctenym jinou numerickou
metodou?
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3.7 Vypocet relativniho poc¢tu molekul idealniho ply-
nu s vyuzitim Gaussovy chybové funkce

Zadani ptikladu

An

Urcete relativni pocet ¢ molekul idedlniho plynu, kterym je kyslik O, s rych-
lostmi v v intervalu (v'; +oo) vypoctem pomoci Gaussovy chybové funkce ((v)
uvedené v této kapitole jako vztah Termodynamicka teplota 7' plynu je
rovna hodnoté T = 573,15 K. Za rychlost v' dosazujte hodnotu v' = 800 m - s~
K vypoctu uzijte aplikace WOLFRAM ALPHA na internetu, kterou naleznete pod
odkazem www.wolframalpha.com. Vysledek urcete s presnosti 10000

Zadana velicina Znaceni Hodnota

Termodynamicka teplota T 573,15 K

Rychlost v’ 800 m-s!
Relativni pocet molekul % ?

Tabulka 3.10: Zdpis zadanych hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reSeni a ciselné dosazeni

t An

Podle vztahu muzeme pro relativni pocet 5 molekul kysliku O, s rychlostmi

v v intervalu (v'; +00) napsat rovnost ve tvaru
)

An B +°° 2m
N 27rl<:T

S vyuzitim pravidel pro pomtam s nevlastnim integralem muzeme predeslou rovnost
upravit do nasledujiciho tvaru

An 2m m . 5 2 1 mv2
N AT\ 2T ( / e d”)’ (3.121)

a zavést substituci p a ¢ konstantnich ¢lent nasledujicim zpusobem

w\»—‘

(3.120)

2m m m
T\ omkr 1T T

Pouzitim takto zavedené substituce ve vztahu |3.121| dospéjeme k rovnici

A 3
Wn = pglim </ et dv). (3.122)
—+00 o’

V predeslém vztahu |3.122] zavedeme nasledujici substituci

p:

U—% v —'\/q
dv—dT §— &4

pomoci které muzeme upravit dany vztah do tvaru
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A W2,
g p lim / 2 e da ; (3.123)
N {—+oo v'\/G q\/a

A Ve 2
an _ P lim (/ ale @ da)_ (3.124)

Ve vypoctu integrélu na pravé strané predeslé rovnosti [3.124] budeme pokracovat
pouzitim metody per partes, kterou zavedeme nésledujicim zpusobem

u=a vV =ae

u=1 v= —%e*“Q
Dostavame nasledujici
A RE €Va |
W” S T l—é%} +- 2 gim / ie—az da |. (3.125)
q\/a £—+o00 e — q\/a £—+00 V' /G

Nejdiive se budeme zabyvat prvnim clenem souc¢tu na pravé strané piredeslého
vztahu [3.125] S vyuzitim Newtonova vztahu muzeme pro prvni ¢len napsat

_li} M 1 Lginm (fﬂ) _ M} . (3.126)

P lim - a A
q\/a E—+oo 2 e a=v' /G 2(]\/6 e€%q ev'%q

Nyni se zabyvejme limitou na pravé strané rovnosti |3.126, Jedna se o limitu z ne-
urcitého vyrazu, proto pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo. Dostavame nasledujici

(& - Va4 .
5£I+noo <e52q ) EETOO (2§qe52‘1)’ <3127)
lim ( V4 ) = 0. (3.128)

Pravou stranu rovnosti [3.126] muzeme s vyuzitim vypoctené hodnoty limity [3.129
upravit do tvaru

s}

_1p Lliinoo (5\/‘7) _ “/\/ﬂ _ Ll (3.129)

2q./q et ev?a | 2qev”d

Druhy ¢len v sou¢tu na pravé strané rovnosti [3.125] muzeme s vyuzitim pravidel
pro pocitani s integralem a limitou upravit do nasledujici podoby

S R 1 Vi,
P fim / Loa o) = 10V7 4 / e da . (3.130)
4G e+ \ Juryg 2 4qy/q &to0 \ Sy g VT

Protoze integral je linearni operator, u kterého plati aditivita vzhledem k mezim,
a plati nerovnost 0 < v',/q < £,/q, mizeme napsat nasledujici rovnost

/m 2 o g /Wa 2 o g /M 2 o g (3.131)
—e Y da= —e Y da+ —e “ da, )
o VT o VT vyg VT
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ze které si vyjadiime druhy ¢len na pravé strané souctu. Po vyjadieni dospéjeme
ke vztahu

&Va 9 ) &Va
/ —e “da= —e —a a—/ —e_“ da. (3.132)
v'\/q ﬁ 0

Pouzitim predeslého vztahu |3.132] muzeme limitu na pravé strané rovnosti [3.130
prepsat do podoby

li V2 e d li V2 e d V2 —a* da, (3.133
&H;LAWQFG a —&ﬁg(é 7= a)‘l s e (3133)

coz lze s vyuzitim rovnosti upravit do podoby

I V2 g Y2 gy / 3.134

im —e a | — e a = lim —((v . .
E—+oo (/0 ﬁ > B \/_ €5 to00 [C(é\/@)] C( \/6) ( )

Vzhledem k prubéhu Gaussovy chybové funkce () lze predesly vztah [3.134| prepsat
na tvar

im ¢V - (VD) = 1~ ¢ V) (3.135)

S vyuzitim vztahu 3.133|7 3.134] a [3.135] muzeme rovnost [3.130] upravit. Dospéjeme
k nasledujicimu

NG )
Lpvr (/ 2o da) Loy — (WA (3.136)

4q./q £—>+oo v'\/a VLS 4q./q
Dosazenim odvozenych vztahu [3.129] a m 3.1306] do vztahu [3.125] dostévéame obecnou
rovnici vyjadfujici hodnotu relativniho poctu W” molekul s rychlosti v v zadaném

intervalu (v'; +00), ktera je ve tvaru

An 1 pv 1 py/7 ,
¥ gt - ). (3137)

Nakonec upravime predeslou rovnost s vyuzitim substitucnich vztahu za kon-
stantni ¢leny p a ¢ a vztahu v [2] do nasledujici podoby

A A 1uap? A,
L N B S B (v' “ ) ey (3.138)

N 2rkT 2kT

kde A, predstavuje relativni atomovou hmotnost a u je atomova hmotnostni jed-
notka, kterd je dle [2, 5] rovna hodnoté u = 1,66 - 10727 kg. Dosazenim zadanych hod-
not do rovnice |3.138] s VyuZitl'm aplikace WOLFRAM ALPHA na internetu dospéjeme
k hodnoteé relativniho poétu 42 molekul zkoumaného plynu s rychlostmi v v intervalu
(v';400). Dostdvame

N

A
W" ~ 54,20 %.
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Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Odvozenim obecného vztahu [3.138| pro relativni pocet % molekul plynu s rych-

lostmi v v zadaném intervalu a naslednym dosazenim zadanych hodnot jsme dospéli
k hodnoté % = 54,20 %. Ciselné urcete hodnotu %, kdyz za rychlost v’ zvolite nej-
pravdépodobnéjsi rychlost v,. Bude relativni pocet % roven hodnoté % = 50 %7

Pokud ne, v piipadé jakého statistického rozdéleni by tomu tak bylo?
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Kapitola 4

Stredni volna draha molekuly

Resené pifklady v této poslednf kapitole jsou vénovany stiedni volné draze molekuly.
Samotna odvozeni matematickych vztahu popisujicich stfedni volnou drahu molekuly
jsou uvedena a popsana napiiklad v [2] a nebudou tedy soucasti této kapitoly.

Predpokladéa se, ze si ¢tenai odvozeni vztahu dohledd v doporucené literatufte.
Priklady, které jsou v této kapitole uvedeny a feSeny, jsou urcené na jejich procviceni,
zapamatovani si a zopakovani znalosti a matematickych vztahu popisujicich stredni
volnou drahu molekuly idealniho plynu.

4.1 Ure€eni rozdilu nadmorskych vysek

Zadani prikladu

V nadmoriské vysce h; byla mérenim pii termodynamické teploté 7' = 288,15 K
zjisténa sttedni volna draha A; molekul vzduchu rovna hodnoté \; = 1,15-10~7 m.
Nasledné, v nadmoiské vysce hy = hy + Ah, bylo opétovnym méfenim pii stejné
termodynamické teplote T = 288,15 K zjisténo, ze je stiedni volna draha A,
molekul vzduchu rovna hodnoté Ay = 1,45-10~7 m. Uréete rozdil Ah nadmoiskych
vysek hy a hs, ve kterych bylo méfeni realizovano. S vyuzitim [5] je v nadmorské
vysce hg = 0 m pfi termodynamické teploté T = 288,15 K a pfi tlaku py vzduchu
po = 1000 hPa hustota gy vzduchu rovna hodnoté gy = 1,21 kg - m—3.

Zadana velicina Znaceni  Hodnota
Termodynamicka teplota T 288,15 K
Stredni volna draha molekul vzduchu ve vysce hq M 1,15-107" m
Stiredni volna draha molekul vzduchu ve vysce ho s 1,45-107" m
Tlak vzduchu v nadmotské vysce hg Do 1-10° Pa
Hustota vzduchu v nadmorské vysce hg 00 1,21 kg -m™3
Rozdil nadmotskych vysek Ah 7 m

Tabulka 4.1: Zapis zadangjch hodnot v tabelové podobé.

Obecny postup reseni

Na zacatku samotného postupu resent si uvedeme zékladni vztah pro stredni volnou
dréhu \; molekuly zkoumaného plynu, kde i € {1,2}, ktery je s vyuzitim [2] ve tvaru
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— kT
Ai = pﬂrd2\/§’z € {1,2}, (4.1)
ve kterém T je termodynamicka teplota plynu, p; je tlak plynu a d predstavuje
prumér sféry molekuldarniho pusobeni. Podle zadani prikladu jsme zmeérili ve dvou
nadmorskych vyskach po tadé hy a hy = hy + Ah stfedni volnou drahu molekuly
vzduchu po fadé A\; a A, za stejné termodynamické teploty 7. Je dobré si uvédomit, ze
dvojice méreni probéhla za ruznych tlaku po fadé p; a po, jejichz hodnoty jsou zavislé
pravé na nadmorské vysce hy a hy provedeného méteni.
K odvozeni matematického vztahu, ktery by explicitné popisoval hodnotu tlaku p
idedlniho plynu v urc¢ité nadmotské vysce h, pouzijeme vztah pro hydrostaticky tlak p
z mechaniky. Pro néj plati s vyuzitim [7] nésledujici vyjadreni

p = hoy, (4.2)

kde p predstavuje hustotu latkového prostiedi. V predchazejicim vztahu je hus-
tota g a tthové zrychleni g konstantni. Pro infinitezimalni tlakovy rozdil dp plati vyraz
ve tvaru

dp = —pgdh. (4.3)

Predpokladejme zménu hydrostatického tlaku p a hustoty g idealniho plynu za kons-
tantni termodynamické teploty 7. Tato zména je tedy popsana Boyle-Marriotovym
zakonem. Izotermicky déj popsany Boyle-Marriotovym zakonem lze matematickou tp-
ravou vyjadrit nasledujicim zpusobem

o _ P (4.4)

9

% 0
ve kterém po tadé py a gy jsou znamé hodnoty tlaku a hustoty idealniho plynu
v urcité (referenéni) nadmotské vysce hg. Vyjadienim nezndmé hustoty o z predeslého
vztahu [4.4] dospéjeme k rovnici

_ DPoo

Q —

Do

kterou dosadime do vztahu [£.3] Dosazenim vztahu .5 do vztahu [£.3] a ndslednymi

upravami lze napsat

) (4.5)

dp = —@gdh; (4.6)
Do

d

Lo R, (4.7)

p Do

Predchézejici vztah [4.7] predstavuje separovanou diferencidlni rovnici, kterou vyte-
Sime nasledujicim zpusobem

dp _ —@g/dh; (4.8)

p Po
In(p) = —ZQ)—Zgh +CCeR; (4.9)
p = ef%gmc; CeR, (4.10)
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kde C je integracéni konstanta, kterou vhodné zvolime. V piipadé nadmoiské vysky
h = hy = 0 m musi platit, ze p = py. Tuto rovnost dostaneme v ptipadé, ze polozime
integracni konstantu C' = In (py). Dosazenim této integracni konstanty C' do predeslého
vztahu [4.10| a po nasledné tupravé dostavame
_@g
p=poe P07 . (4.11)
Budeme pokracovat obecnym odvozenim vztahu na vypocet rozdilu Ah nadmoiskych
vysek, ve kterych jsme realizovali méfeni. S vyuzitim predeslého odvozeného vztahu
4.11) muzeme pro tlak p; vzduchu v nadmoiské vysce h; napsat vyjadreni ve tvaru
o
p1 = poe” n0?", (4.12)
Tlak py vzduchu v nadmotiské vysce ho = hy + Ah lze analogicky s vyuzitim vztahu
matematicky popsat rovnici

pe = poc m* (4.13)
pr = poe w?lTA, (4.14)

Vydeélenim vztahu 4.12| vztahem [4.14] muzeme napsat néasledujici rovnost ve tvaru

p poc 70"

1 0

— = ; 4.15
b2 poef%gghlil%gAh ( )
DL oot (4.16)

b2
Néasledné si vyjadiime neznamou Ah z predchézejici rovnosti 4.16| Vyjadienim
dospéjeme k vyrazu

f?—ngh = In (i—;), (4.17)
Ah = QpTOgln <£—;). (4.18)

S vyuzitim vztahu [4.1] 1ze pro tlak p; a tlak p, idedlniho plynu napsat

kT
- 419
R W (4.19)
kT
= —. 4.20
P2 Norrd2y/2 ( )
Vydélenim vztahu vztahem dospéjeme k vyrazu
A
h_ 22 (4.21)
P2 A

Nakonec, dosazenim predeslého vztahu do rovnice dostavame obecné od-
vozeny vztah pro vypocet rozdilu Ah dvou nadmorskych vysek, ve kterych bylo méreni
provadéno. Tento vztah je v nasledujici podobé

Ah =201, (ﬁ) (4.22)
o9 )\1
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Ciselné dosazeni zadanych hodnot

Dosazenim ciselnych hodnot ze zadani tohoto piikladu do piedeslého obecné odvo-
zeného vztahu urc¢ime rozdil Ak nadmorskych vysek hy a hy = hi+Ah. Dostavame

1-10° 1,45-10"
Ah = In (= m;
121-9.81 "\ 1,15-10-7

Ah ~ 1952,82 m.

Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Podle vykonanych vypoctu jsme dospéli k hodnoté rozdilu Ah nadmotskych vysek,
ktera je rovna Ah = 1952,82 m. Témér zadné fyzikalni méteni urcité fyzikalni veliciny
neni provedeno s nulovou nejistotou méreni. Zkuste se zamyslet a odvodit obecny vztah
pro vypocet nejistoty us (Ah) typu A hodnoty rozdilu Ah nadmotskych vysek. Pfi
méfeni ve vysce hy predpokladejte, ze stiedni volnd draha A\, molekuly vzduchu o ter-
modynamické teploté T byla zméfena s nejistotou w4 (Xl). Nésledné mérenim ve vysce
hy = hi+ Ah byla zjisténa sttedni volnd draha Ay molekuly vzduchu o termodynamické
teploté T s nejistotou uy (Xg).

K odvozeni vyuzijte zdkon sifeni nejistot, ktery je obecné s vyuzitim [§] ve tvaru

OENDY (g;)m ().

15i<n

ve kterém predpokladame, ze fyzikalni velicina v je funkei jednotlivych veli¢in ay,
kde i € {1,2,...,n}, a tedy plati, ze v = f (ay,q0, ... ,a,). Dile predpokladdme, ze pro
kazdou fyzikalni veli¢inu oy, kde i € {1,2,... ,n}, zndme jeji nejistotu ua (o).

4.2 Vypocet pruméru sféry molekularniho pusobeni
molekuly plynu v uzaviené nadobé

Zadani ptikladu

V uzaviené nadobé uvazujme idedlni plyn o latkovém mnozstvi n = 1,25 mol.
Uzaviena nadoba, kterd je ve tvaru vélce s vyskou 7 = 1 m a s podstavou ve tvaru
elipsy o hlavni poloose a = 5 dm a vedlejsi poloose b = 25 cm, je znazornéna na
obrazku Za urcitych podminek pii pozorovani byla zjisténa hodnota stredni
volné drahy \. Tato hodnota je rovna hodnoté A = 10 nm. Uréete prameér d sféry
molekularniho pusobeni molekuly tohoto plynu.

Obecny postup reseni

V uzaviené nddobé znézornéné na obrazku je umistén zkoumany idealni plyn
o latkovém mnozstvi n = 1,25 mol. Za uré¢itych podminek experimentu bylo zjisténo,
7ze stiednf volnd drdha A molekuly tohoto plynu mé hodnotu A = 10 nm. S vyuzitim
odvozenych vztahti v [2] mtizeme pro stiedni volnou drdhu A molekuly idedlniho plynu
napsat
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Zadana velicina Znaceni Hodnota
Latkové mnozstvi n 1,25 mol
Vyska nadoby 7 1m
Velikost hlavni poloosy a 0,5 m
Velikost vedlejsi poloosy b 0,25 m
Stfedni volnd draha molekuly A 1-10% m
Pramér sféry molekuldrniho pusobeni d 7 m

Tabulka 4.2: Zdpis zadanich hodnot v tabelové podobé.

o C" = [0;0; 4]
———
A' = [~a;0; 4] / _ B' = [a;0; j]
@ O =[0;0; ]
—
D' = [0; b3 j]

A =[—a;0;0]

0 = [0;0;0] B = [a;0;0]

D = [0; -b;0]

Obrazek 4.1: Zndzornéni uzavirené nddoby s uvaZovangch plynem.

1
7”L0’/I'dZ\/§7

kde d je prumeér sféry molekularniho pusobeni, ktery chceme vypocitat, a ng preds-
tavuje pocet ¢astic idedlniho plynu vztazeny na jednotkovy objem. Vyjadienim nezné-
mého prumeéru d sféry molekuldrniho pusobeni ze vztahu dospéjeme k rovnici ve

tvaru
d= ; (4 24)
B nmrxx/i '

Pocet ng ¢astic idealniho plynu vztazeny na jednotkovy objem muzeme matema-
ticky popsat rovnici

A= (4.23)

ng = —, (4.25)

<|=
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ve které N predstavuje celkovy pocet ¢astic zkoumaného plynu v nadobé o objemu
V. Predesly vztah lze dale s vyuzitim zdkladnich vztahu z [2] upravit do nésledujici
podoby

nN A

Sy’

kde n predstavuje latkové mnozstvi zkoumaného plynu, S je obsah podstavy uzav-
fené nadoby, ve které je plyn umistén a nakonec 5 je jeji vyska.

Nng =

(4.26)

C =[0;b]

™

A =[-a;0] B = [a;0]

D =10; -b]

Obrazek 4.2: Zobrazeni vypoctu obsahu S plochy ohranicené elipsou € v poldrnich
souradnicich.

Pro obsah S plochy ochranic¢ené elipsou e plati nasledujici Vztahﬂ

1Obecny vztah pro vypocet obsahu S plochy, kterd je ohrani¢ena elipsou e, nepatii mezi znamé
vztahy. Samotné odvozeni neni trividlni, proto neni soucasti obecného postupu feSeni piikladu
a nachéazi se zde, v poznamce pod ¢arou.

S vyuzitim obrazku predpoklddejme, ze mé stted O elipsy e souradnice O = [0;0] v kartézské
soustavé soutfadnic a po fadé hlavni a vedlejsi vrcholy se nachézeji na soutadnych osach po fadé x
a y. Elipsa ma v takto zvolené kartézské soustavé souradnic obecnou rovnici v kanonickém tvaru

2 2
LY
Vypocet obsahu S plochy ohrani¢ené elipsou ¢ je v kartézské soustavé souradnic obtiznéjsi, proto
samotny vypocet provedeme v polarnich soutfadnicich. Pro polarni soutadnice zvolime nésledujici

transformacni rovnice

x = arcos(p);

y = brsin(p),

ve kterych r pfedstavuje velikost pruvodice spojujiciho poc¢atek O = [0;0] a libovolny bod ohrani¢ené
oblasti elipsou € v roviné a ¢ je thel mezi kladnou poloosou z a pruvodi¢em. Uréime si integracni
meze pro proménné r a @ s vyuzitim obrazku

Vidime, ze velikost ihlu ¢ se pro pokryti celé zkoumané oblasti ménif od hodnoty ¢; = 0 do @2 = 2,
tedy interval, ve kterém provedeme integraci pro thel ¢, je {p1;@2) = (0;27). Velikost pruvodice se
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S = mab, (4.27)
ve kterém po tadé a a b predstavuje velikost po fadé hlavni a vedlejsi poloosy elipsy

e. Dosazenim predeslého vztahu do rovnice dospéjeme ke vztahu

niN A
wabj’
S vyuzitim predeslé rovnosti lze vztah upravit ekvivalentné do tvaru

Ng =

(4.28)

mabj
d = _— 4.29
nN AT 2 ( )

abj
d = _— 4.30

Ciselné dosazeni zadanych hodnot

Zadané ¢iselné hodnoty dosadime do predeslého obecné odvozeného vztahu
a urcime prumeér d sféry molekularniho pusobeni molekuly idedlntho plynu. Dosazenim
dostavame

0,5-025-1
1,25-6,022-1023-1-10-8 - /2
d ~ 3,4267-1077 m.

d:

I

bude ménit od hodnoty ;1 = 0 az po hranici dané oblasti, tedy po elipsu €. Elipsa ¢ mé po dosazeni
transformacnich rovnic do jeji obecné rovnice v polarnich soufadnicich tvar

a*r’cos? (p) | br?sin® ()
a? b2 =L

r? [0052 (p) + sin? (<p)] = 1;

r2 = 1.

7 piedeslych rovnosti vidime, Zze horni integraéni mez je pro velikost pruvodic¢e r rovna hodnoté
ro = 1. Interval integrace je pro r néasledné roven intervalu (ri;r3) = (0;1). Pro obsah S plochy
ohranicené elipsou € muzeme napsat dvojny integral

S:/:ﬂ (/Oldet(J)dr>dgp,

ve kterém det (J) je determinant Jacobiho matice. Determinant det (J) Jacobiho matice je v pfipadé
takto zadanych transformacnich rovnic do polarnich soufadnic roven nasledujicimu

Jdxr Ox
o oo | _ acos(p) —arsin(p) \ 2 . 9 _

det oy oy | = det ( bsin(p)  breos(y) ) = abr [cos® (@) + sin” (p)] = abr.
ar Oy

Vyjadreny determinant det (J) Jacobiho matice dosadime do piedeslého vztahu a pocitdme

27 1 27 1 27
1 ab ab .
S:ab/ </ rdr>d<p—ab/ [7‘2] dgp:—/ dp = — [p]., = mab.
0 0 0 2 |- 2 Jo 2 »=0

Dospéli jsme k zavéru, ze obsah S plochy ohrani¢ené elipsou € je obecné roven S = wab.
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Shrnuti zadaného prikladu a namét k zamysleni

Dosazenim zadanych ¢iselnych hodnot do obecného vztahu [4.30|jsme dospéli k ¢isel-
né hodnoté prumeéru d sféry molekularniho ptusobeni molekuly d = 3,4267 nm. Vzhle-
dem ke tvaru daného vztahu[4.30|plati, Ze je prumeér d sféry molekuldrniho ptisobeni mo-
lekuly idealniho plynu piimo tmérny druhé odmocniné z reciproké hodnoty latkového
mnozstvi n.

Zkuste s vyuzitim vztahu

kT
prd?y/2
odvodit zavislost pruméru d sféry molekularniho pusobeni molekuly idedlniho plynu

na hodnoté i, kde 7 predstavuje pocet stupnu volnosti, a vas vztah diskutujte. Jedna
se o primou nebo nepiimou umeéru?

X:
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Z.aver

Tato bakalarska prace nesouci nazev Sbirka resenyjch uloh z molekulové fyziky a ter-
modynamiky obsahuje soubor dvaceti fesenych piikladu se zamérenim na kinetickou
teorii plynu. Piiklady jsou na trovni prvniho roéniku bakalaiského studia fyziky na
Piirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci.

V 1dvodu préce jsem uvedl nékolik kniznich a jeden internetovy zdroj, jenz jsem
vyuzil pfi studiu informaci a k inspiraci pti samotné tvorbé vlastnich zadani ptikladu.
Praci jsem rozclenil do ¢tyt kapitol, které svym zamérenim kopiruji napln jednotlivych
¢éasti kapitoly vénované kinetické teorii plynu v studijnim textu [2] k predmétu Mole-
kulova fyzika a termodynamika.

V prvni kapitole jsem se zabyval ptiklady vyuzivajicimi zdkladni matematické
vztahy popisujici tlak idedlniho plynu. Do této kapitoly jsem umistil sedm ptikladi
vyuzivajicich poznatky, které studenti ziskali béhem prvniho semestru studia fyziky
v ramci predmétu Mechanika. Jedna se predevsim o jednoduché fyzikalni stroje.

Do druhé kapitoly zamérené na aplikaci Daltonova zakona aditivity parcidlnich
tlaku se mi podarilo vytvorit ¢tvefici prikladu. Posledni priklad z této ctverice vyuziva
v feSeni ruzné metody vypoctu soustavy linedrnich rovnic. V feSeni tohoto ptikladu
byla uzita Gaussova eliminac¢ni metoda pii vypoctu pres matice a radkoveé ekvivalentni
upravy a také metoda postupného vyjadiovani neznamych.

Stézejni treti kapitola této bakalarské prace je zamérena na Maxwelluv pravdépo-
dobnostni zdkon rozdéleni rychlosti molekul idealniho plynu. Na zacatku této casti
prace jsem umistil odvozeni samotného pravdépodobnostniho zakona. Déle jsem se
vénoval odvozeni obecnych vztahtu pro nejpravdépodobnéjsi, prumérnou a sttedni kva-
dratickou rychlost molekul plynu. Soucasti tieti kapitoly bakalaiské prace je uziti
ruznych numerickych metod vypoctu Riemannova urcitého integralu, u kterych jsem
uvedl princip vypoctu danou metodou i obecné.

Posledni ¢ast bakalarské prace diskutuje pojem stredni volnd drdha molekuly idedl-
niho plynu ve dvou piikladech. Pro ¢tendre muze byt zajimavé ¢i inspirativni cast, ve
které je odvozen vztah pro vypocet obsahu plochy omezené elipsou, jenz je pouzit ve
vypoctu piikladu.

Samotny text mé bakalarské prace jsem vytvoril ve formé studijniho textu ur¢eného
predevsim studentum fyziky bakalarského studia k jejich samostudiu, k procviceni
a prohloubeni probiraného uciva v prednaskach prislusného predmétu nebo k pouziti
ve vyuce. Doufam, ze studentum, kterym je tato sbirka prikladu predevsim urcena,
pomuze ulehé¢it proces pochopeni diskutovanych témat.

Na zavér bych rad poznamenal, Ze psani samotné prace je pro mne inspiraci do bu-
doucna, zejména ve vybéru tématu pro diplomovou praci. Vytvorenim této bakalaiské
préace jsem ziskal dovednost, jak spravné vzoroveé fesit piiklady z fyziky. Myslim si, ze
této dovednosti lze vyuzit v ramci mé budouci pedagogické praxe a pomuze mi zlepsit
efektivnost mnou vedené vyuky fyziky. Bakalarska prace byla napsana v typografickém
systému I{TEX a obrazovy doprovod jsem vytvoril pfevazné v programu GEOGEBRA.
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Prehled pouzivaného znaceni
a hodnot fyzikalnich konstant

Nazev veliciny Znaceni Jednotka
Délka a, b, c m
Hmotnost m kg
Hustota 0 kg - m~3
Koeficient smykového tieni 1S
Latkové mnozstvi n mol
Molarni hmotnost M,, kg - mol !
Nejpravdépodobnéjsi rychlost Uy m-s !
Objem V m?
Obsah S m?
Pocet molekul N
Pocet molekul na jednotku objemu ng m~3
Pocet stupnu volnosti i
Poissonova konstanta »n
Polomeér r m
Préce AW J
Prameér d m
Primérnd rychlost v m-s !
Prirustek rychlosti Av m-s
Relativni pocet molekul %
Rychlost v m-s !
Stfedni kinetickd energie molekuly Wy J
Stiedni kvadraticka rychlost Vg m-s !
Stredni volna draha molekuly A m
Teplota t °C
Termodynamicka teplota T K
Tlak P Pa
Velikost vektoru sily F F N
Vyska J m
Nazev konstanty Znaceni Hodnota a jednotka
Avogadrova konstanta Ny 6,022 - 10?3 mol~*
Boltzmannova konstanta k 1,38-10723 J - K1
Tihové zrychleni g 9,81 m - s 2
Univerzalni plynova konstanta R, 8,314 J-K~! - mol™!

Tabulka 4.3: Seznam pouzZivanych fyzikdlnich veli¢in a konstant.
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