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Úvod 

V práci nazvané Spojité ekonomické modely se b u d u věnovat vybraným eko

nomickým modelům, které lze konstruovat a řešit pomocí diferenciálních rovnic 

prvního řádu. 

Cílem mé bakalářské práce je představit čtenáři některé ekonomické růstové 

modely. Kromě toho chci proh loub i t vlastní zna los t i nejen z teorie diferenciálních 

rovnic, ale i ty ekonomické. Práce by měla posloužit jako praktická ukázka využití 

teorie diferenciálních rovnic v ekonomické p rax i . 

Přijde m i až fascinující, j ak j sou jednotlivé vědy propojeny, byť se n a první 

pohled mohou zdát naprosto odlišné. Obzvláště ma t ema t i ka je krásná v t om, že se 

bez ní neobejdou fyz ic i , chemic i , biologové, a dokonce an i ekonomové. Mě nejvíce 

zaujalo právě spojení ma t emat iky a ekonomie, protože obě tyto vědy s tuduj i . 

Pokusím se tedy toto spojení ukázat n a dalších stranách. 

Tato práce je členěna do tří kap i to l . V první a druhé kapitole se zaměřím 

na teor i i , k t e rou následně b u d u potřebovat v kapito le třetí. První kap i t o l a bude 

patřit teor i i ekonomické. Zaměřím se n a teor i i hospodářského růstu, rovnováhu 

na t r h u či různé přístupy ekonomických škol. Ve druhé kapito le se b u d u věnovat 

základní teor i i obyčejných diferenciálních rovnic prvního řádu. Nadef inuj i v ní 

nej důležitější po jmy a zaměřím se n a metody výpočtu, které využiji dále v práci. 

Ve třetí kapito le se pak pokusím čtenáři představit dva ekonomické růstové mo

dely. Konkrétně se zaměřím n a kons t rukc i Domarova a Solowova mode lu růstu. 
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Kapi to la 1 

Vybrané poznatky z ekonomické 
teorie 

V první kapito le se b u d u věnovat částem ekonomické teorie, jejichž znalost 

se hodí při kons t rukc i modelů v kapito le třetí. Zaměřím se n a téma t r h u a tržní 

rovnováhy, teor i i hospodářského růstu a pokusím se také vysvětlit různé pojetí 

ekonomické teorie keynesiánských a neoklasických ekonomů. K a p i t o l u j sem vy

pracoval s využitím zdrojů [2], [3], [9] a [10]. 

1.1. Uvod do ekonomické teorie 

Ekonomie je součástí života každého člověka. A ť už dobrovolně, nebo ne

dobrovolně, s některými částmi či ob las tmi ekonomie se setkáváme každodenně. 

Může jít třeba o nákup v obchodě, kde volíme mez i různě drahými a kvalitními 

p roduk ty nebo třeba o t vo rbu domácích rozpočtů n a základě příjmů a výdajů 

rodiny. 

S tud i em ekonomie jako vědy se zabývalo a zabývá mnoho ekonomů, ovšem de

finování samotného p o j m u ekonomie není jednoduché. Využiji def inici z kn ihy [2]: 

Ekonomie je vědou, která studuje způsob, jakým lidé používají vzácné zdroje po

skytnuté přírodou a předcházejícími generacemi, k produkci výrobků a služeb a jak 

tyto produkty rozdělují mezi současnou a budoucí spotřebu a mezi jednotlivce 

a spotřebitelské skupiny. 

Už ze samotné definice ekonomie je zřetelné, o j ak rozsáhlou vědu se jedná. 
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Již tradičně j i dělíme n a dvě ob last i - mikroekonomii (tj. oblast studující chování 

dílčích ekonomických jednotek, jako j sou firmy a domácnosti) a makroekonomii 

(v té se zkoumá ekonomika státu jako celek). Můj další text bude spíše makroe

konomického charakteru. 

1.2. Trh a tržní rovnováha 

Slovo trh může mít mnoho významů. Ovšem v ekonomi i tímto p o j m e m obecně 

označujeme jakýkoliv systém nákupu a prodeje výrobků a služeb nebo výrobních 

faktorů. T r h je klíčový činitel v tržních ekonomikách, kde rozhoduje o t om , co se 

bude pro koho vyrábět, v jakém množství a jakým způsobem. V tržním mecha

n i smu hrají hlavní ro l i poptávka a nabídka, které společně utvářejí cenu n a t rhu . 

1.2.1. Poptávka 

Poptávka je v z t a h mez i různými cenami zboží a množstvím, které chtějí 

spotřebitelé, a j sou schopni a ochotn i si z a danou cenu koupi t v určitém časovém 

interva lu. Zákon poptávky tvrdí, že při j i nak neměnných okolnostech se bude 

s růstem ceny P snižovat poptávané množství Q. Naopak při poklesu ceny P se 

poptávané množství Q zvýší. 

Faktorů, které poptávané množství ovlivňují, je celá řada. Kromě výše ceny 

daného zboží jde zejména o áisponibilní áůchoá spotřebitelů, tedy množství fi

nančních prostředků, které spotřebitelé mají. Dále záleží také například n a ceně 

příbuzných produktů, v k u s u a preferencích spotřebitelů, n a počtu kupujících či 

na očekávání spotřebitelů výhledově vzh ledem k budoucím cenám p r o d u k t u . 

1.2.2. Nabídka 

Nabíáka je v z t ah mez i různými cenami zboží a množstvím nabízeným pro

dávajícími z a určité časové období. Zákon nabídky tvrdí, že z a j inak neměnných 

okolností bude při růstu ceny růst také nabízené množství. 

Podobně jako u poptávky, také nabídku a nabízené množství zboží ovlivňují 

různé faktory. V první řadě jde o samotnou cenu daného zboží, ale také o ceny 
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jiných produktů, počet prodávajících (množství a rozmani tost konkurence) nebo 

technologi i a náklady spojené s výrobou. 

1.2.3. Tržní rovnováha 

Působením poptávky a nabídky se časem ustálí cena výrobku n a tzv . rov

novážné úrovni. C e n a , při které se vyrovná poptávané a nabízené množství, se 

nazývá rovnovážná cena. B o d , v němž se p ro tnou křivky poptávky a nabídky, 

označujeme jako rovnovážný boa. Stav ekonomiky, k d y bude vyrovnaná agregátní 

(celková) poptávka a agregátní nabídka se nazývá rovnovážný stav nebo pouze 

rovnováha. 

Rovnováha na trhu 

n i i i i r~ 
0 20 40 60 60 100 

Množství Q (v ks) 

Obrázek 1.1: Tržní rovnováha 
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Obrázek 1.1 znázorňuje tržní rovnováhu. Červená křivka S vyjadřuje nabídku, 

zelená křivka D poptávku a b o d E je rovnovážným bodem. Rovnovážnou cenou 

je v tomto konkrétním případě 200 Kč. 

1.3. Hospodářský růst 

Hospodářský růst ( synonymem je po j em ekonomický růst) znamená růst reá

lného, nebo l i skutečného, produktu země (nejčastěji je tím myšlen hrubý domácí 

p rodukt , tedy H D P ) v čase. Je to růst fyzického ob jemu vyprodukovaných vý

robků a služeb z a delší období, například rok. P o k u d kromě H D P roste také H D P 

přepočítané n a jednoho obyvatele, mluvíme o ekonomickém rozvoji. 

S t u d i u m hospodářského růstu je j edna z nejdůležitějších úloh ekonomie. Ne 

nadarmo se totiž používá otřepaná fráze „peníze dělají peníze". P r o každého i n 

vestora bude jistě zajímavější investovat své peníze do ekonomiky, kde se dá 

očekávat vyšší hospodářský růst (a tím také vyšší růst hodnoty investorových i n 

vestic) , než do ekonomiky s nižším očekávaným hospodářským růstem. S vyššími 

příjmy plynoucími od investorů mají ekonomiky pochopitelně více disponibilních 

prostředků, které samy mohou použít pro investování, n a rozvoj společnosti a n a 

zvyšování životní úrovně obyvatel . Navíc s ekonomickým růstem r u k u v ruce 

přichází zlepšování postavení země n a mezinárodním po l i nejen ekonomických, 

ale i politických vztahů. 

Je tedy zřejmé, že pro každý stát je s t u d i u m hospodářského růstu naprosto 

stěžejní. Každý stát se snaží o co nejvyšší ekonomický růst, ovšem zejména v po

sledních letech ve vyspělejších zemích se o něj státy snaží v rámci tzv . udržitelného 

rozvoje. Tímto p o j m e m je myšlen rozvoj , k d y společnost uspokojí své potřeby, 

ale při t o m nebude omezovat možnosti uspokojení potřeb budoucích generací. 

Zejména se jedná o snahu omezit zhoršování životního prostředí (kácení deštných 

pralesů, skleníkový efekt, znečišťování moří a oceánů, nadměrné vyčerpávání 

energetických zdrojů atp.) . 
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1.3.1. Faktory hospodářského růstu 

Dosažení hospodářského růstu není jednoduchý proces, protože jej ovlivňuje 

několik faktorů. P r o d u k t každé ekonomiky je totiž závislý n a množství a p r o d u k t i 

vitě použitých výrobních faktorů. Fak to ry hospodářského růstu shrnuje agregátní 

produkční funkce ve t va ru 

Y = Af(L,K,H), 

kde Y je celková produkce, která se nazývá také skutečný produkt, A je kons tanta 

označující e fekt iv i tu používání výrobních vstupů, / je funkce tří proměnných, 

kterými j sou práce L, fyzický kapitál K (používá se také zkrácené označení ka

pitál) a lidský kapitál H. 

Prací rozumíme vědomou a účelnou l idskou činnost. Množství práce v ekono

mice je určeno počtem osob ochotných a schopných pracovat a také zaměstnaností. 

Fyzický kapitál j sou statky, které by l y vyrobeny k t omu, aby se dále používaly 

k p rodukc i nových statků, tedy například různé stroje, počítače nebo dopravní 

prostředky. Při zvyšování ob jemu kapitálu použitého ve výrobním procesu se 

zp rav id l a dostaví hospodářský růst. Připojování nového kapitálu k již fungujícímu 

se nazývá akumulace kapitálu. P o j m e m lidský kapitál je myšlen souhrn znalostí, 

zkušeností a dovedností, kterými člověk disponuje. Vyšší vzdělanost znamená 

vyšší hodnoty lidského kapitálu, což napomáhá ekonomickému růstu. 

Kromě těchto faktorů ovlivňuje hospodářský růst také technologický pokrok, 

což j sou změny ve výrobních procesech vedoucí k větším nebo kvalitnějším vý

stupům. Technologický pokrok přináší vyšší e fekt iv i tu výrobních faktorů, proto 

také hraje důležitou ro l i při snaze o dosažení hospodářského růstu. 

1.4. Ekonomické školy a různé pohledy na eko
nomii 

Ekonomie se formovala po mnoho staletí, ovšem vědecké rozměry začala získá

vat až v 18. století díky pracem A d a m a S m i t h a a D a v i d a R i ca rda . T i t o ekonomové 

jsou považováni z a zakladate le tzv . klasické školy ekonomie, ze které se později 
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v y v i n u l a neoklasická ekonomická škola. P o s t u p e m času se však objevoval i eko

nomové a ekonomické školy s rozdílným pohledem n a ekonomi i a její fungování. 

Nej výraznějším zástupcem jiného p roudu b y l J o h n M a y n a r d Keynes , podle něhož 

by l a pojmenována keynesiánská ekonomická škola. Rozdíly těchto škol v poh ledu 

na ekonomi i se pokusím vysvětlit v následujících dvou sekcích. 

1.4.1. Klasický a neoklasický přístup k ekonomii 

Jak j sem již poznamena l , z a otce klasické ekonomie považujeme pány Smi the 

a R i c a r d a , kteří ve svých dílech s jednot i l i ekonomické vědění tehdejší doby. M e z i 

další významné k las iky a neoklas iky řadíme například Thomase Ma l thause , J o h n a 

S t u a r t a M i l l a či A l f r eda M a r s h a l l a . Některé myšlenky zástupců této školy se 

pokusím shrnout v následujícím odstavci . 

K l a s i c i a neoklas ic i vnímají nezaměstnanost jako přirozený důsledek působení 

tržního mechanismu. Příčinou nezaměstnanosti je pro ně krátkodobá nerovnováha 

mez i poptávkou po práci (tedy poptávku podniků po pracovní síle) a nabídkou 

práce, což může být způsobeno například nedostatečnou informovaností, neo

chotou mob i l i t y či neochotou akceptovat horší (například mzdové) podmínky. 

Ex is tu je podle n i ch j en dobrovolná nezaměstnanost, tedy kdo má zájem praco

vat, volné pracovní místo si okamžitě najde. Kromě po l i t i k y zaměstnanosti se 

zabývali úlohou státu v ekonomice. Došli k závěru, že tržní mechanismus v eko

nomice by se měl nechat fungovat co nejvíce samostatně. Stát by měl činit co 

nejmenší zásahy a zaměřit se jen n a t v o rbu prav ide l t r h u a jej ich dodržování. 

1.4.2. Keynesovský přístup k ekonomii 

J o h n M a y n a r d Keynes začal svou ekonomickou kariéru jako neoklasický eko

nom. Zásadní z l o m v jeho myšlení nas ta l s příchodem Velké hospodářské krize 

v roce 1929. Tehdy začal Keynes chápat, že z a neúspěšným fungováním kap i ta 

listických ekonomik ve 20. století pravděpodobně stála nedostatečná agregátní 

poptávka. Jeho stěžejním dílem je Obecná teorie zaměstnanosti, úroku a peněz. 

M i m o jiné v něm tvrdí, že zaměstnanost je závislá n a agregátní poptávce, která je 
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složena z výdajů n a spotřebu a n a investice. Také přišel s teorií sk lonu ke spotřebě. 

Marginálním sklonem ke spotřebě rozumíme dodatečný přírůstek spotřeby způso

bený jednotkovou změnou disponibilního důchodu a průměrný sklon ke spotřebě 

je definovaný jako podíl spotřeby a disponibilního důchodu. 

N a Keynesovo učení navázali další ekonomové. Zmínit musím Evseye D o m a r a 

a Roye Ha r r oda , kteří vytvořili dynamický mode l hospodářského růstu (Keyne-

sova obecná teorie b y l a statická). Ještě dále šel neokeynesiánský ekonom Rober t 

M e r t o n Solow, který do mode lu hospodářského růstu zahrnu l i technologický po

krok. Domarovým a Solowovým mode lem se b u d u zabývat ve třetí kapitole. 

Obecně se dá o keynesiánských ekonomech říci, že považují ekonomiku za 

vnitřně nestabilní systém, který vyžaduje permanentní zásahy státu, zejména 

co se týče alokace ekonomických zdrojů. Stát by podle n i ch měl pro dobré fun

gování ekonomiky podporovat růst poptávky, aby b y l dostatek pracovních míst 

pro všechny občany, kteří mají zájem pracovat. Tedy aby b y l a vymýcena ne

dobrovolná nezaměstnanost, k te rou keynesiánci n a rozdíl od klasiků uznávají, že 

existuje. 
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Kapi to la 2 

Obyčejné diferenciální rovnice 
prvního řádu 

Diferenciální rovnice j sou nedílnou součástí matematické analýzy. A mate

matická analýza nachází uplatnění v m n o h a praktických odvětvích, ekonomi i ne

vyjímaje. Znalost diferenciálních rovnic a schopnost je j ich řešení b u d u potřebovat 

ve třetí kapito le mé práce při analýze ekonomických modelů. Začnu tedy obecnou 

teorií diferenciálních rovnic a následně osvětlím základní metody řešení těch typů 

rovnic, se kterými se setkám v Domarově a Solowově mode lu . V této kapito le j sem 

čerpal ze zdrojů [4], [5], [6], [7], [11] a [12]. 

2.1. Základní definice a pojmy 

Začněme nejprve základními po jmy teorie obyčejných diferenciálních rovnic . 

D e f i n i c e 2.1 Obyčejnou diferenciální rovnicí n-tého řádu nazveme rovn ic i ve 

t varu 

F(x,y,y',...,y^) = 0, (2.1) 

kde F je reálná funkce (n + 2) reálných proměnných definovaná n a množině 

Ý c Rn+2. 

P o z n á m k a 2.2 Již dopředu je třeba zdůraznit, že řešením diferenciální rovnice 

je funkce jedné proměnné, dále v iz Poznámka 2.8. 

P o z n á m k a 2.3 Kromě obyčejných diferenciálních rovnic existují také parciální 
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diferenciální rovnice, ve kterých se vyskytují parciální derivace, protože neznámá 

funkce je funkcí více proměnných. Ve svém t ex tu se ale zaměřím pouze n a obyčejné 

diferenciální rovnice, pro které b u d u používat pouze zkrácený výraz diferenciální 

rovnice. 

D e f i n i c e 2 .4 Řádem diferenciální rovnice rozumíme řád nej vyšší derivace hle

dané funkce, která se v rovn ic i (2.1) vyskytuje . 

P o z n á m k a 2.5 Diferenciální rovnicí prvního řádu tedy rozumíme rovn ic i ve 

tvaru 

F{x,y,y') = 0, (2.2) 

kde F : IR3 —> IR je definovaná n a množině ľ c K 3 . 

P o z n á m k a 2.6 Rovn ice (2.2) je v tzv . implicitním tvaru. B u d u se zabývat 

speciálním případem, k d y tu to rovn ic i lze přepsat do jednoduššího, tzv . expli

citního tvaru: 

y' = f(x,y), (2.3) 

kde / : IR2 —> IR je definovaná n a množině íž C M 2 . Zřejmě pak F = Q x IR. 

Vyjádření pomocí rovnice (2.3) b u d u v dalším t ex tu používat více. 

D e f i n i c e 2 .7 Nechť h : IR —> IR je funkce definovaná n a otevřeném interva lu 

J c R . P a k 

(a) h(x) nazveme řešením rovnice (2.2) n a J , jestliže h(x) má derivaci h'(x) 

pro každé a; G J a platí 

(i) V x G J : (x, h(x), h'(x)) G T, 

(ii) V x G J: F (x, h(x), h'(x)) = 0. 

(b) h(x) nazveme řešením rovnice (2.3) n a J , jestliže h(x) má derivaci h'(x) 

pro každé x G J a platí 

(i) V x G J : (x, h(x)) G fž, 

(ii) V x G J : h'(x) = f(x,h(x)). 
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P o z n á m k a 2.8 P r o řešení obecné rovnice (2.1) by definice b y l a obdobná jako 

u Definice 2.7(a), j en derivace by by l y až do n-tého řádu. 

P o z n á m k a 2.9 V mé práci b u d u často používat po jmy obecné a partikulární 

řešení diferenciální rovnice. P ro to je zde neformálně nadef inuj i v následující de

f inici . 

D e f i n i c e 2 .10 Obecným řešením diferenciální rovnice rozumíme množinu všech 

řešení diferenciální rovnice. N a p r o t i t o m u p o j m e m partikulární řešení diferenci

ální rovnice myslíme jedno konkrétní řešení vybrané z obecného řešení (dá se 

získat například konkrétní vo lbou integrační konstanty ) . 

2.2. Lokální existence a jednoznačnost řešení Cau-
chyovy úlohy 

Diferenciální rovnice mají obvykle nekonečně mnoho řešení. Často nás nebu

dou zajímat všechna řešení, ale j en taková, která budou splňovat určitou p o d 

mínku. Nejčastěji využívaná je tzv . Cauchyova (počáteční) podmínka. 

D e f i n i c e 2 .11 Nechť (xo,yo) £ ^- P a k Cauchyovou počáteční úlohou k rov

nici (2.3) nazveme úlohu najít řešení diferenciální rovnice (2.3), která splňuje 

podmínku 

y(x0) = Vo- (2.4) 

Podmínku (2.4) nazýváme Cauchyovou (počáteční) podmínkou. Řešením Cauchy-

ovy úlohy (2.3), (2.4) bude řešení y = y(x) diferenciální rovnice (2.3) definované 

na nějakém interva lu / obsahujícím b o d XQ a splňující podmínku (2.4). 

Nyní tedy víme, j ak vypadá Cauchyova úloha a j ak by mělo vypadat řešení 

této úlohy. Ne vždy ale řešení existuje. Podmínku jeho existence určuje následující 

věta. 

V ě t a 2 .12 (Peanova existenční, v i z [ ]) Nechí je funkce f : M2 —> IR spojitá na 

otevřené množině Q, C M2 a (XQ,HQ) £ ^- Potom existuje alespoň jedno řešení 

počáteční úlohy (2.3), (2.4). Tedy existuje ô > 0 a řešení diferenciální rovnice 

(2.3) definované na intervalu {XQ — ô, xo + ô) splňující podmínku (2.4). 
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D e f i n i c e 2 .13 (viz [ ]) Řekneme, že počáteční úloha y' = f(x,y),y(xo) = yo 

je jednoznačně řešitelná, jestliže pro každá dvě její řešení yi,y2 existuje ô > 0 

takové, že V x G [XQ — 5,xo + 5) je yi(x) = y2{x). 

Věta 2.12 zaručuje pouze existenci řešení. Jednoznačnost zaručí až další p o d 

mínka, nejčastěji se používá tzv . lokální Lipschitzova podmínka, která je uvedena 

v následující definici . 

D e f i n i c e 2 .14 Řekneme, že funkce / : IR2 —> R splňuje lokálně Lipschitzovu 

podmínku v bodě (xo, yo) vzhledem k y, jestliže existuje kons tanta K > 0 a 5-okolí1 

((^Oi Vo)) C íž, takové, že pro každé dva body (x, yi), (x, y2) £ US((XQ, yo)) platí 

\f{x,Vi) ~ f(x,y2)\ < K\yx - y2\. 

P o z n á m k a 2 .15 P r o splnění lokální L ipsch i t zovy podmínky stačí, aby n a něja

kém okolí b o d u (xo,yo) b y l a omezená parciální derivace 

V ě t a 2 .16 (P icardova o existenci a jednoznačnosti, v i z [ ]) Nechí je funkce 

f = f (x,y) : R2 -> R spojitá na otevřené množině í ] C R 2 o t; každém bodě 

množiny fž je splněna Lipschitzova podmínka vzhledem k y. Pak pro libovolný bod 

ixo,yo) ^ ^ Je počáteční úloha y' = f (x,y), y(xo) = yo jednoznačně řešitelná. 

P o z n á m k a 2 .17 P r o existenci řešení tedy stačí, aby funkce / b y l a spojitá n a í l 

A b y navíc řešení bylo jednoznačné, stačí přidat podmínku, aby parciální derivace 

|^ b y l a omezená n a íž, v i z Poznámka 2.15. 

2.3. Vybrané typy diferenciálních rovnic 1. řádu 
a metody jejich řešení 

Definice diferenciální rovnice (2.3) je ve lm i obecná a v p r a x i se můžeme setkat 

s m n o h a různými typy diferenciálních rovnic , přičemž každý t yp vyžaduje jiný 

postup řešení. M n o h o typů dokonce an i neumíme řešit analyt icky , v takovém 

případě se využívá numerických metod . Ve své práci se ale b u d u zabývat j en 

typy, které lze řešit analyt icky. 

1(viz [ ]) (5-okolí bodu {x0,y0) je množina {(x,y) e R2 : pE((x,y), {x0,y0)) < ô}, kde pE je 
eukleidovská metr ika v M2. (5-okolí bodu (xo,yo) ozančujeme Ug{{xo,yo))-
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Je nutné umět poznat , jakého t y p u daná rovnice je a znát a lgor i tmus, kterým 

lze daný t yp rovnice řešit. V této kapito le se tedy zaměřím n a některé t ypy dife

renciálních rovnic a metody hledání je j ich řešení. Konkrétně se b u d u zabývat rov

n icemi se separovanými proměnnými, lineárními diferenciálními rovn icemi 1. řádu 

a Bernou l l i ovou rovnicí. 

2.3.1. Diferenciální rovnice se separovanými proměnnými 

D e f i n i c e 2 .18 Obyčejnou diferenciální rovn ic i 1. řádu ve t va ru 

y' = f(x)g(y), (2.5) 

kde /, g : IR —> IR, nazveme rovnici se separovanými proměnnými. 

R o v n i c i (2.5) je možné řešit dále uvedeným postupem: 

(a) Předpokládejme, že / je spojitá n a interva lu (a, b) a g(yo) = 0 pro nějaké 

y0 z V(g).2 P a k 

y(x) =y0, x E (a,b) (2.6) 

je konstantní řešeni, což snadno ověříme dosazením do rovnice (2.5). 

(b) Předpokládejme, že / je spojitá funkce n a in terva lu (a, b) a g je spojitá 

a nenulová n a interva lu (c, d). Nalezneme předpis a definiční obor řešení 

y rovnice (2.5), jehož graf je podmnožina obdélníku (a, b) x (c, d). 

P r o řešení y tedy platí y'(x) = f(x)g(y(x)) pro V x G J , kde J C (a, b) 

je interva l . Díky předpokladu nenulovost i funkce g n a in terva lu (c, d) lze 

rovn ic i (2.5) podělit výrazem g(y(x)) a dostáváme 

!I'{'V) f(x), x G J . (2.7) 
g(y(x)) 

Označme 

G(s) = í —-ds, s G (c, d) 
J 9{s) 

2 ( v i z [11]) Definiční obor funkce f : A —> M. je množina A c M , tedy množina, která se zobra
zuje do množiny M. Definiční obor funkce / označujeme T>(f). Množinu všech funkčních hodnot 
funkce /, t j . množinu {j/ € R : t/ = f(x), x e ľ ( / ) } nazveme obor hodnot funkce f a označujeme 
j i « ( / ) • 
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tedy 

G'(s) = ——, s G (c,d), 
9{s) 

t zn . platí, že G' > O, nebo G' < 0 n a (c, d). O d t u d p lyne, že existuje 

G - 1 : —>• (c, d). R o v n i c i (2.7) lze zapsat jako 

(G(y(x)))' = f(x), x e J, 

t zn . 

G (y (x)) = J f(x)dx + C, x G J 

a tedy předpis obecného řešeni rovnice (2.5) je 

y(x) = Gr1ÍJf(x)dx + c\. (2.8) 

Interval J určíme tak, že platí 

Vx G J : y /(x) d x + C G W (G ) . 

(c) Řešení získaná v (a) a (b) lze v některých případech „slepit" a získat tak 

další řešení. V této práci se ale s tímto jevem nesetkáme. P r o více informací 

lze využít např. [5]. 

P o z n á m k a 2 .19 P o k u d budeme mít z a úkol řešit počáteční úlohu (2.3), (2.4), 

pak nejprve zjistíme obecné řešeni ve t va ru (2.8). P r o rovnice prvního řádu 

se v tomto řešení vždy objeví pouze jediná konstanta . T u určíme dosazením 

počáteční podmínky do obecného řešení. 

P o z n á m k a 2 .20 N a rovnice se separovanými proměnnými lze převést i rovnice, 

u kterých to nemusí být n a první poh led zřejmé. Například rovnice t y p u 

y' = f(ax + by + c), 

kde a, b j sou nenulové koeficienty, by se převedla pomocí substituce 

z = ax + by + c 

19 



až n a rovn ic i 

z1 = bf(z) + a, 

což je rovnice se separovanými proměnnými. 

2.3.2. Lineární diferenciální rovnice 1. řádu 

D e f i n i c e 2 .21 Lineární diferenciální rovnicí (LDR) prvního řádu nazveme rov

n ic i ve t va ru 

y' = f(x)y + g(x), (2.9) 

kde /, g : IR —> IR j sou spojité funkce n a nějakém interva lu i " C IR. 

V ě t a 2 .22 (O existenci a jednoznačnosti globálního řešení L D R 1. řádu, v iz [7]) 

Nechí funkce f, g : IR —> IR jsou spojité na intervalu I, xo G I,yo G IR. Pak 

počáteční úloha 

y' = f(x)y + g(x), y(x0) = y0 

má právě jedno řešení definované na celém intervalu I. 

D e f i n i c e 2 .23 R o v n i c i (2.9), kde g(x) = 0 n a interva lu /, tedy rovn ic i ve t va ru 

y' = f(x)y (2.10) 

nazýváme homogenní rovnice. P o k u d g(x) ^ 0 pro nějaké x G /, nazveme rovn ic i 

(2.9) nehomogenní rovnicí. 

P o z n á m k a 2 .24 (viz [ ]) Homogenní rovnice (2.10) je rovnice se separovanými 

proměnnými. Navíc má (2.10) vždy tzv . triviální řešení y = 0. P o k u d tedy je 

y(xo) = 0, tak z Věty 2.22 plyne, že V x G / : y(x) = 0. O d t u d vyplývá, že 

netriviální řešení n i k d y neprotne osu x a díky spo j i tos t i bude celé buď nad , nebo 

celé p o d osou x. 

V ě t a 2 .25 (viz [7]) Nechí yi,y2 jsou řešení rovnice (2.10) a c G IR. Pak také 

yi + ž/2 o, cyi jsou řešení rovnice (2.10). 

J inak řečeno, součet dvou libovolných řešení i násobek řešení reálným číslem je 

také řešením rovnice (2.10). Větu 2.25 lze také zobecnit n a Větu 2.26. 
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V ě t a 2 .26 (viz [7]) Nechť y\ je řešení rovnice y' = f(x)y + gi(x) a y2 je řešení 

rovnice y' = f(x)y + g2(x), i G / o c i , C2 G 1 . Pak funkce C\y\ + c2y2 je řešením 

rovnice 

y' = f(x)y + c i^ i ( x ) + c2g2(x). 

Lineární diferenciální rovnice prvního řádu se dají řešit různými metodami . 

Já se zaměřím n a pos tup řešení L D R 1. řádu, kde homogenní rovn ic i b u d u chápat 

jako rovn ic i se separovanými proměnnými a nehomogenní rovn ic i b u d u řešit po

mocí metody variace konstanty. Přistupme tedy nyní k samotnému hledání řešení 

lineární rovnice. 

O b e c n é řešení h o m o g e n n í r o v n i c e 

Nejprve je nutné vyřešit homogenní rovn ic i (2.10). To provedeme poměrně 

snadno, protože se jedná o rovn ic i se separovanými proměnnými (2.5) pro 

g(y)=y, yčR. (2.11) 

Výsledné obecné řešení homogenní lineární diferenciální rovnice b u d u značit 

symbo lem y (x). 

Nejprve určeme konstantní řešení. Platí g(y) = 0 y = 0, t zn . 

y(x) = 0, xel (2.12) 

je jediné konstantní řešení, což je v sou ladu s Poznámkou 2.24. 

Nyní budeme hledat nekonstantní řešení, a to v množinách Qi = M x (0, oo) 

a í ] 2 = K x ( -oo ,0 ) . 

Nejprve tedy řešení v množině fži. R o v n i c i (2.10) upravíme n a tvar 

y ^ d y = J f(x)dx + C. 

P o integrac i dostáváme 

ln|y| = J f(x)dx + C, (2.13) 
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kde C G IR. Označme nyní G(y) = l n |y| = lny, kde G : (0, oo) 4 R a tedy 

dostáváme 

l n y = / f(x)dx + C, 

t zn . 

y(x) = eff(x)dx -ec, x E I. (2.14) 

V množině ÍŽ2 budeme řešení hledat podobně. Dostaneme opět rovnost (2.13). 

Nyní označme G(y) = ln|y| = ln(—y), kde G : (—00, 0) —> IR a tedy úpravou 

dostáváme 

l n ( - y ) = J f(x)dx + C, 

výraz odlogar i tmujeme 

-y(X) =efmd*.eC 

a tedy 

y(x) = -elf<-x)áx-ec. (2.15) 

Získali jsme tedy nulové řešení (2.12), všechna kladná řešení (2.14) i všechna 

záporná řešení (2.15). Všechny ty to t ypy řešení lze zapsat jednoduše ve t va ru 

y(x) = Keff{x)dx, xel, K e R, (2.16) 

což je obecné řešeni homogenní rovnice. 

Par t i ku lá rn í řešení n e h o m o g e n n í r o v n i c e 

Nyní pomocí metody variace konstanty nalezneme partikulární řešeni neho

mogenní lineární diferenciální rovnice. Toho dosáhneme z a pomoc i toho, že do 

rovnice (2.9) dosadíme výraz z (2.16) s tím, že kons tantu K nahradíme funkcí, 

tedy K = K [x) ( odtud název metody variace konstanty ) . Při hledání pa r t i 

kulárního řešení nehomogenní rovnice, které b u d u označovat symbo lem Y(x), 

postupujeme následovně: 

Y(x) = K{x)^f{x)áx, (2.17) 
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což ještě zderivujeme 

Y\x) = K'{x)^f{x)áx + K{x)^f{x)áxf{x). (2.18) 

F u n k c i (2.17) dosadím do obecného předpisu L D R 1. řádu (2.9) z a y a (2.18) 

dosadím do rovnice (2.9) z a y'. Dále tedy platí: 

K'{x)^f{x)áx + K{x)^f{x)áxf{x) = f{x)K{x)^f{x)áx + g{ x . 

M e t o d a variace konstanty je založena n a t om , že člen f(x)K(x)e^^dx se objeví 

na obou stranách rovnice a je možné jej odečíst, což značně zjednoduší rovn ic i . 

Dostáváme 

K'{x)^f{x)áx = g(x), 

dále n a levé straně rovnice osamostatníme K'{x) 

K'(x) = g{x)e-Sf{x)áx 

a integrací určíme K(x) 

K(x) = J g(x)e-fňx)dxdx. (2.19) 

V z t a h (2.19) dosadíme do rovnice (2.17), čímž získáme partikulární řešeni neho

mogenní rovnice: 

M*)**Jg(x)e-in*)á*dx, xei. (2.20) Y(x) = e 

O b e c n é řešení n e h o m o g e n n í r o v n i c e 

Posledním krokem, který je třeba učinit, je výpočet obecného řešení nehomo

genní lineární diferenciální rovnice. Ten získáme součtem obecného řešení homo

genní rovnice a partikulárního řešení nehomogenní rovnice, tedy součtem rovnic 

(2.16) a (2.20), t j . 

y{x) =y(x) + Y(x), 
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t zn . 

a tedy 

y(x) = e//(*)dx + y ff(x)e-J"dx d x V x G /, (2.21) 

kde K G IR. Funkce definovaná v (2.21) je obecným řešením rovnice (2.9). 

2.3.3. Bernoul l iova rovnice 

D e f i n i c e 2 .27 Bernoulliovou rovnicí nazveme diferenciální rovn ic i ve t va ru 

y' = f{x)y + g{x)ya, (2.22) 

kde /, g j sou spojité funkce n a interva lu /, Vx G / : g (x) / 0 a a G R. 

P o z n á m k a 2 .28 V dalším t ex tu této sekce b u d u uvažovat, že a / 0 a také 

a / 1, protože pro obě tyto hodnoty a by se jednalo přímo o lineární diferenciální 

rovn ic i , jejíž řešení j sem ukázal v minulé sekci. 

P o z n á m k a 2 .29 V následujícím t ex tu se omezím pouze n a hledání kladných 

řešení. 

Bernou l l i ova rovnice se dá řešit více způsoby. Já se zaměřím n a me todu řešení, 

kdy j i pomocí subst i tuce t ransformuj i n a lineární diferenciální rovn ic i . V rovn ic i 

(2.22) provedu subs t i tuc i 

z = y1-", (2.23) 
což je po zderivování 

a následně 

z' = (1 - a)y-ay' 

1 — a 

Nyní vynásobím obě strany rovnice (2.22) členem t j . 

y'y-a = y~a [f(x)y + g(x)ya], 
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y'y-a = f(x)yl~a + g(x). (2.25) 

Dále dám dohromady výrazy (2.24) a (2.25) a s využitím subst i tuce (2.23) do

stávám rovn ic i 

z' 
- = f(x)z + g(x), 
1 — a 

což po osamostatnění z' dává 

z' = f(x)z(l -a) +g(x)(l -a). (2.26) 

Ta to rovnice je lineární diferenciální rovnicí 1. řádu. Lze j i tedy řešit například 

pomocí me tody variace konstanty. P o nalezení řešení z je třeba se vrátit v sub

s t i tuc i (2.23) zpět ke hledanému řešení Bernou l l i o vy rovnice (2.22). 
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Kapi to la 3 

Vybrané spojité ekonomické 
modely 

Ve třetí kapito le se zaměřím n a konkrétni spojité ekonomické modely. B u d u 

věnovat pozornost D o m a r o v u a Solowovu mode lu růstu. Při psaní této části práce 

jsem čerpal nejvíce z [1], ale také z [2], [3], [8] a [10]. 

3.1. Domarův model 

Domarův mode l , pojmenovaný po významném ekonomovi 20. století Evsey i 

Domarov i , je jedním z modelů hospodářského růstu. Evseye D o m a r a řadíme mez i 

keynesiánské ekonomy. O keynesiánském pojetí ekonomie j s em psal v sekci 1.4.2. 

Domarův mode l slouží k vysvětlení t empa ekonomického růstu n a základě výše 

úspor a kapitálu. M o d e l totiž vyjadřuje, j ak se s časem mění skutečný produkt . 

Je jedním z modelů, které ekonomům a politikům poskytují důležité informace 

o s tavu ekonomiky, díky čemuž mohou činit správná rozhodnutí o ekonomické 

strategi i vůči hospodářskému růstu. 

P r v n í p ř edpok l ad Domarova mode lu j e , že uvažujeme uzavřenou dvousekto-

rovou ekonomiku . To znamená, že nebereme v potaz vládní zásahy, an i zahraniční 

obchod, ale pouze existenci dvou sektorů - f irem a domácností. V dvousektorovém 

mode lu ekonomiky platí, že v rovnovážném stavu je agregátní poptávka (v dalším 

tex tu b u d u agregátní poptávku značit AD) r ovna součtu spotřeby domácností (C) 
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a investic f i rem (/). M a t e m a t i c k y vyjádřeno, předpokládáme platnost rovnost i 

AD = C + I. (3.1) 

Kromě toho v rovnovážném stavu platí, že agregátní poptávka je rovna skutečné

mu produktu (Y). Platí tedy 

AD = Y (3.2) 

a rovnice (3.1) a (3.2) můžu přepsat do t va ru 

Y = C + I. (3.3) 

Jednou z hlavních myšlenek Domarova mode lu je to, že invest icemi můžeme 

zvýšit výrobní kapacitu (Q). V případě, že bude výrobní kapac i ta vždy plně 

využitá (což Domarův mode l vyžaduje), t ak přírůstek potenciálního produktu (P), 

který je způsoben zvýšením výrobní kapacity, musí poh l t i t agregátní poptávka. 

Jestliže je ale mezní sk lon ke spotřebě menší než 1, t ak zvýšení spotřeby zachytí 

jen část zvýšení produkce a zby lou část musí zachyt i t další zvýšení invest ic. To to 

zvýšení investic ale opět způsobí zvýšení výrobní kapac i ty a tak dále. A b y c h o m 

se v y h n u l i nevyužité výrobní kapacitě, je tedy nutné investice stále zvyšovat. 

Je důležité také poznamenat , že Domarův mode l závisí n a čase. Všechny výše 

uvedené veličiny j sou tedy veličinami časové proměnné t. P r o větší přehlednost 

nebudu ve svém t ex tu proměnnou t psát. 

Rovnost (3.3) můžu zderivovat, což se m i bude dále hod i t . Mám tedy rovn ic i 

Y' = C + /', (3.4) 

která vyjadřuje, že rychlost změny skutečného p r o d u k t u je rovna rych lost i změny 

spotřeby a investic. 

D r u h ý m p ř e d p o k l a d e m Solowova mode lu je konstantní průměrný sklon ke 

spotřebě (označuji c a platí c G IR, c > 0), tedy předpoklad, že poměr spotřeby ke 

skutečnému p r o d u k t u je v čase konstantní, t zn . 

C=y, (3.5) 
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tedy platí 

C = cY. (3.6) 

Průměrný sk lon ke spotřebě lze vyjádřit i pomocí průměrného sklonu k úsporám 

(označuji s a platí s G IR, s + c = 1), což se m i v dalším t e x tu bude lépe hodi t . 

Matematické vyjádření vypadá následovně 

C = (1 - s)Y. (3.7) 

A tedy rovn ic i (3.4) lze z a pomoc i rovnice (3.7) vyjádřit jako 

Y' = (1 - s)Y' + /'. (3.8) 

Úpravou rovnice (3.8) získávám 

Y' = -ľ. (3.9) 
s 

Kromě toho potřebuji pomocí investic vyjádřit také potenciální p roduk t . Ve 

spojitém mode lu platí 

P' = al, (3.10) 

kde a je koeficient ukazující, j ak j ednotka investic zvyšuje výrobní kapac i tu 

Q a tím i potenciální p r oduk t P. Z a předpokladu, že kapac i ta produkce je plně 

využitá, musí být rychlost zvýšení potenciálního p r o d u k t u rovno rych lost i zvýšení 

skutečného p r o d u k t u , tedy 

Y' = P'. (3.11) 

Máme tedy rovnice (3.9), (3.10) a (3.11), o d k u d lze získat rovn ic i 

ľ = asi. (3.12) 

Rovn ice (3.12) vyjadřuje v z tah , který musí p la t i t , aby kapac i ta produkce b y l a 

stále plně využitá. Rovn ice (3.12) je homogenní lineární diferenciální rovnice. 

Její řešení získám dosazením do (2.16), t j . 

I(t) = Ke$asá\ 
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tedy 

I(t) = Kďst. (3.13) 

P r o počáteční hodno tu invest ic 1(0) = Io, kde Io G R + (uvažujeme, že investice 

mohou nabývat j en kladných hodnot ) , platí dle (3.13) rovnost 

I0 = Keas0 = K. 

Obecné řešeni rovnice (3.12) je tedy v našem případě ve tvaru 

I(t) = I0east. (3.14) 

Z rovnice (3.14) je zřejmé, že hodno ta investice musí růst konstantní mírou sa. 

Dále z integruj i obě strany rovnice (3.9) podle proměnné t, tedy 

J Y'[ť) dt = J h'[ť) dt, 

z čehož dostávám rovnost 

Y = -I + A, (3.15) 
s 

kde A G R je libovolná konstanta . Pomocí rovnost i (3.14) můžu rovn ic i (3.15) 

uprav i t do t va ru 

Y(t) = - i o • e S C T Í + A. 
s 

Z a předpokladu, že začínáme v rovnovážném stavu musí být sYo = Io, tedy 

Y0 = -I0. V důsledku toho je zřejmé, že musí být A = 0. Takže dostáváme 

výslednou funkci 

Y (t) = Y0 • e S C T Í, (3.16) 

kde t G (0, oo). Odtud je zřejmé, že také skutečný produkt Y roste mírou sa. 

P ř í k l a d 3.1 Mějme s = 0,24, a = |. Určete podle Domarova mode lu , j ak v čase 

roste skutečný p roduk t Y, vypočítejte hodno tu Y (t) pro t = 3 a míru růstu Y pro 

t = 3, jestliže IQ = 24, Y0 = 100. 
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Řešen í : Pos tup výpočtu plně odpovídá výše uvedenému odvození Domarova mo

delu, proto zde pouze dosadím koeficienty s a a do výsledné rovnice (3.16), tedy 

Y(t) = 100 • e 0 ' 2 4 ^ = 100 • e ° ' 0 8 í . 

O d t u d je zřejmé, že skutečný p roduk t roste mírou 0,08. Konkrétně pro t = 3 

bude hodno ta skutečného p r o d u k t u následující: 

r (3 ) = 100 • e 0 ' 2 4 « 127,12. 

Vývoj p r o d u k t u Y v čase t graficky znázorňuje Obrázek 3.1. 

Skutečný produkt Y v čase t 

n i i i r 
0 5 10 15 20 

Čas t 

Obrázek 3.1: Vývoj skutečného p r o d u k t u v čase 
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3.2. Solowův model růstu 

Rober t M e r t o n Solow se podobně jako Evsey i D o m a r zabýval ekonomickým 

růstem. Nejznámějším Solowovým počinem je růstový mode l , který se v této 

kapitole pokusím představit. Solowa řadíme mez i neokeynesiánce, nicméně ve lmi 

často vycházel i z neoklasického učení. A právě tomuto Solowovu mode lu se někdy 

říká též neoklasický růstový model. Jedná se o ve lmi důležitý ekonomický mode l , 

o čemž svědčí i fakt, že z a jeho vytvoření Solow obdržel r o k u 1987 Nobe lovu cenu 

za ekonomi i . 

Cílem Solowova mode lu je podobně jako u Domarova mode lu popsat ekono

mický růst. M o d e l se snaží z j ist i t zejména dvě věci. T o u první je, z da je možné 

při stále plném využití pracovní síly dosáhnout růstu skutečného produktu Y. 

D r u h o u otázkou, k te rou s i mode l k lade, je to, z da je taková situace stabilní (sta

b i l i t ou je myšleno, že při malé změně vstupních parametrů se chování a výsledné 

hodnoty mode lu příliš nezmění a b u d o u konvergovat ke stálému stavu1). Můžeme 

vyšetřovat také specifické případy Solowova mode lu , já se zaměřím n a mode l 

s Cobb-Douglasovou produkční funkcí. N a rozdíl od Domarova mode lu se navíc 

bude ten Solowův snažit zohlednit také technologický pokrok. 

3.2.1. Předpoklady modelu 

P r v n í m p ř e d p o k l a d e m Solowova mode lu je, že podobně jako u Domarova 

mode lu uvažujeme uzavřenou dvousektorovou ekonomiku, tedy existenci pouze 

dvou sektorů - domácností starajících se o spotřebu C a firem vytvářejících in

vestice I, t j . 

Y = C + I. (3.17) 

D r u h ý m p ř e d p o k l a d e m je, že rychlost růstu skutečného p r o d u k t u Y je 

přímo úměrná jeho ve l ikost i , přičemž kons tanta úměrnosti je | (viz dále). Tedy 

1 Stálým stavem rozumíme dlouhodobý rovnovážný bod ekonomiky. Tedy bod, ve kterém 
by ekonomika měla skončit nezávisle na výchozích hodnotách kapitálu, za předpokladu, že je 
v modelu splněna stabi l i ta. 

31 



uvažujeme v z t ah 

Y1 = S-Y, (3.18) 
k 

t zn . 

Y' s 

Y ~ ŕ < 3 ' 1 9 » 

kde Y' značí rychlost růstu skutečného p r o d u k t u , s je průměrný sklon k úsporám 

(úspory označujeme S), tedy 

s = | . (3.20) 

Dále k je proměnná definovaná v z tahem 

k = fj, (3.21) 

kde K1 je rychlost změny kapitálu. 

T ř e t í p ř edpok l ad říká, že rychlost změny kapitálu z a krátký časový okamžik 

t > 0 je r ovna hodnotě investic. Platí tedy 

K\t) = I{t). (3.22) 

P o z n á m k a 3 .2 V rovnovážném s tavu je navíc hodno ta investic r ovna hodnotě 

úspor, tedy 

I = S. (3.23) 

P ro t o také platí v z t ah (3.19) výše. 

Č t v r t ý p ř edpok l ad je, že populace roste konstantní mírou n a stejnou mírou 

roste také pracující populace. Z a těchto předpokladů je podmínkou pro možný 

růst skutečného p r o d u k t u při plné zaměstnanosti v z t ah 

s 
n = k -

Z tohoto v z t ahu můžeme také vyjádřit proměnnou k jako 

k = - . (3.24) 
n 
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P á t ý m p ř e d p o k l a d e m Solowova mode lu růstu je existence produkční funkce, 

která je homogenní funkcí prvního stupně.2 Dále se v této produkční funkci 

předpokládá neomezená nahradi te lnost mez i kapitálem K a prací L, tedy že 

můžeme uvažovat l ibovo lnou výši kapitálu při odpovídajícím množství práce. 

Produkční funkce, se kterou pracuje Solowův mode l , uvažuje pouze dva faktory, 

kapitál K a práci L. T va r produkční funkce je následující: 

Y = f(K,L). (3.25) 

To lze díky fak tu , že produkční funkce je homogenní funkcí prvního řádu, zapsat 

v takzvaném intenzivním tvaru 

j = f(r,l), (3.26) 

kde r definované v z tahem 

j (3.27) 

je takzvaná kapitálová intenzita. Tento po j em značí průměrný ob jem kapitálu, 

který připadá pro použití jedním pracovníkem, tedy j ednotkou práce. 

3.2.2. Růst skutečného produktu 

Nejprve se budeme zabývat první otázkou Solowova mode lu , tedy zda při stále 

plném využití pracovní síly L můžeme dosáhnout růstu skutečného p r o d u k t u Y. 

Víme, že platí rovnost i (3.21) a (3.24). B u d e nás zajímat, k d y platí také rov

nost k = y • T u lze dále uprav i t pomocí dosazení produkční funkce v intenzivním 

tvaru (3.26), t zn . 

K K _ r 
~Y~ Lf(řJ) ~ / M ) ' 

tedy 

- = 7 7 ^ , (3-28) n f (r, 1) 

2 (viz [5]) Funkc i / : R™ —> R nazveme homogenní funkci prvního stupně v O C R™, jestliže 
VA > 0 a Va; € je f{\x) = \f{x). 
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což může být zapsáno také jako 

sf(r, 1) = nr. (3.29) 

Řešením rovnice (3.28) zjistíme kapitálovou in tenz i tu r , tedy požadované množ

ství kapitálu K n a j edno tku práce L. R o v n i c i (3.29) můžeme znázornit také gra

ficky jako n a Obrázku 3.2. 

Obrázek 3.2: Grafická interpretace rovnice (3.29) 

P r o vhodně zvolenou produkční funkc i mají křivky sf{r, 1) a nr vždy právě je

den průsečík B. Tento průsečík je stálý stav v Solowově modelu. H o d n o t a A značí 

požadovanou výši kapitálové intenzity. Ve skutečnosti tato výše kapitálové i n 

tenz i ty také umožňuje růst skutečného p r o d u k t u . Růstu skutečného produktu při 

stále plném využití pracovni sily tedy je možné dosáhnout a bude to tehdy, když 

bude platit rovnost y = -. 

34 



3.2.3. Stabi l i ta modelu 

Nyní se můžeme přesunout ke druhé otázce, k te rou s i k lademe, tedy k otázce 

stabi l i ty . Využijeme zde také rovnice uvedené výše. Z rovnic (3.20), (3.22) a (3.23) 

plyne, že platí také v z t a h 

K' = sY. (3.30) 

Dále, protože je stále plně využitá pracovní síla, tak platí 

L(t) = L0ent. (3.31) 

Z rovnic (3.27) a (3.31) můžu psát 

K(t) = rL0ent. (3.32) 

Derivací členů K a r pod le časové proměnné t dostávám 

K' = r'L0ent + nrL0ent, 

což pomocí rovnic (3.26), (3.30), (3.31) přepíšu do t va ru 

sL0entf(r, 1) = r'L0ent + nrL0ent. 

Výraz L o e n í můžeme vykrátit a dostáváme 

sf(r, 1) = r' + nr, 

o d k u d vyjádříme r' jako 

r' = sf(r, 1) — nr. (3.33) 

Rovn ice (3.33) je základní rovnicí Solowova mode lu . Je vidět, že p o k u d bychom 

uvažovali r v rovnovážném stavu, tedy že by p l a t i l a rovnost r' = 0, p o t o m bychom 

z rovnice (3.33) dosta l i r ovn ic i (3.29). 

Nyní se vraťme k Obrázku 3.2. V l e vo (resp. vpravo) od b o d u A je funkce 

sf(r, 1) nad (resp. pod) funkcí nr. Tedy platí sf(r, 1) — nr > 0 (resp. sf(r, 1) — 

nr < 0). O d t u d a z rovnice (3.33) p lyne, že vlevo (resp. vpravo) od b o d u A je 

hodno ta r' kladná (resp. záporná). Tedy hodno ta r se zvyšuje (resp. snižuje), 

p o k u d je menší (resp. větší), než hodno ta r v rovnovážném bodě. Díky tomu je 

zaručena a dokázána stabilita. 
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3.2.4. Využití Cobb-Douglasovy produkční funkce 

Nyní můžeme poměrně snadno vyšetřovat specifické případy a to nahrazením 

obecné funkce f(r, 1) konkrétní funkcí. Často se využívá tzv . Cobb-Douglasova 

produkční funkce, pro k te rou jsme schopni určit také předpis řešení diferenciální 

rovnice (3.33). Cobb-Doug lasova produkční funkce má tvar 

Y = KaLl~a, (3.34) 

kde a G (0,1). P a k dostáváme f(r,l) = ra. Základní obecná rovnice (3.33) 

vypadá následovně 

r' = sra — nr. (3.35) 

Rovn ice (3.35) je Bernou l l i ova diferenciální rovnice. M e t o d u hledání jejího řešení 

jsem obecně popsa l již v teoretické části k diferenciálním rovnicím v sekci 2.3.3. 

Užijeme zde tedy subst i tuc i 

z = rl~a. (3.36) 

Nyní mohu přímo dosadit do odvozené rovnice (2.26), což dává v tomto konkrétním 

případě výslednou rovn ic i 

z +il-a)nz = s{l-a). (3.37) 

Rovn ice (3.37) je lineární diferenciální rovnice prvního řádu. V ní nejprve vyřeším 

homogenní rovn ic i a následně metodou variace konstanty také nehomogenní rov

n ic i . Homogenní rovnice má tvar 

z' = -(l-a)nz. (3.38) 

Tu to rovn ic i vyřeším dle pos tupu v sekci 2.3.2 a výsledné obecné řešení homogenní 

rovnice bude po v zo ru (2.16) vypadat následovně: 

z = Ke-n(1-a)t, (3.39) 

kde K je kladná konstanta , t j . K > 0. P r o partikulární řešení nehomogenní 

rovnice platí výše odvozdený předpis (2.20). P o dosazení do něj získávám 

Z , ^ e - A - » - / . s ( 1 - a ) e - / - a - « » - d ť , 
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což lze uprav i t a zjednodušit až n a tvar 

Zit) 
n 

(3.40) 

Obecné řešení nehomogenní rovnice nyní získám sečtením obecného řešení homo

genní rovnice a partikulárního řešení nehomogenní rovnice, tedy součtem rovnic 

(3.39) a (3.40): 

z(ť) = Ke~n{1-a)t + - . (3.41) 
n 

Rovn ice (3.41) je obecným řešením nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

(3.37) Nyní se vrátím k rovn ic i (3.36), ze které si vyjádřím kapitálovou in tenz i tu 

r jako 

r = z^. (3.42) 

D o rovnice (3.42) dosadím předpis funkce z zjištěný v rovn ic i (3.41) 

r(t) Ke-n(l-á)t + 

n 
(3.43) 

Označme TQ jako hodno tu funkce r pro t = 0. Z rovnice (3.43) dostávám 

r0=[K + 
n 

o d k u d si vyjádřím kons tantu K jako 

K = r0 
l - Q 

n 

Tento v z t a h mohu dosadit do rovnice (3.43) a získávám řešení rovnice (3.35), 

splňující počáteční podmínku r(0) = TQ, ve t va ru 

rit) l - Q n ( l-a ) í + -
n 

(3.44) 

Z rovnice (3.44) je zřejmé, že p o k u d n a (1 — a) j sou kladné, tak se zvyšujícím se 

časem t jde výraz ( r o 1 _ a — * ) e _ n ^ 1 _ a ^ do nu l y a tím pádem se kapitálová in tenz i ta 

r ustálí n a konstantní hodnotě (-) 1 ~ a . M a t e m a t i c k y zapsáno platí 

s 1 

l i m rit) = ( — ] a • 
í->oo \nJ 
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3.2.5. Zohlednění technologického pokroku 

N a začátku kap i to ly o Solowově mode lu j s em zmiňoval, že tento mode l zo

hledňuje technologický pokrok . Ten se projevuje zvýšením p r o d u k t i v i t y práce. 

To znamená, že v každém čase t stejná j ednotka pracovní síly produkuje více než 

v čase t — dt. Nyní p o k u d budeme předpokládat, že technologický pokrok se děje 

stále konstantní měrou, tak můžeme n interpretovat jako míru růstu pracovní síly 

plus míru technologického pok roku . Práce L = L^é11 by v takovém případě b y l a 

měřena efektivními j ednotkami . Další pos tup v analýze by b y l stejný jako výše. 

Obecně se dá říci, že se zvyšující se spotřebou by měl nastat ekonomický 

růst. Můžeme s i t ak klást otázku, z d a p o k u d by b y l a jediným cílem společnosti 

max imal i zace spotřeby n a j edno tku pracovní síly a systém by směřoval do d lou

hodobého rovnovážného b o d u , tedy do stálého s tavu, j ak bychom toho dosáhli? 

Odpověď n a to dává takzvané zlaté prav id lo akumulace kapitálu. Při cestě do 

stálého s tavu rostou všechny proměnné stejnou mírou n, takže platí 

K' = nK. (3.45) 

Dále je spotřeba rovna rozdílu skutečného p r o d u k t u a invest ic, tedy 

C = Y-I, 

což s využitím rovností (3.25) a (3.45) a toho, že K' = I m o h u přepsat do t va ru 

C = f (K, L) -nK. 

Protože produkční funkce je homogenní funkcí prvního řádu, a protože platí rov

nost (3.27), tak mohu pokračovat v úpravě n a tvar 

^ = f(r,l) ~ n r -

Hledám maximální výši spotřeby n a j edno tku práce, tedy m a x i m u m výrazu ^. 

Zder i vu j i tedy funkc i a položím j i rovnu nule, čímž na jdu stacionární b o d a tím 

také nu tnou podmínku m a x i m a . Tedy 

d[/(r, 1) - nr] d f 
ár = dK(r' } " U = ( ^ 
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P r o d ruhou der ivaci správně se chovající produkční funkce platí d g^'1-1 < 0, proto 

je stacionární b o d daný rovnicí (3.46) ostrým lokálním m a x i m e m . Výraz d^g^ 

nazýváme marginálni produkt kapitálu. Zlaté prav id lo tedy říká, že max imal i zace 

spotřeby n a j edno tku práce dosáhneme, když se marginální p roduk t kapitálu 

d^QiP vyrovná míře růstu pracovní síly n. 

2 1 

P ř í k l a d 3 .3 Předpokládejme agregátní produkční funkci ve t va ru Y = KŠLŠ, 

míru růstu pracovní síly n = 0,05 a průměrný sk lon k úsporám s = 0,2. Vyřešte 

následující úkoly: 

(a) Vypočítejte poměr kapitálu a skutečného p r o d u k t u musí být, aby m o h l při 

plné zaměstnanosti nastat růst skutečného p r o d u k t u . 

(b) Vypočítejte odpovídající hodno tu kapitálové intenzity. 

(c) Vyřešte diferenciální rovn ic i dle Solowova mode lu a ukažte, že je rovnovážný 

b o d stabilní. 

Řešen í : Hledáme poměr y, který splňuje podmínku k = y = ^. Tedy vypočítám 

^ = n = §oE = 4> c o z J e odpověď n a otázku (a). 

V otázce (b) hledáme poměr r = j;, tedy ob jem kapitálu připadající n a j edno tku 

práce. Známe již poměr k = y, tak do něj dosadíme produkční funkc i Y = KŠLŠ 

a dostáváme f = -^r = ( f P r o poměr f tedy platí f = ( f ) 3 = 4 3 = 64. 

Po dosazení známých hodnot má diferenciální rovnice (3.35) tvar 

r' = 0 , 2 r i - 0,05r. 

R o v n i c i vyřešíme dle pos tupu výše metodou variace konstanty s využitím subst i 

tuce. Výslednou rovnicí je 

r(t) ^ e _o ,o5 ( i - § ) í + 0.2 

0,05 

-0 ,05 j 

Ae s * + 4 

P r o t —> oo jde výraz Ae š 1 do nuly. P r o t o jde r(t) limitně do hodnoty 4 3 = 64, 

což je stálý stav, tedy dlouhodobá stabilní rovnovážná hodnota . 
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Závěr 

Téma mé bakalářské práce j sem s i zvo l i l po konzu l tac i s panem docentem 

Tomečkem, protože j sem chtěl sk loub i t svou matemat i ckou část s tud i a s eko

nomickou a z j ist i t , j ak se teorie z matematické analýzy dá využít v ekonomi i . 

Práce z mého poh ledu sp ln i l a účel a j sem rád, že j sem m o h l okusi t matemat icko-

ekonomickou symbiózu n a vlastní kůži. Věřím, že také čtenář, který práci otevřel 

s úmyslem najít praktický příklad využití ma t emat i ky v ekonomi i , zde našel, 

po čem toužil. Kromě ukázky aplikace ma t ema t i ky v ekonomi i m i práce p o m o h l a 

rozšířit obzory v teor i i matematické i ekonomické a naučila mě generovat obrázky 

grafů v p rogramu R. 

V první kapito le j sem se věnoval ekonomické teor i i . Popsa l j sem stručně, j akou 

ro l i hraje n a ekonomickém t r h u poptávka a nabídka a vysvětlil j s em po j em rov

nováhy n a t rhu . Další část první kap i to ly b y l a věnována hospodářskému růstu 

a faktorům, které jej mohou ov l i vn i t . V poslední části ekonomické teorie j sem 

popsal , jaký přístup k ekonomi i razí neoklasická a keynesiánská škola. 

Druhá kap i t o l a b y l a zaměřena n a teor i i diferenciálních rovnic . V ní j sem 

nejprve vysvětlil základní pojmy, následně j sem se věnoval existenci a jedno

značnosti řešení Cauchyovy úlohy. V poslední části j sem ukázal vybrané typy 

diferenciálních rovnic prvního řádu a způsoby, j ak nalézt je j ich řešení. Konkrétně 

šlo o diferenciální rovnice se separovanými proměnnými, lineární diferenciální 

rovnice 1. řádu řešené metodou variace konstanty a Be rnou l l i o vu rovn ic i . 

Třetí část j s em věnoval vybraným spojitým modelům ekonomického růstu. 

Prvním z n i ch b y l Domarův mode l , který vysvětloval tempo růstu n a základě výše 

úspor a kapitálu. O něco komplexnější b y l Solowův mode l růstu, který n a rozdíl 
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od Domarova mode lu zoh ledni l také technologický pokrok . V obou modelech jsem 

využil grafického znázornění vygenerovaného programem R. 
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