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Uvod

V préaci nazvané Spojité ekonomické modely se budu vénovat vybranym eko-
nomickym modelum, které 1ze konstruovat a resit pomoci diferencidlnich rovnic
prvniho fadu.

Cilem mé bakalaiské prace je predstavit ¢tenari nékteré ekonomické rustové
modely. Kromé toho chci prohloubit vlastni znalosti nejen z teorie diferencialnich
rovnic, ale i ty ekonomické. Prace by méla poslouzit jako prakticka ukazka vyuziti
teorie diferencialnich rovnic v ekonomické praxi.

Prijde mi az fascinujici, jak jsou jednotlivé védy propojeny, byt se na prvni
pohled mohou zdat naprosto odlisné. Obzvlasté matematika je krasnéa v tom, ze se
bez ni neobejdou fyzici, chemici, biologové, a dokonce ani ekonomové. Mé nejvice
zaujalo pravé spojeni matematiky a ekonomie, protoze obé tyto védy studuji.
Pokusim se tedy toto spojeni ukazat na dalsich stranéch.

Tato préce je clenéna do tif kapitol. V prvni a druhé kapitole se zamérim
na teorii, kterou nasledné budu potiebovat v kapitole tfeti. Prvni kapitola bude
patfit teorii ekonomické. Zaméiim se na teorii hospodarského rustu, rovnovahu
na trhu ¢i ruzné piristupy ekonomickych skol. Ve druhé kapitole se budu vénovat
zakladni teorii obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Nadefinuji v ni
Ve treti kapitole se pak pokusim ¢tenaii predstavit dva ekonomické rustové mo-

dely. Konkrétné se zaméiim na konstrukci Domarova a Solowova modelu rustu.



Kapitola 1

Vybrané poznatky z ekonomické
teorie

V prvni kapitole se budu vénovat c¢astem ekonomické teorie, jejichz znalost
se hodi pri konstrukei modelu v kapitole tfeti. Zaméiim se na téma trhu a trzni
rovnovahy, teorii hospodarského rustu a pokusim se také vysvétlit ruzné pojeti
ekonomické teorie keynesidanskych a neoklasickych ekonomu. Kapitolu jsem vy-

pracoval s vyuzitim zdroju [2], [3], [9] a [10].

1.1. Uvod do ekonomické teorie

Ekonomie je soucdsti Zivota kazdého ¢lovéka. Af uZz dobrovolné, nebo ne-
dobrovolné, s nékterymi ¢astmi ¢i oblastmi ekonomie se setkavame kazdodenné.
Muze jit tfeba o nakup v obchodé, kde volime mezi ruzné drahymi a kvalitnimi
produkty nebo tieba o tvorbu domécich rozpoctu na zakladé piijmu a vydaju
rodiny.

Studiem ekonomie jako védy se zabyvalo a zabyva mnoho ekonomu, ovSem de-
finovéni samotného pojmu ekonomie neni jednoduché. Vyuziji definici z knihy [2]:
Ekonomie je védou, kterd studuje zpusob, jakym lidé pouzivaji vzdcné zdroje po-
skytnuté prirodou a predchdzejicimi generacemi, k produkci vyrobki a sluzeb a jak
tyto produkty rozdéluji mezi soucasnou a budouci spotrebu a mezi jednotlivce
a spotrebitelské skupiny.

Uz ze samotné definice ekonomie je zretelné, o jak rozsahlou védu se jedna.
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Jiz tradi¢né ji délime na dvé oblasti - mikroekonomii (tj. oblast studujici chovani
diléich ekonomickych jednotek, jako jsou firmy a domécnosti) a makroekonomii
(v té se zkoumd ekonomika statu jako celek). Muj dalsi text bude spise makroe-

konomického charakteru.

1.2. Trh a trzni rovnovaha

Slovo trh muze mit mnoho vyznamu. OvSem v ekonomii timto pojmem obecné
oznacujeme jakykoliv systém nakupu a prodeje vyrobku a sluzeb nebo vyrobnich
faktoru. Trh je klicovy ¢initel v trznich ekonomikdch, kde rozhoduje o tom, co se
bude pro koho vyrabét, v jakém mnozstvi a jakym zpusobem. V trznim mecha-

nismu hraji hlavni roli poptdvka a nabidka, které spolecné utvateji cenu na trhu.

1.2.1. Poptavka

Poptdvka je vztah mezi ruznymi cenami zbozi a mnozstvim, které chtéji
spottebitelé, a jsou schopni a ochotni si za danou cenu koupit v ur¢itém casovém
intervalu. Zdakon poptdvky tvrdi, ze pfi jinak neménnych okolnostech se bude
s rustem ceny P snizovat poptavané mnozstvi (). Naopak pii poklesu ceny P se
poptavané mnozstvi () zvysi.

Faktoru, které poptavané mnozstvi ovliviuji, je cela rada. Kromé vyse ceny
daného zbozi jde zejména o disponibilni duchod spotiebitelu, tedy mnozstvi fi-
nancnich prostredku, které spotiebitelé maji. Dale zalezi také napiiklad na cené
pribuznych produktu, vkusu a preferencich spotiebiteli, na poc¢tu kupujicich ¢i

na ocekavani spotiebitelt vyhledové vzhledem k budoucim cenam produktu.

1.2.2. Nabidka

Nabidka je vztah mezi ruznymi cenami zbozi a mnozstvim nabizenym pro-
davajicimi za urcité casové obdobi. Zakon nabidky tvrdi, Ze za jinak neménnych
okolnosti bude pfi rustu ceny rust také nabizené mnozstvi.

Podobné jako u poptavky, také nabidku a nabizené mnozstvi zbozi ovliviuji

ruzné faktory. V prvni fadé jde o samotnou cenu daného zbozi, ale také o ceny
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jinych produktu, pocet prodavajicich (mnozstvi a rozmanitost konkurence) nebo

technologii a naklady spojené s vyrobou.

1.2.3. Trzni rovnovaha

Pusobenim poptavky a nabidky se ¢asem ustali cena vyrobku na tzv. rov-
novazné urovni. Cena, pii které se vyrovna poptavané a nabizené mnozstvi, se
nazyva rovnovdind cena. Bod, v némz se protnou kiivky poptavky a nabidky,
oznacujeme jako rovnovadzny bod. Stav ekonomiky, kdy bude vyrovnana agregatni
(celkovd) poptavka a agregatni nabidka se nazyva rovnovdzny stav nebo pouze

rovnovdaha.

Rovnovaha na trhu

CenaP (v KC)
150 200 250 300 350
| | | | |

100
I

| | | | | |
0 20 40 60 80 100

MnoZstvi Q (v ks)

Obrazek 1.1: Trzni rovnovaha



Obrazek 1.1 znézoriiuje trzni rovnovahu. Cervend kiivka S vyjadiuje nabidku,
zelena ktivka D poptavku a bod E je rovnovaznym bodem. Rovnovaznou cenou

je v tomto konkrétnim pripadé 200 Kc.

1.3. Hospodarsky rust

Hospoddrsky rist (synonymem je pojem ekonomicky rist) znamend rust red-
Iného, neboli skutecného, produktu zemé (nejcastéji je tim myslen hruby doméci
produkt, tedy HDP) v ¢ase. Je to rust fyzického objemu vyprodukovanych vy-
robku a sluzeb za delsi obdobi, napiiklad rok. Pokud kromé HDP roste také HDP

prepocitané na jednoho obyvatele, mluvime o ekonomickém rozvoji.

vvvvvv

v ev s

otekavat vyssi hospodarsky rust (a tim také vyssi rust hodnoty investorovych in-
vestic), nez do ekonomiky s nizsim oc¢ekavanym hospodaiskym rustem. S vyssimi
prijmy plynoucimi od investoru maji ekonomiky pochopitelné vice disponibilnich
prostiedku, které samy mohou pouzit pro investovani, na rozvoj spoleénosti a na
zvySovani zivotni urovné obyvatel. Navic s ekonomickym rustem ruku v ruce
prichézi zlepsovani postaveni zemé na mezinarodnim poli nejen ekonomickych,
ale i politickych vztahu.

Je tedy ziejmé, ze pro kazdy stat je studium hospodéaiského rustu naprosto
stézejni. Kazdy stat se snazi o co nejvyssi ekonomicky rust, ovsem zejména v po-
slednich letech ve vyspélejsich zemich se o néj staty snazi v ramci tzv. udrzitelného
rozvoje. Timto pojmem je myslen rozvoj, kdy spolecnost uspokoji své potieby,
ale pfi tom nebude omezovat moznosti uspokojeni potieb budoucich generaci.
Zejména se jedna o snahu omezit zhorsovani zivotniho prostiedi (kdceni destnych
pralesti, sklenikovy efekt, znec¢istovani moif a ocedni, nadmérné vycerpavani

energetickych zdroju atp.).
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1.3.1. Faktory hospodarského ristu

Dosazeni hospodaiského rustu neni jednoduchy proces, protoze jej ovliviiuje
nékolik faktoru. Produkt kazdé ekonomiky je totiz zavisly na mnozstvi a produkti-
vité pouzitych vyrobnich faktoru. Faktory hospodarského rustu shrnuje agregdini
produkcni funkce ve tvaru

Y =Af(L,K,H),

kde Y je celkovd produkce, ktera se nazyva také skutecny produkt, A je konstanta
oznacujici efektivitu pouzivani vyrobnich vstupu, f je funkce tii proménnych,
kterymi jsou prdce L, fyzicky kapitdl K (pouziva se také zkracené oznaceni ka-
pital) a lidsky kapitdl H.

Praci rozumime védomou a ucelnou lidskou ¢innost. Mnozstvi prace v ekono-
mice je ur¢eno poc¢tem osob ochotnych a schopnych pracovat a také zaméstnanosti.
Fyzicky kapitdl jsou statky, které byly vyrobeny k tomu, aby se déle pouzivaly
k produkci novych statku, tedy napiiklad ruzné stroje, poc¢itace nebo dopravni
prostiedky. Pii zvySovani objemu kapitdlu pouzitého ve vyrobnim procesu se
zpravidla dostavi hospodarsky rust. Pripojovani nového kapitalu k jiz fungujicimu
se nazyva akumulace kapitdlu. Pojmem lidsky kapitdl je myslen souhrn znalosti,
zkuSenosti a dovednosti, kterymi ¢lovék disponuje. Vyssi vzdélanost znamend
vy$si hodnoty lidského kapitalu, coz napomaha ekonomickému rustu.

Kromé téchto faktoru ovliviiuje hospodarsky rust také technologicky pokrok,
coz jsou zmény ve vyrobnich procesech vedouci k vétsim nebo kvalitnéjsim vy-
stupum. Technologicky pokrok prinasi vyssi efektivitu vyrobnich faktoru, proto

také hraje dulezitou roli pii snaze o dosazeni hospodaiského rustu.
1.4. Ekonomické Skoly a ruzné pohledy na eko-
nomii

Ekonomie se formovala po mnoho staleti, ovsem védecké rozméry zacala ziska-
vat az v 18. stoleti diky pracem Adama Smitha a Davida Ricarda. Tito ekonomové

jsou povazovani za zakladatele tzv. klasické skoly ekonomie, ze které se pozdéji
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vyvinula neoklasickd ekonomickd skola. Postupem c¢asu se vsak objevovali eko-
nomové a ekonomické skoly s rozdilnym pohledem na ekonomii a jeji fungovani.
Nejvyraznéjsim zastupcem jiného proudu byl John Maynard Keynes, podle néhoz
byla pojmenovana keynesidnskd ekonomickd skola. Rozdily téchto kol v pohledu

na ekonomii se pokusim vysvétlit v nasledujicich dvou sekcich.

1.4.1. Klasicky a neoklasicky pristup k ekonomii

Jak jsem jiz poznamenal, za otce klasické ekonomie povazujeme pany Smithe
a Ricarda, ktefi ve svych dilech sjednotili ekonomické védéni tehdejsi doby. Mezi
dalsi vyznamné klasiky a neoklasiky fadime naptiklad Thomase Malthause, Johna
Stuarta Milla ¢ Alfreda Marshalla. Nékteré myslenky zastupcu této Skoly se
pokusim shrnout v nasledujicim odstavci.

Klasici a neoklasici vnimaji nezaméstnanost jako ptirozeny dusledek pusobeni
trzntho mechanismu. Pfi¢inou nezameéstnanosti je pro né kratkodoba nerovnovaha
mezi poptavkou po praci (tedy poptavku podniku po pracovni sile) a nabidkou
prace, coz muze byt zpusobeno napiiklad nedostatecnou informovanosti, neo-
chotou mobility ¢ neochotou akceptovat horsi (napiiklad mzdové) podminky.
Existuje podle nich jen dobrovolna nezaméstnanost, tedy kdo méa zajem praco-
vat, volné pracovni misto si okamzité najde. Kromé politiky zameéstnanosti se
zabyvali ilohou statu v ekonomice. Dosli k zavéru, ze trzni mechanismus v eko-
nomice by se mél nechat fungovat co nejvice samostatné. Stat by mél ¢init co

nejmensi zasahy a zamérit se jen na tvorbu pravidel trhu a jejich dodrzovani.

1.4.2. Keynesovsky pristup k ekonomii

John Maynard Keynes zacal svou ekonomickou kariéru jako neoklasicky eko-
nom. Zasadni zlom v jeho mysleni nastal s prichodem Velké hospodarské krize
v roce 1929. Tehdy zacal Keynes chapat, ze za netspésnym fungovanim kapita-
listickych ekonomik ve 20. stoleti pravdépodobné stala nedostatecna agregatni
poptavka. Jeho stézejnim dilem je Obecnd teorie zaméstnanosti, uroku a penez.

Mimo jiné v ném tvrdi, ze zaméstnanost je zavisla na agregatni poptavce, ktera je
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slozena z vydaju na spotiebu a na investice. Také pfisel s teorii sklonu ke spotiebeé.
Margindlnim sklonem ke spotrebé rozumime dodatecny prirustek spotieby zpuso-
beny jednotkovou zménou disponibilniho duchodu a prumérny sklon ke spotrebé
je definovany jako podil spotieby a disponibilniho duchodu.

Na Keynesovo uceni navazali dalsi ekonomové. Zminit musim Evseye Domara
a Roye Harroda, ktefi vytvorili dynamicky model hospodéaiského rustu (Keyne-
sova obecnd teorie byla statickd). Jesté ddle sel neokeynesidnsky ekonom Robert
Merton Solow, ktery do modelu hospodéarského rustu zahrnul i technologicky po-
krok. Domarovym a Solowovym modelem se budu zabyvat ve treti kapitole.

Obecné se da o keynesianskych ekonomech fici, ze povazuji ekonomiku za
vnitiné nestabilni systém, ktery vyzaduje permanentni zasahy statu, zejména
co se tyce alokace ekonomickych zdroju. Stat by podle nich mél pro dobré fun-
govani ekonomiky podporovat rust poptavky, aby byl dostatek pracovnich mist
pro vsechny obcany, ktefi maji zajem pracovat. Tedy aby byla vymycena ne-
dobrovolna nezaméstnanost, kterou keynesianci na rozdil od klasiku uznavaji, ze

existuje.
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Kapitola 2

Obycejné diferencialni rovnice
prvniho radu

Diferencialni rovnice jsou nedilnou soucasti matematické analyzy. A mate-
maticka analyza nachazi uplatnéni v mnoha praktickych odvétvich, ekonomii ne-
vyjimaje. Znalost diferencialnich rovnic a schopnost jejich feseni budu potiebovat
ve treti kapitole mé prace pii analyze ekonomickych modelu. Zaénu tedy obecnou
teorii diferencidlnich rovnic a nasledné osvétlim zakladni metody feseni téch typu
rovnic, se kterymi se setkam v Domarové a Solowové modelu. V této kapitole jsem

cerpal ze zdroju [4], [5], [0], [7], [11] a [12].

2.1. Zakladni definice a pojmy

Zacnéme nejprve zakladnimi pojmy teorie obycejnych diferencidlnich rovnic.
Definice 2.1 Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého rddu nazveme rovnici ve

tvaru
F(z,y,y/,....y™) =0, (2.1)
kde F' je redlnd funkce (n + 2) redlnych proménnych definovand na mnoziné

U C R*2,

Poznamka 2.2 Jiz doptedu je tieba zduraznit, ze Tesenim diferencidlni rovnice

je funkce jedné proménné, déle viz Poznamka 2.8.

Poznamka 2.3 Kromé obycejnych diferencidlnich rovnic existuji také parcialni
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diferencidlni rovnice, ve kterych se vyskytuji parcidlni derivace, protoze neznama
funkce je funkci vice proménnych. Ve svém textu se ale zamérim pouze na obycejné
diferencialni rovnice, pro které budu pouzivat pouze zkraceny vyraz diferencidlni

TOUNICE.

Definice 2.4 Rddem diferencidlni rovnice rozumime tad nejvyssi derivace hle-

dané funkce, kterd se v rovnici (2.1) vyskytuje.

Poznamka 2.5 Diferencidlni rovnici pruniho rddu tedy rozumime rovnici ve

tvaru
F(z,y,y") =0, (2.2)
kde F : R3 — R je definovana na mnoziné I' C R3.

Poznamka 2.6 Rovnice (2.2) je v tzv. implicitnim tvaru. Budu se zabyvat
specialnim pripadem, kdy tuto rovnici lze prepsat do jednodussiho, tzv. expli-
citniho tvaru:

y' = f(z,y), (2.3)

kde f : R? — R je definovand na mnoziné Q C R2. Ziejmé pak I' = Q x R.
Vyjadieni pomoci rovnice (2.3) budu v daldim textu pouzivat vice.

Definice 2.7 Necht h : R — R je funkce definovand na otevieném intervalu

J C R. Pak

(a) h(x) nazveme reSenim rovnice (2.2) na J, jestlize h(x) ma derivaci h'(z)

pro kazdé x € J a plati
(i) Vo € J: (x,h(x),h (x)) € T,
(ii) Ve € J: F (z,h(z), W (x)) =0.

(b) h(z) nazveme tesenim rovnice (2.3) na J, jestlize h(x) ma derivaci h'(z)

pro kazdé x € J a plati

(i) Vo € J: (z,h(x)) € Q,
(i) Vo € J: W(x) = f(z, h(x)).
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Poznamka 2.8 Pro feseni obecné rovnice (2.1) by definice byla obdobn4 jako

u Definice 2.7(a), jen derivace by byly az do n-tého Fadu.

Poznamka 2.9 V mé praci budu casto pouzivat pojmy obecné a partikuldrni
resent diferencidlni rovnice. Proto je zde neformalné nadefinuji v nasledujici de-
finici.

Definice 2.10 Obecnym resenim diferencidlni rovnice rozumime mnozinu vsech
feSeni diferencialni rovnice. Naproti tomu pojmem partikuldrni reseni diferenci-
dlni rovnice myslime jedno konkrétni feseni vybrané z obecného feSeni (d& se

ziskat napiiklad konkrétni volbou integracni konstanty).

2.2. Lokalni existence a jednoznacnost reseni Cau-
chyovy tulohy

Diferencialni rovnice maji obvykle nekoneéné mnoho feseni. Casto nés nebu-
dou zajimat vSechna feSeni, ale jen takova, ktera budou splnovat urcitou pod-
minku. Nejcastéji vyuzivana je tzv. Cauchyova (pocdatecni) podminka.

Definice 2.11 Necht (zg,40) € Q. Pak Cauchyovou poédteéni tilohou k rov-
nici (2.3) nazveme ulohu najit feseni diferencialni rovnice (2.3), ktera spliuje
podminku

y(@o) = yo. (2.4)

Podminku (2.4) nazyvame Cauchyovou (pocdtecni) podminkou. Resenim Cauchy-
ovy ulohy (2.3), (2.4) bude feseni y = y(z) diferencidlni rovnice (2.3) definované

na néjakém intervalu I obsahujicim bod z( a spliujici podminku (2.4).

Nyni tedy vime, jak vypada Cauchyova tloha a jak by meélo vypadat feseni
této ulohy. Ne vzdy ale feseni existuje. Podminku jeho existence urc¢uje nasledujici
véta.

Véta 2.12 (Peanova existencni, viz [5]) Necht je funkce f : R? — R spojitd na
oteviené mnoziné Q C R? a (zg,y0) € 2. Potom existuje alespori jedno resend
pocdatecnd ulohy (2.3), (2.4). Tedy existuje 6 > 0 a TeSeni diferencidlni rovnice

(2.3) definované na intervalu (xo — 0, z9 + d) spliugici podminku (2.4).
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Definice 2.13 (viz [7]) Rekneme, ze pocitecni tloha v = f(z,y),y(z0) = %o
je jednoznacne tesitelnd, jestlize pro kazda dvé jeji feseni y,ys existuje 6 > 0
takové, ze Va € (xg — 6,20 + 0) je y1(z) = ya(x).

Véta 2.12 zarucuje pouze existenci feSeni. Jednoznacnost zaruci az dalsi pod-
minka, nejcastéji se pouziva tzv. lokdlni Lipschitzova podminka, ktera je uvedena
v nasledujici definici.

Definice 2.14 Rekneme, ze funkce f : R? — R spliuje lokdlné Lipschitzovu
podminku v bodé (zo,yo) vzhledem k y, jestliZe existuje konstanta K > 0 a d-okoli®

Us((zo, o)) C €, takové, ze pro kazdé dva body (, y1), (x,y2) € Us((0,10)) Plati

|f(z,y1) — f(2,92)| < Klyr — vl

Poznamka 2.15 Pro splnéni lokalni Lipschitzovy podminky staci, aby na néja-
kém okoli bodu (g, yo) byla omezend parcidlni derivace g—i.
Véta 2.16 (Picardova o existenci a jednoznac¢nosti, viz [7]) Nechl je funkce
f = f(z,y) : R? = R spojitd na oteviené mnoziné Q C R? a v kazdém bodé
mnoziny ) je splnéna Lipschitzova podminka vzhledem ky. Pak pro libovolny bod
(0, Y0) € Q je pocdtecnt dloha y' = f(x,y), y(xo) = yo jednoznacné resitelnd.

Poznamka 2.17 Pro existenci feseni tedy staci, aby funkce f byla spojita na §2.
Aby navic feSeni bylo jednoznacné, staci pridat podminku, aby parcidlni derivace

g—i byla omezena na €2, viz Poznamka 2.15.

2.3. Vybrané typy diferencialnich rovnic 1. radu
a metody jejich reSeni

Definice diferencialni rovnice (2.3) je velmi obecné a v praxi se muzeme setkat
s mnoha ruznymi typy diferencidlnich rovnic, pficemz kazdy typ vyzaduje jiny
postup feSeni. Mnoho typu dokonce ani neumime fesit analyticky, v takovém
pripadé se vyuziva numerickych metod. Ve své préaci se ale budu zabyvat jen

typy, které lze tesit analyticky.

L(viz [12]) é-okoli bodu (x¢,yo) je mnozina {(x,y) € R?: pp((z,y), (To,v0)) < 5}, kde pg je
eukleidovskd metrika v R2. §-okoli bodu (x¢,yo) ozanéujeme Us((zo,yo))-
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Je nutné umét poznat, jakého typu dana rovnice je a znat algoritmus, kterym
lze dany typ rovnice tesit. V této kapitole se tedy zamérim na nékteré typy dife-
rencialnich rovnic a metody hledani jejich feseni. Konkrétné se budu zabyvat rov-
nicemi se separovanymi proménnymi, linearnimi diferencialnimi rovnicemi 1. fadu

a Bernoulliovou rovnici.

2.3.1. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice 2.18 Obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu ve tvaru

y = f(x)g(y), (2.5)

kde f,g: R — R, nazveme rovnici se separovanymi promeénnymi.
Rovnici (2.5) je mozné fesit ddle uvedenym postupem:
(a) Predpoklddejme, ze f je spojita na intervalu (a,b) a g(yo) = 0 pro néjaké
yo z D(g).? Pak
y(r) =yo, = € (a,b) (2.6)

je konstantni Tesent, coz snadno ovéfime dosazenim do rovnice (2.5).

(b) Predpokladejme, ze f je spojitd funkce na intervalu (a,b) a g je spojité
a nenulova na intervalu (c, d). Nalezneme predpis a definicni obor teseni
y rovnice (2.5), jehoz graf je podmnozina obdélniku (a,b) x (¢, d).
Pro teseni y tedy plati y/'(z) = f(z)g(y(z)) pro Vo € J, kde J C (a,b)
je interval. Diky ptredpokladu nenulovosti funkce g na intervalu (c,d) lze

rovnici (2.5) podélit vyrazem g(y(z)) a dostavame

y(@) = f(z), xe€lJ (2.7)

Oznacme

1
G(s) = /mds, s € (e, d),

2(viz [11]) Definiéni obor funkce f : A — R je mnozina A C R, tedy mnozina, kterd se zobra-
zuje do mnoziny R. Defini¢n{ obor funkece f oznacujeme D(f). Mnozinu vech funkénich hodnot
funkce f, tj. mnozinu {y € R : y = f(x),z € D(f)} nazveme obor hodnot funkce f a oznacujeme

JH(S).
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tedy

G'(s) = s € (¢,d),

9(s)’
tzn. plati, ze G’ > 0, nebo G’ < 0 na (¢,d). Odtud plyne, ze existuje
G H(G) — (c,d). Rovnici (2.7) lze zapsat jako

(Gy(2) = f(z), zel
tzn.

G(y(x)) :/f(x)dl’—i-C’, xeJ

a tedy predpis obecného tesend rovnice (2.5) je

y(z) =G ! (/f(x) dz + C) . (2.8)

Interval J uréime tak, ze plati

Vo € J:/f(x)dx—i—CGH(G).

(¢) Redeni ziskand v (a) a (b) lze v nékterych pifpadech ,slepit“ a ziskat tak
dalsi feseni. V této praci se ale s timto jevem nesetkame. Pro vice informaci

lze vyuzit napt. [5].

Poznamka 2.19 Pokud budeme mit za kol fesit pocatecni tlohu (2.3), (2.4),
pak nejprve zjistime obecné reseni ve tvaru (2.8). Pro rovnice prvniho fadu
se v tomto TeSeni vzdy objevi pouze jedina konstanta. Tu urc¢ime dosazenim

pocatecni podminky do obecného teseni.
Poznamka 2.20 Na rovnice se separovanymi proménnymi lze prevést i rovnice,

u kterych to nemusi byt na prvni pohled zrejmé. Napiiklad rovnice typu
y' = flax + by +¢),
kde a, b jsou nenulové koeficienty, by se prevedla pomoci substituce

z=ax+by+c
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az na rovnici

2 =bf(z)+a,

cOZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.

2.3.2. Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 2.21 Linedrni diferencidlni rovnici (LDR) proniho 7ddu nazveme rov-

nici ve tvaru
y = flx)y+g(x), (2.9)

kde f,g: R — R jsou spojité funkce na néjakém intervalu I C R.
Véta 2.22 (O existenci a jednozna¢nosti globalniho feseni LDR 1. fadu, viz [7])
Necht funkce f,g : R — R jsou spojité na intervalu I, v € I,y9 € R. Pak
pocdtecni uloha

y' = f@)y+g(x), y(xo) =10
ma prdvé jedno reseni definované na celém intervalu I.

Definice 2.23 Rovnici (2.9), kde g(z) = 0 na intervalu I, tedy rovnici ve tvaru

y = flz)y (2.10)

nazyvame homogenni rovnice. Pokud g(x) # 0 pro néjaké x € I, nazveme rovnici
(2.9) nehomogenni rovnict.

Poznamka 2.24 (viz [7]) Homogenni rovnice (2.10) je rovnice se separovanymi
proménnymi. Navic ma (2.10) vzdy tzv. trividini reseni y = 0. Pokud tedy je
y(xg) = 0, tak z Véty 2.22 plyne, ze Va € I : y(x) = 0. Odtud vyplyva, ze
netrividlni feseni nikdy neprotne osu z a diky spojitosti bude celé bud nad, nebo
celé pod osou .

Véta 2.25 (viz [7]) Necht y1,y2 jsou feseni rovnice (2.10) a ¢ € R. Pak také
Y1 + Yo a cyy jsou reSent rovnice (2.10).

Jinak feceno, soucet dvou libovolnych feseni i nasobek teseni realnym ¢islem je

také FeSenim rovnice (2.10). Vétu 2.25 lze také zobecnit na Vétu 2.26.
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Véta 2.26 (viz [7]) Necht yy je tesend rovnice y' = f(z)y + g1(z) a y2 je resend
rovnice y' = f(z)y+ g2(x), x € I a ¢1,co € R. Pak funkce c1yy + coys je fesenim
rovnice

Y = f(@)y + cg1(x) + c290().

Linearni diferencidlni rovnice prvnitho fadu se daji fesit ruznymi metodami.
Ja se zamérim na postup reseni LDR 1. fadu, kde homogenni rovnici budu chapat
jako rovnici se separovanymi proménnymi a nehomogenni rovnici budu resit po-
moci metody variace konstanty. Pristupme tedy nyni k samotnému hledani reseni

linearni rovnice.

Obecné feSeni homogenni rovnice

Nejprve je nutné vyfesit homogenni rovnici (2.10). To provedeme pomérné

snadno, protoze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi (2.5) pro

gy)=y, yeR (2.11)

Vysledné obecné reseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice budu znacit

symbolem g(x).
Nejprve urceme konstantni reseni. Plati g(y) = 0 <= y = 0, tzn.

y(x) =0, zel (2.12)
je jediné konstantni feSeni, coz je v souladu s Poznamkou 2.24.

Nyni budeme hledat nekonstantni tesent, a to v mnozindch Q; = R x (0, 00)
aQy =R x (—o0,0).

Nejprve tedy feseni v mnoziné €. Rovnici (2.10) upravime na tvar

/édy:/f(x)dl‘—l—a

In|y| = /f(x) dz + C, (2.13)
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kde C' € R. Ozna¢me nyni G(y) = Inly| = Iny, kde G : (0,00) — R a tedy

dostavame

Iny = /f(l’) dz + C,

tzn.

y(z) = e/ /@de O g e (2.14)
V mnoziné €2y budeme feseni hledat podobné. Dostaneme opét rovnost (2.13).
Nyni ozna¢me G(y) = In|y| = In(—y), kde G : (—00,0) — R a tedy tpravou

dostavame

In(—y) = /f(x) de + C,

vyraz odlogaritmujeme
—y(x) _ eff(z)dz . eC
a tedy
y(z) = —el J@de (O (2.15)

Ziskali jsme tedy nulové Feseni (2.12), vSechna kladnd feSeni (2.14) i vSechna

zaporna feseni (2.15). Vsechny tyto typy feseni lze zapsat jednoduse ve tvaru
g(x) = Ke/ /@ p e K eR, (2.16)
coz je obecné teseni homogenni rovnice.

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice

Nyni pomoci metody variace konstanty nalezneme partikuldrni reseni neho-
mogenni linedrni diferencidlni rovnice. Toho dosdhneme za pomoci toho, ze do
rovnice (2.9) dosadime vyraz z (2.16) s tim, ze konstantu K nahradime funkci,
tedy K = K(z) (odtud ndzev metody variace konstanty). Pti hledani parti-
kuldrntho feseni nehomogenni rovnice, které budu oznacovat symbolem Y (z),

postupujeme néasledovneé:
Y(z) = K(z)el /@®d, (2.17)
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coz jesté zderivujeme
Y(z) = K'(x)el @ 4 [ (g)el @z p gy, (2.18)

Funkci (2.17) dosadim do obecného predpisu LDR 1. fadu (2.9) za y a (2.18)
dosadim do rovnice (2.9) za y'. Déle tedy plati:

K'(a)el 108 4 K (a)el 10 () = f() K (@)el /9% 1 g(o).

Metoda variace konstanty je zalozena na tom, ze clen f(z) K (z)e/ 7% se objevi
na obou stranach rovnice a je mozné jej odecist, coz znacné zjednodusi rovnici.

Dostavame
K'(z)el 1@ 4 = g(z),

déle na levé strané rovnice osamostatnime K'(z)

K'(z) = glz)e /104

a integraci urc¢ime K (z)
K(z) = / g(z)e @ gy (2.19)

Vztah (2.19) dosadime do rovnice (2.17), ¢imz ziskame partikuldrni reseni neho-

mogenni rovnice:

Y(z) = eff(z)dz/g(x)e_ff(z)dz dz, =€l (2.20)

Obecné feSeni nehomogenni rovnice

Poslednim krokem, ktery je tieba ucinit, je vypocet obecného teseni nehomo-
genni linedrni diferencidlni rovnice. Ten ziskame souctem obecného feseni homo-
genni rovnice a partikularniho feseni nehomogenni rovnice, tedy souc¢tem rovnic
(2.16) a (2.20), t;.

y(@) =y(z) +Y(2),
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tzn.

y(x) = Kel 1@ +e”(z)dz/9(x>e‘”(z)dz dr, wel

a tedy
y(z) = e f@)do (K + /g(z)e_ff(z)dz dx) , wel, (2.21)

kde K € R. Funkce definovana v (2.21) je obecnym feSenim rovnice (2.9).

2.3.3. Bernoulliova rovnice

Definice 2.27 Bernoulliovou rovnici nazveme diferencidlni rovnici ve tvaru

y = f(x)y +g(x)y®, (2.22)

kde f, g jsou spojité funkce na intervalu I, Vx € I : g(z) #0a a € R.

Poznamka 2.28 V dalsim textu této sekce budu uvazovat, ze o # 0 a také
a # 1, protoze pro obé tyto hodnoty « by se jednalo piimo o linearni diferencidlni
rovnici, jejiz feseni jsem ukazal v minulé sekci.

Poznamka 2.29 V nésledujicim textu se omezim pouze na hledani kladnych
feSeni.

Bernoulliova rovnice se da fesit vice zpusoby. Ja se zaméfim na metodu resent,
kdy ji pomoci substituce transformuji na linearni diferencialni rovnici. V rovnici
(2.22) provedu substituci

2=y (2.23)

coz je po zderivovani

a nasledné

=y Y. (2.24)
Nyni vyndsobim obé strany rovnice (2.22) ¢lenem y~?, tj.

Yy =y " [f(x)y +g(x)y],
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Yy = flx)y' " + g(x). (2.25)

Déle dam dohromady vyrazy (2.24) a (2.25) a s vyuzitim substituce (2.23) do-

stavam rovnici

= ()7 o),
—«
coz po osamostatnéni 2z’ ddva

2= f(x)z(1 —a)+ g(z)(1 — a). (2.26)

Tato rovnice je linearni diferencialni rovnici 1. fadu. Lze ji tedy resit napiiklad
pomoci metody variace konstanty. Po nalezeni feSeni z je tfeba se vratit v sub-

stituci (2.23) zpét ke hledanému feseni Bernoulliovy rovnice (2.22).

25



Kapitola 3

Vybrané spojité ekonomické
modely

Ve tteti kapitole se zaméiim na konkrétni spojité ekonomické modely. Budu
vénovat pozornost Domarovu a Solowovu modelu rustu. Pti psani této ¢asti prace

jsem cerpal nejvice z [1], ale také z [2], [3], [3] a [10].

3.1. Domaruv model

Domaruv model, pojmenovany po vyznamném ekonomovi 20. stoleti Evseyi
Domarovi, je jednim z modelu hospodarského rustu. Evseye Domara fadime mezi
keynesianské ekonomy. O keynesianském pojeti ekonomie jsem psal v sekci 1.4.2.
Domaruv model slouzi k vysvétleni tempa ekonomického rustu na zakladé vyse
uspor a kapitalu. Model totiz vyjadiuje, jak se s ¢asem méni skutecny produkt.
Je jednim z modelu, které ekonomum a politikim poskytuji dulezité informace
o stavu ekonomiky, diky ¢emuz mohou ¢init spravna rozhodnuti o ekonomické

strategii vucéi hospodarskému rustu.

Prvni predpoklad Domarova modelu je, ze uvazujeme uzavienou dvousekto-
rovou ekonomiku. To znamena, ze nebereme v potaz vladni zasahy, ani zahrani¢n{
obchod, ale pouze existenci dvou sektort - firem a doméacnosti. V dvousektorovém
modelu ekonomiky plati, ze v rovnovazném stavu je agregdtni poptdivka (v dalsim

textu budu agregétni poptavku znacit AD) rovna souctu spotreby domacnosti (C)
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a investic firem (I). Matematicky vyjadieno, predpokldddme platnost rovnosti
AD=C+1. (3.1)

Kromé toho v rovnovazném stavu plati, ze agregatni poptavka je rovna skutecné-
mu produktu (Y'). Plati tedy
AD =Y (3.2)

a rovnice (3.1) a (3.2) muzu piepsat do tvaru
Y =C+1. (3.3)

Jednou z hlavnich myslenek Domarova modelu je to, ze investicemi muzeme
zvysit vyrobni kapacitu (Q). V pripadé, ze bude vyrobni kapacita vzdy plné
vyuzita (coz Domaruv model vyzaduje), tak prirustek potencidlniho produktu (P),
ktery je zpusoben zvySenim vyrobni kapacity, musi pohltit agregatni poptavka.
Jestlize je ale mezni sklon ke spotfebé mensi nez 1, tak zvyseni spotieby zachyti
jen c¢ast zvyseni produkce a zbylou ¢ast musi zachytit dalsi zvyseni investic. Toto
zvySeni investic ale opét zpusobi zvyseni vyrobni kapacity a tak dale. Abychom
se vyhnuli nevyuzité vyrobni kapacité, je tedy nutné investice stdle zvySovat.
Je dulezité také poznamenat, ze Domaruv model zavisi na case. VSechny vyse
uvedené veli¢iny jsou tedy velicinami casové proménné t. Pro vétsi prehlednost
nebudu ve svém textu proménnou ¢ psat.

Rovnost (3.3) muzu zderivovat, coz se mi bude dale hodit. Mém tedy rovnici
Y =C'+ 1, (3.4)

kterd vyjadiuje, ze rychlost zmény skute¢ného produktu je rovna rychlosti zmény

spottfeby a investic.

Druhym predpokladem Solowova modelu je konstantni primérny sklon ke
spotrebé (oznacuji ¢ a plati ¢ € R, ¢ > 0), tedy predpoklad, ze pomér spotieby ke

skutecnému produktu je v ¢ase konstantni, tzn.
C
=_ 3.5
c= 3 (35)
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tedy plati
C=cY. (3.6)

Prumérny sklon ke spotiebé lze vyjadrit i pomoci priumérného sklonu k tspordm
(oznacuji s a plati s € R, s + ¢ = 1), coz se mi v dalsim textu bude lépe hodit.

Matematické vyjadieni vypada nasledovné
C=(1-9)Y. (3.7)
A tedy rovnici (3.4) lze za pomoci rovnice (3.7) vyjadrit jako
Y=(1-s)Y +1TI. (3.8)
Upravou rovnice (3.8) zskdvdm

1
y'=-T1. (3.9)

Kromé toho potifebuji pomoci investic vyjadrit také potencialni produkt. Ve
spojitém modelu plati

P =ol, (3.10)

kde o je koeficient ukazujici, jak jednotka investic zvySuje vyrobni kapacitu
(@ a tim i potencialni produkt P. Za predpokladu, ze kapacita produkce je plné
vyuzita, musi byt rychlost zvyseni potencialniho produktu rovno rychlosti zvyseni
skutecného produktu, tedy

Y'=P. (3.11)

Mame tedy rovnice (3.9), (3.10) a (3.11), odkud lze ziskat rovnici
I' =osl. (3.12)

Rovnice (3.12) vyjadiuje vztah, ktery musi platit, aby kapacita produkce byla
stale plné vyuzitd. Rovnice (3.12) je homogenni linedrni diferencidlni rovnice.
Jeji teseni ziskam dosazenim do (2.16), tj.

I(t) = Kel o,
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tedy
I(t) = Ke™. (3.13)

Pro pocdtecni hodnotu investic I(0) = Iy, kde Iy € RT (uvazujeme, ze investice

mohou nabyvat jen kladnych hodnot), plati dle (3.13) rovnost
Ip=Ke™ = K.
Obecné tesent rovnice (3.12) je tedy v nasem pripadé ve tvaru
I(t) = Le”". (3.14)

Z rovnice (3.14) je zfejmé, ze hodnota investice musi rust konstantni mirou so.

Déle zintegruji obé strany rovnice (3.9) podle proménné ¢, tedy

Y'(t)dt = lll(t) dt,
Jroa= ]

1
Y = -1+ A, (3.15)
S

7 ¢ehoz dostavam rovnost

kde A € R je libovolnd konstanta. Pomoci rovnosti (3.14) muzu rovnici (3.15)

upravit do tvaru
1
Y(t) = =1y e*" + A.
s
Za predpokladu, ze zaciname v rovnovazném stavu musi byt sYy = Ij, tedy
Yy = %IO. V dusledku toho je zfejmé, ze musi byt A = 0. Takze dostavame

vyslednou funkci

Y(t) =Yy - e*, (3.16)
kde t € (0,00). Odtud je ziejmé, Ze také skutecny produkt Y roste mirou so.

Priiklad 3.1 Méjme s = 0,24,0 = % Urcete podle Domarova modelu, jak v case
roste skuteény produkt Y, vypocitejte hodnotu Y (¢) pro t = 3 a miru rustu Y pro
t = 3, jestlize Iy = 24,Y, = 100.
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Reseni: Postup vypoctu plné odpovida vyse uvedenému odvozeni Domarova mo-

delu, proto zde pouze dosadim koeficienty s a o do vysledné rovnice (3.16), tedy
Y (t) = 100 - %245 = 100 - e*0%,

Odtud je ztejmé, ze skutecny produkt roste mirou 0,08. Konkrétné pro t = 3

bude hodnota skutecného produktu nasledujici:
Y (3) = 100 - %% ~ 127,12.

Vyvoj produktu Y v case t graficky znazornuje Obréazek 3.1.

Skutec¢ny produkt Y v ¢ase t
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Obrazek 3.1: Vyvoj skutecného produktu v case
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3.2. Solowuv model rustu

Robert Merton Solow se podobné jako Evseyi Domar zabyval ekonomickym
rustem. Nejzndméjsim Solowovym pocinem je rustovy model, ktery se v této
kapitole pokusim predstavit. Solowa fadime mezi neokeynesiance, nicméné velmi
casto vychézel i z neoklasického uceni. A pravé tomuto Solowovu modelu se nékdy
iika téz neoklasicky rustovy model. Jedna se o velmi dulezity ekonomicky model,
o ¢cemz svedci i fakt, ze za jeho vytvoreni Solow obdrzel roku 1987 Nobelovu cenu
za ekonomii.

Cilem Solowova modelu je podobné jako u Domarova modelu popsat ekono-
micky rust. Model se snazi zjistit zejména dvé véci. Tou prvni je, zda je mozné
pri stale plném vyuziti pracovni sily dosahnout rustu skuteéného produktu Y .
Druhou otazkou, kterou si model klade, je to, zda je takova situace stabilni (sta-
bilitou je mysleno, ze pfi malé zméné vstupnich parametru se chovani a vysledné
hodnoty modelu piili§ nezmén{ a budou konvergovat ke stdlému stavu'). Mizeme
vysetfovat také specifické pripady Solowova modelu, ja se zaméfim na model
s Cobb-Douglasovou produkcni funkci. Na rozdil od Domarova modelu se navic

bude ten Solowuv snazit zohlednit také technologicky pokrok.

3.2.1. Predpoklady modelu

Prvnim piedpokladem Solowova modelu je, ze podobné jako u Domarova
modelu uvazujeme uzavienou dvousektorovou ekonomiku, tedy existenci pouze
dvou sektoru - domécnosti starajicich se o spotrebu C a firem vytvarejicich in-
vestice I, tj.

Y=C+1. (3.17)

Druhym piredpokladem je, Zze rychlost rustu skuteéného produktu Y je

pifmo imérna jeho velikosti, pricemz konstanta imérnosti je 7 (viz déle). Tedy

1Stalym stavem rozumime dlouhodoby rovnovazny bod ekonomiky. Tedy bod, ve kterém
by ekonomika méla skonc¢it nezavisle na vychozich hodnotach kapitélu, za predpokladu, ze je
v modelu splnéna stabilita.
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uvazujeme vztah

vy =2y, (3.18)
k
tzn.
Y' s
R 3.19
v = (3.19)

kde Y’ znadci rychlost rustu skutec¢ného produktu, s je prumérny sklon k tisporam

(uspory oznacujeme S), tedy
S
= —. 3.20
=2 (320)

Déle k je proménnéa definovana vztahem
k=— (3.21)

kde K’ je rychlost zmény kapitdlu.

Trieti predpoklad k4, ze rychlost zmény kapitdlu za kratky ¢asovy okamzik

t > 0 je rovna hodnoté investic. Plati tedy
K'(t) = I(t). (3.22)

Poznamka 3.2 V rovnovazném stavu je navic hodnota investic rovna hodnoté
uspor, tedy
I=S. (3.23)

Proto také plati vztah (3.19) vyse.

Ctvrty piedpoklad je, ze populace roste konstantni mirou n a stejnou mirou
roste také pracujici populace. Za téchto predpokladu je podminkou pro mozny
rust skutec¢ného produktu pii plné zaméstnanosti vztah

s

n=—.

k
Z tohoto vztahu muzeme také vyjadrit proménnou k jako

k= (3.24)

S
o
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Patym predpokladem Solowova modelu rustu je existence produkéni funkce,
kterd je homogenni funkci pruniho stupné.? Déle se v této produkéni funkci
predpoklada neomezena nahraditelnost mezi kapitilem K a praci L, tedy ze
muzeme uvazovat libovolnou vysi kapitalu pfi odpovidajicim mnozstvi prace.
Produkéni funkce, se kterou pracuje Solowuv model, uvazuje pouze dva faktory,

kapital K a praci L. Tvar produkéni funkce je nasledujici:
Y = f(K,L). (3.25)

To 1ze diky faktu, ze produkéni funkce je homogenni funkei prvniho fadu, zapsat

v takzvaném intenzivnim tvaru

Y
Z = f(?",l), (3.26)
kde r definované vztahem
K
- 3.27
r== (3:27)

je takzvana kapitalovd intenzita. Tento pojem zna¢i prumérny objem kapitalu,

ktery pripada pro pouziti jednim pracovnikem, tedy jednotkou prace.

3.2.2. Rust skutecného produktu

Nejprve se budeme zabyvat prvni otdazkou Solowova modelu, tedy zda pii stale
plném vyuziti pracovni sily L muzeme dosahnout rustu skutetného produktu Y.
Vime, ze plati rovnosti (3.21) a (3.24). Bude nés zajimat, kdy plati také rov-
nost k = % Tu 1ze déle upravit pomoci dosazeni produkéni funkce v intenzivnim

tvaru (3.26), tzn.

. K K
Y Lf(n1) f(n1)
tedy
S r

2(viz [5]) Funkci f : R™ — R nazveme homogenni funkci proniho stupné v @ C R™, jestlize
YA>0aVe e Qje f(Ax) = Af(x).
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coz muze byt zapsano také jako

sf(r,1) = nr. (3.29)

Resenim rovnice (3.28) zjistime kapitdlovou intenzitu r, tedy pozadované mnoz-
stvi kapitalu K na jednotku prace L. Rovnici (3.29) muzeme znazornit také gra-

ficky jako na Obrazku 3.2.

nr
B sf(r,1)
O — L
T I
0 A r

Obrazek 3.2: Graficka interpretace rovnice (3.29)

Pro vhodné zvolenou produkéni funkei maji kiivky sf(r, 1) a nr vzdy prave je-
den prusecik B. Tento prusecik je staly stav v Solowové modelu. Hodnota A znaci
pozadovanou vysi kapitalové intenzity. Ve skutecnosti tato vyse kapitalové in-
tenzity také umoznuje rust skuteéného produktu. Rustu skutecného produktu pri
stdle plném vyuZiti pracovnt sily tedy je mozné dosdihnout a bude to tehdy, kdyz

. K _
bude platit rovnost 3 =

s
o
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3.2.3. Stabilita modelu

Nyni se muzeme presunout ke druhé otéazce, kterou si klademe, tedy k otézce
stability. Vyuzijeme zde také rovnice uvedené vyse. Z rovnic (3.20), (3.22) a (3.23)
plyne, ze plati také vztah

K' = sY. (3.30)

Déle, protoze je stale plné vyuzita pracovni sila, tak plati
L(t) = Loe™. (3.31)
Z rovnic (3.27) a (3.31) muzu psat
K(t) = rLee™. (3.32)
Derivaci ¢lenu K a r podle ¢asové proménné ¢ dostavam
K' =1 Lye™ + nrLge™,
coz pomoci rovnic (3.26), (3.30), (3.31) prepisu do tvaru
sLoe™ f(r,1) = r'Loe™ + nrLge™.
Vyraz Loe™ muzeme vykratit a dostavame
sf(r,1) =r"+nr,
odkud vyjadiime " jako
r'=sf(r,1) —nr. (3.33)

Rovnice (3.33) je zékladni rovnici Solowova modelu. Je vidét, ze pokud bychom
uvazovali r v rovnovazném stavu, tedy ze by platila rovnost ' = 0, potom bychom
z rovnice (3.33) dostali rovnici (3.29).

Nyni se vratme k Obrazku 3.2. Vlevo (resp. vpravo) od bodu A je funkce
sf(r,1) nad (resp. pod) funkci nr. Tedy plati sf(r,1) —nr > 0 (resp. sf(r,1) —
nr < 0). Odtud a z rovnice (3.33) plyne, ze vlevo (resp. vpravo) od bodu A je
hodnota 7’ kladné (resp. zaporna). Tedy hodnota r se zvySuje (resp. snizuje),
pokud je mensi (resp. vétsi), nez hodnota r v rovnovazném bodé. Diky tomu je

zarucéena a dokdzdna stabilita.
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3.2.4. Vyuziti Cobb-Douglasovy produkéni funkce

Nyni muzeme pomérné snadno vySetrovat specifické pripady a to nahrazenim
obecné funkce f(r,1) konkrétni funkei. Casto se vyuzivéa tzv. Cobb-Douglasova
produkcni funkce, pro kterou jsme schopni urécit také predpis feSeni diferencialni

rovnice (3.33). Cobb-Douglasova produkéni funkce ma tvar
Y = K°L'™, (3.34)

kde o € (0,1). Pak dostavame f(r,1) = r®. Zékladni obecna rovnice (3.33)
vypada nasledovné

r' = sr® —nr. (3.35)

Rovnice (3.35) je Bernoulliova diferencialni rovnice. Metodu hledani jejiho resent
jsem obecné popsal jiz v teoretické ¢asti k diferencidlnim rovnicim v sekci 2.3.3.
Uzijeme zde tedy substituci

z=r (3.36)

Nyni mohu piimo dosadit do odvozené rovnice (2.26), coz dava v tomto konkrétnim

pripadé vyslednou rovnici
24+ (1—a)nz=s(1—a). (3.37)

Rovnice (3.37) je linedrni diferencialni rovnice prvniho fddu. V ni nejprve vyresim
homogenni rovnici a nasledné metodou variace konstanty také nehomogenni rov-

nici. Homogenni rovnice ma tvar
2 =—(1-a)nz. (3.38)

Tuto rovnici vytesim dle postupu v sekci 2.3.2 a vysledné obecné feseni homogenni

rovnice bude po vzoru (2.16) vypadat nasledovné:
Z = Ke "17a)t, (3.39)

kde K je kladna konstanta, tj. K > 0. Pro partikulaini feSeni nehomogenni

rovnice plati vyse odvozdeny predpis (2.20). Po dosazeni do néj ziskdvam

Z(t) _ e—f(l—a)ndt /5(1 o a>e—f—(1—a)ndt dt,

36



coz lze upravit a zjednodusit az na tvar
Z(t) = —. (3.40)

Obecné teseni nehomogenni rovnice nyni ziskam sec¢tenim obecného reseni homo-

genni rovnice a partikularniho feseni nehomogenni rovnice, tedy souc¢tem rovnic

(3.39) a (3.40):

2(t) = Ke 1=t 4 (3.41)

n
Rovnice (3.41) je obecnym feSenim nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice
(3.37) Nyni se vratim k rovnici (3.36), ze které si vyjadiim kapitdlovou intenzitu
r jako

1

r=zl-a. (3.42)
Do rovnice (3.42) dosadim piedpis funkce z zjistény v rovnici (3.41)
s1Ta
r(t) = [Ke—”ﬂ—a)t + —] (3.43)
n

Ozna¢me ¢ jako hodnotu funkce r pro ¢t = 0. Z rovnice (3.43) dostdvam

jeet

v (3

odkud si vyjadiim konstantu K jako
K = T’ol_a — f

Tento vztah mohu dosadit do rovnice (3.43) a ziskdvam feSeni rovnice (3.35),
spliujici pocatecni podminku r(0) = rg, ve tvaru

T(t) _ |:<,r,01—a - %) e—n(l—a)t + %] 1-a . (344)

Z rovnice (3.44) je ziejmé, ze pokud n a (1 — «) jsou kladné, tak se zvysujicim se

casem t jde vyraz (ro! = —£)e (1= do nuly a tim padem se kapitalov4 intenzita
1

r ustali na konstantni hodnoté (%) 1-o  Matematicky zapsano plati

lim r(t) = <£>ﬁ .

t—o0 n
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3.2.5. Zohlednéni technologického pokroku

Na zacatku kapitoly o Solowové modelu jsem zminoval, ze tento model zo-
hlediiuje technologicky pokrok. Ten se projevuje zvySenim produktivity prace.
To znamena, ze v kazdém case t stejnd jednotka pracovni sily produkuje vice nez
v case t — dt. Nyni pokud budeme predpokladat, ze technologicky pokrok se déje
stéle konstantni mérou, tak muzeme n interpretovat jako miru rustu pracovni sily
plus miru technologického pokroku. Prace L = Lye™ by v takovém piipadé byla
meérena efektivnimi jednotkami. Dalsi postup v analyze by byl stejny jako vyse.

Obecné se da Tici, ze se zvysujici se spotfebou by mél nastat ekonomicky
rust. Muzeme si tak klast otazku, zda pokud by byla jedinym cilem spole¢nosti
maximalizace spotfeby na jednotku pracovni sily a systém by sméfoval do dlou-
hodobého rovnovazného bodu, tedy do stalého stavu, jak bychom toho dosahli?
Odpovéd na to dava takzvané zlaté pravidlo akumulace kapitalu. Pfi cesté do

stalého stavu rostou vsechny proménné stejnou mirou n, takze plati
K' =nK. (3.45)
Déle je spotfeba rovna rozdilu skute¢ného produktu a investic, tedy
c=Y -1,
coz s vyuzitim rovnosti (3.25) a (3.45) a toho, ze K’ = I mohu piepsat do tvaru
C=f(K,L)—nkK.

Protoze produkéni funkee je homogenni funkei prvniho fadu, a protoze plati rov-

nost (3.27), tak mohu pokracovat v tpravé na tvar

C
— = f(r,1) —nr.
— = (1)
Hleddam maximalni vysi spotieby na jednotku préace, tedy maximum vyrazu %

Zderivuji tedy funkci a polozim ji rovnu nule, ¢imz najdu stacionarni bod a tim

také nutnou podminku maxima. Tedy
d[f(?”, 1) B ’I’LT’] o af
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9 f(r1)

5t < 0, proto

9f(r,1)
0K

Pro druhou derivaci spravné se chovajici produkéni funkce plati

je stacionarni bod dany rovnici (3.46) ostrym lokalnim maximem. Vyraz
nazyvame margindlni produkt kapitdlu. Zlaté pravidlo tedy tika, ze maximalizace
spotfeby na jednotku prace dosdhneme, kdyz se marginalni produkt kapitdlu

6f(’r‘,1) 7 v o ’
=5~ Vvyrovnd mife rustu pracovni sily n.

Priklad 3.3 Predpokladejme agregatni produkéni funkci ve tvaru ¥V = K L3,
miru rustu pracovni sily n = 0,05 a prumérny sklon k usporam s = 0,2. Vyfteste

nasledujici ukoly:

(a) Vypocitejte pomér kapitdlu a skuteéného produktu musi byt, aby mohl pfi

plné zaméstnanosti nastat rust skutecného produktu.
(b) Vypocitejte odpovidajici hodnotu kapitalové intenzity.

(c) Vyteste diferencidlni rovnici dle Solowova modelu a ukazte, Ze je rovnovazny

bod stabilni.

Reseni: Hleddme pomér %, ktery spliuje podminku k = % = 2. Tedy vypocitam
k=2= % = 4, coz je odpovéd na otdzku (a).

V otézce (b) hleddme pomér r = %, tedy objem kapitalu piipadajici na jednotku
prace. Zname jiz pomeér k = %, tak do néj dosadime produkéni funkei Y = K 5Ls

1
(o4 K_ _K _ (K\3 . K cK _ (K\3 _ 43 _
adostavamey—K%L% = (£)3. Pro pomér £ tedy plati &£ = (£)" = 4% = 64.

Po dosazeni znamych hodnot méa diferencidlni rovnice (3.35) tvar
¥ =02r3 — 0,05r.

Rovnici vytesime dle postupu vyse metodou variace konstanty s vyuzitim substi-

tuce. Vyslednou rovnici je

OOSt

) 2173 o, 3
(0 = ae 008 PRI [ g

0,05

Pro t — oo jde vyraz Ae=5t do nuly. Proto jde 7(t) limitné do hodnoty 4* = 64,

coz je staly stav, tedy dlouhodoba stabilni rovnovazna hodnota.
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Téma mé bakalaiské prace jsem si zvolil po konzultaci s panem docentem
Tomeckem, protoze jsem chtél skloubit svou matematickou ¢ast studia s eko-
nomickou a zjistit, jak se teorie z matematické analyzy da vyuzit v ekonomii.
Prace z mého pohledu splnila 1cel a jsem rad, ze jsem mohl okusit matematicko-
ekonomickou symbiézu na vlastni kuzi. Vérim, ze také ctenar, ktery praci oteviel
s umyslem najit prakticky piiklad vyuziti matematiky v ekonomii, zde nasel,
po cem touzil. Kromé ukazky aplikace matematiky v ekonomii mi prace pomohla
rozsitit obzory v teorii matematické i ekonomické a naucila mé generovat obrazky
grafu v programu R.

V prvni kapitole jsem se vénoval ekonomické teorii. Popsal jsem struc¢né, jakou
roli hraje na ekonomickém trhu poptavka a nabidka a vysvétlil jsem pojem rov-
novahy na trhu. Dalsi ¢ast prvni kapitoly byla vénovana hospodaiskému rustu
a faktorum, které jej mohou ovlivnit. V posledni ¢asti ekonomické teorie jsem
popsal, jaky pristup k ekonomii razi neoklasicka a keynesidanska skola.

Druhé kapitola byla zamétfena na teorii diferencidlnich rovnic. V ni jsem
nejprve vysvétlil zakladni pojmy, nasledné jsem se vénoval existenci a jedno-
znacnosti feseni Cauchyovy tlohy. V posledni ¢asti jsem ukéazal vybrané typy
diferencialnich rovnic prvniho radu a zpusoby, jak nalézt jejich feseni. Konkrétné
Slo o diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi, linearni diferencidlni
rovnice 1. fadu fesené metodou variace konstanty a Bernoulliovu rovnici.

Treti ¢ast jsem vénoval vybranym spojitym modelum ekonomického rustu.
Prvnim z nich byl Domaruv model, ktery vysvétloval tempo rustu na zakladé vyse

uspor a kapitalu. O néco komplexnéjsi byl Solowtuv model rustu, ktery na rozdil
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od Domarova modelu zohlednil také technologicky pokrok. V obou modelech jsem

vyuzil grafického znézornéni vygenerovaného programem R.
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