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Uvod

Cilem prace je popis vyskytu fraktali ve vytvarném umeéni. Prace je rozdélena
do dvou c¢asti, a to teoretické a praktické. V prvni zminéné casti se Ctenar
seznami strucné s historii. Dozvi se, ze prvni, kdo se fraktaly zacal zabyvat
systematicky, byl Benoit B. Mandelbrot, a to az v druhé poloviné dvacatého
stoleti. Jedna se tedy o pomérné mladou disciplinu.

Dale se ¢tenar seznami se tfemi riznymi definicemi fraktald, konkrétné
s definici fraktali ve smyslu B. B. Mandelbrota (pomoci tzv. fraktalni di-
menze), dale s axiomatickou sobépodobnostni definici (pomoci pojmu sobé-
podobnosti), kterd muze byt pro laika nejsnaze pochopitelnd, a v posledni
fadé s definici fraktalu jakozto atraktoru itera¢niho funkéniho systému. Po-
sledni zminéna definice vyzaduje nejvice matematické teorie, ktera byla cer-
pana predevsim z [ | a [Bar]. Upozornéme, ze tyto t¥i definice vzajemné
nekoinciduji, tj. nejsou ekvivalentni.

Teoreticka cast je interpretovana pomoci tii jednoduchych standardnich
priklada fraktald, jmenovité jsou to Cantorovo diskontinuum, Sierpinského
trojiuhelnik a Kochova krivka. U kazdého z nich jsme pro nazornost vytvo-
rili obrazek, jak konkrétni objekt vznika. Tyto obrazky byly vytvoreny v
programu Gimp. Déle jsme spocitali ptislusné dimenze, kde pro pokryvaci
dimenzi jsme vytvorili opét v programu Gimp sérii pokryti daného objektu
a namérené hodnoty jsme nasledné zpracovali v programu Excel do grafu.
Poté se vénujeme danym piikladim z pohledu zbyvajicich dvou definic.

Druhé ¢éast je vénovana popisu samotnych fraktalt v umeéni. Zamérime se
na podlahy kosteli, kde dominuje Sierpinského trojuhelnik, a dale na droste
efekt, ktery se vyskytoval v urcité formé v cirkevnich stavbach jiz od 10. sto-
leti, ale nyni ma spise charakter reklamy. Jednotlivé objekty jsou fazeny
prevazné chronologicky od téch nejstarsich po ty nejnovéjsi a jsou popsany
pomoci teoretického zédkladu z prvni ¢asti.

Zdiraznéme, zZe si prace neklade narok na iplnost. Je zde popsdn nutny
zéklad problematiky fraktali a je spiSe zamérena na konkrétni priklady.



Kapitola 1

Cast teoreticka: elementarni
teorie fraktalu

1.1. Strucna historie

Ackoli je za otce fraktalni geometrie povazovan matematik polského puvodu
Benoit B. Mandelbrot (1924-2010), uz dfive byly objeveny objekty, které
budily respekt, nebot se daly jen tézko popsat pomoci klasické eukleidov-
ské geometrie. Jiz v roce 1883 publikoval némecky matematik Georg Cantor
(1845-1918) strukturu, kterou zndme pod nazvem Cantorovo diskontinuum.
O par desitek let pozdéji, v roce 1904, objevil svédsky matematik Helge
von Koch (1870-1924) kiivku, kterd nese jméno pravé po svém autorovi,
tedy Kochova ktivka. Dalsim zndmym objektem je napt. Sierpinského troju-
helnik, ktery byl predstaven polskym matematikem Waclawem Sierpinskim
(1882-1969) v roce 1916.

V dobé objevu byly zminéné objekty (i mnoho dalsich) oznacovany za ma-
tematicka monstra, a to predevsim z toho divodu, Ze byly obtiZzné popsatelné
v ramci eukleidovské geometrie. Klasicka eukleidovska geometrie tady selha-
vala. Jako fraktaly zacaly byt oznacovany teprve v druhé poloviné 20. stoleti.
Tento pojem zavedl a definoval pravé B. B. Mandelbrot a vychazi z latinského
slova fractus = (z)lomeny. Existuje vice definici fraktalu, které nekoinciduji,
a je potfeba vzdy specifikovat, kterou definici mame na mysli, aby nedo-
chazelo k nedorozuménim. V nésledujicich kapitolach si uvedeme tii rtizné
definice.

Byl to tedy B. B. Mandelbrot, kdo se zacal fraktaly systematicky zaby-
vat. Vsimal si podobnosti mezi prvotnimi fraktaly a prirodou, nachéazel zde
podobné tvary a v tom, co se zdalo na prvni pohled vyjimecné a zvlastni,
nachazel pravidla. V roce 1975 publikoval knihu Les objets fractals: form,



hasard et dimension (viz | ]), ve které zpracoval prvni teorii fraktala,
a uplnéji se této tematice vénoval v knize The Fractal Geometry of Nature
(viz | ]) z roku 1982.

K rozmachu studia fraktali prispél zasadnim zpusobem rozvoj pocitac,
nebot pravé pomoci nich mohly byt aproximativné znézornény tyto neko-
necné Clenité utvary.

Pro dalsi informace k teorii fraktalt viz napt. [Bar], | 1, [ ],
[ ] nebo [PR].

1.2. Definice fraktalu podle Mandelbrota

Definice 1.1. (Mandelbrot, viz | |) Fraktdl ve smyslu Mandelbrota je
geometricky objekt, jehoz fraktalni dimenze je vétsi nez topologicka.

To nastane, je-li fraktdlni dimenze necelociselna. Tim se muzeme vy-
hnout zavedeni pojmu topologickd dimenze, coz neni trivialni pojem (viz
napt. [[ng]). Fraktalni dimenzi Mandelbrot minil dimenzi Hausdorffovu-
-Besikovicovu (viz napf. | ] nebo [Fal]). K jejimu zavedeni se vyuziva
Hausdorffova mira. My se vSak omezime na vysloveni dvou definic, a to
pokryvaci dimenze a sobépodobnostni dimenze, k jejimuz vypocétu slouzi
Moranova-Hutchinsonova formule. Tyto tii dimenze se v urcitych situacich
mohou shodovat, ale také lisit.

Ponévadz Morantiv-Hutchinsontiv vzorec pracuje s pojmy souvisejici s te-
orii iterac¢nich systémii funkci, uvedeme si jej i zminéné dimenze az v kapi-
tole 1.5.

1.3. ,,Sobépodobnostni* axiomaticka definice

Definice 1.2. Fraktilem nazveme geometricky objekt, ktery vykazuje
znamky sobépodobnosti.

Toto pojeti miize byt snazsi na pochopeni, zejména pro nematematiky.
Jedna se totiz o vizualni zalezitost. A pravé nematematickd komunita pouziva
tuto definici s tim, Ze uzité pojmy se berou jako samoziejmé (anglicky self-
-explaining).

Pojem sobépodobnosti tedy primo definovat nebudeme. Jde o axiomatic-
kou definici a sdm nazev nam napovida, ze jde o jakousi podobnost sobé
samému, presnéji objekt obsahuje casti, které jsou stejné jako celek nebo
se mu jen podobaji, a to na vsech trovnich (Skalach) az do nekone¢na. Mira
,podobnosti* miize byt riznd. Vlastnosti se mohou opakovat striktné, ale téz



velmi volné (napf. u stromu vétve z vétvi, matrjosky). Navic v pifrodé se
s nekonecnou situaci nikdy nesetkdme. Stejnou podobu nalézame jen na né-
kolika (koneéné mnoha) trovnich, nékdy hovorime v obecnéjsi souvislosti o
tzv. sobépribuznosti (viz [AFRR]). Déle tyto pojmy rozliSovat nebudeme a vy-
stacime si jen s pojmem sobépodobnosti, prestoze by nebyla zachovana presna
kopie, ale jen urcitd vlastnost. Pro podrobnéjsi informace viz napt. [Fed],
[PJ592] nebo [PJS04].

Poznamka 1.1. Droste efekt je typickym prikladem vykazujici sobépodob-
nost. Efekt je pojmenovan po nizozemské znacce kakaa, kterd v roce 1904
uvedla na trh svij produkt. Jednalo se o plechovku kakaa, na niz byla vyob-
razena zdravotni sestficka nesouci tac se zminénou plechovkou kakaa, na niz
se motiv opét opakoval (viz obrazek 1.1). Od té doby se s timto efektem mu-
zeme setkat na radé riznych produkti. Nékteré z nich si ukdZzeme a popiseme
v praktické ¢asti.

Obréazek 1.1: Droste efekt (zdroj: [1])
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1.4. Atraktory iteracnich systému funkci

V nasledujici kapitolce si nadefinujeme fraktal pomoci itera¢nich systémiu
funkei a uvedeme si dvé ekvivalentni znéni definice. Budeme pracovat s pojmy
jako jsou uplny metricky prostor, kontrakce ¢i hyperprostor a pro tplnost si
pripomeneme i nékteré zédkladni pojmy. Informace byly ¢erpany predevsim

z [AFR], [Bar] a [Hut].

Definice 1.3. Metrickym prostorem nazveme uspotradanou dvojici (X, d),
kde X je mnozina a d zobrazeni kartézského soucinu X x X do R spliujici
podminky

>0 (nezdpornost),
0=z = (definitnost),
=d(y,z) (symetrie),
d(xz,y) +d(y,z) (trojuhelnikovd nerovnost),

pro kazdé x,y,z € X.
Cislo d(z,y) budeme nazyvat vzddlenost prvku x, y a zobrazeni d budeme
nazyvat metrikou prostoru (X, d).

Definice 1.4. Necht (x,)%°, je posloupnost bodit v prostoru (X,d). Rek-
neme, ze posloupnost (x,)2, konverguje k bodu zy, je-li

nh_g)lo d(xn,z9) =0,
tj. plati-li
Ve > 03dng € NVn € N:in > ng = d(z,, xo) < €.

Definice 1.5. Necht (z,,)22; je posloupnost bodt v prostoru (X, d). Posloup-
nost (z,)%°, nazveme cauchyovskou, jestlize plati

Ve >03dng € NVn,m € Nin,m > ng = d(x,, Tm) < €.

V pripadé metrickych prostort plati, je-li posloupnost konvergentni, pak
je cauchyovska. Jestlize plati i obracend implikace, pak se jedna o uplny
metricky prostor, viz nasledujici definici.

Definice 1.6. Metricky prostor (X, d) nazyvame uplnyg, je-li kazda cauchy-
ovské posloupnost bodi z X konvergentni v (X, d).

11



Definice 1.7. Rikdme, 7e metricky prostor (X,d) je kompaktni, jestlize
z kazdé posloupnosti bodi prostoru X lze vybrat posloupnost konvergentni
v X. Mnozina A C X se nazyva kompaktni, je-li (A, d) kompaktni metricky
prostor.

Je znamo, ze kazdy kompaktni metricky prostor je tplny. Obracené to
vsak obecné platit nemusi.

Ozna¢me K(X) mnozinu vSech neprazdnych kompaktnich podmnozin
mnoziny X, tj. £(X) ={A C X| X je kompaktni mnozina}. Nyni si na této
mnoziné K(X) nadefinujeme Hausdorffovu metriku dy. Vyjdeme z metriky d
na puvodnim prostoru X. Vzdalenost bodu od mnoziny chapeme jako mno-
zinovou metriku. Toho vyuzijeme pii definici vzdalenosti dvou kompaktnich
mnozin.

Definice 1.8. Necht (X,d) je metricky prostor, x € X a B € K(X) je
kompaktni podmnozina X. Pak

d(x, B) = min{d(z,y)| y € B}
definuje mnozinovou vzddlenost bodu x od mnoziny B.

Déle misto bodu z vezmeme neprazdnou kompaktni podmnozinu A C X
a budeme se zajimat o jeji nejvzdalenéjsi bod od mnoziny B, tedy

d(A, B) = max{d(x, B)| x € A}.

Od metriky pozadujeme symetrii, ale d(A,B) = d(B,A) obecné neplati.
Proto vzdalenost mnozin A, B € K(X) definujeme jako maximum téchto
dvou hodnot

dy(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}.

Tato metrika se nazyva Hausdorffova metrika. MizZeme si ji rozepsat
di (A, B) = max{max{min{d(z, y)} }, max{min{d(z,y)} }}

Definice 1.9. Necht (X, d) je metricky prostor, pak mnozinu vsech neprazd-
nych kompaktnich podmnozin tohoto prostoru nazveme hyperprostor a bu-
deme jej znacit (K(X),dn) nebo jen K(X), kde dy je tzv. Hausdorffova
metrika.

Nésledujici skutecnost neni trividlni a dikaz nalezneme napt. v [Bar],
[Hut] nebo | ].
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Propozice 1.1. Necht (X, d) je uplny metricky prostor, pak (K(X),dn) je
také iplny. Navic, pokud (A, € K(X)), je cauchyovskd posloupnost, potom

A= lim A, € K(X), vresp. lim dy(A,, A) =0.
Pripomenme si i dilezité t¥idy kontrakci a podobnosti.

Definice 1.10. Necht (X,d) je metricky prostor a r € [0,1). Zobrazeni
f: X — X takové, ze

d(f(x), f(y)) < rd(z,y)  pro viechna =,y € X,

se nazyva kontrakce a nejmensi r, pro které nerovnost plati, nazyvame faktor
kontrakce.

Definice 1.11. Necht (X,d) je metricky prostor a r € [0,1). Zobrazeni
f: X — X takové, ze

d(f(z), f(y)) =rd(z,y)  pro vSechna z,y € X,
se nazyva podobnost a r, pro které rovnost plati, nazyvame faktor podobnosti.
Pripomenme jesté pojem pevného bodu a jeho pritazlivosti.

Definice 1.12. Necht (X,d) je metricky prostor a f: X — X zobrazeni.
Bod z nazveme pevngm bodem zobrazeni f, jestlize f(x) = .

Definice 1.13. Necht X = (X,d) je metricky prostor a f: X — X. Bud
xy € X pevny bod zobrazeni f. Bod z; se nazyva pritazlivy pevny bod zob-
razeni f, jestlize existuje ¢islo € > 0 takové, ze pro kazdé x € B(xy,¢€), kde
B(zyse) = {y € X| d(xzs,y) < €} je oteviena koule se stfedem v z; a polo-
mérem e, plati

lim f"(x) = ;.

n—oo

Nyni uz zname vsechny potiebné pojmy k tomu, abychom mohli vyslovit
Banachovu vétu o pevném bodé v iplném metrickém prostoru a nasledné ji
rozsitit pro hyperprostory. Tato rozsitena véta bude hrat hlavni roli v definici
fraktalu pomoci itera¢nich funkénich systémii. Dikaz uvadét nebudeme, ale
Ctenal jej nalezne v | | a v referenc¢nich odkazech uvedenych v | ].

Véta 1.1. (Banachova véta o pevném bodé) Necht (X,d) je uplny met-
ricky prostor a f: X — X je kontrakce s faktorem r € [0,1). Potom zobra-
zend f md pravé jeden pevny bod vy € X. Navic xy je globdlné pritazlivy, tedy
lim,, oo f™(x) = x5 pro kaZdé x € X, pricemz

d(f"(z),zr) < d(f(x),x)  pro vsechna z € X,n € N.



Propozice 1.2. (viz napt. [Bar], [Hut]) Necht (X,d) je metricky prostor a
f: X — X je kontrakce s faktorem r. Pak f*: K(X) — K(X), kde

4 =U fl),

€A
je také kontrakce s faktorem r.

Nyni ukézeme, ze zobrazeni vzniklé jako sjednoceni nékolika kontrakei
v K(X) bude také kontrakei.

Propozice 1.3. Necht (X, d) je metricky prostor a proi = 1,2,..., N jsou
fi: X — X kontrakce s faktory r;. Necht zobrazeni F*:K(X) — K(X) je
definovdno predpisem

N
F*(A) = f{(A) U f5(A) V- U fu(4) = U fi(A),
i=1

kde F* se nazgyvd Hutchinsonuv-Barnsleyho operdtor. Pak F* je kontrakce
s faktorem r = max;—12__ n{7i}.

Diikaz. Dikaz vyplyva bezprostfedné z propozice 1.2 a ze skutecnosti, ze
spojitym obrazem kompaktni mnoziny je kompaktni mnozina, coz je v K(X)
bod, a rovnéz ze sjednoceni koneéné mnoha kompaktnich mnozin je kom-
paktni mnozina. O

Vyse uvedené poznatky nam umozni elegantni zptisob konstrukce fraktala
jakozto atraktoru itera¢niho systému funkei.

Definice 1.14. [lteracnim systémem funkci (IFS) minime tplny metricky
prostor (X, d) spolu s koneénou mnozinou kontrakci f; : X — X s faktory
ri,i=1,2,...,N, a zapisujeme ho {(X,d); f1, fo,..., [n}.

Véta 1.2. Necht {(X,d); f1, fo, ..., fn} je IFS. Zobrazeni F*: KC(X)—K(X),
kde

)= U (4.

je kontrakei v iplném metrickém prostoru K(X). Ezistuje prave jeden pevny
bod Ap- € K(X) tohoto zobrazeni a plati

N
Ape = U f7(Ap) = F*(Ap-),
i=1

pricemz
Ap. = lim (F")*(B)  pro vSechna B € K(X).

n—oo
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Diikaz. Dikaz plyne bezprostfedné z véty 1.1 a propozic 1.1 a 1.3. O

Definice 1.15. Pritazlivy bod Ap. € K(X) se nazyva atraktor iteracniho
systému funkci {(X,d); f1, fa, ..., fn}.

Poznamka 1.2. Atraktor Ap- € K(X) daného IFS lze ekvivalentné ché-
pat také jakozto kompaktni invariantni podmnozinu pivodniho prostoru X,
tj. Ap C X, kde F(Ar) :=UY, fi(Ar) = Ap C X.

Definice 1.16. Mé&jme dan IFS {(X, d); f1, fa, ..., fn}. Fraktdlem ve smyslu
Hutchinsona-Barnsleyho rozumime pevny bod Ap- € K(X) Hutchinsonova-
-Barnsleyho operatoru F*: I(X) — IC(X), pficemz

lim dy((F7)"(B), Ap+) =0,
kde B € K(X) je libovolné a dy zna¢i Hausdorffovu metriku (viz strana 12).

Alternativni definice k definici 1.16 zni nésledovné.

Definice 1.17. Mé&jme dan IFS {(X, d); f1, fa, ..., fn}. Fraktdlem ve smyslu
Hutchinsona-Barnsleyho rozumime atraktor daného IFS, tj. kompaktni inva-
riantni (vzhledem k F) podmnozinu Ap C X, pro niz plati

lim dy(F"(B),Ap) =0, kde B € K(X) je libovolné.

Poznamka 1.3. Limitni rovnost v definici 1.17 ndm umoznuje konstrukci
fraktalu v daném smyslu pomoci tzv. postupnych aproximaci. Nultou apro-
ximaci pritom mize byt jakdkoliv kompaktni podmnozina B C X.

Véta 1.3. (Kolazova véta) Necht {(X,d); f1, fo, ..., fn} je IFS s faktorem r
a B e K(X). Pak

du(F(B), Ap) < 4B F(B))

Y

1—7r
kde
N
F(B) = U filB) a F"(B)=Fo---0F(B).
=1 n-krdt
Diikaz. Dtkaz opét plyne z véty 1.1 a propozic 1.1 a 1.3. O

Poznamka 1.4. Kolazova véta 1.3 nam umoznuje zjistit horni odhad vzda-
lenosti postupnych aproximaci od fraktalu ve smyslu definice 1.16, resp. 1.17.
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1.5. Fraktalni dimenze

1.5.1. Sobépodobnostni dimenze

Sobépodobnost jsme si popsali v kapitole 1.3. Neni ale pravda, ze kazdy ob-
jekt, ktery je sobépodobny, je automaticky fraktal i ve smyslu definic 1.1
a 1.16, resp. 1.17. Uvedme si to na tfech ptikladech objektti, které vsichni
dobre zname. Budou to tusecka, jejiz topologicka dimenze je 1, Ctverec, je-
hoz topologicka dimenze je 2, a krychle, jejiz topologicka dimenze je 3. Jak
vidime, dimenze jsou celociselné, tedy podle Mandelbrotovy definice tyto ob-
jekty fraktaly nejsou. Muzeme je vsSak rozdélit na mensi ¢asti, které budou
v mensim méritku vypadat totozné jako celek, tedy budou sobépodobné.
Kontrakéni faktor r zvolme %, kde n € N. Pocet c¢asti N, které vzniknou,
zavisi na r, a proto jej budeme znacit N(r). Mezi témito dvéma veli¢inami

plati vztah

N = — (1.1)

= —,
r
kde D =1 pro tsecku, D = 2 pro ¢tverec a D = 3 pro krychli, coz odpovida
zminénym topologickym dimenzim.
Ukazme na konkrétnich hodnotach, ze vyse uvedeny vztah plati.

Priklad 1.1. Mé¢jme tsecku o délce 1. Necht kontrakéni faktor r» = %, tedy
usecka je rozdélena na tretiny a pocet ¢asti je N(r) = 3. Ze vztahu 1.1 plyne

g |

(3)P
3 =3P,
3 =23,

tedy D = 1, coz pro usecku opravdu plati.

Priklad 1.2. Méjme c¢tverec o délce strany 1. Necht kontrakéni faktor r» = %,

tedy ¢tverec je rozdélen na miizku 5 x 5 ¢étverct, tedy N(r) = 25. Ze vztahu
1.1 plyne

25— L
()P
25 = 50,
25 = 5%,

tedy D = 2, coz pro Ctverec opravdu plati.
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Méjme nyni IFS {(X,d), f1, fa, ..., fn}, ktery obsahuje pouze podobnosti
(viz definice 1.11) s faktory 71,79, ..., 7n. Tzv. sobépodobnostni dimenze Dy
atraktoru se dé spocitat z Moranova-Hutchinsonova vzorce (viz [Hut])

N
dorpe=1. (1.2)
=1

Pokud jsou vSechny faktory r; shodné, tedy r; = r, ze vztahu

dostavame

Déle

a po zlogaritmovani dostaneme

1
log N = Dy - log —,
’

_log N

D, = .
log +

(1.3)

AN

NN

NN
ANANANAN

AN AN
NN NI
NN N DN
ANANANANANANANAN

Obrazek 1.2: Totalné nesouvisly atraktor, atraktor s dotykem a atraktor s pre-
kryvem (zdroj: vlastni zpracovani)

Sobépodobnostni dimenzi mizeme spocitat, jak jiz bylo zminéno, mame-
-li IF'S obsahujici jen podobnosti, a k tomu musi byt splnéna také tzv. sepa-
racni podminka OSC (open set condition). Ta ndm zajistuje, aby podobnosti
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f1, f2, ..., fn zobrazovaly atraktor tak, aby vysledné obrazy jednotlivych po-
dobnosti byly bud totélné nesouvislé, nebo se jen dotykaly (viz obrazek 1.2).
Pokud by k prekryti doslo, Morantuv-Hutchinsontiv vzorec pouzit nemiizeme.

1.5.2. Pokryvaci dimenze

Pokryvaci dimenze D, spoc¢iva v pokryti objektu ¢tvercovou siti. Anglicky
nazev boz-counting dimension ndm muze napovedét, ze budeme pocitat jed-
notlivé boxiky sité, a to praveé ty boxiky, které obsahuji alespon c¢ast pokry-
vaného objektu.

Zvolime si miizku, jejiz oka budou ¢tverce s délkou strany s. Pocet ¢tvercii
N, které maji neprazdny prinik s pokryvanym objektem, zavisi na hodnoté s,
proto budeme psat N(s). Mfizku postupné zjemiujeme, tedy s se zmensuje,
a pocet ¢tverecku N (s) se zvysuje (viz obrazek 1.3). Hodnoty s a N(s) spolu
s hodnotami logaritmi log(1) a log(N(s)) zaznamename do tabulky (viz ta-
bulka 1.1). Tyto hodnoty budou slouzit k vykresleni log-log grafu, presnéji
bodi v log(N(s))-log(+) grafu (viz obrdzek 1.4). Body proloZime vhodné
pfimkou a smérnice této primky udava pribliznou hodnotu pokryvaci di-
menze. Tato primka by se dala zjistit napt. metodou nejmensich ¢tverct.
My vsak vyuzijeme funkci Excelu, ve kterém budeme grafy vykreslovat, a to
linedrni spojnici trendu. V nasem pripadé je smérnice primky 1,3626 (tucné
zvyraznénd hodnota v obrazku 1.4); coz je priblizna hodnota pokryvaci di-
menze D, nasi kiivky z obrazku 1.3.

Pro vypocet hrubsiho odhadu pokryvaci dimenze, mizeme pouzit smeér-
nici primky, kterd prochazi primo dvéma body log-log grafu. Pro snadnéjsi
vysvétleni si zvolime mriizku, kterd se bude zjemnovat se stejnym pomérem.
Méjme mrizku o délce strany s a v kazdém dalsim kroku ji zjemnime napft.
presné na polovinu. Z puvodniho ¢tverce vznikly prave ctyri ¢tverecky s polo-
vicni délkou strany, tedy 5. V druhém kroku proces opakujeme, tedy strana
nové vzniklych ctverecki je nyni § = 5. V k-tém kroku budeme mit ctve-
recky s délkou strany 5. Diky tomu, Ze jsme volili miizky stale s polovicnimi
stranami ¢tvereckll, miizeme nyni zvolit logaritmus o zakladu 2 a zapis se
zjednodusi na logaritmus podilu

s s N(s-27F) N(s-27F)
D~ logz(N(Q—k)) — logg(N(zk 1)) - log2 N(S(,g—k+1) o logz N(s-2-F+1)

p N - 2k -
log, (%) — log, ( 2];_1 ) log, (E) log, 2

1 N(s-27%)
= log 5 3wy

¥

(1.4)

18



™ A
) N N
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: ! E - A B /1 E Al
) { e §= 1/2{ T
—
— N(s) = 14 1 N(s) = 36

Obrazek 1.3: Pokryti kiivky a zjemnovani mrizky (zdroj: vlastni zpracovani)

| [ log(3) || | [ log(N(s))
so | 1 0 || N(so) | 14| 1,146
s110,5| 0,301 || N(s1) | 36 | 1,556

Tabulka 1.1: Hodnoty pro vypocet pokryvaci dimenze kiivky z obrazku 1.3

1,6
y =1,3626x + 1,1461 @
1,5 L

o’
ot
.

o
.

1,4

1,3 e .ot

log(N(s))

o
A
.

12 [ e

1,1

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
log(1/s)

Obrazek 1.4: Log-log graf pro pokryvaci dimenzi k¥ivky z obrazku 1.3 (zdroj:
vlastni zpracovani)
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Zajimaji nas tedy jen dvé hodnoty, a to pocet ¢tverecku N v k-tém kroku
(hodnota c¢itatele) a pocet ¢tverecki N v (k— 1)-nim kroku (hodnota jmeno-
vatele). Ve skutecnosti ndmi zvolené poloviéni zjemnéni miizky potiebujeme
jen mezi (k— 1)-nim a k-tym krokem, nebot pravé s témito hodnotami poci-
tame ve vzorci. Pokud by tedy zjemnéni bylo napt. 2,5, pak bychom pouzili
stejny vzorec s logaritmem o zakladu 2, 5.

Pokud bychom ale nechtéli pocitat kolikanasobek je jedno zjemnéni toho
druhého nebo by to nebyla ,,pékna“ hodnota pro zaklad logaritmu, mizeme
zlistat u obecného vzorce pro vypocet smérnice primky prochazejici dvéma
body

~ 10g(N(sx)) — log(N(s-1))
=~ log i _ log 1 : (15)

Sk—1

D

p

1.6. Jednoduché priklady fraktala

1.6.1. Cantorovo diskontinuum

Cantorovo diskontinuum (nebo také Cantorova mnozina ¢i Cantoruv prach)
je mnozina bodt, kterou ziskame nasledujicim zptsobem. Méjme interval
[0,1] a v ném vyjméme prostFedni tietinu, pFesnéji otevieny interval (3, 3).
Ziskali jsme 2 uzaviené intervaly |0, %], [%, 1], kazdy o délce % U ka27dého
T2 8

z intervalii vyjméme opét prostfedni tfetinu, tedy po fadé (5,5) a (§,3)-

V tomto druhém kroku jsme ziskali 4 intervaly, tedy 22, o délce %, tedy (%)2,
tedy 372. Snadno zjistime, ze v n-tém kroku ziskdme 2" interval o délce
37", Timto zpusobem pokracujeme do nekonecna a za Cantorovu mnozinu
povazujeme pravé ty body intervalu [0, 1], které pfi procesu neodstranime.
Protoze pti odstranovani vyjimame jen otevieny interval, krajni body téchto
intervali s jistotou patii do Cantorovy mnoziny.

Cantorovo diskontinuum je naro¢né zobrazit, nebot se jedné jen o shluk
bodi. Na obrazku 1.5 vSak mizeme vidét alespon nékolik krokii, které vedou

k jeho vzniku.

Cantorovo diskontinuum jako fraktal ve smyslu Mandelbrota

Nyni se zabyvejme dimenzi Cantorovy mnoziny. Nejprve si spocitame sobé-
podobnostni dimenzi, kde vyuzijeme Moranova-Hutchinsonova vzorce 1.3.
Cantorovo diskontinuum spliuje separa¢ni podminku OSC, protoze vznika-
jici intervaly se nikde neprekryvaji, a tudiz vzorec mizeme pouzit. K tomu
potfebujeme znat pocet N generujicich funkei a kontrakéni faktor r. Z kon-
strukce vidime, ze z kazdého intervalu vzniknou vzdy dva nové intervaly, tedy
N =2, a tyto nové vzniklé intervaly maji vzdy tietinovou délku predchoziho
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Obrazek 1.5: Konstrukce Cantorova diskontinua (zdroj: vlastni zpracovani)

intervalu, tedy r = % Nyni uz zname vSechny potrebné proménné a staci
dosadit do Moranova-Hutchinsonova vzorce

log 2

D, = 2%

IOgI

3

_ log2

* " log3’
D¢ = 0,6309.

Nyni se vénujme pokryvaci dimenzi. K tomu si zvolime miizku (viz ob-
razek 1.6) o pocatecni délce oka s = sy = 80. Déle mrizku zjemnime v kaz-

dém kroku pfesné na polovinu, tedy s; = 5 = 40, s, = 3 = 5 = 20,
S

s3 = % = 5 =10a s, = % = 57 = 5. Piislusné pocty ctvereckii jsou
N(sg) =9, N(s1) =16, N(s3) =23, N(s3) = 35a N(s4) = 52. Tyto hodnoty

spolu s hodnotami logaritmii log(1) a log N (s) nalezneme v tabulce 1.2 a dale

jsou vyuzity k vykresleni log-log gsrafu na obrazku 1.7. Vykreslené body jsme
prolozili vhodné primkou a zjistili jeji sklon, tedy 0,619, coz odpovida pri-
blizné hodnoté pokryvaci dimenze Cantorova diskontinua, tedy D, ~ 0, 619.
Cim presnéjsi hodnotu bychom chtéli, tim vice naméfenych hodnot bychom

pottfebovali.
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a)

b)

c)

d)

e)

Obrazek 1.6: Pokryti Cantorova diskontinua (zdroj: vlastni zpracovani)

log (%) log(IN (s))
o | 80| —1,903 [ N(so) | 9 | 0,954
s1 |40 | —1,602 || N(s1) | 16 | 1,204
s3] 20| —1,301 || N(s2) | 23| 1,362
s3| 10| —1 || N(s3)|35| 1,544
si| 5| —0,69 || N(sy) | 52| 1,716

Tabulka 1.2: Hodnoty pro vypocet pokryvaci dimenze Cantorova diskontinua
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log(1/s)

Obrazek 1.7: Log-log graf pro pokryvaci dimenzi Cantorova diskontinua
(zdroj: vlastni zpracovani)

V ptipadé, ze bychom neméli k dispozici zminény log-log graf s vhodnym
proloZenim primkou, mizeme pro zjisténi pokryvaci dimenze zvolit vypocet
smérnice primky prochézejici primo dvéma body [log(Skl_l), log(N(s-1))] a
[log(i), log(N(sk))]. V nasem piipadé jsou to body [log(l—lo), log35] a
[log(%), log 52] a smérnice primky, resp. odhad pokryvaci dimenze je nésledu-
jici

D~ log(N(s4)) — log(N(s3))  log52 —log35
P log 5~ — log - log £ — log &

= 0,5712.

Diky nami zvolené miizce se zjemnénim na jednu polovinu mizeme pro odhad

pokryvaci dimenze vyuzit také vzorce 1.4 s logaritmem o zakladu 2
N(s- 27 52
D, =~ logy —— =2 = log, —= = 0, 5712.

0B N Toms) T B2 gy
Tyto hodnoty se samozrejmé shoduji. V tomto pripadé jsou vsak hrubsim
odhadem (vzhledem ke zjisténé hodnoté sobépodobnostni dimenze) nez hod-
nota zjisténa pomoci smérnice primky z log-log grafu.

Obé dimenze (sobépodobnostni i pokryvaci) spliuji, ze hodnoty jsou nece-

lo¢iselné, a mizeme tak Cantorovo diskontinuum nazvat fraktalem ve smyslu
Mandelbrota.
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Cantorovo diskontinuum jako fraktil ve smyslu sobépodobnostni
definice

Z konstrukce vyplyva, ze Cantorovo diskontinuum bude fraktalem i v tomto
smyslu, nebot je slozeno ze dvou svych tretinovych kopii, v dalsim kroku
ze ¢tyT devitinovych kopii atd.

Cantorovo diskontinuum jako atraktor IFS

Sestavme IFS, jehoz atraktorem je Cantorovo diskontinuum. To se sklada
ze dvou svych tretinovych kopii. Hledame tedy dvé zobrazeni. Prvni z nich
nam pouze zmensi puvodni tsecku na jednu tfetinu bez jakéhokoliv posunuti,
tedy

filz) = %{L’

Druhé opét zmensuje na jednu tretinu, ale nyni s posunem o dvé tretiny

ve sméru osy x, tedy
1 2
fa(x) = 3¢ + -

3
Hledany IFS je {[0,1]; f1. fo}.

1.6.2. Sierpinského trojuhelnik

Konstrukce Sierpinského trojtuhelniku je nasledujici. V prvnim kroku méame
trojuhelnik, ktery je vyplnén. V druhém kroku v ném sestrojime stiedni
pricky, ty nam tvofi trojihelnik, ktery z pivodniho trojihelniku vyjmeme.
Zustaly nam tak 3 mensi vyplnéné trojuhelniky, kde u kazdého z nich pro-
ces opakujeme, tj. opét sestrojime stredni pricky tvorici trojihelnik, ktery
vyjmeme. Timto zptisobem pokracujeme do nekonecna. Body, které nam zi-
staly, tvori praveé Sierpinského trojihelnik. Nazornou konstrukci mizeme vi-
dét na obrazku 1.8.

Sierpinského trojihelnik jako fraktal ve smyslu Mandelbrota

Nyni vyuzijeme Moranova-Hutchinsonova vzorce 1.3 k vypocétu sobépodob-
nostni dimenze Sierpinského trojihelniku. Diky tomu, Ze jde o atraktor s do-
tykem, je splnéna OSC podminka a vzorec muzeme skutecné vyuzit. K tomu
potfebujeme znat pocet N generujicich funkei a kontrakéni faktor r. Vzhle-
dem k tomu, ze stfedni pricky vznikaji tak, Zze spojime vzdy stredy dvou
stran trojihelniku, a stfed nam stranu déli na poloviny, vzniklé trojihelniky
v druhém kroku maji pravé poloviéni strany. Z toho vyplyva, ze kontrakéni
faktor r = % A vhledem k tomu, Ze po odstranéni ,,prickového* trojuhelniku
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N

Obrazek 1.8: Konstrukce Sierpiniského trojihelniku (zdroj: vlastni zpraco-
vani)

ziskame vzdy 3 nové trojihelniky, bude pocet generujicich funkci N = 3.
Nyni uz zname vsechny potfebné proménné a staci dosadit do Moranova-
-Hutchinsonova vzorce

1
p, = 083
lOgI
2
_ log3
* log?2’
D, = 1,58496.

Ke zjisténi hodnoty pokryvaci dimenze D, jsme si zvolili mfizku (viz ob-
razek 1.9) o pocatecni délce oka s = sy = 150 a dale jsme ji zjemnovali
dle nasledujicich hodnot: s; = 100, so = 80, s3 = 40, s, = 20. Prislusné
pocty Ctverecku jsou N(sg) = 34, N(s1) = 60, N(sy) = 77, N(s3) = 228,
N(s4) = 670. Tyto hodnoty spolu s hodnotami logaritmi log(1) a log N(s)
nalezneme v tabulce 1.3 a déle jsou vyuzity k vykresleni log-log grafu na ob-
razku 1.10. Vykreslené body jsme prolozili vhodné piimkou a zjistili jeji sklon,
tedy 1,4869, coz odpovida priblizné hodnoté pokryvaci dimenze Sierpinského
trojihelniku, tedy D, ~ 1,4869.
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Obrazek 1.9: Pokryti Sierpinského trojihelniku (zdroj: vlastni zpracovani)

log(3) log(N(s))
so | 150 | —2,176 || N(so) | 34 | 1,531
sp 100 —2 || N(sy) | 60 | 1,778
so | 80 | —1,903 || N(so) | 77 | 1,886
s3 | 40 | —1,602 || N(s5) | 228 | 2,358
s | 20 | 1,301 || N(s4) | 670 | 2,826

Tabulka 1.3: Hodnoty pro vypocet pokryvaci dimenze Sierpinského trojihel-

niku
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Obrézek 1.10: Log-log graf pro pokryvaci dimenzi Sierpinského trojuhelniku
(zdroj: vlastni zpracovani)

Odhad pokryvaci dimenze miizeme opét spocitat i jako smérnici primky
prochézejici dvéma body. Z namérenych hodnot to jsou body [log(4—10), log 228]
a [log(zio), log 670] a smérnice primky, resp. odhad pokryvaci dimenze je né-
sledujici

_log(N(s4)) —log(N(s3)) log670 — log 228

D =
P log 5~ — log - log 35 — log 15

= 1,5551.

Pro odhad pokryvaci dimenze muzeme vyuzit i vzorce 1.4, prestoze jsme
nyni nezjemnovali mfizku stale se stejnym pomeérem. Stac¢i ndm informace,
ze posledni zjemnéni je polovinou predchoziho, a ve vzorci zvolime logaritmus
o zakladu 2 N(s . 94 670
D, ~ log, ﬁ = log, 298 = 1,5551.

Hodnoty se opét shoduji. VSimnéme si, ze nyni jsou vsak lepsim odhadem
(vzhledem ke zjisténé hodnoté sobépodobnostni dimenze) nez hodnota zjis-
téna pomoci smérnice primky z log-log grafu.

Obé dimenze (sobépodobnostni i pokryvaci) spliuji podminku necelo¢i-
selnosti, a proto muzeme Sierpinského trojihelnik nazvat fraktalem ve smyslu

Mandelbrota.
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Sierpinského trojahelnik jako fraktal ve smyslu sobépodobnostni
definice

Konstrukei Sierpinského trojihelniku jsme si jiz popsali na zacatku kapi-
toly 1.6.2. Mame tedy predstavu o vzhledu tohoto trojihelniku a mtizeme
ukazat, ze je sobépodobny, nebot je slozen ze tii svych stranové polovic-
nich kopii, dale také z deviti ¢tvrtinovych kopii, sedmadvaceti osminovych
kopii atd.

Sierpinského trojihelnik jako atraktor IFS

Pokusme se sestrojit IFS, jehoz atraktorem by byl pravé Sierpinského troju-
helnik. Z konstrukce vyplyva, Ze hleddme t¥i zobrazeni fi, f> a f3 v R%. Prvni
z nich ziskdme snadno, jedna se pouze o zmenseni celého objektu na jednu
polovinu bez jakéhokoliv posunuti a predpis zobrazeni zni

1

filz) = 5%

Zbylé dva trojuhelniky jsou taktéz zmenseny na polovinu, jsou vSak posunuty
jednou ve sméru osy = a podruhé ve sméru osy y. To zajistime témito predpisy

1 % 1 0
Nagli jsme tedy IFS {A; f1, fo, f3}, kde A = {(z,y) € R?* z € [0,1], y <
—x + 1}, jehoz atraktorem je Sierpinského trojuhelnik. Takovy IFS vsak
nemusi byt jediny. Sierpinského trojihelnik je atraktorem také IFS {A; fi o
f1, fio fa, fro fs, fao f1, fao fa, f20 f3, f30 f1, fao fo, f30 f3}, jelikoz, jak vime,

Sierpinského trojuhelnik se sklada také z deviti ¢tvrtinovych trojuhelnik.

1.6.3. Kochova krivka

Kochova kiivka vznikd z tsecky [0, 1] (tuto tsecku povazujme za krok 0) vy-
jmutim prostfedni tietiny, tedy intervalu (%, %), a nad touto prazdnou casti
sestrojime rovnostranny trojihelnik bez zdkladny. Prvnim krokem jsme tedy
ziskali krivku, ktera se sklada ze c¢tyr casti, kde kazda cast ma délku % pu-
vodni délky tsecky. Tento proces, tedy vyjmuti prostiedni tfetiny a pridani
rovnostranného trojuhelniku bez zakladny, opakujeme na kazdé c¢asti pred-
choziho kroku az do nekonecna, tedy ve druhém kroku na c¢tyfech céastech.

Na konci druhého kroku dostdvame 42 ¢ésti, kazdou o délce (%)2 Ve tfetim

kroku pak dostavame 43 ¢asti, kazdou o délce (%)3, az v n-tém kroku dosta-
vame 4" ¢asti, kazdou o délce (%)n Na obrazku 1.11 jsou zobrazeny jednotlivé
kroky vzniku Kochovy ktivky.
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Obrazek 1.11: Konstrukce Kochovy kiivky (zdroj: vlastni zpracovani)

Poznamka 1.5. Délka Kochovy kiivky je nekonecna, nebot v n-tém kroku
dospéjeme k 4™ castem o délce 37" a pro celkovou délku dostavame d =
4™ . 37", coz pro n — oo diverguje k oco.

Poznamka 1.6. Kochova vlocka je objekt slozen ze 3 Kochovych krivek.
V nultém kroku, kdy mame jen tsecku o délce 1, vezmeme pravé 3 tyto
usecky a vytvorime z nich rovnostranny trojihelnik. Na kazdou z usecek,
v tomto pripadé stranu trojihelnika, aplikujeme stejny postup jako v pripadé
samotné kiivky (viz obrazek 1.12).
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Obrazek 1.12: Konstrukce Kochovy vlocky (zdroj: vlastni zpracovani)

Kochova krivka jako fraktal ve smyslu Mandelbrota

Jako u predchozich prikladi nejprve spocitame sobépodobnostni dimenzi.
Nebot je opét splnéna OSC podminka, vyuzijeme Moranova-Hutchinsonova
vzorce, kde vSsechny potfebné hodnoty jsme mohli jiz vytusit ze samotného
popisu vzniku Kochovy ktivky. Pro upfesnéni je kontrakéni faktor r = %,
nebot délka ¢asti se vzdy zmensuje na % predchozi délky, a pocet generujicich
funkei N = 4, nebof kazda cast nam vyprodukuje 4 nové ¢asti v nasledujicim
kroku. Uz stac¢i jen dosadit do vzorce a dostavame

_ log4
* log+’
3

_ log4
° log3’
D, = 1,26185.

Pro vypocet pokryvaci dimenze jsme si zvolili mfizku (viz obrazek 1.13)
o pocatecni délce oka s = sp = 300 a zjemnovani probihalo dle néasledujicich
hodnot: s; = 100, s = 50, s3 = 25, s4, = 10. Prislusné pocty c¢tverecki jsou
N(sg) =3, N(s1) =15, N(s2) = 44, N(s3) = 84, N(s4) = 312. Tyto hodnoty
spolu s hodnotami logaritmi log(1) a log N (s) nalezneme v tabulce 1.4 a déle
jsou vyuzity k vykresleni log-log grafu na obrazku 1.14. Vykreslené body
jsme prolozili vhodné ptimkou a zjistili jeji sklon, tedy 1, 3496, coz odpovida
piibliZzné hodnoté pokryvaci dimenze Kochovy kiivky, tedy D, ~ 1, 3496.

Odhad hodnoty pokryvaci dimenze muzeme opét spocitat i jako smeér-
nici primky prochazejici dvéma body. V nasem pripadé vyuzijeme body
[log(z—ls), log 84] a [log(%), log 312] a smérnice primky, resp. odhad hodnoty
pokryvaci dimenze je nésledujici

D~ log(N(s4)) —log(N(s3))  log312 —log84
P log ;- —log o ~ log & —log 5

= 1,4321.
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Obrazek 1.13: Pokryti Kochovy kiivky (zdroj: vlastni zpracovani)
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log(3) log(N(s))
So | 300 | —2,477 || N(so) | 3 | 0,477
sp 100 =2 || N(sy)| 15 | 1,176
o | 50 | —1,699 || N(ss) | 44 | 1,644
s3| 25 | —1,398 || N(s3) | 84 | 1,924
si| 10 | =1 || N(sq) | 312| 2,494

Tabulka 1.4: Hodnoty pro vypocet pokryvaci dimenze Kochovy krivky

2,6
2,4
2,2
2
- 1,8
. 1,6
' 1,4
Pt 1,2
- )
0,8
0,6
0,4

2,6 24 22 -2 18 -6 14  -1,2 -1 0,8

log(1/s)

y = 1,3496x + 3,8574

log(N(s))

Obrazek 1.14: Log-log graf pro pokryvaci dimenzi Kochovy kiivky (zdroj:
vlastni zpracovani)

Vyuzijme pro vypocet odhadu pokryvaci dimenze i vzorce 1.4. Muzeme si
vSimnout, ze mrizky nejsou zjemnovany ve stejném pomeéru. Nas ale zajima
jen posledni zjemnéni, tedy sz = 25 a s, = 10. Tyto hodnoty jsou ve vztahu
s3 = 2,584, a proto ve vzorci pouzijeme logaritmus o zakladu 2,5

N(s- 274 312

D, ~log, 5 N(s-29) logy 5 0

= 1,4321.

Hodnoty se samoziejmé opét shoduji a jsou hrubsim odhadem (vzhledem

ke zjisténé hodnoté sobépodobnostni dimenze) nez hodnota zjisténd pomoci

smérnice primky z log-log grafu, jako tomu bylo i u Cantorova diskontinua.
Obé dimenze (sobépodobnostni i pokryvaci) jsou necelociselné, a proto

muzeme Kochovu ktivku nazvat fraktalem ve smyslu Mandelbrota.
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Kochova krivka jako fraktal ve smyslu sobépodobnostni definice

Kochovu kfivku jiz umime zkonstruovat. I ona vykazuje znamky sobépodob-
nosti, nebot se sklada ze ctyr svych tretinovych kopii, dale také ze Sestnacti
devitinovych kopii ¢i ¢tyriasedesati sedmadvacetinovych kopii atd.

Kochova krivka jako atraktor IFS

vvvvvv

Jednak hledame Ctyrfi zobrazeni a jednak musime pracovat i s rotaci. Naml
hledana zobrazeni budou ve tvaru

cos p —sin g e
flw)=r <sing0 Ccos >x+ <f>’
kde r je kontrakéni faktor, ¢ je tthel otoceni, e znac¢i posun ve sméru osy = a
f posun ve sméru osy .
Prvni zobrazeni nam pouze zmensi puvodni tsecku na jednu tietinu, tedy
r = % Rotace zadna nevzniké, tedy velikost thlu otoceni je p = 0, a k po-
sunuti také nedochazi, tedy e = 0, f = 0, a dostavame

1 [ cosO —sin0 0
fl(x)_§<sin0 cos () >x+<0>,

fi(z) = ; <(1) ?)

1

filz) = 5:1:

Druhé zobrazeni nam opét zmensi tisecku na jednu tietinu, tedy r = % Nyni
vsak uz dochdzi k rotaci, a to o 60°, tedy ¢ = 3. K posunu také dochazi, ale
jen ve smeéru osy x, a to o jednu tretinu, tedy e = %, f =0, a dostavame

1 fcosZ —sinZ 1
- = 3 3 3
F2() 3<sin% cos = >x+<0>,

3
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Treti zobrazeni opét zkracuje tisecku na jednu tfetinu, tedy r = % Uhel oto-

¢eni zvolime tentokrat —60°, ted = — L7, K posunu dochdzi o 1 ve sméru
) 3 2

V3 v 1 V3 s
oSy T a 0 % ve sméru osy y, tedy e = 5 a f= 55 a dostavame

1 [cos(—%) —sin(—3%) 1
f3($) = g <sin(—§) Cos(— ) )x—{— <£> ,

3 G
f(x)—l cosz sing vt 5
VT g —sin % cos 3 VER

=315 ) ()

Posledni zobrazeni je stejné jako prvni, s tim rozdilem, Ze zde dochazi k
posunu o % ve sméru osy x. Hodnoty vypadaji nasledovné r = %, v =0,
e= %, f =0 a po dosazeni ziskame

1 {cosO —sin0 2
_ = 3
falz) 3<sin0 cos0 >x+<0>,

=) 1)

Kochova krivka je atraktorem IFS {(z,y) € [0, 1] x [0, ?]; f1, fa, f3, fa}
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Kapitola 2

Cést prakticki: komentované
priklady

V této casti prace se budeme zabyvat fraktaly kolem nas. V prvni podka-
pitole se dozvime, Ze se poprvé zacaly objevovat spontanné jako dekorace
na podlahach kostelt uz ve 12. stoleti. Ukazeme si nékolik dlazdéni, ktera
dodnes miizeme v kostelich vidét. Ve zbylych podkapitolach se vénujeme
droste efektu. Zjistime, ze prvotni droste efekty také vznikaly jako dekorace
v cirkevnich stavbach, a to od 10. stoleti. Droste efekt provazel v riiznych
formach také malifstvi, a to od 1. pol. 15. stoleti, a od 20. stoleti pak dostava
charakter predevsim komeréni reklamy.

2.1. Podlahy kostelu

Béhem 12. a 13. stoleti byl v Italii (zejména v Rimé a jeho okoli) rozsien
umeélecky styl Cosmatesque (nebo také Cosmati). Jedna se o dekorativni mo-
zaikovou techniku, kterd zacala vyuzivat geometrickych vzorta. Vyuzivala se
predevsim na podlahach kostelil, ale mtzeme ji najit i na sténach ¢i kaza-

\\ \\ \\
\\\ N : D
N N N
N N N
\ \ \ N N
N AN AN N N
N N N \
nulta aproximace prvni aproximace druhé aproximace {feti aproximace

Obrazek 2.1: Cislovani aproximaci (zdroj: vlastni zpracovani)
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telnédch. Geometrické tvary mutzeme nachézet rizné. Nas vsak budou zaji-
mat ty, které muzeme oznacit za fraktaly. Prozradime, ze v této praci se
bude jednat pouze o Sierpinského trojtihelniky. U kazdého objektu urcéime
jeho aproximaci, kterou pro jednoduchost budeme nazyvat také Sierpinského
trojuhelnik. Aproximace budeme cislovat dle schématu na obrazku 2.1.

Bazilika Panny Marie Snézné (Rim)

Podlaha této baziliky pochazi z prvni poloviny 12. stoleti a predchazi tak
nejvetsi rozkveét vyuzivani geometrickych vzoru jako soucast mozaiky [1].
Na obrazku 2.2 miizeme vidét dva zdbéry podlahy v bazilice Panny Marie
Snézné. Prvni zobrazuje utvar, ktery jako celek neni piimo trojihelnik, nebot
ma zaoblené strany, ale nasledné se vyjimaji trojihelnicky stejnym zptisobem
jako u vzniku Sierpinského trojihelniku. Mizeme tedy tici, ze znazornuje jeho

druhou aproximaci. Na druhém obrazku miizeme vidét dvé riizné aproximace
Sierpinského trojtihelniku. Jednou z nich je tieti aproximace, ktera se nachazi
ve stfedu stran a také uprostfed kolem zeleného ¢tverce (celkem jich je 8).
Druhou z nich je prvni aproximace, kterou nalezneme na diagonale vlevo
nahote a vpravo dole kolem malych ¢tvereck.

Obrazek 2.2: Sierpinského trojihelniky v bazilice Panny Marie Snézné (zdroj:
[11], [111])

Bazilika svatého Krize v Jeruzalémé (Rim)

Podlaha baziliky svatého Kiize v Jeruzalémé pochazi z 12. stoleti [2]. Prvni
fotografie z obrazku 2.3 zobrazuje vzdalenéjsi pohled na podlahu a jeji pri-
blizenou pravou ¢ast mtzeme vidét na druhé fotografii. Zde se nachazi Sier-
pinského trojihelniky, konkrétné jejich druha aproximace. Trojthelniky téze
aproximace najdeme i na treti fotografii kolem ¢tyt mensich cervenych kruhi.
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Obrézek 2.3: Sierpinského trojuhelniky v bazilice svatého Kriize v Jeruzalémé
(zdroj: [L1], [LV])

Kostel Panny Marie Admiréla (Palermo)

V kostele Panny Marie Admiréla, jinak zvaného La Martorana, nalezneme
také vzory z 12. stoleti [3]. Na obrazku 2.4 vidime dvé fotografie, kde prvni
z nich zobrazuje dvé ruzné aproximace Sierpinského trojihelniku, a to treti
aproximaci, kterd dominuje fotografii, a nékolik prvnich aproximaci na ob-
vodu ¢erveného kruhu. Druhd fotografie pak zobrazuje ¢tvrtou aproximaci,
ktera je na podlahach spise vzacnosti.

Obrazek 2.4: Sierpinského trojtuhelniky v kostele Panny Marie Admirala
(zdroj: [V])

Katedralni bazilika Zvéstovani Panny Marie (Anagni)

Podlaha této baziliky pochazi z roku 1231 [1]. Na obrazku 2.6 vidime 3 fo-
tografie a kazda z nich obsahuje utvary, které jako celek nejsou primo troj-
thelniky, jako tomu bylo na obrazku 2.2, nebot maji zaoblené strany. Navic
u nékterych téchto ,trojuhelnikii* neni aproximace ,symetrickd“, tzn. kdyz
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mame n-tou aproximaci, pak (n + 1)-ni aproximaci provedeme jen na né-
kterych trojihelnic¢ceich. Tuto skutecnost budeme znacit ,,((n)-(n + 1))“-ni
aproximace (viz prikladovy obrazek 2.5).

Prvni fotografii obrazku 2.6 dominuje Sest tretich aproximaci a po ob-
vodu c¢erveného kruhu nalezneme jesté nékolik prvnich aproximaci. Druhé
fotografii dominuje ,4.-5.“ aproximace, kde pravé v nejvzdalenéjsich cipech
vidime o trojuhelnik vice, nez bychom c¢ekali u ¢tvrté aproximace. Téchto
aproximaci je Sest a na téze fotografii jsou také dobre zretelné druhé apro-
ximace na obvodu ¢erveného kruhu. Na posledni fotografii nalezneme ¢tyti
»,2.—3.“ aproximace.

,2.—3.% aproximace ,2.—3. aproximace

Obrazek 2.5: Ptiklady ,,2.-3.“ aproximaci (zdroj: vlastni zpracovani)

Obréazek 2.6: Sierpinského trojuhelniky v bazilice Zvéstovani Panny Marie
(zdroj: [V1], [VI], [VILL])
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Bazilika Panny Marie v Trastevere (Rim)

Vzory na podlahach této baziliky pochazi pravdépodobné z 12.—13. stoleti.
Bazilika vsak vyhotela a podlahy nésledné zrekonstruoval architekt Virgi-
nio Vespignani v 19. stoleti [5]. Na prvni fotografii obrazku 2.7 je ukazkovy
priklad Sierpinského trojuhelniku ¢tvrté aproximace. Na druhé fotografii nas
pravdépodobné nejprve zaujmou trojuhelniky druhé aproximace, které se na-
chazi spise ve stredu obrazku, ale po blizsim prozkoumani si mizeme vsim-
nout jesté malych trojihelnickt prvni aproximace po obvodu obou bilych
kruht. Posledni fotografie obsahuje opét druhou aproximaci.

Obrazek 2.7: Sierpinského trojihelniky na podlaze baziliky v Trastevere
(zdvoj: (1], [X], [X1)

Bazilika sv. Pavla za hradbami (Rim)

V bazilice samotné nami hledané vzory nenajdeme. Spatfime je na ochozu
kolem baziliky na tzv. architravech neboli nasloupich (jedné se o spodni ¢ast
vodorovného bievnovi, kterd primo doseda na hlavice sloupt). Mozaiky po-
chazi pravdépodobné z prvni poloviny 13. stoleti, kdy italsky sochar Pietro
Vassalletto nechal ochoz vybudovat [6]. Na obrazku 2.8 jsou tii fotografie,

Obrazek 2.8: Sierpinského trojuhelniky na bazilice sv. Pavla za hradbami
(zdroj: [L1], [XXL1])
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které postupné priblizuji obrazec znazornény na treti fotografii. Ta opét ne-
zachycuje trojuhelnik v pravém slova smyslu, jako tomu bylo na obrazku 2.2
a 2.6. Nicméné, pokud bychom ttvar oznacili jako trojuhelnik, jednalo by se
o druhou aproximaci Sierpinského trojihelniku.

Sierpinského trojihelniky umeélce Miguela Arzabeho

Sierpinského trojuhelnik mtzeme najit také na spodni strané previsu stie-
chy muzea v Albuquerque (obrazek 2.9 nahote), nejvétsim meésté statu Nové
Mexiko na jihozapadé USA. Vznikl pod rukama umélce Miguela Arzabeho
v roce 2009. Zivotnost obrazu je zavisla na povétrnostnich podminkéach, nebot
na jeho vyrobu bylo pouzito lokalni blato [7]. Miguel znazornil Sierpinského
trojuhelnik také na dlazbé v Zapadnim Oaklandu (Kalifornie) v roce 2007
(obrazek 2.9 vlevo dole) a na sténach galerie v Bernal Heights (Kalifornie)
v roce 2013 (obrazek 2.9 vpravo dole). Vsechny t¥i zminéné Sierpinského
trojihelniky jsou sedmou aproximaci.

Obrazek 2.9: Arzabeho ztvarnéni Sierpinského trojuhelniku v Albuquerque,
v Zapadnim Oaklandu a v Bernal Heights (zdroj: [XI11])
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2.2. Droste efekt v cirkevnich stavbach

Jak uz vime, pojem droste efekt vznikl az ve 20. stoleti. D¥ive se tento jev
oznacoval jako mise en abyme, coz v doslovném prekladu znamend ,,umisténi
do propasti“. Mise en abyme ma vlastné obdobny vyznam jako droste efekt
a v souvislosti s cirkevnimi stavbami se s timto pojmem setkdme mozna
castéji. Pojem pochéazi z heraldiky a puvodné se pouzival pro erby, které
ve svém stfedu mély zmensenou a pripadné poupravenou svou vlastni ko-
pii (viz obrazek 2.10). Pozdéji zacal francouzsky spisovatel André Gide
(1869-1951) pouzivat tento pojem pro popis sebereflexivniho zaclenéni v riz-
nych umeéleckych forméch (malba, literatura, film) [3].

Obrazek 2.10: Statni znak Spojeného kralovstvi v letech 1801-1816 (zdroj:
[X1V))

Hagia Sophia (Istanbul)

V cirkevnich stavbach je ¢asto znazornovano darovani. Na obrazku 2.11 vi-
dime mozaiku z roku 944 na sténé chramu Hagia Sophia, kde je hned dvoji
darovani. Vlevo stoji cisal Justinian I. drzici model Hagia Sophia, v niz se na-
chazi tato mozaika, a vpravo cisai Konstantin drzici miniaturu celého mésta,
v némz se nachdzi Hagia Sophia [9].

Vitrdzové okno v Chartres

Dalsim prikladem je vitrazové okno, v jehoz dolnim pravém rohu je znazor-
néno darovani vitrazového okna (viz obrazek 2.12). Samotné okno bylo také
darovéno, a to katedréale Notre-Dame v Chartres v letech 1220-1225 [10].
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Obréazek 2.12: Vitrazové okno v katedrale Notre-Dame v Chartres (zdroj:
[XVI))
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Oltarni triptych

Jako posledni priklad v cirkevnich stavbach si uvedeme Stefaneschi triptych.
Triptych znad umélecké dilo, které je slozeno ze tii ¢asti. Casto se jednd
o oltarni obrazy a tak je tomu i v tomto pripadé. Stefaneschi triptych slouzil
od roku 1320 jako hlavni oltaf baziliky svatého Petra v Rimé. Nyni jej vsak
nalezneme v galerii Pinacoteca ve Vatikanu. Nazev nese po kardinalovi jmé-
nem Jacopo Caetani degli Stefaneschi, ktery povéril Giotta di Bondone, aby
triptych namaloval. Malba je na obou stranach triptychu. Nas vsak vice za-
jima jeho zadni strana, presnéji prostiedni dil (viz obrazek 2.13). Vidime zde
sv. Petra v ¢erveném plasti na triinu a vlevo u jeho nohou klecici postavu. Ta
ma znazornovat Stefaneschiho drzictho model triptychu. Miniatura triptychu
je krasné zretelna a muzeme zde vidét ptivodni vzhled celého triptychu, nebot
jak vidime na prvni fotografii obrazku 2.13, spodni dvé ¢asti (tzv. predely)
jiz chybi [11].

Obrazek 2.13: Oltarni triptych (zdroj: [X V1], [XVIII])

2.3. Obrazy v obrazech

Jan van Eyck (1390-1441)

Belgicky malit Jan van Eyck zil na prelomu 14. a 15. stoleti. Pfesné datum
narozeni neni znamo, ale uvadi se, ze to muselo byt kolem roku 1390. Byl po-
vazovan za jednoho z nejvétsich maliri pozdniho sttedovéku. Na jeho obraze
Svatba manzeltt Arnolfinovych z roku 1434 (viz obrazek 2.14) vidime man-
zelsky par a za nimi na sténé zrcadlo, ve kterém se odrazi kromé manzelt i
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zbytek mistnosti, ktery bychom jinak nevidéli. Zrcadlo je samo o sobé také
obrazem. Je propracovano do nejmensiho detailu. Spatfime v ném mimo par
také dvé dalsi osoby a jednou z nich by mél byt sam autor (v ¢erveném). Cely
obraz je zastfen tajemstvimi. Historikové se jednoznac¢né neshoduji napt.
v tom, jaky par ¢i situace je presné zobrazena. Predpokladé se vsak snatek
italského obchodnika Giovanniho di Nicolao Arnolfini a Jeanne Cenami a
postavy v zrcadle jsou povazovany za svédky prisahy. Od roku 1842 je obraz
umistén v londynské Nérodni galerii [16].

Obrazek 2.14: Svatba manzelt Arnolfinovych (zdroj: [X1X])

Diego Velazquez (1599-1660)

Diego Velazquez byl Spanélsky barokni malif, mezi jehoz nejcastéjsi vyjevy
patrily tzv. bodegény. Jedna se o zatisi zobrazujici predméty ze spize (po-
traviny ¢i napoje). Pojem se rovnéz pouziva pro obrazy s nékolika postavami
a s vyznamnymi prvky zatisi odehravajici se v kuchyni ¢i hospodé. Mezi
bodegény se radi napr. Velazqueztuv obraz Kristus v .domé Marty a Marie
z roku 1618 (viz obréazek 2.15), ktery mé rovnéz prvek ,obraz v obraze“,
tedy zrcadlo, které stejné jako u van Eyckova obrazu zobrazuje zbytek mist-
nosti, kde se odehrava dalsi scéna. Tento obraz nalezneme v Narodni galerii
v Londyné [17].

Mezi nejznaméjsi Veldzquezova dila patii vsak Dvorni damy (Spanélsky
Las Meninas) z roku 1656 (viz obrazek 2.16). Obraz zachycuje pokoj v kralov-
ském palaci Alcazar v Madridu za vlady spanélského kréle Filipa IV. Zobra-
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Obrazek 2.15: Kristus v domé Marty a Marie (zdroj: [XX])

zuje nékolik postav ze Spanélského dvora. V popredi vidime pétiletou infantku
Margaretu Terezu obklopenou dvornimi ddmami, za nimi samotného Vela-
zqueze pracujiciho na velkém platné a v pozadi na sténé zrcadlo, které odrazi
horni casti postav krale Filipa a kralovny Mariany. Muzeme si vSimnout, ze
malif ma na hrudi namalovan cerveny kiiz radu svatojakubskych rytirt. Ve-
lazquez ho vsak obdrzel az v roce 1659, tedy 3 roky po dokonceni obrazu.
Kompozice obrazu je slozita a zahadna. Napr. neni jisté, zda obraz v zrcadle
je odrazem platna, na které postava Velazqueze maluje, nebo pézujici dvojice
krale a kralovny stojici mimo zabér celého obrazu. Obraz je docela tmavy,
ale pti blizsim nahlédnuti si na zadni sténé vSimneme dalsich obrazii. Jedna
se o dila Velazquezova zeté del Maza, konkrétné kopie Rubensovych obrazti
s naméty z Ovidiovych Promén (vlevo Athéna a Arachné, vpravo Apollén a
Marsyas). Prvek ,obraz v obraze“ tedy vidime hned nékolikrat. Obraz je ke
zhlédnuti v madridském muzeu Prado [18].

Posledni obraz, ktery si od Velazqueze v této praci zminime, je Bajka
o Arachné (Spanélsky Las Hilanderas). Historikové se neshoduji ohledné ob-
dobi vzniku tohoto obrazu. Uvadi se bud obdobi 1644-1648, nebo az po do-
konc¢eni Dvornich dam, tedy 1657-1658. Motiv Arachné se objevil i na obraze
Dvorni damy. Pribéh pojednava o divce Arachné, kterd se odvazila vyzvat
bohyni Athénu na soutéz ve tkani. Kdyz Arachné soutéz vyhrala, zarliva
bohyné ji proménila v pavouka. Na obrazku 2.17 vidime v popftedi probiha-
jici soutéz ve tkani. Vlevo s bilym Satkem okolo hlavy sedi bohyné Athéna
a vpravo zady k divakovi sedi s klubkem v ruce Arachné. V pozadi visi jiz
hotova tapiserie, kterd znazornuje dalsi z feckych myti, a jedna se vlastné
o kopii Tizianova obrazu Unos Evropy. Veldzqueziv obraz nalezneme opét
v madridském muzeu Prado [19].
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Obrazek 2.16: Dvorni damy (zdroj: [XX1])

Obrazek 2.17: Bajka o Arachné (zdroj: [XX11])
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René Magritte (1898-1967)

René Magritte byl belgicky surrealisticky malit znamy predevsim pro zob-
razovani obycejnych objekti v neobvyklych situacich. Dale se u néj objevuji
doslova obrazy v obrazech, a to pfedevsim platna na stojanech (viz obrazky
2.18, 2.19). Jedny z prvnich obrazu vznikly v letech 1933, resp. 1935 a nesou
nazvy Lidsky stav, resp. Lidsky stav II (anglicky The Human Condition).
Obé platna na stojanech uvnitt mistnosti zobrazuji prirodu, kterd navazuje
na okolni prirodu vidénou z okna, resp. ze dveri. Podobné motivy jsou i
na obrazech Volani vrchu (Call of Peaks) z roku 1943, Spravedlivy zajatec
(The Fair Captive) z roku 1947 a Euklidovské promenddy (The Promena-
des of Euclid) z roku 1955. P¥i pohledu na tyto obrazy nds pravdépodobné
nejdrive napadne, ze platna na stojanech zobrazuji tu c¢ast krajiny, kterou
prekryvaji. To ale nemusi byt pravda, nebot za stojan nevidime a miize se
zde odehravat cokoliv. Cely tento predpoklad je ve skutecnosti dosti zradny,
nebot je zalozen na tom, Ze platno na stojanu je skutecné, ale pritom jde
jen o soucast celého obrazu. Castym prvkem jsou také zavésy, které evokuji
divadelni scénu.

Obrazek 2.18: Lidsky stav a Lidsky stav II (zdroj: [XXI11], [XXIV])

U obrazu Spravedlivy zajatec na obrazku 2.19 uprostied miZzeme zazna-
menat stejnou funkei platna jako u zbylych obrazi, tedy platno vypada jako
pruhledné a zobrazuje pravdépodobné to, co se vyskytuje za nim. Navic si
ale mizeme vsimnout, ze platno funguje i jako zrcadlo a odrazi se v ném
plameny. Pod anglickym nézvem The Fair Captive ¢i francouzskym La belle
captive nalezneme rtizné verze obraziu. Nékteré jsou se stejnym namétem,
jiné se zcela lisi. U vsech je vSak motiv stojanu s platnem.
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Obrazek 2.19: Volani vrcholti, Spravedlivy zajatec, Euklidovské promenady
(zdroj: [XXV], XXXV, [XX VL))

Dalsim typem obrazu v obraze v Magrittové tvorbé jsou rozbita okna.
Na obréazku 2.20 vidime obrazy Kli¢ k polim (The Key to the Fields) z roku
1936 a Vecer, ktery pada (Evening Falls) z roku 1964. Kazdy z nich zobra-
zuje rozbité okno. Mame pocit, ze skrz stfepy, které zistaly v ramu, vidime
venkovni prirodu. Kdyz se ale zaméfime na strepy dopadajici na podlahu,
zpozorujeme, Ze je na nich namalovana stejna krajina jako pii pohledu z okna.

Obrazek 2.20: KIi¢ k polim, Vecer, ktery pada (zdroj: [X X VI, [XXIX])
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Maurits Cornelis Escher (1898-1972)

M. C. Escher byl nizozemsky grafik zabyvajici se pfevazné dievorezem a lito-
grafii (kamenotiskem). V jeho tvorbé ¢asto nalezneme zviteci motivy a také
dila inspirovand matematikou, napt. Mobiovu pasku ¢i nepteberné mnozstvi
teselact [20].

Na obrazku 2.21 vidime litografii s ndzvem Galerie tisku nebo také Ga-
lerie rytin (anglicky Print Gallery) z roku 1956. Escher zde znézornil muze
v galerii pozorujictho obraz s pristavem, kde se mezi domy nachéazi tataz
galerie, ve které muz stoji. Jednim z prvka droste efektu je skutecnost, ze
na litografii Print Gallery jsou v galerii vystaveny jiné litografie. V tomto
dile vSsak nejde primarné o klasicky prvek obrazu v obraze, nybrz o pokus
znazornit nekonecno. S prostiedni ¢asti obrazu si vSak Escher nevédél rady,
a tak zde umistil sviij podpis. V roce 2003 dva nizozemsti matematici Bart
de Smit a Hendrik Lenstra prisli s feSenim, jak stied obrazu vyplnit (viz
obrazek 2.22).

Obréazek 2.22: Galerie tisku (zdroj: [XXXI])
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Peter Angermann (nar. 1945)

Peter Angermann je soucasny némecky malit. Mimo Némecko vystavoval své
obrazy nékolikrat i v Ceské republice (napi. v roce 2010 v olomoucké galerii
Caesar).

Na obrazku 2.23 vidime t¥i z Angermannovych dél. Prvni z nich je z roku
1989 a nese nézev Spirala (Spirale). Znazornuje ctyrproudou silnici, kterd se
po spirdle staci a zmensuje. Droste efekt tu spatfujeme v opakujicim se po-
fadi vozidel. V Angermannové tvorbé nalezneme i obraz s nazvem Spirala 2.
Nameét je zde stejny, tedy Ctyrprouda silnice, jen se zde dopravni prostredky
neopakuji.

Druhym dilem je obraz z roku 2001 s nazvem Umeély zivot ¢i Uméla inteli-
gence, anglicky A. I. (artificial intelligence) nebo jej také mizeme nalézt pod
nazvem Nohandsfractal. Jedna se o kasparka, ktery ma na rukou navlecené
manasky kasparkt, kteri maji opét na rukou navlecené manasky kasparkt.
Na rozdil od vétsiny ukazek v této praci, kde se prvek opakuje 1-3krat, je zde
opakovani zretelné alespon na ¢tytech tirovnich, po vétsim priblizeni dokonce
na péti urovnich.

Posledni obraz se jmenuje Schohwah (rekursiv) a je z roku 2008. Vidime
zde krajinu s vesnickou v pozadi a s malitskym platnem na stojanu v popredi.
Na platné je opét namalovana krajina s vesnici i platnem.

Obrazek 2.23: Spirala, Uméla inteligence, Rekursiv (zdroj: [XXXII],
[XXXIII], [XXXIV])
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2.4. Produkty a komercni reklamy

Morton salt je americka znacka soli, ktera byla zalozena roku 1848 ale jejich
logo s hol¢ickou drzici v jedné ruce destnik a v druhé ruce samotnou nadobu
se soli (viz obrazek 2.24) se poprvé objevilo az v roce 1914. Design loga se
ménil v prubéhu let, aby Sel s dobou, a pouziva se dodnes [12].

Cracker Jack je americké znacka vyrabéjici primarné popcorn, ktera je re-
gistrovana jiz od roku 1896. Logo s chlapcem namoinikem (viz obrazek 2.24)
se poprvé objevilo v roce 1916 a i v dnesni dobé muzeme narazit na jejich
produkty se stejnym nebo lehce obménénym logem [13].

Land O’Lakes je také americkd znacka mléénych vyrobki. I na jejich
logu se objevil droste efekt. Logo bylo vytvoreno v roce 1928 a zobrazovalo
domorodou Zenu jménem Mia drzici v rukou baleni mésla se svym portrétem
(viz obrazek 2.24). V pribéhu let byl obrazek modernizovan a v roce 2018
byl droste efekt odstranén. Z diivodu rasistického stereotypu bylo v roce 2020
logo opét pozménéno a nyni na ném nenalezneme ani zenu samotnou [11].

ES 0DIDE, A NECESSARY NUTREN.

L "TWT.2602. (118., 1002) 7379

Obrazek 2.24: Droste efekt na doze se soli, obalu od popcornu a obalu
od masla (zdroj: [XXXV])

Asi povédoméjsi znackou bude Veseld krava. Prestoze jde o francouzskou
firmu (zaloZenou v roce 1865), je v Cesku pomérné rozsitena. V roce 1925
se poprvé objevil predchtiidce designu, jak ho zname dnes, tedy hlavu kravy
s ndusnicemi ve tvaru baleni jednotlivych syru opét s hlavou kravy (viz obré-
zek 2.25). Design loga se v prubéhu let vyvijel a v roce 1971 dostal podobu,
kterou bychom nyni uz lehce rozpoznali. V roce 1980 doslo jesté k otoceni
pravé nausnice, tudiz uz nevidime spodni stranu krabicky a droste efekt se
objevuje hned dvakrat [15].

51



A2 | meiLLEuRE...QUI
pLus cHEre...NON &8

Obréazek 2.25: Droste efekt na obalu od syru (zdroj: XXX V1))

Dalsi zptsob, jak uplatnit droste efekt v reklamé, je stojan ¢i vitrina
ve tvaru produktu, pro ktery je urcen (viz prvni dvé fotografie na ob-
razku 2.26), nebo déza ¢i krabicka napf. na bonbény stejného tvaru (viz
posledni fotografie na obrazku 2.26).

Obrazek 2.26: Vitriny ¢ obaly ve tvaru produktu (zdroj: [XXXVII],
[XXXVII], [XXXIX])

Na obrazku 2.27 vidime dutou korkovou zatku, kterd by se dala pou-
zit jako krabicka na néjakou drobmnost, a jako uzavér je pouzita opét mensi
korkova zatka.

Raac * |

Obréazek 2.27: Korkova zatka jako zatka korkové zatky (zdroj: [XL])
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Na jednotlivych produktech se muzeme setkat také s carovymi kdody
ve tvaru onéch produktii a v posledni dobé pribyva i QR kédu ve tvaru
toho, na co odkazuji (viz obrazek 2.28).
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Obréazek 2.28: Carové kédy a QR kédy (zdroj: [X11], [XLI1], [XLII1])

2.5. Publikace

Jedna z prvnich publikaci obsahujici droste efekt na titulni strané byl maga-
zin Judge z ledna 1918. Od 40. let 20. stoleti byl tento efekt obliben u komik-
sovych Casopisu (viz obrazek 2.29) a v roce 1999 byl vydan slabikar s hol-
¢ickou drzici slabikar (viz obrazek 2.30), ktery se na nékterych skolach stale
vyuziva.

utge

Obrazek 2.29: Casopisy z let 1918, 1943, 1966, 1979 (zdroj: [XLIV], [X1.V])
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Obrézek 2.30: Droste efekt na Slabikafi pro 1. ro¢nik ZS (zdroj: [X1.V1])
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Z.aver

Cilem prace bylo zmapovani fraktali ve vytvarném uméni. Na tvod jsme
nastinili stru¢né historii fraktalni geometrie a také jsme zavedli potfebnou
terminologii. V prvni ¢asti se tedy ¢tenar dozvédél, jakymi zptisoby lze frak-
taly chapat. Uvedli jsme zde definici podle Mandelbrota, ,sobépodobnostni*
axiomatickou definici a definici fraktalu jakozto atraktoru iteracniho funkc-
niho systému, kde byla stézejni Banachova véta o pevném bodé.

Dilezitou roli hréala také fraktalni dimenze. K vypoctu sobépodobnostni
dimenze jsme vyuzivali Moranova-Hutchinsonova vzorce a dbali jsme na to,
abychom pracovali jen s podobnostmi (v nasem ptipadé dokonce i se stejnymi
faktory podobnosti) a také aby byla splnéna tzv. separa¢ni podminka (open
set condition).

U pokryvaci dimenze jsme si volili miizku, kterou jsme nasledné zjem-
novali, a spocitali prislusné ctverecky. Namérené hodnoty spolu s jejich lo-
garitmy jsme vlozili do tabulky a nechali v Excelu vykreslit graf s primkou
pomoci linedrni spojnice trendu. Smérnice piimky nam poté tekla, jaka je
pribliznéd hodnota pokryvaci dimenze. Ta vsak sla spocitat i jako smérnice
primky prochazejici pfimo dvéma body. Pro tento pripad jsme odvodili vzo-
rec, ktery je o néco jednodussi nez klasicky vypocet smérnice primky, zndme-
-li pomér mezi zjemnénimi. Tento pomér tvoril pak zaklad logaritmu podilu
poctu ctverecku.

V zavéru teoretické ¢asti jsme se vénovali konkrétnim typickym prikladim
fraktalt, kterymi byly Cantorovo diskontinuum, Sierpinského trojihelnik a
Kochova krivka. U kazdého z nich se ¢tenar dozvédél, jak objekt vznika, a
vytvorili jsme i obrazek pro nazornost. Déle jsme u kazdého spocitali sobépo-
dobnostni i pokryvaci dimenzi. Pro pokryvaci dimenzi jsme obdrzeli dvé hod-
noty, jednu z grafu a jednu ze vzorce. Neda se obecné Tici, ktery zpusob ziskani
pokryvaci dimenze je pTresnéjsi, nebot u Cantorova diskontinua a Kochovy
kiivky to byla hodnota z grafu, ktera byla blizsi sobépodobnostni dimenzi.
Na rozdil od Sierpinského trojihelniku, kde blizsi byl vypocet ze vzorce.
Hodnota sobépodobnostni a pokryvaci dimenze se tedy vzdy lisila, ne vsak
o vice nez 0,18. Za zminku stoji také fakt, ze u Cantorova diskontinua a
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Sierpinského trojihelniku byly odhady pokryvaci dimenze nizsi nez u sobé-
podobnostni dimenze, zatimco u Kochovy kfivky tomu bylo naopak. Kazdy
z Utvari jsme mohli prohlasit za fraktal ve smyslu vSech ti{ zminénych definic,
nebot dimenze vysly necelociselné, struktura vzniku skryva sobépodobnost a
také jsme nasli prislusné iterac¢ni systémy funkei.

V druhé ¢asti prace jsme zkoumaly vyskyt fraktalt. Nejprve jsme se vé-
novali podlaham kostelil, kde se nachazeji hlavné aproximace Sierpinského
trojuhelniku, které vznikaly ve 12.-13. stoleti. Uvedli jsme zde Sest kosteli
a viechny nalezneme v Italii (¢tyii z nich v Rimé). Nejéastéji se vyskyto-
vala druhé aproximace trojihelniku, ale mohli jsme vidét dokonce i ¢tvrtou
aproximaci. Také jsme zde zminili t¥i sedmé aproximace Sierpinského troj-
thelniku umélce Miguela Arzabeho, které se nachazeji v Novém Mexiku a
Kalifornii. Ty pochazeji z let 2007-2013.

Ve zbylé ¢asti jsme se vénovali uz jen droste efektu. Nejprve v cirkevnich
stavbach, kde kazdy ze tii uvedenych prikladt znazornoval darovani sebe sa-
mého a prvni takova mozaika pochazi z roku 944. Dale v malitstvi, kde jsme
uvedli pét umélen, jejichz dila obsahovala zrcadla ¢i obrazy, kde se odehravala
dalsi scéna. S timto typem obrazi jsme se poprvé mohli setkat v 15. stoleti.
Poté v komercni reklamé, kde jsme uvedli prevazné priklady s potravinovymi
obaly. Ty se zacaly objevovat na pocatku 20. stoleti a v modernizované po-
dobé se na nékterych produktech zachovaly dodnes. A v posledni fadé na ti-
tulnich stranach casopist, kde se droste efekt zacal objevovat v 1. poloviné
20. stoleti.

Za zminku by také stal pojem artware. S prichodem pocitactu se za-
caly vytvaret fraktaly pro jejich krasu a konala se nejedna vystava. Prvni
takto vytvorené fraktaly byly soucasti konference o pocitacové grafice, ktera
nese nazev SIGGRAPH, a to v letech 1982 (Boston), 1983 (Detroit), 1985
(San Francisco), 1988 (Atlanta) a 1991 (Las Vegas) [21]. Vystavy zaméfené
pouze na fraktaly probéhly napt. v letech 1984 a 1985 v Brémach a v roce
1985 probéhly také vystavy v San Franciscu a v Oxfordu. Z katalogt k témto
vystavam nasledné vznikla kniha s nazvem The Beauty of Fractals [22]. Vy-
stava fraktal@t probéhla i v Ceské republice napt. v Novém Bohuminé v roce
2014 a nesla nizev Zivot s fraktaly [23].
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