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Kapitola 1
Uvod

Matematické modely jsou dilezitym teoretickym néstrojem mnoha védnich obord. Své uplat-
néni nachazeji v riznych odvétvich, napfiklad v biologii, chemii, klimatologii, kosmonautice ¢i
ekonomii. Matematické modely jsou pouze aproximaci redlnych systémut. Umoziuji vSak odha-
lit vztahy mezi jednotlivymi slozkami takovych systémi, miZeme diky nim predpovidat riizné

situace ¢i chovani slozek.

Tato magisterska prace je vénovana matematickym modelim v oblasti kinetiky enzymatic-
kych reakci, dynamiky virovych infekci a modelovéani v oblasti farmakologie. Jednim z cila
prace je vytvorit prehled zdkladnich modelti pouZivanych v téchto oblastech, ktery by se dal po-
uzit jako studijni materidl i na matematicko-biologickém semindfi. Prace také poskytuje Ctendfi
pfipadné informace o literatufe k dané problematice. Druhym cilem price je pak vytvofeni a
studium ptivodniho modelu, ktery vSechny uvedené oblasti propoji.

Kromé této tvodni kapitoly je prace rozdélena do Ctyr kapitol. Prvni tfi kapitoly maji pe-
dagogicky charakter, popisuji modelovani v jednotlivych studovanych oblastech a tvoii jakysi
literarni dvod k posledni kapitole. VétSina obsahu téchto kapitol je pfevzata z literatury, nicméné
nékteré véci, které byly v literatufe pouze zminény, jsou v praci uvedeny podrobnéji a jsou zde
spoCitany (napf. ekvilibria zdkladniho modelu HIV infekce nebo dvouslozkové odbourdvani 1éku

u farmakokinetickych modelt).

V kapitole 2 vénované modelovani kinetiky enzymatickych reakci si odvodime vzorec pro



rychlost takové chemické reakce. Ddle si predstavime tplné feseni systému diferencidlnich rov-
nic popisujiciho zmény, ke kterym pii reakci dochéazi. Také si popiSeme, jakym zpisobem je
ovlivnéna rychlost enzymatické reakce za pritomnosti inhibitoru. Podivame se na kooperaci, ke
které mulize pri reakci substratu s enzymem dochazet. Posledni ¢ast kapitoly je vénovana né-
kterym aktudlnim vysledkiim vyzkumu v oblasti kinetiky enzymatickych reakci. Pfedstavime si
studii zabyvajici se modelovanim kinetiky produkce cyklodextrinu katalyzovanou enzymy To-
ruzymem a glukonotransferdzou a studii vénovanou matematickému modelovani kinetiky sou-
casného zcukernaténi a fermentace celulézy na ethanol. Jak je jiZ zminéno vySe, matematické
modely jsou dilezitym teoretickym nastrojem, protoZe mimo jiné pomdhaji simulovat spoustu
prakticky netestovatelnych situaci. Stejné tomu je i v oblasti modelovani enzymatické kinetiky.
Treti kapitola pfedstavuje matematické modely v oblasti dynamiky virové infekce. Pro préci
jsme si vybrali infekci HIV a chiipky, dvé v tomto ohledu nejsledovanéjsi infekce. Pro obé one-
mocnéni predstavieme zdkladni model a dvé jeho rozsiteni. V piipadé HIV infekce v rdmci
roz§ifeni uvazujeme nejprve ¢innost lymfocytl, poté uvadime, jak se dynamika infekce zméni
za pritomnosti 1€kt. U chiipkové infekce zavadime pro bliZsi priblizeni skute¢nosti urcitou dobu

NP4

latence. Ve druhém rozsifeni pak uvaZujeme piitomnost interferonti a populaci bunék odolnych
vici infekci. V zavéru kapitoly si pfiblizZime dvé nové studie v této oblasti. Prvni z nich se za-
byva heterogenitou Sifeni chfipky a jejim vlivem na vznik epidemii, druhd studie je vénovana
modelovani postkoinfekce virti chiipky spolu s bakterii Streptococcus pneumoniae zpisobujici
zapal plic. Modelovani virové dynamiky je nesmirné dulezitym teoretickym néstrojem, protoze
infekce predstavuji vazny problém ohroZujici lidi na Zivoté. Pro feSeni infek&nich krizi je pod-
statné pochopit pribeh infekce, coZ ndm umoznuje také modelovani.

Ve Ctvrté kapitole se budeme vénovat matematickému modelovani ve farmakologii. Zde si
popiSeme zdkladni farmakokinetické a farmakodynamické modely. A stejné jako u pfedchozich
kapitol, i zde si pfedstavime dvé neddvné védecké studie. V rdmci prvni studie autofi diky ma-
tematickému modelu odhaduji davku doxorubicinu, ktery slouzi k 1écbé rakoviny prsu. Druha
studie popisuje vliv erenumabu na kapsainem indukovany dermalni pratok krve. Diky matema-

tickym modeliim v oblasti farmakologie mizeme 1épe pochopit interakce 1éku s organismem, a

snaze diky nim pochopime rozdilnost mezi jednotlivymi pacienty a experimenty.
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Kazda z téchto kapitol se tak skladd ze tii ¢asti: predstaveni zdkladniho modelu, predstaveni
moznych praktickych rozsiteni a predstaveni nékterého sou¢asného vyzkumu. Cilem predstaveni
soucasného vyzkumu je zejména ukdzat, Ze uvedené zdkladni modely tvoii jddro soucasného
teoretického vyzkumu a jejich znalost je tak i pro moderni védu zdsadni.

Posledni kapitola prace je autorskd a je vénovana vyvoji a studiu pivodniho modelu, ktery
propojuje vSechny tfi pfedstavené oblasti. Struktura této kapitoly je odliSna, je clenéna podobné
jako védecké prace na tvod, metodiku, vysledky a diskuzi. Zac¢indme zdkladnim modelem, ktery
popisuje infekci chiipky. Poté pfidivame do organismu Iék, ¢imZ pfipojujeme farmakologickou
¢ast a nakonec uvazujeme potrebu aktivace 1éku enzymem. U vysledného modelu sledujeme vliv
rychlosti, s jakou je do organismu kontinudlné doddvan 1€k (nebo jeho prekurzor), na dynamiku
populace viriond, tj. kdy dosdhne populace maxima.

Pro simulace pfevzatych i ptivodnich matematickych modeld, které maji vSechny tvar sys-
tému obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu, byl pouzit program Wolfram Mathema-
tica 10.0. V tomto programu se pomoci piikazu NDSolve da ziskat fesen{, které miZeme pomoci
prikazu Plot vykreslit. Vét§ina obrazka predstavujici numerické feSeni néjakého systému, byla
ziskana pravé timto zptisobem. Obrazky pro znazornéni ucinku inhibitoru byly vytvoreny v pro-
gramu Geogebra Classic 5. Vyhodou tohoto programu je bezesporu jeho dostupnost a to, Ze je v

Ceském jazyce.



Kapitola 2

Kinetika enzymatickych reakci

Pokud zjist'ujeme prubeh néjaké chemické reakce, zajima nas hledisko kinetické a hledisko ter-
modynamické. Zjednodusené miiZeme fici, Ze termodynamika ndm fikd, zda reakce probéhne a
kinetika, jak rychle dana reakce prob¢hne. Termodynamice se zde nevénujeme, Ctendi si muze
tuto problematiku nastudovat napfiklad v kapitole 5.1.2 prace [8]. My se v této kapitole zamé-
fime na kinetiku chemické reakce. Definujeme okamzZitou rychlost chemické reakce a vénujeme
se odvozeni této rychlosti pro reakci enzymatickou. Uvadime také, jak pritomnost inhibitoru ¢i
moznost kooperace ovlivni rychlost této reakce. Vice informaci o daném tématu muze Ctenar

nalézt v literature [11, 7, 4, 8, 14]. V posledni ¢asti kapitoly predstavime dva aktudlni vyzkumy

v této oblasti.

2.1 Chemicka kinetika

Chemicka kinetika je obor fyzikdlni chemie studujici rychlost chemické reakce. V chemii se
rychlost reakce definuje jako casova zména latkového mnoZstvi reagujici latky.

Podivejme se na jednoduchy ptiklad a zkusme popsat rychlost reakce. Méjme reakci

A+ B C, 2.1

k-1
kde k; a k_; jsou rychlostni konstanty. Kinetika chemickych reakci vychazi z faktu, Ze rychlost

chemické reakce je v kazdém okamziku imérnd aktivni hmoté reagujicich latek (The Law of
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Mass Action). Tento zdkon je zndm jiz od 19. stoleti, kdy jej predstavili panové P. Waage a C.
M. Guldberg. Vyjadienim rychlosti reakce pro vychozi latky i pro produkty ziskdme tyto tii

diferencialni rovnice:

dlA] _

—= = —ki[A][B] + k4 [C],

% = Ky [A][B] + ki [C], (22)
diC] _

T k[A][B] = k-1[C],

kde [X] znadi koncentraci latky X. Jednotlivé rovnice popisuji zménu koncentrace v Case. Po-
divejme se blize na prvni z nich. Clen —k,[A][B] vyjadfuje tibytek litky A ve prospéch vzniku
latky C'. Aby vznikla latka C' musi spolu reagovat latky A a B, proto se v daném Clenu vysky-
tuje i koncentrace latky B; k; je rychlostni konstanta této reakce. Druhy ¢&len k_;[C] vyjadiuje
ndrtst mnoZstvni latky A zpétnou reakci, kdy se molekula C' rozpadd na vychozi laitky A a B s

rychlostni konstantou k_.

2.2 Kinetika Michaelise-Mentenové

Nyni predchozi tvahy aplikujme na reakce enzymatické. Budeme uvazovat zakladni enzymatic-
kou reakci, kdy reaguje substrat S' s enzymem F za vzniku komplexu enzym-substrit S E, ktery
se miiZe zpétnou reakci rozpadnout na vychozi latky nebo se pfeméni na produkt P za uvolnéni

enzymu:

ki

k-1

S+E SE2 PLE 2.3)

Dynamiku reakce (2.3) miZzeme popsat pomoci nasledujiciho systému obycejnych diferenci-
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alnich rovnic:

d|.S
% — _ki[E][S] + k1 [ES),
dE
% = —ki[E][S] + (k_1 + ko) [ES],
(2.4)
d|ES
A5 _ o lm118) — s+ o)(ES),
dipP] _
ke ko[ ES].
Pro tento systém (2.4) navic predpokladdme néasledujici pocate¢ni podminky:
S1(0) = so, [E)(0) = eo, [BS](0) =0, [P)(0) =0. (2)

Vzhledem k systému (2.4) a podminkdam (2.5) vidime, Ze rychlost reakce je funkci Casu. Na
obrazku 2.1 vidime Casové zmény koncentraci jednotlivych sloZzek systému. Na pocatku dochazi
k rychlému poklesu koncentrace substritu a enzymu. Vidime, Ze tak, jak ubyvéa substrat, pfibyva
produkt. Vzhledem k rychlé dynamice systému nepozorujeme u kiivky pro produkt na pocatku
zadnou prodlevu. Stejny trent vidime 1 v pfipadé dvojice enzym a komplex enzym-substrat.
Re$me nyni posledni diferencidlni rovnici systému (2.4), kterd popisuje rychlost reakce z

hlediska produktu P. Ziskdme feSeni tvaru
t
PI(t) = ko / (ES|(#)dt. 2.6)
0

Vzhledem k tomu, Ze enzym E vystupuje v reakci jako katalyzétor, neni béhem reakce spo-

trebovavan. Soucet koncentrace volného a vazaného enzymu je tedy v Case konstantni a plati:

diE] | dES] _ _

e - — = 0= [E](t) + [ES](t) = €. (2.7)
Po dosazeni [E] = ey — [ES] se tak pivodni systém (2.4) zjednodusi pouze na dvé obycejné
diferencidlni rovnice:

d[S

W] —scalS) + (kalS] + k1)),

2.8)
dIES (
AB5)  pyeols] — (lS)+ k-1 + k)(BS),
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Obrazek 2.1: Numericky vypoctené prubéhy koncentraci substratu, produktu, enzymu a kom-
plexu enzym-substrat z modelu (2.4) pro rychlostni konstanty k; = €3, k_; = 1, ky = 0.05 a pro

pocateéni podminky [S](0) = 1mol/objem a [£](0) = 0.1mol/objem.

s pocateCnimi podminkami:

[51(0) = 50, [ES](0) = 0. (2.9)

Pro analyzy takovych systémii se standardné predpoklada rychla dynamika koncentrace kom-
plexu. To znamend, Ze mnozstvi komplexu enzym-substrat se velmi rychle pfizpisobi zménam
ostatnich slozek systému, a tedy % ~ 0. Vidime to také na obrdzku 2.1, kde na poc¢étku dojde
k velmi rychlé zméné substratu S a komplexu enzym-substrat £.S.

V pripadé platnosti této aproximace mizeme z druhé rovnice systému (2.8) vyjadrit koncen-

traci komplexu [E£S] v zdvislosti na koncentraci substratu [S] jako

__eolS](?)
[ES](t) = S + Ko (2.10)
kde
K,, = % (2.11)

Konstanta K, ve vztahu (2.10) charakterizujici katalytické vlastnosti enzymu se nazyva kon-

stanta Michaelise-Mentenové.



Po dosazeni za [F'S] z vyrazu (2.10) do prvni rovnice systému (2.8) dostivdme vzorec pro

rychlost reakce z hlediska substratu

] ViwlS)
YTTa T IS+ K (12

kde V.. je maximdlni rychlost reakce a plati V.. = koeg. Aproximace (2.12) je znama jako
kvazi-rovnovaznd a nazyva se téz kinetika Michaelise-Mentenové [11]. Ze vztahu (2.12) vidime,
ze Ciselné je hodnota konstanty Michaelise-Mentenové K, rovna koncentraci substratu, pfi které
je dosazeno poloviny maximalni rychlosti V,,,, enzymatické reakce (2.3). Protoze za predpo-

kladu d[fts} = 0 plati % = —%, vyjadfuje vztah (2.12) jednak rychlost ubytku substritu, ale

také (s opacnym znaménkem) rychlost pfirGstku produktu a tedy rychlost enzymatické reakce
(2.3). Nakonec muzeme vyfesit rovnici (2.12) s pocateéni podminkou [S](0) = sq. Ziskdme

implicitni feSeni ve tvaru:
[S](t) + K In[S](t) + Vinaet = o + Ky In sg. (2.13)

Ziskali jsme feSeni pro komplex enzym-substrat, substrat a produkt, ale nedodrzeli jsme
pocateni podminku pro koncentraci komplexu [ES](t) (2.9), protoZe z rovnice (2.10) plyne

s Y2z

[ES](0) = [;j((’([)“)g%. Jak uvidime v ndsledujici ¢asti 2.2, systém (2.12) je dobrou aproximaci
systému (2.8) v Case déle od nuly, tedy po vétSinu Casu reakce, za predpokladu, Ze mnozstvi
enzymu je vyrazné mensi nez poc¢ateCni mnozstvi substratu (eg < Sp).

Kfivka znazornujici kinetiku Michaelise-Mentenové ma hyperbolicky pribéh (obr. 2.2a). Z
grafu vSak nemiizeme presné urcit hodnotu maximalni rychlosti V,,,, ani hodnotu konstanty
Michaelise-Mentenové K,,, kterd odpovida % Proto je vyhodnéjsi a ndzornéjsi zobrazeni po-
moci piimky. Jednou z aproximaci rovnice Michaelise-Mentenové (2.12) je rovnice Lineweavera-

Burka, kterd ma nésledujici tvar a jejimZ grafickym zndzornénim je pfimka (obr. 2.2b):

1 K 1 1
— = mo__ . 2.14
ol = Vo 191 T Vo (214)

Z priseciki takto ziskané piimky s jednotlivymi osami miZeme urcit jak hodnotu maximalni
rychlosti V,,,, pomoci priseciku s osou y, tak hodnotu konstanty Michaelise-Mentenové K,

pomoci praseciku s osou x (obr. 2.2b).
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Obrazek 2.2: Grafické vyjadieni rychlosti enzymatické reakce (a) dle Michaelise-Mentenové

(2.12) a (b) dle Lineweavera a Burka (2.14).

Zde konci vétsina klasickych textli zaméfenych na kinetiku enzymatickych reakci. Tyto texty
Casto implicitné prepokladaji, Ze dynamika reakce dand rovnicemi (2.10) a (2.12) je dostatecné
dobrou aproximaci skutecné dynamiky dané sytémem (2.4). Jadrem této aproximace je rychla
dynamika (2.10) a pomald dynamika (2.12), viz také obr. 2.3. Pfedchozi dvahy nds vSak nuti
polozit si par otdzek. Jak rychld je dynamika systému (2.4) pobliZ pocatku Casu ¢ = 0? Pro
jaké podminky na parametry je aproximace (2.10) a (2.12) dostatecné dobrd? A co mame délat
v situaci, kdy tyto podminky nejsou splnény? Pro odpovédi je tieba podivat se na dynamiku

systému (2.8) matematicky presnéji, z pohledu teorie singuldrnich perturbaci.

2.3 Hledani aplného reSeni - technika singularni perturbace

V této Casti kapitoly budeme vychazet z prace [11]. Pro analyzu kvazi-rovnovazného stavu mu-
sime nejdiive zavést bezrozmérné veliCiny a model pfeparametrizovat s vyuZitim napiiklad na-

sledujicich vztahii (existuje vice moznych zpiisobil preparametrizovani):

T = kyeot, u(r) =
(2.15)

)\ _ ko _ k_i+ke _ K, eg

—_Z _m e ==

 kiso’ — kiso so ~ s0°

9
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Obrazek 2.3: Dynamika systému (2.10) a (2.12). Modra kiivka je graf funkce dané predpisem

(2.10), pohyb po ni udava rovnice (2.12), ¢erné Sipky znazorniuji rychlou dynamiku systému.

PfepiS§me nyni rovnice (2.8) pro [S] a [E'S]| pomoci nové zavedenych proménnych a parametrd

(2.15). Ziskame systém:

d
d_u =—u+ (u+ K — v,
; (2.16)
8d_: =u—(u+ K)v
s pocate¢nimi podminkami
u(0) =1, v(0) = 0. (2.17)

Rédi bychom ziskali feseni nelinedrniho systému diferencialnich rovnic (2.16), které vsak nemii-

Zeme vypocitat analyticky v jednoduchém tvaru. Vidime vSak, Ze blizko 7 = 0 je 3—1; < 0 takZe

muizZeme Tici, Ze proménnd u zpocatku klesd z hodnoty v = 1. Podobné pro malé 7 je Z—: > 0.
Proménnad v tedy zpoCatku roste z hodnoty v = 0 az do hodnoty v = .+*=, kde plati % = 0.

Poté, co v dosdhne svého maxima, zacne klesat k nule, stejné jako u, které klesd pro vSechna ¢.
Protoze [E]| = ey — [ES] = eo(1 — v), koncetrace enzymu [E](t) nejprve klesd z eq a nasledné

se pro ¢as t — oo vraci na hodnotu ey.
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Uvazujme systém (2.16) a predpoklddejme ¢ < 1. Fakt, Ze parametr 0 < £ < 1 ndsobi v mo-
delu (2.16) derivaci, naznacuje, Ze mame co délat s tzv. tlohou singuldrni perturbace. Rozvifime
feSeni u a v do Taylorovy fady podle parametru € v okoli bodu € = 0:

u(r,e) =3 0" un(7),
(2.18)

v(r,e) =D 0 € (T).
Rozvoje (2.18) dosadime do systému (2.16) a poté polozime sobé rovné Cleny se stejnym ex-
ponentem u €. Tim ziskdme posloupnost diferencidlnich rovnic pro u,(7) a v, (7). Pron = 0

dostdvame systém:

% = —ug + (up + K — \)vy,
(2.19)
0 =wug— (up + K)vg
s pocate¢nimi podminkami
up(0) = 1,v4(0) = 0. (2.20)

Vidime, Ze tento pristup prindasi jisté obtize, protoZze druhd rovnice (2.19) je algebraicka a nespl-
fuje pocatecni podminku (2.20): pokud uy = 1, pak vy = HLK # (. Pokud budeme fesit systém

(2.19), ziskame:

Uo
Vg = 3
+ K
o 2.21)
duo _ Uo
dr a Ug + K
a proto
up(7) + K Inug (1) + A7 = A. (2.22)

Pokud navic uplatnime pocatecni podminku u((0) = 1, pak A = 1. Mame tedy implicitné dané

feSeni pro uo(7) a odpovidajici vy(7):

uo(7) + Klnug(r) + A\t =1,

2.23
o (7) (2.23)

ol = ) K

které je shodné s feSenim (2.13) a (2.10). Je tieba znova zdiraznit, Ze toto feSeni neplati pro

vSechna 7 > 0, protoZe neni splnéna podminka vo(0) = 0. Vzhledem k tomu, Ze systém (2.19)
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obsahuje pouze jednu integracni konstantu a to v rovnici pro proménnou u, nelze splnit obé
pocétecni podminky (2.20) soucasné.
Abychom splnili pocateéni podminku v(0) = 0, musime v modelu (2.16) ponechat ¢len ¢,

a pretransformovat Casovou Skélu v okoli nuly. Zavedeme parametr o = I, plati tedy rovnost

dv
dr

et = g—g. Pro pevné 0 < 7 < 1 je diky této transformaci o > 1 pro ¢ — 0. To znamen4,
ze velmi malé okoli 7 = 0 odpovida velkému rozsahu pro o. Dosahli jsme tedy nataZeni Casové
Skdly v okoli 7 = 0. VyuZijeme nyni této transformace pro analyzu systému (2.16) v blizkosti
7T =0.

Pomoci transformaci

T

= U(o,e) =u(r,e), V(o,e) =v(r,¢) (2.24)

g =

pfepiSeme systém (2.16) do tvaru

dU
P —eU+e(U+ K- N\)V,
d“; (2.25)
—=U—-(U+K)V
- (U + K)
s pocateCnimi podminkami
U0)=1,V(0)=0. (2.26)

Vsimnéme si, Ze systém (2.25) jiz neobsahuje maly parametr € v rovnici pro V. Rozviiime opét

jeho feSeni do Taylorovy fady podle parametru € v okoli bodu € = 0:

U<Uv 8) = Z:LOIO gnUn(0)7

(2.27)
Vio,e)=> " Va(o).
Substituci t&chto vyrazi do (2.25) a porovnanim ¢lend s € dostdvdme systém:
d‘i (2.28)
0
— =Up — (U + K)V
I o — (Uo + K)Vo
s pocatecnimi podminkami

12



ktery neni niz§tho fadu neZ pavodni systém (2.25). ReSeni systému (2.28) s po&dtecnimi pod-

minkami (2.29) je

] (2.30)

T+ K
Reseni (2.30) je tzv. vnitin{ feSeni pro v a v a to pro ¢as 0 < 7 < 1, zatimco feSeni (2.23)

Vo(o) (1 — exp[—(1 + K)a]).

je tzv. vnéjsi feSeni pro vSechna 7 dédle od nuly. Pokud ¢ — 0, pak pro pevné 0 < 7 < 1
plati 0 — oo. Proto pozadujeme, aby feSeni (2.23) pro 7 — 0 odpovidalo feSeni (2.30) pro

o — oo. Potifebujeme tedy zajistit, aby na sebe vnitini a vnéjsi feSeni navazovaly, tedy aby

platilo

o—300 1+ K

Jinak feceno, hleddme integra¢ni konstantu A v ndm jiZ zndmych vztazich

lim [U(0), Vi (0)] = [1L1 — lim [ug(7), vo(r)] 231)

up(7) + K Inug (1) + A1 = A,

(2.32)
vo(T) = —UO(T)
uo(7) + K-
Aplikujme proto limitni proces (2.31) na rovnice (2.32):
: 1 :
Jim Volo) = 777 = Him wo(7)
2.33

TI+ K w0+ K

Nyni bychom mohli pfistoupit k sestaveni systémi rovnic pro n = 1 z rozvoji (2.18) a (2.27)
a naslednému vypoétu u,(7) a vy(7) a Uy(0) a Vi(o). Refent se stiva velmi komplikovanym,
prestoZe rovnice zUstavaji linedarni. Pro vétSinu biologickych systémi vSak plati 0 < ¢ < 1
a prispévek téchto dalSich feSeni je tak zanedbatelny. Celkové je tedy asyptotické feSeni pro

0 < e < 1 apro vSechna 7 > 0 nelinedrni kinetiky reprezentované systémem (2.16) nésledujici:

u(r,e) = ug(7) + O(e), kde ug(7) + K Inug(r) + A\t =1,

Vo(r) + O(e), Va(r) = HLK (1-ew[-0+8)7]) o0 <71
v(T,e) =
() + O(e), vo(r) = w)(“:)% pro0 <e< 7

(2.34)
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K dokonceni analyzy pivodniho systému (2.4) s po¢atecnimi podminkami (2.5) potfebujeme

zapsat bezrozmérné produkt a volny enzym jako:

BS](H) ,w(T) = : (2.35)

S0 €o

2(7) =
pricemz aplikaci (2.34) pro u a v dostdvame z vyrazl (2.6) a (2.7) vztahy:

2(1) = A [ v(r)dr,
(2.36)
w(t) =1—v(7).

Rychld zména komplexu enzym-substrat v(7, ¢) probihd v Case, ktery je velmi krétky a pro
vetsinu experimentd se ani nedd méfit. V fadé experimentt nebylo vnitini feSeni pro u(7), v(7)
nikdy pozorovéano. Relevantni feSeni je tedy vnéjsi feSeni uo(7) a vo(7) dané vztahy (2.23) a
spliiujici pocatecni podminku pro u(7). Jinymi slovy fikdme, Ze komplex v(7) je v rovnovdzném
stavu, tedy Ze plati 53—3 ~ (. To znamend, Ze v-reakce je natolik rychld, Ze je vice ¢i méné po
celou dobu v (dynamickém) ekvilibriu. To je vlastné klasickd hypotéza Michaelise-Mentenové o
kvazi-rovnovdzném stavu.

Jen jako poznamku uved’'me, Ze systém (2.16) lze zobecnit na nasledujici rovnice:

du
E - f(u7 U)v
(2.37)
dv
e— =g(u,v), 0<e<kl1.
dr

Vidime, Ze v-reakce je velmi rychld v porovndni s u-reakci. To znamend, Ze pro ¢as 7 > ¢ > 0

muiZeme pouZit aproximaci
d
o flu,v), g(u,v) =0. (2.38)
dr

Pokud vyfesime algebraickou rovnici g(u, v) = 0, dostaneme, Ze v = h(u), a pak:

du

o= f(u, h(u)), (2.39)

coz nam dava samostany dynamicky popis u-reakce.

14



2.4 Inhibice a kooperace

Casto ndm rychlost reakce nevyhovuje. N&které chemické reakce b&Z{ piili§ pomalu, je tedy Z4-
douci je urychlit. Jiné chemické reakce naopak bézi pfilis rychle nebo jsou nezadouci. V takovém
piipadé je tieba reakci zpomalit ¢i zastavit. Zrychleni reakce miizeme docilit tim, Ze zvySime
koncentraci reaktantd, nebo zvysime teplotu ¢i priddme katalyzatory - aktivitory. Reakcim za
pritomnosti aktivitoru se v praci vénovat nebudeme. V pripadé, Ze potfebujeme reakci zpoma-
lit, miZeme napfiklad pouzit katalyzétory - inhibitory. Jsou to latky strukturné velmi podobné
substratu, které se pomoci nekovalentnich interakci specificky vaZi na enzym a tim ovlivni rych-
lost reakce. Zvlastnim pripadem je kooperace, pfi které mize dojit jak k aktivaci, tak k inhibici.

Pojd’me se na matematické modelovani enzymatické kinetiky v jednotlivych pifipadech podivat.

2.4.1 Kompetitivni inhibice

Béhem kompetitivni inhibice dochdzi k tomu, Ze inhibitor se diky strukturni podobnosti se sub-
stritem muZe vazat do vazebniho mista enzymu. Dochazi tedy ke kompetici (soutéZeni) mezi
substratem a inhibitorem o vazbu s enzymem. Pokud dojde k navdzani substratu na enzym, tak
reakce probihd stejné jako v pripadé (2.3), jak jsme jiZ ale zminili, miZe dojit i k navazani inhibi-
toru. Reak¢ni schéma tedy rozsifime i o tuto moznost (2.40). Schéma enzymatické reakce potom

vypada nésledovné:

k, N
S+ FE ES®™ piE
Fo (2.40)
ks
E+1 EI
k_s

Rychlost takové reakce miiZzeme opét vyjadrit z hlediska vSech litek v reakci jako casovou

zménu jejich latkového mnozstvi. Diferencidlni rovnice popisujici dynamiku reakci (2.40) jsou
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nasledujici:

% = —kJ[E][S] + k_[ES),

% = —k[E][S] + (k-1 + ko) [ES] + ks ET] — ks[E][T],

A5 _ ko 1m118) — ks + k(S

% e (2.41)
% — k_y[ET — ks[E[I],

@ — Iy[E|lI] — k_s[EI).

Ziskané rovnice vyfeSime obdobné jako v ptipadé¢ kinetiky Michaelise-Mentenové. Po tpra-

vach popsanych v predchozi ¢asti kapitoly ziskdme reciprokou formu rychlostni rovnice reakce

1 Ky 1\ 1 1
= 14+ =)= 2.42
v Vmaz ( * Kz) [S] * Vmaz’ ( )

pfi¢emZ K; je inhibi¢ni konstanta definovand jako disociacni konstanta komplexu enzym-inhibitor:

z hlediska produktu [14]:

kde [X] je koncentrace latky X po ustaveni rovnovéhy systému (2.40).

Vsimnéme si, Ze pokud bude v rovnici (2.42) koncentrace inhibitoru nulovd, tedy [I] = 0,
dostaneme vztah (2.14) pro kinetiku Michealise-Mentenové. Koncentrace inhibitoru [/] je dy-
namickou proménnou systému, kterd zdvisi na Case. Kompetitivni inhibitor neovliviiuje hodnotu

maximalni rychlosti V,,,4.., av§ak jeho pfitomnost v reakci zvySuje hodnotu konstanty Michaelise-

Mentenové z K, na K, (1 + %) (obr. 2.4).

2.4.2 Akompetitivni inhibice

V pfipadé akompetitivni inhibice nesoupefi inhibitor se substratem o vazbu na enzym, ale vaze se

na komplex enzym-substrat, ¢imz vznikd komplex substrat-enzym-inhibitor, ktery neposkytuje
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Obrazek 2.4: Kinetika enzymatické reakce v grafickém znazornéni rovnice (2.42) dle Linewea-

vera a Burka bez inhibitoru [I] = 0 (Cervend) a s kompetitivnim inhibitorem [/] > 0 (modra).
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produkt. Schéma akompetitivni inhibice je nasledujici:

kq ko
S+ FE ES =P+ FE
k‘—}; (2.44)
ES + [ ——= ESI
k—3
Soustava diferencidlnich rovnic popisujici tento chemicky systém je nasledujici:
d|s
% = —k1[S|[E] + k_1[ES],
dFE
T — i)+ (s + 1),
d|ES
AEE _ b 9108) — (b + k) [ES] — RSlESII) + kg ST,
2.45)
dlP] (
—— = k|F
dt kz[ S] Y
I

% = k_3|ESI| — k3[ES][1],
ESI

% = k3[ES|[I] — k_3[ESI].

MozZna reakce akompetitivniho inhibitoru s komplexem enzym-substrat ovlivni rychlost re-

akce nasledujicim zptisobem [14]:

1 K, 1 1 1
0 Vo 19 Vi <1 i ) | (240

kde inhibi¢ni konstanta K; je definovédna

K, = [ﬁ;%] : (2.47)

kde [X] pfedstavuje koncentraci latky X po ustaveni rovnovazného stavu systému (2.44).
Vidime, Ze oproti rychlosti neinhibované enzymatické reakce (2.14) pribyl ¢len 1 + ﬂi,

ktery urcuje, jak pfitomny inhibitor ovlivni rychlost reakce. Dojde k poklesu hodnoty konstanty

Michaelise-Mentenové, a to v disledku reakce komplexu enzym-substrat s inhibitorem. Touto

reakci je odCerpana ¢4st komplexu enzym-substrit, dochdzi tedy k posunu rovnovahy neinhibo-

vané reakce smérem doprava, tedy poklesu maximalni rychlosti V;,,,, (obr. 2.5).
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Obrazek 2.5: Kinetika enzymatické reakce v grafickém zndzornéni rovnice (2.46) dle Linewea-

vera a Burka bez inhibitoru [/] = 0 (Cervend) a s akompetitivnim inhibitorem [I] > 0 (modr4).
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2.4.3 Nekompetitivni inhibice

Poslednim typem inhibice je inhibice nekompetitivni. Pro tento typ inhibice plati, Ze inhibitor
se muZe vazat bud’ na vazebné misto volného enzymu nebo na komplex enzym-substrat. En-
zym ma dvé riznd vazebni mista, jedno pro substrat a jedno pro inhibitor. Pokud se na volny
enzym navaZze nejprve inhibitor, dojde k naruSeni schopnosti enzymu vazat a preménovat sub-
strat. Rychlost reakce, kdy dochdzi k navdzani substratu na komplex enzym-inhibitor, je oproti

ostatnim velmi mal4, proto ji uvazovat nebudeme. Schéma této reakce vypad4 takto:

oy N
S+E ES ™ P4+ E
k1
ks
E+1 EI (2.48)
k3
ks
ES+1 ESI
k_4

Soustava diferencidlnich rovnic, z nichz kazda popisuje zménu mnozstvi za jednotku Casu pro

kazdou z reagujicich latek pfi nekompetitivni inhibici, je ndsledujici:

dls] _

— = —k1[S][E] + k_1[ES],

% = —k1[S][E] + (k-1 + k) [ES] + k_s[ET] — ks[E][1],

@ — Wy [SI[E] — (ks + ko)[ES] + by [EST] — ky[E1],

d[P

% = ky[ES], (2.49)
% = k_s[EI] — k3| E][I] + k_4[EST] — ky4[ET],

dEI

U = KB - kool 1)

d[flf[ | halBS)n - kulESI.

Soustavu upravime podle algoritmu, ktery jsme pouzili v predchozi ¢4sti této kapitoly pro od-

vozeni rychlosti zdkladni enzymatické reakce. Ziskame vzorec pro rychlost reakce, kterd je ne-
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Obrazek 2.6: Kinetika enzymatické reakce v grafickém zndzornéni dle Lineweavera a Burka bez

inhibitoru [/] = 0 (Cervend) a s nekompetitivnim inhibitorem [/] > 0 (modrd).

kompetitivné inhibovéana [14]:

1 K, 1] ) 11 ( 1] )
- 1+ — + 1+ : (2.50)
v Vmax < Kz(EI) [S} Vmaw Ki(E'SI)

kde pro jednotlivé inhibi¢ni konstanty plati:

KiyEen = %7 Kigsn = [[EE?S]’[I]]]’ (2.51)

kde [X] znac{ koncentraci latky X v rovnovdzném stavu systému (2.48).

Pfi plné nekompetitivni inhibici jsou obé konstanty totozné. Nekompetitivni inhibitor neo-
vliviiuje hodnotu konstanty Michaelise-Mentenové K, ale sniZzuje maximalni rychlost reakce

Vinaz (ObI. 2.6).
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2.4.4 Kooperace

Pii kooperaci plati, Ze na jednu molekulu enzymu, ¢i komplex enzymi, se mlize vazat vice mo-

lekul substratu. Budeme uvaZovat dimer enzymu FEj5, ktery ma dvé aktivni mista a na ktery se

2N 2

postupné vazi dvé molekuly substratu. Uvedeme si zjednoduSené reak¢i schéma, které m4d tvar:

ki
S + EQ——‘EQS

k1

I (2.52)
2
S + EQS 5 E2S
ko
Dil¢i nasyceni enzymu, které je ur¢eno podilem koncentrace enzymu, na ktery je vdzany substrat,

[E2S] a [SE,S], ku celkové koncetraci enzymu [Es 4], potom definujeme jako:

 [B2S]+2[SE,S]  [BaS]+2[SE,S]
Y = ol 3+ 25 - 2965 (2.53)

Typ kooperace zavisi na vztahu mezi konstantami k; a k. Pokud & > ks, jednd se o negativni
kooperaci, nebot’ jiZ navdzand molekula substratu na enzymu zpomaluje reakci s dal$i molekulou
substratu. Dal$i moznosti je, Ze plati k1 = ko, tedy Ze navazani druhé molekuly substratu probiha
obdobné rychle, jako se navazovala prvni molekula. Tato kooperace se nazyva neutrdlni nebo téz
nulovd. My budeme déle uvazovat ptipad pozitivni kooperace, tedy Ze jiZ navdzand molekula
substratu usnadniuje navazani druhé molekuly substrdtu na enzym. Budeme predpokladat k1 <

k5. Reakeni schéma (2.52) pak miizeme zjednodusit na tvar:

k
By + 28 == SE,S. (2.54)
k—o
Definujeme-li vazebnou konstantu jako
[SE5S]
K= (2.55)
[E.][ST?

muzZeme pro dil¢i nasyceni enzymu psét:

C9SES]  [SES K[S)?

Y — - — ) 2.56
2[E2 tot] [E5] + [SE.S] 14 K[S]? (2.56)
Rychlost takové reakce je pak ddna vztahem [11]
Vinaz K[S)?
= = _mar- = 2.57
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n=

N=:

L koneentrace substratu [mol/ohjem]

Obrazek 2.7: Vliv velikosti Hillova koeficientu na tvar kiivky zdvislosti rychlosti reakce na po-

¢ateCni koncetraci substratu [S] pro rdzné hodnoty n a pro V,,,,, = 50 a K = 1.

coz je sigmoiddlni (zpocatku konvexni, potomkonkavni{) funkce v proménné [S] (obr. 2.7).

Enzymovy komplex miiZe mit obecné n vazebnych mist. Pro rychlost takové reakce pak plati:

Vi K[S]"
v= TR (2.58)

coZ je obecny tvar tzv. Hillovy rovnice, kterd popisuje kooperaci. PoloZenim rychlosti reakce v =
Vinaz Y proti koncentraci substratu [S] ziskdme sigmoidélni kiivku. Parametr n je také nazyvéan
Hillovym koeficientem. Vidime, Ze ¢im vice vazebnych mist enzym poskytuje, tim je pro [S] >

Vv

K rychlost reakce vyssi (obr. 2.7).

2.5 Aktualni vyzkum v oblasti kinetiky enzymatickych reakci

Ackoli byla zdkladni teorie enzymatickych reakci pfedstavena uz pred desitkami let, modely
predstavené v této kapitole stale tvori zdklad soucasného teoretického i praktického vyzkumu.
Podivejme se na dvé studie z poslednich let.

Prvni aktudlni studie, na kterou se podivame, se zabyv4 kinetikou produkce cyklodextrinu
katalyzované enzymem Toruzymem a glukonotransferdzou z kmene Bacillus firmus. My si pred-

stavime pouze ndstin daného vyzkumu, vice se ¢tenaf dozvi ve studii [18]. Autofi této studie
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Obrazek 2.8: Schematické znidzornéni kinetického modelu navrZzeného pro soucasnou pro-
dukci a—,— a y—cyklodextrinu. Konstanty ki, k_1,ky, k_4, k7, k_7, k10, k_10 se vztahuji
k produkci a-cyklodextrinu, konstanty ks, k_o, k5, k_5, ks, k_g, k11, k_11 souviseji s produkci
B-cyklodextrinu a konstanty ks, k_3, kg, k_g, kg, k_g, k12, k_1o se vztahuji k produkci ~-

cyklodextrinu. Prevzato z prace [18].

vyvinuli novy matematicky model popisujici kinetiku produkce a—, — a y—cyklodextrinu. Ex-
perimentdlné také studovali kinetické chovani enzymu Toruzyme v reakci s maltodextrinem jako
substratem v rdznych koncentracich a s glukanotransferazou z kmene Bacillus firmus v koncen-

traci 100 gl

Schéma sledované kinetiky je uvedeno na obrdzku 2.8. VSimnéme si, Ze rychlostni kon-
stanty jsou uvazovany jak pro reakce pifimé, tak pro reakce zpétné. Vysledna rychlost pro tvorbu
kazdého z produktli (a—, f—, y—cyklodextrin) je v praci popsana pouze pro a—cyklodextrin,

pro zbylé dva typy je odvozeni obdobné. Podivejme se na rovnici popisujici rychlost tvorby
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a—cyklodextrinu:
Va = k?4[ESa] - k?_4[E] [O[] — kflo[E] [Oé] + k?_l()[EOZ], (259)

kde [ES,] znali koncentraci daného komplexu, [E] pfedstavuje koncentraci enzymu a [a] je
koncentrace a—cyklodextrinu. [Fa] vyjadfuje koncentraci komplexu enzym-a—cyklodextrin a
k. jsou rychlostni konstanty jednotlivych reakci. Autofi uvazovali hypotézu kvazi-rovnovdzného
stavu a riznymi Gpravami a odvozenimi, které zde uvadét nebudeme a které si Ctenaf muize
prohlédnout v uvedeném ¢lanku, ziskali autofi vyslednou rovnici pro rychlost (vztah (21) v préici
[18D).

Nasledné autorfi prokladali feSeni popsaného modelu experimentalné ziskanymi daty a odha-
dovali tak modelové parametry. Piiklady dat a vysledki prokladani feSenimi modelu témito daty
ukazuje obrazek 2.9.

Podivejme se, jak dand studie vyuZiva teoretické poznatky popsané v této kapitole. Pro ur-
Ceni rychlosti sledované reakce vychdzeji autofi ze soustavy diferencidlnich rovnic popisujicich
zménu koncentrace jednotlivych latek vyskytujicich se v reakci za jednotku Casu. Stejné jako
my uvazuji celkové mnoZstvi enzymu konstantni. Podobnost vidime i1 mezi rovnicemi (2.12) a
rovnici (21) ve studii [18], kde se ndmi odvozeny vztah pro rychlost enzymatické reakce zkom-
plikoval o ¢leny vztahujici se k jednoltivym typim cyklodextrinu.

Diéle se podivame na studii [20]. Autofi se zde vénuji matematickému modelovani kinetiky
soucCasného cukernaténi a fermentace celulézy na etanol. Cilem studie bylo stanovit klicové re-
akéni parametry, které by byly pouZzitelné pro Sirokou Skélu reakénich podminek. Béhem studie
byly provedeny pokusy s riznym enzymovym zatizenim (10, 15 a 20 FPU/g celulézy) a riznymi
pocatecnimi koncentracemi fermentovatelnych cukrii (glukéza a manéza). Jako vychozi latka
této premény Casto slouZi lingocelulézova biomasa, kterd vznika jako vedlej$i produkt v zemé-
délstvi ¢i lesnictvi. Lingocelul6zova ldtka méd velmi sloZitou strukturu, pfeména tedy neprobiha
piimo, ale pres Ctyfi kroky. Nejprve dochézi k predbéznému uvolnéni polymernich fetézct celu-
16zy a hemiceluldzy, ndsledné k jejich enzymatické hydrolyze. DalSim krokem je zkvaSeni takto
ziskanych monomernich cukri a poslednim krokem je vznik etanolu a jeho dehydratace. Po-

drobnéjsi popis pfemény, stejné€ jako podminky, za kterych probihd, se miize ¢tenar dozvédeét v
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Obrazek 2.9: Ukédzka dat a prokladéani feSeni kinetického modelu navrZzeného pro soucasnou

produkci a—, B—, v—cyklodextrinu t€émito daty. Pfevzato z prace [18].
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5§ T Tyl
Celhilose(C)—Cellobiose(B) — Glucose((G) — ErhanoE) & Cellmass(X)

TyaTag
Mannose(M) — Ethanol(E) & Cellmass(X)

Obrazek 2.10: Reak¢ni schéma pfemény na cukr a ndsledného zkvaseni. Prevzato z prace [20].

prislusné studii [20].
Autofi odvodili kineticky model popisované chemické reakce, jejichZ schéma je nacrtnuto na
obréazku 2.10. Popisuji rychlosti jednotlivych pfemén, jako piiklad si uvedeme takouvou rovnici

pro bunécnou hmotu:

=l (Kc[f-] [&ﬂﬂw]) (KE[iE[EJ | o

kde [X] znaéi koncentraci latky X, ju,, pfedstavuje maximdalni rychlost ristu mikroorganismd,
K¢ je saturaCni konstanta glukézy pro mikroorganismus, obdobné K je inhibi¢ni konstanta
etanolu pro mikroorganismus. Specifickou rychlost hydrolyzy celulézy na celobiézu k] definuji

autori jako
o [ENZY M]
' Ky +[ENZY MY

(2.61)

kde je K., celuldzova adsorpCni saturaCni konstanta. Na zakladé téchto rovnic vytvorili autofi
soustavu diferencidlnich rovnic popisujici zménu koncetraci jednotlivych latek, které se reakci
Ucastni.

Po sestaveni modelu opét nasledovalo proklddéni jeho feSenim daty, které je témér nedilnou
soucdsti kazdé tvorby nového matematického modelu (obr. 2.11). Autori ziskali sadu parametrd,
které mohou popisovat jiné probihajici procesy (obr. 2.12) a které mohou byt uzity v dalSich
(teoretickych) studiich.

Studie také ukézala, Ze pri rizném zatiZeni a riznych pocate¢nich koncentracich cukru do-
chazi k odliSnému mechanismu inhibice procesu cukernaténi a kvaseni. Autofi zjistili, Ze inhi-
bi¢ni efekt celobiézy a celuldzy je vyznamny pii vysokém enzymovém zatiZeni a nizkych po-
¢atecnich koncentracich cukrii. Ddle studie ukdzala, Ze pocatecni koncentrace cukrii vyrazné

ovliviiuje rychlost reakce a hodnoty rychlostnich konstant. Nejvétsi vytéznost etanolu byla pii
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Obrazek 2.11: Koncentrace etanolu ziskané experimentdlné a matematickym modelem pro riizné

pocatecni koncentrace cukri: (a) glukéza 5g/1, mandza 4.5 g/1 (b) glukéza 10 g/l, mandza 9 g/1.

Prevzato z préce prace [20].
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Obrazek 2.12: Srovndni predikce modelu a experimentdlné uréené koncentrace etanolu pii zati-

Zeni enzymu 20 FPU/g celulézy. Prevzato z prace prace [20].
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vySS8i pocatecni koncentraci cukrli a pii stfednim zatiZeni enzymu.

Ackoli rychlosti chemickych reakei definované v této studii jsou na prvni pohled kompliko-
vané, vychdzeji ze vztahli definovany na zacatku této kapitoly. Pro sestaveni soustavy diferenci-
alnich rovnic vyuZivaji autofi ndm jiZ zndmou rovnici Michaelise-Mentenové (2.12).

Uvedené modely obsahuji fadu parametrd. Nékteré z nich autofi odhadli pomoci specific-
kych experimentil, zbyvajici pak odhadovali z modelovych situaci tak, aby minimalizovali soucet

¢tvercti rozdilti naméfenych a predikovanych dat. Minimalizovali tak funkci:

n

F(p) =) _(data(k) — model(k,p))’, (2.62)

kde p je vektor odhadovanych parametrti a k je Casovd proménnd zarucujici porovnani namére-
nych a predikovanych hodnot ve stejny ¢asovy okamzik. Takovéto vypocCty se zpravidla provadé;ji
pomoci riznych matematickych softwart. Jednim z nich je MATLAB, kdy pro tento vypocet au-

tofi pouZili proceduru "fmincore". [20]

2.6 Rozpad produktu v zakladni enzymatické reakci

V obecné enzymatické reakci je tfeba uvaZovat zvratnost obou dil¢ich reakci, schéma je pak

nasledujici:
k1 ko
S+ F< > SE < ~ P+ F. (2.63)
k_q k_o

Pfislusné rovnice takového systému pak jsou:

d[s] _
- = kB8] + k[ES],
% = —k[E][S] + (k_1 + ko) [ES] — k_o[P][E],
(2.64)
@ = k1 [E][S] = (k_1 + k2)[ES] + ko[ P][E],
dip] _
—r = RalES] = ko [PI[E].
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Obrazek 2.13: Numericky vypoctené pribéhy koncentraci substratu, produktu, enzymu a kom-

plexu enzym-substrét pro rychlosti konstanty k1 = €3 k_; = 1,ky = 0.05,k_, = k—; a pro

pocatecni podminky [S](0) = 1mol/objem a [F](0) = 0.1mol/objem.
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Kapitola 3

Modelovani virovych infekci

Treti kapitola mé diplomové prace je vénovand matematickym modeliim, které popisuji dyna-
miku virové infekce z hlediska déji probihajicich na bunécné tdrovni. V praci se zabyvam po-
pisem infekce HIV a chfipky. Pro kazdou z téchto infekci uvadim zakladni model, ze kterého
vychdzeji riizna rozsitfeni. Nékterd rozsiteni uvadim podrobnéji, jind pouze zminim. V ¢ésti ka-
pitoly vénované modelovani HIV infekce jsem Cerpala z praci [13, 16]. Pro ¢ast vénovanou
modelovéni infekce chiipky jsem vyuZzila préci [1]. Na zavér kapitoly predstavim dvé aktudlni

studie v oblasti modelovani dynamiky virovych infekci na bunécné urovni.

3.1 HIV

HIV (Human Immunodeficiency Virus, virus lidské imunitni nedostate¢nosti) je virus napadajici
T-lymfocyty, které jsou odpoveédné za fizeni imunitni odpovédi. Prvni ndkazy ¢lovéka timto one-
mocnénim se datuji na pocatek 20. stoleti. Jedna se o nemoc, kterd je rozSifena vSude po svété.
Proto se také védci zacali zabyvat jejim modelovdnim. Podivejme se, jak takovy zdkladni model
muzZe vypadat.

Pro zdkladni model uvazujme dva typy bunék, a sice buriky infikované I (infected cells) a
buriky neinfikované nachylné k infekci 7" (target cells). Tteti sloZkou modelu jsou pak viriony

vV _ s

V. VétSina bunék ma schopnost bunécného déleni, takze neinfikované buniky neustdle vznikaji,
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Obrazek 3.1: Zakladni model virové infekce HIV. Upraveno podle [16].

a to s konstantni rychlosti A\, umiraji s rychlosti d a stdvaji se infikovanymi s rychlosti 5. Se
stejnou rychlosti tedy pribyvaji buiiky infikované, které umiraji s rychlosti a. Infikované buniky
uvolnuji viriony s rychlosti k£ a viriony se rozpadaji s rychlosti u. Popsané déje mizeme zobrazit
graficky (obr. 3.1) nebo zapsat pomoci soustavy tfi diferencidlnich rovnic jako rychlost zmény
mnoZzstvi jednotlivych sloZek systému. MnoZstvi zdravych a infikovanych bunék vyjadfujeme
jako jejich pocet, zatimco mnoZstvi viriont vyjadiujeme pomoci jednotky TCID5q/objem. Jedna

se 0 objemovou davku viru, kterd zabije vSechny bunky v poloviné tkdnovych kultur.

dr

— = A=-dT - pVT

7 BVT,

dl

i T — al 3.1
dVv

— =kl —uV.

o uV.

Podivejme se na analyzu systému (3.1). Raddi bychom mimo jiné zjistili podminky, kdy se
bude infekce Sifit, a kdy nikoli. Potfebujeme tedy vySetfit stabilitu ekvilibria této soustavy v
piipadé, Ze se v systému nenachdzi infekce. Podminka na nestabilitu tohoto ekvilibria pak bude

odpovidat podmince, kdy se infekce bude Sifit. Nejprve ur¢ime vSechna ekvilibria tohoto systému
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(viz ptiloha €. 1), systém md dvé ekvilibria. Jednim je

au

Tr = —

1 kﬁ,

I A du

1_5_%’ 3.2)
e d

V=228

'"“au B

Toto ekvilibrium je biologicky relevantni pokud jsou vSechny jeho slozky kladné, coZ nastava,

kdyz I(%’) > 1.Nazyva se endemické ekvilibrium.

Druhé ekvilibruim systému (3.1) je

A
T: =2

2 d’
I3 =0, (3.3)
Vi =0

Toto ekvilibrium je ekvilibrium bez infekce. VySetfovanim jeho stability (viz pfiloha €. 2) se

ukdzalo, 7e ekvilibrium (3.3) je nestabilni pravé kdyz *22 > 1. Viimn&me si, Ze to je zdroveil

adu

podminka ne existenci endemického ekvilibria (3.2). Cislo

_ Bk

Ry = )
7 adu

(3.4)

se nazyvd zdkladni reprodukCni Cislo infekce. Jedna se o Cislo, které urCuje pocet infiko-
vanych bunék vzniklych z jedné infikované bunky. Pokud je Ry, < 1, znamend to, Ze kazda
infikovand burika produkuje v priméru méné nez jednu nové infikovanou bunku. Tim padem se
infekce neSifi a ekvilibrium (3.3) je stabilni. Pokud bude naopak platit Ry > 1, pak kazd4 infi-
kovand buiika vytvari primérné vice jak jednu nové infikovanou buiiku. Infekce se tedy $iii, coz
znamena, Ze roste pocet infikovanych bun€k a zdroven klesa pocet téch neinfikovanych. Se zmen-
Sujicim se poctem neinfikovanych bunék klesa i moZnost virioni infikovat je. Systém konverguje
k rovnovaznému stavu (3.2) [13] (obr. 3.2), nebot’ ten je za podminky 7y > 1 stabilni. V tomto
stavu kazd4 infikovand burika produkuje v priméru jednu nové infikovanou buiku. Nastava stav

dlouhodobé ¢i trval€ infekce.
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Obrazek 3.2: Numericky spoctené pribéhy mnozstvi neinfikovanych bunék 7', infikovanych bu-

nék [ a viriond V' podle soustavy (3.1) pro parametry uvedené v tabulce 3.1.

NeZ se podivame na néjaka rozsifeni modelu (3.1), ukdZeme si graf jeho numerického feSeni
(obr. 3.2). Vidime, Ze mnoZstvi zdravych bunék nejprve klesd a poté se ustaluje v ekvilibriu.
Mnozstvi infikovanych bunék se stejné tak jako mnoZstvi zdravych bunék dostava po urcité dobé

do ekvilibria. Kfivka zobrazujici zmény v populaci virionti nabyva (pro zvolené parametry) pii-

blizné 18. den infekce maxima a poté klesa do ekvilibria.

3.1.1 Rozsireni zakladniho modelu HIV infekce

Bunéc¢na imunitni odpovéd’
Nejprve budeme uvazovat bunécnou imunitni odpovéd’ organismu. Pfi bunéné imunitni od-

povédi jsou v organismu pfitomné cytotoxické T-lymfocyty Z, které dokaZzi rozpoznat infikované

buiiky a pomoci vylu¢ovanych latek je likviduji. Zdkladni model popsany soustavou (3.1) dopl-
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nime o rovnici popisujici ¢innost téchto lymfocytl a ziskdme soustavu Ctyf rovnic [13]:

dT

— =\—dT' - pVT

o BV,

I

%:BVT—a]—pIZ,

o (3.5)
— =kl —uV,

dt s

d—Z:c[Z—bZ,

dt

kde ¢ znaci rychlost mnozeni lymfocytl (vSimnéme si,Ze lymfocyty vznikaji pouze za pritom-
nosti infikovanych bun€k) a b udédva, jak rychle se lymfocyty rozklddaji pii nedostatku infikova-
nych bunék. Rychlost, s jakou T-lymfocyty zabijeji infikované buiiky, je ddna parametrem p.

Aby se v organismu vyvolala buné¢nd imunitni odpovéd’ a mnoZstvi cytotoxickych T-lymfocytd
se zvySovalo, musi byt v organismu pfitomno minimalni mnoZstvi infikovanych bunék tak, aby
platilo ¢/ > b. Pokud bude platit c/* < b, kde I* je definovédno v (3.2), cytotoxické T-lymfocyty
budou aktivované pouze po prechodnou dobu a systém konverguje k ekvilibriu danému vztahy
(3.2). Pro ptipad, kdy plati c/* > b, systém vykazuje tlumené oscilace k ekvilibriu danému

rovnicemi [13]:

w  Acu
"~ cdu + BbE’
b
]** =,
‘ (3.6)
bk '
V** — _’
Ccu

g L (_ABek
~ p \cdu + pbk '

Toto ekvilibrium opét urime tak, Ze pravé strany rovnic (3.5) poloZime rovny nule a vy-
feSime vyslednou soustavu algebraickych rovnic vzhledem ke stavovym proménnym 7', 1,V a
Z. VSimnéme si, Ze mnoZstvi infikovanych bunék v ekvilibriu zdvisi pouze na parametrech b
a ¢, které popisuji rychlost mnoZeni a rozpadu T-lymfocytt. Dale plati 7% < T [* > [** a
V* > V**, coz znamend, Ze pokud jsou pfitomny cytotoxické T-lymfocyty, sniZuje se virovd za-
téZ a stoupd pocet neinfikovanych bunék. Ale o celkovém mnoZstvi bunék, 7™ + I*, nemiiZzeme

v porovnani s hodnotou 7™* + [** fici nic obecného.
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Obrazek 3.3: Numericky spoctené priibéhy mnozstvi virionli V' a cytotoxickych T-lymfocytt 2

podle soustavy (3.5) pro parametry uvedené v tabulce 3.1.

Pokud by ctenafe zajimaly rtizné odli$nosti v bunécné imunitni odpovédi ¢i dalsi rozsiteni

tohoto modelu, muze nahlédnou do studie [13].

Numericky spocétené feseni modelu (3.5) je zobrazeno na obrazku 3.3. MnoZstvi virionli v
pritomnosti cytotoxickych T-lymfocytd se vyrazné méni, osciluje, po urcitém case se systém
dostava do ekvilibria. To mizeme vidét i v pripadé kiivky zndzornujici zmény v populaci T-

lymfocytl ~Z.

Pritomnost 1é¢iv

Vidéli jsme, jakym zptisobem se model zméni, pokud budeme uvazovat buné¢nou imunitni
odpovéd’. Nyni se stru¢né podivame na to, jak se v zakladnim modelu (3.1) projevi pfitomnost
antiretrovirovych 1é¢iv. Na buné¢né drovni po podani 1é¢iv dochézi diky inhibitorim reverzni
transkriptdzy R7T' k blokovani schopnosti HIV infikovat buiiku a diky inhibitordm protedzy PI

k produkci neinfekénich virioni Vi ;. Pokud tedy uvaZujeme pritomnost téchto 1€Civ, ziskame
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nasledujici model [16]:

dT
_— = A — dT — (1 - GRT)B‘/ITa
dt
dI
— = (1 = €gr)BVIT — al,
dt
(3.7

avi _ (1 —epr)kl —uV,

7 €pPI Uvr,
dv;

d;“ = eprkl —uVyy.

Cleny egrr a ep; uddvaji Glinnosti reverzni transkriptdzy a inhibitorG protedzy. Cim vysi
hodnotu ma dané e, tim jsou 1éky Gcinnéj$i ( ¢ = 1 znamend 100% tucinnost). Proménnd V;
znaci mnozstvi viriond, které jsou schopné buriku infikovat a Vy; mnozstvi viriond, které tuto
schopnost nemaji.

Pokud by udcinek inhibitorG protedzy byl stoprocentni (ep; = 1) a pocCet neinfikovanych

bunék 7" by zlstaval neménny, pro celkové mnozstvi viru V' v organismu by platilo (vypocet viz

priloha €. 3):

a—Uu a—u

- — —at __ ,—ut
V(t) =Vi+Vyr = eim(‘/}o"’VNIO)‘i‘@iutkt(l ERT)BT‘/IO +([0 _ (1 GRT)BT%()) (k (6 e )

(3.8)

Podrobné;jsi analyzu tohoto systému v praci uvadét nebudeme. Je samoziejmé, Ze 1éky ovlivni
jednotlivé hodnoty v ekvilibriu. MnoZstvi infikovanych bunék i virionil poklesne oproti (3.2) a
naopak mnoZstvi neinfikovanych bunék bude vétsi. Podivejme se tedy alesponl na numericky
spoctené feseni (obr. 3.4).Jak jsme jiz psali vySe, funkcnost 1€kt pii HIV infekci udavame po-
moci dvou faktort, uéinnosti reverzni transkriptdzy a inhibitor protedzy. Pokud je dGcinnost v
obou piipadech stoprocentni (obr. 3.4a), v feSeni se ndm vyskytuje pouze malé mnoZstvi viriond,
které jsou schopny infikovat buniku. Po kritké dobé se vSechny viriony ztraci a infekce mizi.
V ptipadé€ zobrazeném na obrazku 3.4b jsme uvaZovali uCinnost reverzni transkriptdzy sedmde-
satiprocentni (egr = 0.7) a G¢innost inhibitort protedzy stoprocentni (ep; = 1). Vidime, Ze po
kratké dobé opét vymizi populace viriond schopnych infikovat buiiku a narGsta populace viriont,
které tuto schopnost nemaji. Tato populace také po ¢ase vymre. Na obrazku 3.4c je vykresleno fe-
Seni systému (3.7), kdy jsou oba parametry rovny 0.7. To znamend, Ze jak reverzni transkriptdza

tak inhibitor protedzy jsou tcinné ze sedmdesati procent. Vidime, Ze v pomérné kritkém case
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Obrazek 3.4: Numericky spoctené prubéhy infikovanych bunék I, virionti schopnych infikovat
bunky V; a virionli neschopnych infikovat buiiky Vi ; podle soustavy (3.7) pro parametry uvedené
v tabulce 3.1 a pro hodnoty G¢innosti reverzni transkriptdzy a inhibitorti proteazy egr = 1, ep; =
1), egr = 0.7,epr = 1 (b) aegrr = 0.7,ep; = 0.7 (c). MnoZstvi infikovanych bunck v

panelech b, ¢ je pro lepsi viditelnost vyndsobeno 50. Jednotlivé panely maji jiné Skdlovéni os.
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roste velikost populaci obou uvazovanych skupin virionti. Vice je téch, které nemohou bunku
infikovat. Obé tyto populace po Case vymiraji.

Podivejme se nyni na vzdjemné porovnani obrazkl. Zacnéme s obrazky 3.4a,b. MuiZzeme fici,
Ze snizeni ucinku reverzni transkriptdzy ma za nasledek vznik populace viriont, které nemohou
infikovat bunky. V populaci viriont, které mohou buriky infikovat, nedoslo téméf k Zadnym zmé-
ndm. V grafickych feSeni na obrdzcich 3.4b,c, které se liSi ucinkem inhibitoru protedzy, je velky
rozdil. Vidime, Ze v ptipadé sedmdesatiprocentni Gcinnosti reverzni transkriptdzy a inhibitort
protedzy (obr. 3.4c), obé populace virionu rostou a prezivaji daleko déle neZ v pripadé obrazku
3.4b, kde populace viriont schopnych infikovat buiiku neroste, ale pouze klesa.

O 1écivech a jejich Siteni v bunikdch se ¢tendr vice docte v ndsledujici kapitole, kterd je véno-
vana matematickému modelovéni ve farmakologii.

Rozsiteni zakladnitho modelu (3.1) existuje celd fada, uvedla jsem pouze rozsiteni zahrnujici
bunécnou imunitni odpovéd’ a pritomnost 1€Civ. Pokud by se Ctenar chtél o této oblasti dozvédét
vice, miZe k tomu pouZit naptiklad prace [13, 16, 3, 17].

Je pochopitelné, Ze se nemodeluje pouze HIV infekce, o nékolik desetileti pozdéji se zacalo
pracovat i na modelovani infekce chiipky. Pfedstavme si nyni zdkladni model a opét par rozsifeni

pravé pro tuto infekci.

3.2 Chripka

Béhem tfi velkych pandemii chiipky ve 20. stoleti podlehly chfipce miliony lidi. Stejné jako
HIV infekce i chfipka tedy pfedstavuje svétovy problém, kterému je tfeba vénovat pozornost.
Zakladni principy virové kontroly béhem nekomplikované infekce virem chfipky nejsou stéle
plné pochopeny. Nicméné zdkladni model byl odvozen a v sou€asnosti se pracuje na jeho dalSich
zdokonalenich. My si, stejné jako v predchozi Casti kapitoly, nejprve pfedstavime zdkladni model
a pak se opét podivame na nékterd jeho rozsiteni.

Mezi zakladnimi modely HIV infekce a infekce chiipky existuje urcitd podobnost. I zde uva-
Zujeme buriky neinfikované 7', infikované I a viriony V. Neinfikovand burika se stane infikovanou

s rychlosti 5. Infikované buriky produkuji viriony s primérnou rychlosti & a umiraji s rychlosti

39



Parametr Vyznam Hodnota Jednotka

A rychlost vzniku neinfikovanych bun&k 107 Cas™!

d rychlost zdniku neinfikovanych bunék 0.1 Cas™!

B rychlost infekce 3.75-10719 (TCIDsp/objem) '¢as™!
a rychlost zaniku infikovanych bunék 0.5 Cas™!

k rychlost vzniku viriond 500 (TCIDsy/objem)cas—*

U rychlost zaniku viriond 20 Cas™!

P rychlost zaniku infikovanych bunék pisobe- 2.5 Cas™!

nim T-lymfocytl

c rychlost vzniku T-lymfocytd 2.5 Cas™!
b rychlost zaniku T-lymfocytt 0.5 Cas™!
ERT ucinnost reverzni transkriptazy 1;0.7 -
Epr ucinnost inhibitord protedzy 1;0.7 -

Tabulka 3.1: Pfehled parametri potfebnych v uvedenych modelech pro infekci HIV, data prevzata
z [3]a[13].
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a. Viriony ubyvaji s rychlosti «. Buné¢nd imunitni odpovéd’ netvoii v zdkladnim modelu samo-
stanou rovnici, ale je zahrnuta v parametrech a a u. Jediny rozdil je v prvni rovnici, chfipka je
kratkodobé onemocnéni, proto vznik a imrti neinfikovanych bunék (parametry A a d) neuvazu-

jeme. Tyto parametry se projevi pouze u dlouhodobych infekci jako je pravé HIV infekce.

Model tedy vypadd nasledovné:

dr

— = —pVT

dt ﬁ )

dl

pri BVT —al, 3.9)
av

— =kl —uV.

o uV.

Pokud bychom chtéli spocitat ekvilibria systému (3.9), postupovali bychom stejné jako v
piipadé HIV infekce. Ekvilibria systému (3.9) jsou (77, I, Vi*) = (10, 0,0), coZ je ekvilibrium
bez infekce, a (15, I3, V) = (T, 0, 0), coz je ekvilibrium pro probihajici infekci.

Jedinym méfitelnym ukazatelem pfitomnosti infekce v organismu je mnoZstvi viriond, stan-
dardné se tedy feSeni takovychto systémi vykresluje pravé jako Casovy pribéh zmén jejich
mnoZstvi (obr.3.5¢), nicméné na obr. 3.5 vidime vykresleny ¢asové pribéhy i zdravych (obr.3.5a)

a infikovanych bunék (obr.3.5b).

Stejné jako v ptipadé€ HIV infekce, i zde 1ze definovat zakladni reproduk¢ni Cislo infekce Rj.
Odvozeni je stejné jako v pripadé tohoto Cisla pro HIV infekci, ale vzhledem k tomu, Ze zdravé
buriky nevznikaji, namisto ¢lenu % je tentokrat pocatecni mnozZstvi zdravych bunék 7. Toto ¢islo
predstavuje primérny pocet neinfikovanych bunék, kolik buné¢k dokédze jedna infikovand burika
infikovat v jinak zdravé populaci. Pokud je tedy toto Cislo vétsi nez jedna, Ry > 1, pak se infekce
§iff organismem. A naopak infekce brzy po objeveni se mizi pokud plati 17y < 1. Pro nas§ model
(3.9) je zékladni reproduk¢ni Eislo infekce definovéno takto:

R, = 1o, (3.10)

au

POdivejme se ted’ na néktera rozsiteni zdkladniho modelu (3.9).
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Obrazek 3.5: Casovy pribéh zmén v mnozstvi zdravych bunék (a), infikovanych bunék (b) a
viriond (c¢) béhem infekce popsané modelem (3.9) pro parametry uvedené v tabulce 3.2 a pro

pocate¢ni podminky 7°(0) = 4 - 108, 1(0) = 0,V (0) = 1072
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3.2.1 Rozsireni zakladniho modelu infekce chripky

Doba latence

Pfi infekci chiipkou neni mozné Sest aZ osm hodin detekovat volné viriony. Tuto prodlevu
do zédkladniho modelu (3.9) zavedeme definovanim dvou riznych populaci infikovanych bunék.
Maime tedy populaci infikovanych bunék I, které neprodukuji volné viriony, a populaci I, ktera
predstavuje infikované buiiky produkujici viriony. Ziskdme ndsledujici Ctyfi diferencidlni rov-

nice, popisujici tuto situaci [1]:
dr

— = _BVT
dt B
dI
d—;:ﬂVT—cll
(3.11)
%—C[ —al
dt - 1 2
dv
- =k, —
dt 2 —uV;

kde % predstavuje primérnou dobu, nez se buiky, které neprodukuji viriony, zméni na buriky,
které je naopak produkuji. Rozdéleni infikovanych bunék na dvé populace zpiisobuje, Ze model
je vice realisticky, nebot’ pokud se podivame na Zivotni cyklus viriond, je zpozdéni v jejich
produkci v dobé pocatecni infekce jeho soucésti.

Obrazek 3.6 predstavuje kfivku casového priibéh zmén v mnoZstvi viriont v téle po dobu
10 dni od ndkazy. V obrdzku jsou zakresleny tyto kfivky jak pro zdkladni model (3.9), tak pro
model uvazujici ¢asovou prodlevu v produkci volnych viriont (3.11). Vidime, Ze populace vi-
rionli popsand rozsifenym modelem nabyva svého maxima pfiblizné o dva dny pozdéji nez je
tomu u populace popsané zdkladnim modelem. Déle si miZzeme v§imnout, Ze viriony zustavaji v
organismu priblizné o jeden a pul dne déle.

Protivirova obrana organismu

Jako dalsi ptiklad, jak zdkladni model (3.9) rozsifit, si uvedeme model, kde budeme uvazovat
pritomnost interferoni a jejich piisobeni na bunky. Interferony jsou proteiny nespecifické imu-
nity, které se podileji na protivirové obrané organismu. K modelu pfibudou dvé rovnice, jedna
popisujici zménu mnoZstvi interferontt F' v ¢ase a druhd zménu poctu bunék R odolnych vici

infekci, které vzniknou pisobenim interferonti na neinfikované buiky 7'. Ziskame tedy model
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— Zakladni model

—— Doba latence

Obrézek 3.6: Casovy priibéh zmén v mnoZstvi viriond béhem ndkazy popsané modelem (3.9)

(¢ervend) a modelem (3.11) (modrd) pro parametry uvedené v tabulce 3.2.

[15]:

dT

& _BVT —bFT +rR,
dt

dl

— = T—al —lUIF

7 51% a !
% _ bFT — 1R, (3.12)
A%

e

dt u

dF

— =gl — dF.

a4

Prvni z rovnic popisuje zmény v populaci neinfikovanych bunék 7'. S rychlosti b se neinfikované
bunky stanou odolné viici infekci a naopak parametr r reprezentuje rychlost, s jakou se odolné
buriky stanou opét nachylné na piisobeni virionti. Druhd rovnice je pro mnozstvi infikovanych
bunék 7, jedinym novym parametrem v této rovnici je [ vyjadiujici rychlost umirdni infikovanych
bunék v diisledku ptsobeni interferontii. R znaci buriky, které jsou rezistentni vici viriontim, tfeti
rovnice tedy popisuje zmény v jejich populaci. Ctvrtou rovnici modelu (3.12) je rovnice pro
populaci virioni, kterou jizZ zname z predchozich modelt. Posledni rovnice popisuje populaci
interferont F'. Interferony jsou sekretovany infikovanymi buiikami s rychlosti ¢ a s rychlosti d se
rozpadaji. Popsané déje jsou zobrazeny také na obrdzku 3.7.

Vzhledem k mnoZstvi rovnic tohoto modelu zde nebudeme uvadét jeho analyzu. Stejné jako
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dbytek viriond {u)

neinfikovana bunky V produkce (p)
viriony smirt inf. bunék (a)

Y.

nachyiné
bunky se

stavaji
odolné odolnymi produkce {g) o
bunky se b infikované bunky
stavafi
nachylnymi
ir) F
interferony R . .
smirt v dusledku pusobeni
interferonda (1)
.odolné bunky
rozpad (d)

Obrazek 3.7: Rozsiteni zakladniho modelu infekce chiiky o pfitomnost a ptisobeni interferond.

Upraveno podle [15].
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Obrazek 3.8: Casovy prib&h zmén v mnozstvi viriond béhem ndkazy popsané modelem (3.9)

(¢ervend) a modelem (3.12) (modrd) pro parametry uvedené v tabulce 3.2.

NP4

u predchoziho rozsifeni si porovndme ¢asové zmény v mnoZzstvi virioni béhem nédkazy (obr. 3.8).
Z obrazku vidime, Ze pokud dochézi k protivirové obrané organismu, viriony se diive ztriceji z
organismu oproti zakladnimu modelu (3.9). Pokud by se o modelu (3.12) chtél ¢tenar dozvédet
vice, necht’ nahlédne do studie [15]. Dalsi moZnosti rozsifeni mize Ctenar nalézt napiiklad v

pracech [19, 1, 2].

3.3 Aktualni vyzkum v modelovani virovych infekci

Jak jsme se jiz zminovali dfive, onemocnéni chiipkou predstavuje aktudlni svétovy problém.
Stale tedy védci pracuji na zdokonaleni zdkladniho modelu (3.9). Podivejme se na nyni na stu-
dii zabyvajici se heterogennim $ifenim chiipky mezi lidmi a diisledky pro epidemiologii a jeji
kontrolu [5].

kint, a sice lokdlnich F7, a systémovych Fg. Pomoci pfistupu zaloZeného na matematickém mo-
delovani se zaméfuji na dynamiku $ifeni chiipky uvniti hostitele a k identifikaci parametrd spo-
jenych s heterogenitou prenosu infekce mezi jedinci. Aby k doslo k infikovani dalSiho jedince,

musi infikovany jedinec uvolnit infekéni ¢4stice respiraCnimi piiznaky. MnoZstvi uvolnénych

viriond se lis{ jedinec od jedince, ¢imz je ddna heterogenita prenosu chiipky. Podivejme se na

46



Parametr Vyznam Hodnota Jednotka

B rychlost infekce 2.7-107°  (TCIDsg/objem) '¢as™*
a rychlost z4niku infikovanych bunék 4 Cas™!

k rychlost vzniku viriond 1.2-1072  (TCIDsp/objem)&as™*

u rychlost zdniku viriond 3 Cas™!

c % = doba latence 4.2

b rychlost, s jakou se neinfikované buriky stdvaji 3.3 -107!  Cas™!

odolné vuci infekci

r rychlost, s jakou se odolné buriky stdvaji nd- 2.6 Cas™!
chylné k infekci
l rychlost zéniku infikovanych bunék pisobe- 2.4 Cas™!

nim interferont
rychlost vzniku interferond 9.6-1071%  Cas™!

d rychlost zaniku interferonii 1.9 cas™

Tabulka 3.2: Prehled parametri potfebnych v uvedenych modelech pro infekci chfipky, data

cerpdna z praci [15] a [1].

47



soustavu diferencidlnich rovnic, kterou autofi pfinesli (schéma vidime na obr. 3.9):

dT
=BV,

% — BVT — 61 — nIN,

% - H’ﬁ] — ¢V — 0BVT, .
% =~ —arfy,

% = pFL — asFs,

Soustava (3.13) fikd, Ze volné viriony V' infikuji cilové buniky 7" s rychlosti 5 a umiraji s

rychlosti c. Infikované bunky I produkuji viriony s rychlosti p, umiraji s rychlosti § a s rychlosti

-----

-----

Fg s rychlosti p. Systémové prozanétlivé cytokiny se vylucuji rychlosti ag a indukuji aktivaci
cytotoxické aktivity N rychlosti k. Diky této aktivité¢ pak infikované buiiky I ddle umiraji s
rychlosti 7.

Pro nalezeni realistické parametrizace modelu provedli autofi proklddani feSeni modelu (3.13)
daty, o kterém si ¢tenaf mizZe preCist v dané praci. Autofi tedy ziskali sadu parametrti, pro néz
model popisuje skutenou situaci. Sestaveny model pfedpovid4, Ze 10,9 % a 18,2 % infikovanych
jedinct je zodpovédnych za 90 % a 95 % produkovanych infekénich ¢astic. Coz pfidava dalsi
rozmér §ifeni infekce chiipky, vedle struktury populace a kontaktii s okolim.

V rdmci predstaveni dalSi aktudlni studie se podivdme na matematické modelovani postko-
infekce chiipkovymi viry typu A spolu s bakterii Streptococcus pneumoniae [6]. Horni dychaci
cesty jsou soucasné vystaveny Sirokému spektru potencidlnich patogennich bakterii a virti. Dobfe
znama viroveé-bakteridlni koinfekce v plicich je vzajemné plsobeni chiipkovych virti a bakterii
Streptococcus pneumoniae zpusobujicich zapal plic.

V tvodu studie autofi vysvétluji, proC je pravé toto téma svétovym problémem, kterému je

tieba vénovat pozornost. Uvadéji napiiklad, Ze celosvétové zemie vice neZ 3,1 miliond lidi v
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Obrazek 3.9: Schéma dynamického modelu chiipkové infekce uvnitf hostitele. Upraveno dle
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prace [5].
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disledku chripky komplikované bakteridlnim zapalem plic. Néasledné predstavuji matematicky
model pro koinfekci uvnitt hostitele ke kvantifikaci virové dynamiky. Pro sestaveni modelu po-
pisujiciho tuto koinfekci vyuZili autofi ndm jiz znamy model (3.11). Postkoinfekci vyjadiuji
pochopitelné jak z pohledu virti chfipky, tak z hlediska bakterii Streptococcus pneumoniae. Po-

divejme se na soustavu, kterou autofi prinase;ji:

dT

= =BTV,
dI
dt
dJ
dt
% =pJ(14+aB*) —cV,

dB B yn2 M3 M B oV

a =P (1_ KB(1+1/;V)> T B+ n2M, (1 N KBV+V> ’

= BTV — kJ — ulB,

:k’[—éJ—,uJB, (314)

Soustava fikd, Ze infikované buniky neprodukujici viriony / vznikaji ze zdravych bunék 7' po
napadeni virionem V/, ktery je napada s rychlosti 3. S rychlosti k& se infikované bunky stavaji
schopné produkovat volné viriony a parametr ;. vyjadiuje jejich toxickou smrt, tedy smrt v dd-
sledku plisobeni bakterii B. Treti rovnice popisuje zmény v populaci bunék produkujicich volné
viriony J, tyto buniky umiraji s rychlosti § a smrt zpisobend plisobenim bakterii je vyjadiena
parametrem g Produkci virionti V' vyjadfuje prvni Clen Ctvrté rovnice soustavy, p je rychlost
produkce viriond, a pfedstavuje uvoliovani virionti v krvi a z zavadi urcitou nelinearitu pro-
dukce virionu. S rychlosti ¢ viriony umiraji. Parametr r vyjadfuje rychlost riistu bakterii B, Kp
je jejich nosnd kapacita, v je zvySeni této kapacity diky pfitomnosti viru. Druhd ¢ast rovnice vy-
jadfuje ubytek bakterii v diisledku fagocytézy, kdy vM 4 je rychlost fagocytézy, M predstavuje
ustdleny stav makrofagti, F' je funkce popisujici fagocytézu, ¢ je pokles rychlosti fagocytdzy,
Kpy je konstanta polovi¢ni saturace a n je maximalni pocet bakterii na makrofdg. Vidime, Ze
pokud by platilo B = 0, tedy v organismu by se nenachdzely Zadné bakterie zptuisobujici pneu-
monii, ziskali bychom model (3.11). Interakce virti chiipky a streptokokl je synergicka: bakterie
zvySuji rychlost produkce viriond, stejné jako viriony zvysSujinosnou kapacitu streptokokii.

Vysledky studie ukézaly, Ze mnoZstvi infikovanych bunék neprodukujicich viriony a infi-
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Dny po chiipkové infekci

Obrazek 3.10: Dynamika koinfekce chiipkovych viriont a bakterii Streptococcus pneumoniae;
(A) Epitelové bunky, véetné neinfikovanych 7', infikované buniky neprodukujici viriony / a in-
fikované bunky produkujici viriony .J; (B) patogeny sestdvajici z viriona chiipky V' a Strepto-

coccus pneumoniae B. Upraveno dle prace [6].

kovanych bunék produkujicich viriony vyznamné vzrostlo a vyvrcholilo pfiblizné tfeti den po
infekci chfipkou (obr. 3.10A). Mezitim byla Spickova aktivita pozorovdna u viru (obr. 3.10B).
Naproti tomu, kdyZ se pfibliZil vrchol virového titru, neinfikované epitelidlni buniky dramaticky
poklesly diky virionové infekci (obr. 3.10A). Po sedmém dni, zatimco doslo k vyskytu bakterif,
byl pozorovan druhy vrchol mnoZstvi viru kolem 8. dne s mirné niZsi koncentraci ve srovndni s
prvnim vrcholem (obr 3.10B), nebot’ pfitomnost bakterii zvysi rychlost produkce viriont. Au-
tofi také zjistili, Ze zatiZeni bakterii se rychle zvySilo a dosdhlo maximdlni hodnoty, a to presto,
Ze titry viru se neustdle snizovaly. Porovnani pfedpovédi modelu koinfekce chiipky a pneumo-
nie s pozorovanymi experimentdlnimi daty je demonstrovano na obrazku 3.10B a ukazuje velmi
dobrou shodu.

Tolik tedy k predstaveni aktudlniho vyzkumu v oblasti modelovéni chiipkové infekce. Vi-
dime, Ze i na rozsifenich, kterd jsme si predstavili vySe, se stdle pracuje, stile se zdokonaluji a
upravuji, tak, aby co nejvérnéji popisovaly skutecnost. Podobné jako v pfipadéenzymatickych re-
akci i zde autori odhadovali parametry modelu minimalizaci souctu ¢tvercti rozdili naméfenych

hodnot a hodnot predikovanych modelem, s vyuZzitim riiznych softwarovych néstroju.
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Kapitola 4

Matematické modely ve farmakologii

V této kapitole predstavim matematicky popis toho, co se déje v organismu za pritomnosti 1€ka.
Modely, které popisuji zminénou situaci, se zabyvaji vztahy mezi davkou 1éku, koncentraci 1€ku
v krvi a v misté ptsobeni a jeho Zddoucimi a nezadoucimi ucinky.

Vé&dni obor zabyvajici se vyvojem a aplikaci matematickych a statistickych metod pro popis,
porozuméni a predpovédi kinetického a dynamického chovani 1ékl se nazyva farmakometrie.
Jedna se o obor, ktery propojuje farmaceutické védéni, klinickou farmakologii, medicinu, vypo-

Cetni védy, programovani a statistiku.

Modely z této oblasti jsou velmi vyznamné a uziteCné ve vice situacich. Popisujeme jimi
ziskana data, pomdhaji nim pochopit komplexnost interakci 1éku a biologického systému, umoz-
fuji sndze porozumét rozdilnosti mezi pacienty a experimenty a v neposledni fadé jsme diky nim

schopni predpovédet vysledky netestovanych situaci.

Abychom mohli porozumét t€émto modeltiim, je tfeba si nejprve popsat, z ¢eho vychazeji. V
prvni Césti této kapitoly proto predstavim farmakokinetiku, ndsledné farmakodynamiku a pak
popisi zdkladni model, ktery obé oblasti propojuje. Pokud by se chtél ¢tenaf o dané problematice
dozvédét vice, muze ke studiu pouZit napt. prace [9, 12], z kterych vychazi i tato kapitola. V
zéavéru kapitoly se opét podivame na dvé aktudlni studie v oblasti matematického modelovéni

ve farmakologii. PfibliZime si studii, kterd na zdkladé matematického modelu pfedpovida dav-

kovani doxorubicinu pii karcinomu prsu. Druhd studie se pak vénuje piisobeni erenumabu na
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Obrazek 4.1: Grafické feSeni modelu (4.1) pro rychlostni konstantu k£, = 0.2.

kapsaicinem indukovany dermdlni krevni tlak.

4.1 Farmakokinetika

Farmakokinetické modely ndm umoziuji pochopit cestu 1éku v téle, zmény v jeho koncentraci.
Mizeme diky nim kvantifikovat absorpci, distribuci, metabolismus a vylouceni 1éku z téla. Mo-
dely mohou byt jednoslozkové nebo vicesloZkové.

V piipadé¢ jednosloZkového modelu modelujeme zménu mnoZzstvi léku v téle rovnici

d[Cy]
dt

kde [C,] je koncentrace 1éku v krevni plazmé a k. je konstanta Skdlujici rychlost vyluCovani 1éku.

= —k.[C)), 4.1

Pokles koncentrace 1éku v organismu, ktery popisuje rovnice (4.1), vidime také na obrazku 4.1.
Rychlostni konstanta k. se stanovuje jako pomér rychlosti odbourdvéni 1éku C'L (clearance rate)

a distribu¢niho objemu V;; (volume of distribution). Pro rychlostni konstantu tedy plati
CL
ke = —.
%

Distribu¢ni objem V; je definovan jako celkovy objem plazmy, ve kterém by bylo potieba

4.2)

rozpustit celkové mnozstvi 1éku v t€le tak, aby odrazel koncentraci 1éku v plazmé. Je dileZité si
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uvédomit, Ze koncentrace 1éku [C},] v plazmé neni nutné stejnd v jatrech, ledvinach nebo jinych
tkanich. Pokud zname distribu¢ni objem a mnoZstvi 1éku X v néjaké tkani, mizeme vypocitat

koncentraci 1éku v plazmé jako:
X

Znalost rychlostni konstanty je nezbytnd pro stanoveni tzv. poloCasu reakce. To je doba, za

()] 4.3)

kterou klesne koncentrace 1éku v plazmé na poloviéni mnozZstvi. Odvod’me si nyni tento Cas
jednoslozkovy model. Vyjdeme z direfencidlni rovnice (4.1), kterou budeme fesit pomoci metody

separace proménnych. Postup je néasledujici:

1 d[C)]
@7 — Mey

—In[C,)(t) + In[C,](0) = k.t,

i
AU R
G
C,)(0) ’

Cyl(t) = [CpJ(0)e ™",

[Cp](o) — [Cp](())efketlm_

Pro polocas reakce nakonec mame

In2
b1 = T (4.4)

Cast&ji se k popisu kinetiky 1éka pouZivaji dvouslozkové modely, protoZe k jeho distribuci po
téle nedochdzi okamzité. Soustava diferencidlnich rovnic popisujici dvouslozkovy model vypada

nasledovné [12]:

dlC,]  CL Q Q
dt - ‘/Zn [Cp] - vp[cp] + 70[00]7

ac) Q... Q )
7 :—70[ o]+7p[0p],

kde [C,], [C,] pfedstavuji koncentraci 1éku v plazmé a orgdnech a V,,, V,, jsou odpovidajici distri-
bucni objemy téchto slozek, () je mezislozkové odbourdvani 1€ku. Grafické feseni této soustavy

ukazuje obrazek 4.2.
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— centralni sloZky

periferni sloZky

in
(=T

Obrazek 4.2: Grafické feSeni modelu (4.5) pro rychlostni konstanty % = 0.2, % = 05 a
% = 1 a pro pocatecni podminky C,(0) = 1, C,(0) = 0. Modra kiivka pfedstavuje feSeni prvni
rovnice popisujici zmény v koncentraci 1éku v plazmé a Zluté kiivka je feSeni druhé rovnice, tedy

koncentrace 1éku v organech.

UkaZme si feSeni této soustavy. Nejprve spocitime determinant matice soustavy (4.5), abychom

zjistili jestli budou vSechna vlastni ¢isla nenulové ¢i nikoli:

e F | _(C+Q-Q @ _CL-Q
¢ o A7 Ve ViV,

Determinant je nenulovy (parametry nejsou nulové), ziskdvame tedy dvé nenulova vlastni ¢isla,

ktera spocitame jako kofeny polynomu

Q _Q ViVo ViVo

Vo Vo

A g T (VO(CL+Q)+VpQ)H CL
A

Necht’ ma ziskand rovnice dva riizné kofeny i, A a necht’ v, u jsou vlastni vektory piislusné k

vlastnim Cisliim A, Ao. Pak obecné feSeni systému (4.5) ma tvar

U1 Uy
c1 + et2t Co.

Co V2 U2

At

Pokud dosadime parametry, pro néz je feSeni vykresleno na obrazku 4.2, tedy hodnoty % = 0.2,
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In{koncentrace

— centralni sloZky

periferni sloZky

in
(=T

Obrazek 4.3: Graf funkci danych predpisem (4.6).

VQ =0.b5a % = 1, ziskame konkrétni reSeni tvaru
P o

C —1.74++/2.19 1 —1.7—+/219 1
Pl = exp —Lrr Ve, 0.604+exp | — Y= 0.396.
C, 2 0.573 2 —0.873

(4.6)

Vykresleni spocitaného reSeni vidime na obrdzku 4.3. Pokud porovname oba obrazky, vidime,
Ze si odpovidaji.

Celkové pisobeni 1éku se Casto popisuje jako plocha pod kiivkou zavislosti koncentrace 1éku

na case:

P= / 6wt @.7)

4.2 Farmakodynamika

Pokud posuzujeme dcinnost 1€ku, sledujeme dva procesy. Prvnim procesem je navazani 1éku
na receptor a ndslednd aktivace tohoto receptoru Iékem. Druhym procesem je pak Sifeni této
pocatecni aktivace receptoru a nasledny vznik farmakologickych ucinku 1€ku, které pozorujeme.
Plati, Ze intenzita farmakologického tcinku je imérnd poctu receptort aktivovanych lékem. Tyto
poznatky miizeme shrnout nasledovné:
ki
k_1

CR ™ E. (4.8)

vC'+ R
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Tato rovnice predpoklada, Ze v molekul Gc¢inné latky 1éku C' aktivuje receptor R za vzniku kom-
plexu 1ék-receptor C'R, ktery vyvold ucinek E. Rychlostni konstantu k, miZeme dat do vztahu
s koncentraci komplexu 1ék-receptor [C'R](t) a farmakologickym t¢inkem FE(t), zminény vztah
je nasledujici:

E(t) = ks[CR)(t). 4.9)

Po obsazeni celkového poctu receptori R, nastiva maximalni farmakologicky tcinek a plati:
Eraz = kaRy. (4.10)

Pfi koncentraci 1éku [C](t) a celkovém poctu receptorti Ry pak miZeme sestavit rovnici

@ = k1 [C]"()[Ro — [CR](t)] — k1 [CR(t) (4.11)
s potatecni podminkou
[CR](0) = 0. (4.12)
V ekvilibriu pak platf: )
[CR]" = % (4.13)

kde Kp je disociacni konstanta komplexu 1ék-receptor a je ddna pomérem rychlostnich konstant
k_1, k1, [CR]* a [C]* jsou koncentrace komplexu lék-receptor a 1éku, kterych dosahuji v ekvilib-
riu. Kombinaci této rovnice spolu s rovnicemi (4.9) a (4.10) ziskdme rovnici pro tzv. sigmoidalni

FE,,.. model:
* Eas [C]m
~ kp+ O]

V pfipadé, Ze je v rovno jedné, se model (4.14) nazyv4 zdkladni E,,,, model. Sigmoiddlni model

(4.14)

vSak umoziuje v porovnani se zakladnim F,,,, modelem vice flexibility.
Za ptedpokladu rychlého ustaveni rovnovahy 1ék-receptor, tedy [C]* ~ [C](t), miZeme rov-

nici (4.14) prepsat do tvaru

mal‘[C] ()
kp +[C(t)’

z kterého vidime, Ze farmakologicky ucinek je zdvisly na Case prostiednictvim aktudlni koncen-

E*(t) = (4.15)

trace 1éku C.
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Nejcastéji se k vyjadfeni vztahu mezi koncentraci 1éku [C] a jeho déinkem pouZivéd pravé

E, 0 model
o Emax [CV]7
- BC, +[C]

kde E,,q. je maximdlni d¢inek 1éku a ECY, je koncentrace 1éku potiebnd k vyvoldni poloviéniho

E (4.16)

ucinku, kterého I1ze dosdhnout. Méfeni ucinku v jakémkoli daném Case je pak urceno funkci jeho
hodnoty bez léku Ej a koncentaci 1éku [C]:

Emax [0]7
ECH +[C]

Ziskany E,,,, model popisuje bud’ posileni nebo potlac¢eni ucinku uzitim 1éku.

E=E+ (4.17)

ProtoZe model (4.8) a nasledné odvozeni sigmoiddlniho modelu (4.17) je pouze aproximaci
reality, upousti se ve vysledném modelu (4.17) od mechanické interpretace parametru v jako
poctu molekul ucinné latky 1€ku. Misto toho se parametr v chdpe jako volny parametr, jehoz
hodnota je uréena tak, aby model (4.17) co nejlépe popisoval naméfend data, a miiZe tedy nabyvat

i neceloc¢iselnych hodnot.

4.3 Farmakokineticko-dynamické modely

Propojenim farmakokinetickych a farmakodynamickych studii miZeme charakterizovat Casovy
pribéh ucinkil 1€ku. Farmakokineticko-dynamicky model, ktery si popiSeme, ma nékolik ¢asti.
Obsahuje model popisujici rist populace bakterii, ddle model charakterizujici zmény koncent-
race Iéku v Case a posledni ¢asti jsou interakce mezi obéma modely. PopiSme si nyni jednotlivé
Casti.

Model popisujici zmény v populaci bakterii

V tomto modelu, jak je jiz zminéno vySe, budeme uvazovat rozmnozovani bakterii B s rych-
lostni konstantou k, a jejich smrt s rychlostni konstantou k4. Za pfedpokladu exponencionélniho
ristu ma rovnice tvar:

dB

—r = kyB — kB (4.18)

Pokud v organismu nejsou pfitomné 1éky a k, > £, roste tedy populace bakterii exponenci-

alné.
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Model popisujici zmény v koncentraci léku

Budeme uvazovat jednoslozkovy fakmakokineticky model, ktery je popsan rovnici
d[Cy]
dt

kde [C),] je koncetrace 1éku v krevni plazmé a k. je rychlostni konstanta udavajici, Ze rychlost

= —ke [Cp]a

vylu€ovéni 1€ku v daném Case je imérnd mnozstvi 1éku zbyvajicimu v systému.

Pro jednoduché systémy se predpoklddd, Ze koncentrace 1éku je konstantni, i kdyZ nékteré
druhy 1ékt vykazuji b€hem experimentl poklesy v koncentraci. Proto je méfeni koncentrace v
priibéhu experimentli nezbytné.

Farmakologicky model

Poslednim krokem, ktery ndm zbyva, je oba predchozi modely propojit. Vznikaji tak rovnice,
které napiiklad popisuji piisobeni antibakteridlnich 1é¢iv na bakterie. Obecné se piredpoklada, ze
antimikrobidln{ ucinek je nelinedrné zdvisly na koncentraci 1éku a modeluje se pomoci sigmoi-
dalniho FE,,,, modelu. Lék miZe bud’ inhibovat riist bakterii jako v rovnici (4.19) nebo zkracovat

délku jejich Zivota, coZ popisuji rovnice (4.20) a (4.21):

dB Ernaz[Cy)7

o (1o el Vg B 4.1
ac =" ( By + [cw> b (+19)
dB Emax[C' ]7

2 kB k(14 —malel ) p 42
ar ~ Mo~ ha ( T B+ [Opw) (420
dB Ernaz [Cy]”

— -k B—k,B— | P B 421
ar NP T Ha (E T [cpw) (21

V rovnici (4.20) je icinnost popisovana jako proporciondlni nartst mortality bakterii. Naopak
v rovnici (4.21) je ucinek 1éku popsan jako aditivni navySeni rychlosti umirdni bakterii diky
pusobenti Iéku. To jsou vSak jen zdkladni varianty nejjednodussiho modelu, v komplikovanéjsich
modelech bakteridlniho rGstu miize byt ucinek a tudiz také model komplikované;si.

Na obrazku 4.3 vidime grafické feSeni téchto tfi rovnic a rovnice (4.18), kterd popisuje situaci
bez 1éku. VSimnéme si, Ze nejpomaleji roste Zlutd kiivka znazoriujici feSeni rovnice, kdy 1€k
umérné zpomaluje rast oppulace bakterii. Naopak nejrychleji roste kiivka predstavujici feseni

rovnice bez 1éku (modra kfivka).
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/ — rovnice (4.18)
rovnice (4.19)
rovnice (4.20)

— rovnice (4.21)

Obréazek 4.4: Grafické feSeni rovnic (4.18), (4.19), (4.20) a (4.21) pro parametry C,(0) =
2,B(0) = 103, v = 1.5,Fc50 = 10,k, = 1.4, kg = 0.2,E;4 = 3, k. = 0.2. Parametry

prevzaty z prace [12].

4.3.1 Rozsireni zakladniho modelu

Stejné jako jsme si v kapitole o modelovani interakci virionti s organismem vzdy predstavili
zékladni model a n€kterd jeho rozsiteni, i zde se na nékterd takova rozsifeni podivame. Budeme
predpokladat, Ze organismus ma urcitou odolnost vici antibiotikim. Odolnost miZe vznikat na
zdklad€ riiznych podnétt [12].

Rezistentni subpopulace bakterii

Jednim z nejpouZzivanéjsich zpiisobi, jak odolnost organismu vysvétlit, je uvazovani urcitych
subpopulaci bakterii. V takovém ptipadé predpokldddme, Ze populace bakterii se sklad4 z néko-
lika subpopulaci, které maji rozdilnou citlivost na 1éky. Zpravidla se uvaZuje jedna, dvé nebo
tii takové subpopulace. Rozdilnost téchto subpopulaci se uvazuje jako rozdilnost hodnoty E,, .
nebo Ecsy nebo obou hodnot. Podivejme se, jakym zplGsobem se model zméni, pokud budeme

uvazovat dvé subpopulace, kdy icinek 1éku modelujeme jako aditivni navyseni rychlosti umirani

bakterii B 5 [C ]7
1 maz—B1 [“Yp
2V ko By — kB — —mar—Bilpl
at N o By
50 B; 4.22)
4Bs . By~ kyB, — Emer-mlGl
at 2 O+ Edy g
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Adaptivni rezistence

Jinym moznym vysvétlenim odolnosti organismu je predpoklad vzniku rezistence, kterd vznika
v pritbéhu ¢asu. Do rovnice popisujici tc¢inek 1éku jako aditivni navyseni rychlosti umirani bak-
terii zahrnujeme Casové zdvisly adaptacni faktor a > 1, ktery zvySuje hodnotu parametru Ecs

na hodnotu aE'csg a pro ktery plati:
a=14 (1 —exp([Cltr)), (4.23)

kde [ je parametr popisujici maximalni adaptacni rezistenci a 7 popisuje rychlost adaptace. Cel-

kovy model uvazujici adaptivni rezistenci bakterii ma pak néasledujici tvar:

dB Erae [CpP

ar = koB —kaB — e T B e (G B2

i (4.24)

4.4 Aktualni vyzkum v oblasti modelovani ve farmakologii

Stejné jako u predchozich kapitol i1 zde si predstavime dvé studie z poslednich let. Nejprve se
podivdme na studii, kde autofi na zdkladé matematického modelu pfedpovidaji ddvku doxoru-
bicinu u karcinomu prsu [10]. Doxorubicin slouzi jako zdklad pro nékolik chemoterapeutickych
rezimd, které se pouZzivaji pri 1é¢bé malignich nadort vcetné urcitého karcinomu prsu. Jeho hlav-
nim dkolem je poskodit DNA nddorovych bunék, aby se jiZ nemohly dédle délit.

Pro popis absorpce a vazby doxorubicinu v rakovinnych bunkdch pouZili autofi tislozkovy
farmakokineticky model. Pfedpoklddali, Ze doxorubicin vstupuje do bunék prostiednictvim di-
fize. V bunce je pak doxorubicin premistén do jadra, kde se vsouvd do DNA a stabilizuje
komplex topoizomerazy II. Doxorubicin mize byt také z bunék aktivné vytlacovan pomoci p-

glykoproteinu. Tyto procesy popisuje nasledujici model:

dCE(t) . Ur
Il = kFEECF(t) kEFCE<t>7
dCr(t
CZ( ) _ kL Cp(t) — kppCr(t) — kppCp(t), (4.25)
Ur
dCg(t)
dt == kFBCF (t)v
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Cpt) o= " > Caft)
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Obrazek 4.5: Schéma tfisloZkové kinetiky doxorubicinu. Pievzato ze studie [10].

kde Cg, Cr, Cp jsou koncentrace doxorubicinu v extraceluldrnim, volném a vdzaném intrace-
luldrnim stavu v Case t. Volnd Cést predstavuje 1€k, ktery difundoval do buiiky, zatimco vdzana
komponenta predstavuje 1€k, ktery se navdzal na DNA. Parametry £;; jsou rychlostni konstanty,
které popisuji pohyb doxorubicinu mezi jednotlivymi sloZkami modelu, naptiklad krp popisuje
rychlost pfenosu volného 1é¢iva z butiky ven. Objemy intraceluldrnich a extraceluldrnich oddila

jsou oznaceny vy, vg. Popsané schéma vidime na obrazku 4.4.

Doxorubicin indukuje poskozeni DNA vsouvdnim se do DNA, ¢imz stabilizuje komplex to-
poizomerdzy II a indukuje poskozeni DNA tvorbou volnych radikélt. Pfi vysokych davkach
dochdzi k rozsdhlému poskozeni DNA, které Casto vede k smrti bunék prostfednictvim apoptdzy.
Nizké az stfedni davky doxorubicinu indukuji starnuti bun€k a bunénd smrt nastava primarné
mitotickou katastrofou. Zatimco apoptdza je okamzita (v fadu hodin az dnii), mitotick4 katastrofa
je pomérné dlouhy proces (v fadu nékolika dni). Tyto procesy autofi modelovali logistickym

rustovym modelem, ktery modifikovali dvéma funkcemi odrdZejicimi odlisné formy bunécné
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smrti, a to nasledujicim zptisobem:

dNro(t) B Nre(t)
dt - (kp kd(t7 D))NTC(t> 1 9<t) ;

( 0 pro t <0

/{Zd(t, D) = 4
{ kaa(D) pro t >0 (4.26)
(0 pro t <0

kd(ta D) -
[ KaB(D)r(D)texp(l —r(D)t) pro t >0,

kde £, a k4 jsou rychlosti proliferace a imrtnosti bunék, parametr r popisuje rychlost, pfi které
1é¢ba indukuje ucinek, # predstavuje nosnou kapacitu popisujici maximélni pocet bunék, které
mohou byt podporované experimentdlnim systémem a N7 (t) je pocet nddorovych bunék v ase
t. Davka 1éku D odraZzi koncentraci a dobu ptisobeni 1éku a je definovana jako maximalni mozna
koncentrace vdzaného doxorubicinu Cg 4z, které je dosaZeno béhem studované Casové periody
ve farmakokinetickém modelu (4.25).

Autori zjistili, Ze pro popis absorpce doxorubicinu v riznych typech bunék postaci tfisloz-
kovy model. Déle autofi porovnavaji rychlost ristu bunék. Pied 1é¢bou doxorubicinem v Case
t = 0 kazdy typ bun€k vykazoval exponencidlni riist. V neoSetfenych kontrolach vykazovaly
tyto bunky logisticky rtst. Po 1é¢bé se reakce liSily od pokracujictho pozitivniho rdstu az po
okamzitou regresi populace. Studie dédle ukazuje, Ze pfi nizkych davkach ma doxorubicin maly
ucinek a bunécné populace rostou exponencidlné. Vzhledem k nartistu koncentrace a Casu expo-
zice se zda, ze tempo ristu populace se zpomaluje. Pfi vysokych ddvkach se bunécnd populace
rychle sniZuje.

V ramci druhé studie se podivdme na farmakokineticko-dynamicky vztah erenumabu a kapsai-
cinu, podporujiciho dermalni pritok krve, u zdravych jedincti a jedinct trpicich na migrény [21].
Kapsaicinem indukovany dermalni pritok krve je validovany biomarker pouzivany k vyhodno-
ceni ucinnosti latek pro 1é¢bu migrény. K charakterizaci farmakokinetiky a kvantifikaci inhibic-
nich G¢inkl erenumabu na indukovany dermalni pritok krve autofi shromazdili data ze studie s
jednou a vice davkami u zdravych a migrénnich jedincti. Hodnotili vliv véku, t€lesné hmotnosti

i pohlavi.
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Pro modelovani kinetiky absorbce erenumabu pouZzili autofi jednoslozkovy model (4.1):

d[Asc]

= —ky[Asc], 4.27
7 [Asc] (4.27)
s poc¢atecni podminkou
1
Asc](0) = ————=D 4.28
[Asc](0) T oxp(E) 05 (4.28)

kde [Asc] je koncentrace erenumabu podand podkozné, k, je konstanta absobrce této ltky, zlo-

mek vyjadfuje biologickou dostupnost a Dgc je davka léku aplikovand podkozné. Au-

1
1+exp(F)
tofi ddle predstavuji rovnici popisujici koncentraci nevdzaného erenumabu v perifernich slozkach
(organech) [A,] a diferencidlni rovnici popisujici zmény v celkovém mnoZstvi této latky v cent-

rdlnich slozkdch (plazmé) [A,]:

d|A
[dtp] — k?a [ASC'] + k'op [Ao] - kint [Ap] — (kpo + kpe — kint)[AMG334]unbound‘/;;,

a[A,] (4.29)
dto = kPO [AMG334]unboundV;9 - kpo [Ao],

kde V}, je distribu¢ni objem v plazmé, £;,,; je konstanta rychlosti internalizace pro vdzany erenu-
mab, k,,, kp, jsou rychlostni konstanty procesti, kdy 1€k prechdzi z perifernich sloZek do sloZek
centrdlnich a naopak, k,. je rychlostni konstanta eliminace erenumabu z centrdlnich slozek a
[AM G334] ynpouna je koncentrace nevdzaného erenumabu.

V ramci farmakodynamického modelu stanovuji autofi hodnotu dermalniho pritoku krve

jako rozdil jeho hodnoty pfed poddnim erenumabu (AD BFy) a po jeho aplikaci (ADBFE}):

(4.30)

h
ADBF, = ADBF, (1 [mnaa| AMG334] >

 ICs + [AMG334]h

kde I,,,4, je maximalni inhibice dermalniho pritoku krve diky 1écbé erenumabem, ICj je kon-
centrace erenumabu pii poloviéni maximdlni inhibici dermdlniho pritoku krve a h je Hilliv
koeficient (parametr v v naSem sigmoiddlnim modelu (4.14)). Piredstavme si alesponl nékteré
vysledky této studie.

Autorti zjistili, Ze dvousloZkovy model, ktery predpokldda vazbu erenumabu do centrdlnich
slozek (plazmy), nejlépe popsal nelinearni farmakokinetiku erenumabu. Poloc¢as podkozni ab-

sorpce stanovili na 1,6 dne. Maximalni inhibice /,,,, dermdlniho pritoku krve indukovaného
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kapsaicinem, jakou miZe erenumab vyvolat, je dle autori 89%. Autofi také stanovili mnozstvi
erenumabu nutné pro dosazeni 50% a 99% inhibice z maximéni mozné na 255 ng/ml a 1134

ng/ml.
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Kapitola 5

Komplexni model 1écby virové infekce

5.1 Abstrakt

Vytvorila jsem nékolik komplexnich modela 1é¢by virové infekce, které jsem zkoumala a analy-
zovala. Porovnavala jsem 1écbu 1ékem snizujicim produkci viriont a 1ékem, ktery zvysuje jejich
mortalitu. U obou modeld jsem pozorovala, Ze s vyssi rychlosti doddvani 1éku klesd maximalni
mnoZstvi viriond, ale zpocatku se prodluzuje délka nemoci, kterou definuji jako dobu, za kterou
klesne mnozstvi viriont pod jejich pocatecni uroven. Vyraznéji jsou tyto trendy vidét u modelu,
kde 1€k zvySuje mortalitu viriont. Také jsem srovndvala situaci, kdy do organismu doddvame 1ék
nebo prekurzor 1éku. Zjistila jsem, Ze rozdil mezi poddnim 1éku a prekurzoru 1éku je pro pouZzité
parametry minimdlni. Nelze jednoznacné fici, ktery typ 1éku je vhodnéjsi, zélezi vZdy na druhu
nemoci. Pokud je prioritou zkratit dobu trvani infekce, je vhodné;si podat 1€k, ktery sniZuje pro-
Zit maximalni mnoZstvi viriontl v téle i za cenu dels§iho

dukci virionu. Pokud je dilezitéjsi sni

trvani infekce, je lepSi podavat 1€k, ktery zvySuje jejich mortalitu.

5.2 Uvod

V ramci své diplomové prace jsem se rozhodla zkoumat model, ktery bude urcitym zpisobem

popisovat individudlni 1é¢bu infekce. Obdobny model jsem v literatufe nenasla, tak jsem ho vy-
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tvofila. V kapitole 2 této priace jsme se sezndmili s kinetikou enzymatickych reakci. Kapitola 3
pojednavd o dynamice virovych infekcich. Na modelu popisujicim infekci chiipky je postaven
1 model, ktery je pfedstaven v této kapitole. A v kapitole 4 jsme si ukdzali modelovani situace,
kdy je v organismu pfitomny lék. MiiZeme fici, Ze kazda kapitola pojedndva o jedné Casti celku,
totiZ o situaci, kdy virovou infekci 1é¢ime 1ékem, jenz v t€le vznika enzymatickou reakcf s jistym
prekurzorem tohoto 1éku. V této kapitole si nékolik modelli takové situace odvodime, budeme
je studovat a srovndme a posoudime tak vliv nékolika druhii 1écby na pribéh infekce. Budeme
studovat varianty s doddavanim 1éku ¢i s doddavanim pouze prekurzoru tohoto 1éku, a varianty s
1ékem snizujicim produkci viriond ¢i zvySujicim jejich mortalitu.

Cela tato kapitola obsahuje origindlni vysledky, a to vCetné formulace jednotlivych variant
studovanych modeld. Kapitola 5 je strukturovana nasledovné. V ¢asti 5.3 jednotlivé modely od-
vodime a v &dsti 5.4 je budeme studovat. Cést 5.5 je pak vénovéna srovnani jednotlivych navrze-

nych modelt a diskuzi vysledkd dosaZenych v této kapitole.

5.3 Metodika

Zakladem vSech modelt, které v této kapitole odvodim, je model kinetiky virové infekce. Budu

vychdzet ze zdkladniho modelu popisujiciho pribéh chiipkové infekce, a sice z modelu (3.9) z

kapitoly 3:
ar
— = =BTV,
I BTV,
dl
o =pTV —al, 5.1)
av
— =pl —uV.
a

Tento model predpoklada, Ze se v téle kromé zdravych bunék 7" nachdzeji také infikované buiky
I, které s rychlosti p produkuji volné viriony V. S rychlosti 5 pak tyto viriony interaguji se
zdravymi bunikami, které se timto stdvaji buikami infikovanymi. Parametry a a u pfedstavuji
rychlosti umiradni infikovanych bunék a volnych virion. Na obrdzku 5.1 je schéma interakci

popsanych modelem (5.1) ohrani¢eno modrou barvou.
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smrt <. U
smrt P

degradace

v krvi

davka léku

Obrazek 5.1: Schéma modeld (5.1) - (5.8) vyvinutych a studovanych v této kapitole a skladajicich
se ze zdkladniho modelu chfipkové infekce (modra oblast), z farmakologického modelu (Zluta

oblast) a z modelu popisujiciho enzymatickou kinetiku (Cervena oblast).
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5.3.1 Vliv Iéku na rust populace virioni

N4

ProtoZe je cilem mého snaZeni modelovat 1éCbu infekce, rozs§ifim model (5.1) o tento prvek.
Predpokladam, ze do t€la je kontinudlné (napiiklad prostfednictvim kapacky) dodavan 1€k D
konstantni rychlosti c. Pro tento 1€k uvazuji jednosloZkovou kinetiku popsanou rovnici (4.1) v
kapitole 4. Zaroven pro popis ucinku 1éku uvazuji sigmoidalni E,,,, model (4.14), ktery uz také
zname z predchozi kapitoly.

Budu-li nejprve uvazovat, Ze uc¢inkem 1éku dojde k poklesu produkce viriond infikovanymi

bunikami, zméni se model (5.1) na model:

dT

— = BTV,

dt /8 )

dl

— =BTV —al

dt ﬁ a?

v Ermas D (52)
Y o e N Vi

dt EDJ},+ Dv

D

a;—t:c—eD.

Nové pfidand rovnice pro proménnou D popisuje dynamiku 1éku v krvi, pficemz e je rychlost
degradace Iéku v krvi. Maximalni G¢inek 1éku je popsan bezrozmérnym parametrem F,, ., para-
metr I D5y udava koncentraci 1€ku, pfi niz je dosaZeno poloviny maximdlniho uc¢inku a bezroz-
mérny parametr vy reprezentuje Hilliv koeficient. V obrazku 5.1 je tato ¢ast modelu zvyraznéna
Zlutou barvou.

Timto jsem propojila dvé oblasti modelovani, kterym jsem se v praci vénovala. Pfinejmen-
§im z vyukovych divodi bych vSak rada uvazovala i oblast modelovani kinetiky enzymatickych
reakci. Spekulovala jsem proto, Ze podana latka L musi nejprve reagovat s enzymem £’ za vzniku
vlastni 1é¢ivé latky D. Podana latka L je tedy jakysi prekurzor 1éku D. Necht' rychlostni kon-
stanta reakce prekurzoru s enzymem za vzniku komplexu prekurzor-enzym C' je g a rychlostni
konstanta zpétné reakce je q. Necht' se komplex rozpadd na 1ék D a enzym E s rychlosti k. K
modelu (5.2) tak musim pfidat tfi rovnice popisujici zmény v mnoZstvi prekurzoru L, enzymu F

a komplexu prekurzor-enzym C, které vychédzeji z modelu (2.4) v kapitole 2. Podivejme se na
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uplnou soustavu diferencidlnich rovnic:

dT
E:—BTV,
%:ﬁTV—aI,
-
% =kC —eD, (5.3)
%:kCW—qC—gLE,
%:gLE—qC—kC,
Cfl—f:c—l—qC—gLE.

Na obrazku 5.1 vidime tyto enzymatické déje vyznacCeny Cervenou barvou. Podarilo se mi tedy
propojit vSechny tfi vybrané oblasti matematického modelovani. Model (5.3) miZeme zjedno-
dusit uvazovanim kinetiky Michaelise-Mentenové. Enzym je katalyzator, neni spotfebovavan a

soucet koncentrace volného a vazaného enzymu je tedy v Case konstatni (eg). Plati tedy:

dr d
%—i—d—f:0:>E(t)—|—C'(t)=€o:>E(t):€0_C(t)'

Systém (5.3) se ndm tedy zjednodusi na systém:

dT
— = =[BTV,
dt /8 Y
dl
— =0TV —al
7 BTV —al,
av Eror DY
- 1] — ——maer= )] _
dt p( EDQ0+DV) wb,
5.4)
D (
d—:kC—eD,
dt
d
—CZQL(eo—C)—qC—kC,
dt
dL
E:C‘FQC—QL(GO—C)
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Stejné jako u systému (2.8) mizeme i zde predpokladat rychlou dynamiku komplexu C' vzhle-

dc

dem k ostatnim stanovovanym proménym, <= ~ 0, a tedy vyjddiit koncentraci komplexu C' v

zavislosti na koncentraci léku L jako

N geolL
gL+ q+k

Po dosazeni do modelu (5.4) kone¢né dostaneme model

dT

— = BT

g BTV,

dl

— =061V —al

i BTV —al,

dv Eax DY
e I e N
dt p( EDg0+D7) wb,
dD geoLk

—_— = —c

dt  gL+q+k ’

dL geoLk

dat T gLt gtk

5.3.2 Vliv Iéku na mortalitu populace virioni

(5.5)

(5.6)

Alternativné budu predpokladat, ze 1ék bude zptisobovat smrt virionti. Uéinnost 1éku tedy popisi

za pomoci rovnice (4.20). Model pii pifimém piisobeni 1éku D bude vypadat nasledovné:

dT
dt
dI

dt

av
dt
dD

E:C—GD.

AL

=BTV —al,

EDI, + D7

E‘T)’LCL$D’y
:p[—u(l—i——) V,

5.7

NP d

Opét budu uvazovat také potfebu aktivace prekurzoru enzymem a soustavu (5.7) rozsifim o rov-

nice pro prekurzor L, enzym E a komplex prekurzor-enzym C'. Soustavu opét zjednodusim uva-
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Zovanim kinetiky Michaelise-Mentenové a ziskdm ndsledujici soustavu:

drl

pr =BTV,

% — BTV —al,

av Eae DY

ﬁzpf—u(lJrW) : (5.8)
dD geoLk

T alrarE

dL geoLk

dat ST gLy gtk

Diéle studuji jednotlivé modely (5.2) a (5.6) - (5.8). Provadim jejich ¢astecnou exaktni ana-
Iyzu a Castecné numerické simulace. Simulace téchto modeli provadim v programu Wolfram
Mathematica 10.0. Pro feSeni soustav diferencidlnich rovnic pouzivdm piikaz NDSolve a pro
grafické znazornéni feSeni pak prikaz Plot. Simulovala jsem situaci bez 1éku, které odpovida na-
staveni parametrti ¢ = 0 a £ Ds5q > 0, déle rtizny vliv koncentraci Iéku (¢ > 0 a ED5y > 0) a
nakonec situaci, kdy je tcinek 1éku po celou dobu maximalni, coZ odpovidd parametrim ¢ > 0
a E D5y = 0. Hodnoty ostatnich parametrti, pro néz byly simulace provedeny, jsou uvedeny v
tabulce 5.1. Je tfeba poznamenat, Ze hodnoty parametrii jsou ¢erpany z riznych zdroja, které se
vénuji jednotlivym submodeltiim modeld (5.6) a (5.8). Vysledky je tedy nutno brat pouze jako
ilustracni a porovnavat je pouze relativné. Modely srovndvam na zdkladé nékolika kvantitativ-
nich kritérii, sleduji maximalni mnoZsvi virioni pfitomnych v organismu béhem infekce a délku
trvani této infekce, kterou definuji jako dobu, za kterou poklesne mnozstvi viriond pod jejich

pocatecni mnozstvi.

5.4 Vysledky

5.4.1 Analyza modelu (5.2)

Na obrazku 5.2 vidime Casovy pribéh zmén jednotlivych sloZek modelu (5.2). Na ¢ésti a) vi-

dime, jak se mé€ni mnoZstvi zdravych bunék, mizeme si v§imnout, Ze mnoZstvi se po urcité dobé
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a) b}

c) d)

Obrazek 5.2: éasovy pribéh mnozstvi zdravych bunék (a), infikovanych bunék (b), virioni (c) a

koncentrace 1éku (d) v modelu (5.2).

dostavé do ekvilibria. Cést b) tohoto obrazku piedstavuje priibéh mnoZstvi infikovanych bungk
pfi nemoci, vidimé, Ze pfiblizné do desdtého dne nemoci jejich mnoZstvi roste, poté zacne kle-
sat. Obrazek 5.2 c¢) znazorniuje zmény v populaci virionti béhem infekce a obrazek 5.2 d) pak
zmény v koncentraci 1€ku, které, jak jeSté uvidime, se limitné bliZi ekvilibriu. Déle se zaméfim
jen na Casovy prubéh mnozstvi viriont za riznych podminek, nebot’ tato veliCina se standardné
méfi v experimentech. V rdmci analyzy modelu bych rdda popsala trendy, které mizZeme vidét na
obrazku 5.3. Tento obrazek ukazuje, jak se méni zavislost mnoZstvi virionti v organismu béhem
infekce pro rizné situace. Vidime, Ze se zvysujici se rychlosti dodavani Iéku ¢ klesd maximalni
mnozstvi virionl piitomnych v organismu. Zpocatku dochézi také ke zpozdéni doby, kdy popu-
lace virionli nabyva maxima. Navic se zpoc¢atku prodluzuje doba 1é¢by.

7 Mz

Podivejme se podrobnéji na analyzu soustavy (5.2). Zakladni reproduk¢ni Cislo infekce R,
je i v pripadé 1écby stdle stejné jako bez 1éCby, protoze v Case t = 0 je D = 0. Proménna D se

Casem nasyti na honoté D* = £. SpoCtéme nyni R, za pfedpokladu, Ze koncentrace 1éku je od
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bez léku

— c=50, ED_50=1043
c=150, ED_50=10*3
c=200, ED_50=1043

— =240, ED_50=10*3

! Eas
— ¢=500, ED_50=103

— maximalni acinnost pro dané Emax

Obrazek 5.3: Pribéh zmén mnozstvi virioni béhem infekce za riznych podminek pro model

(5.2).

pocétku na hodnot¢ D = D* = £. Dosadim tedy hodnotu D* = £ do rovnice pro viriony V.

Ziskam soustavu
dT

=BTV,
dl
gzﬁTV—al, (5.9)

dVv Ernaz(c/e)?
& pr(1- V.
T ( EDgo+<c/e>v) uv

Pro obdobnou soustavu jsem jiz zdkladni reprodukéni Cislo R infekce urCovala v kapitole 3, z
toho také vyjdu. ProtoZe ¢len v zdvorce v rovnici pro V' je konstanta, zdkladni reprodukéni Cislo
infekce pro model (5.2) bude:
Emaz(c/e
p (1 ED;0+(c/e)'Y) AT

Ry = ) (5.10)
au

kde Tj je pocatecni mnozstvi zdravych bunék. Nyni chci zjistit, za jakych podminek nemoc

nepropukne, to znamend, kdy bude platit Ry < 1 neboli

Emaz(c/e)?
p (1 EDI,+(c/e) ) BTy

au

<1 (5.11)
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Postupnymi tpravami zjistim podminku pro c:

Ernaz(c/e)?

1— Ty <
p( EDgo+<c/e>v) oo < au.
Ernaz(c/e)? au
—— <—,

EDj, + (c/e)r — pBly
1 au Ernaz(c/e)?

_ < ,
pBTy  EDJ, + (c/e)
Y au c\7
EDPY (]. - au > + (E) (1 - ) < Emax <_) )
%0 pBTH e pBTy e
y
ED? (1— a ) < (EW—H au ) <5> .
°0 pBTy pBTy ) \e

Predpokladdm, Ze 7% > 1, nebot’ predpokladdm, Ze bez pisobeni 1éku se infekce bude $ifit.

Je-li By < 1 — ﬁ, neni mozné tuto nerovnici pro Zadné c splnit a neni tak mozné snizit R
pod hodnotu 1. Naopak, je-li Eyp > 1 —

au

25T dostavam

(1 . ) 1/~
E > ED5() PPTo .
e au

(Emaz - 1 + p/J’T0>

Zajimad mé nyni, pro jakou hodnotu ¢ se nebude nemoc §itit. Dosadim proto hodnoty z tabulky

5.1, které jsem vyuZila pfi simulacich. Ziskdvam tak podminku ¢ > 252.78. Ve skutecnosti se
vSak infekce bude zpocaku §ifit pro jakoukoliv hodnotu ¢, tato hodnota v§ak bude ovliviiovat

pribéh nemoci, jak ukazuje obr. 5.3.

5.4.2 Analyza modelu (5.6)

Podivejme se, jak se zméni vysledky, pokud 1écba nebude piim4, ale bude zprostfedkovana en-
zymem. Vysledky modelu (5.6) jsou zakresleny v obrazku 5.4. Porovnejme obrazky 5.3 a 5.4.
Vidime, Ze jsou téméf shodné, mizeme tedy fici, Ze pro zvolené parametry nema potieba akti-
vace 1éku enzymem na 1écbu pfili§ velky vliv. Toto tvrzeni podpofime podobnym vypoctem jako

v Casti 5.4.1.
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g mnoZstvi

bez l&ku
— =50, ED_50=10*3
c=150, ED_50=1043

— c=240, ED_50=1043

0" =500, ED_50-10"3

— maximalni Gcinnost pro dané Emax

Obrazek 5.4: Pribéh zmén mnozstvi virionti béhem infekce za riznych podminek pro model

(5.6).

Opét se podivame na analyzu modelu, hleddm hodnotu L v ekvilibriu, to znamen4, Ze feSim,

kdy je posledni rovnice systému (5.6) rovna nule:

. geol"k
gL* +q+k 7
cgL* + c(q+ k) = geo Lk,
L*(geok — cg) = c(q + k),

c(q + k)

L" = .
g(egk — )

Pokud bude egk > ¢, pak bude platit L* > 0 a L* tak bude ekvilibrium. V pfipadé€, Ze plati

eok < ¢, prepiSseme pavodni rovnici do tvaru:

gL”

c— ————epk =0,
gL +q+k "

Tato rovnice nemuze byt pro egk < c¢ splnéna pro zadné L* a proto L* — oo Nyni spoc¢itdm

hodnotu D v ekvilibriu, opét fesim, kdy je pravéa strana rovnice popisujici zmény v koncentraci

76



1éku rovna nule, za L dosadim hodnotu v ekvilibriu L*:

geoL*k
gL +q+k
. geoL*k
(gL 4+ q+k)e

D* =0,

Pokud bude platit egk > ¢, pak bude pro ekvilibrium platit D* = £. V opatném piipadé, tedy
pro egk < ¢, bude ekvilibrium tvaru D* = % Ekvilibrium tak bude minimem z obou hodnot,
¢imZ je pro pouZité parametry a pouZity rozsah ¢ hodnota D* = £. Zakladni reproduk¢ni cislo

infekce R, tak ma vzhledem k tvaru ekvilibria stejny tvar jako v pripad€ modelu (5.2).

5.4.3 Analyza modelu (5.7)

bez léku

— c¢=50, ED_50=10"3
c=150, ED_50=10"3
c=200, ED_50=10"3

. — ¢=320, ED_50=10"3

— ¢=500, ED_50=10"3

— maximalni déinnost pro dané Emax

Obrazek 5.5: Pribéh zmén mnozstvi virionti b€hem infekce za riznych podminek pro model

(5.7).

Podivejme se na obrazek 5.5, ktery zobrazuje zavislost mnoZstvi viriont na ¢ase pro rizné
podminky v piipadé, Ze 1€k, ktery doddvame piimo, zvySuje mortalitu viriond, a popiSme si, co
vidime. Se zvySujici se rychlosti doddvani 1éku klesa maximum, kterého mnoZzstvi virionti v krvi
nabyv4, ale opét se zpocitku vyrazné prodluzuje doba infekce. Pokud bychom porovnali obrdzky

5.3 a5.5, vidime, Zze modely se chovaji kvalitativné stejné, pozorujeme stejné trendy.
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Odvod'me si nyni, stejné jako pro pfedchozi modely, zdkladni reprodukéni Eislo infekce Ry
pro model (5.7). Predpokladdm, Ze koncentrace 1éku D je od pocatku konstantni, tedy ze D =

D* = £. Tuto hodnotu dosadim do rovnice pro V" a ziskdm tak soustavu:

dT

= — 8T

o BTV,

dI

% = ﬂTV - a], (512)
dV Ernaz(c/e)?

—=pl— (1 V.

a7 ( T ED, + (c/ew) !

Tvar zakladniho reproduk¢niho Cisla infekce jsem jiz odvodila v kapitole 3, pro model (5.7) bude

mit tvar (vyraz v zdvorce v rovnici pro V' je opét konstanta):

T,
Ry = pBTo . (5.13)
1 Emax (C/e)w
au | L+ EDI,+(c/e)

Chci zjistit, za jakych podminek se nebude infekce Sifit, polozim tedy 7y mensi jedné a uréim

podminku pro c:

BTy

B ) L
au (14 gaets)
pBTO _ E117’szc(c/e)7
au ED}, + (¢/e)Y’
T Y T
EDI, (pﬂ 0 —1) < (%) (Em—pﬁ 0 +1),
au e au

Opét predpokladam, ze vyraz ’% je vétsi nez jedna, protoze predpokladam, Ze pokud infekci

< 550 — 1, neni mozné nerovnici pro zadné ¢ > 0 splnit a

nelécime, Sifi se. Pokud plati F,,,, <
infekce se bude §ifit pro vSechna c. Naopak, pokud £,,,q, > ’% — 1, mZu najit takovou hodnotu

¢ > 0, kdy bude platit Ry < 1. Dostdvam tedy

pBTy — au o
au(Emaac + 1) - pBTO

Do posledni nerovnice dosadim hodnoty z tabulky 5.1 a zjistim, jakd musi byt minimalni

E > FEDsg
e

hodnota ¢, aby nepropukla infekce. Ziskdvam tak podminku ¢ > 349.71.
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5.4.4 Analyza modelu (5.8)

UkaZme si, jak se zméni vysledky, pokud budu uvazovat neptimou 1é¢bu a 1€k budu tedy aktivovat
enzymem. Vysledky modelu (5.8) jsou predstaveny na obrazku 5.6. Porovnanim obrazkl 5.5 a
5.6 zjistime, Ze pro ndmi zvolené parametry neni velky rozdil mezi 1écbou pifimou a 1écbou

zprostiedkovanou enzymem.

bez 1éku
— ¢=560, ED_560=10"3

c=150, ED_50=1043

— ¢=320, ED_50=10*3

07 =500, ED_50=103

— maximalni i€innost |éku pro dané Emax

Obrazek 5.6: Pribéh zmén mnozstvi virionti b€hem infekce za riznych podminek pro model

(5.8).

Hleddm nyni hodnotu L v ekvilibriu, fesim tedy, kdy je posledni rovnice systému (5.8) rovna

nule.
geoLk 0

CTyLtq+k
cgL* + c(q + k) = geg L*k,
L*(geok — cg) = c(q + k),

c(q+ k)
gleogk —¢)’

Pro urceni hodnoty ekvilibria zapisi ptivodni rovnici ve tvaru

L=

gL”
— 72 ek =0. 5.14
TGl gtk (514
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Pokud bude platit egk > ¢, bude ekvilibrium rovno hodnoté mnoZstvi prekurzoru L = L*, v
opacném piipadé, tj. pro egpk > ¢, nelze rovnici (5.14) vyfesit a plati L* — oo. Nyni uréim
hodnotu D v ekvilibriu. Do rovnice pro proménnou D systému (5.8) dosadim za L hodnotu v
ekvilibriu L* a pravou stranu této rovnice poloZim rovnou nule. Ziskdm:
geoL*k
gL* +q+k

geoL*k

(gL 4+ q+k)e

Pro ekvilibrium plati D* = ¢, pokud egk > c. V piipad€, Ze ek < ¢, je ekvilibrium tvaru

eD* =0,

*

D* = % Ekvilibrium je minimem z obou hodnot, coZ je pro nase parametry D* = ¢. Zakladni
reprodukeni Cislo infekce modelu (5.8) tak bude stejného tvaru jako v pripad€ modelu (5.7). 1 z

tohoto pohledu neni pro ndmi zvolené parametry rozdil mezi pfimou a zprostfedkovanou 1écbou.

5.5 Diskuze

Vytvorila jsem nékolik komplexnich modeld, které zahrnuji infekci a jeji 1é¢bu, a to 1€kem nebo
prekurzorem, ze kterého se reakci s enzymem stava ucinnd latka. Modely se nelisi pouze ve zpu-
sobu podani 1éku, ale také v mechanismu tc¢inku tohoto 1éku. Simulovala jsem 1€k, ktery sniZuje
produkci viriontl infikovanymi buiikami, a ddle pak 1€k, ktery zvySuje mortalitu viriont. Sledo-
vala jsem, jakym zpiisobem se méni mnoZstvi virionti pfitomnych béhem nemoci v organismu
pro rtzné rychlosti dodavani 1éku.

Uk4zalo se, Ze pro zvolené parametry prevzaté z literatury neni rozdil mezi 1é¢bou pfimou a
1é¢bou zprostiedkovanou enzymem. Provedla jsem analyzu vSech ¢tyf modelti a ur¢ila minimalni
rychlost doddvani 1éku c. Pokud bude tato rychlost vyssi, nemoc nepropukne za pfedpokladu, ze
mnoZstvi dodaného 1€ku je od pocatku na hodnoté D = D*. Pro modely, kde 1€k sniZuje produkci
viriond je tento odhad ¢ = 252.78, pro modely, kde uvazuji, Ze 1ék zvySuje mortalitu viriont, je
toto Cislo ¢ = 349.71. U obou modell jsem pozorovala, Ze s vyssi rychlosti ¢ klesa maximalni
mnozstvi viriontl v krvi, ale prodluzuje se délka nemoci, v této kapitole definované jako doba,
za kterou klesne mnoZstvi virionil pod jejich pocatecni droven. Vyraznéji je tento trend vidét u

modelu, kde 1ék zvySuje mortalitu viriont.
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Je ziejmé, Ze vzdy se nedd 1€k do organismu doddvat kontinudlné. TudiZ ne kazd4d nemoc se
da modelovat mymi modely. Také je tfeba zminit, Ze hodnoty parametrt, které jsem pro simulace
zvolila, jsem Cerpala z vice zdroji. Pro konkrétni aplikace mych modeli by tedy bylo nutné
ziskat vSechny parametry z celkového systému, piipadné modely vhodnym zptsobem rozsifit.
Mtuzeme vyuZit rovnic predstavenych v predchozich kapitoldch, napiiklad miZeme uvazovat
pusobeni 1é¢ivé latky na zdravé bunky za vzniku bunék docasné odolnych vici infekci. Necht’
tyto rezistentni buriky R vznikaji s rychlosti b a opét se stavaji ndchylnymi k infekci s rychlosti

r. Napfiklad model (5.6) se pak zméni takto:

dT

— =BTV —bT'D +rR,

dt

dI

— =BTV —al

7 B al,

dv Eppas D

- = 1— = V[ —uV
at p( EDg0+Dv) “
dD_ geoLk D (5.15)
it  gLtqtk

%_ _ gLeok

dt  gL4+q+k

dR

— = —rR+bTD.

7 T+

Predstavila jsem Ctyfi modely, které uvazuji 1é¢bu infekce 1ékem Ci prekurzozem 1éku s riz-
nym mechanismem pisobeni. Zjistila jsem, Ze typ 1éku se odviji od druhu nemoci. Vzdy dochazi
jici mortalitu viriond. Naopak pokud aplikujeme 1€k, ktery sniZuje produkci viriond, nedochazi
k tak vyraznému prodlouzeni doby 1é¢by, jako v pfipadé druhého typu 1éku.

Z mnou uvedenych obrazkili se mozna na prvni pohled mize zdat, Ze 1€k nefunguje. UkaZme
si tedy jeSté na zavér, jiné vykresleni situace bez 1€ku a s obéma typy léku. Pro demonstraci ndim
postaci model (5.1). Snizovani parametru p odpovida situaci, kdy nemoc 1é¢ime 1ékem snizujicim
produkci viriond. Naopak zvySovani parametru u odpovida dodavani léku, ktery zvysuje morta-
litu viriond. Nejprve se podivejme na pribéh zmén mnoZstvi viriond (obr. 5.7) bez Iéku (modra

ktivka). Vidime, Ze dochézi k rychlému nastupu nemoci. Dédle vidime, Ze maximum mnoZstvi
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Obrazek 5.7: Pribéh zmén mnozstvi virioni béhem infekce za riznych podminek pro model

(5.1).

viriond je velmi vysoké, nemoc je tedy velmi intenzivni, z osy x mizeme vycist, Ze ale netrva
prili§ dlouho. Pokud do téla dodame 1€k snizujici produkci viriond (zelend kiivka), vidime, Ze k
ndstupu nemoci dochdzi pozdéji a také neni tak intenzivni. Mirné se prodluZzuje doba 1écby. Po-
sledni kfivka (Cervend) na obrazku ptedstavuje situaci, kdy nemoc 1é¢ime 1ékem, ktery zvySuje
mortalitu viriond. Vidime, Ze nemoc je v tomto pfipad¢ nejméné intenzivni, zato trvd nejdelsi
dobu, nezZ se jedinec uzdravi. VZdy je tedy tfeba uvézit, zda je vhodné;jsi zkratit dobu nemoci

nebo sniZit jeji intenzitu.
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Parametr Vyznam Hodnota Jednotka

To po&dte¢ni mnoZstvi zdravych bunék 4107 -

Vo po&ateni mnoZstvi viriond 1072 TCIDsy/objem

€o konstatni koncentrace enzymu 10° mol/objem

Dy pocatecni koncentrace 1éku 0 mol/objem

B rychlost infekce 1.3-107*  (TCIDsp/objem) *¢as™!

a rychlost zaniku infikovanych bunék 2.1 Cas™!

P rychlost vzniku viriont 3.2-1073 (TCID5p/objem)

Cas™!

u rychlost zdniku viriond 2.1 Cas™!

c rychlost kontinualniho dodavani 1éku (prekur- 0 az 320 (mol/objem) ¢as™*
zoru)

g rychlostni konstanta reakce 1éku s enzymem 0.1 Cas~!

q rychlostni konstanta rozpadu komplexu 10? Cas™!
prekurzor-enzym na vychozi latky

k rychlostni konstanta rozpadu komplexu 105 Cas~!
prekurzor-enzym na Iék a enzym

e rychlost degradace 1éku v krvi 0.1 Cas™!

E o maximdlni G¢inek 1éku (pro 1€k potlacujici 0.85;3 -
produkci viriond; pro 1€k zvysujici mortalitu
viriond)

v Hilltv koeficient 2 -

EDsyq koncentrace 1éku, pii které je dosazeno polo- 0;10? mol/objem

viny maximdlniho u¢inku

Tabulka 5.1: Prehled parametrii pouzitych v simulacich modeld (5.2) a (5.6) - (5.8), hodnoty

Cerpany z [1, 12].
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Kapitola 6

Zaver

V diplomové prici jsem se zabyvala matematickymi modely popisujicimi procesy, které pro-
bihaji na bunécné trovni. Prvni tfi kapitoly prace popisuji matematické modelovéni kinetiky
enzymatickych reakci, dynamiky virové infekce a modely farmakokinetickodynamické. V ramci
kazdé z téchto kapitol je popsan zdkladni model a ndsledné uvadim nékterd jeho rozsiteni. Dale
jsem na zavér kazdé kapitoly zaradila néjaké aktualni studie, abych demonstrovala, ze 1 kdyz
jsou zdkladni modely zndmé tadu let, stale jsou aktudlni.

V zéavérecné kapitole prace jsem vytvorila vlastni fadu modelq, které propojuji vSechny tfi
studované oblasti. Do téla je vpraven 1€k Ci jeho prekurzor, ktery se aktivuje enzymem, a na-
sledné ptlisobi na infikované burky. Provedla jsem analyzy modell s rozdilnym ptisobenim 1éku.
Uvazovala jsem 1€k, ktery snizuje produkci viriont, a 1€k zvySujici jejich mortalitu. Vysledky
ukazaly, Ze u obou typt 1éku dochdzi ke sniZeni maximalniho mnoZstvi viriont, vyraznéjsi je
tento pokles u Iéku zvysujictho mortalitu viriont. Pfi pouzZiti 1éku, ktery sniZuje produkci vi-
rionti, nedochdzi k tak vyraznému prodlouZeni doby 1éCby jako v pripadé druhého typu 1éku.
Pred 1é¢bou je tedy tieba uvazovat, jaké jsou priority, zda vyraznéjsi snizeni mnoZstvi viriont ¢i
zkriceni doby infekce.

Hlavni pfinos mé diplomové prace vidim v tom, Ze tvoii uceleny a obsdhly prehled modeli
ve vybranych oblastech. Myslim, Ze mtize byt zajimava nejen pro matematiky, ale i pro biology

¢i chemiky, mtize slouZit jako studijni materidl pro matematicko-biologické semindie. Prvni cil
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se tedy podafilo naplnit. Co se tyCe druhého cile, modely jsem vytvofila, predstavila jsem mys-
lenkové pochody, které vedly k jejich vytvoreni a analyzovala jsem je. Piedstavené modely by se
daly rozsifit mnoha dal§imi sméry, napiiklad uvaZovanim doby latence u infikovanych bunék ¢i

moZnou reakci néjakého aktivatoru ¢i inhibitoru s enzymem.
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Kapitola 7

Prilohy

Seznem priloh

Priloha €. 1 - Ekvilibria systému (3.1)

Ptiloha €. 2 - Zékladni reprodukéni ¢islo Ry infekce popsané modelem (3.1)
Priloha ¢. 3 - Odvozeni vzorce (3.8)

Priloha 1 - Ekvilibria systému (3.1)

Pro urceni ekvilibrii systému (3.1) postupujeme nasledovné. Pravé strany jednotlivych rovnic

poloZime rovny nule

0=\—dT — BVT,
0=A8VT —al, (7.1)

0==kI—uV.

Z druhé rovnice (7.1) vyjadiime nezndmou [

vT
1= g
a
a dosadime do tfeti rovnice (7.1)
kBvVT
g —uV =0.
a
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Vyslednou rovnici miiZeme upravit na nasleudjici tvar

V(W—T—u>20.

a

Toto miiZe nastat, pokud bude platit bud’ 7" = % nebo V' = 0. VySetfime tedy oba pfipady.
Nejprve se podivame, jak bude vypadat ekvilibrium, pokud bude platit 7" = % Do prvni rovnice

(7.1) dosadime za T' a ziskdme hodnotu V' v ekvilibriu

A—dZ oy,

Bk k

kX d
V=—--—-—.

au [

Nakonec do vyjadieni pro / dosadime za 7" a V', ¢imz ziskdme hodnotu [ v ekvilibriu

kX d\ au
]_5<a_5>ﬁ

Y

upravime a dostaneme

Ziskali jsme ekvilibrium

M d

""“auw B

V druhém piipadé (V' = 0) budeme ekvilibrium pocitat nasledovné. Do prvni rovnice (7.1)

dosadime za V/, ¢imzZ ziskame feSeni pro T’
A
T =-—.
d

Do vyjadfeni pro nezndmou / dosadime za V' a T" spocitané hodnoty a dostaneme hodnotu / v

ekvilibriu



Pro druhé ekvilibruim tedy plati

A
Ty = —
2 d’
I =0,
Vi =0

Priloha 2 - Odvozeni zakladniho reproduké¢niho Cislainfekce popsané modelem (3.1)

Zékladni reprodukéni ¢islo Ry infekce 1ze urcit tak, Ze najdeme ekvilibrium bez infekce sou-

stavy (3.1) a vyfeSime jeho stabilitu. Nejprve sestavime Jacobiho matici pro tuto soustavu:

—d—-pV 0 =pT
J = ﬂv —a 6T )
0 k —u

do které dosadime hodnoty ekvilibria bez infekce 7™ = %, V* =0, I" = 0. Ziskdme tak matici

-d 0 —p3
J=1 0 —-a B3
0 k -—u

Abychom mohli vysSetfit stabilitu ekvilibria bez infekce, musime urcit vlastni Cisla této matice.
Matice je témét horni trojuhelnikovd, vhodnou tpravou ji prevedeme na horni trojihelnikovou

matici s vlastnimi ¢isly na diagondle. Druhy fadek vynasobime f a pricteme k poslednimu radku.

-d 0 B
J = 0 —a 6] 3
0 0 22y
Vlastni ¢islajsou \; = —d, Ay = —a, A3 = % —u. Prvni dvé jsou zdporna, potiebujeme vysetfit

znaménko toho tfettho. Pokud bude platit A3 < 0, bude ekvilibrium stabilni, v pfipad¢, Ze bude

platit A3 > 0, bude ekvilibrium nestabilni. Budeme fesit nerovnici A3 < 0

Bk
P2 _u<o.
od u <
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Odtud plyne podminka
kBA
i <1

uad )

Pokud tedy bude platit tato podminka, ekvilibrium 7% = %, V* = 0,1* = 0 bude stabilni a
infekce se nebude dal Sifit. V opacném piipadé se jedna o ekvilibrium nestabilni. Hodnota na

levé strané této podminky je pak zdkladni reprodukéni Cislo Ry infekce:

_ kA

R )
0™ wad

Odvozeni vzorce (3.8)

Chceme vyfesit ndsledujici soustavu:

ij_f =\ —dT — (1 — erp) BV T,
% = (1 —err)pViT — al,

% = (1= epp)kl — uV,

d‘;\” = eprkl — uVyy.

Za predpokladu, Ze ep; = 1 a pocet neinfikovanych bunek 7' ziistiva neménny, tzn. Ze T’ neni

funkce, ale konstanta. Za téchto podminek se soustava zjednodusi na nésledujici tvar:

dl
% = (1 - ERT)ﬁ‘/IT - a-l;
dVr
2LV, 7.2
dt uvr, ( )
dVnr
=kl —uVyy.
di UVNT
Nejprve vyfesime rovnici popisujici zmény v populaci virionti schopnych infikovat buriku V;
dvi
b 7
dt uvr,
Vi(t) = e "ec.

Uplatnénim pocatecni podminky V;(0) = V;, vypocCitdme konstantu ¢

Vi, = e e,

Vi, = c.
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ResSeni pro V; m4 tvar

Vi(t) = Ve ™.

Nyni toto feSeni dosadime do prvni rovnice soustavy (7.2) a ziskdme diferencidlni rovnici tvaru

dl
- = (1 — egr)BTVi,e™™ —al,

kterou budeme reSit metodou variace konstant. Nejprve vyfeSime prisluSnou homogenni ulohu

dl

S

dt “
Iy(t) = e e

Nyni budeme uvaZovat, Ze konstanta c je funkci ¢asu
I(t) = e “c(t).

Obé strany rovnice zderivujeme

dI _ —at —atdc
- = —ae c(t)+e -

a dosadime do ptivodni nehomogenni dlohy. Tim ziskdme rovnici

d
—ae " "e(t) + efatd—; = (1 — erp) BT Ve ™ — ae™"c(t).

Upravime a integraci ur¢ime funkci ¢(¢)

6t(afu)
t)=(1-— TV, .
oft) = (1 = err) BTVe, S+
Obecné feseni pro funkci / ma tedy tvar
1 - TV,
](t) _ e—ut( ERT)B Io + Cle_at.

a—u
Konstantu ¢; uréime pomoci pocate¢ni podminky 7(0) = I,

(1- ERT)BTVIO'

a—u

Clzl()—

ReSeni I m4 tedy tvar

—ut (1 — 6RT)ﬁT‘/]0 + €_at]0 . e—at (1 — 6RT)BTW/IO ]
a—u a—u

It)y=e
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Nakonec ur¢ime funkci Vi, do posledni rovnice systému (7.2) dosadime za [ a ziskdme

dv; 1- TV, 1— TV,
ZYNL k 6—ut( 6RT)ﬁ Io + e_atlo . 6_at( 6RT>ﬁ L\ WV,
dt a—u a—u
Tuto rovnici bude opét fesit metodou variace konstant, nejprve vyreSme homogenni rovnici
dVnr
= —uVnry,
di NI

VNIH (t) = e Y.

Opét budeme uvaZzovat, Ze konstanta c je funkci ¢asu
Vnr(t) = e "e(t).

Obé strany feSeni homogenni dlohy zderivujeme

dz;w = —ue "e(t) + e_“tcdl—j

a dosadime do nehomogenni diferencidlni rovnice pro funkci Vy;:

d 1— TV, 1—- TV,
_u6—utc(t)+e—ut_c —k (e—ut( 6RT>B Io + e—atIO _ e—at( GRT)ﬂ Io ) —ue_“tc(t).
dt a—u a—u

Upravime a ur¢ime funkci c(t)
(1 —err)BT VY, k <Io (- eRT)ﬁTVIO) ot(u—a)

a—Uu

c(t) =kt

+ Co.

a—Uu u—a

Obecné feseni pro fukci Vy; mé pak tvar
1-— TV, —at 1-— TV,
VNI(t) _ e—utkt( 6RT)B Iy +k € (IO . ( ERT)ﬂ Io> + G_UtCQ.

a—Uu u—a a—u

Pomoci pocate¢ni podminky Vi (0) = Vi, dopocitdme konstantu c;

k ([ (1 — 6RT>ﬁT‘/IO)
0o— .

Co = VNIO E——
uU—a a—Uu

Do obecného feseni pro Vy; dosadime za konstantu co, upravime a ziskame reSeni tvaru

1-— T 1— T k(e—at _ p—ut
Var(t) = et LR BTVl ey (Io—( rr)f Vfo) ( (e —e )).

a—u a—1u u—a

Vzorec, ktery chceme odvodit, ziskdme sectenim feSeni pro V; a Viy;:

()Tl (1, (om0 (K =),

V(t) = e Ut (V[O +VN]O)+€_Ut]€t

a—u a—1u u—a
Tento vysledny vzorec uddva mnoZstvi virioni v organismu v piipadé, Ze infekci 1é¢ime. V§im-
néme si, Ze plati:

lim V(¢) = 0.

t—o00
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