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Abstrakt

Bakalarska prica je zaloZend na aplikacii matematického apardtu pri analyze ekono-
mickych modelov, konkrétne modelov, ktoré vedu na stustavu polynomidlnych rovnic. Jed-
nou z Casti je suhrn zadkladnych poznatkov z oblasti algebry s orientadciou na Grobnerove
bazy. V d'alSom texte sd rozobraté ekonomické modely, pri ktorych rieSeni si Grobne-
rove bazy aplikované s vyuzitim programu Wolfram Mathematica. Do tohto prostredia je
takisto implementovany vlastny programovy balik ako navrh rieSenia na zjednodusSenie

vypoctu a prace s modelmi.

Abstract

Bachelor thesis is based on application of mathematical apparatus for the analysis of eco-
nomic models, in particular models that lead to a system of polynomial equations. One of
the parts is a summary of basic knowledge of algebra focused on Grobner basis. Hereinaf-
ter are discussed economic models in which solution Grobner basis are applied using the
program Wolfram Mathematica. Own software package is implemented into this program

as a concept of solution to simplify the calculation and work with models.

kl'i¢ové slova
Grobnerova baza, Nashova rovnovéaha, Zavod v zbrojeni, Arrow-Debreuova rovnovaha,

Wolfram Mathematica

key words
Grobner basis, Nash equilibrium, Arms Race, Arrow-Debreu equilibrium, Wolfram Ma-

thematica
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UVOD

Clovek mé od nepamiiti svoje potreby. V praveku, ked stl vyvoj ludstva na samot-
nom podiatku, boli tieto potreby velmi jednoduché, ako aj ¢lovek sdam. Postupom Casu sa
Tudsky druh menil a spolo¢ne s nim sa menili aj jeho potreby. V dnesnej dobe st nase
potreby rozmanité, dokonca az natol’ko, Ze sa niekedy nevieme rozhodniif, ako medzi ne
budeme alokovat svoje zdroje. Prave tento aspekt ludského spravania sa ekonémia snazi
popisaf prostrednictvom ekonomickych modelov. Pokusa sa ndjst optimum, celkovi rov-

novahu medzi potrebami a zdrojmi, medzi GZitkom a kapitdlom.

Ekonomické modely st velmi subjektivnymi popismi reality, avSak jednu vec maju
vSetky spolo¢nu, ekonomické spravanie popisuju prostrednictvom matematického apard-
tu. Slovnym alebo grafickym popisom totiZto nie je mozné dosiahnut natolko exaktné

vyjadrenie, matematické symboly sd akymsi univerzalnym jazykom v kazdej Casti sveta.

V tejto bakalarskej praci sa budem zaoberaf rozborom modelov, ktorych popis je reali-
zovany pomocou ststavy polynomialnych rovnic. Cielom bude okrem klasickych met6d
rieSenia takychto ststav, predstavit najmi trochu netradi¢ni metédu Grobnerovej bézy.
Na zavedenie tejto metddy budem vyuZival poznatky z oblasti algebry. Po tejto rydzo
matematickej Casti prace sa pokiisim premostif ziskané poznatky s uz spominanymi eko-

nomickymi modelmi.

Hoci ekonomické modely predstavuji zjednodusSeny popis reality, rovnice, ktoré tento
popis realizuju st pomerne zlozité. Cielom bude odvodenie modelov obohatif o vlastné
postrehy a priklady, ktorymi by som chcela ¢itatelovi model pribliZif a rovnako aj pomoct

interpretovat ziskané vysledky.

Hlavnym cielom préce je vytvorenie vlastného algoritmického rieSenia vybranych
ekonomickych modelov. Ziskané poznatky z predchadzajicich Casti budd zhrnuté do né-
vrhu rieSenia rozobratej problematiky. Spominany ndvrh bude implementovany do mate-
matického prostredia Wolfram Mathematica. Vystupom prace bude vlastny programovy
balik, ktory zabezpeci realizdciu vypoctov, ako aj interpretdciu obdrZzanych vysledkov.
Sucasne bude praca slizif aj ako detailny manual pre pouZivatel'a baliku, rozsireny o pri-

klady ilustrujiice pracu s programom.
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CIELE PRACE, METODY A POSTUPY SPRACOVANIA

Ciele prace

Hlavnym cielom tejto prace je obozndmenie Citatela so zdkladnym matematickym
aparitom, ktory je potrebny pri problematike Grobnerovych baz. Snahou je teoreticky
zdklad nielen popisaf, ale aj vysvetlif na konkrétnych prikladoch. Dalsim cielom je ma-
tematické poznatky aplikovat v ekondmii na prislusnych ekonomickych modeloch a tieZ

vysledky vhodne interpretovat.

Na zéver préace je cielom samostatne navrhnit algoritmus, ktory vybrané modely
vypocita pre rdzne vstupné hodnoty a pouZivatelovi pomdZe s interpreticiou ziskanych
vysledkov. Tato prica slizi takisto ako detailny manudl k pouZitiu spominaného algo-

ritmu.

Metody a postupy spracovania

Pri spracovavani problematiky aplikdcie Grobnerovych bdz na ekonomické modely
bolo na zaciatku potrebné vymedzif a nastudovaf si teoreticky zdklad z oblasti algeb-
ry, so zameranim na okruhy, usporiadanie multiindexov a nésledne samotné Grobne-
rove bazy. Dal§im krokom bola analyza troch vybranych ekonomickych modelov, kto-
rej vysledkom bolo zostavenie sustavy rovnic pre kazdy model a definovanie prislusnych

obmedzeni vypoctu.

Dal§im krokom spracovania bolo spojenie ziskanych poznatkov a rozborov, vysled-
kom bola aplikdcia matematickych metéd na ndjdenie rovnovahy ekonomickych mode-
lov. Poslednou ¢astou bola programova realizacia v software Wolfram Mathematica, kto-
rej tvorbou boli zhrnuté poznatky z predchddzajicej analyzy za vyuzitia naStudovaného

teoretického zakladu.
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1 TEORETICKE VYCHODISKA PRACE

V tejto kapitole zavedieme zakladné pojmy, s ktorymi budeme v préaci d'alej pra-
covaf. Za¢neme vymedzenim znalosti z oblasti v§eobecnej algebry, najmi problema-
tiky tykajiicej sa okruhov a idedlov. Dalej sa zameriame na pojmy ako si moném a po-
lynom, pri ktorych zavedieme tiez ich rozne usporiadania, pre lepSiu predstavu pridame aj
niekol'ko vysvetlujicich prikladov. KIti¢ovym bude zavedenie pojmu Grobnerova bdza,
o ktory sa bude opieraf celd préca.

V neposlednom rade sa pokusime podrobne rozobrat problematiku nelinedrnych rov-
nic, kde sa zameriame na vypocet korenov kvadratickej a kubickej rovnice a hlavne
na rieSenie sustav rovnic. Pri sustavach rovnic bude hlavnym prvkom prive aplikicia

Grobnerovej bazy na ich zjednodusSenie a nisledny vypocet.

1.1 Okruhy a idealy

Prvi Cast kapitoly bude venovana teoretickému zékladu z algebraickej problematiky

okruhov a idedlov. Definujeme tieto pojmy a tieZ niektoé ich vlastnosti.

Definicia 1.1. Nech R = (R, +,.) je neprdzdna mnoZina s dvomi operaciami + a . .

R sanazyva okruh, ak plati: [1]
(i) (R,+) je komutativna grupa
(ii) (R, .) je pologrupa
(iii) platia tzv. distributivne zdkony (pravy a lavy distributivny zakon):

a,bce R=—=a.(b+c)=a.b + a.c,

(b+c).a=b.a+ ca

Poznamka. Neutralny prvok grupy (R, +), inymi slovami nulovy prvok komutativne;j

.....

Tvrdenie 1.2. Ak R je okruh, potom pre kaZzdy prvok r okruhu R plati: [1]
OR.T = T.OR = OR.
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Definicia 1.3. Nech R je okruh. Ak pologrupa (R,.) je komutativna, potom R na-
zyvame komutativny okruh. Ak ma pologrupa (R, .) jedni¢ku roznu od nulového prvku,
nazyva sa R okruh s jednickou. Jedni¢ka pologrupy (R,.) sa oznaCuje 1 a nazyva sa
Jjednicka okruhu R. [1]

Priklad 1.4. Prikladom komutativneho okruhu si mnoziny celych Cisel Z, redlnych
¢isel R alebo komplexnych cisel C.

Dal§im prikladom, ktory nas bude d'alej zaujimat je okruh polynémov s neuréitou z
nad polom F’, oznacujeme F'[x]. Takymto polynémom rozumieme vyraz ag + a1 + ... +

a,x", kde koeficienty ag, ay, ..., a, st z pola F' a n je nezdporné celé ¢islo.
Definicia 1.5. Nech R je komutativny okruh. Potom podmnozina I C R je idedl, ak
spliia nasledujice podmienky: [2]
@ 0el,

(ii) ak a,b € I, potoma + b € I,

(iii)) aka € I,b € R, potom b.a € I.

Definicia 1.6. Mondémom nazveme vyraz

Qn
n

a1 a2
R N

kde vSetky exponenty «, ..., a,, su nezdporné celé Cisla. [2]

Poznamka. Zdpis monému mdZeme zjednodusif zavedenim n-tice & = (v, ..., ay,).
Potom zapiSeme:

a 01 a2
¢ =2l Ty

Qn
n

Ked o = (0,...,0), potom z* = 1. TieZ zavedieme |a| = ay + ag + ... + . [2]
Definicia 1.7. Polynémom f premennych 1, ..., z, s koeficientmi z F' nazveme ko-

necnd linedrnu kombindciu monémov. ZapiSeme: [2]

f:Zaaxa, ao € F
(0%

13



Definicia 1.8. Pre i, v € N” definujeme lexikografické usporiadanie

p<iep V &> existuje j € 1,...,n také, Ze u; < v; apre vsetky @ < j je p; = v;. [3]

Priklad 1.9. Lexikografické usporiadanie.
(1,4,3) <jex (2,0,1), pretoZe existuje j také, Ze p1; < v; a pre vietky ¢ < j je p; = v;,
v tomto pripade j = 1
(3,2,4) <ier (3,3,0), v tomto pripade j = 2
(2,1,1) <jex (2,1,2), v tomto pripade j = 3

Definicia 1.10. Pre p, v € N” definujeme gradované lexikografické usporiadanie

[ <deglex V < || < |v| alebo |u| = |v| a zaroven p <je, v.[3]

Priklad 1.11. Gradované lexikografické usporiadanie.
(2,0,1) <degies (1,0,3), pretoze |(2,0,1)| =3 < |(1,0,3)| =4,
(1,2,1) <gegies (1,3,0), pretoze |(1,2,1)| = |(1,3,0)| =4a(1,2,1) <y (1,3,0)

Definicia 1.12. Pre u,v € N" definujeme gradované obrdtené lexikografické uspo-
riadanie
P <degreviez V < |pt| < |v| alebo |u| = |v| a zdroveri existuje j € 1,...,n také, Ze u; > v;

a pre vietky ¢ > 7 je u; = v;. [3]

Priklad 1.13. Gradované obratené lexikografické usporiadanie.
(4,0,2) <gegreviez (1,5,3), pretoze |(2,0,1)] =6 < [(1,0,3)| =9,
(5,3,1) <degreviex (6,2,1), pretoze |(5,3,1)] = [(6,2,1)] = 9 a existuje j také, Ze
Hj = Vj
a pre vSetky ¢ > 7 je u; = v;, v tomto pripade j = 2
Priklad 1.14. Na tomto priklade nazorne ukdzeme rozdiel medzi jednotlivymi mono-
midlnymi usporiadaniami.
Majme monémy (2,1, 1), (0,5,0),(2,0,2),(1,2,1),(1,1,2). Potom usporiadania vyze-
rajui nasledovne:
LEX: (0,5,0) <jer (1,1,2) <z (1,2,1) <pe (2,0,2) <perr (2,1,1)
DEGLEX: (1,1,2) <geglex (1,2,1) <aegiex (2,0,2) <aegtea (2,1, 1) <dgegiex (0,5,0)
DEGREVLEX: (1,1, 2) <gegrevies (2,0,2) <aegreviez (1,2,1) <gegreviez (2,1, 1)
Zdegreviez (0,5,0)
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Definicia 1.15. Nech f = ) a,2z® je nenulovy polyném v k£ = [1, ..., z,] a nech >

je monomidlne usporiadanie. Potom: [2]
(i) multistuperi polynému f definujeme multideg(f) = max {a € Nj : a, # 0}

(ii) vediici koeficient polynému f definujeme lc(f) = Gpuitideq(f)

(iii) vediici moném polynému f definujeme Im(f) = gmuttides(f)

(iv) vedici ¢len polynému f definujeme [t(f) = le(f)Im(f)

Priklad 1.16. UvaZzujme polyném f = 8z2yz® — 5y + 2?2 — 2x%z + 423y + 1lx

a lexikografické usporiadanie. Potom

multideg(f) = (4,0,1), le(f) = =2, Im(f) =22, U(f)=—22"2.

Definicia 1.17. Idedl in_ (/) generovany vSetkymi veddcimi ¢lenmi nenulovych po-

lynémov, zapiSeme It(f), f € I — {0}, sa nazyva pociatoény idedl ideélu I. [3]
Poznamka. Pociato¢ny idedl zavisi na zvolenom usporiadani.[3]

Definicia 1.18. Nech f1, ..., fs € I — {0}. Grobnerovou bdzou idedlu I rozumieme

bazu s vlastnostou in(I) = (It(f1), ..., lt(fs)) [4]

Definicia 1.19. Grobnerova' baza sa nazyva redukovand, ak pre vietky rozne p,q € G

plati, Ze Ziadny mondm, ktory sa vyskytuje v p nie je ndsobkom [t(q). [5]

1.2 Nelinearne rovnice

V matematike mdzeme rozliSif dva typy rovnic, prvym st linedrne rovnice, tie sa vy-
znalujd tym, Ze nezndma nemd mocninu. Druhym typom sa budeme zaoberaf prave
v tejto podkapitole, kde ich vSeobecne zavedieme, tieZ uvedieme Specidlne pripady a me-
t6dy ich rieSenia. Dalej sa taktieZ budeme venovaf sistavam nelinedrnych rovnic a rov-

nako aj ich rieSenim, zameriame sa na metédu Grobnerovej bazy.

"Wolfgang Grobner (1899-1980), rakisky matematik, teéria Grobnerovych baz je podla neho pomeno-
vana, hoci bola skonstruovana jeho Ziakom Brunom Buchbergerom, ktory tiit teériu pomenoval po svojom

ucitelovi
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1.2.1 Jedna rovnica
Tato kapitola je inSpirovana [6].
VSeobecny zapis rovnice n-t€ho stupna (kde n je kladné celé ¢islo) je nasledovny:

1

apr” + a1z + ... + ap1x + a, = 0, (1.1)

kde koeficienty ag, a1, ..., a,—1, a, si komplexné Cisla a veduci koeficient a je nenu-

lovy. Taktiez neznamu x hl'addme z oboru komplexnych &isel C.

Pri vySSie uvedenom zdpise rovnice sa predpoklad4, Ze tito rovnicu mdme vypocitat.
To znamend, ndjst Ciselné hodnoty nezndmej x, ktoré rovnicu splfiajd, inymi slovami,
po dosadeni tejto hodnoty za nezndmu x v rovnici (1.1) a naslednymi dpravami rovnice,

dostaneme na lavej strane rovnice &islo 0.
Na l'avej strane rovnice (1.1) sa nachadza ¢len:

1

apx” + a1 + ...+ ap_1x + ap,

ktory sa nazyva polynom n-tého stupria neznamej z. Polynémom teda nazveme sumu ce-
lo¢iselnych nezapornych mocnin nezndmej x s prislusSnymi ¢iselnymi koeficientmi. Pre-
dovsetkym za polyndm nepovaZujeme vyraz, ktory obsahuje zaporné, alebo neceloCiselné

mocniny nezndmej, ako napriklad z + % — 4 alebo 3272 — 227! + 8.

Prirodzene, existuju polynémy n-tého stupnia pre vSetky prirodzené Cisla n, pre niek-
toré z nich pouzivame Specidlne oznacenie, ako napriklad polynémy prvého stupiia alebo

tiez linedrne, d alej kvadratické, kubické atd'.

Ak pre polyném f(z) existuje Cislo ¢ také, ze plati f(c) = 0, potom &islo ¢ sa nazyva
koreri polynému f(z). Zo skdsenosti vieme, Ze nie kazdy polyném s redlnymi koefici-
entmi m4 aj redlne korene, napriklad x? + 1, ktorého korene si komplexné &isla. Mohli
by sme oCakévat, Ze existuji polynémy, ktoré nemajd koreii ani v obore komplexnych
Cisel. Tento problém vSak rieSi zdkladny teorém algebry komplexnych Cisel, ktory znie

nasledovne.

Teorém 1.20. Zdkladny teorém algebry komplexnych Cisel
Kazdy polyném aspori prvého stupria s Tubovolnymi ¢iselnymi koeficientmi md aspori

jeden koren, ktory je vo vSeobecnosti komplexny.
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Teorém sice hovori o existencii korefiov, av§ak nenaznacuje Ziadnu metédu, ktorou by
sme tieto korene mohli ndjst. Pre rovnice druhého, treticho a $tvrtého stupiia st zndme

univerzdalne vzorce pre ich vypocet. Teraz si ukdZeme postup ich odvodenia.

Kvadraticka rovnica. Uvazujme kvadraticku rovnicu, teda rovnicu tvaru
22 + pr +q = 0, (1.2)

s Tubovolnymi komplexnymi koeficientmi. Vediici koeficient mdZeme uvazovat ako jed-
notku bez straty vSeobecnosti tohto odvodenia, v pripade, Ze by bol r6zny od jednotky,

rovnicu by sme predelili jeho hodnotou. Tidto rovnicu mdZeme tieZ zapisaf ako

p>2 p?

L4 _ 2 )=y
<x+2 +(q 4) ;
P p?

S == —q
x+2 1 q

Z tejto rovnice uz mdzeme vidief, Ze korene kvadratickej rovnice vypocitame podla

po uprave

znameho vzorca

Priklad 1.21. UvaZujme kvadratickd rovnicu 322 + 6x + 18 — 36: = 0.

Obe strany rovnice podelime ¢islom 3 a dostaneme zdkladny tvar:
2’ +22+6—12i =0

S pouzitim vzorca odvodeného vysSie dostaneme:

2 /4
r=—5E 7 (6-12) =1£V-5 112

Dalej si vyjadrime korene komplexného &isla pod odmocnicou
V=54 12i = £(2 + 3i)
Nakoniec sme vypocitali rieSenie zadanej rovnice, st nim korene

r1=-3—3t x2=1+3i.
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Kubicka rovnica. Uvazujme kubicku rovnicu, teda rovnicu tvaru
v+ ay? +by +c¢ =0, (1.3)

s Tubovolnymi komplexnymi koeficientmi. V rovnici (1.3) nahradime nezndmu y novou
nezndmou z, pre ktord plati
a

y:x—§ (1.4)

po dosadeni dostaneme kubicku rovnicu s jednou nezndmou z, ktora vSak uz neobsahuje
druhd mocninu neznamej

34+ pr+q=0. (1.5)

Ak néjdeme korene rovnice (1.5), potom spidtnym dosadenim substitucie (1.4) dostaneme
tieZ korene pdvodnej rovnice (1.3). Podla zdkladného teorému vieme, Ze rovnica (1.5) m4
tri komplexné korene. V nasledujicich krokoch by sme si zaviedli nové nezndme, vyuZzili
Vietove? vzorce a substitiiciu. Nakoniec by sme dosli ku zndimemu Cardanovmu?® vzorcu,

ktory vyjadruje korene rovnice (1.5)

T S S B L
i 4 £ 1.6
To=0a+f \/2+ 4+27+\/2 YT, (1.6)

kde « a 3 su nasledujuce tretie odmocniny vyrazov

s/ g ¢ 7 5| g ¢
Y WS A Y R gy (g 1.
“ \/2+ It f \/2 T 1.7

Ked 7e kubickd rovnica ma tri korene v obore komplexnych &isel, vztahy (1.7) posky-

tujd tri hodnoty pre «, ako aj tri hodnoty pre 5. To je 9 moZnych kombindcii, av§ak
z tychto kombindcii budd vhodné len tri, ktoré budd spifiaf isté podmienky stanovené
v predchddzajicej Casti odvodenia, ktord sme kvoli zloZitosti vynechali. Kone&né vzfahy
pre vypocet su nasledujice

=01+ b

Ty = i + Bi€°

2
T3 = 1e” + [,

Francois Viete (1540-1603), franctizsky matematik, zaviedol pismenkové oznalenie nezndmych

veli¢in, vd aka ktorému bolo umoZnené popisanie korefiov rovnic univerzalnym spésobom

3Gerolamo Cardano (1501-1576), taliansky matematik, ktory uverejnil vieobecné vzfahy na vypocet

koretiov kubickej rovnice
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kde o je Tubovolna z troch hodndt korefia o, potom /3 je td hodnota korefia (3, ktoré zod-
poveda hodnote o, na zdklade podmienky af = —£. A ¢ je trefou odmocninou jednicky
g3 = 1, kde zo vieobecného vztahu pre n-ty korefi jednicky

2k 2k
{L/I:cos—ﬂ—i—isin—ﬂ, k=0,1,2,...n—1
n n

jednoducho ukazeme, Ze plati

e=—5+ig

SE

Priklad 1.22. UvaZujme kubicki rovnicu y3 — 63% — 6y — 7 = 0

Pouzitim substiticie: y = = — %6 = x + 2 dostaneme nasledujuci tvar rovnice, ktora

neobsahuje kvadraticky ¢len:

22— 181 —-35=0

Dalej vypocitame o a 3 dosadim do vzfahov (1.7)

535 N 352 183
(8% = _ _— =
! 2 4 27
s[35  [352 183
= _ _— = 2
b \/ 2 42

Dopoc&itame aj zvy$né oy = ay€, az = a2, By = B, B = P12, kde € = —% +1

e[S

Dostaneme nasledujuce vysledky

Gy Ty

3 3V3

a3 = —— — 1
2 2

By = —1+V/3i

Teraz dosadime vypocitané « a 3 do rovnic pre vypocet koreriov

Ty =0a1+ P31 =95

5 3
$2:Oéz+53:—§+\/—_i

5) .
$3:&3+52:—§——Z.

wﬂw
3
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Avsak toto st korene rovnice po pouZiti substitiicie, takZe ich musime spitne substituovat,
aby sme dostali korene povodne zadanej rovnice. Substiticiu uskutoénime dosadenim

dovztahuy = x + 2. Dostivame hladané rieSenie rovnice, teda 3 korene vy, - a ys.

Yy =7
1 V3
Tyt
_l_ﬁi_&ﬁ
Y3 = 5 5 =

Kvarticka rovnica. Uvazujme kvarticku rovnicu, teda rovnicu tvaru
4 3 2 _
Yy 4+ ay® +by” +cy +d = 0, (1.8)

s Tubovolnymi komplexnymi koeficientmi. Podobne ako pri kubickej rovnici, pouZijeme

najskOr substiticiu
a

Z?

po dosadeni do (1.8) dostaneme rovnicu, ktord neobsahuje tretiu mocninu neznidmej

y=1x— (1.9)

ot +pr?tqr+r=0 (1.10)

Dalej by sme postupovali pomocou substiticii a roznych tprav. Nakoniec, po Gpravach sa

dostaneme dve kvadratické rovnice, ktoré uz vieme vyriesit

2 e+ (L apt —L ) —o
x Qo + 5 ao—|—2 o
(1.11)
24 V2agr + (£ — 1 _)—o
S R SR W7

kde o je jeden z korenov kubickej rovnice s nezndmou « a komplexnymi korefimi

2
¢ — 420 (042—|—p04—7“+%> —0 (1.12)

Vziah na vypocet koretiov kvartickej rovnice ako prvy publikoval Lodovico Ferrari*.

Rovnice vysSich stuptiov. V 20. rokoch 19. storo¢ia Abel’ dokézal, Ze pre rovnice

n-tého stupnia pre n > 5, neexistuji v§eobecné vzorce, ako to bolo u predchadzajicich

“Lodovico Ferrari (1522-1565), taliansky matematik

SNiels Henrik Abel (1802-1829), nérsky matematik
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troch stupiiov. Avsak fakt, Ze neexistuji vieobecné vziahy, teda vziahy, pomocou ktorych
vypocitame korene vo vSeobecnosti len pomocou koeficientov daného polynému, ne-

vylucuje, Ze korene takychto polynémov dokdZzeme spocitaf inym sposobom.

1.2.2 Suastava rovnic

Definicia 1.23. Siistavou m polynomidlnych rovnic o n neznamych je kazda sustava,

ktord mozeme upravif na tvar [6]
fi(zy,...,z,) =0,
(1.13)
fm (1, ... 2,) =0,
kde vyrazy na l'avych stranach si nenulové polynémy n neuréitych.

K rieSeniu sustavy polynomidlnych rovnic sa vicSinou pouzivaju ekvivalentné vipravy
pre jednotlivé rovnice. Su to upravy, pomocou ktorych sa snazime povodnu rovnicu zjed-

nodusif a zdroven nezmenif mnoZinu jej rieSeni. Medzi zékladné dpravy patria: [7]
1. Zamena pravej a lavej strany rovnice.

2. Pricitanie (odcitanie) rovnakého cCisla alebo vyrazu obsahujiceho nezndme (ak su

definované v celom obore rieSeni) k obidvom strandm rovnice.

3. Vyndsobenie (vydelenie) obidvoch stran rovnice rovnakym nenulovym cislom ale-
bo nenulovym vyrazom obsahujicim nezndme (ak su definované v celom obore

rieSeni).

4. Umocnenie oboch stran rovnice prirodzenym mocnitelom, ak obidve strany rovnice

nadobudajui nezdporné (alebo zaporné) hodnoty v celom obore rieseni.

TaktieZ pozname ekvivalentné upravy pre sustavy rovnic. Podobne ako u jedotlivych
rovnic, aj v tomto pripade tpravou odstaneme sustavu rovnic ekvivalentni k povodne;j

sustave. Su to nasledujuce tpravy: [7]

1. Nahradenie Tubovolnej rovnice sistavy rovnicou, ktord je k nej ekvivalentna.
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2. Nahradenie Tubovol'nej rovnice sdstavy si¢tom tejto rovnice s lubovolnym ndsob-

kom inej rovnice ststavy

3. Dosadenie neznamej alebo vyrazu s nezndmymi z jednej rovnice ststavy do Tubo-

vol'nej inej rovnice tejto sustavy.

Na rieSenie sustavy rovnic existuji rozne metddy, napriklad aditivna, eliminacnd, gra-
fickd, substitu¢n4, atd. UspeSnost tychto metdd vSak zavisi od zadanej sustavy. V tejto
préci sa uvedenymi metédami rieSenia nebudeme d alej zaoberaf, zameriame sa na jednu

z d'alsich moZnych metdd rieSenia, ktorou si Grobnerove bazy.

1.2.3 RieSenie polynomialnych rovnic pomocou Grobnerovych baz

Pomocou Grobnerovej bazy mdzeme sdstavy polynomidlnych rovnic vyrazne zjed-
nodusit a nasledne uz jednoducho vyriesit. Pojem Grobnerova bdza sme si zadefinovali
uz v kapitole 1.1 prostrednictvom pojmu pociatoény idedl. Teraz sa vSak pozrieme na jej

vypocet. Ako prvé si zavedieme tzv. S-polyném.
Definicia 1.24. S-polyném S(P, Q) dvoch nenulovych polynémov P, Q) definujeme
nasledovne [4]

lem (ImP,ImQ) p_ lem (ImP,ImQ)
ItP ItQ

S(P,Q) = Q

Poznamka. Najmensi spolo¢ny ndsobok, z anglického Least Common Multiple, ozna-

cujeme Icm.
Priklad 1.25. Mame zadané dva polynémy P = 23 + 2y + z a Q = 2% + 2y%. Urdite
ich S (P, Q).

_lem (2%, 2?)

S(x3+xy+z,x2+2y2) —T(x3+xy+z)—

lem (23, 2?)

S +2y7) =

= (2® + oy +2) —2(2® +20%) = 2w +ay + 2

Definicia 1.26. Nech P je polyném ziskany z polynému P koneénym po&tom re-

dukcii, priCom P neobsahuje Ziadny mondém, ktory by bol delitelny vedicimi monémmi
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polynémov Q, ..., Q,,. Potom je P normdlny tvar polynému P vzhladom k polynémom

Q1, ..., Qn. Zapisujeme P = normal f(P,{Q1,...Qn}). [2]

Priklad 1.27. Majme dva polynémy @, = 22 + 2y + 2z a Q2 = x + 2>, budeme
pouZivaf lexikografické usporiadanie z > y > z. Uréime normdlny tvar S-polynému

polynémov @)y, Q2. Ako prvé vypocitame S(Q1, Qs).

lem(2?, lem(2?, x? z?
S(Q1,Q2) = %(1}2+2y2)—¥($+23) - p($2+2y2)—;($+z3) _
=22+ 27 — 2 — 12 =~ + 27

Teraz uréime normélny tvar tohto polynému. Vedici moném polynému S(Q, @Q2) je
delitelny veddcim monémom polynému (Qy. TakZe od polynému S(Q1, Q2) odCitame

—23.0)5. Po dosadeni dostaneme

normal f(S(Q1, Q2), {Q1, Qe}) = —22° + 2% — (=2°)(x + 2°) =
= 22+ 22 4128+ 20 =224 20

Nasli sme teda normélny tvar S(Q1, Q2) vzhladom k polynémom )1, )2, mdZeme zapi-

saf normal f(S(Q1, Q2), {Q1, Q2}) = 2y + 2°

Poznamka. Pre idedl i = (P, ..., P;) zostrojime mnoZinu polynémov G nasledovne
1. Vsetky polynémy Py, ..., P, € G budd patrif do G

2. Ak su pre nejaké i, j = 1, ..., s zvySky po deleni S-polynému S(P;, P;) polynéma-
mi z G nenulové, pridame ich do mnozZiny G. Respektive, ak su pre nejaké 7, j =

1,..., s normalne tvary S(P;, P;) nenulové, pridime ich do mnozZiny G.

3. Tento postup opakujeme tak dlho, kym pre celd mnozinu G nevychadzaji len nu-

lové zvysky po deleni S-polynémov prvkami z G.

Tento algoritmus sa nazyva Buchbergerov® algoritmus a jeho vystupom je Grobnerova
baza daného idedlu 7, presnejsie redukovana Grobnerova baza vzhladom k pouZitiu nor-

malneho tvaru polynémov. [2]

®Bruno Buchberger (1942-), rakiisky matematik
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Poznamka. Grobnerova baza ideélu nie je jednoznac¢ne uréena, preto sa zavadza po-
jem redukovand Grobnerova baza, ktory sme definovali v definicii . Po tivahe vidime, Ze
pojem redukovand béaza suvisi s normalnym tvarom polynému. Z tohto dovodu bol tento

tvar zavedeny a v algoritme s nim pocitame.

Poznamka. Existuje kritérium, pomocou ktorého mdZeme zjednodusit vypodet nor-
malneho tvaru polynému.

Ak pre nejaku dvojicu indexov 7,7 = 1, ..., s plati
lem (1t(P,), 1t(P,)) = 1t(P)It(P),
potom pre normdlny tvar S-polynému plati

normal f(S(P;, P;),{P;, P;}) = 0.

Priklad 1.28. Majme zadanu ststavu rovnic

2 -2y +1=0

r—y+4=0.

Pomocou Buchbergerovho algoritmu ur¢ime Grobnerovu bazu idedlu 4, ktory je tvoreny
rovnicami zo zadania a nasledne vyrieSime sustavu.

Ako prvé si ozna¢ime polynémy daného idedlu, nech P = 22 — 2y +1aQ =z — y + 4.
Mnozina G teda zatial obsahuje polynémy P a ().

Zacneme vypoctom S- polyndmu

lem(z?, x) 2

S(RQ):T@Q—QQJFU—

lem(z ,ZL‘)<

r—y+4) =
x? 4 x? 2 2
:P(a: —2y+1)—;(m—y+4):x —2y+1—a"+ay—4do=

= —4x+xy—2y+1

Oznalime R = S(P,Q). V d alsom kroku ndjdeme normdlny tvar polynému R tak, Ze

od neho odpocitame —4(Q).

—do+ry—2y+1—(—4)(r—y+4) = —do+ry—2y+1+4x—4y+16 = vy—6y+17 = Ry
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avSak to eSte nie je normalny tvar polyndmu R, preto sme oznacili R;. Moném zxy je

delitelny vediicim monémom polynému (), takze od R; od&itame yQ
R = normalf(R,{P,Q}) = xy—6y+17—y(x—y+4) = xy—6y+17—zy+1y> —4dy =

=9y? — 10y + 17
R je normalny tvar polynému R.
Vypolet S(P, R) a S(Q, R) si mdZeme zjednodusif pomocou predchddzajiceho kritéria,
kedze lem (It(P),lt(R)) = [t(P)it(R), potom normal f(S(P, R),G) = 0, analogicky
pre dvojicu @, R.
Nakoniec eSte musime polyném P previesf na normdlny tvar, ked Ze jeho vedici moném

je delitelny vediicim monémom polynému (). Dostdvame teda
=2y +l—a(r—y+4)=2>-2y+1 -2 +aoy—4o = 4o +xy — 2y + 1,

avsak toto eSte nie je normalny tvar polynému P, pretoZe vediici moném —4z je deliteIny

vediicim monémom polynému Q. Dalej upravime
—do+ry—2y+1—(—-4)(x—y+4) = —do+zy—2y+1+4r—4y+16 = vy —6y+17.

Tento polyném stéle nie je v normélnom tvare, je rovnako deliteIny vedicim monémom

polynému (). Nakoniec dostdvame

P =normalf(P,{R,Q}) =azy —6y+ 17T —y(zr —y +4) =

—qy — 6y + 17 — xy +y* — 4y = y* — 10y + 17.

Dostali sme normdlny tvar polynému P, ktory je viak zhodny s R, teda ho uZ znovu
priddvai do mnoZiny G nebudeme.

Pomocou Buchbergerovho algoritmu sme urcili Grobnerovu bazu idedlu 7, je to mnoZina
G = {y* — 10y + 17,2 — y + 4}. A teda sdstavu zo zadania, mdZeme prepisal pomocou

ekvivalentnej sustavy

y?— 10y +17=0

r—y+4=0.
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V tomto pripade bola uz zadand ststava rovnic lahko vyrieSiteIn4, preto vyslednd sdstava
nie je jej zjednodusenim, ale je mozné jednoduchym vypoctom ukézat, Ze rieSenie oboch

sustav je rovnaké, a to

r=1-2V2, y=5-2V2,
r=1+2V2, y=5+2V2

Poznamka. Vzhladom k tomu, Ze ruény vypocet Grobnerovej bazy je naro¢ny a zdi-
havy, funkcia na jej vypoct je implementovand v mnohych matematickych softwaroch.

Pre ucely tejto préace, budeme pouzivat sofware Wolfram Mathematica.

Priklad 1.29. Predchadzajuci priklad vyrieSime pomocou sofwaru Mathematica.
Pre vypocet Grobnerovej bazy daného systému rovnic pouZijeme prikaz
GroebnerBasis [{x* — 2y + 1,x —y +4},{x,y},Method —> "Buchberger"]
Vysledkom je

17— 10y +y*4+x —vy,

¢o zodpoveda vyslednej ekvivalentnej sustave rovnic, ktorti sme dostali.
RieSenie tejto sistavy dostaneme pomocou prikazu
Solve[l7T—10y+y*==0&& 4+x—y==0,{x,y}.

Vysledok je zhodny s tym, ku ktorému sme sa dostali v predchddzajucom priklade.
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2 ANALYZA SUCASNEHO STAVU

Ekonomické modely s zjednodusenym popisom reality, sii zostavené tak, aby spiiiali
predpoklady ekonomického spravania. Ddlezitou charakteristikou je, Ze modely st sub-
jektivne navrhované, pretoze neexistuje Ziadne objektivne meranie ekonomickych vystu-
pov. Kazdy ekoném mad vlastni mienku o tom, aké faktory by jeho model mal zahffiaf,
aby popisoval jeho interpretdciu reality. [12]

Presnost a komplexnost modelu teda zdvisia Cisto len od typu problému, ktory popi-
suju. Rovnako aj vlastnosti tychto modelov st rozmanité, st vSak aspekty, ktoré zostavaji
pri vSetkych modeloch rovnaké, spomenieme tri z nich. Prvym je predpoklad ceteris pa-
ribus’, alebo tieZ za inak rovnakych podmienok. Druhym je predpoklad hl'adania optima,
teda rozhodovanie v modele je zaloZené na principe hl'adania optimdlnej stratégie v da-
nej situécii. Trefou vlastnostou je rozliSovanie medzi pozitivnou a normativnou otdzkou
modelu. Pozitivne otdzky sa zaoberaju vecami takymi, aké v skutoCnosti su, teda skiimaju
fakty. Na druhej strane normativne otdzKy sa zameriavaju na to, aké by veci mali byt. [13]

Vo vSeobecnosti je ekonomicky model reprezentovany sustavou rovnic, ktoré popisuju
ekonomické spravanie. Cielom je zahrnit dostatoéné mnoZstvo rovnic, aby tento systém

popisoval racionalitu spravania hracov alebo zobrazoval, ako funguje ekonomika. [12]

2.1 Zavod v zbrojeni

Prvym modelom je tzv. Zévod v zbrojeni®, hra zavedena podl'a [10], v modele budeme
pocitat Bayesovu Nashovu rovnovahu. Na zaliatku si vysvetlime zdkladné pojmy. Baye-
sovské® hry, tieZ nazyvané ako hry s netiplnou informéciou, su hry, v ktorych aspoti jeden

z hré¢ov nepoznd vyplatné funkcie ostatnych hrécov. Nashova'® rovnovdha je situicia,

Toznacenie predpokladu alebo podmienky, ktord plati iba pri nezmenenych ostatnych podmienkach

a premennych
8anglicky Arms Race Game

9Thomas Bayes (1702-1761), anglicky Statistik, zndmy vd'aka formuldcii Bayesovej vety o vzfahu

medzi podmienenou pravdepodobnostou a opa¢ne podmienenou pravdepodobnostou

10John Nash (1928-2015), americky matematik znamy vd aka pracam v oblasti teérie hier, drZitel Ceny

Svédskej risskej banky za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela(1994)
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v ktorej stratégia kazdého hraca je najlepSou odpoved ou na stratégie ostatnych hracov.
Podrobnejsie rozoberieme Nashovu rovnovahu v d'alSej kapitole. Bayesova Nashova rov-
novaha je teda Nashova rovnovaha Bayesovskej hry. [11] Tato kapitola je inSpirovana [5].

Dvaja hraci sa naraz a nezdvisle rozhoduji medzi postavenim nového systému zbroje-
nia (B - build) a nepostavenim nového systému zbrojenia (N - not build). Na zdklade ich
rozhodnutia, a samozrejme aj rozhodnutia oponenta, mozu vyhrat alebo prehrat. Ak si
obaja vyberu stratégiu N, vynos pre oboch bude 0. Hrac, ktory zvoli stratégiu N, priCom
oponent zahrd B, utrpi prehru d > 0, ktora bude pravdepodobne dost velkd. Hoci hrag,
ktory zvoli stratégiu B nikdy nezaplati tito sumu d, av§ak musi zaplati{ cenu zbrane. Na-
opak hré¢, ktory zahrd B, zatial ¢o jeho oponent zahrd N, vyhrd i > 0. Zameriame sa
na pripady, ked' p bude malé, aby pokusenie stavaf zbrane nebolo také velké.

Cena postavenia nového systému zbrojenia pre i-teho hracaje ¢; > 0,7 = 1, 2, pricom
tato cena moze byt pefiazna Ciastka, ako aj psychickd. Tejto cene budeme hovorit typ i-
teho hrd¢a a bude to jeho sikromna informéacia. Zo ziskanych tidajov moZeme zostavit
vyplatnd maticu, kde i-ty hra¢ vyberd riadok matice a oponent stipec.

Tab. 1: Zavod v zbrojeni - vyplatnd matica, (Zdroj: [5])

B N

B|—c¢|p—q¢
—d 0

Ako bolo vysSie spomenuté, typ hraca c; je jeho sikromnd informaécia, z toho vyplyva,
Ze typy cq, co st navzdjom nezavislé. AvSak vieme, Ze tieto typy maji rovnaké rozdelenie
so spojitou kumulativnou distribu¢nou funkciou F'. Funkcia /' mé hustotu pravdepodob-
nosti [0,¢], kde F(0) = 0, F'(c) > 0, pre 0 < ¢ < ¢ teda funkcia je na tomto intervale
rastica a F'(¢) = 1. Dalej plati ¢ < d. Vietky parametre, ako aj funkcie st vieobecne
znamou informéciou s vynimkou typov ¢y a cs.

Z tabulky 1 mdzeme vidiet ,ze pokial —c¢; > —¢ > —d, B je najlepSou odpoved ou
na B. Preto tu existuje Bayesovu Nashova rovnovdha, kde vSetky typy zvolia stratégiu B
s pravdepodobnostou jedna. Dal$ou rovnovahou je stretégia N ako odpoved na N prive
vtedy, ked' ¢; > p. V tejto hre teda existuji dve Nashove ekvilibrid, st to stratégie (N,N)

a (B,B). Medzi tymito ekvilibriami existuje hranica, indiferentné c¢; > 0, kde plati
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e ak ¢; < ¢, potom ¢-ty hrd¢ zvoli stratégiu B
e ak ¢; > ¢, potom -ty hrd¢ zvoli stratégiu N.

Podmienka, Ze hrdCov i-ty typ c¢* je indiferentny medzi B a N, ked oCakdva, Ze hra¢ j

zvoli B s pravdepodobnostou F'(c¢*) je S(c¢*) = 0, kde
S(c)=F(c)(d—c)+(1—F(c)(pn—c¢) (2.14)

Toto vedie k nasledujucej definicii.
Definicia 2.30. Rozdelenie vyhovuje multiplikdtorovej podmienke, ak plati F' (¢)d >

¢ pre vietky ¢ € [0,¢].

Ak je multiplikatorovd podmienka splnend, potom S(c) > 0 pre vsetky 1 > Oac > 0.
Multiplikatorova podmienka zaistuje, Ze si kazdy hrac vyberie stratégiu B, ked si mysli,
Ze kazdy hra¢ s niz§im typom ako ma on, zvoli stratégiu B, takze sa sklon k zahratiu
stratégie B rozSiri na celd populaciu.

Poznamenajme, Ze F'(0)d = 0 a F'(¢)d = d > ¢ ¢o vyplyva z predpokladov. Graficky
multiplikdtorova podmienka hovori, Ze graf funkcie F' leZi na alebo nad polpriamkou pre-
chadzajicou za¢iatkom so smernicou 1/d. Rovnomerné rozdelenie, F'(c) = ¢/¢, vyhovuje
multiplikatorovej podmienke, pretoze cd/¢ > ¢ pre vSetky ¢ > 0. Vo vSeobecnosti je tito
podmienka splnena v pripade, Ze distribu¢nd funkcia F je konkdvna, pretoze konkdvnost
implikuje F'(c) > ¢/¢ > ¢/d pre vietky ¢ > 0.

Ak je multiplikdtorova podmienka porusend, potom pre dostatocne malé p existuje
¢ < ctaké, ze S(c¢*) = 0. To znamend, Ze typ ¢* je indiferentny medzi B a N, ak si
hré¢ tohto typu mysli, Ze jeho sdper zahra stratégiu B s pravdepodobnostou F'(¢*). Teda
pre mald hodnotu y je multiplikdtorova podmienka nutna rovnako, ako je dostatona pre
rozSirenie sklonu k zahratiu B na celu populéciu.

Multiplikatorovd podmienka je poruSend, ak je funkcia F’ konvexna. Intuitivne, z kon-
vexnosti vyplyva, ze vyskyt hraCov s nizkymi typmi je ojedinely a nepravdepodobny.
Pri konvexnej funkcii hraci s relativne vysokymi typmi nemusia chcief zbrojif ani za pred-
pokladu, Ze si myslia, Ze sdper s niZ§im typom zbrojit bude. Je to z toho dovodu, Ze stret-
nutie s hra¢om s takymto nizkym typom je velmi nepravdepodobné. To zastavi rozsirenie

sklonu k zahratiu B na celu populaciu.
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Po analyzach moZznych rovnovaznych stavov do hry vstupuje cheap talk''. V tomto
roz$ireni hru rozdel'uje do troch krokov. V nultom kroku su prirodzene uréené typy hracov
€1 a co, ¢; sa stdva sukromnou informaciou ¢-teho hraa. V prvom kroku su verejne
a subezne ozndmené spravy hracov. Dve spravy, ktoré vedu k rovnovaznemu stavu, na-
zveme D a H. D'? je zmierlivé sprava a H'? je dto¢na sprava. V druhom kroku si hraci
sibezne vybert stratégiu B alebo N a ich vynos z hry je vypo&itany podla tabulky 1.
Spravy, ktoré boli poslané v prvom kroku, nemaju priamy vplyv na vynos jednotlivych
hracov, avS§ak mozu ovplyvnif ich rozhodnutie. Rovnovazna stratégia zdvisi na nasle-
dujicej lemme.

Lema 2.31. Predpokladajme, Ze multiplikdtorovd podmienka je splnend. Pre dostatocne

malé ;i > 0, existuje trojica (c*, c*, c'") takd, Ze plati

p<cl<ct<cf <@ (2.15)

[F (") =F ()] c=0—-F (") p (2.16)

[1—2(F (") = F ()] " =F(*)d (2.17)

(1=F (") (p—c)+F (") (=) =F (") (—d) (2.18)

Ak i — 0, potom ¢! — 0.
Dokaz. viz Priloha 1

RozliSujeme tieto tri typy hracov: normdlny hrd&, pomerne tvrdy hrdc a velmi tvrdy
hrd¢. Velmi tvrdy hrac bude zbrojit za kazdych okolnosti, bez ohl'adu na to, aki spravu
poslal alebo prijal. Pri normdlnom hracovi je mald pravdepodobnost, Ze bude zbrojif.
Dé sa oCakavat, Ze bude zbrojit len v pripade, Ze si bude isty, Ze zbroji aj sdiper. Nako-
niec, pomerne tvrdy hra¢, ktory ma priemernd tendenciu zbrojit, teda jeho rozhodnutie
zévisi od toho, ¢o je najlepSou odpoved ou na stiperove rozhodnutie.

Z trojice (c*,c*, c), ceny c* a ¢ predstavuji hrani¢né ceny. Cena c” je hranica
medzi pomerne tvrdym a velmi tvrdym hrd¢om, teda medzi poslanim falo$ne zmierlivej

spravy D alebo tto¢nej spravy H. Cena ¢ je hranica medzi pomerne tvrdym a normalnym

11y teérii hier je takto oznatovand komunikédcia medzi hra¢mi, ktord priamo neovplyviiuje priebeh hry
127 anglického Dove

137 anglického Hawk
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hra€om, teda medzi poslanim zmierlivej spravy D alebo faloSne Gto¢nej spravy H. Cena
c* je indiferentnd medzi stratégiami B a N, ak sdiper posle zmierlivi spravu. Pre naSe tri

typy hracov plati nasledujuce:

normdlny hra¢: ¢; > cff
pomerne tvrdy hra¢: ¢ < ¢; <

velmi tvrdy hrac: ¢; < c*

Dalej mdZeme predpokladat, Ze normalny a velmi tvrdy hra¢ posli v prvom kroku zmier-
livd spravu, teda D a pomerne tvrdy hrac posle ttocnd spravu H. Samozrejme, hraci mo6zu
poslaf aj iné spravy, ale tie by neviedli k rovnovéznej stratégii, takze ich nebudeme v mo-

dele uvazovat.

Ak spravu hra¢ odosle je jedna vec, avSak o skutoCne spravi v druhom kroku, je
vec druhd. V pripade, Ze ¢; < p hrd¢ zvoli stratégiu B. Opacny pripad, teda ¢; > u
je uz komplikovanejsi, rozhodnutie zavisi na sprave, ktord hra¢ obdrzi. Ak obaja hraci
posli spravu H, potom v druhom kroku ani jeden z hracov nebude stavat, teda zvolia
(N, N). Ak naopak, obaja hra¢i posld sprav D, potom hra¢, ktory je velmi tvrdym typom
bude v druhom kroku stavat, zatial ¢o hrd¢ normalneho typu stavat nebude. Nakoniec,
ak jeden z hrdcov posle spravu D a druhy H, potom budi obaja v druhom kroku stavat
systém.

Tab. 2: Zavod v zbrojeni - vyplatnd matica po poslani sprav, (Zdroj: [5])

co<cl el <ey <l |eyg>cH
(D) (H) (D)
< cl
BB BB BN
(D)
cl<e <cH
BB NN BB
(H)
cp > ctt
NB BB NN
(D)

Polynomialne riesenie hry

Je zrejmé, Ze nemdzeme predpokladaf, Ze ndjdeme rieSenie pre ststavu rovnic (2.16) -
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(2.18), ktoré navyse vyhovuje nerovnosti (2.15), pre vSeobecnt funkciu F'. Za predpo-
kladu, Ze funkcia F' je polynomidlna funkcia na intervale [0, ¢, potom aj rovnice (2.16) -
(2.18) tvoria sdstavu polynomidlnych rovnic a méZzeme aplikovat metédu Grébnerovej
bazy.

Predpokladajme distribu¢nd funkciu rovnomerne rozlozenud na intervale [0, 1], teda
funkciu F(c) = ¢ pre ¢ € [0, 1]. Potom sidstavu rovnic (2.16) - (2.18) mdZeme prepisat

do nasledujuceho tvaru

(CH — CL) k= (1 — CH) 7 (2.19)
[1—2(c" = )] M =ctd (2.20)
(1—c")(p—c)+ " (=) =c" (—d). (2.21)

Tiito ststavu troch rovnic o troch nezndmych budeme riesit pomocou Grobnerovej bazy

za pouzitie softwaru Wolfram Mathematica. Z. tohto dovodu prezna¢ime premenné

m:=pu L :=c S :=c aH :=c

Vysledkom je stistava

G[1] = (—2m +d — 1)L* + (2md + m)L* + (m?*d — 2m* —m)L +m?  (2.22)
G2l =(m+1)S+ (m—d)L + (—md —m) (2.23)
G[3] = (—2m* — 2m)H + (2m — d + 1) L* + (—md)L + (2m* + m) (2.24)

Vzhl'adom k zvolenej polynomidlnej funkcii mame definované horné ohranicenie ¢ =
1. Z predpokladov definovanych pre model musi byt splnend podmienka d > €, pre
d alSie rieSenie prikladu teda zvolime d = 1, 5. Ked dosadenime do rovnic (2.22) - (2.24)

a poloZime ich rovné nule, ziskame

L*0.5 —2m) + 4.L>m + L (—0.5m* —m) + m* = 0 (2.25)
L(m—15)+ (m+1)S —2.5m =0 (2.26)
H (=2m? = 2m) + L*(2m — 0.5) — 1.5Lm + 2m”> + m = 0. (2.27)

Mozeme vidiet, Ze prva rovnica je rovnicou tretieho stupiia v premennej L, teda ma
tri korene. Pripomeiime, Ze jednym z predpokladov modelu bolo dostato¢ne malé ;. > 0,

tito podmienku budeme braf do dvahy pocas d alSieho rieSenia. Po zafixovani hodnoty
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w1 z kratkej analyzy rovnice zistime, Ze dva z tychto koreniov su kladné redlne c¢isla pre
16 ~ %y o 2 s
< v N 0, 0558568, pre vyssie hodnoty p st tieto korene komplexné Cisla.

Posledny koreni rovnice je zaporny pre vSetky p < 0, 25.

045 T T T T T

0.4

0.35

0.3

0.25

0z

0.15

0.1

0.05

1 1 1 1 1
0 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.08
m

Graf 1: Rovnovédhapred=1,5

V grafe 1 st znazornené tri krivky, kazda pre jednu z hrani¢nych hodnot L < S < H

L

(v zavedenom znaeni ¢ < c¢* < c'f), v zédvislosti na dostatoéne malych hodnotich

p podla predpokladu. Uvedené krivky su viak len jednym rieSenim, d alSie rieSenie je

H

zaporné a posledné poruSuje predpoklad lemmatu, pre 1 — 0 neplati ¢ — 0, ale

H

cH -1

5-
Pre vysSie hodnoty p uZ sustava rovnic nema nezdporné redlne rieSenie. Napriklad

pre hodnotu ¢ = 0, 06 sd pripustné dve komplexné rieSenia
(c, ¢, ety = (0.103662 =+ 0.0233914, 0.282333 + 0.0317774, 0.424489 F 0.0310384).

Na zaver ukdZzeme, preco je podmienka ¢ < d pre model takd dolezitd. Keby sme
zvolili d = ¢ = 1, zo sustavy rovnic (2.22)-(2.24) by sme ziskali znacne zjednodusenud

sdstavu, ktord by sme dokdzali jednoducho vyriesit. RieSenia budeme mat opif tri, rav-
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nako ako je aj rad prvej rovnice sustavy
(ck et ey = (1,1,1),

(CL,C*,CH) _ (i (1_m> : (M_l)m—i_?H—i_l 1)’

41+ p) "2
+1)y/T—=8u+Tu+1 1
(" ety e (+\/ > TR ,2)

Prvé z uvedenych rieSeni nevyhovuje podmienke (2.15) z lemmatu 2.31, zvySné dve

rieSenia zakreslime do grafu 2.

I:I 1 | 1 1 |
0 0.0z 0.04 0.0 0.03 0.1 0.12 0.14

Graf 2: Rovnovdha pre d = 1 (Zdroj: vlastny)

Ked Ze ¢y ma konstantnd hodnotu ¢ = % nie je splnend podmienka z lemmatu, pre

H

i — 0 neplati ¢ — 0. TakZe rieSenie pre d = ¢ = 1 nie je rieSenim nami zavedene;j

ulohy zavodu v zbrojeni.

2.2 Viacnasobna Nashova rovnovaha

Zacneme vysvetlenim pojmu Nashova rovnovaha. Nashova rovnovéha je taka situacia,
ked stratégia kazdého hrd¢a je najlep$ia moznd (optimdlna) odpoved na stratégie ostat-

nych hracov. To znamenad, Ze Ziadnou zmenou stratégie z Nashovej rovnovéhy, pri nezme-
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nenych rozhodnutiach ostatnych hracov, si hra¢ nemdze polepsit. Nashova rovnoviaha je
teda logickou predikciou, ako bude hra zahrana. Je to z toho dovodu, Ze ak vSetci hraci
vedia predpovedat, Ze takato rovnovéha nastane, nikto z nich nemd dovod hrat inak. Na-
shova rovnovdha md vynimo¢ni vlastnost, jedine tento typ rovnovdhy moze byt hra¢mi
predikovany, a tiez mozu hraci predvidaf, Ze tato rovnovaha je predikovana ich opo-
nentmi. [14]

Typickym prikladom hry, v ktorej existuje Nashova rovnovdha, dokonca jedinecna
Nashova rovnovaha, je zndma hra Viziiova dilema'®. Je to hra dvoch hr¢ov, ktorymi
su vidzni, jednd sa o nekooperativnu hru, teda tito hraci spolu nespolupracuji. Zakladna
mySlienka je v tom, Ze kazdy vizen sa mdZe rozhodnif medzi ml¢anim a priznanim sa
k spolo¢nému zlo¢inu. Ak sa priznajui obaja, dostant zniZeny trest (3 roky). Ak sa prizna
iba jeden z nich, dostane niz$i trest (1 rok) a neCestny vézen dostane tvrdsi trest (10
rokov). Ak budd obaja ml¢at, dostant obaja len nizky trest (2 roky). Tabul'ka stratégii

vyzerd nasledovne

Tab. 3: Vizilova dilema, (Zdroj: vlastny)

SPOLUPRACA | MLCANIE
SPOLUPRACA 3,3 1,10

MLCANIE 10,1 2,2

Zakladnym principom je, Ze vizni spolu nemdzu komunikovat, preto obaja zvolia
stratégiu, v ktorej sa priznaju. Spravia tak zo strachu, Ze keby mlcali a druhy vizen by
sa k spolo¢nému zlocinu priznal, dostali by tvrdsi trest. Stratégia, v ktorej sa obaja vizni
priznaji k spachanému zlo¢inu je teda hladanou jedine¢nou Nashovou rovnovédhou. Je to
stabilnd stratégia, pri ktorej sa zmenou rozhodnutia pri nezmenenom rozhodnuti druhého
viziia, nemd7u dostat do lepsej situécie. [15]

Viznova dilema je zdkladom pre pochopenie Nashovej rovnovahy, teraz prejdeme

na zlozitejSie ekonomické aplikécie tejto rovnovahy.

14Prisoners’ Dilemma
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2.2.1 Viacnasobna Arrow-Debreuova rovnovaha

Problém, ktorym sa budeme v tejto Casti zaoberat, bol formulovany Léonom Walra-
som' v roku 1874. Walras hl'adal systém rovnic, ktoré popisuji rovnovahu na trhu v ta-
kom zmysle, Ze ponuka sa rovna dopytu na kazdom ciastkovom trhu. V tomto probléme
mame n hracov, kde kazdy hri¢ ma pociatocné zdroje komodit a funkcie uZito¢nosti
pre spotrebu vSetkych komodit, ako ich vlastnych, tak aj ostatnych. Postup hry je nasle-
dovny, kazdy hra¢ na zaciatku preda svoje vlozené zdroje a vynos, ktory mu predaj pri-
nesie, pouZije na kipu takého mnozstva komodit, ktoré budi maximalizovat jeho tZitok
z tejto hry. Walrasovou otdzkou bolo, ¢i je mozné ndjst taky cenovy vektor, za ktorého
podmienky by takdto hra mohla prebehniif. Tento problém nakoniec vyrieSili Arrow!®
a Debreu'’ v roku 1954. Ukazali, Ze takdto rovnovéha na trhu moZe existovat za predpo-
kladu, Ze budi funkcie uzito€nosti vSetkych hra¢ov konkavne. [16] [17] Tato kapitola je
inS$pirovana [5].

Zavedieme spominany model pomocou matematického aparatu. Predpokladajme, Ze
mame dvoch hracov(spotrebitelov) a dve komodity. Funkcie uZito¢nosti pre jednotlivych

hracov su nasledovné

64 1 1 64
u'(cr, co) = —701_2 — 502_2 u?(ci,c) = —501_2 - 702_2. (2.28)

Kazdy spotrebitel do hry vstupuje so svojimi vlastnymi zdrojmi, teda s istym kapitalom,
ktory predstavuje urcité mnozstvo komodit. Rozdelenie zdrojov je v parametrizovanej

forme zapisané nasledovne
et =(1—ee), e’ =(e,1—e) (2.29)

s parametrom e € [0, 1]. Zavedieme oznaCenie ey, pre kapitdl hraca h pre komoditu [
a analogicky cp,; ako spotrebu hraca h pre komoditu . Pre naSu hru mame h € {1,2},

I € {1,2}. Dalej oznatime cenu komodity [ symbolom p;.

1SLéon Walras (1834-1910), franctizsky ekondém, tvorca tedrie vieobecnej ekonomickej rovnovihy

16Keneth Arrow (1921- ), americky ekoném, znamy vd'aka prinosu do Teérie vieobecnej rovnovahy,

drzitel' Ceny Svédskej risskej banky za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela (1972)

7Gérard Debreu (1921-2004), francizsky ekoném a matematik, drzitel Ceny §védskej riSskej banky
za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela (1983)
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Toto zadanie je typickym ekonomickym prikladom, ked sa spotrebitel snazi maxi-
malizovat svoj dZzitok s obmedzenymi zdrojmi. Z matematického hladiska je to dloha
na viazané extrémy, kde hladdme extrémy za predpokladu vopred zadanych podmie-
nok. V nasom pripade je to hladanie maxima funkcie uZito¢nosti vzhladom k danym
rozpo¢tovym obmedzeniam. Kazdy hra¢ bude maf svoje rozpoctové obmedzenie, pre pr-

vého hraca bude vyzerat

PiC11 + pPa2Ci2 = p1€11 + P2eio,

pre druhého bude analogicky

P1C21 + P2Co2 = P1€21 + P2eaa.

Ulohu na viazané extrémy budeme riesif Lagrangeovou'® metédou. Zavedieme Lagran-
geov multiplikdtor pre rozpoctové obmedzenie hraca h, budeme znacif symbolom ). Po-

mocou takto zavedeného oznacenia zostavime Lagrangeovu funkciu pre kazdého z hracov

64 , 1

L, = T T 56_22 — At [pi(en — en) + p2(c2 — e2)]
1 64 _
Ly = —50212 - 50222 — X2 [pi(ca1 — ean) + pa(caz — €a2)] -

Dalej zostavime pre kazdého hraca sdstavu dvoch rovnic tak, Ze jeho Lagrangeovu

funkciu zderivujeme postupne podl'a nezndmych cy,;. Této stistava pre prvého hraca vyzerd

nasledovne
0L,
—  64de — Aipr =0
8611 C1q 1P1 )
oL, _3
—_— - A =0.
Des C12 1D2

Analogicky zostavime ststavu pre druhého hraca

oL,

-3

: —Xop; =0
8621 Coq 2P1 )
0L,
— 64y — Aapa = 0.
Das Coo 2D2

Takto sme dostali §tyri rovnice, d alej priddme rovnice rozpo&tovych obmedzeni pre

kazdého hraca a eSte priddme posledné dve rovnice, ktoré predstavuju rovnice vycistenia

18 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), taliansko-franciizsky matematik a astroném
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trhu!®. Vy¢istenie trhu je nasim predpokladom, neberieme do tivahy, Ze by po hre zostali
nejaké vol'né komodity. Teda po&itame s tym, Ze zdroje sa rovnaju spotrebe hracov pre

kazdu komoditu. Sustava takto zostavenych rovnic tvori rovnovaznu sustavu a vyzera

nasledovne
64c;P —Mpr =0 (2.30)
ciy — Apa =0 (2.31)
pi(cin — en) + pa(ciz —e12) =0 (2.32)
Cot — Xap1 =0 (2.33)
64cyy — Agpa = 0 (2.34)
pi(ca1 — e21) + pa(ca2 — €22) = 0 (2.35)
c11+ ¢y —ep —ey =0 (2.36)
C12+ Cog — €13 — €23 =0 (2.37)

Této sdstava dsmych nelinedrnych rovnic je pomerne zloZitd, moéZeme ju nasledujicim
sposobom upravif na jednoduchsiu sistavu troch polynomidlnych rovnic. Prvym kro-
kom bude znormalizovanie ceny komodit prostrednictvom Walrasovho zdkona a to tak,
Ze stanovime p; = 1 a eliminujeme Lagrangeove multiplikatory. Postup je nasledujuci,
do rovnic (2.30) a (2.33) dosadime p; = 1 a vyjadrime si z nich A\, toto vyjadrenie

nasledne dosadime do rovnic (2.31) a (2.34). Dostaneme rovnice

1 1
647 = 3 (2.38)
‘11 P2Cio
1 1
- = 64 T (2.39)
o1 D2Cyo

Dalej ozna¢ime p, = ¢° a mdZeme zaviest prebytok dopytu hra¢a 1 ako z; = ¢y, — eq;.

Rovnice (2.38) a (2.39) mdZeme podla zavedeného oznalenia upravit

33 _ 3
64q°ciy = 1y

33 _ 3
q°cyy = 64cy;.

197 anglického market clearing
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Teraz obe rovnice umocnime na %

4qcia = c1q
qcag = 4ca,

v d'alSom kroku na prvi rovnicu aplikujeme zavedeny prebytok dopytu, do ktorého do-

sadime konkrétne hodnoty individudlneho kapitalu ey,
4q((172+€>:$€1+1—6.

Do druhej rovnice pouzijeme vyjadrenia neznamych co; a ¢y z rovnic (2.36), (2.37),
ktoré rovnako d’alej upravime pomocou zavedené prebytku dopytu a dosadime hodnoty
kapitédlu

Co1 = €11 + €1 — 11 = €11 + ey — (e + 1) =e— 13

Coo =€1a+ e —Clo=¢ep+en—(ent+x2)=1—e—x9
Vyjadrené hodnoty dosadime do druhej rovnice
q(1 —e—x9) = 4(e — x7).
Takto sme ziskali dve z troch rovnic. Poslednu ziskame dosadenim do rovnice (2.32)
3, _
T+ q°xreg = 0
Takouto transformdaciou sme dostali nasledujicu sdstavu troch polynomidlnych rovnic
(1—e+z1)—4(e+22)g=0
dle—x1)—(1—e—x2)g=0 (2.40)
T+ x2q3 = 0.

Priklad 2.32. V tomto priklade budeme uvazovaf model taky, ako bol zavedeny
v predchddzajicom texte, ale budeme ho analyzovat na konkrétnom zadani. To znamena,
Ze mame dvoch hra¢ov Robinsona a Piatka a dve komodity zlato a diamanty, ich funkcie

uzito¢nosti zavedieme rovnicami (2.28) a rozdelenie zdrojov podla (2.29). Parameter e

1

pevne zvolime e = &;.
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Tento model je opif popisany stistavou rovnic (2.40), ktorej odvodenie je podrobne
popisané v predchadzajicom texte. Najskor budeme tiito sustavu riesit vSeobecne, teda
bez dosadenia konkrétnej nami zvolenej hodnoty e.
sa na reSenie pouZivaju tzv. ekvivalentné tpravy. Ked sa pozrieme na naSu ststavu,
mdzeme vidiet, Ze ruéné rieSenie by bolo velmi obtiaZne. DalSou moznostou, ako sme
ukazali v podkapitole 1.2.3, su Grobnerove bazy, ktorymi mozeme takiito sustavu vyrazne
zjednodusit. Bol ukdzany aj ru¢ny vypocet, ten vSak v tomto priklade pouZivaf nebudeme.
Priklad budeme riesit pomocou programu Wolfram Mathematica.

Najskor do programu zadame sustavu rovnic a ndsledne vypocitame prislusni Grob-
nerovu bazu a priradime ju do premennej gb. Zavedieme zjednoduSené znacenie premen-
nych, ktoré budeme v programe pouzivat, r := z1, y := 75 a z := ¢. Tu je uvedeny kéd,
ktory popisany vypocet vykona
a=(1—e+x)—4(et+y)z
b=4e—x)—(1—e—y)z
c=x+yz®
gb = GroebnerBasis[{a,b,c},{x,y,2}]

Vysledkom je sustava Styroch rovnic o troch nezndmych z, y, 2z s parametrom e

gb[1]1=1— 15e + 4z — 4z + z° + 15ez°
gb[2]= —15 + 30e + 225e* + 15y + 225ey + 16z — 4z> — 60ez?
gb[3]=—4+ z+ 15ez + 15yz

gb[4]= —1—15e + 15x + 4z

Ako vidime, prva rovnica je len o jednej nezndmej a tou je z, potom uz zavisi iba
od parametra e. Teda tdto rovnicu moZeme vyriesif, znovu s pouZitim programu

Solve [gb[[1]] == 0, z|.
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Vysledkom st tri redlne korene, preznac¢ime ich naspif podl'a pdvodného oznacenia

g=1 (2.41)
3 — 15e — V51 — 42e — 135¢2
_ = V5 ¢ ¢ (2.42)
2(1 4 15¢)
3—15 5v'1 — 42e — 135¢2
_ e+ 5/ e e (2.43)
2(1 4 15e)
25| ]
20 1
150 g .
I \\\
10l \\;; ]
I ,,///‘
0.5; ]
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0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

e

Graf 3: Redlne korene gb [1] pre hodnoty e, (Zdroj: vlastny)

V grafe 3 mdZeme tieto korene vidiet, z obrazku tieZ vidime, Ze vSetky tieto korene

1

5 d alej z grafu vieme, Ze si redlne a nezdporné. Pre ¢ = - ma

st pre hodnoty e < i

1

polyném gb [1] jeden trojndsobny redlny korefi ¢ = 1. Pre e >

ma tento polyném
dva komplexné korene a jeden redlny a to ¢ = 1, ¢ = 1 je koreiom polynému gb [1]
pre vSetky hodnoty e, je v lom teda jedinecnd Arrow-Debreuova rovnovéha.

V tomto kroku sme uz dostatoCne rozobrali v§eobecné riesenie tlohy a mdZeme sa

vratit k naSmu prikladu. Pre pripomenutie, jedna sa o dvoch hracov Robinsona a Piatka

a dve komodity zlato a diamanty. Rozdelenie ich zdrojov pre zadané e = é bude vyzerat

1 60 1 9 1 60
e =|—,—= e =—,—].
6161/ 617 61
Teda na zaciatku hry ma Robinson % zlata a é diamantov, tieto mnozstva su uvedené
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v pomere. Analogicky pre Piatka. Tymito poCiatoénymi kapitdlmi hraci disponuji a d alej
ich mdzu alokovat podla svojho uvazenia. Zdkladnym princpom je maximalizécia GZitku,
teda sa budi pocas hry snazif predaf a spitne nakiipif komodity v takom pomere, aby mali
ich funkcie uzito¢nosti maximalnu mozZnu hodnotu, v takom pripade sa dostant do stavu
Arrow-Debreuovej rovnovahy, kde hra konci. V hre musia dodrzat princip vycistenia trhu,
teda ziadne komodity nemdZu zostaf nerozdelené.

Chceme najst vSetky Arrow-Debreuove rovnovahy, ako uz naznacilo vSeobecné riese-
nie, tieto rovnovédhy budu tri. Pre kazdy z troch koreniov ¢ danych rovnicami (2.41), (2.42)
a (2.43), do ktorych dosadime e = é ﬁalej uz dokazeme dopocital nezname po, 71, o
a nakoniec aj hladané mnozstva komodit ¢y, ¢1a, Co1 a Cao.

Hodnoty budeme pre prehl'adnosf zapisovat do tabulky 4. Prvy stipec vypInime hod-
notami rovic (2.41), (2.42) a (2.43) po dosadeni ¢ = 6%. V druhom stfpci mame hodnoty
ceny druhej komodity, v naSom pripade st to ceny diamantov, vypocitame ich ako ¢°.
Dal3i stipec obsahuje hodnoty z;, rovnicu si vyjadrime z gb [4 ]

1
T = E(lSe —4q+1).

Do rovnice stali dosadif hodnotu e a postupne vSetky tri hodnoty g.

Podobne dostaneme d'al3f stipec pre z,, rovnicu si vyjadrime z gb [ 3]

_ —15eq—q+4

Ty = 150 .

Podobne ako pri predchddzajicom stipci dosadime e a vypo&itame pre tri hodnoty g.
V d alsom stipci mame hodnoty pre mnoZstvo prvej komodity u prvého hraca, to znamend
Robinsonove rovnovdzne mnozstvo zlata. Dostaneme ho zo spétnej substiticie ¢;; = x1+
e11. Analogicky ziskame aj hodnoty Robinsonovho mnozstva vody, teda druhej komodity
prvého hréaca. Opit spitne substituujeme cjo = xo+e12. K doplneniu celej tabulky ndm uz
chybaji iba rovnovdzne mnozstva jednotlivych komodit pre druhého hréaca, teda Piatkove
mnoZstva chleba a vody. Tieto hodnoty dostaneme z rovnic (2.36) a (2.37) z povodne;j
stistavy 6smych rovnic. Po vyjadreni hladanych hodnot dostaneme zavislosti, v ktorych

hodnoty vSetkych nezndme uz pozndme

Co1 = €11 + e21 — C11,
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analogicky pre druhu komoditu
Co2 = €12 + €22 — Ci2.

Vysledkom je nasledujica tabulka hodnét pre tri Arrow-Debreuove rovnovahy

Tab. 4: Arrow-Debreuove rovnovéhy, (Zdroj: vlastny)

q D2 T1 T2 C11 C12 Ca21 Ca2
0,634512 | 0,255458 | —0,08614 0,33721 | 0,8975 0,3536 | 0,1025 0, 6464
1 1 —0,18361 0,18361 0,8 0,2 0,2 0,8

1,576014 | 3,914538 | —0,33721 0,08614 | 0,6464 0,1025 | 0,3536 0,8975

2.2.2 Strategicka trzna hra

Budeme uvazovat jednoduchi strategickd trznd hru v zmysle [18]. V tejto hre bu-
deme predpokladat existenciu trhu, na ktorom sa vetky komodity predaju, teda nezostani
Zziadne vol'né, to hru vyrazne zjednodusi. Takito situdciu sme uvazovali uz v predchddza-
jucom priklade.

Dalej budi v hre vystupovaf dva typy hracov s funkciami uZitonosti a rozdelenim
zdrojov zavedenym v predchddzajicej podkapitole o viacndsobnej Arrow-Debreuove;]
rovnovahe rovnicami (2.28) a (2.29). Zmenou bude rozsirenie hry na takzvanui /NV-td repro-
dukciu ekonomiky, ktord bude pozostavaf z N rovnakych hra¢ov kazdého typu. Kazdého
hra¢a teda mdZeme charakterizovat jeho typom, ktory budeme oznacoval h = 1,2, typ
hra¢a uddva jeho funkciu uZitocnosti a tieZ rozdelenie zdrojov. Druhou charakteristikou
kazdého hraca bude jeho &islo v reprodukcii, ktoré budeme znacif m € {1,2,3,..., N}.

Pre lepSie porozumenie pojmov a oznaceni, charakteristiku hry zhrnieme. Hra sa
odohrava na trhu s dvomi komoditami 7 = 1,2, su tu taktieZ dva typy hracov h = 1, 2.
Typ hraca je v skutocnosti jeho tendencia k ndkupu, je to ekonomické spravanie hraca,
teda vypovedd o tom, aky uZitok mu prinesie dand komodita a tiez, ako bude s vlastnymi
zdrojmi d'alej nakladaf. Typy hrdCov si mdZeme predstavit napriklad ako spolocenské
triedy, strednud a vy$Siu trieda. VysSia trieda bude maf v#cSiu tendenciu nakupovat lu-
xusny tovar, z ktorého strednd trieda nebude mat taky wzitok. Na druhej strane strednd

trieda bude vyraznejsie preferovat zakladné potraviny.
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Priebeh hry je podobny ako v predchddzajicom modele, aj teraz hraci pocas hry
predavaju svoje zdroje eq; a eg; za cenu p; a e1a, €92 za cenu py a nasledne za rovnaké
ceny nakupuju opit komodity ¢, ktorych nakdipené mnoZzstva si ¢, ;. Opit je zdkladnym
principom maximalizdcia GZitku. Je tu vSak jedna zmena, ktorti predstavuje ponuka b;
i-teho hraca pre komoditu /. Tato ponuka predstavuje mnozstvo peniaznych prostriedkov,
ktoré moze hra¢ ponuknuf za komodity, pri danej cene. Ponuka spolu s dopytom, ktory
predstavuju zdroje, su dolezité pre stanovenie ceny komodit.

Teraz model zapiSeme matematicky pomocou sustavy rovnic, postupne sdstavu od-
vodime. Kazdy hra¢ i = (h, m) € I'ma stratégiu, ktord pozostdva z ponuky b;; pre komo-
ditu 1 a ponuky b;» pre komoditu 2, ktorych vyznam sme vysvetlili v predchddzajicom

texte. Ceny p; jednotlivych komodit su stanovené ponukou a dopytom

i((bi)ier) = % (2.44)
el ~1

Dalej je priebeh hry ovplyvneny rozpoétovymi obmedzeniami
bil
Cii = ———, (2.45)
pul(b)jer)

b + biz = p1((b))jer) ein + p2((b;)jer) € (2.46)

NaSou tlohou je ndjst vietky symetrické Nashove rovnovéhy. Ked zoberieme do tva-
hy Specidlny pripad s agregdtnymi zdrojmi, ktorych suma je pre kazdi komoditu rovna N,

matematicky zapisané

priamym dosadenim moZeme prepisat rozpoctové obmedzenia pre i-teho hraca takto

N (bj1 + bia) =en Z bj1 + ez Z bjo (2.47)

jel jel
b

Zje[ bjl.

Podobne ako pri predchddzajicom modele budeme tdlohu riesif pomocou viazanych

ci =N (2.48)

extrémov, teda si zavedieme Lagrangeovu funkciu, kde p je Lagrangeov multiplikétor.
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Naslednou derivaciou obdrzime podmienky pre kazdého hraca typu 1

[Nbyy + (N — 1)by1]/ [Nbyy + Nbyy)?
[b11/(Nb11 + Nboy)]?

[Nbag + (N — 1)bya]/[Nbig + Nbgy)?
[b12/(Nbi2 + Nbgo)]?

64

— )\(N — 611) = O,

— )\(N — 612) =0.

Elimindciou multiplikdatoru A z rovnic dostaneme polynomiélnu rovnicu, ktord cha-
rakterizuje optimum pre hraca typu 1. Multiplikédtor eliminujeme jednoducho, z jednej

z rovnic si vyjadrime A, potom priamym dosadenim a dpravou ziskame rovnicu

64(Nbyy + (N — 1)by1)(byy + by)biy (N — e13) =
(Nbay + ( )b11) (D11 + bar )b 12) (2.49)

= (Nbgz —+ (N — 1)b12)<b12 + b22)b:]3_1(N — 611),

analogicky podmienka pre hraca typu 2

1
—4(Nb11 + (N — 1)b21)(b11 + 621)6?2)2(]\7 — 622) =
6 (2.50)

= (Nbiz + (N — 1)ba2) (b1g + ba2)b3; (N — €a1).
V tomto kroku mdme sustavu troch rovnic (2.48), (2.49) a (2.50) o Styroch nezndmych
bni, kde h = 1,2 al = 1,2. Tieto tri rovnice charakterizuji symetricki Nashovu rov-
novahu, av§ak aby sme dostali §tvorcovi?® sistavu polynomidlnych rovnic, musime pri-

daf d’alSiu rovnicu a tou je rovnica pre normalizaciu pontk. Priddme rovnicu
bll -+ b12 + b21 —+ b22 = 10 (251)

Teraz uz mame $tvorcovu sdstavu rovnic. Ked sa na tieto rovnice pozrieme detailnejsie,
vidime, Ze sd vzdy splnené pre by, = b;o = 0 alebo by; = byy = 0. Teda tento systém ma
nekonecéne vela rieSeni. Aby sme zabranili takymto rieSeniam, priddme podmienku, ktord
zaisti, ze vSetky ponuky musia byt r6zne od nuly. Za tymto ti¢elom zavedieme premenni

t, ktoré spiiia nasledujticu rovnicu
1 - tbllblgbglbgg == 0 (252)

Dalej do stistavy priddme rovnicu vy&istenia trhu. Zostavime ju dosadenim (2.44)
do rovnice (2.46) pre prvy typ hraca

b b b b
b1y +bip = %611 + %612'

2pocet rovnic sdstavy sa rovnd po¢tu neznamych
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Néslednou tpravou dostaneme d al$iu rovnicu ststavy
bi1€a1 + bia€az — bare11 — bagera =0 (2.53)

Nakoniec do modelu zahrnieme eSte Styri rovnice, ktoré popisuju rozdelenie spotreby

jednotlivych typov hracov pre kazdu komoditu

c11(b11 + ba1) — b1y =0, (2.54)
c12(b12 + baa) — b1p = 0, (2.55)
c21(b11 + ba1) — bay =0, (2.56)
c22(b12 + baa) — bag = 0. (2.57)

Vysledna ststava deviatich rovnic, ktord realizuje popis rozoberaného ekonomického

modelu vyzera nasledovne

64(Nbyy + (N — 1)b11)(byy + bo)biy (N — e12)—
(Nbgg 4 (N — 1)byg) (bya + bag)b3 (N — e1;) = 0,
6i4(an (N = 1)bat)(bar + ban )b (N — ea)—
(Nbig + (N — 1)bag) (b1a + bao)biy, (N — e91) = 0
10 — byy — by — byy — by = 0
1 — thy1biobarbas = 0 (2.58)
bi1e91 + bigeag — bore1 — boge1n =0
c11(b11 +b21) —b11 =0

)
c12(b12 + ba2) —b1p =0
c21(b11 + b21) —

)

(
(
(
C22(b12 + bag) — bag = 0.

Teraz, ked uZ mame zostaveny hl'adany model, mdZeme ho zacaf riesit. Ked Ze jeho
popis je tvoreny ststavou polynomidlnych rovnic, moéZzeme pouzif metddu Grobnerovej
bazy. Jej vypocet uskutoénime opit pomocou programu Wolfram Mathematica.

Vseobecny zdpis rieSenia je priliS zloZity, z toho dovodu uvedieme vypocet konkrét-

neho rieSenia pre ¢ = 1/61. Vysledky pre rdozne hodnoty N sd uvedené v tabulke 5,
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v poslednom riadku su tieZ uvedené tri Walrasove rovnovahy, ktoré sme vypocitali v pred-
chédzajicej kapitole a ich hodnoty sme uviedli v tabulke 4. Ako mdZzeme vidief Nashova
rovnovaha v strategickej hre pri zvySujicom sa pocte hracov N konverguje k Walrasovej

rovnovahe v prisluSnom modele vSeobecnej ekonomickej rovnovéhy.

Tab. 5: Rovnovahy pre rozne N, (Zdroj: vlastny)

N c11(1) c12(1) c11(2) c12(2) c11(3) c12(3)

1 0,8873  0,1127 — — — —

2 0,8128  0,1872 | 0,9058 0,3328 | 0,6672 0,0942
10 0,8020 0,1980 | 0,9023 0,3591 | 0,6409  0,0977
100 | 0,8002 0,1998 | 0,8980 0,3543 | 0,6457 0,1021

1000 | 0,80002 0,19998 | 0,89752 0,35367 | 0,64633 0, 10248
WE 0,8 0,2 0,8975  0,3536 | 0,6464  0,1025

2.3 Zhrnutie analytickej casti

V analytickej Casti price sme sa zamerali na pribliZzenie a rozbor vybranych ekono-
mickych modelov. Cielom bolo modely rozanalyzovat z ekonomického hl'adiska a na-
sledne zostavif matematické vyjadrenie prostrednictvom ststavy rovnic. TaktieZ bol pri-
dany nézorny priklad, na ktorom sme sa pokusili vysvetlif ako model pracuje, vyriesit
ho, teda ndjst rovnovédzne hodnoty a upozornit na dolezité aspekty ¢i uz po ekonomicke;j

alebo matematickej stranke.

47



3 VLASTNY NAVRH RIESENIA

Cielom tejto Casti prace bolo navrhnit algoritmus, ktory modely z predchadzajiice;j
kapitoly vypocita a interpretuje ziskané vysledky. Této kapitola sldzi takisto ako detailny
manudl pre pouzivatela spominaného algoritmu doplneny o obrdzky z matematického

softwaru Wolfram Mathematica, v ktorom je program realizovany.

3.1 Balik v programe Wolfram Mathematica

Navrh na rieSenie ekonomickych modelov som spracovala v prostredi programu Wol-
Jfram Mathematica. Vystupom prace je programovy balik, ktory obsahuje tri funkcie,
jednu pre kazdy model uvedeny v analytickej Casti, teda Zavod v zbrojeni, model Arrow-
Debreuovej rovnovahy a Strategickd trzna hra. Kéd baliku je uvedeny v Prilohe 2.

Programovy balik je aplikdcia, do ktorej mdZeme napisaf kod pre viacero funckii
a v pripade potreby, jednoducho tento balik zavolaf v inej aplikdcii a pouZi uZ naprogra-
mované funkcie. V programe Wolfram Mathematica ma stbor s balikom priponu « . m.

N4&S vytvoreny balik sa vola BP . m. Na zaciatku rozoberieme jeho Struktuiru, ta vyzera

nasledovne

BeginPackage[”BP J;
popis pouZzitia funkcie

Begin[”Private ”];
samotny kéd

End[]

EndPackagel]

Do tejto Struktiiry uz mézeme priamo pisat samotny kod. Popis pouZitia funkcie slizi
pre pouZivatela ako ndvod, ktory mu hovori, k comu dand funkcia sliZi, ako ju spravne
pouzif a ako zapisaf jej parametre. Vytvoreny balik obsahuje tri funkcie, Cast s popisom

pouzitia funkcii vyzera nasledovne

ArmsRace: :usage="ArmsRace[m,d] computes equilibrium in Arms
Race game for parameters m,d ";

ArrowDebreu: :usage="ArrowDebreul[a,e] computes Arrow-Debreu
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equilibrium for parameters a,e ";
Strateg::usage="Strategla,e] computes equilibrium in

Strategic Market Game for parameters a,e ";

Ziskanie popisu sa vykond jednoduchym prikazom, v naSom pripade napriklad

?ArmsRace, ako moZeme vidief na obrazku 1.

% Popis.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inzey- Needs[" BP "] ;
Inz71= ? ArmsRace

ArmsRace[m,d] computes equilibrium in Arms Race game for parameters m,d

Obr. 1: Ziskanie popisu funkcie, (Zdroj: vlastny)

3.2 Program - Zavod v zbrojeni

Prvou funkciou v baliku bude vypocet Bayes-Nashovej rovnovéhy v hre Zavod v zbro-
jeni, ktord sme detailne rozanalyzovali v kapitole 2.1. Teraz si popiSeme algoritmus vy-

poctu a jeho aplikdcie pri rieSeni konkrétnych problémov.

3.2.1 Rozbor algoritmu

Na zaciatku stanovime, akd ma algoritmus funkciu. Na vstupe pouZivatel zadd dve
hodnoty, pre ktoré bude rovnovaha pocitand, oznaCenie budeme dodrziavaf podl'a kapitoly
2.1. Tymito hodnotami bude ziskand vyhra p hraa, ktory zvoli stratégiu B, zatial ¢o jeho
stiper zvoli stratégiu N. A naopak utfZena prehra d hrdca, ktory zvoli stratégiu N, zatial ¢o
jeho super zvoli stratégiu B, bude druhym vstupom. Vystupom programu budu hodnoty
c¥, c* a cf. St to hrani¢né hodnoty medzi jednotlivymi typmi hracov a tieZ medzi volbou

optimdlnej stratégie. Budeme teda sledovat, ako tieto indiferentné hodnoty zdvisia na

vySke prehry a vyhry hraca. V programe budeme pouZivat zjednoduSené znalenie.

e VSTUP: m, d
e VYSTUP: 1L, S, H
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Algoritmus vychddza z modelu, ktory sme uz zostavili, teda z rovnic (2.19) - (2.21),

v programe
rl = (H - L)L - (1 - H)m;
r2 = [1 - 2H - L]H - Ld;
r3 = dL+(1 - H) (m - S) - LS;

Hned na zaciatku mdZeme do sdstavy dosadit pouZivatelom zadané hodnoty m a d.
Teraz, ked uz médme zadany konkrétny model, mdZeme ho zacat rieit. Vzhladom

k tomu, Ze sa jedna o polynomidlnu ststavu rovnic, moZzeme pouzif metédu Grobne-

rovej bazy. Prikaz na jej rieSenie je v programe Mathematica priamo implementovany.

Pouzijeme ho preto na vyrieSenie nasej sustavy a rieSenie si uloZime do premennej gb.
gb = GroebnerBasis[{ rl,r2,r3 },S];

Tato premennd teraz obsahuje tri rovnice. Prvou je rovnica tretiecho stupiia o jednej ne-
znamej L. Druhd rovnica je linedrnou zdvislostou neznamej H na L a poslednd z nich je
zévislost S na L. Tieto rovnice sme ulozili do premennych a, b a ¢, aby sa s nimi d alej

lepSie pracovalo.

a =gb[[1]];
b = gb[[3]];
c =gb[[2]];

V tomto kroku uZ sta¢i sdstavu rovnic iba vyriesif, avSak je potrebné dbaf na isté ob-
medzenia. Prvym obmedzenim je podmienka d > 1, ktorej vyznam sme vysvetlili pri
analyze modelu. Splnenie tejto podmienky zaistuje vetvenie If, kde vo vetve, ktora sa

vykond v pripade poruSenia podmienky je jednoduchy vypis,
Print ["POZOR —-> NIE SU SPLNENE PODMIENKY MODELU! -> d<=1"];

pri splneni podmienky sa vykona sekvencia prikazov, ktort si d alej popiSeme.
Ako sme uZ uviedli, rovnica a je rovnicou tretieho stupiia o jednej neznamej L. Preto
prvym krokom bude jej vyrieSenie, vysledkom su tri korene, ako ndm naznacil stupenl

rovnice, ktoré uloZime do premennej sola.
sola = Solvela==0, L][[All,1,2]1];
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Dalej nasleduje ndjdenie koretiov zvy$nych dvoch rovnic. Tento vypocet prebehne v cykle
For, ktory postupne rieSenia uloZi do premennych bb[i] a cc[1i], pre i =1,2,3.
Postup vypoctu je nasledovny, najskor sa do rovnice b dosadi namiesto premennej L vy-
pocitany koren (postupne 1., 2. a 3.koreil rovnice), rovnica sa poloZi rovna nule a vypocita

sa koren pre premennu S. Analogicky je vypocet korefiov rovnice c.

For[i=1, i<4, i++,

bb[i] Solve[b/. L->solal[i]] == 0, S]I[I[All,1,2]1];

ccli] Solve[c/. L->sola[[1]] == 0, H][[All,1,2]11;]1;

Korene rovnic uz mame vypocitané, musime vSak posudif ich vyznam v danom mo-
dele a prostrednictvom vypisu v programe ich spravne pouZivatelovi interpretovat. Naj-
skor vytvorime tabul'ku 3 x 3, do ktorej hodnoty korefiov zapiSeme tak, Ze kazdy riadok

tabulky odpoveda jednému rovnovéaznemu rieseniu.

data = Table[O0,3,3];
For[i=1, i<4, i++,

data[[i]] = {solal[i]],bb[i1[[11],cclil[[111};];

Nasledujuica sekvencia prikazov je zapuzdrena do jedného For cyklu, ktorého pocet
opakovani je rovny poctu riadkov tabulky data. Pevné &islo tu nie je zadané z dovodu

mazania riadkov vo vnutri cyklu.
For[i=1, i < (Dimensions[data]l[[1]] +1),i++, prikazy ];

Prvy prikaz v tejto sekvencii zaistuje upozornenie pouZivatela na rieSenie, ktoré nie
je v obore realnych ¢isel. NavySe do premennej imag, ktord je booleanovského typu, si
v pripade imaginarneho rieSenia uloZime hodnotu t rue. Této premenné nam bude sliZit

pri findlnom vypise vysledkov pre pouzivatela.

If[Im[datal[i,1]]] != O,
Print [Style["POZOR —-> RIESENIE NIE JE V OBORE REALNYCH
CISEL", FontWeight->Bold, FontColor->Red]];

imag = true; Break[]];
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Ako sme uviedli uzZ pri zostavovani modelu, rieSenia pre ;1 < 0, 0558568 ziskame tri.
Jedno z nich je zdporné, pre druhé plati, ze pre n — 0 plati ¢/ — %, toto rieSenie
nespiﬁa podmienku lemy, ale je pripustné. Posledné rieSenie je prave hladanym rieSenim,
plati prefi predpoklad z lemy, Ze pre i — 0 plati ¢ — 0.

Najskor teda z modelu vylic¢ime nepripustné rieSenie, teda odstranime zaporné rieSe-

nia. Tymto sp6sobom ziskame vsetky pripustné rieSenia daného modelu.

For[j=1, j<(Dimensions[data]l[[2]]1+1), Jj++,

If [Re[datal[i,]J]1]1<0, data=Delete[data,i]]; Break[]];

Avsak, my chceme ziskaf jediné hl'adané rieSenie nasho modelu, ak je to pri danych
vstupoch mozné. Z kratkej analyzy zistime, Ze z dvoch pripustnych rieSeni je hladanym
to rieSenie, ktoré ma vysSiu hodnotu c’. Budeme teda v cykle hladat maximum v pr-
vom stipci matice rieeni data. Do premennej max si uloZime &islo riadku, v ktorom
sa nachddza hladané rieSenie. Pred cyklom sme nastavili hodnotu max = 1;, aby sme

mali rieSenia s &im porovnavat.
If[Re[data[[max ,1]]]1< Rel[data[[i,1]]1], max =i];

V tomto kroku uz mame model vyrieSeny, nakoniec nasleduje vypis vysledkov mo-
delu. Najskor vypiSeme pripustné rieSenia modelu, tie sme dostali v pripade redlnych, ako

aj imagindrnych rieseni.

Print ["PRIPUSTNE RIESENIA SU:"];
For[i = 1, i < Dimensions[data][[1]] + 1, i++,

Print["{L, S, H } =", datal[[i]1]];1;

HTl'adané rieSenie vSak vieme ndjst iba pre rieSenia z oboru redlnych &isel, tu prichadza
na rad premennd imag, do ktorej sme si uloZzili hodntou t rue v pripade, Ze model ma
imagindrne rieSenie. Teda vypis hladaného rieSenia sa uskutoni iba v pripade, Ze jej
hodnota bude false.

If[imag == false,
Print [Style["HLADANE RIESENIE JE:", FontWeight->Bold]];

Print["L = ",data[[max,1]],", S = ",data[[max,2]1],",

H = ",data[[max,3]]1]
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Tymto spdsobom mame vytvoreny algoritmus vypoctu rieSenia zostaveného modelu
pre hru Zavod v zbrojeni a suCasne aj vypis ziskanych vysledkov. Teraz si na prikladoch

ukédZeme, ako algoritmus funguje a ako ho mozZno pouZivat.

3.2.2 Priklad pouzitia

V tejto Casti na prikladoch ukaZeme, ako algoritmus pre vypocet rovnovahy v hre
Zavod v zbrojeni pouZivat. Algoritmus ako aj ilustrativne priklady s vytvorené v pro-
stredi programu Wolfram Mathematica.

Na prvom priklade ukdZeme rieSenie modelu pre hodnotym = 0,024ad = 1,5.
Pre tieto hodnoty premennych existuje rieSenie v obore redlnych cisel, ziskame tak pri-
pustné rieSenia, ako aj jediné hl'adané rieSenie modelu. Pre dané d mdme rieSenia pre
rozne m zobrazené v grafe 2, presny vysledok teda mdZzeme skonfrontovat. Na obrdzku 2

vidime, ako toto rieSenie prebehne v programe Wolfram Mathematica.

% Zavod_v_zbrojeni.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

n2¢- Needs[" BP "] ;

wze- ArmsRace[0.024, 1.5]
PRIPUSTNE RIESENTIA SU:
(L, S, H} = {0.0269506, 0.0974405, 0.4853)
{L, 8, H} = {(0.128534, 0.243863, 0.265652)}
HLADANE RIESENIE JE:
L = 0.128534, S = 0.243863, H = 0.265652

Obr. 2: Zavod v zbrojeni - hl'adané rieSenie, (Zdroj: vlastny)

Druhy priklad ilustruje imaginarne rieSenie daného modelu, existuje teda iba pripustné
rieSenie, nie vSak uZ nami hl'adané, jediné rieSenie tohto modelu. Zadanie jem = 0,24

ad = 1,5, naobrizku 3 vidime rieSenie v prostredi Wolfram Mathematica.
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¥ Zavod_v_zbrojeninb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
- Needs["™ BP "],
+29- AxrmsRace[0.24, 1.5]
POZOR -> RIESENIE NIE JE V OBORE REALNYCH CISEL
PRIPUSTNE RIESENIA SU:

(., 8, H} = {0.13%807 -0.2002661i, 2, 0.512504 + 0.12301 1}
(L, s, H} = {0.13%807 +0.2002661i, 3, 0.512504 -0.12301141i}

Obr. 3: Zavod v zbrojeni - imaginérne rieSenie, (Zdroj: vlastny)

Posledny priklad ilustruje situdciu, ktord nastane po zadani d = 1 a lubovolného m,

teda po poruSeni podmienky d>1. Vystup mdzeme vidief na obrazku 4.

¥ Zavod_v_zbrojeni.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
e Needs[" BP "] ;
- ArmsRace[0.024, 1]
POZOR -> NIE SU SPLNENE PODMIENKY MODELU! -> d<=1

Obr. 4: Zavod v zbrojeni - d = 1, (Zdroj: vlastny)

3.3 Program - Viacnasobna Arrow-Debreuova rovnovaha

Dal3ia funkcia z baliku sliZi k vypo&tu Arrow-Debreuovej rovnovihy modelu &iastko-
vych trhov, aky sme zaviedli v kapitole 2.2.1. Budeme teda hl'adaf optimalne rozdelenie
komodit v hre dvoch hrac¢ov s cielom maximalizécie zisku. Najskor rozoberieme algo-
ritmus vypoctu vlastnej realizacie funkcie v programe Wolfram Mathematica a na zaver

tejto Casti uvedieme niekolko prikladov pouzitia.

3.3.1 Rozbor algoritmu

Algoritmus je navrhnuty tak, aby po zadani hodnoty a a e vyhodnotil model a vy-
podital konkrétne rovnovazne hodnoty. Vysvetlime si vyznam vstupov, ked si spome-
nieme na zavedeny model v kapitole 2.2.1, na zaCiatku celého vypoctu stdli funkcie

uzitocnosti popisané rovniacmi (2.28) pre kazdého hrica, ktoré sme postupne maxima-
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lizovali. Citatele zlomkov konstant stojacich pred premennymi, oznacujicimi mnoZstva
jednotlivych komodit, v rovnici prvého hrd¢a mdzeme oznacif premennymi a a b. Vd aka
symetrii modelu budu rovnaké tieto premenné rovnaké aj pre druhého hrica, av§ak v opac-
nom poradi. Pre zjednoduSenie modelu, bez ujmy na vSeobecnosti, méZeme tieto pre-
menné a a b vyjadrit v pomere, teda ur¢ime hodnotu b = 1 a ndsledne a je uvedené

v zavislosti na b. Takto mame zavedeny pomer uZzitkov z jednotlivych komodit
u(cy, ) = —=c;% — =, (e, c0) = — =2 — =¢; 2. (3.59)

Vraime sa naspif k ndSmu programu. Z vysSie vysvetleného dovodu je vstupom
funkcie iba hodnota a, ktord vyjadruje pomer uZitku prvej komodity pri jednotkovom
uzitku druhej komodity prvého hraca. Je teda parametrom funkcie uzito¢nosti, ktord zvoli

pouzivatel. Premennd b v programe nastdvime konStantne na honotu 1.
b=1

Druhy vstup e ndm hovori o pociatoénom rozdeleni zdrojov komodit pre jednotlivych
hra¢ov, znova z modelu, konkrétne z rovnice (2.29) mdzeme vidiet, Ze ide o symetrickd

velicinu.
e VSTUP: 3, e
e VYSTUP: tabulkarovnovdh-c11, c12, c21, c22

Model, ktory sme zostavili v analytickej Casti, pre konkrétne hodnoty je vyjadreny rov-
nicami (2.40). Do programu vSak musime s modelom pracovaf vo vSeobecnom tvare,

ktorého zadanie vyzera nasledovne.

rl = b " (1/3) » (1 — e + x) — a"~(1/3) * (e + vy)*z;
r2 = a“(1/3) * (e — x) — b ™ (1/3) * (1 — e — y)*z;
r3 = x + vy % z°3;

Po tomto zadani program automaticky dosadi zadanu hodnotu a a konStantu b do prislus-
nych premennych v rovniciach modelu. Hodnotu e zatial nebudeme do modelu dosadzat,
chceme totizto vypoditaf jej kriticki hodnotu, takto ozna¢ime hodnotu, pre ktord existuje
iba jedna rovnovaha. Z analyzy modelu vieme, Ze vSeobecne existuju tri rovnovéhy, teda

kritickd hodnota je hodnota, v ktorej ststava bude mat jeden trojndsobny korefi.
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Aby sme vypocitali kriticki hodnotu, v programe oznaime ekrit, musime vy-
potitat tento trojndsobny korei. Zadan4 ststava rovnic spiiia predpoklady pre pouZitie
Grobnerovej bazy, preto ju moZeme vyriesit pouZitim implementovaného prikazu a vy-
sledni sdstavu rovnic ulozit do premennej gb. Prva rovnica novej sdstavy je rovnicou
tretieho stupiia v jednej premennej z, preto tito rovnicu mdézeme pre tito premennd vy-
rieSif. Ziskame dve rovnice v zdvislosti na e a jeden korefi e = 1, ktory zodpovedd
vSeobecnej trznej rovnovahe pre rozne vstupy, ako sme vysvetlili pri analyze modelu.
Trojnasobny korein teda dosiahneme pre také e, pre ktoré sa spominané dve rovnice budd
rovnaf. Tymto porovnanim ziskame dva korene, z ktorych jeden bude kladny a druhy
zaporny, naSa kritickd hodnota je pre kladné e. Do premennej ekrit teda priradime
tento kladny korefi. Po ziskani kritickej hodnoty uz mdzeme dosadif uZivatel'sky vstup

do premennej e, ktord sa automaticky dosadi do rovnic modelu.

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,v,z}]1;
zz = NSolvel[gb[[1]]==0, z][[All,1,2]1];
ekrit = Solve([zz[[2]] == zz[[3]], e]l[All,1,2]1]1[[(2]1]1;

e=inpute;

Zvysok funkcie je zapuzdreny vo vetveni I £, ktorého tlohou je umoznif rieSenie mo-
delu iba v pripade splnenia podmienky e < ekrit, v opacnom pripade st korene modelu
imaginarne ¢isla.

If[e <= ekrit,

V pripade porusenia podmienky, teda v tzv. else vetve vetvenia, sa uskutocni chybovy
Vypis.
Print [Style["POZOR -> e > ekrit —-> RIESENIA NIE SU REALNE

CISLA, pre model taketo riesenie nema vyznam ",

FontWeight->Bold, FontColor->Red]]

VSetky nasledujuce prikazy sa nachddzaju v kladnej vetve vetvenia, teda pri splneni
podmienky e <= ekrit. Na zadanu sustavu rovnic po dosadeni konkrétnej zadanej
hodnoty e eSte raz aplikujeme Grobnerovu béazu pre zjednodusenie d alieho vypo&tu.

Do premennej gb uloZime vyslednud zjednodusenu sustavu.
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gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,v,2z}]1;

V premennej gb mame teraz uloZenu ststavu troch rovnic o nezndmych x, vy, z.
Pre pripomenutie, pri zavedeni modelu sme zvolili toto oznacenie premennych pre jed-
noduchsie pracu v programe. Jednotlivé premenné v modele majui nasledujici vyznam

x:= Ty, V:= T9 a z:= ¢, podrobnejsia interpreticia bola zavedena v kapitole 2.2.1.

Vraime sa k obsahu premennej gb. Prvou rovnicou sdstavy, ako sme uz spominali
pri hladani hodnoty ekrit, je rovnica treticho stupiia v jednej premennej z, ktord uz
mame vyrieSend, vysledkom su tri korene, ktoré mame uloZené v premennej z z.

Druhé rovnica v gb je zavislos{ premennej y na premennej z v prvej a druhej moc-
nice, ktorej hodnoty vSak uz pozndme, teda ich mozeme do rovnice dosadif a vypocitat
aj korene pre v, ktoré ulozime do premennej yyy [ [1]] prei = 1,2, 3 pre jednotlivé
korene zz [ [1]].

V poslednej rovnici je linedrna zavislost premennej x na premennej z. To znamend,
Ze aj korene tejto rovnice mdéZeme vypocitat analogicky ako to bolo pre premennd y.

Vysledok uloZime do premennej xxx [ [1]].

Teraz uz mdzeme vypocital hl'adané hodnoty mnozstiev jednotlivych komodit, pre
vSetky tri rovnovédhy. vzorec pre vypocCet sme zaviedli pri zostavovani modelu. Pre tri
rovnovahy mozeme vypoéitat hodnoty c11[i], cl12[i], c21[i] ac22[i].

Ako sme si mohli v§imnit, pre jednotlivé i = 1,2, 3 sa postup vypoftu nement,
z tohto dovodu mdZeme pouzif cyklus For. Vypocet, ktory sme teraz popisali je usku-

to¢neni touto postupnostou prikazov.

For[i=1, i<4, i++,
yy[il = gb[[2]] /. z->zz[[i]];

yyyl[i] = Solvelyy[i]==0, y]I[[All,1,2]1];

xx[1i] = gb[[3]] /. z—>zz[[i]];

xxx[1] = Solve[xx[i]==0, x]I[[All,1,2]1];
cll[i] = xxx[1][[1]1] + 1 - e;

cla[i] = yyyl[i]l[[1]1] + e;

c2l[i] =1 - cll1l[i];

c22[1] 1 - cl2(il; 1;
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V tejto chvili uz prebehol vypocet a vSetky vysledky mame uloZené v premennych.
Nasleduje vypis rovnovaznych stavov. NajvhodnejSou volbou z hladiska prehl'adnosti
vypisu bude tabul'ka, ako prvé si ju vytvorime, so zdhlavim bude mat 4 riadky a 8 stfpcov.
Do je prvého riadku vypiseme zdhlavie, popis uskutoénime podla znacenia zavedeného
v modele. Hodnoty do tabul'ky vypiSeme pomocou For cyklu. Takto mdme vyplnend ta-
bul'ku pre tri rovnovazne stavy.

Z hladiska lepSej interpretdcie pre pouZivatela, sme sa rozhodli pridaf do vypisu
jedno vetvetvenie If. Pre ekrit plati, Ze rovnovdha m4 trojndsobny koreni, z pohl'adu
vypisu by to znamenalo tri rovnaké riadky tabulky. Teda toto vetvenie v pripade, Ze
e == ekrit, vypise iba prvé dva riadky tabulky, teda zahlavie a jednu rovnovéhu.
V opa¢nom pripade je vystupom celd tabulka s tromi rovnovaznymi stavmi. Vypis ako

sme ho prave popisali nim zabezpe&i nasledujica Cast kodu.

data = Table[O,{4},{8}1;
data[[1]] = {"g", "p2", "x1", "x2", "cll", "cl2", "c21",
"c22"};
For[ i=1, i<4, i++,
datal[[i+1]1] = {zz[[i1],2zz[[i1]1"3, =xxx[i][[1]],
yyy[i1[[11], c11[il, cl2([il, c21[i]l, c22[il}
i
If[ e == ekrit,
Return[{data[[1]],datal[2]1]1}],

Return[data]

1,

Takto médme zostaveny vlastny algoritmus vypocltu Arrow-Debreuovej rovnovéhy,
teda viacnasobnej Nashovej rovnovahy pre dany ekonomicky model, ktorého vystupom
je prehl'adny vypis ziskanych vysledkov. Teraz si na niekol'kych jednoduchych prikladoch
ukdZeme, ako funkcia funguje a ako ju mdZeme pouzivat, samozrejme pridime obrazky

pouZitia z prostredia Mathematica.
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3.3.2 Priklad pouzitia

Rovnako, ako pri predchadzajicom modele, aj v tejto Casti uvedieme nazorné priklady
pouZzitia algoritmu v prostredi Mathematica.

Na prvom priklade demonStrujeme funkénui podmienku celého modelu e < eg,. ;.
Zadanie prikladu, ktory budeme chcief riesit znie b = 64, e = %. Na obrazku 5 moézeme
vidief vystup programu po zadani zvolenych parametrov do modelu Arrow-Debreuovej

rovnovahy.

% Arrow_Debreu_BP.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
0= Needs[" 'BP "] ;

.- ArrowDebreu[64, 1/40]
POZOR -> e > ekrit -> RIESENIA NIE SU REALNE CISLA, pre model taketo riesenie nema vyznam

1
40°

Obr. 5: Arrow-Debreuova rovnovéha - e = (Zdroj: vlastny)

Druhy priklad ilustruje hladané rieSenie, pouZili sme rovnaké zadanie ako v priklade
v kapitole 2.2.1. V programe je zépis b = 64 ae = 1/61. Mdzeme teda porovnat
vysledky, ktoré sme ziskali rieSenim a tie, ktoré dostaneme po zavolani funkcie.

Vystupom je tabul’ka, ktord vSak z dovodu ndsledného pouZivania vystupov tejto funk-
cie v inej funkcii, v naSom trefom modele, nie je upravend. AvsSak prostredie programu
je velmi intuitivne a dpravu vypisu mdZeme uskutocnif aj priamo v notebooku pro-
strednictvom tzv. Suggestions Bar. Ten sa po vypisani vystupu zobrazi pod poslednym ri-
adkom. Tam moZeme jednoducho zvolif v ponuke Display as moZnost Grid. Tu ale
moznosti Suggestions Baru nekon¢ia, mdZeme navyse zvolif tpravu tabulky, ako je za-
rovnanie, pridanie hlavi¢ky alebo dprava $tylu. My sme, ako mdzeme vidief na obrazku 6,
v naSom ilustraénom prikalde zvolili moZnost tpravy §tylu a to Sedé podfarbenie zahlavia

tabulky.
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% Arrow_Debreu_BP.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4= Needs[" "BP "] ;

5= AxyowDebreu[64, 1/ 61]
ow1s= {{q, p2, x1, x2, cl1, c12, c21, 22}, {1., 1., -0.183607, 0.183607, 0.8, 0.2, 0.2, 0.8},
10.634512, 0.255458, -0.0861431, 0.33721, 0.897463, 0.353604, 0.102537, 0.646396}, [1.57601, 3.91454, -0.33721, 0.0861431, 0.646396, 0.102537, 0.353604, 0.897463}]
[ie)= Grid[%15]
q p2 X1 x2 c11 c12 c21 c22
1. -0.183607 0.183607 0.8 0.2 0.2 0.8

“F 0.634512 0.255458 -0.0861431 0.33721 0.897463 0.353604 0.102537 0.6463%6
1.57601 3.91454 -0.33721 0.0861431 0.646396 0.102537 0.353604 0.897463

7= Insert[%16, {Background - {None, {GrayLevel[0.7], {White}}}, Dividers » {Black, {2 »Black}}, Frame - True, Spacings - {2, {2, {0.7}, 2}}}, 2]

q P2 x1 x2 cl1 cl2 c21 c22

1. 1. -0.183607 0.183607 0.8 0.2 0.2 0.8
0.634512 | 0.255458 | -0.0861431 0.33721 0.897463 | 0.353604 | 0.102537 | 0.6463%96
1.57601 3.91454 -0.33721 0.0861431 | 0.646396 | 0.102537 | 0.353604 | 0.897463

Obr. 6: Arrow-Debreuova rovnovaha - hl'adané rieSenie, (Zdroj: vlastny)

Posledny priklad zobrazuje trojnasobni rovnovdhu. Zadanie je b=64 a e=1/45.
Na obrdzku 7 mozeme vidiet, Ze vysledna tabulka obsahuje iba jediny riadok, v ktorom
je jediné rieSenie tohto zadania. Tabul'ku aj s nastavenym Stylom sme ziskali rovnakym

sposobom ako v predchiddzajucom priklade.

% Arrow_Debreu_BP.nb - Wolfram Mathematica 10.2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- Needs[" BP ' "];

- ArrowDebreu[64, 1/45]

{lq, p2, x1, x2, €11, c12, c21, ¢22}, {1., 1., -0.177778, 0.177778, 0.8, 0.2, 0.2, 0.8}}

1= Grid[{{"q", "p2", "x1", "x2", "cli", "cl2", "c21", "c22"}, {1., 1., -0.177778, 0.177778, 0.8, 0.2, 0.2, 0.8}1]

x2 cll cl2 c21 c22

0.177778 .8 0.2 0.2 0.8

nzz)= Insert[Grid[{{"g", "p2", "x1", "x2", "cl1", "cl2", "c21", "c22"}, {1., 1., -0.177778, 0.177778, 0.8, 0.2, 0.2, 0.8}}],
{Background -+ {None, {GraylLevel[0.7], {White}}}, Dividers » {Black, {2 »Black}}, Frame - True, Spacings » {2, {2, {0.7}, 2}}}, 2]

q p2 x1 x2 cl1 cl2 c21 c22
1. 1. -0.177778 0.177778 0.8 0.2 0.2 0.8

Obr. 7:  Arrow-Debreuova rovnovaha - trojndsobnd rovnovéha, (Zdroj: vlastny)

3.4 Program - Strategicka trzna hra

Posledna funkcia vytvoreného baliku sldzi k vypoctu Nashovej rovnovahy pre strate-
gicku trznd hru predpokladmi podobnd, ako to bolo pri modele Arrow-Debreuovej rov-
novahe. Do hry je pridané jedno rozSirenie, znovu uvazujeme dva typy hracov, avSak
kazdého typu mdZe existovat hraCov viacero, v naSom znaceni N hrafov. ZvySovanim
poctu hra¢ov rovnovaha konverguje k Walrasovej rovnovahe, ako sme ukazali pri analyze
tohto modelu.

Najskor detailne rozoberieme algoritmus vytvoreny pre tento model a potom sa po-

zrieme na konkrétne priklady jeho pouZitia.

60



3.4.1 Rozbor algoritmu

Algoritmus je velmi podobny tomu, ktory sme vytvorili pre Arrow-Debreuovu rovno-
vahu vzhl'adom k charakteru hry. Vstupné hodnoty st rovnaké, pomernd hodnota funkcie

uZzitoCnosti a a parameter rozdelenia zdrojov komodit e.
e VSTUP: a, e
e VYSTUP: tabulka rovnovah pre tozne N - c11, cl12

Z analdgie s predchddzajucim algoritmom vyplyva prevzatie nasledujicej Casti programu,

vd aka ktorej vypocitame hodnotu ekrit.

rl = b " (1/3) » (1 — e + x) — a " (1/3) * (e + y)*z;
r2 = a"(1/3) » (e — x) = b"(1/3) » (1 — e — y)*z;
r3 = x + vy % z°3;

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,v,2z}1;

ZZ NSolve[gb[[1]]==0, z]I[[All,1,2]1];

ekrit = Solvel[zz[[2]] == zz[I[3]], ell[All,1,2]11[[211;

Vypocet sa liSi, ako sme uz naznacili, v pridani poctu hracov N. Zvolili sme reprezen-

tativnu mnoZinu tychto hodndt a uloZili sme ich do pola hodN.

hodN[1] = 1;

hodN[2] = 2;

hodN[3] = 10;

hodN[4] = 100;

hodN[5] = 1000;

V tejto chvili mdZeme do premennej e ulozif uzivatelom zadanud vstupnd hodnotu.

e = inpute;

Vystup budeme realizovat kvoli prehladnosti do tabulky, hned na zaciatku si ju vy-

tvorime a vyplnime hlavicku.

dat = Table[0,{7},{7}1;
dat[[l]]={"N", "Cl(l)", "C2(l)", "Cl(Z)", "02(2)",
"cl(3)", "c2(3)"};
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V kapitole 2.2.2 sme rozobrali tento pripad maximalizacie GZitku a hladania Nashovej
rovnovéhy pri danych podmienkach. Zostavili sme tieZ ekonomicky model, ktory toto

spravanie popisuje, je to sistava rovnic (2.58). Tuto sustavu rovnic zaddme do programu.

adef = a*x(n - e)*(bl+b3)*((n-1)+*bl + n*xb3)*b2"3 -
(n—=(1l-e))*x((n-1) *b2 + nxbd) x (b2+b4) xbl"3;

bdef = (1/a) *(n —(1- e))*(bl+b3)* ((n-1)*b3 + nxbl)*bd"3 -
(n—e) *x ((n-1)*xb4 + nx*xb2)*x (b2+b4) «xb3"3;

c = exbl + (l-e)*b2 — (l-e)*b3 - exb4;
d = 1- txbl*xb2+xb3%b4;
h = 10 - bl-b2-b3-b4;
gl = clx(bl+b3) - bl;
g2 = c2x(b2+b4) - b2;
g3 = c3x (bl+b3) - b3;
g4 = cdx(b2+b4d) - b4;

Teraz uZ mame zadané vSetky potrebné parametre pre vypocet. ZvySok programu bude
opit zapuzdreny v jednom vetveni I f, ktoré zabezpedi splnenie podmienky e<ekrit.V
else vetve sa nachddza vypis, ktory upozorfiuje pouzivatel'a o nesplneni podmienky a teda

existencii imaginarneho rieSenia.

Print [Style["POZOR —-> e >= ekrit -> RIESENIA NIE SU REALNE
CISLA, pre model taketo riesenie nema vyznam ",

FontWeight->Bold, FontColor->Red]]];

Nasledujica Cast programu sa nachddza v kladnej vetve vetvenia, teda sa vykond
po splneni podmienky e < ekrit. Ako prvy sa samostatne zrealizuje vypocet rieSenia
pre N = 1, pretoZe tu existuje len jediné rieSenie. Postup je nasledovny, na zaCiatku
do premennej nn priradime prvi hodnotu hodN [1], potom tdto hodnotu dosadime za
nezndmu n do rovnic adef a bdef, tieto rovnice uloZime do premennych aa, bb.

Na tento model s konkrétnymi ¢iselnymi hodnotami uz mdZeme aplikovat metddu
Grobnerovej bazy, vyslednd sistavu uloZime do premennej gb. Teraz moéZeme vypocitat
korene prvej rovnice sustavy gb za podmienky kladnej hodnoty c2. Toto obmedzenie

je celkom prirodzené, mnozstvo komodit nebudeme uvazovat zaporné, takyto vysledok
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by nemal interpretacnd hodnotu. Takto mdme v premennej so12 uloZené jediné rieSenie
rovnovdhy pre N = 1, v naSom modele m4 tito hodnota vyznam mnoZstva druhej komo-
dity prvého hridca. Nasledne dopocitame aj mnozZstvo prvej komodity pre prvého hraca,
ktoré uloZime do premennej sol1. Teraz uz mdZeme zapisaf toto rieSenie do druhého

riadku vytvorenej tabulky.

nn = hodN[1];

aa = adef/. n->nn;

bb = bdef/. n->nn;

gb = GroebnerBasis|[{aa,bb,c,d, h,gl,g2,93,q94},

{cl,c2,c3,c4,bl,b2,b3,b4}, {c4,c3,bl,b2,b3,bd,t}];
sol2 = NSolve[gb[[1l]]==0 && c2>0, c2, Reals][[All,1,2]];
soll = cl/.NSolve[{gb[[2]]/. c2->s0l2}==0 && cl1l>0, cl,

Reals];

dat [[2]]={hodN[1],s0l1([[1]],s012[[1]],"-", "=", "-=", "-"};

Teraz mdme vypocitani rovnovahu pre pocet hriCov N = 1. Pre zvy$né hodnoty N
uz mdzeme rieSenie realizoval v cykle For. Postup vypoctu je rovnaky, aky sme pouzili
pre hodnotu N = 1. Najskor nacitame prislusna hodnotu do nn, ktoru v zapéti dosadime
do rovnic adef a bdef za premennd n a vypocitame Grobnerovu bizu.

Rozdiel oproti prvej rovnovédhe je v tom, Ze pri rieSeni rovnice, dostaneme tri ko-
rene c2. Mdme teda tri rovnovahy. V dalSom For cykle vypo&itame tieZ prislu$né rov-
novazne hodnoty pre mnozstvo prvej komodity pre prvého hraca c2. Ziskané hodnoty

opit zapiSeme do nového riadku tabulky.

For[i=2, i<6, i++,
nn = hodN[i];
aa = adef/. n->nn;
bb = bdef/. n->nn;
gb = GroebnerBasis[{aa,bb,c,d,h,gl,g2,93,g4},
{cl,c2,c3,c4,bl,b2,b3,b4}, {c4,c3,bl,b2,b3,bd,t}];
solc2[i] = NSolve[gb[[1l]]==0 && c2>0, c2,

Reals] [[All,1,2]];
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For[j=2, 7j<5, J++,

solcl[jl= cl/.NSolve[{gb[[2]]/. c2->
solc2[i][[3j]11}==0 && c1>0, cl, Reals];

17

dat[[i+1]] ={nn, solcl[3]1[[1]], solc2[il[[31],
solcl1[4]1[[1]], solc2([i][[4]], solcl[2][[1]1],
solc2[i][[2]1};

1;

V tejto chvili uz mame vypocitané vietky potrebné hodnoty. Nasleduje ¢ast programu,
ktora sa tyka vypisu ziskanych rovnovdznych stavov pre pouZivatela. Ako sme uZ spomi-
nali pri analyze tohto ekonomického modelu, pri zvySujicom sa pocte hriCov N, rov-
novahy konverguji k Walrasovej rovnovahe, ktorej hodnotu sme vypocitali v predcha-
dzajucom algoritme.

Funkciu ArrowDebreu[a, e] teda v tomto kroku algoritmu zavoldme. Parametre
funkcie budd rovnaké ako vstupné hodnoty funkcie Strateg[a, e], vysledok ulozime
do premennej aro. Ked Ze Struktiru tohto vystupu pozndme, vieme z tabulky vybrat
tie hodnoty, ktoré pre na§ model potrebujeme. Z vystupnej tabulky daného algoritmu
vyberieme hodnoty c11 a c12. Tieto hodnoty mdZeme zapisat do posledného riadku

tabulky dat.

aro = ArrowDebreula,e];
dat [[7]]1={"WE", aro[[2]][[5]], arol[[2]][[6]],
aro[[3]1]1[[5]], aro[[3]]1[[6]], aro[[4]]1[[5]],

aro[[4]111[611};

Nakoniec nasleduje vypis hl'adaného rieSenia, kvoli prehl'adnosti bude realizovany for-

mou tabulky.

Return[Grid[dat]],

3.4.2 Priklad pouzitia

Rovnako ako pri predchddzajicich modeloch, aj v tomto pripade nasleduje &ast s kon-

krétnymi prikladmi pouZzitia algoritmu. Prvym prikladom bude zobrazenie chybovej hlas-
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ky pri zadani vstupnych parametrov, pre ktoré rieSenie vypocitané modelom nema inter-
pretacny vyznam. Jednd sa o poruSenie podmienky modelu e < ey,.;;. V naSom pripade

zaddmeb = 64ae = 1/40.Naobrdzku 8, moZeme vidiet vystup programu pre dané

vstupné hodnoty.

% Strateg_BP.nb - Wolfram Mathematica 10.2
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- Needs[" "'BP "] ;
w2~ Strateg[64, 1/40]

POZOR -> e >»= ekrit -> RIESENIA NIE SU REALNE CISLA, pre model taketo riesenie nema wvyznam

Obr. 8: Strategickd trZznd hra - e = i, (Zdroj: vlastny)

Na druhom priklade si ukdZeme rieSenie strategickej trznej hry pre hodnoty, ktoré
spiﬁajl’l vySSie spomenutd podmienku. Vstupom budi parametre b = 64ae = 1/61,
vysledok by mal byt teda zhodny s tym, ktory sme vypoditali v kapitole 2.2.2. Vysledkom
funkcie je tabulka hodnot, ktord si mdZeme upravit podobne ako sme to spravili v Casti

3.3.2 pridanim $tylu. Obrazok 9 zobrazuje rieSenie tohto zadania v prostredi Mathematica.

% Strateg_BP.nb - Wolfram Mathematica 10.2
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- Needs[" BE "];

2= Strateg[64, 1/ 61]

N cl(1 c2(1 cl(2 c2(2 cl(3 c2(3

1 0. 0.112715 - - - N
2 0.8 0.187231 0.905802 0.33284 0.66716 0.0941976
oupiz= 10 0.802034 0.197966 0.902314 0.359121 0.640879 0.0976861
100 0.800187 O 0.897999 0.354289 0.645711 0.102001
0
0

0.199803

1000 0.80002 0.19998 0.897518 0.353674 0.646326 .102482
WE 0.8 0.2 0.897463 0.353604 0.646396 .102537

1= Insert[%12, {Background » {None, {GraylLevel[0.7], {White}}}, Dividers » {Black, {2 » Black}}, Frame » True, Spacings -+ {2, {2, {0.7}, 2}}}, 2]

N c1(1) c2(1) c1(2) c2(2) c1(3) c2(3)
1 0.887285 0.112715 - - - =
2 0.812769 0.187231 0.905802 0.3328¢ 0.66716 0.0941976
Outl 10 0.802034 0.197966 0.902314 0.359121 0.640879 0.0976861
100 0.800197 0.199803 0.897999 0.354289 0.645711 0.102001
1000 0.80002 0.19998 0.897518 0.353674 0.646326 0.102482
WE 0.8 0.2 0.897463 0.353604 0.646396 0.102537

Obr. 9: Strategicka trznd hra - hl'adané rieSenie, (Zdroj: vlastny)
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ZAVER

V tejto praci som sa zaoberala rieSenim ekonomickych modelov za pomoci matema-
tického aparatu a ich implementaciou do programového prostredia Wolfram Mathema-
tica. Hlavnym cielom préce bolo vytvorenie programového baliku a tymto spdsobom zje-
dnodusenie prace s ekonomickymi modelmi, ktoré su sice zjednoduSenim reality, avSak
prica s rovnicami, ktoré ich popisuji je pomerne zlozitd. Ciastkovym cielom je snaha
o prehl'adné vysvetlenie a zhrnutie potrebnych teoretickych poznatkov ako aj matema-

tického aparatu.

Na zaciatku bolo potrebné podrobne rozobrat teoretické vychodiska prace, teda zade-
finovat zdkladné pojmy z oblasti vieobecnej algebry. Doraz bol kladeny hlavne na pro-
blematiku okruhov a idedlov, ktora vyustila do zavedenie pojmu Grobnerova baza. Dalou
dolezitou teoretickou zakladiiou bolo zavedenie nelinedrnych rovnic ako aj sdstav rovnic,

na ktorych rieSenie bola aplikovana prave metdda Grobnerovej bazy.

Druha Cast préce je ekonomického charakteru, postupne sd predstavené tri rozne eko-
nomické modely Zavod v zbrojeni, model s Arrow-Debreuovou rovnovédhou a strategicka
trzna hra. Zostavenie modelov je detailne popisané, spolocne s vysvetlenim potrebnych
prostriedkov z oblasti matematiky ako aj tedrie hier. Zostaveny model je d'alej analyzo-
vany a vyrieSeny v ndzornom priklade. Pri rieSeni je aplikovand metéda Grobnerovej bazy

za pouZzitia matematického softwaru Wolfram Mathematica.

Poslednou &astou je navrh rieSenia vypo&tového problému rozobratych modelov. Vy-
stupom je samostatne vytvoreny programovy balik obsahujuci funkcie, ktoré pouZzivate-
Tovi umoZiuji jednoduché rieSenie modelu po zadani vstupnych parametrov. Bakaldrska
praca obsahuje rozbor tohto vlastného algoritmu spolo¢ne s prikladmi pouzitie. Teda tvori
prehl'adny uZivatel'sky manual pre pracu s naprogramovanym balikom funkcii. Je takisto

rozSirend o priklady pouZzitia spominanych algoritmov.

Cela préca sa nesie v duchu hl'adania rovnovahy. MoZno sa tedria rovnovahy na trhoch
zd4 byt prili§ zidealizovana, avSak presne tak ekonémia funguje. Rovnovaha je totizto

jediny stabilny stav, je to optimélne rieSenie v danej ekonomickej situdcii.
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A PRILOHY

Priloha 1 - Dokaz lemy
Lema:
Predpokladajme, Ze multiplikatorovd podmienka je splnend. Pre dostato¢ne malé 1 > 0,

existuje trojica (c”, ¢*, ¢) tak, Ze plati [5]

p<ck<ce <t <z (A.60)

[F (") =F ()] =0-F(")p (A.61)

[1=2(F (") = F(c")] M =F(c")d (A.62)

(1=F (") (p—c)+F (") (=) =F (") (—d) (A.63)

Ak pr — 0, potom ¢ — 0.

Dokaz. Definujeme dve funkcie H a GG nasledujicim spdsobom:

H(z,y) = [F(y) — F(z)lz — (1 = F(y)p (A.64)
G(z,y) =1 —2(F(y) — F(x))ly — F(x)d (A.65)

Potom rovnice (A.61) a (A.62) st ekvivalentné s tvrdenim, Ze (x,y) = (c¥, c) riesi

sustavu rovnic

H(z,y) =0 (A66)
G(r,y) =0

K analyze tohto systému musime zvazit tvar kriviek definovanych podla (A.66), nasu
pozornost obmedzime na z a y na intervale [0, ¢|. Najskor eSte pripomeiime definované

vlastnosti funkcie F'(0) = 0, F(¢) = 1. Dosadenim do rovnic dostaneme
H(0,y) = =(1 = F(y))u
Preto existuje jediné y € [0, ¢|, konkrétne y = ¢, také, ze H(0,y) = 0. Podobne,
H(@y) = —(1 - Fy)(n+7)

tu existuje jediné y € [0, 7], konkrétne y = ¢, také, Ze H(c¢,y) = 0. Dalej pre 0 < = < C
dostaneme

H(z,0)=—-F(x)r —pn <0



H(z,¢)=[1—-F(x)]z >0

OH (z,y)
dy
Preto existuje jediné i € (0,¢), ktoré spiiia H(x,y) = 0. MdZeme zapisaf y = ®(x) také,

— F'(y)(x+ ) > 0.

ze H(x,®(x)) = 0, pre vSetky = € [0,¢|. VSimnime si, Ze pre vSetky x > 0, u — 0
implikuje ®(z) — z.

Teraz prejdeme na funkciu GG. Dosadenim y = 0 dostaneme
G(z,0) = —F(x)d

takZe existuje jediné = € [0, ], konkrétne 2 = 0, ktoré spiiia G(z,0) = 0. Oznaéme ¢"?
stredny typ, pre ktory plati F'(¢™*?) = 1/2. Dosadime

G(x, ™) = [1 —2 G - F(:c)ﬂ ™ — F(x)d = F(z)(2¢™ — d)

Poznamenajme, Ze 2c™¢ = ¢med/F(¢med) < d podla multiplikdtorovej podmienky.
Ak ¢ /F(cm?) = d, potom G(z,c™?) = 0 pre vietky z € [0,¢]. Aviak, ak
cmed/F(¢med) < d, potom existuje jediné x € [0,c|, konkrétne z = 0, také, Ze
G(z,cmed) =0

Dalej predpokladajme 0 < y < ¢™¢. Potom

G(0,y) =[1—-2F(y)ly >0
Gy,y) =y—F(y)d <0

med

Okrem toho, pre y < ¢

0G(ry) _ _ y : y
= F'(z)(2y — d) = F'(x) <W —d) < F'(x) (W —d) 3(2.67)

pouzitim multiplikatorovej podmienky dostaneme

med)

Odtial plynie, Ze pre kazdé y € (0, ¢™*?), existuje jediné = € (0, y] také, ze G(z,y) =

0. MdZeme zapisat = 0(y) také, ze G(0(y), y) = 0 pre vietky y € (0, c™?).

Tvrdenie

Ak 0 < z < y ax ay st dostatocne blizke nule, potom [5]

(y)

< 1.
dy

0<

i1



Dékaz. Totalnym diferencovanim G(6(y),y) = 0 dostavame

di(y) 9G(z,y)  OG(z.y)
dy ox dy

=0 (A.68)

Zderivovanim dostavame

YD) _ )y —a

%‘Zay) =1 2(F(y) — F(z)) — 2F'(y)y

Dosadenim do rovnice A.68 dostaneme

di(y)  0G(z,y)/0y 1-=2(F(y) — F(x)) —2F'(y)y
dy  0G(x.y)j0r F@)(d - 2) (A.69)

Pre dostato¢ne malé z a y, rovnica (A.69) je ostro kladna, ked Ze Ciatatel’ aj menovatel st
ostro kladné. Aby sme ukézali, Ze (A.69) je ostro menSie ako 1, je potrebné ukézat, 7e

1—2(F(y) — F(z)) = 2F'(y)y 1

F@)d—2y) < Flo)d (A70)

ked Ze pre dostatone malé x, F'(x)d > 1. Ale rovnica (A.70) je ekvivalentnd rovnici
(F'(y)d — 1)y + (F(y) — F(z))d > 0. (A.71)

Prvy ¢len v (A.71) je ostro kladny pre dostatocne malé y, zatial ¢o druhy ¢len je nezdporny

pre y > z. Teda (A.71) je splnena.

|
Zostava uz len dokdzat p < c& < ¢* < cfl. Pre (c*, c!?) blizke nule je zaistené
1—F(c™) > F(c") — F(c) (A.72)
Rovnica H(cl, ) = 0 implikuje
[F () — F(c")]c = (1 — F(c™)p (A.73)

Za predpokladu, ze ¢ > 0 a > 0, z rovnic (A.72) a (A.73) plynie 1 < cF.

Nakoniec, nech c¢* je rieSenim rovnice (A.63). To znamena, Ze c* spfﬁa
(1—F( )+ F(c")er =1 — F(c")u+ F(cM)d (A.74)

11



Je zrejmé, Ze c* existuje, pretoze 1 — F'(c?) + F(cF) > 0. MoZeme teda povedat, Ze

b < ¢* < M. Rovnica G(c*, ¢f!) = 0 implikuje

[ = F(c™) = (P(c") = F(c"))]e™ = F(c")(d — ")
Ak & < ¢, potom z (A.75) plynie

[1 = F(c™) = (P(cM) = F(c))]e" < F(c")(d — ch)

atiez

(1= F(c") ! — (F(c?) — F(c") ek > F(c*)(d — )

Teraz urobime substiticiu z (A.73) do (A.76) a (A.77)

(1= F(c") + F(c"))e" < (1= F(c")p+ F(c")d

(1= F() + F(cM)! > (1= F())u+ F(c")d

Z tychto dvoch nerovnosti a rovnosti (A.74) plynie ¢ < ¢* < ', [5]

Y

(A.75)

(A.76)

(A7)



Priloha 2 - Kod baliku funkcii BP.m

BeginPackage[" ‘BP ‘"]

ArrowDebreu: :usage="ArrowDebreul[a,e] computes Arrow-Debreu
equilibrium for parameters a,e";
ArmsRace: :usage="ArmsRace[m,d] computes equilibrium in Arms
Race
game for parameters m,d";
Strateg::usage="Strategl[a,e] computes equilibrium in
Strategic

Market Game for parameters a,e";

Begin[" ‘Private "]

ArmsRace[inputm_ , inputd. ] := (
m = inputm;

d = inputd;

rl = (H- L) «L — (1 — H)*m;
r2 = (1 - 2«(H - L))*H - L=*d;
r3 = (1 - H)*(m— S) — LxS + L=xd;

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{s}];
gb[[1]];
b = gbl[[3]];
c = gb[[2]];

o
Il

If[{d > 1,
sola = Solvela==0, L]I[[All,1,2]]1;
For[i=1, i<4, i++,
bb[i] = Solve[{b/. L->sola[[i]] } == 0,
S1[[All,1,211;
ccl[i] = solve[{c/. L->solallil] } == 0,

H] [[All,1,2]];



1;

data = Table[0,{3},{3}1;
For[ i=1, i<4, i++,

data[[i]] = {solal[[i]],bb[i1[[1]1],cclil[[111};]1;

imag = false;

max = 1;

For[i=1, i< (Dimensions[data] [[1]]+1),1i++,
If[Im[data[[i,1]]] !'= O,

Print [Style["POZOR -> RIESENIE NIE JE V OBORE
REALNYCH CISEL", FontWeight->Bold,
FontColor->Red] ];

imag = true;

Break[]];

If[i > Dimensions[data] [[1]], Breakl[]];

If[Re[datal[[max,1]]] < Reldata[[i,1]11,
max=i];

For[j=1, j<(Dimensions[data] [[2]]+1), J++,
If [Re[datalli,3]111<0,

data=Delete([data,{i}]1]; Break[l;1;1;

Print [Style ["PRIPUSTNE RIESENIA SU:",

FontWeight->Bold]];

For[i=1, i<Dimensions[datal[[1]]1+1, i++,
Print ["{L, S, H} = ",datal[[i]]1]1;];
If[imag == false,

Print [Style ["HLADANE RIESENIE JE:",
FontWeight->Bold,
FontSize->1511;
Print["L = ", data[[max,1]],", S =

",data[[max,2]1],",

Vi



H= ",datal[[max,3]1]111,

Print [Style["POZOR —-> NIE SU SPLNENE PODMIENKY

MODELU!
-> d<=1", FontWeight->Bold, FontColor->Red]];

17 )

ArrowDebreu[inputa_, inpute_.] := (
Clear["Global *x"];

Clear(e];

a = inputa;
b =1;
rl = b " (1/3) » (1 — e + x) — a " (1/3) * (e + y)*z;

r2

a~(1/3) = (e — x) — b"(1/3) (1 — e — y)=*z;

r3 = x + vy % z2°3;

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,v,2z}]1;

zz = NSolvel[gb[[1]]==0, z][[All,1,2]1];
ekrit = Solve[zz[[2]] == zz[[31]1, ell[All,1,2111[1211];
e = inpute;

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,v,2z}];

If[e <= ekrit,

For[i=1l, i<4, i++,

yy[i]l = gb[[2]] /. z->zz[[1]];
yyyyl[i] = NSolvelyy[i]==0, y][[All,1,2]];
xx[1i] = gb[[3]] /. z->zz[[1]];

xxXxx[1] = Solve[xx[1]==0, x]I[I[All,1,2]1];

cl1[i] = xxx[1][[1]]+1-e;
clz[i] = yyy[i][[1]]+e;
c21[i] = 1 - cl1[i];
c22[i] = 1 - cl2[il;

vii



1;

data = Tablel[0,{4},{8}1;
data[[1]] = {"g", "p2", "x1", "x2",
"cll", "cl2","c21", "c22"};
For[ i=1, i<4, i++,
data[[1i+1]1] = {zz[[i]1],z2zz[[i]]1"3, =xx[1]1[[1]1],

yyy[i1 00111, c11[i], cl2[i], c21[i], c22[i]l}];

If[ e == ekrit,
Return[{data[[1l]],datal[2]1]}],

Return[datall,

Print [Style["POZOR -> e > ekrit-> RIESENIA NIE SU
REALNE
CISLA, pre model taketo riesenie nema vyznam ",
FontWeight->Bold, FontColor->Red]]

1; );

Strateg[inputa_, inpute.] := (
Clear[n];

Clear(e];

a = inputa;

b =1;

rl = b " (1/3) » (1 — e + x) — a " (1/3) * (e + y)*z;

r2 = a"(1/3) » (e — x) — b " (1/3) » (1 — e — y)*z;

r3 =x 4+ vy * z°3;

gb = GroebnerBasis[{rl,r2,r3},{x,y,z}1;

zz = NSolve[gb[[1]]==0, z][[All,1,2]];

ekrit = Solvel[zz[[2]] == zz[I[3]], elll[All,1,2]]1[([2]];

e=inpute;

hodN[1] = 1;

viii



hodN[2] = 2;
hodN[3] = 10;
hodN[4]

100;
hodN[5]

1000;

dat = Table[0,{7},{7}1;
dat [[1]] = {"N"’ "cl(l)"’ "c2(1)"’ "cl(2)"’ "c2(2)"’
"Cl(3)", "02(3)"};

adef = 64%x(n - e)* (bl+b3)* ((n-1)*bl + nxb3)x*xb2"3 -
(n=(1-e)) * ((n-1) *b2+n+bd) x (b2+b4d) xbl " 3;

bdef = 1/64x(n —(1- e))* (bl+b3)*((n-1)*b3 + n*bl)*bd"3 -
(n—e) * ((n-1) xbd4+n+b2) x (b2+b4) *xb3"3;

c = exbl + (l-e)*b2 — (l-e)*b3 - exb4;
d = 1- txblxb2xb3xb4;
h =10 - bl-b2-b3-b4;
gl = clx(bl+b3) -bl;

g2 = c2x (b2+b4) -b2;
g3 = c3%x (bl+b3) -b3;
g4 = cdx(b2+b4) -b4;

If[e < ekrit,
nn=hodN[1];

a = adef /. n->nn

b bdef /. n->nn
gb = GroebnerBasis[{a,b,c,d, h,gl,g92,93,94},

{c1,c2,c3,c4,bl,b2,b3,b4}, {c4,c3,b1,b2,b3,b4,t}];

sol?2 NSolve[gb[[1]]==0 && c2>0,c2, Reals][[All,1,2]1];
soll = cl/.NSolve[{gb[[2]]/. c2->s0l2}==0 && cl1>0,

cl, Reals];

dat[[2]]1={hodN[1], soll[[1]], sol2[[1]], "-", "-",

w_mn w_mw .
4 4

iX



For[i=2, i<6, i++,

nn = hodN[i];

a adef /. n->nn

b bdef /. n—->nn

gb = GroebnerBasis[{a,b,c,d,h,gl,92,93,94},
{c1,c2,c3,c4,bl,b2,b3,b4},
{c4,c3,b1,b2,b3,b4,t}];

solc2[i] = NSolvel[gb[[l]]==0 && c2>0, c2,
Reals] [[All,1,2]1];

For[j=2, j<5, Jj++,
solcl[j] = cl/.NSolve[{gb[[2]]/.

c2->s0lc2[i1[[j]11}==0 && c1>0, cl, Reals];

17

dat [[i+1]] ={n, solcl[3]1[[1]], solc2[il[I[311],
solcl[4]1[[1]], solc2[il[[4]1],
solcl[2]1[[11]1, solc2[il[[2]11};

17

aro = ArrowDebreula,el;
dat [[7]]={"WE", aro[[2]]1[[5]], aro[[2]][[6]],
aro[[3]]1[[5]],
aro[[3]11[[6]1]1, aro[[4]11[[51], arol[[4]1]1[[6]11};
Return[Grid[dat]],

Print [Style["POZOR -> e >= ekrit -> RIESENIA NIE SU
REALNE
CISLA, pre model taketo riesenie nema vyznam ",
FontWeight->Bold, FontColor->Red]]

17 )

End[]

EndPackage[]



