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1 Uvod

Propojeni matematiky s redlnym svétem nabyva v aktualnim vzdéldvacim systému stale
na vétsim vyznamu. Proto jsem se rozhodl zamétit svou diplomovou praci pravé na tuto
problematiku, kdy je mym cilem zaméfit se na hlubsi pohled na vyuziti infinitezimalniho poctu
v ramci fyzikalnich problému pfi studiu matematické analyzy v rdmci vyuky studentt ucitelstvi
matematiky na Pedagogické fakulté Univerzity Palackého.

Klicovymi koncepty infinitezimalniho poctu jsou derivace a integrace, které nejsou
pouze matematickymi néstroji, ale rovnéz prostiedek umoziujici interpretaci a feSeni ptiklad
s fyzikalni tématikou.

Cilem této diplomové prace je zaméfit se na schopnost studentl ucitelstvi matematiky
tesit piiklady infiniteziméalniho poctu v kontextu problému fyziky. Zarovei je cilem zjistit, zda
samotni studenti povazuji aplikaci infinitezimalniho poctu v praktickych ukéazkach jako
piinosnou pii pochopeni problematiky a najit vhodny zptisob tohoto propojeni.

V ramci tohoto tématu navazuji na svou bakalaiskou praci na téma Aplikace
diferencidalniho poctu ve fyzice, ve které jsem Se zabyval sestavenim sady praktickych ptikladii
diferencialniho poctu s fyzikalni tématikou. Jedna se tedy o formu rozsifeni problematiky a
piispévek k diskusi na téma propojovani matematiky a fyziky, jakozto uzce spjatych disciplin,
zdlraznujici spojeni matematickych konceptli a konkrétnich problémi, v naSem piipadé

problému fyzikalnich, v kontextu vyuky budoucich uciteld matematiky.



2 Diferencialni pocet

Obecné se diferencidlni pocet zabyva vypoctem rychlosti zmény. V ptipade, kdy pfi
zkoumani urcitého jevu vénujeme pozornost dvéma promeénnym veli¢inam, miiZzeme mezi nimi
vypozorovat jistou souvislost. Jestlize dojde ke zméné jedné proménné, dojde ke zméné druhé
proménné. V takovém piipadé nazyvame prvni veli¢inu nezavisle proménnou, nebo také jako
argument, druhou veli¢inu jako zavisle proménnou, nebo funkci veli¢iny prvni.

Proménné ve vétsing pripadil oznacujeme pismeny X, Y, pokud se vSak jedna o fyzikalni
konstanty, nebo oznaceni fyzikalnich veliCin, ponechavame v obvyklém oznaCeni, které
pouziva fyzika. Funkce oznacujeme pismeny f, g, h. Pro specifikovani pfimé zavislosti mezi
dvéma veli¢inami piseme f: y = f (X), kde X oznacuje zavisle proménnou a Yy nezavisle

proménnou. (Kuben, Sarmanova, 20086, s. 2)

2.1 Limita funkce

Limita funkce, jakozto fundamentalni pojem matematické analyzy, naim umoziuje
definovat pojem derivace a zavést integralni pocet.
Definice 1.1 (Limita funkce)

Necht' L € R. Funkce f (x) ma v bod¢ a limitu L a piseme ,lcil?lf (x) =L, jestlize ke
kazdému cislu € > 0 existuje ¢islo § > 0 tak, ze pro vSechna X z neuplného §-okoli bodu a,
th.pro0<|x—al<dje|f(x)—L| <e.

V definici limity se nepfedpoklada nic o funkci f (X) v bod¢ a. Tedy existence limity

lim f (x) ani jeji hodnota nezaviseji na hodnoté f (a), ani na tom, zda funkce f je v bod¢ a
xX—a

definovana.

2.1.1 Geometricky vyznam definice limity

Je-li lim f (x) = L, pak ke kazdému ¢islu & > 0 existuje neuplné §-okoli bodu a tak, ze v ném
xX—a

plati |f(x) — L| < € (definice 1.1), tj. L — e < f (x) < L + &. To znamen4, 7e v netuplném

§-okoli bodu a probiha graf funkce f v pasu ohrani¢eném piimkamiy =L — ¢,y =L + ¢.



a-6 a a+o X

Obrazek 1: Geometricky vyznam definice limity. (Pfevzato z [1], str. 20)

Plati, ze kazda funkce f (X) ma v kazdém svém bodé& nejvyse jednu limitu. Tato funkce

je spojita v bod¢ a, jestlize plati lim f (x) = f (a).
x—-a

2.2 Derivace a jeji historie

Geometrickym vyznamem pojmu derivace, tedy problémem smérnice tecny, se zabyvali
matematici jiz v antickém Recku. Prvnimi matematiky, ktefi se te¢nou ke kfivce zaobirali, byli
Archimédés (287-212 pt. n. 1.) a Eukleidés (325-260 pft. n. 1.). A pravé Archimédes byl prvnim,
kdo zavedl pravidla pro pocitani s nekone¢n¢ malymi veli¢inami (tj. infinitezimalnimi). Svij
objev vSak nepouzival k vypoctu teen a derivaci, ale k vypoctu ploch rovinnych utvari a
objemu téles.

Zaklad matematické analyze a pojmim, jako je derivace, nebo integralni pocet polozili
nezavisle na sob¢ ve 17. stoleti anglicky matematik Sir Isaac Newton (1643-1727) a némecky
matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

2.2.1 Geometricky vyznam a definice derivace
Derivace nam udava pomér zmény f (X) ku zméné jejiho argumentu X. Jinymi slovy
derivace popisuje tzv. rychlost zmeény funkce, kterou v bodé¢ X miizeme nazvat jako sklon
ktivky. Sklon kiivky (jeji strmost) je dan velikosti thlu, ktery svird osa X s te¢nou ke kiivce.
Ciselné nam tedy velikost uhlu pfedstavuje tangens whlu, nebo také smérnici tecny.
Z toho vyplyva, Ze v piipadé€ rlistu funkce v bod¢ X nabyva smérnice teCny kladné hodnoty.

Naopak jedna-li se o pokles funkce v bodé X, nabyva smérnice teény hodnot zapornych.



Pro snadnéjsi predstavu si mizeme vyznam derivace zndzornit graficky. Na grafu
funkce f si definujme bod T, jehoz soutadnice odpovidaji T = [Xo, fo] (viz. obrazek 2). Dale si
zvolime na grafu funkce f libovolny bod P, jehoZ soufadnice budou P = [X, f]. Za pomoci téchto
dvou bodu sestrojime se¢nu s grafu funkce. Dale si piedstavme, ze bodem X pohybujeme ve
sméru k bodu Xo a postupné se tedy bod P piiblizuje po grafu funkce k bodu T. Je-li funkce
spojita, coz v nasem piipad¢ je, dojde ke splynuti bodu P sbodem T a secna S prechazi v
ptimku t, kterou nazyvame te¢nou t ke grafu f v bod¢ T. Smérnice se¢ny tedy ptesla ve smérnici

te¢ny. (Kuben, Sarmanova, 2006, s. 187)

f(.\')' ............................................. - y= _/‘(_()

Y f@) = f(xo)

./‘(_"()). .......................... e G P RS o

(0 / / X0 X X

Obrazek 2: Geometricky model derivace. (Pievzato z [1], str. 187)

Jinymi slovy, te€na t vbodé T je tzv. limitni polohou se¢ny S. To znamena, Ze za
predpokladu, Ze limita existuje a nenabyva hodnot co nebo —co, miizeme jeji smérnici vyjadrit

za pomoci limity jako

hm f(x)—f(xo).

x-xg X~Xo

Samotnou derivaci v uréitém bodé& poté oznadujeme napt. jako f (T, analogicky tedy

muzeme derivaci v bodé€ x, vyjadfit jako

f'(T) — hm f(x)—f(xo)

xX-xg X~Xo



Vyraz dale tedy oznacujeme jako derivaci funkce f (x) v bodé T. Rozdil v Citateli
nazyvame priristkem nebo také diferenci zavisle proménné funkce f v bodé T. Rozdil ve
jmenovateli nazyvame piirtastkem nebo diferenci nezavisle proménné X v bod¢ T. Tento rozdil

ve jmenovateli dale bude oznacovat jako h.

Priklad 1.1
Nyni si na jednoduchém piikladu nazorn¢€ ukdzeme vypocet derivace. Mé¢jme zadanou
funkci danou predpisem f(x) = x® + 8. Nasim ukolem bude zjistit, zda existuje derivace

V bodé€ xy = 0 a Cemu je rovna.

, x) — f(x x®+8—-(0+8 x®
f ()= limf—( )~ f(x) = lim ( )= lim— = limx® =0
x—0 X — Xo x—0 x—0 x—-0 X x—0

V bod¢ x, = 0 tedy derivace existuje a je rovna cislu 0. Z pohledu geometrického
vyznamu nam vysledek tika, ze smérnice neboli tangenta hlu, jenz svird te¢na a kladna ¢ast

osy X je rovna nule. Jelikoz tangens je roven 0 pro thel 0°, je teCna rovnobézna s 0S0U X.

30
25 |
20F
15k

10 |

-2 -1 1 2

Obriazek 3: Grafické znazornéni prvni derivace funkce f(x) = x° + 8 v bodé x, = 0.

Priklad 1.2
Analogicky si dale ukazeme vypocet derivace pro funkci danou predpisem

f(x) = sin (x) opét v bodé€ x, = 0.

fx)—f(xo) . sin(x) —sin(0) sin(x)
. = lim =lim—==1

f (O) - }clg(l) — Xo x—0 x—0 x>0 X

10



Derivace v bodé x, = 0 stejné jako v prikladu 1.1 existuje a je rovna hodnoté 1.
Z geometrického hlediska to tedy znamend, Zze tangens je roven hodnoté 1, kterd odpovida

uhlu 45° (neboli ©/4), coz je thel, ktery svira te¢na s 0SOU X.

-3 -2 -1 1 2 3

Obrazek 4: Grafické znazornéni prvni derivace funkce f(x) = sinx v bodé x, = 0.

2.2.2 Derivace zakladnich elementarnich funkeci

Nyni si uvedeme derivace zakladnich elementarnich funkci, které budeme pii vypoctech

v dalsi ¢asti prace vyuzivat.

1. k'=0 k eR

2. (xY)' =a-x%1 a€ER x €ERT

3. (sinx)" = cosx X ER

4, (cosx)' = —sinx X ER

5. (e®) =¢e* XER

6. (tgx)' = Co;x X € R\ {g + km, k € Z}
7. (cotgx)' = — Si;x x € R\{km, k € 7}

8. (Inx)' = i x € RY

9. (arcsinx)’ = \/;_xz x€(—1,1)

10.  (arccosx)’' = —\/;7 x€(-1,1)

11. (arctgx)' = = X ER

12. (arccotgx)' = —x21+1 X ER

13. (@*)’'=a*-In(a) a>0,a#1,xER
14. (logax) = prv a>0,a#1,x€eR"

11



2.2.3 Derivace slozené funkce

Uvazujme slozenou funkci F = fog. Predpokladejme, Ze existuje derivace funkce g
v bodé¢ x, a derivace funkce f v bod¢é uy, = g(x,). Pak i sloZzena funkce F ma derivaci v bodé

X, a plati

F'(x0) = (f°9)' (x0) = f'(u0) - ' (x0) = f'(g(x0)) - 9" (x0).

Demonstrujme si vypocet derivace slozené funkce se znalosti jeji definice na nazornych

prikladech.

Priklad 1.3
Vypoététe derivaci funkce F danou piedpisem F (x) = cos(5x3).

Nejprve si musime uvédomit, kterd funkce je vnéjsi slozkou f, a ktera je vnitini g.

Vnéjsi slozkou je f(u) = cos (u) a vnitini slozkou u = g(x) = 5x3. Derivaci vné&jsi slozky

slozené funkce obdrzime

f'(u) = (cos(u))’ = —sin(u)
f'(g(x)) = —sin(g(x))

a derivaci vnitini slozky
g'(x) = (5x3)" = 15x2,
Dle definice miizeme nyni vypo¢ist derivaci zadané slozené funkce F(x) = cos(5x3).

F'(x) =f'(g(x) - g'(x) = —sin(5x3) - 15x2
Priklad 1.4
Vypoctéte derivaci funkce F danou predpisem F(x) = V4x? — 2x.

Opét si definujme vné&jsi a vnitini slozku slozené funkce F(x). Vnéjsi slozkou je

f(u) = +u a vnitini slozkou u = g(x) = 4x? — 2x. Derivace vné&jsi slozky

12



1 1 1
fl@w) =Guw)' =w2) = Eu_i =ode

1

a derivace vnitini slozky
g'(x) = (4x* — 2x)' = 8x — 2.

Dle definice miZeme nyni vypodist derivaci zadané slozené funkce F(x) = V4x? — 2x.

1
F(x)=f(g(x))-g(x)=m-8x—2
8x —2 4x — 1
F/(x) =

2VaxZ —2x  Vax? —2x

2.2.4 Derivace vyssich radia

Pokud ma funkce f v kazdém bodé svého defini¢niho oboru derivaci, obdrzime novou
funkci f'. Novou funkci jsme schopni opét derivovat, jinymi slovy miiZe existovat (')’ v bodé
Xo. Toto ¢islo nazyvame druhou derivaci funkce f v bodé x,, a znac¢ime jako f"'(x,), nebo také
jako f® (xo).

Analogicky dokazeme vypodist tieti, ¢tvrtou, az n-tou derivaci funkce f. V piipadé
vypoctu tieti derivace musime nejprve vypocist prvni a druhou derivaci. Diky vypoctené treti
derivaci jsme schopni vypocist derivaci ¢tvrtého fadu a tak dale.

V naSem pfipadé se budeme zabyvat derivacemi prvniho a druhé fadu, které vyuzijeme

pii feSeni fyzikalnich uloh. Jejich fyzikéalni vyznam si objasnime v nadchézejici kapitole.

Priklad 1.5
Nyni si ukdZeme vypocet derivace 4. fadu funkce f(x) = x* + 2x3 + 7x? + x a poté

najdeme jeji hodnotu v bodé x, = 2.

fx) = x*+2x3+7x% + x f(2) =62
fl(x) = 4x3+6x2+14x +1 f'(2) =85
F(x) = 12x2 + 12x + 14 £(2) = 86
f®(x) = 24x + 12 F®(2) = 60
f®) =24 f®(2) = 24

13



2.2.5 Fyzikalni vyznam derivace

Jak jiz bylo zmin¢no, cilem této prace je ukazka vyuzitelnosti derivaci ve fyzice a pfi
feSeni fyzikalnich ptikladi. Nejbéznéjsim druhem derivace ve fyzice jsou Casové derivace,
avsak derivace muze byt spjata i s proménnymi jiného druhu. S ohledem na Cas predstavuje
derivace funkce rychlost zmény funkce. Zakladnim ptikladem derivovani ve fyzice je pohyb,
protoze predstavuje-li zavisle proménna polohu bodu, pak jeji derivaci podle ¢asu dostaneme
okamzitou rychlost (neplést s primérnou rychlosti). V piipad€, kdy mame danu funkci, ktera
popisuje rychlost hmotného bodu v zavislosti na Case, pak proménna piedstavuje rychlost, pak
jeji derivaci podle Casu je okamzité zrychleni. Jinymi slovy, okamzité zrychleni je druhou
derivaci pohybu podle ¢asu.

Derivace je tedy vyuzitelnd Vv oblasti mechaniky, kdy zkoumame pohyb, rychlost,
zrychleni, poptipadé vychylku néjakého bodu ¢i télesa v zavislosti na ¢ase. AvSak mechanika
neni jedinou oblasti fyziky, kdy zkoumame zavislost zmény jedné veli¢iny ku druhé.
V termodynamice miizeme za pomoci derivovani zjistit napfiklad zavislost zmény nadmoiské
vysky na zméné tlaku vzduchu, nebo rychlost zmény napéti vodnich par od absolutni teploty.
Posledni oblasti, kterou se budeme zabyvat je elektiina a magnetismus, kdy budeme napiiklad
pocitat intenzitu okamzitého proudu derivaci vztahu pro mnozstvi elektrického naboje, nebo
také elektromotorické napéti derivaci vztahu proudu podle casu.

Je ziejmé, Ze v ptipadé derivovani funkce, ktera nam popisuje prabeh urcité veliciny
Vv zavislosti na nezavisle proménné (napfiklad v zavislosti na ¢ase), obdrzime funkci novou.

Tedy derivovani ve fyzikalnim vyznamu odvozuje vztahy veli¢in, zavislé na stejné proménné.

14



3 Integralni pocet

Integralni pocet je matematickd disciplina, kterd se zabyva studiem a aplikaci
integrovani, matematické operace, jez slouzi k vyhodnoceni ohranic¢ené plochy pod kiivkou
nebo objemu télesa. Tato oblast infinitezimalniho poctu se zaméfuje na feSeni problémd, které
vyzaduji sumaci nekonecné malych hodnot.

V integralnim poctu dva zékladni pojmy: urcity a neurcity integral. Urcity integral slouzi
k vypoctu plochy mezi grafem funkce a osou x v daném intervalu. Neurcity integral zase
reprezentuje mnozinu funkci, jejichz derivace je ptivodni funkce uvnitf integrantu.

Centralnim prvkem integralniho poc¢tu je Riemanntv integral, ktery umoziuje
aproximovat plochy pod kifivkou pomoci souctu malych ¢asti, nazyvanych Riemannovy sumy.
S rozvojem moderni matematiky byly vytvofeny i dal$i formy integrald, jako naptiklad
oblasti matematiky a fyziky. Integralni pocet je kliCovym nastrojem pro modelovani, analyzu a

porozumeéni procestl spojitych zmén a akci v Siroké Skale védnich obor.

3.1 Integrace a jeji historie

Historie integrace sahd aZ do starovéku, kdy se riizni matematikové snazili formulovat
metody pro vypocet ploch a objemil geometrickych tvar. Nékteré z nejstarSich zaznami o
metodach integrace pochazi od starovékych Rektl a Babylonan.

Anticky matematik Archimédés (asi 287-212 pf. n. 1.) byl jednim z prvnich, kdo se
systematicky zabyval vypoctem ploch a objemt. Jeho metoda na vypocet plochy pod parabolou
predstavuje jeden z piedchiidcti integralniho poctu. Archimédés také pouzival metodu
vypliovani téles, coz bylo podobné principu, ktery pozdéji hrél roli pfi vyvoji integralu.

Ve stiedoveéku byly integralni metody ve znacné mife opomijeny. Prace Archiméda byly
Casto ztraceny a védecky vyzkum byl ovlivnén ptredevsim filosofii a nabozenstvim.

V renesanci a postrenesanénim obdobi zacali matematici znovu zkoumat otazky
integrace. Italsky matematik Bonaventura Cavalieri (1598-1647) ptisp€l k vyvoji nekone¢né
malych objemu a ploch. Blaise Pascal (1623-1662) a Pierre de Fermat (1607-1665) vyvinuli
metodu, ktera byla podobna dnesnim mys$lenkdm na vypocet integralu.

Nakonec, v 17. stoleti, Isaac Newton (1643-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-

1716) nezavisle na sob¢ vytvofili moderni kalkulus, coz zahrnuje 1 integralni pocet. Jejich prace
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polozila zaklady teorie derivaci a integraci, a tim vytvofila robustni matematicky aparat pro
analyzu zmén a ploch pod kiivkami.

V prubéhu 18. a 19. stoleti doslo k dalsimu zdokonaleni teorie integrace a rozsifeni
oblasti plisobnosti. Matematici jako Leonhard Euler, Joseph Fourier a Bernhard Riemann
ptispéli k dalS$imu porozuméni integralnimu poctu a jeho aplikacim. Moderni formulace
integralniho poctu pak byla vyvinuta v prib¢hu 20. stoleti v ramci oblasti jako Lebesguetv

integral a dalsSich.
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3.2 Urcity integral

Ur¢ity integral je zakladni koncept v kalkulu, ktery umoziuje vypocitat celkovou plochu
pod kiivkou grafu funkce na daném intervalu. Tento proces je zasadni pro mnoho aplikaci v
matematice, fyzice, inzenyrstvi a dalSich védnich oborech, kde je potifeba urcit celkovou
akumulaci néjaké veliCiny, jako je napiiklad hmotnost, energie nebo mnozstvi latky.

Urd¢ity integral funkce f(x) na intervalu [a, b] miZeme zapsat jako

f bf (x) dx,

kde a a b jsou dolni a horni mez integrace, f(x) je integrant, neboli integrovana funkce a dx
oznacuje promeénnou integrace.

Geometricky mizeme urcity integral vyjadiit jako plochu mezi kiivkou f(x), osou x a
svislymi ¢arami vyjadfujici mez od a po b. Jestlize je funkce f(x) na celém intervalu [a, b]
kladnd, pak urcity integral predstavuje plochu pod kiivkou, ktera je rovnéz kladna. Jestlize je
funkce f(x) na celém intervalu [a, b] zaporna, pak je uréity integral této funkce na tomto
intervalu zaporny. Plocha pod osou x je vSak kladnd. Ve vysledku maze byt tedy celkovy
integral kladny, zaporny, nebo dokonce nulovy v zavislosti na chovani prubehu funkce.

Vypocet urcitého integralu zahrnuje koncept limit, kde se plocha pod kiivkou
aproximuje jako soucet ploch mnoha velmi uzkych obdélnikii. Tento ptistup je formalizovan
pomoci Riemannovych sum (viz. dal$i kapitola), coz je zpusob, jakym integral piesné

definujeme. Urc¢ité integraly zahrnuji tfi zakladni vlastnosti:

Linearita: Integral souctu funkci je roven souctu integralii téchto funkeci.

b b b
f [FG0) + 9] dx = f £ dx + f 9(x) dx

Konstantni nasobek: Konstantu Ize vytknout pfed integral.

fbk-f(x) dx=k-fbf(x) dx

a
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Aditivita na intervalech: Integral na vétS$im intervalu lze rozdélit na soucet integralii na

mensSich intervalech.

fbf(x) dx = fcf(x) dx+fbf(x) dx

c

3.2.1 Riemanniiv integral

Riemanniiv integral je jednim z klicovych pojmi v integralnim poctu, ktery formalné
definuje urcity integral jako limitu sum. Tento koncept, pojmenovany po némeckém
matematikovi Bernhardu Riemannovi, poskytuje zdklad pro pfesné pochopeni integrace.
Riemanntiv pfistup k integraci spociva v aproximaci plochy pod kiivkou pomoci kone¢ného
poctu obdélniki, jejichz plochy se seCtou. Jak se pocet obdélnikd zvysuje a jejich Sitka se
zmensSuje, tato suma konverguje k piesné hodnoté integralu.

Abychom definovali Riemannuv integral, za¢néme s funkci f(x) definovanou na
uzavieném intervalu [a, b]. Interval [a, b] rozdélime na n-pocet podintervalii pomoci délicich

bodi
a=xy<x;<..<x,=b,
kdy kazdy podinterval mi Sitku
Ax; = x; — x_1.

Pro kazdy podinterval [x;_4,x;] zvolime bod c; (tento bod mtze byt v ramci podintervalu

libovolny) a provedeme soucet.

s = if(coAxi

18



Tento soucet S se nazyva Riemannova suma. Riemannova suma je aproximaci plochy pod
kiivkou f(x). Kdyz pocet podintervall n roste k nekonecnu a $itka kazdého podintervalii Ax;

se blizi nule, Riemannova suma konverguje k urc¢ité hodnoté, pokud tato limita existuje.

b .
fa £ dx = limp Z Fc)bx,

Pokud tato limita existuje, fikame, Ze funkce f(x) je Riemannovsky integrovatelna na
intervalu [a, b] a vysledna hodnota je Riemannuv integral funkce f(x) od a do b.

Pro existenci Riemannova integralu musi byt splnény urcit¢ podminky. Jednou z
klicovych podminek je omezenost funkce f(x) na daném intervalu. Navic funkce musi byt na
daném intervalu témét vSude spojitd. To znamend, ze body nespojitosti mohou existovat, ale
jejich mnozina musi mit miru nula (naptiklad kone¢ny nebo spocetny pocet bodl nespojitosti).

Geometricky Ize Riemanntv integral interpretovat jako celkovou plochu pod kiivkou
f(x) mezi x = a ax = b. Plocha nad osou x se pocita kladn¢, zatimco plocha pod osou X se
pocita zaporng. Tento pfistup nam umoznuje presnéji kvantifikovat akumulaci velicin, jako jsou

vzdalenost, plocha, objem nebo mnozstvi latky.

y=f (x)
//
»///

Obrazek 5: Horni soucet funkce f(x) pti déleni Dg na intervalu < a, b >.

(Ptevzato z [2], str. 46)
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3.3 Integrace zakladnich elementarnich funkci

Nyni se zaméiime na vypocet integralll zdkladnich elementarnich funkci, které se

mohou objevit v nasledujici ¢asti prace.

1. [kdx = kx + C x €R; k = konst.

n it . B
2. [x dx="——+C x € R; n € R\{—1}
3. [a*dx= log = x €ER; a € (0,0)\{1}
4. JeXdx=e*+C x €R

1
5. fx_ln % dx =log,|x| + C x € R\{0}; a € (0,o)\{1}
6. f% dx =In|x| + C x € R\{0}
7. [ sin (x) dx = —cos(x) + C X €R
8. J cos(x) dx = sin(x) + C x ER

1 T
9. fcosz-x dx =tg(x) +C xER\{(2k+1)-E},kEZ

10. f(— L ) dx = cotg(x) + C x € R\{kn},k € Z

sin2-x

Priklad 1.6
Vypocet nekolika piikladi za pomoci znalosti vzorci na integrovani elementarnich

funkci.

a) [x5dx
S vyuzitim vzorce ¢.2 muzeme piiklad vypodist jako

x5+1

5+1 =?+C'

[x%dx =

20



b) [7dx
Podle 1. vzorce dokazeme snadno urcit, ze
[7dx=7x+C.
Jelikoz mizeme zadani zapsat ve tvaru
[7-x°dx,

coz v kombinaci s druhym vzorcem dava

0+

x 1
+C=7-x*+C.
0+1

[7-x%dx=7-

¢) [Vxdx

Postupujeme stejné jako v ptiklad€ a), pouze si odmocninu piepiSeme do tvaru mocniny.

1 3 3
1 xzt! x2 2x2
szdx—l +C=T+C=T+C
2t1 2
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3.4 Fyzikalni vyznam integrace

Ve fyzice hraje integrace klicovou roli pii modelovani a popisu rtiznych fyzikalnich
jevi. Integralni poCet umoziuje matematicky kvantifikovat a analyzovat mnozstvi riznych
fyzikélnich veli¢in, a tim poskytuje hlubSi porozuméni chovéni systémii a procesi ve
fyzikalnim svéte.

Integrace se Casto pouziva k urceni plochy pod kiivkou v grafu fyzikalni veliCiny v
zavislosti na jiné proménné. Naptiklad, integrace okamzité rychlosti pod kiivkou v Case
poskytuje okamzitou drahu, kterou objekt urazi.

V oblasti mechaniky se integrace vyuziva k vypoctu prace, kterou sila vykondva pti
pohybu objektu. Integrace sily podél drahy objektu dava celkovou préaci vykonanou touto silou.

Dalsim vyuzitim je naptiklad uréeni hmotnosti, kdy integrace hustoty latky ptes objem
muze poskytnout hmotnost celého objektu. Napiiklad integrace hustoty ve tvaru ur¢eném
objemem dava celkovou hmotnost télesa.

Své vyuZiti nachazi integrace také v elektfiné¢ a magnetismu. Integrace elektrického
nebo magnetického pole pies uréitou plochu dava elektricky nebo magneticky tok. Tato veli¢ina
je dilezita pro praci s elektromagnetickymi jevy.

A Vneposledni fadé naptiklad vyuziti pii feSeni diferencidlnich rovnic, jelikoz je
integrace klicovym nastrojem pii jejich feSeni. Diferencidlni rovnice popisuji zmény
fyzikélnich veli¢in vzhledem k jinym veli¢inam.

Fyzikalni vyznam integrace tedy spoivd v tom, Ze umoziluje pirevést abstraktni
koncepty matematiky na konkrétni a uzitecné aplikace ve fyzikalnim svété. Pomaha vytvaret
modely, porozumét chovani systémi a provadét kvantitativni analyzy, coz je klicové pro rozvoj

fyzikalni teorie a aplikaci v technologii a inZenyrstvi.

22



4 Mezipredmétové vztahy v kontextu vyuky na vysoké Skole

Meziptedmétové vztahy ve vzdélavani obecné predstavuji dynamicky a klicovy prvek,
pomoci kterého jsme schopni propojovat riizné oblasti studia a umoznit studentiim ziskat
komplexnéjsi znalosti a dovednosti. Integraci mezi rtiznymi oblastmi mizeme docilit lepsiho
porozumeéni a schopnosti aplikace ziskanych védomosti v redlnych situacich, na rozdil od
ziskani pouze teoretickych poznatkii bez hlubsiho porozuméni.

Pii vyuce suzitim mezipfedmétovych vztahli mezi riznymi disciplinami, které
prekracuji hranice samostatnych obort, coz v naSem piipadé matematika bezesporu je, miuzeme

rozdélit vztahy na dva typy:
a) Horizontalni mezipiedmétové vztahy

Tyto vztahy mzeme aplikovat v ptipadé€, kdy jsou rizné obory na stejné urovni ne
stupni vzdélavani. Tedy propojujeme discipliny S podobnou urovni slozitosti nebo stupném
pokrocilosti.

Tedy v ptipadé vysokoskolského vzdélavani mizeme horizontalni mezipfedmétové
k pochopeni fyzikalnich jevii. Tento vztah je ovSem oboustranny, tedy pomoci fyzikalnich jevi
muzeme ilustrovat pravé napiiklad infinitezimalni pocet a jeho skute¢nou podstatu a vyuziti.

Jedna se tedy o velice vhodnou metodu pro rozvoj komplexniho mysSleni a ziskani Sirsi
perspektivy v ramci dané problematiky. Zaroven poskytujeme studentim moznost aplikace

znalosti z jednoho oboru pfi feSeni problémi v jiném oboru.
b) Vertikalni mezipiedmétové vztahy

V ramci vertikdlnich mezipfedmétovych vztahii rovnéz aplikujeme propojeni mezi
riznymi obory studia, ale na rozdil od horizontalnich, kdy se jednalo o stejné trovné, Ci stejné
stupné vzdélavani, vytvaiime propojeni mezi riiznymi urovnémi a riznymi stupni vzdelavani.

Tedy naptiklad v naSem piipadé mohou vertikdlni mezipfedmétové vztahy existovat
mezi pokro¢ilymi kurzy matematiky a zakladnimi kurzy fyziky. Tahle metoda ma obrovskou
problematiky fyziky, jelikoZ v ptipadé, kdy by studenti neméli dostatecné porozumeéni fyzikalni

tématiky, mohlo by dojit k slozitéjsi integraci poznatkd.
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Vertikalni mezipfedmétové vztahy ndm tedy umoziuji postupné rozvijeni znalosti a
dovednosti v ramci konkrétniho oboru studia a zaroven do jist¢é miry udrzovat propojeni

s dalsimi obory. Zéaroven dochazi k postupnému prohloubeni znalosti a postupné pfipravé na

vvvvvv

4.1 Integrace matematiky a fyziky

Propojeni matematiky a fyziky je nezbytné pro feSeni pochopeni fyzikélnich problémd,
a to zejména diky aplikaci infiniteziméalniho poctu. Diferencialni a integralni pocet totiz
umoziuje matematicky aparat pro modelovani fyzikalnich jevi a jejich kvantitativni popis.

Diferencidlni pocet je zakladnim néstrojem pii zkoumani zmén fyzikélnich velicin vici
Casu a prostoru. Pomoci derivaci jsme schopni kvantitativné popsat napiiklad rychlost,
zrychleni, silu. Obecné mizeme fict, Ze diferencialni pocet umoziuje popis dynamiky téles a
procestt v pfirodé¢ a aplikaci ve spousté oblastech, jako je mechanika, termodynamika,
elektromagnetismus ale i ve spousté oblastech mimo fyziku.

Integralni pocet nam pak poskytuje matematicky aparat pro vypocet celkovych efekta
fyzikélnich jevt, kdy jejich vyuziti mizeme aplikovat napiiklad k vypoctim rozlozeni hmoty,
energie ¢i pravdépodobnosti fyzikalniho jevu v prostoru a ¢ase. Konkrétnim piikladem vyuziti
veli€iny a spoustu dalSich.

Pravé tohle propojeni matematiky a fyziky umoziuje fyzice formulovat matematické
modely fyzikalnich jevii a provést sofistikované vypocty, které ndm pomahaji porozumét jeviim
Vv naSem svété. Zaroven matematicka analyza konkrétnich fyzikalnich problému posiluje
chapani matematickych konceptu a jejich aplikaci v praxi.

Béhem studia jak matematiky, tak fyziky, je dulezité poukazovat na dalezitost vztahu
téchto dvou disciplin, které se navzajem obohacuji a potvrzuji své koncepty a myslenky. Cilem
studia by mélo byt porozuméni problematik v $ir§im kontextu a v ramci toho zaroven rozvijet
analytické a kritické mysleni. Dilezitym aspektem je dale také vyuzitelnost ziskanych znalosti

a dovednosti, coZ nam prave propojeni matematické analyzy a fyziky nabizi.

24



4.2 Studie o efektivité integrace matematiky a fyziky ve vyuce

Studie o integraci matematiky a fyziky ve vzdélavani STEM (Science, Technology,
Engineering, and Mathematics) zdUraziuji vyznam propojeni teoretického uceni s praktickymi
aplikacemi (Smith & Jones, 2019). Jednim z piikladi je studie zaméfena na integrovany kurz
matematiky a fyziky pro studenty prvniho ro¢niku inzenyrstvi, ktera ukazuje, Ze modelovani
redlnych problémti mize vyznamné zlepsSit porozuméni studentli a rozvoj jejich dovednosti
(Brown & Green, 2020). Hlavnim cilem této studie bylo analyzovat modely vytvoiené studenty,
hodnotit efektivitu pedagogického piistupu a zkoumat piinosy integrativniho vzdélavani.
Studie zjistila, Ze zatimco vétSina studentli dokéazala uspéSné vytvofit teoretické modely,
aplikace téchto modelil na redlné scénare byla sloZzitéjsi, coz naznacuje potiebu vétsiho zapojeni
praktickych aktivit do kurikula (Brown & Green, 2020).

Dalsi vyzkum zdiraziiuje dulezitost praktickych zkuSenosti ve vzdélavani jako
prostfedku ke zlepSeni propojeni mezi teoretickymi znalostmi a jejich praktickym vyuzitim.
Studie provedena v italském vzdélavacim kontextu ukazuje, Ze programy stiidani Skoly a prace
(School-Work Alternation, SWA) mohou efektivné pieklenout mezeru mezi téidnimi
aktivitami a skutecnymi pracovnimi zkuSenostmi (Rossi et al., 2018). Tento piistup nejenze
zvySuje relevantnost akademického uceni pro studenty, ale také zlepSuje jejich vniméni
zaméstnatelnosti a rozviji klicové dovednosti potfebné na souc¢asném trhu prace (Rossi et al.,
2018).

Vyzkumy také ukazuji, Ze integrace fyziky a matematiky prostfednictvim modelovacich
aktivit a interdisciplinarnich projektlh mize obohatit vzdélavaci zkuSenost studentll, coz vede k
hlub§imu porozuméni a lepsi pfipravenosti na sloZité problémy v redlném svété (Johnson &
Lee, 2021). Timto zpisobem je mozné studentim ukdazat, jak teoretické koncepty matematiky
a fyziky mohou byt aplikovany na praktické problémy, coZ zvySuje jejich motivaci a
angazovanost ve vyuce (Johnson & Lee, 2021).

Tyto studie tedy naznacuji, Ze propojeni matematiky a fyziky v kontextu praktickych
aplikaci je efektivni metodou pro zlepSeni vzdélavaciho procesu. PfinaSi nejen hlubsi
pochopeni teoretickych koncepta, ale také pfipravuje studenty na praktické vyzvy, se kterymi
se mohou setkat ve své profesni kariéte (Smith & Jones, 2019; Brown & Green, 2020; Rossi et

al., 2018; Johnson & Lee, 2021).

25



4.3 Ulohy pro aplikaci matematické analyzy ve fyzikalnich tilohach

V ramci této casti prace jsem se zamétil na zkoumani schopnosti studentii druhého
ro¢niku bakalafského studia ucitelstvi matematiky pro zakladni Skoly na Pedagogické fakulté
Univerzity Palackého v Olomouci aplikovat matematickou analyzu v kontextu fyzikalnich uloh.
Pro tento ucel jsem ptipravil sadu ¢tyt uloh, pfiCemz dvé z nich byly zaméteny na diferencialni
pocet a dvé€ na integralni pocet.

Ukolem studentt bylo tyto ulohy vyfesit, pfi¢emz k dispozici méli nejen zadani, ale i
teoreticky doplnék ke kazdé tloze. Tento doplnék slouzil k pfipomenuti teoretickych zakladi a
poskytl potfebné informace k uspeSnému vyieSeni uloh. Cilem bylo zjistit, jak studenti dokazou
aplikovat teoretické poznatky z matematické analyzy na konkrétni fyzikalni problémy a jaky
maji ptistup k feSeni téchto uloh.

Je dulezité poznamenat, Ze se jednalo o koncepty uloh, u nichz se nékteré mohly jevit
jako Spatné konstruované. Ne kazdy student ma blizko k fyzice a nckteré ulohy mohly
pfedstavovat vétsi vyzvu pravé kvili fyzikdlnimu kontextu. Ptfesto je klicové, aby studenti
pochopili, jak matematicka analyza ptesahuje do jinych obort a jak miize byt aplikovana na
realné problémy.

Pomoci nasledného dotazniku, ktery si pfedstavime Vv dalsi ¢asti této prace, jsem chtél
zjistit, zda studentiim tyto tlohy piijdou vhodné pro vyuku matematické analyzy a co jim pii
feSeni téchto tloh chybélo, aby byly ticelné a pochopitelné. Tento zpétnovazebni proces mél za
cil identifikovat slabd mista v konstrukci tloh, ziskat cenné podnéty pro jejich ptipadné
vylepSeni a zaroven zdlraznit vyznam aplikace matematickych konceptil v riznych v&dnich
disciplinach.

Na nésledujicich stranéach je uvedena ukazka uloh, které studenti obdrzeli a néasledné
jejich feseni. Tyto tlohy zahrnuji dvé zaméfené na diferencidlni pocet a dvé na integralni pocet,
kazda doplnéna o teoreticky piehled nezbytny k jejich vyfeSeni. Poté si piedstavime a
vysvétlime, pro¢ byly zvoleny pravé tyto Glohy a jaky byl jejich specificky ucel. Cilem je
ukazat, jakym zpGsobem mély tulohy pfispét k rozvoji schopnosti studentli aplikovat
matematickou analyzu v kontextu fyzikalnich problémd, a také identifikovat klicové dovednosti

a znalosti, které jsou pro uspésné feSeni téchto tiloh nezbytné.
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VYUZITi INTEGRALNIHO POCTU VE FYZICE

Uloha 1.

Zadani: Uvazujme hmotny bod pohybujici se pfimocare se zrychlenim a = 3,4 m - s~2. Uréete
rovnici rychlosti a drahy. V &ase t = 0 s byla po&ateéni rychlost v, = 0 m- s~ a pocate¢ni
draha sy = 0 m. Vypoctéte rychlost a drahu v aset = 3 s.

Teoreticky doplnék: Z diferencidlniho poctu vime, Ze derivace drahy podle ¢asu je okamzita
rychlost a derivace rychlosti podle ¢asu je okamzité zrychleni.

Uloha 2.

Zadani: Ve valcové nadobé s plochou dna S = 0,035 m? je nalita voda do vysky h = 0,25 m.
Voda vytéka otvorem na dné nadoby o obsahu s = 0,0003 m?2. Za jakou dobu vyteée z nddoby
vSechna voda? Vytokovy soucinitel je u = 0,6.

Teoreticky doplnék: Pro vytokovou rychlost mizeme pouzit vztah
V=WU-'S"4/2-g-h,

kde u je vytokovy soutinitel, g je tihové zrychleni (g = 9,81 m - s™2) a h je vzdélenost, kterou
urazi béhem vytoku hladina vody.

Pro vypocet Casu, za ktery vytece voda z nadrze pouzijeme vztah
hs
t = fO ;dx

Je tfeba si uvédomit, které hodnoty jsou neménné — konstantni a které se ndm v pribéhu ¢asu
meéni.
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VYUZITi DIFERENCIALNIHO POCTU VE FYZICE

Uloha 3.

Zadani: Zvysky hy =10m je vyhozen kamen kolmo vzhlru s pocatecni rychlosti

vy = 25m-s~1. Jakou rychlost bude mit kdmen v ase t = 2s? Jaké maximalni vysky

dosédhne a za jaky ¢as? UvaZzujme g = 10 m - s~ 2.

Teoreticky doplnék: Pro vypocet vyuZijeme vztah pro vypocet okamzité vysky h télesa béhem

svislého vrhu
1 .2
h:h0+vot_zgt,

kde h je okamzita vyska télesa v Case t, hy pocatecni vyska télesa a g je gravitacni zrychleni.
Musime si uvédomit, Ze vztah pro vypocet okamzité vysky je predpisem pro drahu télesa, tudiz

jeho prvni derivaci podle ¢asu bude okamzitd rychlost télesa v ¢ase t.

Uloha 4.

Zadani: Pro drahu harmonického pohybu plati y(t) = y,,sin(wt + ¢,). Odvodte vztah pro
vypocet okamzité rychlosti, okamzitého zrychleni a vypoctéte jejich hodnoty v ¢ase t = 3 s,

1 a 9,=0m (tj. téleso se veéase t = 0s nachazi

jestlize y,, =0,15m, w = 37“ *S
v rovnovazné poloze).

Teoreticky doplnék: Harmonicky pohyb kona zpravidla harmonicky oscilator. Jde o téleso,
které harmonicky kmitd kolem své rovnovaziné polohy a jeho zavislost vychylky, okamzité
rychlosti a okamzitého zrychleni na ¢ase je dana harmonickou funkci sinus, nebo cosinus.

Zavislost okamzité vychylky y (tj. polohy) na ¢ase t je dana vztahem

y(t) = ymsin(wt + @),

kde y,, je absolutni hodnota maximalni vychylky, tj. amplituda, parametr w znaci uhlovou

frekvenci a ¢, pocatecni fazi kmitavého pohybu télesa v case t = 0.
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3.)

v=fadtzat=3,4-3=10,2m-s_1

t2 1 1
s=fvdt=fatdt=a—=—at2=—-3,4-32=15,3m

2 2 2

fh S d S jhld
X = X =
0o U'S"J2-g-x ,u-s-1/2go\/§ u-s
S h S
= [2vx] = [2vh-0] =
H-S- Z-g [ ]0 M S. 2.g [ ] #-
- 24/0,2
0,035-2,/0,25 _43.9s

~0.6-00003-v2 981

v=v0—gt

v=25-10-2=5m-s!

v=v0—gt
0=25-10¢t
t=25s

1
h = hy +v0t—5gt2

1
h=10+25-2,5—z-10-2,52

h=41,25m
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4.)

y(t) = Ymsin(wt + @)
y(3)=0,15m

g =w
f'(g(t)) =y, cos(g(t)

v(t) =g' (1) f(g(1)) = @ ymcos(wt + @y))

v(3)=0m-s1

g =w

fg(®) =-w-y, sin(g(t))

a®) =g’ ® - f(g() = —@? - ypusin(wt + @o))
a(3) =-3,331m-s?
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Nyni si predstavime jednotlivé Ctyfi ulohy a ke kazdé z nich si uvedeme, pro¢ jsme je

zaclenili do testovych tloh a co bylo jejich zdmérem z hlediska vyuky matematické analyzy.

Uloha &.1

Tato uloha je zamétena na aplikaci integrace jakozto operace inverzni k derivovani, coz
umoziuje uréovani funkci z jejich derivaci. Studenti maji integrovat zrychleni, aby urcili
rychlost, a nasledn¢ integrovat rychlost, aby urcili drahu. Timto zpisobem uloha ukazuje, jak
zrychleni, rychlost a drdha spolu souviseji a jak se pomoci integralniho po¢tu mohou odvodit z
jedné veli¢iny dalsi veli¢iny popisujici pohyb hmotného bodu. Uloha tak zdiraziuje prakticky

vyznam integrace v kontextu fyzikalnich jevi.

Uloha &.2

Jako dalsi jsme zvolili tlohu na aplikaci integrace pfi urovani doby, za kterou vytece
voda z nadoby. Studenti maji pouzit integralni pocet k urceni ¢asu potifebného k tplnému
vyprazdnéni nadoby, pfi¢emz musi zohlednit proménlivou vysku hladiny vody. Naschval jsem
uvedl ¢len dx a zdlraznil jsem, Ze si musi uvédomit, co je proménliva veli¢ina v tomto piipadé
a co jsou neménné konstanty. Uloha ilustruje, jak integrace umozituje fesit problémy, kde se

méni hodnoty v €ase, konkrétné v piipad¢ hydrodynamiky.

Uloha &.3

Zde jsme se zaméfili na aplikaci derivaci pii feSeni problémii mechaniky, konkrétné pti
uréovani okamzité rychlosti a vysky télesa. Studenti maji pouzit derivaci drahové funkce h(t),
aby nasli rychlost v(t). Derivace drahy podle ¢asu dava okamzitou rychlost, coz ilustruje
prakticky vyznam derivace ve fyzice. Kromé toho tiloha zahrnuje nalezeni maximalni vysky
t8lesa, coz vyzaduje analyzu kritickych boda funkce. Uloha tak zdiraziiuje, jak derivace

umoznuji fesit a ur€ovat kli¢ové veli¢iny pohybu, jako jsou rychlost a vyska.

Uloha &.4
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Uloha je zaméfena na aplikaci derivaci pii feSeni problémi harmonického pohybu.
Studenti maji pouzit prvni derivaci funkce polohy y(t), aby odvodili okamzitou rychlost v(t),
a druhou derivaci této funkce pro vypocet okamzitého zrychleni a(t). Vzhledem k tomu, Ze se
jedna o derivaci slozené funkce, pfiddvame uloze na sloZitosti a ukazujeme dulezitost
pochopeni derivaci slozenych funkci ve fyzice. Uloha tak opét ilustruje prakticky vyznam
derivaci ve fyzice, kde prvni derivace polohy podle ¢asu dava rychlost a druha derivace dava
zrychleni. Ukazuje také, jak se harmonické funkce sinus a kosinus pouzivaji k popisu

kmitavého pohybu, zdiraziujici dulezitost derivaci v analyze dynamickych systémii.
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4.4 Dotaznikové Setieni

Jak jsme jiz zminovali, ke ¢tyfem pfedloZzenym tlohdm jsme doplnili dotaznik, ve
kterém méli studenti ohodnotit nékolik aspektli spojenych s jejich feSenim. Zaroven nds zajimal
nazor studentll na formu uceni pomoci mezipfedmétovych vztaht a propojovani matematickych
konceptli s praktickymi tlohami. Hlavnim cilem dotazniku bylo ziskat zpétnou vazbu na

nasledujici oblasti:

1. Narocnost prikladi

Studenti méli na stupnici od 1 (velmi snadné) do 5 (velmi obtizné) ohodnotit ndro¢nost
kazdého z poskytnutych priklad v ramci testovaci ¢asti. Toto hodnoceni ndm mélo pomoci
zjistit, jak obtizné se ulohy zdaly byt jednotlivym studentim. Samoziejmé¢ na hodnoceni
narocnosti a celkové uspéSnosti feseni se podili skutecnost, zda maji studenti obor matematiky
v kombinaci s fyzikou, zda maji ucitelstvi matematiky jako maior nebo minor atd. Toto
zkoumani ovSem nebylo nasim cilem, protoze se vzdycky setkdvame se tfidou, kde je smés
ruznych kombinaci s matematikou. Nasim zamérem bylo ziskat obecny pfehled o vnimané

obtiznosti tloh napti¢ celym spektrem student.

2. Pocet praktickych priklada

Studenti byli dotdzani, zda by chtéli mit k dispozici vice praktickych ptikladi v rdmci
této problematiky. Tato otdzka ndm pomohla zjistit, do jaké miry jsou studenti motivovani a

ochotni se vice setkavat s praktickymi piiklady béhem svého studia.

3. Hodnoceni pouZziti praktickych prikladi

Studenti méli ohodnotit pouziti praktickych ptikladii jako formy uceni v ramci studia
infinitezimalniho poctu. Zajimalo nés, jak vhodné studentim pfipada zaclenéni praktickych
ptikladi do vyuky, protoze rizni studenti mohou mit odlisné preference a potieby. Nekteri
studenti mohou Iépe chépat a aplikovat teoretické koncepty matematické analyzy, kdyz vidi
jejich praktické pouziti v konkrétnich ulohéch. Pro takové studenty mohou byt praktické

ptiklady nezbytné k hlub§imu porozuméni latky a propojeni teorie s redlnymi aplikacemi.
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Na druhou stranu, néktefi studenti mohou povazovat praktické piiklady za matouci,
pokud jim napfiklad chybi pevné zdklady teoretickych znalosti, nebo pokud davaji pfednost
abstraktn&jSimu, Cisté matematickému pfistupu k uéeni. Ziskani zpétné vazby na tento aspekt
nam umozni lépe porozumét, jaky dopad maji praktické piiklady na rizné typy studentii a jak

efektivné je vyuzit pfi vyuce infinitezimalniho poctu.
4. DalSi poznamky, navrhy nebo komentare
Studenti méli prostor pro sdileni dal§ich pozndmek, navrhii nebo komentart tykajicich
se praktickych ptikladi nebo této testovaci Casti. Tato ¢ast dotazniku ndm poskytla cenné

informace a zpé&tnou vazbu piimo od studentti, coz nam umozni 1épe prizptisobit obsah a formu

vyuky jejich potfebam a preferencim.

Na dal$i strané si predstavime pouzity dotaznik v podobé, ve které byl predlozen

studentim.
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DOTAZNIK

1. Na stupnici od 1 (velmi snadné) do 5 (velmi obtizné), jak byste ohodnotili naro¢nost
prikladd poskytnutych v ramci této testovaci ¢asti?

Priklad ¢.1: 1 2 3 4 5
Priklad ¢.2: 1 2 3 4 5
Priklad €.3: 1 2 3 4 5
Priklad ¢€.4: 1 2 3 4 5

2. Myslite, Ze byste méli mit k dispozici vice praktickych pfikladd v ramci této
problematiky?

o Ano

3. Jak hodnotite pouziti praktickych prikladli jako formy uceni v ramci studia
infinitezimalniho poctu?

o Velmi vhodnd forma uceni
o Vhodna forma ucéeni

o Neutrdlni

o Méné vhodna forma uceni

o Zcela nevhodna forma uceni

4. Mate-li néjaké dalSi poznamky, navrhy nebo komentaie tykajici se praktickych

prikladd nebo této testovaci ¢asti, prosim, sdilejte je zde.
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5 Vyhodnoceni testovych tloh a dotazniki

Vyhodnoceni testovych uloh a dotaznikl je kliCovou soucésti naseho vyzkumu, jehoz
cilem je ziskat presny a komplexni piehled o znalostech a dovednostech studentii. Zamétime se
nejprve na hodnoceni jednotlivych ze Ctyt uloh, které byly souc¢asti naSeho testu. Kazda tloha
je posuzovana na zaklad¢ pfedem stanovenych kritérii, kterd zohlediuji jak spravnost odpovédi,
tak 1 postup. Testovani a dotaznikového Setfeni se zacastnilo 32 studentd 2. ro¢niku
Pedagogické fakulty Univerzity Palackého bakaldrského studia ulitelstvi matematiky pro
zakladni skoly.

Krom¢ hodnoceni testovych uloh vénujeme také znacnou pozornost vyhodnoceni
dotaznikt, které poskytuji cennou zpétnou vazbu od studentl. Tyto dotazniky jsou navrzeny
tak, aby shromazd’ovaly informace o subjektivnich pocitech studentii vici obtiznosti
jednotlivych tloh a ptinosnosti. Analyza téchto dat nam umoziuje Iépe porozumét tomu, jak
studenti vnimaji své vlastni schopnosti a jaké maji preference a potfeby ve vyuce. Sbér téchto
informaci je zasadni pro Upravu vyukovych metod a materidli tak, aby lépe odpovidaly
potfebam studentt.

Dal$im vyznamnym aspektem naseho vyzkumu jsou komentare, které nam studenti
poskytli. Tyto komentéie nabizeji hlubsi vhled do jejich potieb a Casto obsahuji konkrétni
navrhy na zlepSeni uloh a vyuky obecné. Na zakladé¢ téchto zpétnych vazeb modifikujeme nase
ulohy a ptizpusobime je tak, aby 1épe vyhovovaly potfebam studentti. Naptiklad, pokud studenti
opakované poukazuji na urcitou tlohu jako pfili§ obtiZnou nebo nejasnou, ptehodnotime jeji
konstrukei a pfipadné ji upravime.

Kromeé toho, na zaklad¢€ pozadavki studenti, nasledné vytvotime nékolik novych tloh,
které 1épe reflektuji jejich zajmy a potieby. Tyto nové tlohy budou navrzeny tak, aby nejen
testovaly znalosti, ale také podporovaly kritické mysleni a kreativitu.

Pti tvorbé& novych uloh je tfeba dbat na to, aby byly formulovany s ohledem na to, Ze ne
vSichni studenti maji hluboké znalosti fyzikalnich konceptil a principl. To znamena, Ze ulohy
by mély byt sestaveny tak, aby byly pochopitelné a feSitelné Cisté na zakladé matematickych
znalosti a se zakladnimi znalostmi z oboru fyziky.

Zaroven nam to umozni vylepSeni teoretickych dopliikii pro poskytnuti Gvodnich
fyzikélnich konceptii nebo jejich strucné vysvétleni v ramci Gloh pro lepsi porozuméni a
aplikaci matematickych principil v riznych kontextech. Timto zplisobem mizeme zajistit, Ze
hodnoceni bude spravedlivé a reflektujici skutecné matematické dovednosti studentdi, aniz by

bylo negativné ovlivnéno jejich potencidlnim nedostatkem znalosti ve fyzice.
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Je také dilezité zduraznit, ze testové ulohy a dotazniky posuzujeme oddélené. Pti naSem
vyzkumu jsme test s llohami nepftifadili pfimo k dotazniku, coz znamend, ze jsme nehledali
piimou spojitost mezi uspésnosti feSeni tloh a postoji studentti k témto ulohdm. Tento piistup
nam umoziuje analyzovat kazdy prvek samostatné a ziskat Cisty pohled na matematické
schopnosti studenttl a jejich ndzory bez vzajemného ovliviiovani.

Jelikoz mam vzdélani jak v matematice, tak ve fyzice, mohu mit zkresleny pohled na
naro¢nost uloh. Pfirozené bych mohl predpokladat, Ze urcité koncepty jsou studentlim jasné, i
kdyz tomu tak nemusi byt. Pravé proto jsou pro m¢ komentare a zpétna vazba od studenta
nesmirn¢ dulezité. Pomahaji mi eliminovat tento potencidlni zkresleny pohled a zajistit, ze
ulohy budou Iépe odpovidat skutecnym schopnostem a potfebam studentt.

Timto zplisobem se snazime vytvofit vyukovy materidl, které podporuje vSechny
studenty v jejich vzdélavacim procesu. Analyza zpétné vazby a nésledna Uprava tloh jsou
klicové kroky, které nam umozni Glohy pfizpusobit tak, aby byly co nejvice efektivni a pfinosné

pro vsechny studenty.

37



5.1 Vyhodnoceni testovych uloh

Pti hodnoceni testovych uloh jsme zvolili dvoubodovy systém, ktery nam umoziuje
efektivné a spravedlivé posoudit znalosti a dovednosti studentll. Tento systém je navrzen tak,
aby reflektoval jak pochopeni fyzikalnich koncepti, tak i schopnost aplikovat matematické
metody, konkrétn¢ derivace a integrace, pii feSeni fyzikalnich uloh. Studenti védéli, zda v
konkrétni tloze pouzit derivaci nebo integraci, a byli vybaveni nezbytnou fyzikalni teorii, aby

mohli své matematické znalosti uspésn¢ aplikovat.

Systém hodnoceni uloh:

Kazda uloha byla hodnocena na zaklad¢é dvou klicovych aspektti, z nichz kazdy mohl

studentovi pfinést maximalné jeden bod:
1. Bod za pochopeni fyzikalniho pFikladu a aplikaci infinitezimalniho po¢tu:
Tento bod ziskali studenti, pokud spravné pochopili fyzikalni kontext tlohy a védéli, co
derivace nebo integrace ptredstavuje v daném piipad¢€. Tento aspekt hodnoceni reflektuje jejich
schopnost propojit fyzikalni teorii s matematickymi ndastroji, coz je zasadni pro spravné

uchopeni a feSeni tlohy.

Priklad: Pokud Gloha zahrnovala vypocet rychlosti z drdhy pomoci derivace, student musel

rozpoznat, Ze derivace drahy podle ¢asu predstavuje rychlost.
2. Bod za uplné a spravné reSeni ulohy:
Tento bod byl udélen pouze tehdy, pokud student ziskal prvni bod za pochopeni
fyzikélniho ptikladu. Ziskani tohoto bodu znamen4, ze student nejen spravne pochopil tlohu,

ale také uspésné aplikoval matematické metody a dospél ke spravnému vysledku.

Priklad: Po identifikaci, ze je tfeba pouzit derivaci, musel student spravné provést viechny

vypocty a dojit k spravnému vysledku rychlosti.
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Piiklady hodnoceni:

e Student A

Pochopil fyzikélni kontext tllohy a véd¢l, Ze je tfeba pouzit derivaci (1 bod).
Uplné a spravné vyftesil Glohu, véetnd viech vypoéti (1 bod).

Celkové hodnoceni: 2 body.

e StudentB

Pochopil fyzikalni kontext tlohy a védél, Ze je tfeba pouzit derivaci (1 bod).
Udglal chybu ve vypoctech a nedospél ke spravnému vysledku (0 boda za Gplné fesent).

Celkové hodnoceni: 1 bod.

e Student C

Neidentifikoval spravné fyzikalni kontext tlohy, a tedy nespravné uchopil problém (0 bodi).
Bez spravného pochopeni nemohl ziskat druhy bod za feseni.

Celkové hodnoceni: 0 bodu.

Na nasledujicich strankach predstavime Uspé$nost feseni studentd, véetné grafického
zpracovani. Pocty ziskanych bodii budou jasné odraZet, jak si studenti vedli podle nami
nastavenych kritérii. Kazdy bod bude ukazovat, zda studenti spravné pochopili fyzikalni
kontext tlohy a aplikovali pfislu§né matematické metody, jako je derivace a integrace, a také
zda dospéli k Uplnému a spravnému feseni. Ve zvoleném hodnoticim systému bude podle poctu
bodi ztejmé, do jaké faze piiklad dokazali vyfesSit, coz nam umozni detailné zhodnotit jejich

schopnosti a znalosti v danych tlohach.
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Priklad ¢.1: Pohyb hmotného bodu — integralni pocet

= 0 bodu
1 bod
® 2 body

Obrazek 6: Vyhodnoceni tispé$nosti feseni ulohy ¢.1.

e 0 bodii - 26 studentii:
VétSina student (26 z 32) nebyla schopna spravné pochopit fyzikdlni kontext tlohy, coZ
naznacuje, zZe tloha mohla byt pro né pfili§ obtiZzna nebo Ze chybi potiebné zéklady.

e 1bod - 0 studentii:
Zadny student nedosahl pouze jednoho bodu, co ukazuje, Ze ti, kdo pochopili ulohu, ji také
dokézali spravné vyfiesit.

e 2body - 6 studenti:
Pouze 6 studentli ziskalo plny pocet bodii, coz znamena, ze tito studenti nejen pochopili tlohu,

ale také spravné provedli vSechny vypocty.
Komentar: Tento ptiklad byl pro vétSinu studentii obtizny, coz miize ukazovat na potiebu

lepsiho vysvétleni zdkladnich fyzikdlnich principi a jejich aplikace v kontextu

infinitezimalniho poctu.
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Priklad ¢.2: Vytékani vody z nadoby — integralni pocet

= 0 bodu
1 bod
® 2 body

Obrazek 7: Vyhodnoceni tispé$nosti feseni ulohy ¢.2.

e 0 bodii - 28 studentii:

VétSina studentl opét nedokdzala spravné identifikovat fyzikalni kontext ulohy.
e 1bod - 2 studenti:

Dva studenti pochopili tlohu, ale ud€lali chybu ve vypoctech.
e 2 body - 2 studenti:

Dva studenti tlohu tspésné vytesili.
Komentar: Tento ptiklad byl také velmi naro¢ny, coz naznacuje, ze je tieba vice procvicovani

a lepsi vysvétleni teoretickych zakladi. Maly pocet studentli dosahl ¢aste¢ného nebo tplného

uspéchu, coz mize znamenat, ze (loha byla pfilis slozita nebo nedostatecné vysvétlena.
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Piiklad ¢.3: Pohyb télesa ve svislém vrhu — diferencialni pocet

= 0 bodu
1 bod
® 2 body

Obrazek 8: Vyhodnoceni tispé$nosti feseni ulohy ¢.3.

e 0 bodii - 26 studentii:

Stejné jako u predchozich ptikladl vétSina studentl nepochopila fyzikalni kontext.
e 1bod - 2 studenti:

Dva studenti pochopili ulohu, ale ud¢€lali chybu ve vypoctech.
e 2 body - 4 studenti:

Ctyfi studenti tlohu Gsp&$né vyiesili.
Komentar: Podobny trend jako u pfedchozich tloh. VétSina studenti nepochopila zdkladni

koncepty, coz ukazuje na potiebu zlepSeni v oblasti zdkladniho vykladu fyzikalnich a

matematickych pojmd.
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Piiklad ¢.4: Rychlost a zrychleni harmonického pohybu — diferencidlni pocet

= 0 bodu
1 bod
® 2 body

Obrazek 9: Vyhodnoceni tispé$nosti feseni ulohy ¢.4.

e 0 bodii - 29 studentii:

Tento ptiklad byl nejvice problematicky, protoze 29 z 32 studentl neziskalo ani jeden bod.
e 1bod - 2 studenti:

Dva studenti pochopili ulohu, ale ud¢€lali chybu ve vypoctech.
e 2 body - 1 student:

Pouze jeden student tilohu uspésné vyresil.
Komentar: Tento piiklad byl pro studenty extrémné ndaroCny. Velmi nizkd uspéSnost

naznacuje, ze uloha byla bud’ pfili§ slozit4, nebo ze studentim chybély potiebné zaklady k

jejimu pochopeni.
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Celkové zhodnoceni

Z vysledkt je ziejmé, ze vétSina studenti méla znacné potize s pochopenim fyzikalnich
prikladii a jejich spravnym vyfesenim. Ziskani 1-2 bodt bylo spiSe vyjimecné, coz naznacuje

nékolik klicovych potieb:

e Lepsi vysvétleni zakladnich fyzikalnich a matematickych koncepti:
V piipad¢ propojovani matematické analyzy s fyzikalnimi ptiklady je nezbytné nejprve

poskytnout vice teorie a zakladnich prikladii pfed pfechodem na slozité€jsi ulohy.

e Vizualizace a praktické ukazky:
Grafické znazornéni mize studentim pomoci Iépe pochopit zadani a souvislosti mezi fyzikou

a matematikou.

e Vice procvicovani:
Studenti potiebuji vice ptilezitosti k procvicovani, aby si mohli upevnit znalosti a zlepSit své
dovednosti v feSeni uloh.

e Jednodussi uvodni priklady:
Misto za€inani s naroénymi aplikacemi je vhodné zacit s jednodussimi ptiklady, které postupné
piivedou studenty k hlubSimu pochopeni problematiky infinitezimalniho poctu a jeho aplikace

ve fyzice.

Na zakladé naslednych odpovédi z dotaznikd a komentatii studentt se pokusime vybrat
priklady, které by bylo vhodné ptepracovat, pfipadné k nim vytvofit vyukové materidly.
Pokusime se vytvofit materidly, které by se zaméfovaly na zakladni ptiklady popisujici danou
problematiku a zaroven poskytovaly hlubsi pohled do problematiky infiniteziméalniho poctu.

vvvvvv

aplikace v budoucnosti.
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5.2 Vyhodnoceni dotazniki

Vysledky naseho dotazniku budeme zpracovavat nasledovné:

Hodnoceni naroc¢nosti prikladii:

Pro kazdy ptiklad (piiklad ¢. 1 az priklad €. 4) shromézdime hodnoceni na stupnici od
1 (velmi snadné) do 5 (velmi obtizné¢). Vysledky budeme analyzovat pomoci priimérného
hodnoceni pro kazdy ptiklad, abychom zjistili, jak obtizné se studentim zdaly jednotlivé
ptiklady. Tyto vysledky graficky znazornime, abychom m¢li jasny piehled o rozlozeni

obtiznosti piikladd.

Potieba vice praktickych prikladii:

Odpovédi na otazku, zda by studenti méli mit k dispozici vice praktickych ptikladd,
budeme analyzovat procentualng. Zjistime, kolik studentii odpovédélo ,,Ano* a kolik ,,Ne®.
Tyto udaje ndm pomohou pochopit, zda je potteba zvysit pocet praktickych ptikladd v ramci

této problematiky.

Hodnoceni vhodnosti pouZziti praktickych piikladia jako formy uceni:

Odpovédi na otdzku ohledné¢ vhodnosti pouziti praktickych piikladd pro uceni
infinitezimalniho poctu budeme opét analyzovat procentudln€. Rozd€lime odpovédi do
kategorii (velmi vhodna forma uc¢eni, Vhodna forma uceni, neutralni, mén¢ vhodna forma ucent,
zcela nevhodna forma uceni) a zjistime, jaky nazor maji studenti na tento zpisob vyuky.

Vysledky rovnéZ graficky zndzornime, aby byl jasné viditelny celkovy ndzor studentt.

Na zaklad¢ téchto vysledkid budeme schopni Iépe porozumét nazorim studenti na
naroc¢nost ptikladl, potfebu vice praktickych ptikladu a jejich pohled na pouziti praktickych
ptikladl jako formy uceni.

Déle, v dotazniku byla zahrnuta otazka ¢. 4, ve které jsme se zaméfili na slovni
hodnoceni testovych uloh, popfipadé namétt na vylepSeni. Jak jsme jiz zminili, této otazce
vénujeme samostatnou podkapitolu, kterd nam poskytne velmi pfesny pohled na individualni
pozadavky studentli. Budeme analyzovat v§echny dodatecné poznamky, navrhy a komentate,
abychom Iépe porozuméli specifickym potfebam a navrhiim student. Tyto informace nam
pomohou pii dal§im zlepSovani vyuky a pfizpusobeni studijnich materidli konkrétnim

pozadavkam.
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5.2.1 Hodnoceni narocnosti priklada

Priklad ¢.1: Pohyb hmotného bodu — integralni pocet

Obrazek 10: Hodnoceni naro¢nosti ulohy ¢.1.

Priklad ¢.2: Vytékani vody z nadoby — integralni pocet

Obrazek 11: Hodnoceni naro¢nosti tlohy ¢.2.
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Piiklad ¢.3: Pohyb télesa ve svislém vrhu — diferencialni pocet

Obrazek 12: Hodnoceni naro¢nosti ulohy ¢.3.

Priklad ¢.4: Rychlost a zrychleni harmonického pohybu — diferencialni pocet

Obrazek 13: Hodnoceni naro¢nosti ulohy ¢.4.
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Srovnani naro¢nosti a komentar:

4,70
4,60
4,50
4,40
4,30
4,20

4,10

4,00
3,90
3,80
PF.1 Pr.2 PF.3

Obrazek 14: Srovnani primérného hodnoceni naro¢nosti uloh.

PF.4

Na zéklad¢ vysledkt dotazniki, kde studenti hodnotili naro¢nost jednotlivych uloh na

stupnici od 1 (velmi snadné) do 5 (velmi obtizné), 1ze ucinit nasledujici zavéry:

Priklad €. 1: Primérné hodnoceni 4,06
Priklad €. 2: Primérné hodnoceni 4,31
Priklad €. 3: Prumérné hodnoceni 4,09

Priklad €. 4: Primérné hodnoceni 4,56

vvvvvv

pramérnym skére 4,56. Naopak, tloha ¢. 1 byla hodnocena jako nejméné obtizna, ale i tak s
vysokym primérnym skore 4,06.

Celkové lze fici, ze vysledky hodnoceni naro¢nosti tloh nejsou ptiznivé. Vzhledem k
tomu, ze prumérné skore vSech uloh je velmi vysoké, je zifejmé, Ze studenti vnimali vSechny
ulohy jako obtizné. Tento vysledek naznacuje potiebu piechodnotit a piipadné upravit testové

ulohy.
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5.2.2 Hodnoceni zajmu

Nasim ukolem pfi vyhodnoceni této otazky je zjistit zdjem studentl o danou
problematiku, konkrétn¢ se zamétime na to, zda studenti citi potiebu mit k dispozici vice
praktickych ptikladli vyuzivajicich infinitezimalni pocet v ulohach s fyzikalni tématikou.
Vysledky ndm umozni posoudit, jestli je soucasnd uroven téchto praktickych ptikladi
dostatecnd, nebo zda je tfeba ji zvysit, abychom 1épe vyhovéli potfebam a o¢ekavanim student.
Timto zptusobem ziskame piehled o tom, jak moc je problematika pro studenty zajimava a

uzite¢na.

® ano
® ne

zdrzel/a se

Obrazek 15: Vyhodnoceni z4jmu studentii o danou problematiku.

Na zaklad¢ vysledkl dotazniku, ktery vyplnilo 32 studentti, jsme ziskali nésledujici
odpovédi: 19 studentt odpovédélo "Ano," 11 student odpovédelo "Ne," a 2 studenti se zdrzeli
hlasovéni.

Z celkového poctu 32 studentl vétSina, konkrétné 59,4 % (19 studentil), vyjadiila
potiebu mit k dispozici vice praktickych ptikladii vyuzivajicich infinitezimalni pocet v tlohach
s fyzikélni tématikou. Tato skutecnost naznacuje, ze pro vice nez polovinu dotdzanych je
souCasnd uroven téchto praktickych ptikladi nedostatecna. Naopak, 34,4 % (11 studentl)
uvedlo, Ze soucasnd uroven je pro né vyhovujici, a 6,2 % (2 studenti) se k otdzce nevyjadrili.

Vzhledem k témto vysledkiim je ziejmé, ze pro zvySeni spokojenosti a efektivity vyuky
je vhodné zvazit rozSifeni poctu praktickych ptiklad z oblasti infinitezimalniho poctu
aplikovaného na fyzikalni problémy. To by mohlo pfispét k lepsimu pochopeni a aplikaci

teoretickych znalosti v praktickych situacich, coz je pro studenty klicové.
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5.2.3 Hodnoceni vhodnosti pouZziti praktickych prikladi jako formy
uceni

Cilem této otazky je zjistit nazory studentli na efektivitu vyuzivani praktickych ptikladt
jako formy uceni pfi studiu infinitezimalniho poctu. Otdzka je navrzena tak, aby poskytla
podrobnéjsi pohled na to, jak studenti vnimaji praktické aplikace teoretickych konceptu.
Vysledky ndm pomohou pochopit, zda studenti povazuji praktické ptiklady za pfinosné a

efektivni, a jakou roli by mély hrat v ramci jejich vyuky.

m Velmi vhodna forma uceni

Vhodna forma uceni

10 Neutralni

Méné vhodna forma uceni

m Zcela nevhodna forma uceni

14

Obrazek 16: Vyhodnoceni nazort studentli na vhodnost formy vyuky.

Na zékladé poskytnutych odpovédi jsme ziskali nasledujici rozdéleni ndzorti na pouziti

praktickych ptikladd jako formy uceni v rdmci studia infinitezimalniho poctu:
Pozitivni hodnoceni: (Velmi vhodna forma + Vhodna forma)

- 5 (Velmi vhodna forma) + 14 (Vhodna forma) = 19

19 z 32 studentd hodnoti pouziti praktickych piikladid pozitivné, coz ptedstavuje

59,4 % respondenti.

Neutralni hodnoceni:

10 student hodnoti tuto formu u€eni neutrdln€, coz predstavuje 31,3 % respondenti.
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Negativni hodnoceni: (Méné vhodna forma + Zcela nevhodna forma)

- 3 (Mén¢€ vhodna forma) + 0 (Zcela nevhodna forma) = 3
- 3 z 32 studentil hodnoti pouZiti praktickych ptikladl negativné, coz ptedstavuje 9,3 %

respondentu.

Z vysledkl dotazniku vyplyva, Ze z dotazovanych 32 studentt vétSina (59,4 %) hodnoti
pouziti praktickych ptikladti jako vhodnou nebo velmi vhodnou formu uceni pii studiu
infinitezimalniho poctu. To naznacuje, ze praktické ptiklady jsou obecné povazovany za
efektivni a pfinosnou metodu vyuky. DalSich 31,3 % studentdl ma neutralni postoj, coz
naznacuje, Ze 1 kdyz nejsou zcela presvédceni o vyhodéch této formy uc€eni, nejsou ani proti.
Pouze 9,3 % studentli povaZuje tuto metodu za méné vhodnou.

Na zaklad¢ téchto vysledkl Ize doporucit pokra¢ovani a ptipadn€ i rozsifeni pouzivani
praktickych ptikladli ve vyuce infinitezimalniho poctu, s cilem dale zvysit efektivitu a zdjem

studentil o tuto problematiku.
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5.3 Komentare studentii

Hodnoceni naroc¢nosti ptiklad na stupnici od 1 do 5, stejné jako otazky tykajici se
vhodnosti a mnozstvi praktickych ptikladi, nam poskytuji cenné informace o vnimani
testovych tloh, jakozto podkladu pro vyukové materialy. Z odpovédi studentt jsme zjistili, ze
ackoli vétSina uloh byly povazovany za naro¢né, maji studenti zajem o tuto problematiku a
vetsina z nich si pieje vice praktickych piikladii béhem vyuky. Tento prostor na poznamky
slouzi k ziskdni detailnéjsi zpétné vazby. Komentafe a navrhy ndm umozni 1épe pochopit
potieby a ocekavani, coz nam pomaha tlohy upravit, vyfadit, doplnit nebo k nim vytvofit kratké
vyukové texty, a tim zlepsit jejich celkovou kvalitu a uZzite¢nost.

Uvedeme si nyni nékolik komentaitd, které jsou svym obsahem piinosné pro dalsi
zlepseni nasich vyukovych materiali. Zamétime se tedy na komentare studentt, které zahrnuji
specifické pozadavky na zmény nebo doplnéni uloh, nedostatky, které studenti identifikovali
jako ptekazky k UspéSnému feSeni uloh, a dalsi kli¢ové postiehy. Tyto pozndmky nam
poskytnou hlubsi vhled do toho, co je potieba upravit nebo doplnit, abychom mohli 1épe

ptizpuisobit vyukovy material potiebam studentd a zajistit, ze budou co nejsrozumitelné;jsi a

wevr

Vybrané poznamky/komentare studenti:

o Jelikoz jsem nestudovala stredni skolu, kde by se ve vétsi mire studovala fyzika (byla 2

roky Ix tydné), tak tyto ulohy byly mimo mé schopnosti a dovednosti.

o Mpyslim si, Ze pokud se p7i vyuce da pouzit prakticky priklad, mél by se vyuzit, ale kdyz
neni mozné vymyslet priklad, ktery by byl prakticky, tak je lepsi ten teoreticky. Pri

------

reseni.

e Kdybych studovala fyziku s matematikou, tak by se mi tento styl vyuky S praktickymi

priklady zamlouval. Jelikoz fyziku nestuduji, nedokazu rozklicovat ani zadani.
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o U nekterych prikladii by mi prisla fajn vizualizace. Myslim, Ze to je dobry napad na
zarazeni do uciva. Kdybych méla vice prostudovanou teorii a hlavné obsazenou v zZivé

pameéti, tak by to pro mé bylo mnohem snadnéjsi na vypocitani.

o Az prilis mnoho mimo obor, bez chapani fyzikalnich souvislosti se to tezko resi. Vhodné

pro vuku fyziky, ale v matematice by muselo byt doplnéno o vice souvislosti.

o Dobry napad, ale chybi mi k tomu vice teorie a procvicovani.

o  Myslim, ze kdybychom dané téma alespon trochu probrali, vyresili bychom priklady
snadno. Tim, Ze spousta z nds ani fyziku v poslednich (¢i viibec) rocnicich na stredni

nemeélo, bylo to jako hodit nas do vody a nechat plavat. Chtélo by to trochu vysvetlit.

o Fyzika neni ma silnd stranka, ale zadani bylo zajimavé a po probrani latky si myslim

zvlddnutelné. Pro mé v této situaci to bylo ndarocné.

Na zékladé komentaid studentli mizeme identifikovat n¢kolik kli¢ovych oblasti, na
které bychom se méli zaméfit pii zlepSovani vyukovych materiali. Prvni oblasti je nedostatek
predchoziho vzdélani ve fyzice, ktery mnohym studentim ztéZuje feSeni tloh. Tito studenti
potiebuji zékladni teoretické vysvétleni a podrobnéjsi kontext, aby mohli efektivné pracovat s
danymi ptiklady a my se mohli skute€né zaméfit na prakti¢nost u pfikladli z matematické
analyzy. Bez dostate¢né jasné¢ho kontextu totiz dojde k tomu, Ze se latka mize jevit jesté

Vizualizace pfikladi se rovnéz ukazuje jako piinosnd pro lepSi pochopeni zadani a
souvislosti. Grafické znazornéni miize studentim pomoci 1épe si predstavit problém a usnadnit
jeho feSeni. Kromé toho je potieba zahrnout vice teorie a procvi¢ovani, aby studenti mohli latku
1épe zvladnout a aplikovat. Opakované cvieni a rizné piiklady pfispivaji k upevnéni znalosti

a mohou zvysit sebevédomi studentl pii feseni tloh.
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5.4 Celkové vyhodnoceni

Vyhodnoceni testovych tloh a dotaznik bylo kli¢ovou soucasti naSeho vyzkumu, jehoz
cilem bylo ziskat pfesny a komplexni ptehled o znalostech a dovednostech studentt. Testovani
a dotaznikového Setfeni se zGcastnilo 32 studentd 2. ro¢niku Pedagogické fakulty Univerzity
Palackého bakalarského studia ucitelstvi matematiky pro zékladni skoly. Zamétili jsme se na
hodnoceni ctyt loh, které byly soucasti naSeho testu, a zaroven jsme vénovali znacnou

pozornost vyhodnoceni dotaznikli poskytujicich cennou zpétnou vazbu.

Vysledky testovych uloh:

Testové ulohy odhalily, Ze vétSina studenti méla znacné potize s pochopenim
fyzikalnich ptikladii a jejich spravnym vyiesenim. Ulohy byly obecné hodnoceny jako obtizné,
coz naznacuje potiebu piehodnotit a ptipadné upravit testové tlohy, aby lépe odpovidaly
schopnostem a znalostem studenti. Praimérné hodnoceni obtiznosti v§ech tloh bylo velmi

vysoké.

Zjisténi z dotazniki:

Dotazniky ukézaly, Ze studenti povazovali tlohy za velmi narocné. VétSina studenti
vyjadtila potfebu mit k dispozici vice praktickych ptikladl vyuzivajicich infinitezimalni pocet.
Studenti také pozitivné hodnotili pouziti praktickych ptikladi jako efektivni formy uceni,
pricemz vétsina respondentli méla pozitivni postoj. Negativni hodnoceni této formy uceni byla

minimalni.

Komentare studentii:
Komentare studentti poskytly hlubsi vhled do jejich potfeb a obsahovaly konkrétni

navrhy na zlepSeni.

e Zakladni teoretické vysvétleni a kontext: Nedostatecné ptedchozi vzdélani ve fyzice.
e Vizualizace prikladi: Potfeba grafickych znazornéni a vizudlnich pomticek.

e Vice teorie a procvicovani: Potieba vice pfilezitosti k procvicovani.

e Jednodussi uvodni priklady: Zacit s jednodus$imi piiklady a postupné zvySovat

slozitost.
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Na zakladé téchto zjiSténi jsme se rozhodli piepracovat nékteré piiklady a vytvofit
vyukové materidly, které se zaméiuji na zakladni ptiklady popisujici danou problematiku. Tyto
materialy rovnéz mohou poskytnout hlubsi pohled do problematiky infinitezimalniho poctu.

vvvvvv

aplikace v budoucnosti.
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6 Vytvoreni studijniho textu s ulohami a teoretickym podkladem

V névaznosti na vysledky naseho vyzkumu, ktery odhalil potfebu lepsiho vysvétleni
zakladnich fyzikalnich a matematickych konceptti, jsme se rozhodli vypracovat sadu uloh s
teoretickym podkladem. Tyto ulohy budou slouzit jako studijni text, jenz studentiim poskytne
jasné a srozumitelné vysvétleni fyzikalnich principt a jejich aplikaci pomoci infinitezimalniho
poctu. Tento novy materidl je navrzen tak, aby adresoval hlavni problémy a potieby
identifikované ve zpétné vazbé od student.

Z vysledkt testovych uloh a dotaznikli vyplynulo, Ze mnoho studenti nema dostatecné
predchozi znalosti ve fyzice, coz jim ztézuje pochopeni a feSeni tloh, které propojuji fyzikalni
koncepty s matematickou analyzou. Studenti opakované vyjadiovali potiebu jednodussich a
vice pochopitelnych ptikladd, které by jim pomohly 1épe uchopit zékladni principy a postupné
pfinosna, protoze jim umoznuji 1épe si predstavit a pochopit feSené tlohy. Nové ptipravené

studijni texty proto budou obsahovat:

Teoretické uvody: Kazda sada tloh bude zacinat teoretickym uvodem, ktery srozumitelné
vysvétli zékladni fyzikalni principy relevantni pro dané téma. Tento tivod bude zaméfen na
jednoduché a jasné vysvétleni, aby byl pfistupny vSem studentim bez ohledu na jejich
ptedchozi znalosti fyziky.

Praktické priklady: Po teoretickém tvodu budou nésledovat praktické piiklady, které
demonstruji aplikaci téchto principi pomoci infinitezimalniho poctu. Kazdy ptiklad bude krok
za krokem vysvétlen, aby studenti mohli snadno sledovat a pochopit postup feseni.
Vizualizace: Kde to bude mozné, budou soucasti texti také grafické znazornéni a vizualni
pomucky. Tyto prvky maji za cil usnadnit studentiim pochopeni a vizualizaci problému, coz je
klicové pro uspésné feSeni uloh.

Procvicovaci ulohy: Na zavér kazdé kapitoly budou zafazeny procvicovaci ulohy, které
umozni studentim aplikovat ziskané znalosti a procvicit si nove nabyté dovednosti. Tyto ulohy

budou mit rtizné urovné obtiznosti, aby si studenti mohli postupné zvySovat své kompetence.

Tento pfistup poskytne studentim teoretické zaklady a praktické dovednosti v jasné
strukturovaném materidlu. Cilem je zlepSit jejich schopnost feSit fyzikalni ulohy, zvysit
sebevédomi a z4jem o problematiku. Doufdme, Ze novy material pomuze 1épe pochopit naro¢né

koncepty a podpofi aktivni a kritické mySleni.
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6.1 Uloha &.1 Pohyb hmotného bodu — vyznam derivace a integrace

Teoreticky uvod

Pohyb hmotného bodu je jednim z klicovych konceptli v mechanice. V ptipadé
piimocarého pohybu se zrychlenim, které je konstantni, mizeme vyuzit zakladni principy
infinitezimalniho poctu. Derivace a integrace jsou dva zakladni procesy, které nam umoznuji
analyzovat pohyb. Derivace funkce udava rychlost zmény této funkce, zatimco integrace je

proces, ktery nam umozinuje tuto zménu "nahromadit" zpét. Konkrétné:

ds(t)
dt

Derivace drahy podle ¢asu ndm déva rychlost: v =

dv(t)
de

Derivace rychlosti podle ¢asu ndm dava zrychleni: a =

Integrace zrychleni podle ¢asu ndm dava rychlost: v = [ a dt

Integrace rychlosti podle ¢asu ndm déava drahu: s = [ v dt
Prakticky priklad

Pfedstavme si hmotny bod, ktery se pohybuje se zrychlenim a = 3,4 m-s™2. V &ase
t = 0's je po¢atecni rychlost v, = 0 m-s™! a pocatecni draha s, = 0 m. Tedy bod se za¢ina

pohybovat z klidového stavu z po¢atecni polohy.

a) Vypocet rychlosti

ProtoZe zrychleni a je konstantni, miZzeme najit rychlost v integraci zrychleni podle ¢asu:
v(t) =Jadt=f3,4dt=3,4t+€

kde C je integracni konstanta. Vzhledem k pocatec¢ni podmince v(0) = 0 mame:

0=34-0+C—->C=0

57



Rovnice rychlosti je tedy:
v(t) = 3,4t

b) Vypocet drahy
Nyni integrujeme rychlost v(t) podle ¢asu, abychom ziskali drahu s(t):

1
s(t) =fv(t)dtzf3,4tdt=§-3,4-t2+6 =17t2+C

Vzhledem k pocateénim podminkam je opét integra¢ni konstanta C = 0.
Rovnice dréhy je tedy:
s(t) = 1,7t?

C) Vypocet rychlosti a drahy v ¢ase

Chceme-li zjistit rychlost a drahu v ¢ase t = 3 s:
v(3)=3,4-t=3,4-3=10,2m-s!

s(3)=1,7-t*=1,7-32=15,3m

Procvicovaci ulohy
1) Zrychleni hmotného bodu je a = —9,8 m - s~ 2. Pogate¢ni rychlost je vy = 20 m-s~!
a pocatecni draha je s, = 50 m. Najdéte rovnici rychlosti a drahy. Vypocitejte rychlost
adrdhuv caset = 2.
[v(2) =0,4m-s1; s(2) = 80,8 m]
2) Hmotny bod se pohybuje srychlosti danou rovnici v(t) = 5t? — 2t + 3. V Case
t = 0sje pocatecni draha s, = 0 m. Najdéte rovnici drahy a rovnici zrychleni.
Vypocitejte drahu a zrychleni v Case t = 2 s.
[a(2) =18 m s7?; s(2) = 15,33 m]
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6.2 Uloha &.2 Svisly vrh vzhiiru — graficky vyznam pomoci derivace

Teoreticky uvod
Pro vypocet vyuzijeme zakladni vztahy z kinematiky s naslednym odvozenim za

pomoci matematické analyzy.

Rovnice pro okamzitou vysku h té€lesa behem svislého vrhu je dana vztahem
1
h(t) = hy + vyt — Egtz

kde h(t) je okamzita vySka télesa v Case t, hy je poCateéni vyska télesa, v, je pocatecni rychlost

télesa a g je tihové zrychleni g = 9,81 m - s 2,

Jiz v ptedchozich piikladech jsme zminovali, Ze derivaci drahy podle ¢asu je rychlost a
derivaci rychlosti podle ¢asu je zrychleni. V nasem ptipadé nam drahu reprezentuje vyska. Tedy

konkrétn¢ v tomhle pfipad¢ bude okamzita rychlost télesa derivaci okamzité vysky télesa.

Nyni tedy provedeme derivaci vztahu pro okamzitou vySku a ziskdme vztah pro okamzitou

rychlost:

dh(t)

v =5

vy — gt

Déle provedeme derivaci vztahu pro okamZitou rychlost a ziskdme vztah pro vypocet

okamzitého zrychleni:

dv(t)

alt) =—4;

-9
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Prakticky priklad
Zvysky hy=5m je vyhozen kémen svisle vzhlru
vy =20m-s1,
a) Urcete Cas, kdy je rychlost nulova a vySku v tomto Case.

b) Najdéte Cas, kdy je zrychleni béhem vrhu rovno nule.

Rychlost kamene je nulov4a, kdyz dosdhne maximalni vysky.

v(t) = 0m-s™ L

v(tmax) =V — Jtmax =0

Maximalni vyska je dana dosazenim tohoto ¢asu do rovnice pro drahu:

1
h(tmax) = ho + Volmax — Egtmaxz

s pocateni rychlosti

Najdeme cas, kdy

1
h(2,04) =5+20-2,04—>-9,81" 2,042 = 25,4 m

Rychlost je nulova pravé v okamziku dosaZeni maximalni vySky, coZ odpovida casu

tmax- V grafickém zndzornéni pohybu kamene pfi svislém vrhu mizeme jasné vidét spojitost

derivace funkce vysky (ktera pfedstavuje rychlost) s priibéhem maximalni vysky. V okamziku,

kdy kdmen dosdhne své maximalni vysky, je jeho rychlost nulovd, coz se projevi jako

vodorovna tecna na grafu vySky v zévislosti na Case. Tato teCna, reprezentovana zelenou

ptimkou, ukazuje, ze v bod¢ maximalni vysky se rychlost kamene méni z kladné (pti pohybu

vzhtliru) na zapornou (pii pohybu dolit). V tomto konkrétnim bodé¢, kde je rychlost nulova, je

derivace funkce vySky rovna nule, coz znamen4, ze sklon grafu je zde nulovy. Timto zpiisobem

grafické znazornéni poskytuje vizudlni interpretaci matematické skutecnosti, Ze derivace

funkce vysky je nulova v bodé maximalni vysky, coz odpovidd okamziku, kdy se kamen na

chvili zastavi, nez za¢ne opét padat dola.
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Vygka (m)

F Maximalni vyska
25
20 |
15|
10}
. L L L Gas (s)
1 2 3

Obrazek 17: Demonstrace rychlosti jakozto derivace v bodé.

Druha derivace drahy podle ¢asu, tj. zrychleni, je konstantni a rovna —g. To znamena,
ze zrychleni je konstantni a nikdy neni nulové. Téleso je neustdle ovliviiovano tihovym

zrychlenim smérem doll a nezavisi na Case.

dv(t)
at

2

a(t) = —g=-981m-s"

Tento vysledek ukazuje, Ze téleso je neustale zrychlovano smérem dolii gravitacni silou.

Gravitacni zrychleni je vzdy pfitomné a pusobi na téleso po celou dobu jeho pohybu.

Rychlost (m/s)

20

10|

Cas (s)

-10]

—20f

Obrazek 18: Pribéh rychlosti pfi svislém vrhu vzhiru.
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Na grafu vidime zavislost rychlosti kamene na ¢ase pfi jeho svislém vrhu vzhtru. Na
zacatku, v Case to = 0 s ma kdmen rychlost v, = 20 m - s™1, coZ je zndzorn&no na svislé ose
rychlosti.

V Case t,,4x, kdy kdmen dosahuje své maximalni vysky, je jeho rychlost nulova. Tento
bod je oznacen Cervenym bodem s popiskem ,,v(t) = 0. Po dosaZzeni maximalni vysky zacne
kamen padat zpét, a rychlost se zvétSuje v negativnim sméru. V Case t = 2t,,4, dosdhne
rychlosti stejné velikosti, ale opacného sméru.

Rychlost se méni linearné s ¢asem, coz znamend, ze zrychleni je konstantni a rovno
gravitaénimu zrychleni g = 9,81 m - s™2. Modré Sipky na grafu ukazuji tento linearni vztah a
konstantni zrychleni je zdGraznéno popiskem ,,a(t) = —g*.

Graf poskytuje vizudlni interpretaci pohybu kamene a ukazuje, jak konstantni gravita¢ni
zrychleni ovliviiuje rychlost linearné v prubehu €asu. Tato linedrni zavislost rychlosti na Case
znamena, ze zrychleni, coz je derivace rychlosti, je konstantni. Protoze rychlost je popsana
linearni funkeci, jeji derivace je konstantni hodnota, coz potvrzuje, ze gravitacni zrychleni
pusobi rovnomeérné po celou dobu pohybu kamene. Tento vztah mezi linedrni zménou rychlosti

a konstantnim zrychlenim je kliCovy pro pochopeni dynamiky télesa v gravitaénim poli.

Procvicovaci uloha
1) Na povrchu Marsu, kde je tihové zrychleni g = 3,71 m-s™2 je vyhozen z vysky
ho = 3 m kédmen svisle vzhiiru s po¢ate¢ni rychlosti v, = 15 m - s~1. Jaké maximalni
vysky dosdhne a za jaky ¢as na Marsu a na Zemi?
[Mars: hy = 34,38 m; t = 4,04 s]
[Zemée: hypqy = 14,48 m; t = 1,53 5]
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6.3 Uloha &.3 Vytékani vody z nadoby — vyznam integrace p¥i uréovani

casu

Teoreticky uvod

V tomto piikladu budeme zkoumat, jak dlouho trva, nez vSechna voda vytece z valcové
nadoby. K tomu pouzijeme n¢kolik zakladnich fyzikalnich a matematickych vztaht. Integrace
v tomto kontextu nam umoznuje vypocitat celkovy Cas, za ktery voda vytece z nddoby tim, Ze
vezmeme v Uvahu, jak se vyska hladiny vody (a tim i vytokova rychlost) méni v priabéhu Casu.
Jak se voda vypousti, hladina vody h klesd, coz ovlivituje vytokovou rychlost v, protoze ta

z4visi na Vh.

Obrazek 19: llustrace vytoku vody z nadoby.

h

Vytokova rychlost: Vytokova rychlost vody z otvoru na dné nadoby je dana vztahem

V=WU-S-4/2-g-h,

kde u je vytokova soulinitel, s je obsah otvoru na dné nadoby, g je tihové zrychleni
(g = 9,81 m - s™2) a h je vzdalenost, kterou hladina urazi béhem vytoku vody. Jedna se tedy o
vysku hladiny vody od dna nadoby.

Je tfeba si uvédomit, které hodnoty jsou neménné — konstantni, a které se ndm v pritbéhu
¢asu méni. V tomto piipad¢ je u, s, g konstantni, zatimco h se méni od pocate¢ni vysky po

nulovou hodnotu.
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Integralni vztah pro ¢as: Pro vypocet ¢asu, za ktery vytece voda z nddoby, pouzijeme vztah
hs
t=J, > dh

Nyni dosadime za v:

h S
t=f dh
0#.s.’2.g.h

Prakticky priklad
Ve valcové nadobé s plochou dna S = 0,035 m? je nalita voda do vysky h = 0,25 m.
Voda vytéka otvorem na dné nddoby o obsahu s = 0,0003 m?. Za jakou dobu vytede z nadoby

vSechna voda? Vytokovy soucinitel je u = 0,6.

Nejprve dosadime vSechny konstantni hodnoty:

B fh S - fh 0,035 i
0o U'S-yJ2:-g-h o 0,6-0,0003-,/2-981-h
Nyni provedeme vypocet:
025 1 025 4
t h 2 dh

S S
=— —dh=—J
M'S'/Z'gjo \/ﬁ u-s-/Z-go

Samotnd integrace je poté:

025 4 140,25 0.25
f hZdn=|2nz| = [2vA],
0 0
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Nyni dohromady s dosazenim:

025 0,035
O 0,6-0,0003-2-9,81

240,25 =43,89s

Procvicovaci uloha
1) Ve vélcové nadobé s plochou dna S = 0,05 m? je nalita voda do vysky h = 0,4 m.
Voda vytéka &tyfmi otvory na dné nadoby, kazdy o obsahu s = 0,00025 m?. Za jakou
dobu vytece z nddoby vSechna voda? Vytokovy soucinitel je u = 0,65.
[t =17,055]
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6.4 Uloha &.4 Volny pad — integraéni konstanty ve fyzice

Teoreticky uvod

Volny pad je pohyb télesa pouze pod vlivem gravitacni sily, bez jakéhokoli odporu
prostiedi. Tato situace je idealnim ptikladem pro studium pohybu v ramci klasické mechaniky,
protoze v realnych podminkach vzdy existuje urCity odpor vzduchu. Pfi volném padu je
zrychleni t&lesa konstantni a rovno gravitaénimu zrychleni g = 9,81 m - s 2,

Pti analyze pohybu volné padajiciho télesa mizeme zacit se zrychlenim, které je
konstantni. Z této informace pak pomoci integrace postupné¢ odvodime vztahy pro rychlost a

polohu (vysku) télesa v zavislosti na Case.
Vyznam integracnich konstant:

Integra¢ni konstanty jsou kli¢ové pfi integraci, protoze reprezentuji poc¢ate¢ni podminky
pohybu télesa. Kdyz integrujeme zrychleni, ziskame funkci rychlosti s integracni konstantou,
ktera predstavuje pocatecni rychlost. Kdyz poté integrujeme rychlost, ziskame funkci polohy
(vysky) s dalsi integraéni konstantou, kterd pfedstavuje pocéate¢ni polohu. Pii odvozeni

nebudeme pouZivat pro znafeni zrychleni pismeno a, ale pismeno g, které nam bude

reprezentovat nase tithové zrychleni, pouzité pti volném padu télesa.

v(t)=Jgdt=gt+Cl

Jak jsme si tedy zminili, v tomhle pfipad¢ integracni konstanta C; reprezentuje pocatecni

rychlost. Mizeme tedy vztah napsat jako:
v(t) = gt + vy

Dale pti odvozeni vztahu pro drahu dostavame dalsi integracni konstantu:

1
s(t)=fvdt=§gt2+v0t+62
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V tomhle pfipad¢ ndm integracni konstanta C, reprezentuje pocatecni polohu télesa s,.

Muzeme tedy vztah piepsat jako:
1
s(t) = Egtz + vt + 5

Prakticky priklad
Z vysky hy =50 m je pustén kdmen volnym padem. Uvazujme tihové zrychleni
g = 9,81 m - s~2. Vypocitejte rychlost a vysku kamene v ¢ase t = 3s.
Jiz jsme si ukdazali, jak integraci zrychleni podle ¢asu obdrzime vztah pro okamzitou rychlost.
v(t) = gt+ v,
V nasem ptipad¢ je pocatecni rychlost nulova, tedy dostdvame:

v(3)=981-3+0=29,43m-s!

Obdobné jsme si ukazali odvozeni vztahu pro vypocet okamzité vysky télesa pii volném padu:
1 .
s(t) = Egt + vt + 5

Zde je dulezité opét pfipomenout Ze integrac¢ni konstanta C;, neboli poc¢ate¢ni rychlost v, byla

nulova, coZ ovSem neplati pro integraéni konstantu C,, neboli poc¢atecni vysku télesa.

Po dosazeni:

1
S(t)=§-9,81-32+O-3+50=94-,14-5m
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Rychlost jsme tedy ziskali pfimou integraci zrychleni g. Hodnota rychlosti po 3
sekundéach jsme nasledné vypocitali na zakladé linearni funkce Casu, kde pocatecni rychlost
byla nulova (integra¢ni konstanta C;). Vysku jsme poté vypocitali integraci rychlosti. Po¢ate¢ni
podminka (integra¢ni konstanta C,) byla zohlednéna jako pocatecni vyska 50 m. Vyska po 3
sekundéch byla vypocitana pomoci kvadratické funkce casu ke které jsme pricetli poc¢atecni

vysku.
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6.5 Uloha &.5 Fyzikalni prace — graficky vyznam pomoci integrace

Teoreticky uvod

Prace je v mechanice definovana jako sila plsobici na téleso po urcité draze.
Matematicky je prace W vyjadiena jako integral sily F podle drahy x. To znamena, ze pokud
sila neni konstantni a méni se v zavislosti na poloze, musime pouzit integraci k vypoctu celkové
prace vykonané silou na téleso.

Tento piiklad je zaméfeny na pochopeni, jak integrace umoznuje vypocet plochy pod
ktivkou a jaky ma tento koncept vyznam v redlném svété, konkrétné v kontextu vypoctu prace.
V mechanice je prace vykonand proménlivou silou na téleso pii jeho pohybu po urcité draze
vyjadiena jako integral sily podle drahy. Integral zde ptedstavuje celkovou préci jako soucet

vSech nekoneéné malych ptispévki sily plisobici na téleso v kazdém bodé drahy.
Obecny vzorec pro praci je

W = f;‘fp(x) dx,

kde W je prace, F(x) je sila jako funkce polohy x a x;, x, jsou pocate¢ni a koncova poloha.
Prakticky priklad
Sila F(x) = 2x pusobi na té€leso pohybujici se po ptimce. Urcete praci vykonanou touto
silou pfi pfesunu télesa z polohy x; = 1 m do polohy x, = 4 m.
Nejprve provedeme integraci sily podle uvedeného vztahu jako
— (*2
W = fxl F(x) dx,

kdy po dosazeni dostavame

w = f142x dx.
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Nyni miZeme integral vyftesit:

4 4
W=f2xdx=2fxdx
1 1
W lxzr , l42 12
2 "% 2 2
1
W =15]

Na grafu sily F(x) jako funkce polohy x bude plocha pod kiivkou od x; = 1 m do
X, = 4 m ptredstavovat praci vykonanou silou pfi piesunu télesa. Integral nam vlastné tikd, ze

tato plocha je celkovou praci vykonanou promeénlivou silou.

Sila (N)

| /
a8k

6r F(x)=2x

1 2 3 4

Poloha (m)

Obrazek 20: Graficka interpretace integrace sily.

Procvicovaci uloha
1) Sila F = 10 N pusobi na téleso, které se pohybuje po piimce. Uréete praci vykonanou
touto silou pfi piesunu t€lesa z polohy x; = 0 m do polohy x, = 5 m. Nacrtnéte si graf
sily jako funkce polohy a vyznacte plochu pod kiivkou, kterd ptedstavuje vykonanou
praci. (Pozn.: Sila je konstantni, tedy plocha pod kiivkou by m¢la mit tvar obdélniku.)

W =50]]
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6.6 Uloha ¢.6 Pohyb po naklonéné roviné — analyza pohybu pomoci

integrace

Teoreticky uvod

Pohyb télesa po naklonéné roviné je klasickym piikladem, kde se vyuzivaji zakladni
principy mechaniky a matematické analyzy. Naklonéné rovina je rovinnd plocha, ktera svira
uhel ¢ s vodorovnou rovinou. Kdyz se téleso pohybuje po naklonéné roving€, plisobi na n¢j
nekolik sil, vCetné gravitacni sily, normalové sily a ptipadné tfeci sily. Pro zjednodusSeni
budeme predpokladat, ze se t€leso pohybuje bez treni.

Gravitacni sila F; plsobi dolti s velikosti m - g, kde m je hmotnost télesa a g je tthové

zrychleni (g = 9,81 m + s~2). Tuto silu mizeme rozlozit na dvé slozky:
Slozka rovnobéZzna s naklonénou rovinou:

Fy=m-g-sin ()
Slozka kolma k naklonéné roviné:

Fy =m-g-cos ()

Slozka Fy zpusobuje zrychleni t&lesa podél roviny, zatimco slozka F, je vyrovnana normalovou

silou.

Zrychleni télesa po naklonéné roviné miiZeme urcit pomoci Newtonova druhého
zakona. Newtonlv druhy zékon fikd, Ze vysledna sila F plsobici na téleso je rovna soucinu
hmotnosti m a zrychleni télesa a.

F =ma

V nasem ptipadé je vyslednou silou slozka gravitacni sily rovnobézZzna s naklonénou rovinou:

Fy=m-a

m-g-sin(p)=m-a
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Po upravé ziskdme vztah pro zrychleni:
a=g-sin(p)
Z toho vyplyva, ze zrychleni télesa zavisi na tthlu sklonu roviny a gravitacnim zrychleni.

Nyni si ukadzeme, jak pomoci integrace fesit piiklad pohybu po naklonéné roviné.
Pouzitim odvozenych vztaht dokazeme urcit, jaké zrychleni téleso na naklonéné roviné zaziva
v disledku gravita¢ni sily. Timto zrychlenim mizeme nésledné integrovat, abychom vypocitali
rychlost télesa po urcitém case. Dalsi integraci této rychlosti pak ur¢ime drahu, kterou téleso
po roving urazi. Tento postup ndm umoziuje presné analyzovat pohyb télesa na naklonéné
roviné pomoci matematickych nastrojii infinitezimalniho poctu.

Prakticky priklad

Uvazujme téleso o hmotnosti m = 2kg, které se pohybuje po naklonéné rovin¢ s thlem
sklonu ¢ = 30°. Pocate¢ni rychlost télesa je v, = 0 m-s~1 a pocateéni poloha je s, = 0 m.
Vypocitejte rychlost a drahu télesa po 5 sekundach.

Nejprve integraci zrychleni ziskame rychlost

Pozn.: Samotné zrychleni a je rovno

a=4905m:-s 2.

v(t)=fadt=fg-sin(<p)dt

v(t) = g -sin(p) -t + v,
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Opét nesmime zapomenout na integracni konstantu, kterd v naSem piipadé reprezentuje

pocatecni rychlost vy. Ta je ovSem nulova.
v(5) =9,81-sin(30°):5+ 0
v(5) =24,525m-s!

Jako dalsi provedeme integraci rychlosti podle ¢asu pro odvozeni vztahu pro urazenou drahu

télesa.

s(t)=fvdt=f(g-sin(<p)-t+ Vo) dt

1
s(t) = E-g-sin(go)-t2 + vt + Sg

Opét miiZzeme vidét, Ze se nam integracni konstanta projevila pii odvozeni ve formé pocatecni

polohy. Ta je ovSem v naSem ptipad¢ opét nulova.

Po dosazeni dostavame
1
s(5) = > 9,81 -sin(30°) 52+ 0-5+0

s(5) =61.3125m

Nyni se pokusime vysledky propojit s grafickou reprezentaci.
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Zrychleni (m/s*2)

10+

1 2 3 4

Cas (s)

Obrazek 21: Graf prub&hu zrychleni v ¢ase v kontextu integrace funkce.

V prvnim grafu je zobrazeno konstantni zrychleni t€lesa a = 4,905 m - s™2 v zavislosti
na Case. Plocha pod touto kiivkou reprezentuje celkovou zménu rychlosti télesa béhem dané¢ho
casového intervalu. ProtoZe zrychleni je konstantni, plocha pod kiivkou je obdélnik se stranami

rovnymi zrychleni a ¢asu. Tento obsah obdélniku mizeme vypocitat jako:

S=a't=4905m-s?:-5s5s=24525m-s" !

Tento vysledek, ktery jsme spocetli graficky odpovidad vysledku, ktery jsme vypocetli

numericky pomoci integrace funkce zrychleni.

3
[

Rychlost (m/s)
25 F

20 F
15[

[ v(t) = 4.905 t
10F

Cas (s)

1 2 3 5
Obrazek 22: Graf prubéhu rychlosti v ¢ase v kontextu integrace funkce.
V druhém grafu je zobrazen pribeh rychlosti télesa v Case. Kiivka je linearni, coz

odpovidd konstantnimu zrychleni. Plocha pod touto kiivkou reprezentuje celkovou drahu,

kterou téleso urazi béhem daného ¢asového intervalu. Vzhledem k tomu, Ze rychlost je funkci
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¢asu pii konstantnim zrychleni, plocha pod kiivkou tvofii trojuhelnik. Obsah tohoto trojihelniku

vypocitame jako:

1 1
S=E-t-v(t)=E-55-24,525m-s‘1=61.3125m

Opct jsme si tedy graficky potvrdili a ukazali vyznam feSeni pomoci integrace rychlosti podle

casu.

Draha (m)
60 F
50 F
40

30 F

20

ok s(t) = 2.4525 142

Cas(s)

1 2 3 4 5

Obrazek 23: Graf prub&hu drahy v ¢ase v kontextu integrace funkce.

Ve tfetim grafu je zobrazen prub¢h drahy télesa v ¢ase. Kiivka ma kvadraticky pribéh,
coz je disledkem integrace linearni funkce rychlosti. Tento graf ndm ukazuje, jak draha télesa
roste kvadraticky s ¢asem pfi konstantnim zrychleni. Plocha pod kiivkou rychlosti v druhém
grafu (trojuhelnik) pfedstavuje celkovou drahu uraZzenou télesem, coz je vizualné zobrazeno v

tomto grafu.

Tato vizualizace ukazuje praktické vyuZiti integrace a derivace v mechanice a
demonstruje, jak jsou tyto matematické operace klicové pro analyzu pohybu télesa. Grafické
zobrazeni téchto funkci a jejich interpretace prostfednictvim plochy pod kiivkou pomaha
studentiim Iépe pochopit spojitost mezi témito veli¢inami a vyznam matematickych operaci v

kontextu fyzikalnich problémd.
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6.7 Uloha ¢&.7 Fyzikalni prace — graficky vyznam plochy pod k¥ivkou

Kdyz pracujeme s funkcemi, které mohou byt jak nad osou x, tak pod osou x, ¢asto
analyzujeme plochy, které tyto funkce vytvareji. Tyto plochy maji vyznamné aplikace v
ruznych oblastech fyziky a matematiky, naptiklad pii vypoctu prace. My jsme se jiz s jednim

Fvo e

fyzikélni teorii.

Plocha nad osou x: Tato plocha ptedstavuje kladnou hodnotu integralu. Pokud napiiklad
integrujeme silu podél urcité trasy, tato plocha ptfedstavuje praci vykonanou silou ve sméru

pohybu télesa.
Plocha pod osou x: Tato plocha piedstavuje zapornou hodnotu integralu. V ptipad¢ sily to
znamena, ze sila plsobi proti sméru pohybu télesa, coz snizuje jeho energii. Zaporna plocha
tedy souvisi s negativni praci, ktera se projevuje brzdénim nebo zpomalovanim pohybu télesa.
Prakticky priklad

M¢jme silu F(x) = 2x — 4, ktera piisobi podél osy X. Chceme pochopit vyznam plochy

pod touto kiivkou a nad touto kiivkou, kdyz se téleso pohybuje od x = 0 do x = 5.

Nejprve nalezneme bod, kde sila méni své znaménko. Sila F(x) = 2x — 4 méni znaménko,
kdyz F(x) = 0.

2x—4=0

Integral rozdélime na dvé ¢asti: od x = 0 do x = 2 (kde je sila zapornd) aod x =2dox =5

(kde je sila kladna).

szzF(x)dx+ fSF(x)dx
0 2
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2 5
sz 2x —4dx + f 2x —4dx
0 2
Nyni integraly vypocteme.

2
f 2x —4dx=[x*—-4x]4=(2%2—-4-2)— (02 —-4-0) = —4
0

5
f 2x —4dx =[x?—4x]3=(52-4-5—-(22-4-2)=9
2

Celkova prace vykonana silou F(x) = 2x — 4 pti pohybu télesa od x = 0 do x = 5 je rovna

W=—4+9=5,

-10

Obrazek 24: Graficky vyznam kladné a zaporné prace pomoci integrace.

Kladna prace: V intervalu x = 2 do x = 5, kde je sila kladna, sila a posunuti télesa maji stejny
smér. Sila tedy ptispiva k pohybu télesa, zvySuje jeho energii.
Zaporna prace: V intervalu x = 0 do x = 2, kde je sila zaporna, sila a posunuti télesa maji

opacny smér. Sila tedy ptsobi proti pohybu télesa, snizuje jeho energii.

V této tloze jsme se pokusili vysvétlit koncept plochy nad kiivkou a pod kiivkou, coz

nam umoziuje pochopit vyznam zaporné plochy. Tento pfistup je klicovy pro interpretaci
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zaporné a kladné prace v kontextu mechaniky, kde plocha pod kiivkou piedstavuje praci
vykonanou ve sméru pohybu a plocha nad ktivkou préci ptisobici proti sméru pohybu. Vyznam
téchto konceptl piesahuje ramec fyziky a nachazi uplatnéni v dalSich oblastech, jako je
elektrotechnika, kde integrace proudu a napéti poskytuje energii spotiebovanou nebo dodanou
obvodem, nebo naptiklad také v ekonomii, kde integrace funkce piijmt a vydaji mize urcovat

Cisty zisk nebo ztratu.
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[ Zavér

Klicovymi koncepty infinitezimalniho poctu jsou derivace a integrace, které nejsou
pouze matematickymi ndstroji, ale rovnéz prostredkem umoziiujicim interpretaci a feSeni
prikladii s fyzikélni tématikou, proto bylo nasim cilem nasi prace bylo ukazat hlubsi pohled na
vyuziti infinitezimalniho poctu v ramci fyzikalnich problémi pii studiu matematické analyzy
na Pedagogické fakulté¢ Univerzity Palackého. V teoretické ¢asti prace jsme se zamétili na teorii
o diferencidlnim poctu a integralnim poctu, a déle na vyznam mezipfedmétovych vztahi ve
vyuce. V ramci teorie jsme uvedli zakladni teoretické poznatky a popsali geometricky vyznam
téchto matematickych nastroji. Dukladné€ jsme se vénovali zdkladnim pojmiim jako je derivace
a integral, a Vv praktické casti jsme si mohli ukazat, jak se tyto koncepty pouzivaji k feSeni
fyzikélnich problémt, naptiklad pfi analyze pohybu télesa nebo pii vypoctu fyzikalni prace.

V ramci experimentalni ¢asti jsme nejprve provedli testy a dotazniky u studentl 2.
ro¢niku ucitelstvi matematiky, které mély za cil zhodnotit znalosti a dovednosti studentii pii
aplikaci matematické analyzy na fyzikalni problémy. Pro hodnoceni testl jsme zvolili systém,
kdy studenti ziskavali za spravné pochopeni piikladu 1 bod a za uplné feseni 2 body. Tento
ptistup ndm umoznil efektivné rozdélit studenty do tii kategorii: studenty s zddnym feSenim,
studenty, ktefi pochopili zadani, ale nedokézali ho zcela vyfesit, a studenty, kteti cely ptiklad
uspesné vytesili. Diky tomuto systému jsme mohli jednoduSe a pfesné analyzovat uroven
pochopeni a dovednosti jednotlivych studenti. Vysledky testli ukazaly, ze studenti v drtivé
vétsing piipadil nebyli isp&sni. Tento neuspéch byl pravdépodobné zplsoben nékolika faktory,
véetné nedostatecné fyzikalni teoretické ptipravy studenti na danou problematiku a moZna 1
tim, Ze jsem neodhadl jejich ptfipravenost na feSeni té€chto tlloh. Nicméné, dotazniky odhalily,
ze studenti povazuji tuto vyukovou metodu za vhodnou a piinosnou. Mnoho studenti v
dotaznicich uvedlo, Ze by ocenili vice praktickych ptikladl a lepsi teoreticky zéklad, aby mohli
uspésné tesit predlozené ulohy.

Na zaklad¢ poznamek a komentait studentl jsme se snaZili vytvofit nové tlohy, které
by 1épe odpovidaly jejich potfebam a piipravenosti. Tyto nové ulohy byly koncipovany tak, aby
byly nazorngjsi a poskytovaly dostateCny teoreticky kontext. Pfi tvorbé ptikladli a ucebnich
textl jsme se zaméfili na ndzorné ukazky aplikace matematickych principii. Kazdéa uloha byla
doplnéna teoretickym tivodem, praktickym piikladem a vizualizacemi, které mély studentim
usnadnit pochopeni a vizualizaci problémt. Tento ptistup mél za cil nejen zlepsit teoretické
znalosti studentli, ale také je pfipravit na praktické aplikace téchto znalosti v realnych

fyzikélnich situacich. Pfi tvorbé téchto tloh jsme se zaméfili pouze na ulohy z mechaniky,
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jelikoz cilem bylo vymyslet ulohy, které byly snadno ptedstavitelné, nikoliv aby byla moZnost
ukazat jejich aplikaci naptic celym spektrem fyziky. Snazili jsme se ukézat vyznam derivace
jakozto teCny k funkci, vzajemny vztah derivace a integrace v praxi, vyznam integracnich
konstant a jejich vyznam pfii analyze pohybu, a také prakticky vyznam plochy pod kiivkou a
plochy nad kiivkou.

Myslim si, ze tato prace by mohla byt pfinosna jako materidl do vyuky studentd
matematické analyzy, protoze se nezamétfuje pouze na to, co si myslim, Zze by bylo dobré
zahrnout, ale také reflektuje to, co sami studenti chtéli a potfebovali. Prace tedy neni jen
akademickym cvi¢enim, ale skute¢nou odpovédi na potieby studentll, coz z ni ¢ini hodnotny
zdroj pro vyuku. Béhem tvorby této prace jsme kladli diraz na zpétnou vazbu od student,
jejich pfipominky a pfani. Vysledné tlohy a vyukové texty byly navrzeny tak, aby byly ndzorné
a pfistupné, coz by mélo studentim pomoci 1épe pochopit slozité koncepty matematické
analyzy. Vétfim, Ze je dilezité hledat ve vSech teoretickych vécech praktické uziti, protoze to
nejen zvysuje pochopeni teorie, ale také motivuje studenty, kdyz vidi, jak mohou nabyté
znalosti aplikovat v redlném svété. Pfinos této prace tak vidim nejen ve zlepSeni teoretickych
znalosti studentil, ale i v jejich schopnosti aplikovat tyto znalosti v praxi, coz je kli€¢ové pro
jejich budouci profesni uspéch. Timto zptisobem tato prace podporuje nejen akademicky rtst

studentt, ale i jejich praktické dovednosti a pfipravenost na realné problémy.
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