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ABSTRAKT

Abstrakt

Cilem této prace je provést feseni pro dany typ nelinearni dynamické soustavy o
jednom stupni volnosti pomoci riiznych ptibliznych analytickych metod a provést jejich
vzajemné srovnani. V tivodu prace jsou popsany zakladni charakteristiky nelinedrnich
dynamickych soustav, zpisoby jejich modelovani a struény popis zéakladnich
analytickych metod feseni. V dalsi ¢asti je feSeni zadané soustavy pomoci popsanych
metod a srovnani ziskanych vysledkd. V zavéru prace jsou dané metody feSeni
porovnany s metodou kone¢nych prvki programem ANSYS.

Klicova slova

Mechanické kmitani, nelinedrni soustava, analytické feSeni, porovnani metod

Abstract

The aim of this work is to make a solution of nonlinear dynamic system with one
degree of freedom using various approximate analytical methods and perform their
comparison. The beginning of the work describes the basic characteristics of nonlinear
dynamic systems, methods of modelling and a description of the basic analytical
methods of solution. In the following part is the solution of the system using described
methods and comparing of results. In conclusion the methods are compared with final
element method by program ANSYS.

Key words

Mechanical oscillation, nonlinear system, analytical solution, comparison of
methods
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1. UVOD

1. Uvod

V dynamickych soustavach vznika, vétSinou jako nezadouci ucinek, mechanické
kmitani. To mize zplisobovat nadmérnou hlu¢nost, opotiebeni az poruseni jednotlivych
asti stroje. ReSeni dynamickych soustav spo¢iva v nalezeni amplitudo-frekvenéni
charakteristiky, ktera je potiebnd k popisu kmitani soustavy. Z této charakteristiky se
uruji tzv. vlastni frekvence, tedy frekvence, pfi kterych soustava nejvice kmitd a
kterym je potiebné se pii provozu vyhnout. Amplituda a frekvence tohoto kmitani zavisi
na vlastnostech a zatizeni soustavy. Pfi feSeni kmitani soustav se pouziva nékolik
metod. Nejjednodussi je predpoklad linearniho kmitani, ten ale vzdy nemusi odpovidat
skutecnym vysledklim. Nelinearni systémy jsou natolik riznorodé, Ze neexistuje
universalni metoda pro jejich popis. Proto se pro rizné nelinearni soustavy pouzivaji
rizné metody, které se stale vyvijeji. Vzhledem ke slozitosti teorie nelinearniho kmitani
budou popsdny pouze metody pro feSeni nelinearnich soustav s jednim stupném
volnosti. Tyto metody jsou vétSinou pfiblizné a piesnost kazdé z nich zavisi na druhu
nelinearity v soustave.
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2. MECHANICKE KMITANI{

2. Mechanické kmitani

Pro spravny popis kmitani dynamické soustavy se mechanické kmitani rozliSuje
z riznych hledisek. Vytvareji se bud’ mechanické modely s diskrétnimi parametry, které
maji konec¢ny pocet stupiii volnosti, nebo modely se spojit¢ rozlozenymi parametry
s nekone¢nym poctem stupnti volnosti. Podle vzniku délime kmitani na volné, buzené a
samobuzené. Podle disipované energie soustavy na kmitani netlumené a tlumené. Daéle
podle druhu matematického modelu se rozliSuje kmitani linearni a nelinearni. Toto
déleni je pouze zakladni a 1ze jej dale zpiesnovat.[1]

2.1 Kmitani linearnich soustav

Reseni linearnich soustav je relativné jednoduché predev§im proto, Ze se zde
muZze pouzit princip superpozice. Vlastni frekvence takovéto soustavy je konstantni a
zavisi pouze na hmotnosti a tlumeni soustavy. VSechny realné mechanické soustavy
jsou ale vice ¢i méné nelinearni. Linearni soustava vSak mlze Casto dobfe aproximovat
nelinearni, a proto se pfi feseni nejprve predpoklada linearita soustavy a teprve kdyz se
vysledky li§i od skutecnosti, doplni se pohybové rovnice nelinedrnimi ¢leny. Linearni
teorii lze Casto pouzit, pokud se zajimame pouze o oblast, vétSinou velmi malou, ve
které ptiblizné plati linedrni vztahy mezi ptislusnymi veli¢inami. Vétsinou tato linedrni
oblast lezi pri malych deformacich a rychlostech a nelinearity se objevuji az pri vétsich
vychylkach, nékdy vsak naopak vyrazné nelinearity jsou typické pro malé odchylky od
rovnovazného stavu a pri vetsich vychylkach se soustava blizi linearni soustave.
(pievzato z [3])

3. Kmitani nelinearnich soustav

Mechanické soustava, kterd obsahuje alesponi jeden prvek, jehoZ charakteristika
je popsana nelinedrnimi rovnicemi, je nelinearni. Takovato soustava je potom popsana
nelinearni diferencidlni rovnici, jejiZz feSeni byva obtizné, Casto ani analytické feSeni
neexistuje. U nelinedrnich soustav se nemiize pouzit princip superpozice, cozZ zpusobuje
mnoho probléml pfi jejich feSeni, protoZe se jednotlivé slozky kmitani vzdjemné
ovlivituji a nelze je jednoduSe secist. Naptiklad u vynuceného kmitani nelze ziskat
feSeni nehomogenni diferencidlni rovnice souctem feSeni homogenni a partikularni
¢asti. Z téchto divodi maji tyto soustavy na rozdil od linedrnich soustav specialni
vlastnosti, jako je napfiklad viceznacnost feSeni ¢i vlastni frekvence zéavisld na
amplitudé kmita.

3.1 Vznik nelinearity v mechanickych soustavach

Nelinearitu mechanickych soustav miizou zpusobovat nelinedrni pruzné sily
zavislé na velikosti vychylky, tlumici sily zavislé na rychlostech, nebo sily smiSené,
které jsou zavislé jak na vychylce, tak na rychlosti. Pfi¢inou nelinearity mize byt
napiiklad pouziti pruzin s proménnym stoupanim zavitu, tvarovych pruzin, pruznych
spojek, kapalinovych tlumi¢i nebo nekovovych materialti. Vyrazny vliv maji také vule
Vv uloZenich pohybujicich se ¢asti stroje. Stroje byvaji vybaveny riznymi regula¢nimi a
fidicimi prvky, coz jsou Casto siln¢€ nelinearni ¢leny a maji velky vliv na chovani celé
soustavy. Proto se vZdy mechanické soustava musi fesit jako celek jak s pasivnimi, tak
S témito tzv. aktivnimi prvky, vnasejicimi energii do soustavy.
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3.2 MODELOVANI NELINEARNICH SOUSTAV

3.2 Modelovani nelinearnich soustav

Model nelinearni mechanické soustavy se muize vytvofit riznymi zpusoby.
K linearnim ¢lentim pfidame ¢len nelinearni, jak je zobrazeno na obrazku 3.1 a vysledna
pohybova rovnice pak bude mit tvar

m{ +bq +kq+£(q,q) = Q) . 3.1)
IQ(t) I Q(t)
7 m
m
fg.q) [ 1 b WH é k R0
[
e 77
Obr. 3.1: Model nelinedrni soustavy [2] Obr. 3.2: Model nelinedrni soustavy [2]

Dalsi zptsob je pak zahrnuti linearnich i nelinedrnich ¢lent do jedné nelinearni funkce,
jako na obrazku 3.2. Vyslednéd pohybova rovnice mé potom tvar

mg + f(q,q) = Q(t) . 3.2)

Nelinearni funkce v pfedchozi rovnici se né€kdy vyjadii jako soucet nelinedrni casti
pruziny a tlumice a plati

a9 = f(@) + filq) - 3.3)

Potom se f,(¢) nazyva charakteristika tlumice a f(q) charakteristika pruziny. Pro
symetrickou charakteristiku plati vztah

fl@=—-f-q. (3.4)

4. Vlastnosti nelinearnich soustav

Nelinearity mechanickych soustav se projevuji nékterymi vlastnostmi, které se u
linedrnich soustav neobjevuji. Mezi tyto vlastnosti patii napiiklad neplatnost zakona
superpozice, zavislost vlastni frekvence na amplitud¢, existence vysSich harmonickych
slozek, existence samobuzeného kmitani, oblast nestability nebo viceznacnost feSeni.

o 24

4.1 Zavislost vlastnich frekvenci na amplitudé kmiti

U nelineédrnich soustav neni vlastni frekvence konstantni jako u linearnich, ale je
zavisla na amplitudé kmitd. Tuto zavislost vyjadiuje tzv. skeletova kiivka. Zda je kiivka
sklonéna na jednu nebo na druhou stranu urcuje typ pruzné deformace, ktery muze byt

12



4. VLASTNOSTI NELINEARNICH SOUSTAV

d*fr(a)
dq?
tvrdnouci, vV opacném piipadé vznikd méknouci charakteristika. Pokud je ptedchozi
vyraz roven 0, pak je pruzna vazba linearni. Pokud na soustavu plisobi konstantni sila,
dojde nejen ke zméné rovnovazné polohy, ale také ke zméné odezvy soustavy.

vvvvvv

mékky, linearni, nebo tvrdy. Je-li > 0, pak je charakteristika pruzné vazby

amplitudy kmitani. Tento vliv je zobrazen na obr. 4.2,

f(x) tvrdnouci charakteristika A profy =0
linearni lin. soustava
charakteristika

pro Fy#0
méknouci charakteristika

A e e —
" /

!

_—

X 0 wol0) @a] wilo)  w
Obr. 4.1: Druhy charakteristik [2] Obr. 4.2: Vliv konstantni sily na tvar
skeletové krivky [1]

4.2 Viceznacnost FeSeni a oblasti nestability

Vlivem nelinearity se amplitudo-frekvenéni charakteristika deformuje
v zavislosti na tvaru skeletové kiivky. V nékterych ptipadech miize dojit vlivem
nelinearity soustavy dokonce ke vzniku dalsi vétve. V disledku toho vznikaji v urcitych
pasmech budicich frekvenci oblasti nestability, kdy jedné frekvenci odpovida vice
amplitud kmitani. Obrazek 4.3 zobrazuje zménu amplitudy pfi velmi pomalé zméné
budici frekvence. Nartsta-li frekvence pomalu, méni se amplituda podél kiivky z bodu
A do bodu B, kde se skokové zméni na hodnotu bodu C a dale se méni podél kiivky do
bodu D. Jestlize budici frekvence pomalu klesa, amplituda se méni podobné a ke
skokové zméné hodnoty amplitudy dojde z bodu E do bodu F. Usek kfivky mezi body B
a E, kde se hodnoty faze a amplitudy neustali, se nazyva nestabilni vétev. Hodnota
amplitudy v oblasti nestability tedy zavisi na tom, zjaké strany se méni budici
frekvence.[2]

ai

or i ®

Obr. 4.3: Zmena amplitudy pri pomalé zméné budici frekvence [2]
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4.3 PRECHODOVE CHARAKTERISTIKY

4.3 Prechodové charakteristiky

Skokové zmény v oblasti nestability jsou zavislé na rychlosti zmény budici
frekvence. Po prejiti prvého maxima dochdzi vlivem interference vynucenych a
viastnich kmitu k pulzacim amplitud a fazi, které jsou tim vyraznejsi, cim je rychlost
prechodu rezonancniho vrcholu vyssi. (pievzato z [1]) S rostouci rychlosti pfechodu
této oblasti se snizuje velikost rezonan¢niho vrcholu, ale zaroven se rozsifuje oblast
zvysenych vychylek. Piechodové charakteristiky jsou popsany na obrazku 4.4.

Al . lal4 )
rychiost prechodu vy rychlost prechodu Vo * Vg

Obr. 4.4: a) Prechodové charakteristiky pri malé rychlosti prechodu [1]
b) Prechodové charakteristiky pri vysoké rychlosti prechodu [1]

4.4 Nelinearni resonance

Vynucené kmitani neni Cist¢ harmonické, ale obsahuje vice slozek s vyssimi i
niz§imi frekvencemi nez je budici frekvence w. Diky nelinearitdim dochdzi ke
vzajemnému ovliviiovani jednotlivych slozek a ke vzniku vice druhii rezonanci nez u
linedrnich soustav. U nelinearnich soustav s jednim stupném volnosti pak vznikaji tyto
zakladni typy rezonanci, které se rozlisuji podle poméru budici a vlastni frekvence, kde
r a s jsou mala cela ¢isla:[3]

- hlavni w/Q=1
- subharmonicka w/Q=r
- ultraharmonicka w/Q=1/s
- subultraharmonicka. w/Q=r1/s

14



5. PREHLED METOD RESENT{

5. Prehled metod FeSeni

5.1 Metoda malého parametru

Tato metoda predpokladd, Zze nelinearni cast pohybové rovnice mechanické
soustavy je ve srovnani s linedrni ¢asti mala a je analytickou funkci parametri g a q.
Pohybova rovnice (3.1) se pfevede pomoci substituce do tzv. normalizovaného tvaru,
kde vystupuje maly parametr y a vlastni frekvence (). Pfi vypoctech se také zavadi
vhodna transformace ¢asu ve formé T = t. Poté musi platit

d d

E=ﬁ=()'- (5.1)

Pohybova rovnice pro volné kmitani se zahrnutim tlumiciho ¢lenu do ¢lenu nelinearniho
je potom ve tvaru

Q%q" + wo?q + uf(q,99) =0 . (5.2)

Tato forma pohybové rovnice se nékdy také nazyva normalizovany tvar. Reseni této
rovnice hledame ve tvaru mocninné fady malého parametru p

q(t) = qo(7) + pq, (v) + 1?q,(v) +..., (5.3)

kde qo, 91, 92, ... jsou neznamé funkce transformovaného ¢asu . Do mocninné fady se
rozlozi také vlastni frekvence ()

O =wy+ puw;, + 12wy +..., (5.4)

kde w4, w,, ... jsou neznamé konstanty. Po dosazeni rovnic (5.3) a (5.4) do rovnice
(5.2) je mozné pievést nelinearni diferencialni rovnici na soustavu obycejnych
linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. S vyuZitim pocate¢nich
podminek se ur¢i qq, q1, 92, ... jako znamé funkce transformovaného ¢asu 7 a konstant
Wg, W1, Wy, ... Neznamé konstanty se ur¢i z podminek, aby feseni bylo periodické, tj.
neobsahovalo tzv. sekularni vyrazy obsahujici funkce sin(z) a cos(t), které by
zpusobovaly rast amplitud kmitavého pohybu linearn¢ s casem. Tyto ¢leny vsak nelze
vzdy vyloucit a pouZitelnost metody je pak omezena na kratky ¢asovy usek.

Protoze parametr u je malé ¢islo, sta¢i pro dostateénou piesnost V rovnicich (5.3)
a (5.4) pocitat pouze se Cleny do prvniho az druhého fadu mocninné fady. Pro vyssi
ptesnost se jednoduse pocita se Cleny vyssich rada.

Pti feSeni soustavy s vynucenym kmitdnim je nutné postup vypoctu rozdélit na
feSeni v nerezonancnim pifipad¢é, kdy nemulze vzniknout zddna hlavni ani vedlejsi
rezonance, a na feSeni v rezonan¢nim ptipadé, kdy se pomér w/Q blizi poméru malych
celych ¢isel, jak je uvedeno v podkapitole 4.4. U slabé nelinearnich soustav je mozné

nahradit frekvenci Q vlastni frekvenci linearni ¢asti w, =/ k/m .
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5.2 METODA PRIME LINEARIZACE

5.2 Metoda primé linearizace

Vyhodou metody piimé linearizace je to, ze nelinearni charakteristiky pruziny a
tlumice nemusi byt analytickymi funkcemi svych parametri, ale mohou byt zadavany 1
tabelarné. Nelinearni funkce f,(q) se linearné aproximuje. Nahradi se piimkou
f*(q) =k*q, kde k* je hledany parametr linearizované tuhosti. V intervalu
predpokladanych amplitud se hledd minimum stfedné kvadratickych odchylek mezi
skutecnym prubéhem funkce fi,(q) a jeji linearni aproximaci. Pfi vétSich vychylkach
maji odchylky vétsi vahu, proto se pro stiedné kvadratickou odchylku pouziva hodnota
[fi (@) — k*q]q. Hleda se tedy minimum integralu

+A
I= f {Ifi(@) — k*qlq}* dq . (5.5)
-4
Minimum tohoto integralu v zavislosti na parametru k* je ur¢eno pomoci rovnice
+A
= | U@ -k algda=0. 5.5
—A

Z této rovnice se urci vztah pro parametr k*, ktery je pro symetrické charakteristiky
fx(q) ve tvaru

A
5
kW = [ florrda 7
0

U nesymetrické charakteristiky nejsou amplitudy vychylek od rovnovazné
polohy stejné na obé¢ strany a linearizaci provedeme kolem tzv. stfedni polohy odchyleni
od pocatku soufadnic, okolo které soustava kmita se stejnou amplitudou A, viz obr. 5.1,
kde A = 0,5(|las| + laz]), § = g —Aa A =0,5(a] — laz)).

flq)

f*(q)

— - I\
a a q
2 fla) ;/T q |!
I i Il
- LA S
s X

Obr. 5.1: Linearizace nesymetrické charakteristiky [1]

Vztah pro parametr k*pro nesymetrické charakteristiky je potom ve tvaru

+A
- 5
k*(A) = — d+A)§G3dg . 5.8
(1) =55 | h@+ s 59
—-A
Koeficient b* se ziska prohozenim q a f;(q) za q a f,(q) Vv piedchozich vztazich.
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5. PREHLED METOD RESENT{

5.3 Metoda ekvivalentni linearizace

Metoda ekvivalentni linearizace pievadi nelinearni pohybovou rovnici na
linearni rovnici s ekvivalentnimi souciniteli tlumeni a tuhosti. Nelinearni dynamicka
soustava s vynucenym pohybem ma pohybovou rovnici (3.1). V porovnani s pruznymi a
setrvacnymi silami jsou u vétSiny soustav tlumici sily velmi malé. Proto se tlumeni
zahrne do nelinearniho ¢lenu a pohybova rovnice bude potom ve tvaru

m§ + kq + f(q,4) = Qycoswt . (5.9)

Reseni piedchozi rovnice se predpoklada podobné jako feseni jeji linearni ¢asti, tedy
harmonické s thlovou frekvenci budici sily a bude ptiblizn¢ platit

q = Acos(wt + @), q§ =— wAsin(wt + @) . (5.10)
Nelinearni ¢len pohybové rovnice lze rozvinout pomoci Fourierovy fady za

predpokladu jeho periodického charakteru. Pro jednoduchost feseni za cenu jeho nizsi
pfesnosti Se berou pouze prvni harmonické slozky a pro nelinearni ¢len plati vztah

f(q,q) = C; cos(wt + @) + D; sin(wt + @) . (5.11)
Po dosazeni rovnic (5.10) do (5.11) plati

Dy

C
20+ =24 = be(A)q + ke (A)q . (5.12)

f(q' q) =

Cleny b.(A) a k.(A) vpfedchozi rovnici piedstavuji tzv. ekvivalentni soudinitel
tlumeni a ekvivalentni soucinitel linearni tuhosti. Koeficienty C; a D; se urci
z Fourierovy fady jako koeficienty u prvnich harmonickych ¢lenti a pro ekvivalentni
tlumeni a tuhost tedy plati nésledujici vztahy:

e N .
()=t Oj F@,d)sinwt + p)d(wt) | 5.13)
2T
o 1 )
ke(A) = 2 = — [ £(q,0) cos(@t + @)d(wr) . (5.14)
0

Pomoci téchto souéinitelli se pivodni nelinearni pohybova rovnice muze nahradit
ekvivalentni linearizovanou rovnici

mg + b,(A)q + [k + k.(A)]q = Q, cos wt . (5.15)

Tato rovnice se dale fesi formalné jako linearni.
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6. MODEL ZADANE SOUSTAVY

6. Model zadané soustavy

Zadana soustava je jednoduchd nelinearni dynamickd soustava s jednim
tlumi¢em a jednou pruzinou, jejichz charakteristiky jsou zadany pomoci nelinearnich
funkci a kterd je buzend harmonickou silou. Model zadané soustavy je na obrazku 6.1.

AT F AT

() | ——]t@

|
y Q0

Obr. 6.1: Model zadané soustavy

Tato soustava ma jeden stupeii volnosti. Zobecnénd soufadnice g se tedy voli
jako posuv x a zobecnéné pusobeni Q(t) se voli jako sila F(t). Hmotnost télesa je
m = lkg.

Reseni zadané soustavy metodou malého parametru je obtizné nebo omezené,
protoze v nékterych piipadech nelze vyloudit sekularni ¢len. Proto bude touto metodou
feSena pouze dynamicka soustava, jejiz kmitani je volné a obsahuje pouze pruzinu
s nelinearni charakteristikou. Vlastnosti takové soustavy jsou zadany nasledujicimi
rovnicemi:

a) fir(x) = kx + uk3x3; f,(x) = ON; k = 100Nm™1; k; = 200 Nm™3;
(pro vétsi nelinearitu pruziny: k3 = 1000 Nm=3); u = 0,5; F, = ON

Pro ostatni metody bude dale feSena soustava, jejiz kmitani je buzeno
harmonickou silou zadanou rovnici F(t) = F, cos(w t), kde F, = 3N. Aby bylo mozné
porovnat metody fesSeni takovychto soustav, budou charakteristiky pruziny a tlumice
zadany vice zptsoby:

b) fi (X)) = kx + kpx|x|; f,(X) = bx; k = 100Nm™1; k, = 200 Nm™?;
b =1Nsm™!

c) fi (X) = kx — ksx5; f, (%) = byx|x|; k = 100Nm™1; ks = 1000 Nm™>;
b, = 2Ns?m™2

Charakteristiky pruziny jednotlivych zadani jsou na obrazku 6.2. Na tomto
obrazku je vidét, Ze charakteristika pruziny v zadani a) se slabou nelinearitou se nejvice
blizi charakteristice své linearni ¢asti po celém intervalu ptredpoklddanych vychylek.
Charakteristika pruziny v zadani a) s v€tSi nelinearitou je od ni naopak nejvice
odchylena. Pruzina v zaddni b) se odchyluje uz pfi malych vychylkdch. Naopak
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7. RESENI

v zadani c) je charakteristika pruziny pifi malych vychylkach téméf shodnd s linedrni
¢asti, ale u vétsich vychylek se zna¢né¢ lisi a pruzina je siln¢ nelinearni.

100 A linearmi pruZina ! g ) . !
a) slaba nelinearita |- : ;
a0 H al silna nelinearita |:........ e SO Lo
. zadani b} : : : :
= zadanic) | e L
o

0.2 0.3 0.4 0.5

wychylka [m]

Obr. 6.2: Charakteristiky pruziny

7. ReSeni
7.1 Zadani a)
Pohybova rovnice zadané soustavy ma tvar
mi + kx + pksx® =0 . (7.1)
7.1.1 Re$eni metodou malého parametru

Pro normalizovany tvar pohybové rovnice (7.1) bude podle rovnice (5.2) platit
2.1 2 k3 3
Q“x" + wy x+,uEx =0, (7.2)

pticemz w, = +/k/m . U rovnic (5.3) a (5.4) se bude pocitat pouze se ¢leny do prvniho
fadu mocninné fady. Ocekéavané fesSeni a vlastni frekvence je tedy

x(t) = x0(7) + ux,(7), Q=wy+ uw; . (7.3)

Po dosazeni rovnic (7.3) do rovnice (7.2) a po vynechani ¢lenti se druhou mocninou
malého parametru u, bude ziskand rovnice ve tvaru

k
wo2xy" + wo?xy + 1 (ooole” + wo2x; + 2wow X" + Esxo‘?’) =0. (7.4

Rovnice (7.4) bude splnéna pouze tehdy, budou-li spole¢né platit rovnice

uo: xO” + Xg = 0 ) (75)

w4 ks 1
L. T, = —2—x," ———=x,° . 7.6
B X1 X1 W, Xo M wg? X0 (7.6)
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7.1 ZADANI A)

Pocate¢ni podminky pro tuto soustavu rovnic jsou: x¢(0) = A4, x,'(0) =0, 7.7
xl(O) = 0, xll(O) = 0 '

Reseni rovnice (7.5) je s vyuzitim podate¢nich podminek ve tvaru x, = Acos(t). Po
dosazeni do rovnice (7.6) a po Gpraveé vznikne tvar

W 3k k
x" +x; = <2 —La- > 2A3> cos(t) — 4mj) > A3 cos(37) . (7.8)
0

Tento tvar obsahuje sekularni Clen, ktery se odstrani pomoci podminky, ze vyraz
v zavorce pred ¢lenem cos(t) bude roven 0. Pro konstantu w; bude tedy platit

=3 g 7.9
a rovnice (7.8) bude mit novy tvar
k4 5
X" +x, =— 5 A° cos(37) . (7.10)
4mwy

S vyuzitim po¢ate¢nich podminek je feseni x; = (k3A®/32mw,?) (cos(37) — cos(7)).
S ohledem na rovnice (7.3) bude vlastni frekvence zadané soustavy dana rovnici

3uks
Q(A) = wy + A? 7.11
(A) = wo 8maw, (7.11)
a feSeni pohybové rovnice bude po zpétné transformaci ¢asu
x(t) = Acos(Qt) + M (cos(SQt) - cos(ﬂt)) (7.12)
32mwg>? ' '

Rovnice (7.11) je rovnice skeletové kiivky. Cim vétsi je nelinearita systému, tim vice je
tato kiivka prohnutd. Miru nelinearity ovliviluje pomér mezi koeficienty pred
nelinearnimi a linearnimi ¢leny v pohybové rovnici. Na obrazku 7.1 jsou proto
zobrazeny skeletové kiivky pro rizné hodnoty parametru u.

0.4

0.4

=
(]

=
(]

amplituda [m]

=
—

=

a 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20
frekovence [rad™s™1]

Obr. 7.1: Skeletové krivky
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7. RESENI

Frekvence kmitani této soustavy je tedy zavisl4 na amplitudé kmitl. ReSeni rovnice
(7.12) pro ruzné hodnoty amplitudy A je zobrazeno v diagramu na obrazku 7.2, ze
kterého je patrné, Ze se S rostouci amplitudou zkracuje perioda kmitd.

1

wychylka (x/A) [-]
=

L i 1
a 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 04 1
tas [s]

PN

Obr. 7.2: Priubehy vychylek

Pokud se bude pro vétsi presnost pocitat v rovnicich (5.3) a (5.4) se ¢leny do druhého
radu, pro rovnici skeletové kiivky bude platit vztah
21p%k,?

Buks
S — - .
8mw, 256m?w,3 (7.13)

QA) = w, +

a pro feSeni pohybové rovnice

pks 3 23#2k32

D=(A-——— A3 +— 35| cos(at
x(®) ( 32mwe?’ | 1024mwg? >C°S( )+

(7.14)
ks 3H2k32 ﬂ2k32
Ly e e Ry 30t) + —————— AScos(50t) .
+<32mwoz 128m2wy* cos(302t) + 1024m2w,” c0s(500

Obrazek 7.3 zobrazuje prubéhy vychylek pfi riznych piesnostech vypocétu. Z porovnani
vyplyva, ze u presnéjsiho vypoctu je délka periody piiblizné o 0,5% vetsi.
A=05m, p=05

fel AP
WP zpfesnéni

1

Y
i
o |:| T T T . T
-
=
i
=
= LRt R R

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.& 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 7.3: Prubéhy vychylek pri riiznych presnostech vypoctu
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7.1 ZADANI A)

Tato odchylka je zobrazena pro amplitudu A=0,5m a parametr u = 0,5. Pro mensi
amplitudy nebo nelinearity se pribéhy vychylek téméf nelisi a rozdil mezi nimi je
rozeznatelny az pii delSim Casovém intervalu. Lze tedy fict, Ze rozdil mezi vysledky ve
zpresnéném a méné presném vypoctu metodou malého parametru je tim vice
zanedbatelny, ¢im mensi jsou amplitudy kmitani a ¢im vice se soustava blizi linearni.

7.1.2 ReSeni metodou p¥imé linearizace

Charakteristika pruziny je symetricka a po dosazeni do vztahu (5.7) plati
A
k*(A)—i kx + uk;x3)x3d —k+E k3 A?
=T (kx + pksx)x>dx = 7 kA . (7.15)
0
Pohybova rovnice ptivodni nelinearni soustavy se nahradi linearizovanou
" " 5
m¥ + k*(A)x = mi + (k + ;,uk3A2)x =0 (7.16)

a vlastni frekvence se ziska ze vztahu pro linearni soustavu, tedy

5
* k + 5 pkzA?
Q= /k 4 _ 7HG (7.17)
m m

7.1.3 ReSeni metodou ekvivalentni linearizace

Pro nelineéarni ¢len plati vztah
f(x, %) = uksx3 . (7.18)

Dosazenim do rovnice (5.14) plati pro x = A cos(wt) vztah

21
k,(A) = %j ks (A cos(wt))? cos(wt)d(wt) = %,ukg,A2 . (7.19)
0

Podle rovnice (5.15) bude potom ekvivalentni linearizovana soustava dana rovnici
; 3
m# + [k +2 uk3A2] x=0. (7.20)

Pro vlastni frekvenci ekvivalentni soustavy plati vztah

3
, k + = uksA?
Q= k+ke(A) _ 4# 3 . (7-21)
m m

22



7. RESENI

7.1.4 Porovnani vysledku

Pro skeletovou kiivku byly zjistény Ctyfi rizné vztahy, které jsou zaneseny do
diagramt. Na obrazku 7.4 je zobrazeno porovnani vysledkt pro maly parametr ¢ = 0,5
a k; = 200Nm™3. Skeletové kiivky se téméf prekryvaji a rozdil mezi nimi je znatelny
az ve zvétSeném pohledu, ve kterém je vidét, ze vysledky ziskané pomoci zpiesnéného
vypoctu metodou malého parametru se nejvice blizi vysledkiim ziskanym pomoci
metody ekvivalentni linearizace.

Zvétieni p=05; k=200 Mfm 3
0.5 )
|:|_,-_1_B S e o
E
p DdE T
=]
=
i |:|_|-_1__|-1 T
= : : : : — MPL
042k et Lo e e e T MEL 4
: : : MMAP zpfasnéni
0.4 '

i 1 I I I
10.55 10.6 10.65 10.7 10.75 10.8 10.85 0.9
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.4: Skeletové kiiivky pro u = 0,5; k3 = 200Nm=3
Pokud vSak bude nelinearita systému vétsi, metoda malého parametru bude

davat vice odlisné vysledky od linearizacnich metod. Na obrazku 7.5 je zobrazeno
porovnani skeletovych kiivek pro maly parametr u = 0,5 k3 = 1 000Nm 3.

e R P 3
p=0.5; k=1000 M.

0.5

amplituda [m]

— MMP zpfesnéni

i i I
o 2 4 B g 10 12 14 16 13 20
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.5: Skeletové kiivky pro u = 0,5; k3 = 1 000Nm ™3

Pii vétSich vychylkach se vysledky metody malého parametru znacné lisi od
linearizaénich metod. Cim vétsi je nelinearita systému, tim jsou rozdily rozpoznatelng&jsi
pfi mensich vychylkach. Z predchozich obrazki je ale patrné, Ze ¢im vyssi je zpiesnéni
vypoctu metodou malého parametru, tim jsou rozdily od linearizacnich metod relativné
malé pro vétsi interval amplitud kmitédni.
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7.2 ZADANI B)

7.2 Zadani b)

Pohybova rovnice zadané soustavy ma tvar

mX + bx + kx + k,x|x| = F, cos(wt) . (7.22)

7.2.1 ReSeni metodou piimé linearizace

Po dosazeni zadani do vztahu (5.7) plati pro parametr k*

A
5 5
k*(A) = Ff(kx + kyx|xD)x3dx = k + ngIAI : (7.23)
0

Pro parametr b* plati b* = b a vlastni frekvence linearizované soustavy bude dana

rovnici
5
k + 6k2|A|
QA= [————. (7.24)
m

Amplitudo-frekvenéni charakteristika se ur¢i podobné¢ jako u linearni soustavy, tedy

Fo Fo

A (7.25)

\/(k* — mw?)? + b**w? J(k + ngIAI —mw?)? + b?w?

Amplitudo-frekvenc¢ni charakteristika je spoleéné se skeletovou kiivkou na obrazku 7.6.

0.5 T T T T T T T T T

: af charakteristika
D.d ......... g ......... E ......... é ......... E ......... E ......... g.. o — — Skeletnvé kﬁlllllka
0.3

=
[

amplituda [m]

=
.

=

i ' ;
12 14 16 18 20
frekvence [rad™s™1]

=
Fa
=
o
oo
—
2

Obr. 7.6: Amplitudo-frekvencni charakteristika

7.2.2 Reseni metodou ekvivalentni linearizace

Pro ekvivalentni soucinitel tuhosti plati

Bz |l 7.26

21
k.(A) = %j k, A cos(wt) |A cos(wt)| cos(wt) d(wt) =
0
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7. RESENI

Ekvivalentni soucinitel tlumeni ziistane stejny jako v pivodni soustavé a pro vlastni
frekvenci ekvivalentni soustavy plati vztah

8
k+ko(4)  [k+37ko|Al
m m '

(7.27)

Amplitudo-frekvenéni charakteristika se ziska stejné jako u metody piimé linearizace a
bude dana rovnici
Fo Fo

8k, |A|
3w

A

. (7.28)

J(k +k, —mw?)? + b’ w? \/(k + — mw?)? + b2w?

Amplitudo-frekvenéni charakteristika ziskana metodou ekvivalentni linearizace a
skeletova kiivka je na obrazku 7.7.

0.5 T T T T T T T T T
a-f charakteristika
|:|4 ......... ......... ......... ......... ......... ......... Skeletl:l'l.l'é kﬁ'l.l'ka

0.3

0.2

amplituda [m]

0.1

I i !
0 2 4 5] a 10 12 14 16 18 20

0 } i i i

frelovence [rad™s™1]

Obr. 7.7: Amplitudo-frekvencni charakteristika

7.2.3 Porovnani vysledki

Skeletové kiivky ziskané pomoci linearizacnich metod jsou porovnany na
obrazku 7.8. Mezi ziskanymi kiivkami je pouze maly rozdil.

0.5 T T T T T T T T T
S Y S e
'_||:|_|l1 ......... ......... ......... ......... ......... ......... ........ ......... MEL_
= : : : : ; : : : :
;‘Da_ ....... e ......... CEERETR ......... _. ........ :.lr-’r.j ...... ......... CEEERTRE ........ .
E : : : : : F4 : : :
%D.E- ....... TR ........ ........ L ..... ;.J'f ........ ........ ........ L 4
= 5 : 5 : L : | i
O k. 5 ......... " ..... 5 ......... S PIEIS T -
I:I | 1 | 1 | 1 | 1

o 2 4 G g 10 12 14 16 18 20
frekvence [rad™s™]

Obr. 7.8: Skeletové krivky
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7.3 ZADANI C)

7.3 Zadani ¢)

Pohybova rovnice zadané soustavy ma tvar

mix + byx|%| + kx — kx® = Fy cos(wt) . (7.29)

7.3.1 ReSeni metodou primé linearizace

Po dosazeni zadani do vztahu (5.7) plati pro parametry b* a k*

A
5 5
b*(A) = Ef(b2x|x|)x3dx =bslAl, (7.30)
0
A
5 5
k*(4) = Ff(kx — ksx®)x3dx = k =5 ksA* . (7.31)
0

Vlastni frekvence bude déna rovnici

k —gk5A4

Q= [———. (7.32)

Amplitudo-frekvenéni charakteristika se uré¢i ze vztahu pro linearni soustavu

Fo

A (7.33)

J(k - ngA“ — mw?)? + (g b,1Al)2w?

Amplitudo-frekvenéni charakteristika je zobrazena spolecné se skeletovou kiivkou na
obrazku 7.9. Jak je patrné z obrazku, tato soustava ma meéknouci charaktreristiku
pruziny.

0.5 T T T T T T T T T

a-f charakteristika
= == gkeletova kiivka

o4k ......... ......... ......... .........

O3k ........ ......... ........ ....... ’l:' ....... ........ ......... L ........ i

amplituda [m]

02k ........ ........ ........ .......

04k .. ......... ........ .......

1 1 i 1
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.9: Amplitudo-frekvencni charakteristika
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7. RESENI

7.3.2 Reseni metodou ekvivalentni linearizace

Pro ekvivalentni souéinitele tlumeni a tuhosti podle vztahu (5.10), (5.13) a (5.14) plati

b, fzn Asin(wt)) |wA sin(wt)| sin(wt)d t—8b2|A| (7.34)
Ao ), (wAsin(wt)) |wA sin(wt)| sin(wt)d(wt) = 3

b 4) =

2m
4
k.(A) = niAf —ks (A cos(wt))® cos(wt) d(wt) = — Sk;A : (7.35)
0

Ziskana amplitudo-frekvenéni charakteristika je dana vztahem

Fo

A= — — . (7.36)
\/(k — 253 — me)z + (%)zwz
Na obrazku 7.10 je tato chrakteristika zobrazena se skeletovou kiivkou.
|:|5 T T T | T T T T T
: a-f charakteristika

. |:|4 ......... ......... ......... ......... ......... SkElEtl:l'l,l'é kﬁ'l,l'ka
£ ' : ' :
‘;‘ |:|3 T T S . ................ -
1 S S P U PR A N T O S ................ i
= :
o :

|:|1 e R R ]

0 i 1 ] | 1 i 1 I 1
a 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20

frelovence [rad™s™1]

Obr. 7.10: Amplitudo-frekvencni charakteristika
7.3.3 Porovnani vysledki

Skeletové kiivky ziskané pomoci obou lineariza¢nich metod jsou na obrazku 7.11.

— MPL
MEL []

0.5

0.4

=

()
T

I

o
]
T

amplituda [m]

........................................................................................

o
.
T

=

o 2 4 G g 10 12 14 16 18 20
frekvence [rad™s™]

Obr. 7.11: Skeletové kiivky
Skeletové kiivky ziskané pomoci obou lineariza¢nich metod se vyraznéji liSi od
amplitudy 0,3m a vySe. Pfi téchto vychylkach je charakteristika pruziny silné nelinearni,
coz je patrné z obrazku 6.2.
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7.4 POROVNANI S METODOU KONECNYCH PRVKU

7.4 Porovnani s metodou konecnych prvkii

V dnesni dobé je diky vykonné vypocetni technice mozné provést feseni i
slozitéjSich  soustav pomoci numerickych metod. Jedna z nejpouzivanéjSich
numerickych metod je metoda koneénych prvkii. Tuto metodu vyuziva systém ANSYS,
ve kterém jsou pro porovnani feseny predchozi soustavy. Piesto, ze je tato metoda
numericka, 1ze vysledky ziskané pomoci MKP povaZzovat za nejvice piesné.

Na obrazku 7.12 je porovnani skeletovych kiivek ziskanych v zadani a) s MKP
pro malou nelinearitu. MKP dava vysledky nejblizsi zpfesnénému vypocétu metodou
malého parametru.

. . _ . — 3
Zvetieni p=0 5; k,=200 MN/m.

0.4

0.43

0.46

0.44

amplituda [m]

0.42

0.4 i I 1 i L I
10.55 10.6 10,65 10.7 10.75 10.8 10.85 10.9
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.12: Porovnani s MKP — mala nelinearita
Pro vétsi nelinearitu je porovnani na obrazku 7.13. Skeletova kiivka ziskana

pomoci MKP leZi mezi kiivkami ziskanymi linearizacnimi metodami nejblize k metodé
ekvivalentni linearizace.
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Obr. 7.13: Porovndni s MKP — velkd nelinearita
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7. RESENI

Pomoci systému ANSYS, ktery fesi kmitani dynamické soustavy v Case, je
mozné ziskat pfechodové charakteristiky pifi rtznych rychlostech zmény budici
frekvence. Na obrazku 7.14 je zobrazena zména budici frekvence od 5rad s~ ! do
15 rad * s~ za 200 sekund ziskana pomoci MKP a porovnana s amplitudo-frekvenéni
charakteristikou vypoctenou metodou piimé linearizace. Tato charakteristika odpovida
pomalé rychlosti pfechodu z podkapitoly 4.3.
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Obr. 7.14: Prechodova charakteristika — pomaly ndrust frekvence
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Ptechodova charakteristika pii rychlejsi zméné budici frekvence se vice

odchyluje od amplitudo-frekvenéni charakteristiky dané soustavy. Na obrazku 7.15 je
ptechodové charakteristika porovnana s metodou ekvivalentni linearizace. Pokles budici
frekvence ze 17 rad =s™! na 2rad *»s~1 trval 20 sekund. To odpovidd vysoké
rychlosti ptechodu z podkapitoly 4.3.
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Obr. 7.15: Prechodova charakteristika — rychly pokles frekvence
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8. ZAVER

8. Zavér

V praci byly popsany metody piimé a ekvivalentni linearizace a metoda malého
parametru. Vsechny tyto metody byly pouzity na rizné nelinearni dynamické soustavy a
porovnany jak mezi sebou tak s metodou kone¢nych prvki. Z porovnani vyplyva, ze
vhodnost pouziti danych metod se rtizni podle slozitosti a miry nelinearity soustavy.
Nejvyhodnéjsi feSeni zejména slozitych nelinearnich dynamickych soustav je pomoci
metody kone¢nych prvkl. Tato metoda je mezi popisovanymi metodami povazovana za
nejpresnéjsi. Vzdy je ale dobré ovéieni ziskanych vysledkti nékterou z analytickych
metod.

V zadani se slabou nelinearitou byla nejpiesnéjsi metoda malého parametru, ale
vypocet touto metodou byl oproti linearizatnim metodam naroc¢ny. Proto je nékdy
vyhodnéjsi pouzit metodu ekvivalentni linearizace, kterd davala také velmi ptesné
vysledky u slabych nelinearit.

U soustavy se siln€ nelinearni charakteristikou byla metoda malého parametru
ptili§ nepfesna. Pro vyssi piesnost této metody by byl vypocet velice slozity. Odchylky
mezi lineariza¢nimi metodami byly vétsi, nez u slabé nelinearniho systému. V takovém
pfipad¢ je dobré pouziti obou popsanych lineariza¢nich metod. Pfesné tfeSeni dané
soustavy bude lezet v intervalu vymezeném praveé témito metodami.

Pro detailnéj$i porovnani danych metod by bylo nutné provadét vypocty u
vétStho mnozstvi soustav s riznymi vlastnostmi, jako jsou naptiklad hmotnost, budici
sila, vice stupni volnosti a podobné. I tak je ztéto prace mozné ziskat zakladni
pfedstavu o vlastnostech nelinearnich soustav a metodach jejich feSeni a podrobnéjsi
popis by mohl na tuto praci navazovat.
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9. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

9. Seznam pouzitych zkratek a symbolii

MEL Metoda ekvivalentni linearizace

MKP Metoda konecnych prvka

MMP Metoda malého parametru

MPL Metoda piimé linearizace

A amplituda kmitani

A amplituda vychylky od stfedni polohy odchyleni
a; amplituda kmitani u nesymetrické charakteristiky
a, amplituda kmitani u nesymetrické charakteristiky
b koeficient linearni ¢asti tlumeni

b, koeficient nelinearni ¢asti tlumeni

b* parametr linearizovaného tlumeni

b, ekvivalentni soucinitel tlumeni

C; koeficient Fourierovy fady

D, koeficient Fourierovy fady

F budici sila

Fy amplituda budici sily

i charakteristika tlumice

fx charakteristika pruziny

I integral

k koeficient linearni ¢asti tuhosti

k, koeficient nelinearni ¢asti tuhosti

ks koeficient nelinearni ¢asti tuhosti

ks koeficient nelinearni ¢asti tuhosti

k* parametr linearizované tuhosti

k. ekvivalentni soucinitel tuhosti

m hmotnost

Q zobecnéné piisobeni

Qo amplituda zobecnéného plisobeni

q zobecnénd soufadnice

qi zobecnénd funkce transformovaného ¢asu

q zobecnénd soufadnice u nesymetrické charakteristiky
T celé ¢islo

s celé ¢islo

t cas

x vychylka

X; funkce transformovaného ¢asu

) frekvence buzeni

Wy vlastni frekvence linearni ¢asti kmitani

wj koeficienty mocninné fady vlastni frekvence
Q vlastni frekvence nelinedrniho kmitani

U maly parametr

T transformovany ¢as

Q fazovy posuv

A odchylka nesymetrické charakteristiky
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10. SEZNAM PRILOH

10. Seznam priloh
Ptilozené CD:

bakalarska_prace.pdf
a_slaba_nelinearita.db
a_slaba_nelinearita.txt
a_silna_nelinearita.db
a_silna_nelinearita.txt
b_pomaly_rust.db
b_pomaly_rust.txt
c_rychly_pokles.db
c_rychly_pokles.txt
nelinearni_kmitani.m
vypocty.mw

elektronicka verze ve formatu PDF
soubor piikazl pro systém ANSYS
soubor ptikazd pro systém ANSYS
soubor piikazd pro systém ANSYS
soubor ptikazi pro systém ANSYS
soubor piikazl pro systém ANSYS
soubor ptikazi pro systém ANSYS
soubor piikazl pro syst¢ém ANSYS
soubor ptikazi pro systém ANSYS
soubor piikazl pro syst¢tm MATLAB
soubor ptikazil pro syst¢tm MAPLE
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