VYSOKE UCENIi TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

£

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI
USTAV MECHANIKY TELES, MECHATRONIKY A

BIOMECHANIKY

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND
BIOMECHANICS

POROVNANi METOD RESENI NELINEARNICH
DYNAMICKYCH SOUSTAV

COMPARISION OF METHODS FOR NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS SOLUTION

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE JAROSLAV KREJCIi
AUTHOR

VEDOUCI PRACE Ing. DANIEL DUSEK, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2013






Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi

Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky
Akademicky rok: 2012/2013

ZADANI BAKALARSKE PRACE

student(ka): Jaroslav Krej¢i
ktery/ktera studuje v bakalarském studijnim programu

obor: Strojni inZenyrstvi (2301R016)

Reditel Gstavu Vam v souladu se zakonem ¢&.111/1998 o vysokych 8kolach a se Studijnim a
zkusebnim fadem VUT v Brné urcuje nasledujici téma bakalarské prace:

Porovnani metod feSeni nelinearnich dynamickych soustav
v anglickém jazyce:

Comparision of methods for nonlinear dynamic sytems solution

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Vétsina dynamickych soustav v redlném prostiedi je vice ¢i méné nelinearni. Pfimé analytické
feSeni takovychto soustav je ve vétSiné¢ pfipadli nemozné, nebo mozné pouze za urcitych
zjednodusujicich predpoklada.

Cile bakalaiské prace:

Pro dany typ nelinedrni dynamické soustavy o 1 stupni volnosti provést feseni pomoci riiznych
ptibliznych analytickych metod a provést jejich vzajemné srovnéni.



Seznam odborné literatury:
Slavik, J., Stejskal, V., Zeman, V., Zaklady dynamiky stroju, CVUT Praha, Praha, 1997.

Kratochvil, C., Slavik, J., Dynamika, VUT Brno, Brno, 1997.

Brepta, R., Pust, L., Turek, F., Mechanické kmitani, Sobotales, Praha, 1994.

Vedouci bakalarské prace: Ing. Daniel Dusek, Ph.D.

Termin odevzdéani bakalatské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2012/2013.
V Bmeé, dne 19.11.2012

L.S.

prof. Ing. Jindfich Petruska, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc., dr. h. c.
Reditel Gistavu Deékan fakulty



ABSTRAKT

Abstrakt

Cilem této prace je provést feSeni pro dany typ nelinearni dynamické soustavy o
jednom stupni volnosti pomoci riznych piibliznych analytickych metod a provést jejich
vzajemné srovnani. V ivodu prace jsou popsany zakladni charakteristiky nelinearnich
dynamickych soustav, zpusoby jejich modelovani a struény popis zakladnich
analytickych metod feSeni. V dalsi Casti je feSeni zadané soustavy pomoci popsanych
metod a srovnani ziskanych vysledkd. V zavéru prace jsou dané metody feSeni
porovnany s metodou kone¢nych prvkt programem ANSYS.

Klicova slova

Mechanické kmitani, nelinearni soustava, analytické feSeni, porovnani metod

Abstract

The aim of this work is to make a solution of nonlinear dynamic system with one
degree of freedom using various approximate analytical methods and perform their
comparison. The beginning of the work describes the basic characteristics of nonlinear
dynamic systems, methods of modelling and a description of the basic analytical
methods of solution. In the following part is the solution of the system using described
methods and comparing of results. In conclusion the methods are compared with final
element method by program ANSYS.

Key words

Mechanical oscillation, nonlinear system, analytical solution, comparison of
methods
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1. UVOD

1. Uvod

V dynamickych soustavach vznika, vétSinou jako nezadouci ucinek, mechanické
kmitani. To maze zptsobovat nadmérnou hlucnost, opotiebeni az poruseni jednotlivych
asti stroje. ReSeni dynamickych soustav spociva v nalezeni amplitudo-frekvenéni
charakteristiky, ktera je potfebnad k popisu kmitani soustavy. Z této charakteristiky se
urcuji tzv. vlastni frekvence, tedy frekvence, pfi kterych soustava nejvice kmita a
kterym je potfebné se pfi provozu vyhnout. Amplituda a frekvence tohoto kmitani zavisi
na vlastnostech a zatizeni soustavy. Pfi feSeni kmitani soustav se pouzivd nékolik
metod. Nejjednodussi je predpoklad linearniho kmitani, ten ale vzdy nemusi odpovidat
skuteCnym vysledkiim. Nelinearni systémy jsou natolik riznorodé, Zze neexistuje
universalni metoda pro jejich popis. Proto se pro rizné nelinearni soustavy pouzivaji
razné metody, které se stale vyvijeji. Vzhledem ke slozitosti teorie nelinearniho kmitani
budou popsany pouze metody pro feSeni nelinearnich soustav sjednim stupném
volnosti. Tyto metody jsou vétSinou piiblizné a presnost kazdé z nich zavisi na druhu
nelinearity v soustave.
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2. MECHANICKE KMITANI

2. Mechanické kmitani

Pro spravny popis kmitani dynamické soustavy se mechanické kmitani rozlisuje
z riznych hledisek. Vytvareji se bud mechanické modely s diskrétnimi parametry, které
maji konecny pocet stuprii volnosti, nebo modely se spojité rozlozenymi parametry
s nekone¢nym poctem stupnti volnosti. Podle vzniku délime kmitani na volné, buzené a
samobuzené. Podle disipované energie soustavy na kmitani netlumené a tlumené. Dale
podle druhu matematického modelu se rozliSuje kmitani linearni a nelinearni. Toto
déleni je pouze zakladni a 1ze jej dale zpfesiiovat.[1]

2.1 Kmitani linearnich soustav

Reseni linearnich soustav je relativné jednoduché piedevsim proto, Ze se zde
muze pouzit princip superpozice. Vlastni frekvence takovéto soustavy je konstantni a
zavisi pouze na hmotnosti a tlumeni soustavy. VSechny redlné mechanické soustavy
jsou ale vice ¢i méné nelinearni. Linearni soustava vSak muze Casto dobfe aproximovat
nelinearni, a proto se pfi feSeni nejprve predpoklada linearita soustavy a teprve kdyz se
vysledky lisi od skutecnosti, doplni se pohybové rovnice nelinearnimi ¢leny. Linearni
teorii lze Casto pouzit, pokud se zajimame pouze o oblast, vétSinou velmi malou, ve
které pfiblizné plati linearni vztahy mezi pfislusSnymi veliCinami. VétSinou tato linedrni
oblast lezi pri malych deformacich a rychlostech a nelinearity se objevuji az pri vétSich
vychylkach, nékdy vSak naopak vyrazné nelinearity jsou typické pro malé odchylky od
roviovazného stavu a pri vétSich vychylkdach se soustava bliZi linedrni soustavé.
(prevzato z [3])

3. Kmitani nelinearnich soustav

Mechanicka soustava, ktera obsahuje alespoii jeden prvek, jehoz charakteristika
je popséana nelinearnimi rovnicemi, je nelinearni. Takovato soustava je potom popsana
nelinearni diferencialni rovnici, jejiz feSeni byva obtizné, Casto ani analytické feseni
neexistuje. U nelinearnich soustav se nemuize pouzit princip superpozice, coz zpusobuje
mnoho problémua pfi jejich feSeni, protoze se jednotlivé slozky kmitani vzajemné
ovliviiuji a nelze je jednoduse seCist. Napfiklad u vynuceného kmitani nelze ziskat
feSeni nehomogenni diferencialni rovnice souCtem feSeni homogenni a partikularni
Casti. Z téchto davodi maji tyto soustavy na rozdil od linearnich soustav specialni
vlastnosti, jako je napfiklad viceznacnost feSeni ¢i vlastni frekvence zavisla na
amplitudé kmitu.

3.1 Vznik nelinearity v mechanickych soustavach

Nelinearitu mechanickych soustav muzou zpusobovat nelinearni pruzné sily
zavislé na velikosti vychylky, tlumici sily zavislé na rychlostech, nebo sily smiSené,
které jsou zavislé jak na vychylce, tak na rychlosti. Priinou nelinearity mize byt
napfiklad pouziti pruzin s proménnym stoupanim zavitu, tvarovych pruzin, pruznych
spojek, kapalinovych tlumi¢i nebo nekovovych materialti. Vyrazny vliv maji také vile
v ulozenich pohybujicich se Casti stroje. Stroje byvaji vybaveny riznymi regulacnimi a
fidicimi prvky, coz jsou Casto siln€ nelinearni ¢leny a maji velky vliv na chovani celé
soustavy. Proto se vzdy mechanicka soustava musi fesit jako celek jak s pasivnimi, tak
s témito tzv. aktivnimi prvky, vnasejicimi energii do soustavy.
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3.2 MODELOVANI NELINEARNICH SOUSTAV

3.2 Modelovani nelinearnich soustav

Model nelinearni mechanické soustavy se muze vytvofit riznymi zpusoby.
K linearnim ¢lentim pfidame ¢len nelinearni, jak je zobrazeno na obrazku 3.1 a vysledna
pohybova rovnice pak bude mit tvar

mg +bq +kq + f(q,q) = Q(t) . (3.1
IQ(t) I Q)
7 m
m
flq.q)| | b (ﬁ é k fa.9)
I/
e 77
Obr. 3.1: Model nelinedrni soustavy [2] Obr. 3.2: Model nelinedrni soustavy [2]

Dalsi zplsob je pak zahrnuti linearnich i nelinearnich ¢lent do jedné nelinearni funkce,
jako na obrazku 3.2. Vysledna pohybova rovnice mé potom tvar

mig + f(q,q) = QD) . (3.2)

Nelinearni funkce v predchozi rovnici se nékdy vyjadii jako soucet nelinearni casti
pruziny a tlumice a plati

(a4 = (@) + filg) . (3.3)

Potom se f,(q) nazyva charakteristika tlumiCe a fi(q) charakteristika pruziny. Pro
symetrickou charakteristiku plati vztah

fl@)=—-f(=q). (3.4)

4. Vlastnosti nelinearnich soustav

Nelinearity mechanickych soustav se projevuji nékterymi vlastnostmi, které se u
linearnich soustav neobjevuji. Mezi tyto vlastnosti patii naptiklad neplatnost zakona
superpozice, zavislost vlastni frekvence na amplitudé, existence vyssich harmonickych
slozek, existence samobuzeného kmitani, oblast nestability nebo viceznacnost feSeni.
Nekteré nejdalezit€jsi vlastnosti jsou podrobnéji uvedeny v této kapitole.

4.1 Zavislost vlastnich frekvenci na amplitudé kmita

U nelinearnich soustav neni vlastni frekvence konstantni jako u linearnich, ale je
zavisla na amplitudé kmitd. Tuto zavislost vyjadiuje tzv. skeletova kiivka. Zda je kiivka
sklonéna na jednu nebo na druhou stranu urcuje typ pruzné deformace, ktery mize byt
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4. VLASTNOSTI NELINEARNICH SOUSTAV

d*fk(@)

dq?
tvrdnouci, v opacném piipadé vznika meknouci charakteristika. Pokud je ptredchozi
vyraz roven 0, pak je pruzna vazba linearni. Pokud na soustavu piisobi konstantni sila,
dojde nejen ke zméné rovnovazné polohy, ale také ke zméné odezvy soustavy.
Skeletova kiivka bude mit slozitéjsi tvar a jedné vlastni frekvenci mohou odpovidat dvé
amplitudy kmitani. Tento vliv je zobrazen na obr. 4.2.

mekky, linearni, nebo tvrdy. Je-li > 0, pak je charakteristika pruzné vazby

f(x) tvrdnouci charakteristika N profy =0
linearni lin. soustava
charakteristika i

méknouci charakteristika Ry 77 |

| I,.
Any "lr/_"

/

[

X 0 wol0) @i] wi(0)  w
Obr. 4.1: Druhy charakteristik [2] Obr. 4.2: Vliv konstantni sily na tvar
skeletové krivky [1]

4.2 Viceznacnost reSeni a oblasti nestability

Vlivem nelinearity se amplitudo-frekvencni charakteristika deformuje
v zavislosti na tvaru skeletové kfivky. V nékterych piipadech muze dojit vlivem
nelinearity soustavy dokonce ke vzniku dalsi vétve. V dasledku toho vznikaji v urcitych
pasmech budicich frekvenci oblasti nestability, kdy jedné frekvenci odpovida vice
amplitud kmitani. Obrazek 4.3 zobrazuje zménu amplitudy pfi velmi pomalé zméné
budici frekvence. Narusta-li frekvence pomalu, méni se amplituda podél kiivky z bodu
A do bodu B, kde se skokové zméni na hodnotu bodu C a dale se méni podél kiivky do
bodu D. Jestlize budici frekvence pomalu klesa, amplituda se méni podobné a ke
skokové zmé&né hodnoty amplitudy dojde z bodu E do bodu F. Usek kiivky mezi body B
a E, kde se hodnoty faze a amplitudy neustali, se nazyva nestabilni vétev. Hodnota
amplitudy v oblasti nestability tedy zavisi na tom, zjaké strany se méni budici
frekvence.[2]

At} 8

Obr. 4.3: Zména amplitudy pri pomalé zméné budici frekvence [2]
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4.3 PRECHODOVE CHARAKTERISTIKY

4.3 Prechodové charakteristiky

Skokové zmeény v oblasti nestability jsou zavislé na rychlosti zmény budici
frekvence. Po prejiti prvého maxima dochdzi viivem interference vynucenych a
viastnich kmitit k pulzacim amplitud a fazi, které jsou tim vyraznéjsi, ¢im je rychlost
prechodu rezonancniho vrcholu vyssi. (ptevzato z [1]) S rostouci rychlosti prechodu
této oblasti se snizuje velikost rezonan¢niho vrcholu, ale zaroven se rozsifuje oblast
zvySenych vychylek. Pfechodové charakteristiky jsou popsany na obrazku 4.4.

Al lald

rychlost pfechodu vy rychlost prechodu vy >V,

Obr. 4.4: a) PFechodové charakteristiky pri malé rychlosti prechodu [1]
b) Prechodové charakteristiky pri vysoké rychlosti prechodu [1]

4.4 Nelinearni resonance

Vynucené kmitani neni Cist€ harmonické, ale obsahuje vice slozek s vys§imi 1
niz§imi frekvencemi nez je budici frekvence w. Diky nelinearitam dochazi ke
vzajemnému ovliviiovani jednotlivych slozek a ke vzniku vice druhd rezonanci nez u
linearnich soustav. U nelinearnich soustav s jednim stupném volnosti pak vznikaji tyto
zakladni typy rezonanci, které se rozliSuji podle poméru budici a vlastni frekvence, kde
ra s jsou mala cela Cisla:[3]

- hlavni w/Q=1
- subharmonicka w/Q=r
- ultraharmonicka w/Q=1/s
- subultraharmonicka. w/Q=r1/s

14



5. PREHLED METOD RESENI

5. Prehled metod reSeni

5.1 Metoda malého parametru

Tato metoda predpoklada, ze nelinearni Cast pohybové rovnice mechanické
soustavy je ve srovnani s linearni ¢asti mala a je analytickou funkci parametrd g a g.
Pohybova rovnice (3.1) se pievede pomoci substituce do tzv. normalizovaného tvaru,
kde vystupuje maly parametr u a vlastni frekvence (). Pfi vypoctech se také zavadi
vhodna transformace Casu ve formé 7 = (t. Poté musi platit

d d

EZﬁZ()'- (5.1

Pohybova rovnice pro volné kmitani se zahrnutim tlumiciho ¢lenu do ¢lenu nelinearniho
je potom ve tvaru

Q%q" + wo?q + uf(q, Qq) =0 . (5.2)

Tato forma pohybové rovnice se nékdy také nazyva normalizovany tvar. ReSeni této
rovnice hledame ve tvaru mocninné fady malého parametru p

q(1) = qo(1) + pq, (v) + p?q, (1) +..., (5.3)

kde qq, 91, q2, ... jsou neznamé funkce transformovaného ¢asu 7. Do mocninné fady se
rozlozi také vlastni frekvence ()

O =wy+ pw; + plw, +..., (5.4)

kde w4, w,, ... jsou neznamé konstanty. Po dosazeni rovnic (5.3) a (5.4) do rovnice
(5.2) je mozné pievést nelinedrni diferencidlni rovnici na soustavu obycejnych
linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. S vyuzitim pocatecnich
podminek se urc¢i qq, q1, G2, ... jako znamé funkce transformovaného Casu T a konstant
Wy, W1, Wy, ... Neznamé konstanty se urci z podminek, aby feSeni bylo periodické, tj.
neobsahovalo tzv. sekularni vyrazy obsahujici funkce sin(z) a cos(t), které by
zpusobovaly rast amplitud kmitavého pohybu linearné s Casem. Tyto Cleny vSak nelze
vzdy vyloucit a pouzitelnost metody je pak omezena na kratky ¢asovy usek.

Protoze parametr u je malé Cislo, staci pro dostate¢nou ptesnost v rovnicich (5.3)
a (5.4) pocitat pouze se Cleny do prvniho az druhého fadu mocninné rady. Pro vyssi
presnost se jednoduse pocita se Cleny vyssich rada.

Pfi feSeni soustavy s vynucenym kmitanim je nutné postup vypoctu rozdélit na
feSeni v nerezonan¢nim pripadé, kdy nemuze vzniknout zadna hlavni ani vedlejsi
rezonance, a na feseni v rezonan¢nim piipadé, kdy se pomér w/Q blizi poméru malych
celych cisel, jak je uvedeno v podkapitole 4.4. U slabé nelinearnich soustav je mozné

nahradit frekvenci ( vlastni frekvenci linearni ¢asti wg =/ k/m.
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5.2 METODA PRIME LINEARIZACE

5.2 Metoda primé linearizace

Vyhodou metody piimé linearizace je to, zZe nelinearni charakteristiky pruziny a
tlumiCe nemusi byt analytickymi funkcemi svych parametrd, ale mohou byt zadavany i
tabelarné. Nelinearni funkce f,(q) se linearné aproximuje. Nahradi se piimkou
f*(q) =k*q, kde k* je hledany parametr linearizované tuhosti. V intervalu
predpokladanych amplitud se hleda minimum stfedné kvadratickych odchylek mezi
skuteCnym prubéhem funkce f(q) a jeji linearni aproximaci. Pti vétSich vychylkach
maji odchylky vétsi vahu, proto se pro stfedné kvadratickou odchylku pouziva hodnota
[fx(q) — k™q]q. Hleda se tedy minimum integralu

+A
I = f {Ufi(@) — k*qlqy? dg . (5.5)
-4

Minimum tohoto integralu v zavislosti na parametru k™ je urCeno pomoci rovnice

ol @
ok* 0k*

+A
| @ -k qlaydg = 0. (5.6)
“A

Z této rovnice se urCi vztah pro parametr k*, ktery je pro symetrické charakteristiky
f1x(q) ve tvaru

A
5
e =2 [ fel@ada 57
0

U nesymetrické charakteristiky nejsou amplitudy vychylek od rovnovazné
polohy stejné na ob¢ strany a linearizaci provedeme kolem tzv. stfedni polohy odchyleni
od pocatku soufadnic, okolo které soustava kmita se stejnou amplitudou 4, viz obr. 5.1,
kde A = 0,5(la;| + laz). § = g —AalA =0,5(a;| —|az]).

flqg)
f"’lq) ¥
s W T
a, E / 0 4 ‘01 q
fi(q) .
. P 1Al ;
T q ‘ |
! . 2

Obr. 5.1: Linearizace nesymetrické charakteristiky [1]

Vztah pro parametr k*pro nesymetrické charakteristiky je potom ve tvaru

+A
. 5
k*(A) = —= G +20)33dg . (5.8)
(4) 2A5£fk(q )G*dg
Koeficient b* se ziska prohozenim q a fi,(q) za ¢ a f,(q) v predchozich vztazich.
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5. PREHLED METOD RESENI

5.3 Metoda ekvivalentni linearizace

Metoda ekvivalentni linearizace pifevadi nelinearni pohybovou rovnici na
linearni rovnici s ekvivalentnimi souciniteli tlumeni a tuhosti. Nelinearni dynamicka
soustava s vynucenym pohybem ma pohybovou rovnici (3.1). V porovnani s pruznymi a

setrvaCnymi silami jsou u vétSiny soustav tlumici sily velmi malé. Proto se tlumeni
zahrne do nelinearniho ¢lenu a pohybova rovnice bude potom ve tvaru

m§ + kq + f(q,¢) = Qycoswt . (5.9)

Reseni predchozi rovnice se predpoklada podobné jako feSeni jeji linearni &asti, tedy
harmonické s thlovou frekvenci budici sily a bude ptiblizné platit

q = Acos(wt + ¢), g =— wAsin(wt+ ¢) . (5.10)
Nelinearni c¢len pohybové rovnice lze rozvinout pomoci Fourierovy fady za
predpokladu jeho periodického charakteru. Pro jednoduchost feseni za cenu jeho nizsi
presnosti se berou pouze prvni harmonické slozky a pro nelinearni ¢len plati vztah

f(q,q) = C; cos(wt + @) + D; sin(wt + ¢) . (5.11)

Po dosazeni rovnic (5.10) do (5.11) plati

Cy .
q = be(A)q + k.(A)q . (5.12)

flq.q) = 1

Aq+

Cleny b.(A) a k,(A) v piedchozi rovnici predstavuji tzv. ekvivalentni souéinitel
tlumeni a ekvivalentni soucinitel linearni tuhosti. Koeficienty C; a D; se urci
z Fourierovy tady jako koeficienty u prvnich harmonickych ¢lent a pro ekvivalentni
tlumeni a tuhost tedy plati nasledujici vztahy:

D
b.(A) = nAwf f(q,q) sin(wt + p)d(wt) , (5.13)

¢, 1
k.(A) = " = ﬂf f(q,9) cos(wt + p)d(wt) . (5.14)
0

Pomoci téchto souciniteld se puvodni nelinearni pohybova rovnice muze nahradit
ekvivalentni linearizovanou rovnici

mg + b, (A)q + [k + k.(A)]q = Qp coswt . (5.15)

Tato rovnice se dale fesi formalné jako linearni.
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6. MODEL ZADANE SOUSTAVY

6. Model zadané soustavy

Zadana soustava je jednoducha nelinearni dynamicka soustava s jednim
tlumi¢em a jednou pruzinou, jejichz charakteristiky jsou zadany pomoci nelinearnich
funkci a ktera je buzena harmonickou silou. Model zadané soustavy je na obrazku 6.1.

AT FAH

JOP [ L))

|
y Q0

Obr. 6.1: Model zadané soustavy

Tato soustava ma jeden stupen volnosti. Zobecnéna soutadnice g se tedy voli
jako posuv x a zobecnéné pusobeni Q(t) se voli jako sila F(t). Hmotnost télesa je
m = lkg.

Reseni zadané soustavy metodou malého parametru je obtizné nebo omezené,
protoze v nékterych ptipadech nelze vyloucit sekularni ¢len. Proto bude touto metodou
feSena pouze dynamicka soustava, jejiz kmitani je volné a obsahuje pouze pruzinu
s nelinearni charakteristikou. Vlastnosti takové soustavy jsou zadany nasledujicimi
rovnicemi:

a) fr(x) = kx + uksx3; f,(x) = ON; k = 100Nm™1; k; = 200 Nm™3;
(pro vétsi nelinearitu pruziny: k3 = 1000 Nm™3); u = 0,5; Fy = ON

Pro ostatni metody bude dale feSena soustava, jejiz kmitani je buzeno
harmonickou silou zadanou rovnici F(t) = F, cos(w t), kde Fy = 3N. Aby bylo mozné
porovnat metody feSeni takovychto soustav, budou charakteristiky pruziny a tlumice
zadany vice zpusoby:

b) fi(x) = kx + kyx|x|; f,(%) = bx; k = 100Nm™; k, = 200 Nm™2;
b =1Nsm™1!

c) fr(x) = kx — ksx®; f, (%) = byx|x|; k = 100Nm™1; ks = 1000 Nm™>;
b, = 2Ns?m™2

Charakteristiky pruziny jednotlivych zadani jsou na obrazku 6.2. Na tomto
obrazku je vidét, ze charakteristika pruziny v zadani a) se slabou nelinearitou se nejvice
blizi charakteristice své linearni ¢asti po celém intervalu predpokladanych vychylek.
Charakteristika pruziny v zadani a) s vétsi nelinearitou je od ni naopak nejvice
odchylena. Pruzina v zadani b) se odchyluje uz pfi malych vychylkach. Naopak
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7. RESENI

v zadani c) je charakteristika pruziny pfi malych vychylkach témét shodna s linearni
Casti, ale u vétSich vychylek se znacné lisi a pruzina je siln€ nelinearni.

100 linearni pruzina T ! ' ' !
a) slaba nelinearita | : : : :
50 H El:l zilha nelinearitsa ......... ........ S ......
_ zadéni b) : : :
z I -
£ danie) | e
o
a0 |
-100 ' '
05 04 03 02 041 0 0.1 0.2 03 0.4 05

vychylka [m]

Obr. 6.2: Charakteristiky pruziny

7. ReSeni
7.1 Zadani a)
Pohybova rovnice zadané soustavy mé tvar
mx + kx + uk;x3 =0 . (7.1)
7.1.1 ReSeni metodou malého parametru

Pro normalizovany tvar pohybové rovnice (7.1) bude podle rovnice (5.2) platit
2.0 2 k3 3
Q“x" + wg x+uax =0, (7.2)

pficemz wy = +/k/m . U rovnic (5.3) a (5.4) se bude pocitat pouze se ¢leny do prvniho
radu mocninné fady. Ocekavané feSeni a vlastni frekvence je tedy

x(1) = xo(7) + ux, (1), Q=wy+ puw, . (7.3)

Po dosazeni rovnic (7.3) do rovnice (7.2) a po vynechani ¢lend se druhou mocninou
malého parametru u, bude ziskana rovnice ve tvaru

2 " 2 2 " 2 " k3 3
Wo“Xg" + W xg + Y| W X" + WXy + 2wowqXg +Ex0 =0. (74

Rovnice (7.4) bude splnéna pouze tehdy, budou-li spole¢né platit rovnice

o x," +x, =0, (7.5)
n wl n k3 1
wl: x4 x, = —Zw—oxo —Ew—ozx(f : (7.6)
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7.1 ZADANI A)

Pocate¢ni podminky pro tuto soustavu rovnic jsou: x(0) = 4, x,°(0) =0, 17
xl(O) - 0, xll(O) - 0. ’

Reseni rovnice (7.5) je s vyuzitim pocatetnich podminek ve tvaru x, = Acos(t). Po
dosazeni do rovnice (7.6) a po upraveé vznikne tvar

3 ks 3
A® ) cos(t) — 5 A° cos(37) . (7.8)
4mw

Tento tvar obsahuje sekularni Clen, ktery se odstrani pomoci podminky, ze vyraz
v zavorce pied ¢lenem cos(7) bude roven 0. Pro konstantu w, bude tedy platit

=3 g 7.9
a rovnice (7.8) bude mit novy tvar
x," +x; =— > A% cos(31) . (7.10)
dmw,

S vyuzitim pogate¢nich podminek je feseni x; = (k3A*/32mw,?) (cos(37) — cos(1)).
S ohledem na rovnice (7.3) bude vlastni frekvence zadané soustavy dana rovnici

3uks
Q(A) = A? 7.11
(A) w0+8mw0 ( )

a feSeni pohybové rovnice bude po zpétné transformaci casu

ks A3
x(t) = Acos(Qt) + W (cos(BQt) — cos(ﬂt)) . (7.12)

Rovnice (7.11) je rovnice skeletové kiivky. Cim vétsi je nelinearita systému, tim vice je
tato kifivka prohnutd. Miru nelinearity ovliviiuje pomér mezi koeficienty pied
nelinearnimi a linearnimi ¢leny v pohybové rovnici. Na obrazku 7.1 jsou proto
zobrazeny skeletové kiivky pro rizné hodnoty parametru y.

0.4

=
I
—
1]
=
m
I

o
(5]

o
[

armplituda [m]

o
—

L]

: : : : :
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.1: Skeletové kiivky
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7. RESENI

Frekvence kmitani této soustavy je tedy zavisla na amplitud® kmitd. ReSeni rovnice

(7.12) pro ruzné hodnoty amplitudy A je zobrazeno v diagramu na obrazku 7.2, ze
kterého je patrné, Ze se s rostouci amplitudou zkracuje perioda kmitt.

1

vychylka (x/A) [-]

L N

. i i
0.4 0.5 06 0.7 0.8
fas 5]

Obr. 7.2: Prubéhy vychylek

Pokud se bude pro vétsi presnost pocitat v rovnicich (5.3) a (5.4) se ¢leny do druhého
radu, pro rovnici skeletové kiivky bude platit vztah

3uks 42 21u%k,?

Q(A) = - A* .
(A) = wo + 8mw, 256m?w,3 (7.13)

a pro feSeni pohybové rovnice

pks 23ﬂ2k32
t)=(A—- A3 + AS Ot) +
*(0) < 2mwzt T T02amzagrt )OS0 o1
!’l'k3 3 3ﬂ2k32 5 ﬂ2k32 5 ’
L By S— 30t) + —————— A4 501) .
¥ (32mw02 128m?w,* cos(30¢) + 1024m2w,* cos(500

Obrazek 7.3 zobrazuje prubéhy vychylek pii riznych presnostech vypocétu. Z porovnani
vyplyva, Ze u presnéjsiho vypoctu je délka periody pfiblizné o 0,5% vétsi.

A=05m, p=05
1 T T T
hdh P
MMF zpfesnéni

vychylka (x/A) [-]

.................

a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 0.6 0.7 0.5 IR 1
Obr. 7.3: Pritbéhy vychylek pri riiznych presnostech vypoctu
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7.1 ZADANI A)

Tato odchylka je zobrazena pro amplitudu A=0,5m a parametr y = 0,5. Pro mensi
amplitudy nebo nelinearity se pribeéhy vychylek témeér nelisi a rozdil mezi nimi je
rozeznatelny az pii del§im Casovém intervalu. Lze tedy fict, ze rozdil mezi vysledky ve
zpfesnéném a meéné presném vypoCtu metodou malého parametru je tim vice
zanedbatelny, ¢im mensi jsou amplitudy kmitani a ¢im vice se soustava blizi linearni.

7.1.2 ReSeni metodou primé linearizace

Charakteristika pruziny je symetricka a po dosazeni do vztahu (5.7) plati
A
5 5
k*(A) = Ef(kx + pksx)x3dx = k + 7uk3A2 : (7.15)
0
Pohybova rovnice ptivodni nelinearni soustavy se nahradi linearizovanou
y y 5 2
mx + k*(A)x :mx+(k+7uk3A )x =20 (7.16)

a vlastni frekvence se ziska ze vztahu pro linearni soustavu, tedy

5
* k +5pk;A?
Q= /k ) _ 7R (7.17)
m m

7.1.3 Reseni metodou ekvivalentni linearizace

Pro nelinearni ¢len plati vztah
fx, %) = uksx® . (7.18)

Dosazenim do rovnice (5.14) plati pro x = A cos(wt) vztah
17 3
k,(A) = ﬂf pks (A cos(wt))? cos(wt)d(wt) = ZﬂkgAz . (7.19)
0

Podle rovnice (5.15) bude potom ekvivalentni linearizovana soustava dana rovnici
" 3
mx + [k + ZﬂkgAz] x=0. (7.20)

Pro vlastni frekvenci ekvivalentni soustavy plati vztah

3
’ k + > uk;A2
Q= k+k.(A) _ 7 HK3 . (7.21)
m m
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7. RESENI

7.1.4 Porovnani vysledka

Pro skeletovou kfivku byly zjistény Ctyfi rizné vztahy, které jsou zaneseny do
diagramu. Na obrazku 7.4 je zobrazeno porovnani vysledkt pro maly parametr 4 = 0,5
a k3 = 200Nm~3. Skeletové kiivky se téméf piekryvaji a rozdil mezi nimi je znatelny
az ve zvétSeném pohledu, ve kterém je vidét, ze vysledky ziskané pomoci zpiesnéného
vypoétu metodou malého parametru se nejvice blizi vysledkim ziskanym pomoci

metody

amplituda [m]

048k ............ e ............. PRIy e ol
|:|45_ ............ ............ .....
Oddb oo ......... ......

D42k e S ............ ......

ekvivalentni linearizace.
ZvétSeni
0.5 T

p=05; k=200 M/m.?

......................................

MMP zpfesnéni

0.4 i I I i I I
10.55 106 10.65 107 10.75 10.8 10.85 10.9
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.4: Skeletové kifivky pro u = 0,5; k3 = 200Nm=3

Pokud vsak bude nelinearita systému vétsi, metoda malého parametru bude

davat vice odli§né vysledky od lineariza¢nich metod. Na obrazku 7.5 je zobrazeno

porovnani skeletovych kfivek pro maly parametr u = 0,5 k3 = 1 000Nm

arnplituda [m]

-3

p=05; k;=1000 N/m.2

0.5 . _ _ T _ . T ! T

T e A .................. ]

|:|3 e < A S ................ -
Pt P

02F 5
MPL

0.1t MEL |
MWMP zpfasnéni

i | i 1 ] 1
a 10 12 14 16 18 20

frekvence [rad™s™1]

[
=
kb
P
o

Obr. 7.5: Skeletové kifivky pro u = 0,5; k3 = 1 000Nm™3

Pii vétSich vychylkach se vysledky metody malého parametru znacné lisi od

lineariza¢nich metod. Cim vétsi je nelinearita systému, tim jsou rozdily rozpoznatelngjsi
pii mensich vychylkéach. Z ptedchozich obrazku je ale patrné, ze ¢im vyssi je zpfesnéni
vypoctu metodou malého parametru, tim jsou rozdily od lineariza¢nich metod relativné
malé pro vétsi interval amplitud kmitéani.
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7.2 ZADANI B)

7.2 Zadani b)
Pohybova rovnice zadané soustavy ma tvar

miX + bx + kx + k,x|x| = Fy cos(wt) . (7.22)
7.2.1 Re$eni metodou piimé linearizace

Po dosazeni zadani do vztahu (5.7) plati pro parametr k™

A
5 5
k*(4) = Ef(kx + kyx|xx3dx = k + ngIAI : (7.23)
0

Pro parametr b* plati b* = b a vlastni frekvence linearizované soustavy bude dana

rovnici
5
k + gkz |A]
QA= [———. (7.24)
m

Amplitudo-frekvencni charakteristika se ur¢i podobné jako u linearni soustavy, tedy

FO FO

A (7.25)

J(k* —mw?)? + b**w? \/(k +%k2|A| — mw?)? + h2w?

Amplitudo-frekvencni charakteristika je spolecné se skeletovou kfivkou na obrazku 7.6.

0.5 T | T | T T T T T

: : : : : ; a-f charakteristika
Dl e — — — ckelatovd kiivka
03F :

=
s
T

arnplituda [m]

o
—_
T

[

i I f
12 14 16 18 20

frekvence [rad*s™1]

=
2
i
o
[mn]
—
=

Obr. 7.6: Amplitudo-frekvencni charakteristika

7.2.2 Reseni metodou ekvivalentni linearizace

Pro ekvivalentni soucinitel tuhosti plati

21

! f k, A cos(wt) |A cos(wt)| cos(wt) d(wt) =

8k, |Al
A '

3n

k,(A) = (7.26)

0

24



7. RESENI

Ekvivalentni soucinitel tlumeni zustane stejny jako v pivodni soustavé a pro vlastni
frekvenci ekvivalentni soustavy plati vztah

8
k+k, (A k +5=k;,|A|
— ) _ 3m 27 (7.27)
m m

Amplitudo-frekvencni charakteristika se ziska stejné jako u metody pfimé linearizace a
bude déana rovnici

F F
9 0 . (7.28)

A= =
\/(k + ko, — mw?)? + b, w? \/(k + 8k327|TA| —mw?)? + b2w?

Amplitudo-frekvencni charakteristika ziskana metodou ekvivalentni linearizace a
skeletova kiivka je na obrazku 7.7.

0.5 T T T T T T T T T
: a-f charakteristika

. |:|‘-1 ......... ......... ......... ......... ......... ......... Skeletl:l'l.l'é kﬁ'l.l'ka
E : T
=03
=]
=
= 02
£
[

0.1

] i | I !
a 10 12 14 16 18 20

frekvence [rad™s™1]

L
=
I b
P
o=

Obr. 7.7: Amplitudo-frekvencni charakteristika

7.2.3 Porovnani vysledku

Skeletové kiivky ziskané pomoci linearizacnich metod jsou porovnany na
obrazku 7.8. Mezi ziskanymi kifivkami je pouze maly rozdil.

0.5 T T T T T T T T T
Y A MPL
'_||:|‘-_1 ......... ......... ......... ......... ......... ........ ......... MEL_
£ : : : : : : : : :
o 03f e e R P ?FI ...... P L P _
=] f :
= i :
—EDE_.. ...... }”.; ................. ........ .
= / 5
0T b i S ................ _
0 i I I i : i I | i
] 2 4 B a 10 12 14 16 18 20

frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.8: Skeletové kiivky
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7.3 ZADANI C)

7.3 Zadani ¢)
Pohybova rovnice zadané soustavy mé tvar

mi + byx|x| + kx — kx> = Fy cos(wt) . (7.29)
7.3.1 ReSeni metodou piimé linearizace

Po dosazeni zadani do vztahu (5.7) plati pro parametry b* a k*

A
5 5
b*(A) = Ef(bza'c|5c|)5c3ala'c = 2hylAl, (7.30)
0

A
5 5
k*(A) = Ff(kx — ksx®)x3dx = k — §k5A4 . (7.31)
0

Vlastni frekvence bude dana rovnici

Kk — gksA‘*
Q= |——0. (7.32)

Amplitudo-frekvencni charakteristika se urci ze vztahu pro linearni soustavu

Fo

A (7.33)

\/(k - gksA“ — mw?)? + (gbzlAl)sz

Amplitudo-frekvencni charakteristika je zobrazena spole¢né se skeletovou kiivkou na
obrazku 7.9. Jak je patrné z obrazku, tato soustava ma meéknouci charaktreristiku

pruziny.

05 ! , ! ! , ! . . ,
: a-f charakteristika
O4F---- ......... ......... ......... L ......... — — — skalotova kfivka

=
L
T

=
]
T

armnplituda [m]

..........................................

=
.
T

L]

i I i 1 i I
a 2 4 ] a 10 12 14 16 13 20
frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.9: Amplitudo-frekvencni charakteristika
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7. RESENI

7.3.2 Reseni metodou ekvivalentni linearizace

Pro ekvivalentni soucinitele tlumeni a tuhosti podle vztaht (5.10), (5.13) a (5.14) plati
8b,|A|

b2 2
_ : : : _ 34
b.(A) nAa)fO (wA sin(wt)) |wA sin(wt)| sin(wt)d(wt) e (7.34)
21
1 c S5k A*
k.(A) = ﬂf —kg (A cos(wt))” cos(wt) d(wt) = — 5 - (7.35)
0
Ziskana amplitudo-frekvencni charakteristika je dana vztahem
Fo
A= T = : (7.36)
\/(k — g — mw2)2 + (832_7![‘4|)2w2
Na obrazku 7.10 je tato chrakteristika zobrazena se skeletovou kfivkou.
0.5 T T T T T T T T T
: a-f charakteristika
. |:|‘-1 ......... ......... ......... ......... ...... ......... SkElEtl:l'l,l'é kﬁ'l,l'ka
£ : \ :
';' |:|3 T T T T S . ................ -
E 2k R ................ i
5 5
T T 2 T ................ -
0 i I 1 i L i I | 1
o 10 12 14 18 15 20

=
]
=
o

frekvence [rad®s™1]
Obr. 7.10: Amplitudo-frekvencni charakteristika

7.3.3 Porovnani vysledku

Skeletové kiivky ziskané pomoci obou linearizacnich metod jsou na obrazku 7.11.

0.5 T T
MPL
'_||:|.1'1 WMEL
k=) E :
o D3 b ERTTEEP SRR RPS SERTERTS R S _
- .
= :
02 i B _
= :
o :
O b S SRREREE 4
0 i I I i i I | i
1] 2 4 3] g 10 12 14 16 18 20

frekvence [rad™s™1]
Obr. 7.11: Skeletové kiivky
Skeletové kiivky ziskané pomoci obou linearizaCnich metod se vyrazné€ji li§i od
amplitudy 0,3m a vyse. Pfi téchto vychylkach je charakteristika pruziny silné nelinearni,
coz je patrné z obrazku 6.2.
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7.4 POROVNANI S METODOU KONECNYCH PRVKU

7.4 Porovnani s metodou konecnych prvki

V dnesni dobé je diky vykonné vypocetni technice mozné provést feseni i
slozitgj§ich soustav pomoci numerickych metod. Jedna z nejpouzivanéjSich
numerickych metod je metoda kone¢nych prvkia. Tuto metodu vyuziva systém ANSYS,
ve kterém jsou pro porovnani feSeny predchozi soustavy. Pfesto, ze je tato metoda
numericka, 1ze vysledky ziskané pomoci MKP povazovat za nejvice piesné.

Na obrazku 7.12 je porovnani skeletovych kiivek ziskanych v zadani a) s MKP
pro malou nelinearitu. MKP dava vysledky nejblizsi zpfesnénému vypoctu metodou

malého parametru.

- . _ L — 3
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Obr. 7.12: Porovnani s MKP — mala nelinearita
Pro vétsi nelinearitu je porovnani na obrazku 7.13. Skeletova kiivka ziskana

pomoci MKP lezi mezi kiivkami ziskanymi linearizanimi metodami nejblize k metodé
ekvivalentni linearizace.
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Obr. 7.13: Porovnani s MKP — velka nelinearita
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7. RESENI

Pomoci systému ANSYS, ktery fe§i kmitani dynamické soustavy v Case, je
mozné ziskat prechodové charakteristiky pfi ruznych rychlostech zmény budici
frekvence. Na obrazku 7.14 je zobrazena zména budici frekvence od 57rad = s™! do
15 rad * s~ za 200 sekund ziskanid pomoci MKP a porovnana s amplitudo-frekvenéni
charakteristikou vypoctenou metodou piimé linearizace. Tato charakteristika odpovida

pomalé rychlosti pfechodu z podkapitoly 4.3.
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frekvence [rad™s™1]

Obr. 7.14: Prechodova charakteristika — pomaly nariist frekvence

Prechodova charakteristika pii rychlejsi zméné budici frekvence se vice
odchyluje od amplitudo-frekven¢ni charakteristiky dané soustavy. Na obrazku 7.15 je
prechodova charakteristika porovnana s metodou ekvivalentni linearizace. Pokles budici
frekvence ze 17rad =s™! na 2rad s~ trval 20 sekund. To odpovida vysoké

rychlosti pfechodu z podkapitoly 4.3.
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Obr. 7.15: Prechodova charakteristika — rychly pokles frekvence
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8. ZAVER

8. Zavér

V praci byly popsany metody piimé a ekvivalentni linearizace a metoda malého
parametru. VSechny tyto metody byly pouzity na rizné nelinearni dynamické soustavy a
porovnany jak mezi sebou tak s metodou koneCnych prvkd. Z porovnani vyplyva, ze
vhodnost pouziti danych metod se rizni podle slozitosti a miry nelinearity soustavy.
Nejvyhodnéjsi feSeni zejména slozitych nelinearnich dynamickych soustav je pomoci
metody konec¢nych prvka. Tato metoda je mezi popisovanymi metodami povazovana za
nejpresn€jSi. Vzdy je ale dobré ovéreni ziskanych vysledkd nékterou z analytickych
metod.

V zadani se slabou nelinearitou byla nejpresnéj$i metoda malého parametru, ale
vypocet touto metodou byl oproti linearizacnim metodam naro¢ny. Proto je nékdy
vyhodnégjsi pouzit metodu ekvivalentni linearizace, ktera davala také velmi prfesné
vysledky u slabych nelinearit.

U soustavy se siln€ nelinearni charakteristikou byla metoda malého parametru
prilis nepfesna. Pro vyssi presnost této metody by byl vypocet velice slozity. Odchylky
mezi linearizaCnimi metodami byly vétsi, nez u slabé nelinearniho systému. V takovém
ptipadé je dobré pouziti obou popsanych linearizacnich metod. Presné feSeni dané
soustavy bude lezet v intervalu vymezeném praveé t€émito metodami.

Pro detailn€jsi porovnani danych metod by bylo nutné provadét vypocty u
vétsiho mnozstvi soustav s riznymi vlastnostmi, jako jsou napiiklad hmotnost, budici
sila, vice stupiit volnosti a podobné. I tak je ztéto prace mozné ziskat zakladni
predstavu o vlastnostech nelinearnich soustav a metodach jejich feSeni a podrobné&jsi
popis by mohl na tuto praci navazovat.
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9. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

9. Seznam pouzitych zkratek a symbolu
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MKP
MMP
MPL

A
A

a;
a,

L S e e 1)

gex
o

| 9T e

32

Metoda ekvivalentni linearizace
Metoda koneénych prvku
Metoda malého parametru
Metoda piimé linearizace

zobecnéné pusobeni

amplituda kmitani [m]
amplituda vychylky od stfedni polohy odchyleni [m]
amplituda kmitani u nesymetrické charakteristiky [m]
amplituda kmitani u nesymetrické charakteristiky [m]
koeficient linearni ¢asti tltumeni [N.s.m™1]
koeficient nelinearni ¢asti tlumeni [N.s2.m™?]
parametr linearizovaného tlumeni [N.s.m™1]
ekvivalentni sou¢initel tlumeni [N.s.m™1]
koeficient Fourierovy rady [N]
koeficient Fourierovy rady [N]
budici sila [N]
amplituda budici sily [N]
charakteristika tlumice [N]
charakteristika pruziny [N]
integral [N2.m3]
koeficient linearni ¢asti tuhosti [N.m™1]
koeficient nelinearni ¢asti tuhosti [N.m™?]
koeficient nelinearni ¢asti tuhosti [N.m™3]
koeficient nelinearni ¢asti tuhosti [N.m™°]
parametr linearizované tuhosti [N.m™1]
ekvivalentni sou¢initel tuhosti [N.m™1]
hmotnost [kg]

]

]

[
amplituda zobecnéného pisobeni [N
zobecnéna souradnice [m
zobecnéna funkce transformovaného Casu [m
zobecnéna soufadnice u nesymetrické charakteristiky [m
celé cCislo
celé cislo

cas [s

vychylka [m]
funkce transformovaného Casu [m]
frekvence buzeni [rad.s™1]
vlastni frekvence linearni ¢asti kmitani [rad.s™1]
koeficienty mocninné fady vlastni frekvence [rad.s™1]
vlastni frekvence nelinearniho kmitani [rad.s™1]
maly parametr [-]
transformovany Cas [rad]
fazovy posuv [rad]
odchylka nesymetrické charakteristiky [m]



10. SEZNAM PRILOH

10. Seznam priloh
Prilozené CD:

bakalarska_prace.pdf
a_slaba_nelinearita.db
a_slaba_nelinearita.txt
a_silna_nelinearita.db
a_silna_nelinearita.txt
b_pomaly_rust.db
b_pomaly_rust.txt
c_rychly_pokles.db
c_rychly_pokles.txt
nelinearni_kmitani.m
vypocty.mw

elektronicka verze ve formatu PDF
soubor piikazli pro systém ANSYS
soubor ptikazli pro systém ANSYS
soubor piikazii pro systém ANSYS
soubor piikazli pro systém ANSYS
soubor piikazli pro systém ANSYS
soubor ptikazli pro systém ANSYS
soubor ptikazli pro systém ANSYS
soubor piikazli pro systém ANSYS
soubor ptikazl pro syst¢ém MATLAB
soubor prikazl pro systém MAPLE
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