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Anotace

Préace se zaméfuje na popis mnozin bodu s danou vlastnosti a jejich vyuziti pii feSeni
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problémti vedoucich pfevazné ke kuzeloseckdm. Tyto problémy jsou feSeny
planimetrickou nebo analytickou formou. Je uvedena i kapitola zabyvajici se osovou

afinitou, kterd u¢ivo na gymnaziu rozsituje.
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Annotation

This bachelor thesis focuses on the description of the loci of given properties and its
use in solving of the simple tasks in high schools. It is also focused on the analysis of
more difficult problems related to the conic sections. These problems are solved in
planimetric or analytic form. There is also a chapter dealing with the axial affinity. It

extends the curriculum at high schools.
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Uvod

Jiz na gymnaziu jsem méla v oblibé geometrii, zvlasté pak mnoziny bodd s danou
vlastnosti. Rozhodla jsem se, ze bych na znalosti ziskané na stfedni Skole rdda navazala
svou bakalarskou praci. Chtéla jsem si v tématu, které mé zajima, rozsifit obzory.

Pristup k tomuto tématu je v dneSni dobé znatné€ usnadnén moznosti pouzivat
dynamicky software GeoGebra. Nejenom, ze mi prace s timto programem pomohla dané
mnoziny bodi identifikovat, ale dynamika konstrukci mi umoznila sndze provadét
jednotlivé diikazy. Prace s GeoGebrou provazi celou mou praci.

Praci jsem rozd¢lila na 2 oblasti. V prvni ¢asti zminuji, v jakych ro¢nicich na
osmiletych gymnaziich se latka tykajici se mnozin bodu vyskytuje, a jaké konkrétné
mnoziny bodu jsou zde probirany. Tato ¢ast obsahuje i vzorové priklady, které se na
gymndziich a stfednich Skolach probiraji.

Ve druhé ¢asti se zabyvam rozborem konkrétnich piikladii k tématu mnoZzin bodd,
které m¢ zaujaly, poptipad¢ které mi byly doporuceny vedoucim bakaldiské prace nebo
externim konzultantem. Tyto pfiklady pak feSim planimetrickou nebo analytickou
formou.

Posledni kapitola mé bakalarské prace je vénovana osové afinité, jejiz problematika
se sice na gymnaziich povinn€é nevyucuje, ale vede k zajimavé uloze, ktera souvisi
s mnozinou bodt hledanou pomoci tsekového thlu.

Za cil své prace povazuji uvedeni stru¢ného piehledu vyskytu tohoto tématu
V kurikulech gymnazia, ale hlavné bych radda seznamila piipadného Cctendfe se
zajimavymi konstrukcemi, které by se mohly pouZit jako rozsifujici u¢ivo na gymnaziich

napt. v odbornych seminafich.



1. Mnoziny bodl s danou vlastnosti na gymnaziu

V této kapitole jsou obsazeny zékladni postiehy tykajici se vyuky geometrie na
gymnaziu s piihlédnutim na mnoziny boda s danou vlastnosti. Zminim strucné tu ¢ast
Ramcovych vzdélavacich programti, které se této partie geometrie tykaji.

Soucasti této kapitoly budou i vybrané priklady, které v feSeni obsahuji mnoziny boda

s danou vlastnosti.
1.1. Geometrie na gymnazium — obecny tvod

V Réamcovém vzd€lavacim programu Ministerstva Skolstvi, mladeze a télovychovy,
1ze vycist tyto obecné informace tykajici se geometrie mMnozin bodi s danou vlastnosti,

které kazda $kola zalefiuje do svych Skolnich vzdélavacich program.

1.1.1. Cilové zamé&feni vzdélavaci oblasti a o¢ekavané vystupy
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predstavivosti. S ohledem na téma mnozin bodt s danymi vlastnostmi bych zminila tyto

oc¢ekavané vystupy tykajici se zaka:

1.1.1.1. Zak pouziva geometrické pojmy, zdiivodiiuje a vyuziva vlastnosti geometrickych
utvarti v roving a v prostoru, tfidi utvary dle vlastnosti

1.1.1.2. Zak uréuje vzajemnou polohu linearnich witvart, vzdalenosti a odchylky

1.1.1.3. Zak vyuziva nadrt pii feSeni rovinného problému

1.1.1.4.Z4ak fedi polohové a nepolohové konstrukéni ulohy uzitim viech bodii dané
vlastnosti

1.1.1.5. Z4k fesi planimetrické problémy motivované praxi

1.1.1.6.Zak vyuziva charakteristické vlastnosti kuzelosedek k uréeni analytického
vyjadieni

1.1.1.7.Z4k z analytického vyjadfeni (z osové nebo vrcholové rovnice) uréi zékladni
udaje o kuzelosecce

1.1.1.8. Zak fesi analyticky tlohy na vzajemnou polohu piimky a kuzelose¢ky [1, 5.27]



1.2.  Mnoziny bodt s danou vlastnosti na gymnaziu

1.2.1. Niz§i gymnazium nebo druhy stupeii ZS

Pti studiu latky tykajici se mnozin bodi s danou vlastnosti na niz§im gymnaziu nebo

na druhém stupni zakladnich Skol, se zak postupné seznamuje s nasledujicimi znalostmi:

1.2.1.1. Osa usecky jako mnozina vsech bodu, které maji od krajnich bodu dané usecky

stejnou vzdalenost:

Obrazek 1.2.1.1.-1. Osa tsecky

1.2.1.2. KruZnice jako mnozina vSech bodi, které maji od dané¢ho bodu v roviné stejnou

danou vzdalenost:

Obrazek 1.2.1.2.-1. Kruznice



1.2.1.3. Osa pdsu (0) jako mnozina vSech bodd, které maji stejnou vzdalenost od dvou
danych rovnobézek (p, q):

Obrézek 1.2.1.3.-1. Osa pésu

1.2.1.4.0sa riaznobéinych piimek jako mnoZzina vSech bodl, které maji stejnou

vzdalenost od dvou danych riznobézek, a s tim souvisejici osa uhlu.

!
!
!
1
10y
i

i
1

Obrazek 1.2.1.4.-1. Osa rliznobéZznych piimek
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1.2.1.5.Rovnobéinikovy pds jako mnozina vSech bodi, které maji stejnou danou

vzdalenost od dané pfimky p.

Obrazek 1.2.1.5.-1. Rovnobéznikovy pas

1.2.1.6.Dvé kruZnice (l4,1;) soustiedné s danou kruznici jako mnozina vSech bodu,
které maji stejnou vzdalenost od dané kruznice k, pfi¢emz je tato vzdalenost

mensi nez polomér dané kruznice.

Obrazek 1.2.1.6.-1. Dvé kruznice soustifedné s danou kruznici

11



1.2.1.7.Bod (M) a soustifedna kruznice (1) s danou kruznici jako mnozina vSech bodu,
které maji stejnou vzdalenost od dané kruznice k, pti¢emz je tato vzdalenost rovna

poloméru dané kruznice.

Obrazek 1.2.1.7.-1. Bod a soustiedna kruznice s danou kruznici

1.2.1.8. Soustitednd kruznice (1) s danou kruZnici jako mnozina vSech bodu, které maji
stejnou vzdalenost od dané kruznice K, pfi¢emz je tato vzdalenost vétSi nez

polomér dané kruznice.

Obrazek 1.2.1.8.-1. Soustfedna kruznice s danou kruznici

1.2.1.9. Thaletova kruznice jako mnozina vSech bodu, které tvoii vrcholy pravothlych

trojuhelnikll s pfeponou totoZnou s danou tseckou.

12



Obrazek 1.2.1.9.-1. Thaletova kruznice

1.2.2. Ukazky tloh na mnoziny bodi — druhy stupeti ZS a nizsi gymnéazium

Dobr¢ osvojeni ptedchozich pojmi a zvladnuti jejich pouziti pfi feSeni jednoduchych
uloh je dulezité pro pochopeni navazujicich témat mnozin bodd na vy$$im gymnaziu.

V dalsi ¢asti textu uvedu nékolik zakladnich uloh:

1.2.2.1. Jsou dany dvé¢ riiznobézky p a g. Narysujte vSechny bod, které nalezi ptimce g a
maji od ptimky p vzdalenost 3 cm. [2]
Reseni:
Pro nalezeni hledanych bodl pouziji mnozinu vSech bodu, které maji od piimky p

vzdalenost 3 cm, coZ je rovnobéznikovy pas (a, b), jehoz sitka je 6 cm a jehoZ ose je dana

pfimka p. Uloha mé dvé feSeni.

Obrazek 1.2.2.1.-1. Re$eni ulohy 1.2.2.1.

13



1.2.2.2.Je dana tisecka AB délky 2,5 cm. Narysujte kruznici K se stfedem v bod¢ A, ktera
prochéazi bodem B.
a) Narysujte vSechny body X kruznice k, které maji stejnou vzdalenost od bodu
A B.
b) Jaké vlastnosti ma trojihelnik ABX? [2]

Reseni:

Hledané body maji mit stejnou vzdalenost od krajnich bodt usecky AB. Proto musi
néleZet ose této usecky. Hledam tedy priseéik osy Gsecky AB s kruznici k. Uloha ma dvé
feSeni.

a)

1
: %aB

X4

Obrazek 1.2.2.2.-1. Reseni tlohy 1.2.2.2. — a)

b) Trojuhelnik ABX je rovnostranny.

1.2.2.3.Jsou dany dvé¢ rovnobézky p a g, jejichZ vzdalenost je 3 cm, a mezi nimi bod M.
Narysujte vSechny kruznice K, které prochazeji bodem M a dotykaji se ptimek p
ag.[2]

Reseni:

Stfed hledané kruznice S musi mit stejnou vzdalenost od obou rovnobézek. Proto musi
nalezet ose pasu 0, ktery tyto rovnobézky tvori. Navic musi mit bod S stejnou vzdalenost

i od bodu M. Musi tedy nalezet kruznici | se sttedem v bodé M a polomérem, ktery je dan
14



poloviéni vzdalenosti rovnobézek p a q. Budu tedy hledat bod S v priseéiku kruznice | a
0Sy pasu 0. Nesmime zapomenout na konstrukci bodi dotyku pted konstrukei hledané

kruznice k. Uloha ma dvé feseni.

Obrazek 1.2.2.3.-1. Reseni tlohy 1.2.2.3.

1.2.2.4. Jsou dany dvé¢ riiznobézky p a g. Narysujte vSechny kruznice, jejichz polomér je
2 cm, a které se dotykaji obou piimek p a g. [2]

Resent:

Obrazek 1.2.2.4.-1. Reseni tilohy 1.2.2.4

15



Komentar k tloze 1.2.2.4:

Hledany stfed kruznice S musi mit stejnou vzdalenost od obou zadanych piimek.
Jedna z moznosti, jak ulohu vyfeSit, je narysovat mnozinu bodu, které maji stejnou
vzdalenost 2 cm od riznobézek p a g. To jsou rovnobézné piimky tvoftici pas, jehoz Sitka
je 4 cm a osa pasu je ptimka p (pfimka q). Nez narysuji hledané kruznice, musim jesté

sestrojit body dotyku. Uloha ma &tyfi feseni.

1.2.2.5.Je dana kruznice K se stfedem S a polomérem 2,5 cm a piimka p, jejiz vzdalenost
od bodu S je 1,3 cm. Narysujte vSechny kruznice, které maji polomér 1,5 cm a
dotykaji pfimky p, navic maji s kruznici k vnéjsi dotyk. [2]

Reseni:

Hledany stted Q kruznice | ma stejnou vzdalenost 1 cm jak od kruznice K, tak od
ptimky p. Bude proto nalezet pruseciku mnoziny bodti majicich od kruznice k vzdalenost
1 cm (kruZnice m) s mnozinou bodu, které maji vzdalenost 1 cm od piimky p (pas a, b).
Podle zadani tlohy mé zajimaji pouze ty kruznice, které maji s kruznici k vnéjsi dotyk.

Opét nutno sestrojit body dotyku. Uloha ma &tyfi fesent.

Obrazek 1.2.2.5.-1. Reseni llohy 1.2.2.5.

1.2.2.6.Je dana kruznice K se sttedem S a polomérem 2,5 cm a bod M, jehoz vzdalenost
od bodu S je 3 cm. Narysujte vSechny kruznice, které maji polomér 1,5 cm,

prochazi bodem M a dotykaji se kruznice k. [2]
16



Reseni:

Budu hledat bod Q, stied hledané kruznice |. Ten lezi v pruse¢iku mnoziny bodt
majici od S vzdalenost 4 cm (kruznice! n(S;r = 4 cm) s mnozinou bodd, které maji
stejnou vzdalenost od bodu M (kruznice m(M;r = 1,5 cm)). Nutno sestrojit body

dotyku. Uloha méa dvé fedeni.

Obrazek 1.2.2.6.-1. Reseni ulohy 1.2.2.6.

1.2.2.7. Narysujte usecku AB a pfimku p, kterd tuto usecku protind ve vnitinim bodé.
Narysujte na piimce p vSechny body C tak, aby trojuhelnik ABC byl pravouhly
S pravym uhlem pfi vrcholu C. [2]

! Druh4 &&st mnoZiny bodd, splfiujici danou podminku, je kruZnice j se stfedem S a polomé&rem 1 cm. Ta
ovsem nemuUzZe prinést Zadné dalsi reSeni, protoZze neprotne kruznici n.

17



Reseni:
Hledany bod C musi nalezet Thaletové kruznici t sestrojené nad tiseckou AB, protoze
tato kruznice tvofi mnozinu vsech vrcholi pravouhlych trojuhelnikli sestrojenych nad

preponou AB. Priiseéik této kruznice s piimkou p je bod C. Uloha mé dvé feseni.

Obrazek 1.2.2.7.-1. Reseni Glohy 1.2.2.7.

1.2.2.8.Je dana tsecka SM, jejiz délka je 5 cm a kruznice K se stiedem S a polomérem
2 cm. Narysujte te¢ny kruznice K prochazejici bodem M. [2]

Resent:

Obrazek 1.2.2.8.-1. Reseni ulohy 1.2.2.8.
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Komentéi k tloze 1.2.2.8:

Body dotyku tecen vedenych z bodu M ke kruznici k jsou vrcholy pravothlych
trojuhelnikli sestrojenych nad tseckou SM. Proto sestrojim Thaletovu kruznici nad
prumérem SM. Hledané body dotyku budou naleZet prusefiku zadané kruznice K

s Thaletovou kruZnici. Uloha ma dvé& feSeni.
1.2.3. Vyssi gymnazium

K mnozinam bodl vyucovanych na druhém stupni zakladnich skol nebo na niz§im

gymnaziu, jsou na vys$$im gymndaziu piipojeny nasledujici utvary:

1.2.3.1. kruZnicovy oblouk nad danou uise¢kou jako mnozina vSech bodi, ze kterych je
dand usecka vidéna pod danym thlem (tedy mnozina bodd, které tvoii vrcholy
trojuhelniku, jehoz jedna strana je dana usecka a velikost tthlu proti této strané je
dan); jedna se o zobecnéni véty o Thaletoveé kruznici.
1.2.3.2. kuZelosecky
Podrobnéjsi informace o kuzeloseCkach budou uvedeny v druhé c¢asti bakalaiské
prace. Zde uvedu pouze zakladni informace.
a) kruZnice viz niz§i gymnazium
b) elipsa jako mnozina vSech bodd, které maji od danych dvou
riznych bodi stejny soucet vzdalenosti
c) parabola jako mnozina bodd, které maji stejnou vzdalenost od dané
piimky jako od bodu, ktery na této ptimce nelezi
d) hyperbola jako mnozina bodu, které maji od danych dvou riznych

bodii stejnou absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti
1.2.4. Ukézky jednoduchych tloh — uziti mnozin bodi s danou vlastnosti

V této &asti uvedu dva ptiklady k tématu 1.2.3.1. Ulohami na mnoziny bodi tykajici
se kuzelosecek se zabyvam v dalSich ¢astech mé bakalarské prace.
1.2.4.1.Je dana tusecka AB, jejiz délka je 5 cm. Narysujte mnozinu vSech bodi X
takovych, aby velikost uhlu <AXB byla rovna: [2]
a) 50°
b) 130°
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Reseni:

a) Konstrukci provedu pomoci Gsekového uhlu @ = 50°. Narysuji polopiimku AX
tak, aby velikost uhlu «BAX byla rovna 50°. Narysuji pfimku p kolmou na poloptimku
AX prochazejici bodem A a osu usecky AB. V priseciku piimky p a 0sy 045 Vznikne bod
S, stied hledaného kruznicového oblouku AB, jehoz polomér je uréen délkou tsedky AS.
Zdtvodnéni konstrukce:

Uhel w = <ASB je stiedovy tihel, thel ¢ = <AXB je obvodovy uhel piisluiny stejné
t&tivé AB. Uhel w ma tedy dvakrat vétsi velikost, neZ tihel ¢ a thel €ASQ musi mit proto
stejnou velikost jako zadany tihel ¢. Tzv. Gisekovy thel ¥«SAY ma stejnou velikost jako

uhel % = ¢. Tento fakt mohu zdivodnit napft. tak, ze porovnam velikost vnéjsiho uhlu pii

vrcholu A trojahelniku SAQ se souctem velikosti vnitfnich uhlt p#i vrcholu Sa Q:

13) co
a+90°==+90°>a=—-=¢.
2 2
UABg
X 1
]
¢=50"| AD
@
q
w/2
A .2
: | B
1
I
1

Y
%,

Obréazek 1.2.4.1.-1. Reseni ulohy 1.2.4.1. — a)
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b) Reseni tohoto tikolu provedu analogicky k feeni tlohy a). ReSeni je uvedeno na

nasledujicim obrazku.

°aB

X
AB
A3

a=130°

s
Obrazek 1.2.4.1.-2. Reseni tilohy 1.2.4.1. — b)

1.2.4.2. Je déna tsecka AB délky 6 cm. Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, ma-li vyska
na stranu ¢ délku 3,5 cm a uhel y pfi vrcholu C velikost 70°. [2]
Reseni:

Narysuji stranu AB délky 6 cm. Bod C mé od ptimky AB vzdalenost 3,5 cm, musi tedy
nalezet mnoziné bodd, které maji od piimky AB zminénou vzdalenost (rovnobéznikovy
pas p, q). Navic je bod C vrcholem trojihelniku ABC s velikosti tthlu 70° pii C, takze
narysuji kruznicovy oblouk nad tétivou AB pomoci usekového thlu. Bod C najdu
v pritseéiku t&chto dvou mnozin bodt. Uloha ma v poloroving uréené p¥imkou AB a

sttedem oblouku AB dvé feSeni.

............

3,5¢ecm

..Y ‘

Obrazek 1.2.4.2.-1. Reseni tlohy 1.2.4.2.
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Dalsi ptiklad na uziti mnoziny bodt, ze kterych je dana usecka vidéna pod urcitym

uhlem, uvedu v kapitole 8.
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2. Priklad 1.

2.1. Zadani piikladu

Je dana kruznice k a bod M. Chci najit mnozinu bodu, stfedd kruznic, které prochazeji

bodem M a dotykaji se kruznice K. [3]
2.2. Reseni

Ulohu si rozd&lim na t¥i piipady. Prvni piipad vznikne tehdy, lezi-li bod M na kruZnici
k. Druhy pfipad nastane, kdyz bod M lezi uvnitf kruznice K a tteti ptipad, pokud bod M
lezi vné kruznice K.
2.2.1. Bod M nalezi kruznici k

Pokud bod M lezi na kruznici k, je ziejmé, ze mnozina stiedi kruznic, které prochazeji

bodem M a dotykaji se kruznice K, je stied kruznice k, tedy jeden bod.
2.2.2. Bod M lezi uvnitf kruznice k

KruZnici, ktera prochazi bodem M a zaroven se dotyka kruznici K, ziskdm sestrojenim
bodu Y libovolné na kruznici k. Dale vedu piimku stfedem kruznice k a bodem Y. Stied
hledané kruznice se nachazi v pruse¢iku piimky SY a osy tsecky MY, pojmenuji ho X a
kruznici m (Obr. 2.2.2.-1.).

Obrazek 2.2.2.-1.Bod M leZi uvniti Kruznice k
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Pohybem bodu Y po kruznici k je mozno pozorovat, ze bod X se pohybuje po elipse
(Obr. 2.2.2.-2.), coz je mnozina bodu, kterou jsem chtéla najit. Body S a M jsou ohniska

této elipsy.

Obrazek 2.2.2.-2. Hledana mnozina bodi - elipsa

2.2.2.1. Dukaz

Z definice elipsy je znamo: ,,Elipsa je mnozZina bodii v roviné, jejichz soucet
vzdalenosti od danych bodii je konstantni.” [4, s. 8]. Chci tedy dokazat, ze
|SX| + |[MX| =1, kde | je konstantni. Vim, Ze vzdalenost |SX| + |YX| = r, kde r je
polomér kruznice k. Jak je z obrazku ziejmé |MX| = |YX|, protoze bod M i bod Y leZi na
kruznici m se stiedem v bodé¢ X. Mohu psat |SX| + |MX| = ra tato vzdalenost je

konstantni.
2.2.3. Bod M lezi vné kruznice k

Kruznici prochazejici bodem M a dotykajici se kruznice k dostanu stejnym postupem
jako v piedchozim piipadé. Pohybem bodu Y po kruznici k 1ze vidét, ze bod X se pohybuje
po hyperbole s ohnisky v bodech Sa M (Obr. 2.2.3.-1.).
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Obrazek 2.2.3.-1. — Hledana mnozina bodu — hyperbola

2.2.3.1.Dukaz

Nyni dokazi, ze se jedna o hyperbolu. Z definice hyperboly: ,,Hyperbola je mnozina
bodii v roviné, jejichz rozdil vzddlenosti od danych bodii je konstantni.” [4, s. 26]. To
znamena, ze |SX| — |MX| = [, kde | je konstantni. Jak je vidét, |[MX| = |YX|, protoze
bod M i bod Y lezi na kruznici m, ktera ma stfed v bodé X. A protoze |SY| = r, kde r je
polomér kruznice k, a body X i Y lezi na jedné pfimce, plati |SX| — |YX| =7, coz je

konstanta, a to bylo dokazat.
2.2.4. Jak ziskat parabolu?

Parabolu ziskdm tak, kdyz objekt, na kterém lezi bod Y, neni kruznice, ale ptimka.
Narysuji kruznici m, ktera se dotyka ptimky k a prochazi bodem M. Nejprve sestrojim
bod dotyku Y.
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Obrazek 2.2.4.-1. ptimka k misto kruznice

Stred kruznice m lezi v pruseéiku osy usecky MY a kolmice k ptimce K, ktera prochazi
bodem Y. Stied kruznice m pojmenuji X.

Nyni Ize pozorovat, ze pii pohybu bodu Y po piimce k, se bod X pohybuje po parabole
(Obr. 2.1.1.-1.).
2.2.4.1. Dukaz

Definice paraboly fika: ,,Parabola je mnozina bodii v roviné, které maji od daného
bodu a dané primky stejnou vzdalenost.“ [4, s. 45]. V tomto piipad¢ je zmiiovanou danou
piimkou pfimka k a danym bodem je M. Chci dokazat, ze pro bod paraboly X plati
IMX| = |YX|, coZ je na prvni pohled ziejmé, protoze bod X je stfedem kruznice m a bod
Y i bod M na kruznici m lezi.
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Obrazek 2.1.1.-1. Hledana mnozina bodi — parabola

27



3. Priklad 2

3.1. Zadani

Krajni body tsecky s pevné danou délkou se pohybuji po osach. Po jakych kiivkach
se pohybuji vybrané vnitini body této usecky?

Sestrojim si usecku AB tak, aby jeji krajni body lezely na osach x, y. Délka této usecky
se neméni. Pohybuji bodem A po ose x, bod B se pohybuje po ose y. Kazdy bod dané
useCky se pohybuje po néjaké kiivce. V této kapitole se zabyvam tvarem zminovanych

kiivek. [5]
3.2. Reseni

Bod na useéce AB, jehoz pohyb zkoumam, jsem si pojmenovala C a pomoci programu
GeoGebra jsem zjistila, ze plati:
e Pokud |BC| = |AC]|, pak se jedna o kruznici.
e Pokud |BC| < |AC|, pak se jedna o elipsu s hlavni osou rovnob&znou s 0sou y.

e Pokud |BC| > |AC|, pak se jedna o elipsu S hlavni osou rovnob&znou S 0S0U X.
3.2.1. Stied Gsecky AB

(situace |BC| = |AC|)
Situace na obrazku je zndzornéna jen pro prvni a druhy kvadrant. Z obrazku je ziejmé,

ze stied usecky AB se pohybuje po kruznici (Obr. 3.2.1.-1).

Obrazek 3.2.1.-1. Stfed usecky AB
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3.2.1.1. Dukaz

Z véty o Thaletove kruznici je znamo, Ze pravouhlému trojuhelniku 1ze opsat kruznici,
ktera ma stied v bodé¢, ktery je stftedem piepony tohoto trojuhelniku. V tomto piipadé Ize
opsat kruznici trojuhelniku ABD (Obr. 3.2.1.1.-1), kde bod D lezi v pruseciku os
soufadnic. Stfedem této kruznice je bod C, ktery je stfed tsecky AB. Z toho plyne, Ze pro

polomér r této Thaletovy kruznice, plati r = |BC| = |CD]|, tedy tato vzdalenost je

neménna a mnozina bodd, po které se stfed usecky pohybuje, je kruznice.
4 -

Obrazek 3.2.1.1.-1. Thaletova kruznice nad usec¢kou AB

3.2.2. Bod C usecky AB, pro ktery plati |BC| < |AC]|

Pokud bod C neni krajnim bodem tsecky ani jejim stfedem, pak se pti pohybu tsecky
AB po osach, bude pohybovat po elipse. Pokud navic plati, ze |BC| < |AC|, jedna se o
elipsu s hlavni osou rovnobé&znou s osou y (oy Il 0,). Situace je zndzornéna na obrazku

3.2.2.-1.
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Obrazek 3.2.2.-1. Bod C se pohybuje po elipse, oy Il 0,

3.2.2.1. Dtikaz

Uré¢im si soufadnice bodu. A[p, 0], B[O, r], C[x,y]. (Obr. 3.2.2.1.-1.) Z podobnosti

trojuhelniktit ADB, COB a APC plyne

p _a+b
x a
A odtud
a+b
p = a x,

r
y

1

2

_a+b

rd
—
o
L
a0
e mcc -

Obrazek 3.2.2.1.-1. Soufadnice bodu
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Podle Pythagorovy véty plati
r?2 +p? = (a + b)?

Nyni dosadim za p a r do rovnice plynouci z Pythagorovy véty
2 2

(57) + () =@r oy
a+b \° 1 a+b \* 1
< b y) .(a+b)2+( a x) .(a+b)2=1
(a + b)? 1 (a + b)? 1
< b y2>'(a+b)2+< oz "2>'(a+b)2_1

() ()

Ziskam rovnici elipsy. Z toho vyplyva, Ze bod C se pohybuje po elipse. [4. s. 13]

3.2.3. Bod C usec¢ky AB, pro ktery plati |BC| > |AC]|

V tomto piipadé se jedna o elipsu s hlavni osou rovnobéznou s 0sou X (oy Il 0,).

Dukaz se provadi stejné€ jako v piredchozim ptipadé.
3.2.4. Vrchol pfi pravém uhlu trojuhelniku ABC

Nad useckou AB si sestrojim bod C, tak aby trojihelnik ABC byl pravouhly a pravy
uhel se nachazel pti vrcholu C. Délky vSech usecek, které tento trojuhelnik tvofi, se pii
pohybu bodu A po ose x neméni. Uhly pii vrcholech A a B jsou pevné dané. Pii pohybu
bodem A zjist'uji, ze bod C se pohybuje po usecce.

4

Obrazek 3.2.4.-1. Bod C se pohybuje po usecce
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3.2.4.1.Dtkaz

Sestrojim si Thaletovu kruznici nad tuseckou AB. Bod C na ji nalezi, jelikoz uhel
4ACB je pravy. Dale vim, Ze bod D na kruznici lezi také, protoze thel 4ADB je také
pravy. Z toho plyne, ze ¢tyifuhelnik ACBD je tétivovy. Dokézi, ze pro libovolnou polohu
bodu A je y, thel 4ADC, konstantni, tedy ze pfimka CD svira s 0Sou X stale stejny smér.

Stied usetky AB pojmenuji E. Uhel £AEC oznadim w. Z véty o stfedovych a
obvodovych uhlech je znamo, ze velikost sttedového uhlu je rovna dvojnasobku velikosti
obvodového thlu piislusného témuz oblouku. Jelikoz w je sttedovy thel oblouku, jemuz
je uhel B obvodovym, je velikost uhlu w rovna dvojnasobku velikosti thlu 8. Uhel w je
taktéz sttedovym uhlem pro stejny oblouk, jemuz je uhel y obvodovym thlem, jak je
ziejmé z obrazku 3.2.4.1.-1. Z toho plyne, ze velikost thlu y je rovna poloving velikosti
uhlu w, tedy y = B. A protoze thel § byl zadan s konstantni velikosti, je zfejmé, ze

pfimka CD svird s 0sou X stale stejny smér, coz bylo dokazat.

Obrazek 3.2.4.1.-1. Stiedové a obvodové thly v té€tivovém ctyfuhelniku
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4. Ptiklad 3

4.1. Zadéni

Jsou zadany dv¢ na sebe kolmé piimky r L p. V pruseciku téchto ptimek lezi bod A,
kterym prochazi kruznice k. Ta ma stied S na pfimce r. V druhém priseéiku kruznice k a
ptimky r lezi bod B. Timto bodem je vedena piimka h, ktera protina kruznici k ve dvou
bodech, ve zmifiovaném bodu B a v bodu C. Ukolem je uréit mnozinu bodd, po které se

pohybuje bod C, pii pohybu stfedu kruznice K po ptimce r. (Obr. 4.1.-1.) [6]

Obrazek 4.1.-1. Zadani piikladu 3

4.2. Reseni

4.2.1. Planimetrické feSeni

Je ziejmé, ze bod C lezi na Thaletoveé kruznici, kterou je kruznice k. Tedy 2ACB je
pravy (uhel £ACB pojmenuji a a uhel £ECA pojmenuji ). Zaroven vim, ze bod C lezi
na piimce h, takze:

180° —a =
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£ =180° —90°
B =90°
To znamend, ze bod C musi byt prvkem Thaletovy kruznice nad tseckou AE.
Hledanou mnozinou bodu je kruznice, jejiz stied je stfed Gsecky AE (bod Q) s polomérem

|AQ|, bez krajnich bodd A a E, protoze ty nemohou tvofit vrchol trojihelniku.

Obrazek 4.2.-1. Reseni ptikladu 3

34



4.2.2. Analytické feSeni

B =(0,2s)

Obrazek 4.2.2.-1. Soutfadnice bodu

Nejprve zvolim vhodné soutadnice

e A[0; 0]

e B[0;2s]

e Ele;0],e+0

Napisi rovnici kruznice k:

Predpis (x—m)?*+(y—n)2=r2

x%2+ (y —s)? =s?

x?+y? —2sy +s? =52

Rovnice (4.2.2.-1.) 2sy = x? +y?

Dale vyjadiim rovnici pfimky h v obecném tvaru:

Predpis ax +by+c=0
s,=B—E

sp = [0;2s] — [e; 0]
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s, = (—e; 2s)
n, = (2s;e)
2sx +ey+c=0

Dosazenim bodu B do této rovnice dostanu.

c = —2se
Rovnice (4.2.2.-2.) 2sx +ey—2se=0
Vyjadiim y:
Y= 2se — 2sx
e
y=2s (1 - g)
Uréim k N h:
Musim vydélit rovnici (4.2.2-1.) rovnici (4.2.2.-2.), abych se zbavila parametru s
2ys  x*+y?
2s(1-3) ¥
y x2 _|_y2
1-3 R

X
yi=02+y?h)- (1—2)
Rovnice (4.2.2.-3.) y2=x2+y?— ch (x2 + y?)
x = 0 = dostanu bod B
x # 0 = Rovnici (4.2.2.-3.) vydélim X
ex = x? + y?

Doplnim na ¢tverec:
2 2

xz—ex+(§) —(g) +y?=

(=5) +r=(5)

, , . . ., v . v v |€ W e v
Vysledna rovnice je rovnici kruZnice se stfedem v bodé [E ; O] a poloméru ~» COZ bylo

dokazat.
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5. Ptiklad 4

5.1. Zadani

Je dana usecka AB a piimka p, na niz nelezi usecka AB. Na piimce p se nachazi bod
C. Po jakeé ktivce se pohybuje ortocentrum O trojuhelniku ABC, pii pohybu bodem C po
ptimce p? (Obr 5.1.-1.) [6]

Obrazek 5.1.-1. Zadani prikladu 4

5.2. Reseni

Dtkaz jsem se rozhodla provést analyticky, protoZze mé nenapadlo vhodné
planimetrické feSeni. Bod A jsem umistila do pocéatku soustavy soufadné a bod B na osu
X. Pfimku p jsem vyjadiila ve smérnicovém tvaru, takze piedpokladdm, Ze neni
rovnob¢&zna s 0sou Y. Pokud by byla, mohou nastat dv¢ situace:

e Pokud pfimka p prochazi bodem A nebo bodem B, jsou hledanymi mnoZzinami bodt
pravé tyto body, vrcholy pravothlych trojahelnikii. Na obrazku 5.2.-1. je znazornéna
situace, kdy ptimka p prochazi bodem A.

e Pokud piimka p neprochazi body A a B, bude hledanou mnozinou bodu pfimka p, jak
je vidét na obrazku 5.2.-2.

Vysky trojihelniku vyjadiim obecnou rovnici. Budu pracovat s vyskou trojuhelniku

prochazejici bodem C, tu pojmenuji r a s vySkou prochazejici bodem B, tu pojmenuji s.

(Obr. 5.2.-3))
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Obrazek 5.2.-2. Ptimka p, kolma na osu X, neprochazi body A a B
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Obrazek 5.2.-3. Volba soufadnic

e A[0; 0]
e B[b; 0]
e miy=kx+gq
e C: Potiebuji pohybovat bodem C po ptimce p, proto jsem si oznacila
soufadnici X bodu C jako proménnou a. Zménou proménné a, bude bod C ménit polohu
na piimce p. C[a; ka + q]
e r: Pfimka r je vyskou ke stran€ c, tedy je kolma na osu X, protor: x = a
e s:Pfimka s je vyskou ke stran¢ b. K tomu abych urcila normalovy vektor
ptimky s, potiebuji smérovy vektor ptimky b
Sp =T
s,=C—A
sp = [a; ka + q] — [0; 0]
sp=(xkatq)=ng
stax+ (ka+q)y+c=0
Protoze s prochéazi bodem B, mohu psat:
a-b+(ka+q)-0+c=0
c=—ab

Rovnice piimky s je:
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stax+ (ka+q)y—ab=0
e O: Bod O je ortocentrem trojuhelniku ABC a jeho soufadnice jsou uréené
prasecikem piimky r as.

{s:ax+(ka+q)y—ab=0
rx=a

e rNs
a’ + (ka+q)y—ab=0
(ka + q)y = ab — a*
_a-(b—a)
ka + q

Bod O ma soufadnice:

Nyni provedu zdménu proménné a < x
_x- (b —x)
kx +q
kyx + yq = bx — x?
(5.2.-1) x2—bx+kyx+yqg=0

Kazdou kuzelosecku 1ze vyjadfit touto rovnici:

ay1x% + 2a1,xy + Ay % + 2a43x + 2a,3y + az3 =0
apoté lze zjistit, pomoci determinantu kuzelosecky a pomoci determinantu kvadratickych
¢lent (maly determinant), o jakou kuZelosecku se jedna. Rovnice (5.2.-1.) je takovou

rovnici. Pfepisi ji do determinantu a nasledné determinant vypocitam.
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(48 (A2)-(5)-(H-(9)-

[ kab+q*\ ([ q-(kb+q)
N <_T> N <_T>

e AN=0qg=0vqg=-kb
Pokud je velky determinant kuzeloseCky roven nule, jedna se o singularni kuzelosecku.
o A+0©q+0Aqg+—kb

Pokud je velky determinant kuzelosecky rizny od nuly, jedna se o regularni kuzelosec¢ku

Nyni vypocitam maly determinant kuzelosecky:
k

2| _ _K
0

1
5=k
2

e §=0ek=0
1. Situace 1 - Kdyz 4=0 i § =0, pak se jedna o singularni nestfedovou

kuzelosecku.

2. Situace 2 - Kdyz 4+ 0 a § =0, pak se jedna o regularni nestfedovou

kuzelosecku. Jedina kuzelosecka, ktery je regularni a nesttedova je parabola.

e <0 k=+0
3. Situace 3-Kdyz4 =0aéd <0, jedna se o singularni sttedovou kuzelosecku —
dvé riznobézky
4. Situace 4 -Kdyz4 # 0aé < 0, jedna se o hyperbolu
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5.2.1. Situace 1

Situace 1 nastane, kdyz4 =0i6 =0
A=0©q=0vqgq=—-kbad=0k=0
Je zfejmé, ze tuto situaci neni mozno fesit, protoze ¢ i kK ma byt nula a pro q i k rovno

nule, je pfimka p totozna s 0sou X, to znamena, ze trojuhelnik ABC viibec nevznikne.
5.2.2. Situace 2

Situace nastane, kdyz4 #0aéd =0
A+0 ©q+#0Nq#*—-kbad=0k=0
Dosadim do rovnice (5.2.-1.):
x2=bx+y-0-x+yqg=0
x2—bx+yq=0
yq = bx—x?
bx—x?
q

( 1 2)+b
=——Xx - X
Y q q

Pro k=0 je pfimka p rovnob&Znd So0sou X, a protoze useCka AB (zékladna

y:

trojuhelniku ABC) lezi na ose X, je ptfimka p rovnobézna se zdkladnou trojihelniku ABC
a mnozinou bodu, po které se pohybuje ortocentrum trojuhelniku, je konkavni parabola

prochézejici body A a B.

Obrazek 5.2.2.-1.Pro p || AB je hledanou mnoZinou bodi parabola
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5.2.3. Situace 3

Situace 3 nastane, kdyzjed =0ad <0
A=0©q=0vqgq=—kbad<0ok+0
Dosadim do rovnice (5.2.-1.) nejprve g = 0
x2—bx+kyx+y-0=0
Jedna se o singularni stfedovou kuzelosecku hyperbolického typu, to znamend, Ze
kuzelosecka se sklada ze dvou riznobézek, které se protnou v jednom bod¢.
Vypocitam soufadnice tohoto bodu S:
X+ k y— b =0

2 2

k

Ex =0

X =

y:

oo

X=X

X O

Soutadnice bodu S jsou:
Substituce:

y=y +2
k
Nyni uvedu rovnici kuZelosecky v ¢arkované soustave souradné:
ay1x"% 4 2a;,x"y" + azy't =0

x?+kx'y' =0/:y'%;y £ 0

x\*  kx'
=) t—7=0
y y



Provedu zpétnou substituci:

!

xX'=x =2>x=0

, b b 1
YEYTRTY TR TR
Pro x rovno nule, nedava feseni geometricky smysl, vysledkem je tedy pfimka:
b 1
VSRR

Ptimka je zndzornéna na obrazku 5.2.3.-1.

Obrazek 5.2.3.-1. Reseni situace 3, proq = 0

Nyni dosadim do rovnice (5.2.-1.) za ¢ = —kb

x2—bx+kyx+y-(—kb)=0
Jako v pfedchozim ptipad¢ se jedna o singularni sttedovou kuzelosecku hyperbolického
typu, to znamend, ze kuzelosecka se sklada ze dvou ruznobézek, které se protnou
V jednom bodé.

Vypocitam soufadnice tohoto bodu S:

k b
x+5y—§=0
k kb
X7 T
xX=>b
b
"
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Souradnice stfedu S jsou:

S[b;—é]

k
Substituce:

x=x"+b

, b

y=Yy %

Nyni uvedu rovnici kuzelosecky v ¢arkované soustavé souradné:

x?+kx'y' =0/:9'% 9 #0

<x'>2 kx'
=) t—=0
y y

(), = k= =g
— = — y:——-x
y'/, k

x'=x—b =>x=0b

Provedu zpétnou substituci:

, b x—b b 1
YEY RV I T T TR
Pro pifimku x = b, nedava feSeni geometricky smysl, feSenim je tedy pfimka:
1
y==%*

Situace je znazornéna na obrazku 5.2.3.-2.
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Obrazek 5.2.3.-2. Reseni situace 3, pro ¢ = —kb

5.2.4. Situace 4

Situace 4 nastane, kdyZjed #0ad <0
A+0 ©q#0Aq#—-kbad<0ok+#0

Pro tuto situaci je vyslednou kiivkou hyperbola

r

Obrazek 5.2.4.-1. Situace 4 - hyperbola
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6. Simsonova — Wallaceova véta

Tento piiklad je zaméfen na jedinecnou vlastnost kruznice opsané danému
trojuhelniku. Pro kazdy bod P, ktery lezi na této kruznici plati, Zze paty kolmic z P
k prodlouzenym stranam trojuhelniku lezi na jedné piimce, tedy jsou kolinearni. P¥imce
se fika Simsonova piimka, nebo téz Wallaceova piimka. Skotsky matematik Robert
Simson se timto problémem zabyval jako prvni, ale do dnesni podoby vétu zformuloval
a dokazal William Wallace, a to az 30 let po Simsonové smrti. Z tohoto diivodu se véte

fika Simsonova — Wallaceova. [7, s.1]
6.1. Znéni Simsonovy — Wallaceovy véty:

Véta Simsonova — Wallaceova
Paty kolmic K, L, M zbodu P k pfimkam AB, BC, CA lezi na jedné ptimce (jsou
kolinearni), pravé kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. [7, s.2]

-
&

Obrazek 6.1.-1. Simsonova — Wallaceova véta

6.2. Dikaz

Véta ma tvar ekvivalence, tudiZ je nutno diikaz provést pro obé dvé strany.
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6.2.1. Prvni ¢ast dukazu

V prvni ¢asti dikazu predpokladam, ze body K, L, M lezi na jedné ptimce. Pokud
nekteré dva z bodu K, L, M splyvaji, pak je bod P jednim z vrcholl trojuhelniku, tudiz
lezi 1 na kruznici opsané trojuhelniku a tvrzeni plati. Nyni piedpokladam, ze zadné dva
z bodu K, L, M nesplyvaji. [7, s.2]

Budu se snazit dokazat, ze étyrthelnik ABPC je tétivovy, tedy, ze mu lze opsat

kruznici. Nejprve sestrojime Thaletovu kruznici nad useckou PC.

Obrazek 6.2.1.-1. - PKCL a PBMK jsou tétivové

Tato kruZnice prochédzi body K, L. Stejné tak sestrojim Thaletovu kruZnici 1 nad
useckou PB. Tato kruznice prochéazi body K, M. To znamena, ze ¢tyfuhelniky PKCL a
PBMK jsou tétivové (Obr.6.2.1.-1.). Nyni ozna¢im thel pii vrcholu A jako uhel a. Uhel
pfi vrcholu P u é&tyfuhelniku AMPL je roven 360 — (a + 90 + 90). Ctyiuhelniku
AMPL lze opsat kruznici, protoZe plati, Ze velikost protilehlych uhli tohoto ¢tyfuhelniku,
je rovna 180°. Dale vim, Ze thly £LKC a #MKB jsou shodné (vrcholové) a tihlys LPC
a ALKC jsou shodné také, protoze se jedna o thly obvodové. To stejné plati i pro uhly
4BPM a 4BKM. Z toho plyne, ze uhly £LPM a £CPB jsou shodné.
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A protoze Ctyrtthelniku AMPL lze opsat kruznici, pak i ¢tyithelniku ABPC lze opsat
kruznici, a tedy bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

Obrazek 6.2.1.-2. thly LPM a CPB jsou shodné

6.2.2. Druha ¢ast dukazu

V druhé ¢asti dikazu predpokladam, ze bod P je libovolnym bodem kruznice opsané
trojuhelniku ABC. Pokud P splyva s nékterym z bodu, které tvofi trojuhelnik, je tvrzeni
ziejmé. Dale ptedpokladam, ze bod P nesplyva s zadnym vrcholem trojuhelniku. Chci
dokézat, Ze body K, L, M lezi na jedné piimce, tedy jsou kolinearni. Chci ukazat, Ze tthly
4MKB a £LKC jsou shodné. Pokud by shodné nebyly, nemohly by body K, L, M leZet na
jedné piimce. Ctyithelniku MBPK lze opsat kruznici. Odtud podle véty o obvodovych
uhlech vim, ze ihly AMKB a AMPB maji stejnou velikost. Ze stejného divodu plati, ze
uhly £LPC = ZLKC. Dale vim, ze ¢tyifuhelnik AMPL je tétivovy a pro uhel pii vrcholu
P plati: 360° — (90° + 90° + a), cozje: 180°- a. Z predpokladu vim, Ze &tyiuhelnik
ABPC je tétivovy, takze musi platit, ze soucet velikosti uhlu a a uhlu pfi vrcholu P se
rovna 1800 takZe pro velikost uhlu pii vrcholu P plati 180 - a. Z toho plyne, Ze si
velikosti uhlt 4MPB a £LPC musi byt rovny a tim paAdem musi byt rovny i velikosti uhlt
4LKC a £4MKB, coz bylo dokazat. [srov. 7, s.4]
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7. Heronova uloha a modelovani kuZelose€ek skladanim papiru

Heron Alexandrijsky byl vyznamnym fyzikem alexandrijského obdobi
(10-70 n. I.). Byl feditel Museia v Alexandrii, matematik, optik, mechanik a autor mnoha
vynalezt. Mimo jiné zkoumal také odraz svétla od rovinnych zrcadel, valcovych zrcadel
a kuzelovych zrcadel. Pii popisu tohoto jevu vychazel z principu nejkratsiho paprsku.
Predpokladal, ze svétlo se $iti vzdy tak, aby jeho trajektorie méla minimalni délku. [8]

Tento princip nejkrat§i drahy pouzil k vyfeSeni problému, v jakém misté na zrcadle
se musi svételny paprsek odrazit, ma-li se odrazem dostat z bodu A do bodu B. S timto

jevem souvisi matematicka uloha zvana Heronova. [9, s. 10]
7.1. Formulace Heronovy ulohy

Necht' A, B jsou rtizné body lezici ve stejné poloroving vytaté ptimkou p. Najdéte bod
X € ptak, aby soucet |AX| + |BX| byl minimalni.

Stejnou situaci popisuje nasledujici tloha
Jezdec na koni, ktery se nachazi na planin€ v misté¢ A, ma namifeno do mista B. Nejdiive
vSak musi napojit koné nékde u feky, kterou na obrazku piedstavuje pfimka p. Chci najit
misto na fece (bod X), kde ma jezdec koné napojit, aby urazil co nejkratsi vzdalenost.
[9, s. 10], viz obrazek 7.2.-1.
7.2. Reseni Heronovy ulohy

V piipadé, Ze kazdy z bodi leZi v jiné poloroviné uréené ptimkou p, je feSeni jasné a
tedy to, Ze nejkratsi vzdalenost z bodu A do bodu B je spojnice téchto dvou bodi a bod X
lezi v praseciku AB s pifimkou p. Pokud oba body lezi ve stejné polorovin€ urcené
ptimkou p (Obr. 7.2.-1.), vyuzivame osové soumeérnosti. A" si ozna¢im obraz bodu A v
soumérnosti podle pfimky p. Zvolim X jako prisecik ptimky p a Gse¢ky A'B. Vyznacim
si na ptimce p bod E rtizny od bodu X. Z osové soumérnosti plyne rovnost:

|A'E| + |[EB| = |AE| + |EB|
Z trojuhelnikové nerovnosti trojuhelniku BA'E dostanu:
|A'E| + |EB| > |A'B|

A protoze X lezi na A'B s pomoci osové soumeérnosti zjistim, ze
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|A'B| = |A’X| + |XB| = |AX| + |XB|
Z toho plyne, ze jakakoliv jina vzdalenost z bodu A" do bodu B, nezli ptes bod X, je vétsi.
Tedy cesta pies bod X je nejkratsi mozna. [9, s. 10]

o

?

._-_-_—
= %

Obrazek 7.2.-1. Body A a B lezi ve stejné poloroving

Pravé bylo dokéazano, ze cesta ptes bod X je nejkratsi mozna. V uvodu této kapitoly
jsem zminila tzv. princip nejkrat§iho paprsku, to znamena, ze svétlo se $iti vzdy tak, aby
jeho trajektorie méla minimalni délku. Podle zakonu odrazu svétla je thel dopadu roven
uhlu odrazu. Rada bych nyni ovéfila, ze £CXA = 4ADXB. (Obr. 7.2.-2.) Z osové
soumérnosti plyne, Ze trojuhelnik A'XA je rovnoramenny, stejné tak i trojuhelnik BXB' a
body C a D jsou stfedy zakladen téchto trojuhelnikt, proto uhly #CXA a £A'XC jsou
shodné. Uhly £A'XC a £DXB jsou vrcholové, proto maji také stejnou velikost, jak je vidét
na obrazku 7.2.-2.

Tedy:
|5 A'XC| = |4 CXA| = |4 B'XD| = |4 DXB |,
coz bylo dokézat.
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Obrazek 7.2.-2. Shodnost thl

7.3. Jak souvisi Heronova tloha s konstrukci kuzelose¢ek?

V Heronové tloze byly pevné zvoleny body A, B, pfimka p a tkolem bylo najit bod

X a velikost s. Nyni je zadani pozménéno [9, s. 11].
7.3.1. Elipsa

Pevné je zvolena hodnota s = |AX| + |BX|, kdezto poloha bodu X a v dusledku toho
i pfimky p je proménna. Z podminky s = |A'X| plyne, Ze bod A’ lezi na kruznici k se
sttedem v bod¢ B a polomérem s. Ke kazdému bodu A" pak Ize sestrojit piimku p, ktera
je osou tseCky AA' a bod X je prisecikem usecky A'B s pfimkou p. Tento bod X je bodem
elipsy a body AB jsou jejimi ohnisky (Obr. 7.3.1.-1.), [9, s. 11].

Z definice elipsy je znamo, Ze elipsa je mnozina vSech bodil roviny, které maji
konstantni soucet vzddlenosti od dvou pevné danych bodl (od ohnisek). Velikost s
je pevné dana a je rovna |AX| + |BX|, tato elipsa je tedy mnozinou v§ech moznych boda
X a v8echny takové piimky p, které jsou osou tsecky AA', a na kterych lezi bod X, jsou
te¢ny elipsy a tuto elipsu obaluji. Cilem této tvahy bylo ukézat souvislost Heronovy

v

ulohy s vétou, kterd tika, Ze tecna elipsy puli vnéjsi uhly pravodici dotykového bodu.
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Obrazek 7.3.1.-1. Souvislost Heronovy ulohy s konstrukei elipsy

Postup konstrukce:
A, B; A, B dano

k; k(B;s)

A'; A" € klibov.
p; pje osa |A'A|
|A’B|

X; X € pn |AB|

N o g bk~ w D oE

Elipsa jejiz ohniska jsou body A, B a X € této elipse
7.3.2. Hyperbola

V piedchozi situaci bylo s rovno velikosti |AX| + |BX|. Nyni se budu zabyvat situaci,
kdy0 < s < |AB].V tomto piipadé Ize bod X sestrojit jako prusecik pfimky A'B s osou
usecky AA'.

Z trojuhelnikové nerovnosti:

|A'B| > |A'E| — |EB|
53



a Z osové soumérnosti lze zjistit, ze:
s = ||AX|+ |XB|| > ||AE| - |EB||
pro vSechna E, ktera lezi na pfimce p a zaroven plati, ze E neni rovno X [9, s. 12].
Z definice hyperboly je znamo, ze hyperbola je mnozina vSech boda v roving, jejichz
absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od danych dvou bodu (ohnisek) je konstantni. Tato
vzdalenost je pevné dana (S). VSechny pfimky p nyni obaluji hyperbolu, kterd je

mnozinou v§ech moznych bodu X.

Obrazek 7.3.2.-1. Souvislost Heronovy ulohy s konstrukci hyperboly

7.4. Modelovani kuzelosecek skladanim papiru

Dle mého nazoru, modelovani kuzelosecek pomoci sklddani papiru neni tipIné piesné,
ale mohlo by pfedstavovat urcitou didaktickou pomiticku k vyucovani kuzelosecek.
Studentim by mohlo pomoci s lep§im pifedstavenim si dané situace a s pochopenim
poznatkll o vlastnostech kuzelosecek, které se bézn¢ v matematice probiraji jen formou
vét a dokazovanim téchto vét. Naptiklad véta, ktera fikd, Ze tecna v bod¢ elipsy putli

piisluSny vné&jsi (vnitini) Ghel privodici, nebo véta o tidici kruZnici:
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Mnozina vSech bodl soumérné sdruzenych s jednim ohniskem elipsy podle jejich tecen
je tidici kruznice elipsy o stfedu ve druhém ohnisku a poloméru 2a. [10]
Pokusila jsem se tedy vytvofit podrobny navod, ktery popisuje, jak pomoci papiru

kuzelosecky vymodelovat.
7.4.1. Modelovani elipsy:

Narysuji si na papir body A a B, kter¢ jsou pevné dany a délka s také, ta udava polomér

fidici kruZnice Kk se sttedem v bodé B. Bod A musi leZet uvnitf této kruznice.

o

.
.“" *

Obrazek 7.4.1.-1. Zadani pro modelovani elipsy pomoci skladani papiru

Nyni budu ohybat papir tak, aby vzdy ohnuta ¢ast kruznice k prochazela bodem A.
Kazdy ohyb papiru tvoii te€nu elipsy. Takovych ohybi papiru 1ze udé€lat libovolné mnoho
a vSechny tyto ohyby obaluji elipsu s ohnisky A, B. Kazdy ohyb vytvaii model osy Gsecky
A'A.
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Obrazek 7.4.1.-2. Elipsa vznikla sklddanim papiru

Vytvotila jsem si na kruznici k body (,,tmavé puntiky*). (Obr. 7.4.1.-2.), které
ptredstavuji body A" a ty pak postupné piehybam tak, aby se zobrazily na bod A. Jelikoz
na fotografii nejsou ohyby dobie viditelné, obtahla jsem je tuzkou. Vyslednou elipsu jsem

vyznacila fialovou barvou.

7.4.2. Modelovani hyperboly:

Stejné jako v ptfedchozim ptipadé mam zde zadany body A a B a délku s. Zde plati
0 < s < |AB|. To znamena, Ze bod A se bude nachazet vné fidici kruznice K a ne uvnitf
jako u elipsy.

Hyperbolu ziskam stejn¢ jako u predchoziho ptipadu. Papir ohnu tak, aby vzdy ohnuta
¢ast kruznice k prochazela bodem A. Kazdy ohyb tvofi te¢nu hyperboly. Vyslednou

hyperbolu jsem vyznacila fialovou barvou
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Obrazek 7.4.2.-1. Zadani pro modelovani hyperboly pomoci skladani papiru

fl’//

71\

\
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Obrazek 7.4.2.-2. Hyperbola vznikla skladdnim papiru
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7.4.3. Modelovani paraboly

V ptedchozich tlohach byly vzdy zadany dva body a vzdalenost (polomér fidici
kruznice). Na této kruznici se pak nachazely body A', které¢ jsem postupné zobrazovala na

bod A pomoci piechybani papiru. Nyni je dana piimka a bod, ktery na této ptimce nelezi.

A

o

Obrazek 7.4.3.-1. Zadani pro modelovani paraboly pomoci sklddani papiru

Vyznac¢im si na pfimce (pojmenuji ji p) body, kterych mize byt libovolné mnoho a
tyto body opét prehnutim papiru zobrazim na bod, ktery je pevné dan (Pojmenuji ho A).
Parabola je mnozina bodu roviny, které jsou stejné vzdaleny od dané piimky (tfidici
piimky) jako od daného bodu, ktery na této pfimce nelezi (ohnisko). Kazdy ohyb tvofi
teCnu paraboly a body dotyku tvoii parabolu.

Obrazek 7.4.3.-2. Parabola vznikla skladanim papiru
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8. Osova afinita a usekovy uhel

8.1. Uvod

V Ramcovém vzdé€lavacim programu pro gymnazia [1] neni téma tykajici se osové
afinity obsaZzeno. Existuje vSak zajimava souvislost mezi mnozinou bodt, ze kterych je
dana usecka vidéna pod danym thlem (kpt. 1.2.3.) a pravé zminénou osovou afinitou.
Protoze mé¢ tato souvislost zaujala, rozhodla jsem se do své prace zaradit kapitolu, ve
které zminuji zdkladni vlastnosti osové afinity a jednoduché konstrukce uvedené pro lepsi
pochopeni tohoto zobrazeni. Nasleduje tloha, ktera pro své feSeni vyzaduje konstrukci
pomoci usekového uhlu. Zajimavé jsou podle mého také disledky feseni této ulohy. Tato
problematika by mohla byt pouzita jako doplitkova aktivita na stfednich odbornych
Skolach. Zde se latka tykajici se osové afinity miiZze probirat v rdmci vyuky predmétu

deskriptivni geometrie.
8.2. Zavedeni osové afinity a jeji zakladni vlastnosti

Osova afinita je rovinné zobrazeni, které je urceno piimkou (osou afinity) a parem

odpovidajicich si bodu 4, A” (dvojice vzor — obraz). Zapisujeme napt. (0,4, 4"), [11, s.1]
Poznamka:
a) Pokud dvojice vzor — obraz tvofi ptimku rovnobéznou s osou afinity, jedna se o elaci.

b) Dvojice vzor — obraz definuje smér afinity

Piiklady zobrazeni bodu: (0,A4,A"): B - B":

Zadané prvky budou zna¢eny modre pro rychlejsi orientaci v tilohach.
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Obrézek 8.2.-1. Obraz bodu (0,4,4"): B—B', [2]

Postup konstrukce:

A B, oA
mAEMABEmM
M;Memno
mi;Mem AA em’
p;AEpANA Ep
ppllp’ AB €p’
B;B'ep'nm'

S L R A
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V nasledujicim ptikladu lze pfi feSeni zvolit pomocny bod C a najit jeho obraz

stejnym postupem jako v pfedchozim ptikladu.

.

Obrazek 8.2.-2. Obraz bodu (0,4,A"): B — B', [2]

Postup konstrukce:
A,B,A' 0
Pomocny bod C
mAeEmMmACEMmM
M;Memno
m;Mem ANA em’
p;AEp'ANA €D
piplp’ACED
c;C'em'nyp'

© o0 N o g bk~ w NP

nBen ACEn
10.N; NEnno
11.n;Nen' AC' en’
12.B"; B epnn’
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Nasledujici priklad je ptipad elace (smér afinity je rovnobézny s osou afinity):

m m

;

/

/

N LI}
___________________________________ ‘_A‘_\___.-__--__-____._A_‘,"_______--__--___-_____-__-
p=p S ‘,'
B N
.......................................................... ‘-_._._-___".-._.--__-_—__-_-___-__-
-

Obrazek 8.2.-3. Obraz bodu (0,4,A"): B — B’, elace

8.2.1. Samodruzné prvky osové afinity

e siln€ samodruzné jsou body na ose afinity
e slabé samodruzné jsou vSechny pfimky rovnobézné se smérem afinity (takova ptimka
se sice zobrazi sama na sebe, ale jednotlivé body ptimky se zobrazi do jinych bodl na

této piimce) [11, s.1]
8.2.2. Délici pomér

Necht' A, B, C; A # B,C # B jsou tii kolinearni body. D¢licim pomérem bodu C
vzhledem k bodiim A, B rozumime realné Cislo A, které zapisujeme (ABC), a pro jehoz
absolutni hodnotu plati:

|(ABC)| = |AC|/IBC|

Ptitom pro bod C lezici vné tsecky AB je (ABC) > 0 a pro bod lezici uvnitt tsecky

AB je (ABC) < 0.ProA=C je (ABC) = 0.[12]

8.2.3. Vlastnosti osov¢ afinity
e afinita zachovava rovnobéznost
e afinita zachovava délici pomér, zeyména sttedu usecky odpovida stted usecky

na rovnobé&Zce s osou afinity se zachovava délka tsecky [11, s.1]
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e nezachovava se velikost thlu

e zachovava se incidence

e sobé odpovidajici pfimky (tedy dvojice vzor — obraz) se protinaji na ose afinity
(v samodruzném bod¢)

e zachovava se pomér obsahti obrazci [12, 5.3]
8.3. Jednoduché vzorové ptiklady na osovou afinitu

Uvod:

Jak jsem jiz uvedla v uvodu kapitoly, tato ¢ast moji prace je urcena spise jako doplnek
uciva planimetrie na vys$Sim gymnaziu. Proto nyni uvedu jednoduché fesené ptiklady na
osovou afinitu pro snadnéj$i pochopeni tohoto zobrazeni. Né&které postupy pii feSeni

téchto uloh budu déle pouzivat.

a) Je dana ptimka m'. Narysujte m tak, aby (0,4,A4"):m - m'. [11, 5.2]

[l
' 1
m

Obrazek 8.3.-1. Reseni piikladu 8.3. a)

Postup konstrukce:
1.B:B' em’
2.p";p' =A'B’
3.P,P';P,P'€oNp’
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4.p;p = AP

5.5q4f; Sar | AA" AB' € s
6. B; B € sq¢Np
7.M',M;M',M € m'No

8. m;m = MB

b) Afinita je dana osou 0, smérem s a pfimkami a — a’. Narysujte body A’, B, které
odpovidaji danému bodu A = B’. [11, 5.2]
Nejprve je nutno najit obraz bodu A:
Zvolim na pfimce a libovolny bod D a sestrojim pomocnou piimku ¢, ur¢enou body
A a D. Najit obraz ptimky c je jednoduché — ptes samodruzny bod na ose 0 — a pomoci

sméru afinity je obraz bodu A jasny. Jak Ize vidét na obrazku 8.3.-2.

Obrazek 8.3.-2. Reseni prikladu 8.3. b), prvni &ast

Nyni najdu vzor pro bod B’
Postupuji analogicky, ale od obrazu. Zaénu tim, Ze na ptimce a’ zvolim libovolny bod
E’. Spojnice E'B’ definuje piimku b’, kterd protne osu afinity v samodruzném bodé

L = L'. Nyni najdu vzor pro bod E’ - ten musi leZet na rovnobéZce se smérem afinity a
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samoziejm¢ na piimce @, nebot’ afinita zachovava incidenci. A kdyz mam bod E a L, je

k dispozici ptimka b a nakonec pomoci sméru afinity naleznu bod B:

o

m
e
=
1
=)
w

R L L L LR i U P o e
-

B

Obrazek 8.3.-3. Reseni piikladu 8.3. b), druha &ast

c) V afinité (0,A4,A4"),AA" || 02 sestrojte piimku b’, kterd odpovida dané piimce b L o.

[11,s.2]

Obrézek 8.3.-4. Zadani piikladu 8.3. c)

2 Jedna se o elaci.
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Je potieba zvolit na ptimce b bod K a najit jeho obraz piesné podle tlohy z obrazku

¢islo 8.2.-3.
b

Obrazek 8.3.-5. Reseni piikladu 8.3. ¢), prvni &ast

Obraz piimky b musi prochazet bodem K', protoze incidence se v osové afinité

zachovava viz. kapitola 8.2.3., a také samodruznym bodem B = B’

Obrazek 8.3.-6. Reseni piikladu 8.3. ¢), druhé ¢ast
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d) V afinité (o, A, A") sestrojte ptimku n, kterd odpovida dané piimce n' || 0. [11, s.3]

°A

Obrazek 8.3.-7. Zadani prikladu 8.3. d)

Sestrojim vzor pro bod K’, ktery byl libovoln& zvolen na pfimce n':

Y\ s 3
\ af
k \ : St

*a

K

Obrazek 8.3.-8. Reseni prikladu 8.3. d), prvni &ast

Podle vlastnosti osové afinity (afinita zachovava rovnobéznost), sestrojim hledanou

ptimku n jako rovnobéZku s osou o0 tak, aby prochéazela bodem K:
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< Saf

LY

Obrazek 8.3.-9. Reseni piikladu 8.3. d), druha ¢ast

e) V afinité(o, A, A") sestrojte piimky a’,b’, které odpovidaji danym piimkam a, b;
all b. [11,5.3]

°A

Obrazek 8.3.-10. Zadani ptikladu 8.3. e)

Zvolim piimku K tak, aby protinala ptimky a a b po fad¢ v bodech M a N. Zobrazim
body M a N pomoci ptimky k':
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Obrazek 8.3.-11. Reseni piikladu 8.3. e), prvni &ast

Na zavér vyuziji samodruznych bodi Q a P a vlastnosti, ze afinita zachovava

rovnobéznost

Obrazek 8.3.-12. Reseni piikladu 8.3. e), druh4 ¢ast
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f) V afinité (o0,S,S") ved’te bodem S pfimky a, b tak, aby a’ L b'. [11, 5.3]
Zadéni ulohy bude vypadat takto:

®s

Obrazek 8.3.-13. Zadani ptikladu 8.3. f)

Zde je znazornéna situace, pokud by nebyla dédna podminka kolmosti pfimek

a ab”

Obrazek 8.3.-14. Navodna situace ptikladu 8.3. f)
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Je nutno si uvédomit, Ze pfimky a’ a b’ budou na sebe kolmé. To znamena, ze
samodruzné body pfimek a’ a b’ (po fadé K'a L") tvofi s bodem S’ pravouhly trojuhelnik,
jemuz lze opsat Thaletova kruznice. Jeji stied Q bude muset lezet na 0se 0, protoze
ptepona pravouhlého trojuhelniku lezi rovnéz na ose afinity. Postupuji tedy tak, Ze na ose
afinity zvolim bod Q a narysuji Thaletovu kruznici se stiedem ve zvoleném bodé Q a
polomérem |QS’|. Tato kruZnice definuje na ose samodruzné body K'a L'. Piimky

a’' = K'S"ab’ = L'S" jsou na sebe kolmé, coz spliiuje podminky ulohy:

Obrazek 8.3.-15. Reseni piikladu 8.3. f)

8.4. Specialni uloha na usekovy uhel a jeji disledky
8.4.1. Formulace tlohy

Je dan libovolny trojuhelnik ABC a pfimka 0, 0sa 0sové afinity. Najdéte obraz A'B'C’
trojuhelniku  ABC v takové osové afinité sosou 0, aby byl trojuhelnik A'B'C’

rovnostranny. [12, s.3]
8.4.2. Reseni ulohy

Nejprve je potieba sestrojit dvojic bodll vzor — obraz a ziskat tak smér afinity. Budu
hledat obraz bodu C tak, aby byl bod C" vrcholem rovnostranného trojuhelniku. To
znamena, ze podle obrazku 8.4.2.-1. musi byt velikost tthlu <P’'C’'R’ rovna 60° a sou¢asné
velikost uhlu <P'C’'Q" se musi rovnat 30°. Vyuzivam té vlastnosti afinity, Ze se stfed
use¢ky S, strany AB zobrazi na stied S, strany A'B’.
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Obrazek 8.4.2.-1 K zékladni myslence feSeni

Podle pfedchozi tvahy narysuji nad tse¢kou P'R’ kruznicovy oblouk jako mnozinu
bodu, z nichz je tato usecka vidéna pod uhlem 60° (stied tohoto oblouku jsem oznadila
Se0) a podobné nad useckou P'Q'narysuji kruznicovy oblouk s piislusnym tGsekovym
uhlem 30° (jeho stied jsem oznadila S3;). V pruseéiku téchto kruznicovych obloukt

vznikne bod C’, jak je patrné z obrazku 8.4.2.-2.

Obrazek 8.4.2.-2. Nalezeni bodu C’
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Konstrukci bodu €' mam nyni k dispozici dvojici bodd vzor — obraz v afinité uréené
osou 0, tedy smér afinity. Narysovat zbyvajici obrazy vrcholil trojuhelniku uz neni

problém:

Obrazek 8.4.2.-3. Konstrukce obrazi zbyvajicich vrcholtt A" a B

Podle obrazku 8.4.2.-3. sestrojim piimku s, = CC' (smér afinity) a vedu s timto
smérem rovnobeézky prochdzejici vrcholy trojuhelniku A a B. Dale narysuji poloptimky
C'R" a C'P’ jako obrazy polopiimek CR a CP. Podle pravidel osové afinity ziskdm body
A" a B’ v prusedicich téchto polopfimek s odpovidajicimi rovnob&ézkami se smérem
afinity.

Na zavér se zamyslim, zda je obrazem skute¢né rovnostranny trojihelnik nebo pouze
trojuhelnik s uhlem 60° pii vrcholu C'. Ukazi, ze velikosti zbyvajicich uhld pii vrcholech
A’ a B' jsou také rovny 60°.

Pouziji k tomu stfed tse¢ky AB, bod S... Ten se zobrazi na stied Gisecky A'B’, na bod
S.'. Soucasné musi body A" a B’ naleZet po fadé poloptimkam C'R" a C'P’. Maji-li byt
vechny zminéné podminky splnény, musi byt tsecka A'B’ kolma k polopiimce C'Q’,
¢imz je zajisténo, Ze trojihelnik A'B'C’ je rovnoramenny s hlavnim tthlem o velikost 60°,
tedy Ze je rovnostranny. Na obrazku 8.4.2.-4. je zachycena situace, ve které jsou body M
a N incidentni po fadé¢ s polopiimkami C'R" a C'P’, ale bod S,’ neni stfedem tsecky MN.

Nejsou tedy splnény vSechny pozadavky. [srov. 2]
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Obrazek 8.4.2.-4. K ivaze o rovnostrannosti trojihelniku A'B’C’

8.4.3. Zavér

V této kapitole bylo odvozeno, Ze ke kazdému trojuhelniku ABC existuje osova
afinita, ve které se tento trojuhelnik zobrazi na rovnostranny trojuhelnik A'B’C’. Odtud
plyne, Ze pro libovolny trojuhelnik je mozné najit osovou afinitu, v niz je tento trojihelnik
obrazem né&jakého trojuhelniku rovnostranného.

8.4.4. Dusledek ulohy
Ptipravna cast:
8.4.4.1. Priisecik té€Znic v rovnostranném trojuhelniku
V tomto odstavci oveéfim fakt, Ze se t€Znice v rovnostranném trojihelniku protinaji

V jednom bodé.

Necht existuje rovnostranny trojuhelnik KLM podle nasledujiciho obrazku.
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al2 al2

Obrazek 8.4.4.1.-1. K dikazu priseciku téZnic rovnostranného trojuhelniku

Prisecik téZnice t, vedené z vrcholu K s téznici t,,, vedené z vrcholu M oznacim T.
Chci dokézat, ze polopiimka LT protne stranu KM v bodé U, ktery je sttedem strany KM.
Postup:

Trojthelnik KS,,T je shodny s trojuhelnikem M S, T podle véty (usu), jak je patrné
z ptedchoziho obrazku. Takze tsecky S,,T a S, T maji stejnou délku. Proto je ctyfuhelnik
SmLSy T deltoid. Deltoid je osové soumérny podle své thlopricky, v tomto ptipad¢ podle
uhlopticky LT. Proto thlopticka LT pili thel pfi vrcholu L a tudiz poloptimka LT musi
obsahovat téznici t; vedenou z vrcholu L. Bod U je tudiz stfedem strany KM, coz bylo

dokazat.

v voew

Vv oev

trojihelniku v poméru 1: 2. [12, s.4]

Vyjdu opét zptedchoziho obrdzku, zaméfim se na trojuhelnik KS,,T. Tento
trojuhelnik je pravouhly s pravym uhlem pfi vrcholu Sy,.
Je tedy:

IS.TI 1
in30° = =~ =—
sin KT] ~ 2
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Z této rovnosti plyne, ze |S,,T|: |KT| = 1: 2. A protoze trojuhelnik K S,,T je shodny
s trojuhelnikem M S, T podle véty (usu), je jasné, ze |[KT| = |MT|. Je tedy |S,,T|: IMT| =
= 1:2, coz bylo dokazat.
8.4.4.3. Dusledek ulohy 8.4.1:

Podle zavéru 8.4.3. plati, Ze pro libovolny trojuhelnik je mozné najit osovou afinitu,

V nizZ je tento trojuhelnik obrazem né&jakého trojuhelniku rovnostranného.

Dusledek 1:

V libovolném trojihelniku se t€znice protinaji v jediném bod¢.

Podle piedchoziho zavéru najdu k danému trojihelniku pomoci afinity trojuhelnik
rovnostranny. V ném plati, Ze se vSechny téZnice protinaji v jednom bodé¢. Jak plyne
z vlastnosti osové afinity, osova afinita zachovava incidenci, takze zobrazenim
rovnostranného trojihelniku afinitou na dany trojuhelnik obecny zlstava prusecik téznic

Vv jediném bod¢ pravé i u tohoto trojuhelniku obecného.

Dusledek 2:

2%

V libovolném trojuhelniku déli té€zisté t€znici v poméru 1: 2.

Vyuziji opét predchozi zavér a skuteCnost, Ze osova afinita zachovava délici pomér
usecky (jak plyne z vlastnosti). Takze stac¢i dokézat, Ze dokazovana vlastnost plati
V rovnostranném trojihelniku a pomoci zminéné osové afinity ,,pfenést” tento fakt do

pfisluSného daného trojuhelniku obecného.
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Zaveér

V bakalafské praci jsem v prvni kapitole struéné uvedla pifehled mnozin bodi s danou
vlastnosti vyucovanych na niz§im a vys§im gymndaziu v hodinadch geometrie. Kazdou
Z téchto mnozin jsem vykreslila v programu GeoGebra. Uvedla jsem jednoduché vzorové
piiklady. V jejich feSeni pouzivam uvedené mnoziny bodi, aby si ¢tenai mohl vytvorit
ptedstavu o jejich uziti.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny konkrétni ptiklady tykajici se tématu mnozin bodi

s danou vlastnosti, které mi byly doporuceny nebo mé zaujaly. V feSeni se v téchto

vvvvvv

vvvvvv

feSeni, pouzila jsem postup analyticky.

V ivodu jsem zminila snahu uvést v praci téma, které by rozsifilo rozsah pozadavka
na vyuku geometrie na gymnaziu. Proto jsem zatadila kapitolu tykajici se osové afinity a
jeji souvislost s mnozinou bodu hledanou pomoci usekového thlu. Uvedla jsem zéklady
tohoto zobrazeni podrobnéji, s pomérn€ velkym poctem feSenych ilustrac¢nich ptiklada.
Osova afinita by mohla tvofit pravé toto rozSifeni, které by mohlo byt vyuzito jako
dopliujici latka naptiklad v n¢jaké formeé vybeérovych seminafa.

Myslim si, ze prace splnila sviij Gcel. Minimaln¢ v tom ohledu, Ze jsem si rozsitila

obzory v té oblasti geometrie, ktera mé zajima a bavi.
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