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Abstrakt

Prace se zabyva teorii diferenc¢nich rovnic a jejich soustav. Déale se v praci nachazi prehled
zakladnich diskrétnich epidemiologickych modelt. Detailné je rozebran diskrétni SIR mo-
del a je ilustrovan na ptikladech a grafech.

Summary

This thesis deals with the theory of difference equations and their systems. The second
chapter of the thesis contains a list of basic discrete epidemic models. Discrete SIR model
is analysed in detail and it is illustrated with examples and graphs.
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Uvod

Epidemiologické modely jsou zékladnim stavebnim kamenem studia a vypocth sifeni pie-
viru SARS-CoV-2 a nemoci covid-19, kdy modelovani epidemii zac¢alo byt velmi aktudlnim
a dilezitym tématem.

Tyto modely se v zdsadé déli na dvé velké skupiny, a to modely diferencidlni (spojité)
a diferencni (diskrétni). Zakladni motivace pro pouzivani diskrétnich modelt je nespojitost
ziskavanych dat o jiz probéhlych epidemiich, a proto se modelace pomoci diskrétnich
modelil v tomto smyslu vice blizi redlnym datiim, jelikoz ty také poskytuji informace jen
v pfedem danych diskrétnich ¢asovych okamzicich.

Tato prace se zabyva zakladnimi diferen¢nimi epidemiologickymi modely, podrobnéjsi
analyzou vybraného diskrétniho modelu a ilustraci tohoto modelu na prikladech.

V prvni kapitole bude zaveden potirebny matematicky aparat ke studiu diferencnich
rovnic a jejich soustav. V druhé kapitole si uvedeme prehled nékolika zakladnich epidemi-
ologickych modelt a zakladni podminky, které pro tyto modely zavadime. Tteti kapitola
je vénovana podrobné analyze modelu SIR, studiu jeho reprodukc¢niho cisla, ekvilibrii
a stabilité téchto ekvilibrii. Ve ¢tvrté kapitole jsou uvedeny konkrétni priklady modelu
SIR, které jsou modelovany pomoci softwaru Matlab.



1 Uvod do diferen¢nich rovnic

Na zacatku uvedeme matematicky aparat, ktery je nutny k vypoctim samotnych mo-
delii, coz jsou zejména soustavy diferencnich rovnic. Proto je prvni kapitola teoreticka,
seznamime se v ni s diferen¢nimi rovnicemi, jejich soustavami a dal$imi pojmy nutnymi
k pochopeni dané problematiky. Podrobnéjsi informace o teorii diference a diferencnich
rovnic lze nalézt zejména v pracich [2, 3, 6].

1.1 Diferenéni rovnice

Diferenc¢ni rovnice vyjadiuji vyvoj proménné (fyzikalni velic¢iny, velikost populace atp.)
v Case. AvSak na rozdil od diferencialnich rovnic, které uvazuji spojité funkce a spojity
casovy interval, diferenc¢ni rovnice zkoumaji tuto proménnou jen v urcitych diskrétnich
casovych okamzicich. Obecny tvar rovnice vypada takto:

Tpt1 = f (n, Tn, Tp-1, ) ) (1)

kde n € Ny. Terminologie je podobna jako u diferencidlnich rovnic, pokud je zavislost z,, 41
na T, T, 1... linedrni, hovorime o linearni diferen¢ni rovnici, pokud je nelinearni, pak o
nelinearni diferen¢ni rovnici. Skutec¢nost, na kolika predchozich hodnotach zavisi x,.1,
urcuje tad rovnice. V pripadé diferen¢ni rovnice 1. fadu je hodnota z,,; funkci hodnoty
Zn. Rovnice také délime podle toho, jaké koeficienty ma, a to na rovnice s konstantnimi
a nekonstantnimi koeficienty.

Pokud prava strana rovnice nezavisi na n, tedy

Tp+1 = f (mnaxn—l---) 5 (2)

hovorime o autonomni rovnici, v opacném pripadé mluvime o neautonomni rovnici.
Linearni rovnice 1. fadu

Tn+1 = Ay + gn

muzeme rozdélit na homogenni (¢ = 0) a nehomogenni, neboli s nenulovou pravou stranou
(9 #0).

Podobné jako u diferencialni rovnice, i u té diferencéni hledame jeji feseni. Timto fese-
nim budeme rozumét realnou posloupnost {x, }2__, definovanou pro vSechna n € Z., kde
N € N U {oo}, kterd bude spliovat zadani rovnice (1).

Mnozina Z. pro ¢ € Z znac¢i mnozinu vSech celych cisel, které jsou vétsi nez c. Mnozi-
nove zapsano:

Ze={meZ]|c<m}.

1.2 Ekvilibrium

Definice 1.1. Bod z* z definiéniho oboru funkce f nazveme ekvilibriem rovnice (2),
jestlize je to pevny bod této funkce, tedy f (z*) = x*.

Ekvilibrium uvazujeme pouze u autonomni rovnice (2). Jinymi slovy, z* je konstantni
reseni rovnice (2).
Pro diferen¢ni rovnice plati jeden fenomén, ktery u diferencialnich rovnic neméa obdoby:



Tvrzeni 1.2. ([3], kap. 1.3, str. 9) Je mozné, aby feseni nebylo ekvilibriem, ale v kone¢ném
poctu iteraci k ekvilibriu doslo.

Dtikaz, neboli nalezeni prikladu pro ktery tvrzeni plati, je trividlni. Stac¢i jako funkci
f vzit konstantni funkci, napt. f (z,) = 0, a jako poc¢atecni hodnotu z; jinou hodnotu,
nez je hodnota této funkce, napt. o = 1. Pak xg jisté neni ekvilibriem, ale vSechna dalsi
xn uz ekvilibria jsou.

1.3 Soustavy linearnich rovnic 1. radu

Soustavami vyssich fadi, nez je prvni tad, se nebudeme hloubéji zabyvat. Pouze v kapitole
4.6 uvedeme jeden upraveny model. Ten bude soustavou vyssiho radu, nebudeme ho vsak
nijak podrobné zkoumat.

Nejprve se ale zamérime pouze na linearni pripad a pro jednoduchost budeme uvazovat
soustavu dvou linedrnich diferenc¢nich rovnic 1. fadu pro dvé zavislé proménné. Ta ma tvar

Tyl = 11Ty + Q12Yp + b1,

Ynt+1 = 21Ty + A22Yy + ba,

(3)

kde koeficienty a;; = a;jn), bi = bin) pro i,7 = 1,2 jsou redlné posloupnosti definované

pro vSechna n € Z.. Matici
aix a2
A=
a21 A2

nazveme matici koeficientti soustavy rovnic, a vektor

by
b=
vektorem pravé strany. Pak muzeme soustavu rovnic (3) psat v maticové podobé

Xn+1 = Anxn + bn>

()

Soustavu samoziejmé muzeme rozsitit na k zavislych proménnych.

Obdobné jako jednoduché rovnice, i soustavy uvazujeme s konstantnimi koeficienty a;;
a také autonomni soustavy, pokud a;; ani b; nezavisi na n.

Pokud plati b = 0, pak hovorime o homogenni soustavé rovnic.

Regenim soustavy nazveme kazdou reélnou vektorovou funkei x = (1, y3), definova-
nou na mnoziné Z., kterd spliuje soustavu (3). Soustava (3) mé vsak obecné nekoneéné
mnoho Teseni. Abychom mohli urc¢it feseni jednoznacné, musime zadat pocatecni pod-
minky, nejcastéji stav v néjakém pocatecnim case n = ng. Oznaéme x (ng) = xo, kde
Xq je vektor hodnot feseni x v pocatecnim okamziku ng. Pak hledame feseni pocatecni
Cauchyovy tulohy, kterd ma tvar

X1 = Ax, +b, x(ng) = xo.

4



1.4 Nelinearni rovnice a jejich soustavy

Nelinedrni rovnice je kterdkoliv rovnice typu (2), kde funkce f je nelinedarni kombinace
jejich argumentu (muze obsahovat mocninné a exponencidlni funkce, jejich inverze atd.).
Autonomni nelinearni rovnice prvniho rfadu pak ma tvar

Tp4+1 = f (xn) 3

kde f je nelinearni funkce.
Soustava dvou nelinearnich rovnic 1. fadu obecné vypada takto:

Tpi1 = f (xn7 yn) ) (4>
Ynt1 = ¢ (SL’n, yn) )

kde f, g jsou nelinedrni funkce a z, y zavislé proménné.

1.5 Stabilita

U diferen¢nich rovnic i jejich soustav, které maji alespon jedno ekvilibrium, zkoumame
stabilitu tohoto ekvilibria. Stabilita ekvilibria obecné znamené, zda mala odchylka v po-
¢atecnich podminkach zptsobi vyrazné odchyleni feseni od ekvilibria (tedy zda se porucha
v podminkach bude Tesenim dal §iFit).

Definice 1.3. Uvazujme obecnou soustavu rovnic x,,; = Ax, + b. Ekvilibrium x* této
soustavy je:

1. Stabilni, pokud pro vsechna € > 0 existuje 6 > 0 a index ngy tak, Ze plati
I f (x0) — f(x*)|| <6 =|f(x,) — x*|| <€ pro vSechna n > ny.

2. Asymptoticky stabilni, pokud je stabilni, a navic plati lim, . || f (x,) — x*|| = 0.
3. Nestabilni, jestlize neni stabilni.

Véta 1.4. Necht z* je ekvilibrium obecné autonomni rovnice 1. fadu z,11 = f (x,), kde
f je spojité diferencovatelna v x*. A jestlize

1. |f' (z*)| < 1, pak ekvilibrium z* je asymptoticky stabilni.
2. |f (z*)| > 1, pak ekvilibrium z* je nestabilni.

Véta 1.5. Necht x* je ekvilibrium autonomni homogenni soustavy rovnic 1. radu
Xni1 = Apx,. Pak je x*:

1. Stabilni, jestlize plati p(A) < 1, kde p(A) = max|\; (A)| je spektrdlni polomér
matice A (\; jsou vlastni ¢isla matice A), a zaroven Jordanovy bloky matice J
Jordanova rozkladu matice A, prislusné vlastnim c¢islim s jednotkovou normou,
jsou diagonalni.

2. Asymptoticky stabilni, jestlize plati p (A) < 1.



Dikazy vét 1.4 a 1.5 jsou uvedeny v [3] v kapitole 1.5, respektive v kapitole 4.3.2.
Pro analyzu stability nelinearnich soustav rovnic pouzivame linearizaci pomoci Taylo-
rova polynomu, jak je uvedeno v [2], kap. 2.7. V témz zdroji je uvedeno a odvozeno také
tvrzeni uvadéjici podminku asymptotické stability pro rovnici druhého tadu (kap. 2.8,
rovnice (32)):
2>1+c> b,

kde b, ¢ jsou koeficienty charakteristického polynomu matice A.
Pro nelinearni soustavy obecné plati nasledujici véta:

Véta 1.6. Necht x* je ekvilibrium nelinedrni soustavy rovnic (4) a matice vznikla linea-
rizaci této soustavy mé spektralni polomér p (A). Pak pokud

1. p(A) < 1, ekvilibrium x* je asymptoticky stabilni.

2. p(A) > 1 a vektor pravé strany b je nulovy pro ||x|| — 0, ekvilibrium x* je nesta-
bilni.

3. p(A) =1, ekvilibrium x* muze byt stabilni nebo nestabilni.

Dikaz véty lze nalézt v [3], jako dikazy dusledku 4.34 a véty 4.38.

1.6 Aplikace diferencnich rovnic na epidemiologické modely

Diferenc¢ni rovnice a jejich soustavy se vyznamné uplatnuji pfi modelovani biologickych
problémii, situaci a vztaht. V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat vyluéné epide-
miologickymi modely, tedy modely zkoumajicimi urcitou populaci, ve které se sifi dana
nemoc s predem danymi parametry chovani.

Pro tyto modely budeme vyuzivat nelinearni autonomni diferen¢ni rovnice prvniho
radu s konstantnimi koeficienty. V nasledujici kapitole si uvedeme prehled zakladnich
modeltl, jak vypadaji a nékteré jejich zakladni vlastnosti. V dalsi ¢asti se pak budeme
zabyvat podrobné jednim konkrétnim modelem.

Ve vSech modelech se omezime pouze na obor realnych ¢isel R, modely s komplexnimi
¢isly se nebudeme viibec zabyvat.



2 Prehled epidemiologickych modeli

V této kapitole si uvedeme zakladni prehled diskrétnich epidemiologickych modelti, uve-
deme si jejich mozné modifikace a také si uvedeme a dokazeme nékolik tvrzeni o parame-
trech model.

Vsechny uvedené modely pracuji s predpokladem, ze pravdépodobnost kontaktu a pre-
nosu nakazy mezi kazdymi dvéma jedinci je stejnd, nemoc nem4 latentni obdobi (jedinec
zacne byt infekéni v okamziku nakazy) a ze pocet jedinci N v populaci je konstantni.
Konstantnost N lze u kazdého modelu ovérit sec¢tenim prislusnych rovnic, ve vsech pri-
padech po nasledné upravé dostaneme N, .1 = N,, kde n vyjadiuje stav v case nAt,
n € N, At je doba mezi jednotlivymi stavy. Pro ilustraci je u prvniho modelu ovéreni
konstantnosti provedeno.

Modely pracuji s nékolika skupinami jedincti. Tyto skupiny jsou vzajemné disjunktni
a soucet jedinct ve vsech skupinach je celé N, tedy kazdy jedinec patii pravé do jedné
z téchto skupin. Jsou to skupiny S, I a R.

Skupina S (z anglického susceptibles) jsou jedinci ndchylni k onemocnéni. Ve skupiné I
(z angl. infected) jsou jedinci nakazeni, a tedy schopni nemoc prenéset. Jedinci ve skupiné
R (z angl. recovered ¢i resistant) jiz maji proti nemoci imunitu. Nemusi nutné platit ze
vsichni jedinci ze skupiny R nemoci prosli, jiz na pocatku mize byt pocet jedinct v R
nenulovy, tedy predem uvazujeme v populaci imunni jedince.

V modelech pouzijeme také koeficienty «, 3, v a 9§, které budeme povazovat za kon-
stantni. Tyto koeficienty jsou vzdy nezaporné.

o Koeficient « je primérny pocet zdravych jedincii, se kterymi mél nakazeny do-
statecné dlouhy socidlni kontakt na preneseni infekce béhem casového kroku At.
V modelech ovliviiuje, jaka ¢ast skupiny S se presune do skupiny I.

o Koeficientem [ budeme oznacovat porodnost a dmrtnost (pomér narozenych, re-
spektive zemrelych na celkovy pocet jedinci N). Prestoze jsou to v populaci dva
rizné jevy, hodnoty téchto koeficienti budeme poklddat za shodné, abychom za-
chovali konstantni celkovy pocet jedinct, a proto je oznac¢ime stejnym pismenem.
V modelech § urcuje, jaka ¢ast skupin I, R opusti tyto skupiny (zemfte) a zaroven
kolik jedincu pribude do skupiny S (narodi se, predpokladame, Ze se jedinci rodi bez
imunity vici nemoci).

o Koeficient v je mira uzdraveni neboli pravdépodobnost, ze nakazeny jedinec se
uzdravi béhem ¢asu At a prejde bud do skupiny R nebo S (podle typu modelu).

o Koeficient ¢ je mira ztraty imunity vici infekci ¢ili pravdépodobnost, Ze jedinec
s imunitou ji béhem casu At ztrati a presune se ze skupiny R zpét do skupiny S.

Diky povaze koeficienti 5 (pomér zemielych ku celku) a 7, 6 (pravdépodobnosti vy-
léCeni a ztraty imunity), tyto koeficienty mohou nabyvat hodnot pouze mezi nulou a jed-
nickou:

0<B<1, 0<y<1, 0<4§<l1.

Necht S je pocet zdravych jedincti, Iy pocet nakazenych jedinci a Ry pocet imunnich
jedincu v ¢ase t =0, S, I,, a R, jsou pocty jedincu ve skupinach S, I, R v case t = nAt.



V modelech vsak budeme tyto pocty uvazovat i necelociselné, nebudeme zaokrouhlovat
hodnoty na cela ¢isla. Vsechny modely pak uvazuji jen takova reseni soustav, ktera maji
smysl. Terminem reseni md smysl rozumime takova feSeni, ktera jsou redlné interpretova-
telnd, tedy pocet jedincti v zadné skupiné nepresahne celkovy pocet jedincti ve zkoumané
skupiné. Jinak feceno v kazdém case nAt, véetné t = 0, musi platit

0<5, 0<I, 0<R,,

5)
S,+1,+ R, =N. 5)

Z uvedeného také okamzité plyne, ze pocet jedincti v kazdé skupiné je mensi nebo roven N.

2.1 Modely s neménici se populaci

Tyto modely uvazuji konstantni pocet jedinct v populaci, kde se nikdo nerodi a zaroven

ani nikdo neumira. Budeme pouzivat pouze koeficienty « a ~. Podrobnéjsi informace
o téchto modelech lze nalézt v [1, 9].

2.1.1 SI model

SI model je ten nejjednodussi model, ve kterém uvazujeme pouze jedince nachylné k one-
mocnéni S a jiz nakazené, infekéni jedince I. Jedinci se z nemoci nemohou vylécit ani
ziskat imunitu. Vypocet S, I v nasledujicim kroku z hodnot ptredeslych ma tento tvar:

aAt
Sn+1 - Sn (]. - NIn> , (6)
aAt

Cislo N je celkovy poéet jedinctt v populaci, ktery, jak uz bylo fefeno, se neméni v Case,
tedy S, + I, = N, pro vSechna n € N. Pravdivost vyroku je vidét z rovnic (6), (7), kdy
pii jejich prostém secteni (6) 4+ (7) dostdvame
S, aAtl, L, aAtS,
Sp1+ Ly =8, ———m— + 1, + ———,
+1 +1 N N
Sn+1 + In+1 = Sn + [n
Tedy N =S + I je konstantni v jakémkoli case t.

Tvrzeni 2.1. Nutnd a postacujici podminka, aby feSeni rovnic (6) a (7) mélo smysl pro
pripustné hodnoty S,,, I,, podle (5), je

At <

9

Q|+

tedy ¢asovy krok At musi byt mensi nez prumeérny cas nutny k prenosu nemoci na jednoho
jedince. Tvrzeni je uvedeno v [1] bez dikazu, zde uvadime i dikaz.



Diikaz. Vyjdeme z rovnice (7), a z podminky pro I z (5). Dostavame vyraz
aAt
L, ({1+—85,] <N.
(149", <

Ten déle s pomoci vlastnosti S,, = N — I, upravime do tohoto tvaru:

aAt
L,|1+——(N-—-1 < N.

Po podéleni nerovnice N a roznésobenim vnitini zavorky % dostaneme

In In
— + — — < 1.

Po roznéasobeni vnéjsi zavorky nyni dostavame

I LaAt I
oy (1—”)31.

N N N
Nyni odecteme IN” a podélime vyrazem v zavorce (za predpokladu I,, # N) a zlomkem ]ﬁ":
_In
N
alAt < A ( L )
N N

Vyraz v zavorce muzeme zkratit a po odstranéni slozeného zlomku nam vyjde tato nerov-
nice:

N

At < —.

o T
Navic, pro I, = N plati rovnost. Toto musi platit pro vSechna I,,. Jelikoz I,, € (0, N), pak
alt < 1. O

2.1.2 SIR model

Tento model oproti SI modelu uvazuje kromé skupin S a I navic skupinu jedinct R, ve
které jsou jedinci imunni vici nakaze, af uz vlivem prodélani nemoci ¢i vlivem prirozené
imunity, kterou do modelu mizeme vlozit pomoci poc¢ateéni podminky Ry > 0. Soustava
diferenc¢nich rovnic pak méa tento tvar:

alt
Sn+1 - Sn (1 - N]TL> 3 (8)
At
Lyt = I, (1 N O‘Sn> , 9)
N

Tvrzeni 2.2. Nutna a postacujici podminka, aby feSeni rovnic (8), (9), (10) mélo smysl,
je

11
< in{—. —
At < m1n{7, a}’ (11)

tedy ze casovy krok musi byt mensi nez prumérny ¢as potiebny pro prenos nemoci mezi
jedinci i mensi nez pramérna doba infekce, jak je uvedeno v [1].
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Dikaz. Nejdrive zduraznéme, ze dokazovand vlastnost je ekvivalentni s vlastnosti
max{aAt,yAt} < 1.

Zactnéme s vyrazem yAt < 1. Tato podminka je zfejmé z rovnice (10), jelikoz ¢len
~vAtl, v této rovnici vyjadiuje pocet jedincu ze skupiny I,,, ktery je v kroku n+1 pre-
sunut do R. Tento pocet ale nemize byt vyssi nez celkovy pocet jedinci [,,. Vyjadieno
matematicky:

yAtL, < I,
~vAt < 1.

V druhé ¢asti dikazu ukazeme, ze je nutna také podminka aAt < 1. Z podminek (5)

a rovnice (8) plyne
aAt
Sp|1———1,] >0.
()

Za predpokladu S, # 0 tim mizeme vydélit a dostaneme

aAt
1——1I,>0.
N
Po prevedeni zlomku na druhou stranu nerovnice a vynasobenim % mame

N
— > aAt.
L, “
Navic pro I, = N (a tedy S,, = 0) plati rovnost. Tedy, pokud by neplatilo aAt < 1, pak
pro néjaké I € (0, N) by neplatila ani nerovnice % > aAt.
Dohromady tedy vime, ze plati At < 1i~vAt < 1, a ekvivalence téchto dvou vlastnosti
s puvodnim vyrazem max{aAt, yAt} <1 je jiz zfejma. O

2.1.3 SIS model

V tomto modelu jedinci nemaji permanentni imunitu proti nemoci, proto zde neexistuje
skupina R, ale vyléceni se presouvaji zpét do skupiny S. Stavaji se z nich tedy zdravi
jedinci, ktefi mohou opét onemocnét. Diferenéni rovnice pro SIS model pak vypadaji
takto:

A
Sn—i—l = Sn (1 - O[]Vt]n> + ’YAtInu

aAt
]n+1 = In (1 - ’}/At + NSn> .

Tvrzeni 2.3. Pro pozadované podminky (5) feseni maji smysl pouze pokud jsou splnény
nerovnosti:
2
yAt <1 a zaroven aAt < (1 + 7At> .
Diikaz tohoto tvrzeni je uveden v préci [1], oznacen je jako Lemma 2.

Pokud bychom v tomto modelu polozili v = 0, odstranime moznost se z nemoci uzdra-
vit a model prejde do tvaru uvedeného v kapitole 2.1.1, tedy na SI model.
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2.2 Modely s ménici se populaci

Tyto modely také predpokladaji konstantni pocet jedinct v populaci, ale uvazuji i narozeni
a smrt jedinct. Aby byl zarucen nemeénici se pocet jedincti, polozime hodnotu koeficientu
porodnosti rovnu hodnoté koeficientu timrtnosti a oba koeficienty tedy mizeme oznacit
stejnym pismenem (. Jak jiz vime, hodnota je omezena nerovnostmi 0 < 5 < 1.

Problematiku téchto modelt hloubéji rozebira préace [9], ktera navic uvazuje exponen-
cidlni tvar soustav diferenc¢nich rovnic.

2.2.1 SI a SIS model

Oba tyto modely lze vyjadrit jednou soustavou diferen¢nich rovnic:

alt

Sn-‘rl - Sn <1 - NL%) + (’7 + 5) Atlm

At
I,,=1, <1 —(y+pB) At + O‘NSn> .

Pokud polozime v = 0, dostaneme SI model, pro v > 0 jde o SIS model. Pokud polozime
B =0, dostaneme SI, popt. SIS model bez zmén populace uvedeny v podkapitole 2.1.

Tvrzeni 2.4. Pro podminky (5) feseni maji smysl pouze pokud jsou splnény nerovnosti:

2
(v+pP)At <1 a zéroven aAt < <1 +/ (v +B) At> :

Diikaz. Matematicky je model shodny s modelem SIS v kapitole 2.1.3, pouze koeficient
~ je nahrazen souctem v + 3, proto i tvrzeni je upravené pouze s touto substituci a jeho
diikkaz bude rovnéz analogicky stejny. m

2.2.2 SIR a SIRS model

Oproti predchozimu SIR modelu, zde zahrnujeme zmény populace, tj. 5 > 0. Pro pre-
chod mezi SIR a SIRS modelem pridavame také koeficient §. Jiz je nam znamo, ze plati
0<o< 1.

Pro SIR model poklddame 6 = 0, pro SIRS 4 > 0. V SIRS modelu tedy jedinci
s imunitou, ktefi nemoc jiz prodélali, mohou svou imunitu ztratit a pfesunout se zpét do
skupiny S. Diferenc¢ni rovnice pak vypadaji takto:

A
Snt1 = Sn (1 — O‘Nt]n> + BAtL, + R, (6 + B) At, (12)
At
Ryi1 =R, (1 — (6 + B) At) + vAtl,. (14)

Pokud v tomto modelu polozime 5 = 01 = 0, dostaneme SIR model z podkapitoly 2.1.2.
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Tvrzeni 2.5. Pro podminky (5) feSeni maji smysl pouze pokud jsou splnény zaroven
vsechny tyto nerovnosti:

(0 +p) At <1,
(v+B)At <1,
aAt < BAL+ 1+ 2¢/8At.

Dukaz. Pro nalezeni podminek interpretovatelnosti pro tento model budeme muset ovérit,
pro jaké hodnoty parametri jsou splnény pozadavky (5). Znamend to zjistit podminky
kladené na zadavané parametry, aby hodnoty S, I, R byly vzdy veétsi nez 0.

Nejprve vyjdeme z rovnice (14) pro R a s pouzitim podminek (5) dostaneme nerovnici

Ry (1— (5 + B) At) + ~AtL, > 0.

Tato nerovnice musi platit pro kazdé I,, € (0, N), R, € (0, N). Kdyz polozime I, = 0
a R, > 0, mizeme vydélit R, a nerovnice se zjednodusi:

1—(6+ ) At >0.
Odsud je okamzité vidét omezeni pro koeficienty 9, [:
(0+p)At < 1.

Je snadné ukézat, ze pro R, = 0 je nerovnice splnéna vzdy a pro I,, > 0 a R, > 0 jiz
nedostaneme zadnou silnéjsi podminku nez je tato uvedena.
Déle pouzijeme rovnici (13). Opét s pouzitim podminek (5) dostaneme nerovnici

I, (1 — (7+5)At+a§t5’n> > 0.
Tato nerovnice musi platit pro kazdé I, € (0,N), S, € (0,N). Kdyz polozime I,, > 0
a 5, = 0, mizeme vydélit I,, a nerovnice se zjednodusi:
1—(y+8)At > 0.
Odsud je okamzité vidét omezeni pro koeficienty v, 3:
(v+B8)At< 1.

Je opét snadné ukéazat, ze pro I,, = 0 je nerovnice splnéna vzdy a pro I,, > 0 a S,, > 0 jiz
nedostaneme zadnou silnéjsi podminku nez je tato uvedena.
Nakonec pouzijeme rovnici (12). Opét vychézime z prislusné nerovnice

A
S, <1 - O‘NtIn> + BALL, + R, (6 + 8) At > 0.

Nyni pouzijeme rovnici R, = N — S, — I, nahradime R, a na levou stranu nerov-
nice se podivame jako na funkci dvou proménnych S, I. Abychom mohli urcit pod-
minku pro parametry, potfebujeme nejdfiv najit globalni minimum této funkce na nasi
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uvazované oblasti (oznacme (), kterd je ur¢ena podminkami (5), tedy
Q={(5,1)€ (0,N) x (0,N);S+1 < N}. Mame tedy funkci

f<s,1)=s<1—Oﬁtf>+mt1+(zv—s—f><5+ﬁ>m.

Abychom urcili, zda se na nasi oblasti nachazi lokdlni minimum, spoc¢teme nejprve, zda
ma funkce f néjaké stacionarni body a jestli tyto body lezi uvniti nasi oblasti. To ur¢ime
tak, ze funkci zderivujeme podle jedné proménné a polozime derivaci rovnu nule, a pak
totéz provedeme pro derivaci podle druhé proménné. Zacneme s derivaci podle I:

f}I—SaﬁtJrﬁAt—(éJrﬁ)At:O.

Z této rovnice nam vyplyne S-ova soutradnice staciondrniho bodu Sy = —%. Koeficienty
jsme zavedli nezaporné, proto vidime zZe stacionarni bod nelezi v oblasti {2 a proto v Q2
nelezi ani zadny lokalni extrém funkce f. VysSetiime tedy funkcéni hodnoty na hranici
oblasti €2, abychom urcili na €2 globalni minimum.

Oblast €2 je rovinny trojuhelnik, budeme tedy postupné zkoumat jeho tri strany. Za-
¢neme svislou odvésnou, na které lezi body se soutadnicemi [0, I]. Funkce f pro tyto body
vypada nasledovné:

f(0,1) =BAtI + N (6 + B) At — I (0 + ) At.

Vime, Ze hledame ohraniceni pro parametry tak, aby platilo f > 0. Po upravé vyrazu
dostaneme

£(0,I) = NBAt + (N — I)5At > 0.

Vidime, ze oba scitance jsou vzdy nezaporné, proto je nerovnice vzdy splnéna a tato
hranice neprinesla zadné omezeni.

Provérime tedy druhou odvésnu trojihelniku €2, na které lezi body se souradnicemi
[S,0]. Funkce f pro tyto body vypada nasledovné:

f(S,0) =S+ NG+ p)At—S(6+P) At
=S+ (N—-295)(0+p)At > 0.

Vidime, ze jsme opét dostali soucet dvou vzdy nezapornych cisel, coz ndm opét neptinese
zaddné nové omezeni pro parametry.

Zbyva nam prepona trojuhelniku 2, na které lezi body se souradnicemi [S, N — S].
Funkce f pak vypada takto:

A
F(S,N = 5) ZS—S(N—S)“NtwAt(N—SH
+(N—-S—(N-29))(0+p5)At.
Po upravé funkéniho vyrazu dostavame

9(S) =S (1 + oAt (ff _ 1)) + (N = S) BAL,
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kde jsme oznacili funkci ¢g(S) = f(S, N — S). Nyni chceme vySetrit extrémy této funkce.
To provedeme derivaci podle S, kterou polozime rovnu nule. Dostavame

25aAt
- Sa

— alAt — BAL = 0.

Z toho vyjadrime souradnici staciondrniho bodu S,,:

(aAt+ At —1) N
2aAt '

S = (15)

Jelikoz druhé derivace ¢” je kladn4, jde o lokalni minimum. Vyraz (15) dosadime zpét do
puvodni funkce g a uréime podminku, pro jaké hodnoty parametru je g(.S,,) nezaporné.
Po dosazeni, roznasobeni vsech zavorek a tpravach vyrazu dostavame nerovnici

9(Sm) = (= (@At + BAL = 1)° + 403 (A1) N > 0.

Vidime, ze mtzeme vydélit N. Ve zbylém vyrazu rozndsobime mocninu a vypadne nam
tato nerovnice:

(aAt)® + (BAL)? — 208 (At)® — 2aAt — 26At +1 < 0.

Aby nejvyssi mocniny byly kladné, bylo oto¢eno znaménko nerovnosti. Tento vyraz pak
dale upravime na konec¢ny tvar:

<aAt— <ﬁAt+ 1 +2\/@)) . (aAt— (ﬁAt+ 1 —2@)) <0

Je jasné vidét, ze tato nerovnice plati, pokud

(88t +1-2/5at) <ane < (pat+1+2/5Ar). (16)

Nyni se podivejme, jak se bude chovat funkce g pro S, € (0, N) a S,,, ¢ (0, N).

Vsimnéme si, ze pokud S, je mimo tento interval (0, N), tak funkce g je vzdy kladna
a nerovnice pro g je splnéna vzdy, jelikoz jde o lokdlni minimum, a v koncovych bodech
intervalu (0, N) jiz mame ovéfeno, ze funkce kladné je. Tento piipad nastane bud pro
(aAt + At — 1) < 0, z ¢ehoz nam hned plyne jedno omezeni hodnot parametri

(a+ B) At < 1,

nebo pro (aAt 4+ At — 1) > 2aAt. Tato varianta ale nemuze nastat, protoze by muselo
platit SAt > aAt + 1, a my vime ze SAt € (0,1) a a i At jsou nezaporné.

Pokud ale S, je uvniti intervalu (0, N), tak (aAt+ BAt—1) > 0, z ¢ehoz plyne
alAt > 1 — At > BAt + 1 — 2/BAt. Prvni nerovnice z (16) je tedy splnéna vzdy pro
tento pripad.

Dohromady tedy dostavame posledni podminku pro parametry a a (5, kterd ma tvar

(@+B)At>1 A aAtS(ﬁAt—HJr%/ﬁAt).
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Kdyz spojime tyto dvé ¢asti podminky pro a a 3, dostaneme podminku
{<a LBAL>1 A oAt < (6At+ 14+ wmtﬂ Vi(a+B) At < 1].

Vyraz aAt < (6At +1+ 2\/6At) plati vsak vzdy pro (a+ ) At < 1, proto nemusime
podminku rozdélovat na dva ptipady podle hodnoty souctu o + 3, a staci overit pouze
tuto podminku, ktera je posledni ¢asti dokazovaného tvrzeni:

alt < (5At+1+2\/@).
O

Poznamka 2.6. Vsimnéme si, ze posledni podminka z predchazejictho tvrzeni je ekvi-
valentni podmince v tvrzeni 2.3, jen 7 je nahrazena koeficientem (. To vychazi z tvaru
jednotlivych modeli, jelikoz je vidét, ze rovnice pro S je v SIRS modelu s 3 stejna jako
v SIS bez (3, az na to, ze v SIRS se navic pripocitava ¢len s R,,, a pravé koeficient v je
nahrazen koeficientem . Pti nasledném dokazovani vlastnosti tento clen s R, vypadne
(vynuluje se) ve vypoctu funkce f na preponé trojihelniku €2, a proto ma vyslednd pod-
minka stejny tvar, jen s jinym koeficientem.

2.3 Dalsi modely

Existuji i dalsi epidemiologické modely a dalsi modifikace uvedenych modelt, jako je
napriklad uvazovani nekonstantnich koeficientt «, 3, v, § nebo vynechani predpokladu
N = konst., tedy N = N (n). Existuji modely uvazujici vakcinaci jedinctt v pozorované
skupiné (SIV) nebo zahrnujici latentni obdobi nemoci (SEIS). Samostatnou kapitolou
jsou pak uvedené modely vyjadiené pomoci exponencialnich funkci namisto linearnich
a kvadratickych zavislosti. Vice se témito modely zabyvaji [4, 7, 9].
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3 Analyza SIR modelu

Jednim z cilii prace je analyzovat vybrany model. Budeme analyzovat model z kapitoly
2.1.2, tedy zakladni SIR model, bez zmén v populaci a bez vakcinace.

Na zacatek si pripomenme, jak jsme jej zavedli diive. Model uvazuje populaci o N
jedincich, které rozdéluje do tii skupin, S, I, R. Zmény poctu jedinci v jednotlivych
skupinach vyjadiuji rovnice

A
Sn+1 - Sn (1 - at]n) )

N
A

Rpir = Ry + At

Pro model zavadime také nésledujici omezeni, abychom mohli vysledky aplikovat na re-
alnou populaci:
0< 5, 0<1,, 0<R,,

Sp+1,+ R, =N.

Pro nazornéjsi ukazku toho, jak se jedinci presouvaji mezi skupinami, poslouzi nasledujici
obrazek:

(18)

Sn']n'ﬂ'ﬂt

>

]n"}"ﬂt

Obrézek 1: Znazornéni presunti v SIR modelu
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V této kapitole bylo ¢erpano z praci [1, 9], které se SIR modelem zabyvaji podrobnéji.
Obecné stabilité rovnic se vice vénuje [2, 3.

3.1 Obecné vlastnosti modelu

Nejprve se zamérme obecné na model a jeho vlastnosti.

o Kdyz si model prohlédneme pozorné, zjistime, ze pocet jedinct ve skupiné S je vzdy
nerostouci a v pripadé I, # 0 je klesajici. Naopak pocet ve skupiné R je vzdy
neklesajici a pro I, # 0 je rostouci.

o Jak uz vime z kapitoly 2.1.2 a tvrzeni 2.2, aby tento model spliioval nami pozadované
vlastnosti (18), je nutné pii volbé koeficientt a casového kroku dodrzet nerovnosti
aAt < 1, yAt < 1. Pokud je nedodrzime, nebudeme moci vysledky aplikovat na
skutecnou populaci. Graficky si to ukazeme v kapitole 4.2 (viz obrazek ¢. 3).

o Model tak, jak jsme ho zavedli, obsahuje jednu zvlastnost, a to Ze pracuje s ne-
celo¢iselnymi hodnotami. Pro dostatecné velké N je tato skuteénost zanedbatelna
a pro interpretaci vzdy muzeme hodnoty konkrétni iterace zaokrouhlit na celd cisla,
ackoliv model pak bude dal pokracovat s ptivodnimi hodnotami. Diky tomu plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Za predpokladu Sy # 0 pro vsechna n € N plati
Sp # 0. (19)

Diikaz. Chceme ukézat, ze S, # 0 = S,41 # 0. Pokusime se to ukazat sporem,
predpokladejme tedy néjaké n, pro které plati

Sy #0 A Spir=0.

Pak vyjdeme z rovnice pro S,11:

aAt
Sn-‘rl = Sn (1 - NIn> .

Po dosazeni S,, ;1 = 0 a podélenim S,,, dostaneme

Vime, ze plati I, < N a aAt < 1. Z toho plyne, Ze rovnice je splnéna pouze pro
I, = N a aAt = 1, coz je ale spor s nasim predpokladem S,, # 0, jelikoz z (18)
vime, ze S, + I, < N.

Z toho plyne zZe nenajdeme takové n a plati implikace

Sn#o = S’n+l7é 0.
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Obdobnou konstrukei lze také ukazat, ze pro vSechna n (za predpokladu Iy # 0)
plati
I, #0. (20)

o Diikaz, ze i po skonceni epidemie néjaka ¢ast populace zustane ve skupiné S, tedy
lim,, 00 Sp = Seo > 0, lze nalézt v [1], Lemma 1.

« Dalsi dulezitou vlastnosti modelu je jeho reprodukéni ¢islo, okamzité a zakladni. To
si rozebereme dikladnéji v podkapitole 3.1.1.

o Neméné dulezitou charakteristikou kteréhokoliv systému diferen¢nich rovnic je jeho
(pripadné) ekvilibrium. Tim se budeme zabyvat v podkapitole 3.1.2, kde ukazeme,
ze tento model mé nekoneéné mnoho ekvilibrii a ze tento model nemtize dosahnout
ekvilibria v koneéném case, pokud jiz poc¢atecni podminky nebyly ekvilibriem.

3.1.1 Reprodukéni éislo

Reprodukéni ¢islo charakterizuje chovani epidemie (modelu) v pristi iteraci. Reprodukéni
¢islo R odvodime z rovnice pro I,,.1, ze které chceme zjistit, kdy nastane I,,.1 = I,:

aAt
]n-i-l = In (1 — ’)/At + NSn) .

Dosadime I,,,1 = I,, a vydélime jim:

aAt
1=1—~At+ 20
YAl + N

Odecteme jednicky a prevedeme vyraz vAt na druhou stranu:

alt

At = —38,.
7 N
Nakonec zkratime At a podélime ~:
| = Snc
N7y

Vyraz na pravé strané nazveme obecnym reprodukénim ¢islem R. Vztah, ktery jsme pro

n¢j odvodili, pak vypada takto:

Spa

Ny’
Z odvozeni je pak hned patrné, pro¢ nas u reprodukcéniho ¢isla zajima zejména jeho
porovnani s hodnotou 1. Pokud je reprodukéni ¢islo vétsi nez 1, pak epidemie bude silit
a pocet jedincu ve skupiné I bude rist (1,1 > I,,). Pokud bude naopak mensi nebo rovno
jedné, epidemie slabne a bude platit 1,11 < I,. Cim vys§i reprodukéni ¢islo bude, tim
strméjsi bude nartist epidemie a naopak.

Jelikoz R je funkei pouze S, (vSe ostatni jsou konstanty), je ziejmé, ze R je striktné

klesajici pro S, # 0, obdobné jako S. Proto je uzitecné znat také reprodukcni cislo
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vypoctené z pocatecnich hodnot pro n = 0, které nazyvame zakladnim reprodukénim
¢islem modelu, a spoc¢teme jej pomoci vzorce

S()Oé
Ro = N
Zakladni reprodukéni ¢islo urcuje chovani modelu v pocatku epidemie a plati pro néj
stejné vlastnosti jako pro to obecné. Pokud nebude vyssi nez 1, pak epidemie nevznikne.
Pokud naopak bude vyssi nez jedna, tak ¢im vétsi bude, tim rychlejsi nastup epidemie
bude mit (za predpokladu I, # 0).

Cislo R je Kklesajici, a klesa tim rychleji, ¢im bliz§i je hodnoté jedna, proto vzdy
najdeme v modelu n takové, ze R < 1 a epidemie zac¢ne ustupovat.

7 vyrazu pro R lze také urcit, kolik jedinct se musi v souctu nakazit, aby epidemie
pri danych parametrech zacala ustupovat. Tento pocet ziskame tpravou vyrazu

|- S
Ny
Pak plati
N
2T g
Q

Hodnota S je pocet zdravych, nachylnych jedinct pii reprodukénim ¢isle R = 1, z toho

tedy jasné uréime kumulativni soucet jedincti Iy, = N — Ry—.S;. Musi se nakazit I jedincii,

aby epidemie prekonala sviij vrchol a utlumila se.

3.1.2 Ekvilibrium

Z definice 1.1 vime, ze pro ekvilibrium plati f (z) = x. V nasem modelu to tedy znamena
Sn+1 = Sn7 [n+1 = Ina Rn+1 = Rn

Vezméme naprtiklad prvni rovnici pro S a dosadme z rovnosti vyse:

alt
S, =S, (1 — an> )

Predpokladejme, ze Sy # 0 a diky vlastnosti (19) muzeme vydélit S,, a dostaneme

aAt
l=1-""1,
N
Po odecteni 1 a prenasobeni -1 dostavame
aAt
0=——1,.
N

Jelikoz a, At i N jsou nenulové konstanty, rovnice bude platit pouze pro I,, = 0. Diky (20)
muzeme tict, ze pokud I,, = 0 pro néjaké n, pak zaroven toto plati pro vsechna n € N. To
v dtsledku znamena, ze zadna epidemie se nekond a jedinci jsou rozdéleni do skupin R
a S podle pocatecnich podminek. Z toho plyne, ze model ma nekoneéné mnoho ekvilibrii
lisicich se pouze pocateénimi podminkami, tedy hodnotami S a R. Pro vSechna ekvilibria
plati I = 0.
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3.2 Analyza stability modelu

Kdyz se pozornéji podivaime na nas model (17), zjistime, Ze je to soustava dvou diferenc-
nich rovnic. Treti rovnice je linedrné zavisla na ostatnich dvou vztahem R =N — S — [.
Proto budeme déle v této podkapitole vynechavat treti rovnici pro R a pracovat budeme

jen s prvnimi dvéma rovnicemi pro S a I.
Uvedli jsme, ze model mé nekoneéné mnoho ekvilibrii, jejichz hodnota vsSak zavisi

pouze na pocatecnich podminkach. Uvazujme tedy podminky Sy = S* =N, [ = I* =0,
Ry = R* = 0, které splnuji definici ekvilibria, a ovérme jeho stabilitu.
Tuto stabilitu uréime podle chovani malych odchylek od tohoto stavu. Uvazujme tedy

nasi soustavu rovnic

at

St = S, (1 - an> = f(S,1),

A
I, =1, (1 —vAt—i—O[]VtSn) =g(S,1).

Déle vezméme S, = S* + S, a I, = I* + I,, kde S*, I* symbolizuje hodnotu v ekvilibriu
a S,, I, malé odchylky od tohoto stavu v n-té iteraci.
Pro tyto malé odchylky plati nasledujici soustava rovnic (viz [2], kap. 2, (26)):

Spi1 = a115, + a1al,,
St 112 12h (21)
I = a5y + agaly,
kde
allzfé'(S*aj*)a a12:f;(5*71*)7 a21:g,/5’<S*7[*)7 a22:g/[(S*7I*>'

Vyrazy fg, f1, g5, g7 znamenaji parcialni derivace piislusné funkce podle piislusné pro-
ménné.
Z koeficientl a;; mizeme sestavit matici

A — a11  Aaig
A21  QA22
Uvédomme si, ze uvazujeme ekvilibrium S* = N, I* =0, R* = 0.

Znaceni 3.2. Pro zjednoduseni vypoc¢tl zavedme nasledujici znaceni: ¥ = vAt, @ = aAt.

Pak spocteme koeficienty a;; pomoci parcidlnich derivaci takto:

08 N N
o= s (- )]s Ev=a
e (17 58] S
aggzgl{fn(l—’y%—;snﬂ :1—’?4-]03[5”:1—&—1—04



Mame tedy matici

1 —a
A= (o 1—f~y+a>'

Pro dalsi vypocty potfebujeme vypocitat vlastni ¢isla této matice, abychom mohli dale
vypocitat také spektralni polomér matice a z néj usoudit, zda je ekvilibrium asymptoticky
stabilni, stabilni ¢i nestabilni. K naslednym vypoctim pak budeme potrebovat také vlastni
vektory prislusné spoc¢tenym vlastnim cislam.

Vlastni ¢isla matice \; spoc¢teme pomoci vzorce

det (A — AE) = 0,

kde E je jednotkova matice stejného rozmeéru jako A. Déle pocitame

1—A —Q
det(A—AE)-det( 0 1_&4_&_)\)—0.

Po spocteni tohoto determinantu a vyteseni rovnice nam vyjdou vlastni ¢isla matice A:

A =1,
1 - (22)
)\2 =1- Y + «.
Vlastni vektory v musi spliiovat rovnici Av = A\v. Pak snadno spoc¢teme vlastni vektory
prislusné spoctenym vlastnim cislim:

v, = @ Vs = (ﬁ@) (23)

Z linearni algebry je také znamo, zZe vlastni vektory jsou urceny jednoznac¢né az na nasobek.
Diky vété 1.6 vime, ze pro asymptotickou stabilitu ekvilibria je potfeba splnit
p(A) < 1. Z vysledku vypoctu (22) jasné vidime, zZe jedno z vlastnich ¢isel je rovno
1, a proto nase ekvilibrium neni asymptoticky stabilni.
Ze stejné véty také vime, Ze pro p(A) > 1 je ekvilibrium nestabilni a pro p(A) =1
o stabilité neumime rozhodnout. Spektralni polomér matice A bude mensi nebo roven
jedné pro 4 > a. Po dosazeni za 7, & tak dostaneme nutnou podminku stability

v 2>

Jelikoz podle zminéné véty o stabilité nemizeme rozhodnout, pokusime se stabilitu uréit
vypoctem.

3.2.1 Odvozeni podminky stability

Znaceni 3.3. Znacenim S, I, Soo, oo rozuméjme tyto limity:

Seo = lim S,,, I, = lim I,,

n—oo n—oo
S = lim S I = lim I,.
o0 nsoo o0 nsoo
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Tyto limity existuji, nebot obé posloupnosti jsou ohranic¢ené zdola i shora. Navic vime,
ze S je nerostouci a I je pro R > 1 vzdy rostouci a pro R < 1 vzdy klesajici (viz kapitola
3.1.1 o reprodukénim ¢isle).

Vyjdeme z definice 1.3 pro stabilitu ekvilibria. Podle ni je ekvilibrium stabilni, pokud
pii pfedem zndmych parametrech «, 7, At jsme vzdy schopni zvolit Sy, Iy tak, aby
kone¢nd odchylka |S| a || byla mens{ nez dané pozadované e.

Pokusime se tedy odhadnout tyto odchylky S, I, abychom mohli s jistotou fict, Ze
jsou mensi nez néjakad nami zndmé hodnota. Tato hodnota by navic méla byt zavisla na
pocatecénich odchylkéch Sy, I, abychom v souladu s definici byli schopni ovlivnit limitni
odchylky So, 1.

Vyjdeme z pivodnich rovnic pro S,y1 a I,4q:

o
s = 50 (12 N>

Nejprve se podivejme na druhou rovnici pro I,,;. Vidime, Ze posledni ¢len zavorky obsa-
huje podil S—]\’;, pro ktery plati, Ze je mensi nebo roven 1. Odstranénim tohoto zlomku tedy
cely vyraz zvétsime, a plati:

]nﬂzln(l—&—i-]g\yfsn)SIn(l—ﬁ%—&). (24)
Jelikoz I,,11 < I, (1 — 4 + &) bez ohledu na volbu n, jisté muzeme také ¥ict, ze
L, <L, (1-3+a). (25)
Pokud vsak dosadime z (25) za I,, do (24), dostaneme
Ly <L (1-7+a)(1—-79+a).
Stejnym zpusobem muzeme nahradit i I,,_1, nasledné I,,_» a tak déle, az dostaneme odhad
Lnpr < T (1=7+a)"™" (26)
Nyni se podivejme na rovnici pro S, 1 1. Stejné jako u rovnice pro I i zde se nachazi zlomek

SW". Pomoci tohoto zlomku provedeme, obdobné jako pred chvili, odhad hodnoty

S (1 . O‘In) > S, — al,.
N
Znaménko nerovnosti > je tam diky tomu, ze v této rovnici se zanedbany zlomek odecita,
a tedy po jeho zanedbéani se bude odecitat vétsi ¢islo. Nejprve dosadime za [, jiz nam
znamou nerovnici (26):
Spi1 > Sp—alp(1—5+a)".

Toto si muzeme dovolit, nebot vime, ze dosazeny vyraz je vétsi nez I,,, a tim padem nijak
neovlivni nasi nerovnici. Nasledné muzeme prohlasit, obdobné jako u rovnice pro I, ze
nerovnice pro S, jisté plati i pro S,, a proto za néj dosadime a dostaneme

Spi1 > 8oy —alyq —aly (1= 754 @&)"
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Déle opét jen opakujeme postup dosazovani za S a I a zjistime, Ze na konci dostavame

nerovnici
n

Spi1 > So—aly Y. (1—7+a)". (27)

k=0
Je lehce vidét, ze Tada je to geometrickd, a proto je konvergentni pro
(1 =4+ &) < 1. Z toho ndm plyne podminka konvergence fady z nerovnice (27)

v > o (28)
Nyni mizeme vyjadrit soucet geometrické fady pomoci vzorce:

B 1 1
C1-(1-A+a) A-a

fxl—&+&f

Diky tomu nerovnice (27) pro n — oo prejde do tvaru

SOOZSO_[O

vy =
Z podminky pro konvergenci rady (28) a nerovnice (26) navic vidime, ze plati
I, =0.

Nynf jen pfepocteme hodnoty S a I na S a I pomoci nascho ekvilibria: S, = S, — N,
1,, = I,, — 0. Dostavame nerovnice

[N

Soo > So— I

y-& (29)

¢imz dostavame presné takovy odhad, jaky jsme na zacatku pozadovali. Je tfeba si uvédo-
mit, ze nerovnice pro S z (29) je v poradku - pokud se vychylime z naseho ekvilibria, bude
to vzdy smérem doli (abychom dodrzeli podminky (18)), a v takovém piipadé nas odhad
funguje tak, jak potrebujeme. Odchylka totiz bude s rostoucim n ¢im dal vice zapornd, ale
my vime, kterou hodnotou je zdola ohranic¢end (S je zdporné a odecteme od néj kladné
¢islo).

Tyto odhady plati za podminky 4 > &. Kdyz dosadime 7 = yAt, & = aAt a pokratime
At, dostaneme postacujici podminku stability ekvilibria

v > .

Tato podminka zarucuje stabilitu diky tomu, Ze odchylka I se v limité dostane na 0,
coz odpovid4 hodnoté ekvilibria. Hodnota odchylky S se sice nezmensi na nulu, ale jsme
schopni ji zdola ohranic¢it predem znamou hodnotou, zavislou na volbé pocatecnich od-
chylek Sy, 1. Diky tomu jsou splnény podminky stability ekvilibria podle definice 1.3,
jelikoZ pfi pfedem zndmych parametrech «, 7, At jsme vZdy schopni zvolit Sy, Iy tak,
aby konecnd odchylka | S| byla mens{ nez dané pozadované e.
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3.2.2 Odhady hodnot linearizaci

Odhady hodnot S, I se daji ziskat také pomoci linearizace modelu. Linearizaci jde
pouzit vzdy, pokud |p (A)| < 1. Pro |p (A)| = 1 lze linearizaci pouzit pouze v piipadé, ze
linearizovany model odchylky pomoci odhadu zvétsi oproti skute¢nému modelu. Obecné
to tak byt nemusi, ale v nasem modelu tomu tak je. Linearizace pomoci matice A totiz
zanedbava jen malé ¢leny zmensujici vysledné vyrazy. Pro porovnani spoc¢teme odhady
téchto odchylek také pomoci linearizace modelu.

K tomu budeme nejprve potiebovat urcit Jordantv rozklad matice A pro nasledujici
vypocet mocniny této matice.

Je zndmo, ze pokud vSechny vlastni vektory matice jsou linedrné nezavislé, pak pravé
tehdy je matice v Jordanové tvaru diagonélni. Jak je vidét z (23), matice A ma dva
linearné nezavislé vlastni vektory za podminky 5 # a.

Pouzijeme Jordantv rozklad
A=VIV1h (30)

Matice V je matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A. Matice J je Jordanova
matice. Spocteme inverzi matice V a kdyz vse dosadime do vzorce (30), tak dostaneme

1 a \[1 0 L=\ _ (1 —a \_,
0 y—a)\0 1—-5+a 0;&_01—&4“54_

Vidime, ze po roznasobeni nam vyjde ptivodni matice A a Jordanova matice je skutec¢né
diagonalni. Dale pfipomenme, ze pro malé odchylky od ekvilibria plati soustava (21):

§n+1 _ gn
()=~ (5)
Jednoduse vidime, Ze tento zapis je ekvivalentni nasledujicimu:
g'n—i—l 1 g0
- = A" 20
(In-i-l > ]0
Rozepiseme matici A pomoci rozkladu (30):
<[n+1> = (Vv 7))
Jelikoz V7'V = E, mtiZeme rovnici upravit:
gn—&—l 1y7—1 go
- =VJrtivh 20
(In—l—l ) ]O

Po dosazeni za matice V, J, V~! a roznésobeni dostavame

(Sn+1> _ (SO + 1o (&:%) (1 —(1-7+ d)nH)) : (31)

Ly Io(1—7+a)""!

[
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Nyni chceme védét, jak se budou odchylky chovat pro n — oo. Aby ekvilibrium bylo
stabilni, je nutné, aby platilo

|See] <00 A || < 0.
Z rovnice pro I,,1; v (31) okam?Zité vidime, Ze pro platnost nerovnice vyse pro I, je nutnd

podminka § > &. Je zfejmé, Ze za tohoto predpokladu plati limy, o (1-7+ d)"“ = 0.
Potom rovnice pro S,41 v (31) prejde do tvaru

S = So+To (‘“)

Hodnoty Sy, Iy, & a 7 jsou zndmé konstanty, S, m4a tedy konecnou hodnotu, éehoz jsme
chtéli docilit.

Po dosazeni ¥ = ~At, @ = aAt a pokraceni At dostavame
— - = ([ —«
Soo — S + -[ )
Y (v - a) (32)
I=0

Timto vypoctem jsme ukézali, Ze i podle linearizovaného modelu plati, Ze ovérované ekvi-
librium je stabilni pro hodnoty parametri v > «. V linearizovaném pripadé nam vysla
rovnice, zatimco odvozenim v kap. 3.2.1 nerovnice.

Hodnoty ziskané v rovnici (32) z linearizovaného modelu v8ak nemuzeme prohlésit za
presné hodnoty pro S, I, jelikoZ jsme provedli zjednoduseni modelu a jednd se opét
jen o odhady téchto hodnot.

Je také nutné poznamenat, ze pro |p(A)| =1 je ne vzdy mozné pouzit linearizovany
model.

3.2.3 Pripad rovnosti koeficienti, jina ekvilibria

Nyni zbyva pouze vysettit pripad, kdy ¥ = &. Odhad pomoci odvozeni z ptivodnich rovnic
nam nijak nepomuze, jelikoz z ¢lenu (1 — v + «) se stane pouze 1 a tim padem néds nikam
v Uvaze neposune. Linearizaci v tomto pripadé také neni mozné pouzit.

Vy$e uvedenymi zplisoby se nam nepodarilo nijak odhadnout hodnotu odchylek ani
urcit, zda ekvilibrium bude pro tyto parametry stabilni ¢i nestabilni. Ani podle véty
1.6 neni mozné o stabilité rozhodnout. Nicméné podle vysledki naprogramovaného kédu
v Matlabu pro tento typ hodnot parametri to vypada, ze konkrétné nas model by mohl byt
stabilni i pro v = «, pokud jsou dodrZeny podminky (18). Grafy pro rovnost koeficientii
jsou ukazany dale v kapitole 4.5.

Poznamka 3.4. Pokud bychom uvazovali jiné ekvilibrium nez nase zvolené Sy = N,
Iy =0, Ry = 0, pak jen klesne pocet jedincii ve skupiné S a vzroste o tento pocet skupina
R. V takovém pripadé pouzijeme stejny vypocet a porovnani jako vyse, jen upravime

pocet N,ove = N — Ry a prepocteme hodnotu a,0ps = a%.
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3.3 Porovnani se spojitym modelem

V kratkosti uvedme podobnosti a rozdily naseho diskrétniho SIR modelu a spojitého SIR
modelu. Jak je uvedeno v [5, 8], prvni spojity SIR model publikovali Kermack a McKen-
drick uz v roce 1927. Byl to tento nejjednodussi model, ktery se pouziva dodnes:

dsS

— = —rST7
a7
drf
a:T’S[—a[,
dR

—— —al

dt @

kde r je parametr infekcnosti (angl. infection rate) a a parametr uzdraveni (removal rate).
Je zde na prvni pohled patrnéd analogie spojitého a diskrétniho modelu. Podobny vyznam
maji parametry r ve spojitém a aAt v diskrétnim modelu, stejné tak parametry a a yAt.
Obdobné je i dodate¢nd rovnice, omezujici stav ve skupinach:

ds dI dR

T Tt =0=S{t)+I1(t)+ R(t)=N.
Nejvetsi rozdil mezi modely je ziejmy. Zatimco Kermackuv-McKendrickiv je diferenci-
alni (spojity) model, a tedy je to soustava diferencidlnich rovnic, nd$ model je diferencni
(diskrétni). Proto pracujeme s casovym krokem At a diskrétnimi hodnotami jednotlivych
skupin S, I, R.

Ve zpusobu vypoctu (zdkladniho) reprodukéniho ¢isla je u obou typu jen velmi maly
rozdil. Reprodukéni ¢islo diskrétniho SIR modelu, ozna¢me pro jednoznacnost Ry, jsme
diive odvodili jako
S
=N
V diferencidlnim (spojitém) pripadé vypadé reprodukéni ¢islo Rg velmi podobné, jak je
odvozeno v [5]:

Ra

Jeho odvozeni je principialné velmi podobné diskrétnimu piipadu, opét hledame pripad,
kdy % = 0. Z druhé rovnice pro I nam pak okamzité vypadne vyraz pro R.
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4 Tlustrace SIR modelu na prikladech

V této kapitole si ukdzeme graficky pribéhy feSeni pro rtizné volby parametri modelu.

V kazdé podkapitole u kazdého modelu jsou uvedeny také hodnoty, které v ném byly
nastaveny. Modelace byla provedena v softwaru Matlab, zdrojovy kod je uveden v apen-
dixu.

4.1 Model se vznikem epidemie

vvvvv

splnujici (18) a pro takovou kombinaci parametri «, v, aby zdkladni reprodukéni ¢islo
Ro > 1. V modelu byly pouzity hodnoty o = 0,5,7 = 0,2,At = 1,1, = 1,Ry = 0,
N = 500, Ny = 0. Zakladni reprodukéni ¢islo

aSy  0,5-(500 — 2 — 0)

-
07 AN 0,2 - 500

= 2,495.

500 x
450 | X
400 f

350 r

O x

300t *

Z 250 1 ®
200 r %

150 P
OO0

5 0
100 a 5&5)3
-~ ‘-,XJ,

a ‘é&ixXXX
50 + OO' Oy " HERA K R K % % % 1
- OOOQC-.

=i . . . . 00000000k
0 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50

Obréazek 2: SIR model - klasicky priitbéh
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4.2 Model nespliujici podminky

V nasledujicim modelu jsou nastaveny parametry tak, aby aAt > 1, coz je v rozporu s pod-
minkami (11). Diky tomu oc¢ekévame, ze hodnoty modelu nebudou spliiovat pozadavky
(18). Na obrazku 3 pak okamzité vidime, ze je skute¢né nespliuji a hodnota Sg < 0. V mo-
delu byly pouzity hodnoty a = 2,7 =0,2,At =1,1h =1, Ry = 0, N = 500, N4, = 50.

500 s

400

300

O X

Z 200 o

100

-100

Obrézek 3: SIR model - poruseni podminek
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4.3 Model s ttlumem epidemie

Na obréazku ¢. 4 je vidét, jak bude model reagovat, pokud parametry nastavime tak, aby

zakladni reprodukéni ¢islo modelu Ry < 1. Aby bylo zretelnéji vidét utlumeni epidemie,

byl nastaven vysoky pocet nakazenych na zac¢atku [y. V modelu byly pouzity hodnoty

a=05v=0,6,At=1,I =50, Ry =0, N = 500, N0, = 50. Zakladni reprodukéni ¢islo
aSy  0,5-(500 — 50 —0)

Ro = = =0,75.
07 AN 0,6 - 500 ’

450

400 e

K
350 PRI R K MO S M I S I S RS S S SO

300

[

250 R

200
150 1

100

50 [0
o
Sy

Obrazek 4: SIR model - utlumeni
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4.4 Utlumeny model s vypoctenymi stabilnimi hodnotami

Tento model bude principem stejny jako v kapitole 4.3, tedy zakladni reprodukéni ¢islo
bude mensi nez jedna a utlum epidemie nastane ihned po spusténi modelu. V této kapi-
tole ale spolu s modelem také odhadneme, na jakych hodnotach by se mél model usta-
lit, proto jej uvadime zvlast. Vyuzijeme k tomu vypocty provedené v kapitole 3.2. Hod-
noty Iy, o byly kvili odhadim zvoleny nizké, z toho divodu je graf upraven prerusenim
y-osy a rozdélenim do dvou podgrafi tak, aby jednotlivé kiivky byly v grafu lépe ¢i-
telné. V tomto modelu byly pouzity hodnoty o = 0,3,y = 0,8, At = 1,1y = 2, Ry = 0,
N = 500, Ny = 50. Zakladni reprodukéni ¢islo

Sy 0,3 (500 — 2 — 0)
YN 0,8 - 500

Ro = = 0,3735.

Uvazujeme ekvilibrium S* = N, I* = 0, R* = 0. Pak z hodnot vyse dostavame Sy = —2,
Iy = 2. Podle vzorcii (29) pak spocteme

_ _ _ —Q —0.3
S.>8,+1T = 242 (—22 ) =_32
= oo+ O(’y—a) * (O,S—O,B)

~il

o = 0.

7 toho dostavame kone¢né hodnoty S, = S*+S > 500—3,2 = 496,8a [.oc = [*+1,, = 0.
V Matlabu po modelovani nam vyslo Sso = 496,8092 a s, = 2,9523 - 10~!. Z toho
je vidét, ze nas vypocet koresponduje s modelem v Matlabu a odhady kone¢nych hodnot
jsou docela presné.
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Obrazek 5: Utlumeny SIR model pro ilustraci stabilnich hodnot
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4.5 Model s rovnosti parametru

V kapitole 3.2 jsme uvedli, ze pokud o = 7, tak nedokdzeme rozhodnout o stabilité
ekvilibria. Podle grafii na obr. ¢. 6 a obr. ¢. 7 to vypada, ze ekvilibrium by stabilni byt
mohlo.

Obréazek ¢. 6 ukazuje krivky S pro rtzné hodnoty Iy, ktera zac¢ind na hodnoté 1
a postupné se snizuje o 0,1, az na posledni hodnotu 0,1. Dale bylo nastaveno o = 0,8,
v=0,8,At =1,Ry =0, N = 500, N0 = 100.
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Obréazek 6: Graf S krivek pro razné I

Cim tmavsi kiivka je, tim mensf I, bylo zvoleno. Je tedy vidét, ze ¢fm mensi I zvolime,
tim vétsi pak bude S... Z toho mizeme usuzovat, ze by model mohl byt stabilni, jelikoz
jsme schopni zvolit dostatecné malé I tak, abychom konec¢nou hodnotu S, dostali nad
pozadovanou hranici N — e.

To doklada i obrazek ¢. 7, ktery ukazuje kiivku zavislosti Sy na Iy. Tedy pro kazdé
nastavené [y byla zaznamenana posledni spoc¢tend hodnota S, kterou jsme prohlasili za
dostatecnou aproximaci S. Pro co nejvétsi presnost byl nastaven vysoky pocet iteraci
Nmaz = 1000. Déle bylo nastaveno a = 0,8,7 = 0,8, At =1, Ry = 0, N = 500.
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Obrazek 7: Graf S,, pro ménici se Iy

Je vidét, Ze se snizujicim se I se také sniZuje S, coZ se v grafu projevuje rostoucim
charakterem S, kdyz se Iy blizi nule. Pro vétsi nazornost byla v grafu invertovana vo-
dorovna osa pro I.

Uvedené grafy jsou modelovany pro a = v = 0,8. Pro jiné hodnoty téchto koeficienti
(spliujici (11)) dostavame velmi podobné obrazky.
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4.6 Upraveny SIR model

Jako posledni uvedeme SIR model, upraveny podle [10]. Ten vypadd nasledovné:

aAt
Sn+1 - Sn <1 - Njn> s

aAt
]n-l-l = ]n <]- + NSn) - (Sn—L - Sn+1—L) )
RnJrl = Rn + (SnfL - SnJrlfL) .

Jak je vidét, tento model oproti nasemu klasickému SIR modelu neuvazuje koeficient +,
ale pomoci ¢isla L € N stanovuje, jak dlouho pTesné trva nemoc u kazdého jedince, a tedy
kdy se dany jedinec presune z infekéni skupiny I do rezistentni R.

Hodnoty v simulaci byly navoleny tak, aby nejvyssi pocet nakazenych v jednom oka-
mziku co nejvice odpovidal modelu na obrazku 2, aby bylo mozné porovnat vysledky.
Zaroven do obrazku byla pridand ktivka Iy, nebo-li hodnoty I z klasického modelu na
obr. 2, aby porovnani bylo okamzité vidét. Nastaveny byly v modelech tyto hodnoty:
a=057v=02At=1,I=1,Ry =0, N = 500, nynq: = 50, L = 5.

Z obréazku ¢. 8 je vidét, ze v tomto upraveném modelu (pri nastaveni L = 5, tedy ze se
jedinec uzdravi po péti dnech - ¢asovych krocich), je nastup epidemie rychlejsi a zhruba
stejny pocet jedinct se nakazi jiz o 5 dni diive. Pocet nejvice nakazenych v jeden okamzik
v obou modelech je okolo 120-130. Zaroven s rychlym nastupem jde ale ruku v ruce
i rychlejsi tstup epidemie nez v pivodnim modelu. Je vidét, ze i ve 40. den epidemie
je rozdil v I skupiné mezi ptivodnim a upravenym modelem porad patrny a epidemie
v puvodnim modelu se utlumuje vyrazné pomaleji.

Na obrazku je vidét, ze cervenad kiivka ma vrchol o néco vys nez cerna. Presnéjsi
nafitovani hodnot neni mozné z dtivodu pozadavku celociselnosti L.
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Obrazek 8: Upraveny SIR model v porovnani s klasickym
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit se s teorii diferenc¢nich rovnic a ziskané poznatky uplatnit
pri studiu zakladnich diferenc¢nich epidemiologickych modelii.

Teorie diferen¢nich rovnic byla zpracovana v prvni kapitole. Byly definovany a vysvét-
leny zédkladni pojmy jako je autonomni a homogenni rovnice, feseni, ekvilibrium a stabilita.

V druhé kapitole bylo uvedeno nékolik zakladnich druhi epidemiologickych modeli,
véetné dikazl tvrzeni o podminkach pro parametry modelu. Modely byly rozdéleny do
dvou velkych skupin podle toho, zda se v modelu uvazuje zména populace ¢i nikoliv
a bylo lehce nastinéno mozné rozsiteni vyctu o modely s exponencialnimi funkcemi, modely
s vakcinaci ¢i latentnim obdobim.

Ve treti kapitole byl detailné rozebran diferenc¢ni SIR model beze zmén populace a bez
ztraty imunity. Bylo odvozeno reprodukéni ¢islo modelu a také zékladni reprodukéni ¢islo.
Poté jsme také vysetrili ekvilibria modelu. V kapitole 3.2 jsme poté detailné rozebrali
stabilitu SIR modelu a byla také odvozena nutna podminka stability v > a. Pomoci
odhadi byla odvozena postacujici podminka stability v > «. Zavérem této kapitoly jsme
uvedli, ze pro pripad v = a pomoci metod uvedenych v praci neumime urcit, zda je model
stabilni nebo nestabilni. Analyza tohoto hrani¢niho pripadu by mohla byt predmétem
dalsiho zkoumani.

Ve c¢tvrté kapitole jsme ilustrovali SIR model na konkrétnich hodnotach. Byla zde
ilustrovana nutnost podminky dokazané v tvrzeni 2.2 a také zde byl kratce predstaven
modifikovany SIR model, kde misto parametru v bylo predem urceno, po jakém poctu
dni se jedinec uzdravi. Také zde byly ovéreny vysledky vypocti z kapitoly 3.2.
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Apendix - zdrojovy k6d MATLAB

% zadani pocatecnich hodnot
alfa = 0.3; % contact rate
gamma = 0.8; % recovery rate
Delta, t = 1; % casovy usek
N = 500; % lide
= 50; % pocet dni
I_O = 2; % pocet nakazenych na zacatku
R_0=0;
S 0=N-1_0-R_0; % pocet zdravych na zacatku
% inicializace
S = zeros(1,n);
[ = zeros(1,n);
R = zeros(1,n);

x = (1:n);
S(1) =S_0;
I(1) =1_0;
R(1) =R_0;
clf;

% SIR

for b = 2:n

S(b) = S(b-1)*(1-(alfa*Delta_ t*I(b-1))/N);

I(b) = I(b-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta_t*S(b-1))/N);
R(b) = R(b-1)+gamma*Delta_ t*I(b-1);

end

figure(1)

plot(x, S, 'Color’, "blue’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, 'x’)
hold on

plot(x, I, "Color’, 'red’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’0’)

hold on

plot(x, R, 'Color’, ’green’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’square’)
xlabel(’t")

ylabel("N”)

hl = legend(’S’,’T’R’);

pozicel = [0.8, 0.6, 0, 0];

set (h1, "Position’, pozicel)

% upraveny SIR
L =5;

S1 = zeros(1,n);
I1 = zeros(1,n);

S1(1) = 8(1);
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(1) = 1(1);
for bl = 2:LL

S(b1) = S(b1-1)*(1-(alfa*Delta_ t*I(b1-1))/N);

I(bl) = I(b1-1)*(1+(alfa*Delta_ t*S(b1-1))/N);

S1(b1) = S1(b1-1)*(1-(alfa*Delta_t*I11(b1-1))/N);

[1(b1) = I1(b1-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta_t*S1(b1-1))/N);
R(b1) = R(b1-1);

end

for bl = L+1:n

S(b1l) = S(b1-1)*(1-(alfa*Delta_t*I(b1-1))/N);

I(bl) = I(b1-1)*(1+(alfa*Delta_t*S(b1-1))/N)-(S(b1-L)-S(b1+1-L));
S1(bl) = S1(b1-1)*(1-(alfa*Delta_t*I1(b1-1))/N);

[1(b1) = I1(b1-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta_ t*S1(b1-1))/N);
R(b1) = R(b1-1)+(S(b1-L)-S(b1+1-L));

end

hold on

figure(2)

plot(x, S, "Color’, 'blue’, "LineStyle’, 'none’, "Marker’, 'x”)

hold on

plot(x, I, "Color’, 'red’, ’LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’0’)

hold on

plot(x, I1, 'Color’; ’black’, 'LineStyle’, 'none’, 'Marker’, '0’)

hold on

plot(x, R, 'Color’, ’green’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’square’)
xlabel(t")

ylabel("N”)

hl = legend(’S’,’T’'I1’’R’);

pozicel = [0.8, 0.6, 0, 0];

set (h1, "Position’, pozicel)

% SIR model - subploty pro lepsi citelnost

for b = 2:n

S(b) = S(b-1)*(1-(alfa*Delta_ t*I(b-1))/N);

I(b) = I(b-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta_t*S(b-1))/N);
R(b) = R(b-1)+gamma*Delta_ t*I(b-1);

end

lim = zeros(1,2);

lim(2) = round(min(S)-1);

lim(1) = max(round(max(R)+1),I(1)+1);

hold on

figure(3)

subplot(2,1,1)

plot(x, S, 'Color’, "blue’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, 'x’)
xlabel(’t’)

ylabel("N”)
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legend(’S’)

ylim([lim(2),500]);

subplot(2,1,2)

plot(x, I, "Color’, 'red’; ’LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’0’)
hold on

plot(x, R, 'Color’, ’green’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, ’square’)
xlabel(’t’)

ylabel("N”)

ylim([0,lim(1)])

hl = legend('I',’R’);

pozicel = [0.8, 0.3, 0, 0];

set (h1, "Position’, pozicel)

%S krivky pro ruzne I_0
k = linspace(1,0.1,10);
for i = L:length(k)

I(1) = k(i);
S(1) = N-1(1) - R(1);
for b= 2mn

S(b) = S(b-1)*(1-(alfa*Delta_t*I(b-1))/N);

I(b) = I(b-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta t*S(b-1))/N);
R(b) = R(b-1)+gamma*Delta_ t*I(b-1);

end

figure(4)

switch i

case 1,2

hold on

plot(x, S, 'Color’, "#57F2FF’, "LineStyle’, 'none’, 'Marker’, 'x’)
case 3,4

hold on

plot(x, S, 'Color’, "#2BDDF9’, 'LineStyle’, 'none’, "Marker’, 'x’)
case 95,6

hold on

plot(x, S, 'Color’, '#015CEQ’, "LineStyle’, 'none’, 'Marker’, 'x’)
case 7,8

hold on

plot(x, S, 'Color’, "#062DA2’, 'LineStyle’, 'none’, 'Marker’, 'x’)
case 9,10

hold on

plot(x, S, 'Color’, '#0B1A51’, "LineStyle’, 'none’, "Marker’, 'x’)
end

end

xlabel(’t")

ylabel(’S’)
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% zavislost S_infty na I 0
k = linspace(1,0.0001,10000);
Si = zeros(1,length(k));

for i = 1:length(k)

I(1) = k(i);
S(1) = N-I(1) - R(1);
for b= 2:n

S(b) = S(b-1)*(1-(alfa*Delta_ t*I(b-1))/N);
I(b) = I(b-1)*(1-gamma*Delta_ t+(alfa*Delta_t*S(b-1))/N);
R(b) = R(b-1)+gamma*Delta_ t*I(b-1);

end

Si(i) = S(end);
end

figure(5)

plot(k, Si, 'Color’; 'blue’)
xlabel(’I_07)
ylabel(’S_infty’)
set(gca,’xdir’,'reverse’)
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