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Helena Vacková
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Anotace

This thesis discusses the applicability of the Riemann integral in natural and technical sciences.

The work is divided into three parts: introduction, theory and applicability of the Riemann in-

tegral. The introductory part deals with the history of the integral up to the 17th century. The

theoretical part consists of the introduction of the Riemann integral, its properties, classes of

integrable functions and curve length definitions. The main theorems and definitions needed

for calculations are presented. The second part of the thesis deals with the applicability of the

Riemann integrals in physics and mechanics. It contains general formula derivations for calcu-

lating some physical and technical variables. The Riemann integral is also used to determine

the static moments and center of gravity of a homogeneous planar board.
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Touto cestou bych chtěla poděkovat Prof. RNDr. Josefu Daněčkovi, Csc. za odborné vedeńı,
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Historie integrálu

1.1.1 17. stolet́ı

Pierre de Fermat (1601 - 1665)

Většina jeho matematických objev̊u je známá jen z jeho korespondence s Descartem, Pascalem,

Torricellim, Huygensem, Robervalem, Wallisem a mnoha daľśımi. Fermat jim zaśılal r̊uzné

problémy a vyzýval je k jejich řešeńı. Sám svými objevy obohatil mnoho oblast́ı matematiky a

fyziky. Položil spolu s Descartem základy analytické geometrie a spolu s Pascalem základy teorie

pravděpodobnosti. Výrazně zasáhl také do teorie č́ısel, optiky a mnoha daľśıch obor̊u. Věnoval

se kvadraturám hyperbol a parabol zadaných rovnicemi yn = kx±m, kde m,n ∈ N, k ∈ R.

Fermat již dovedl integrovat parabolickou, hyperbolickou a exponenciálńı funkci.[12]

Blaise Pascal (1623 - 1662)

Významně přispěl k rozvoji integrálńıho počtu. Pascal pronikl do procesu integrace a uvědomil

si, že veškeré integrováńı vede k výpočtu jistých aritmetických součt̊u mocnin. Pascal jako prvńı

dovedl integrovat funkce trigonometrické.[12]

Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz jsou nejvýznamněǰśımi matematiky druhé

poloviny 17. stolet́ı, kteř́ı nezávisle na sobě vytvořili diferenciálńı a integrálńı počet. Vybu-

dovali ucelenou teorii, do které zahrnuli všechny roztř́ı̌stěné objevy svých předch̊udc̊u, teorii,
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která poskytla jednotný pohled na jednotlivosti, do té doby izolované.

V roce 1638 studoval G. Galilei stejnoměrné zrychlený př́ımočarý pohyb a došel ke vztahu pro

dráhu tohoto pohybu (x = 1
2
gt2, když dx

dt
= gt), a t́ım vlastně k výpočtu jistého neurčitého

integrálu. Torricelli uvažoval obecněji, určil dráhu jako ”integrál”rychlosti. Úloha měřeńı dráhy

v závislosti na čase si vynutila přeneseńı integrálńıch postup̊u ze statických úloh na úlohy dy-

namické a posléze poskytla i ideu a metodu, jak svázat pojem derivace (tečny, rychlosti) s

pojmem integrálu (obsahu, dráhy).

V oblasti integrace v druhé polovině 17. stolet́ı byly použity ve formě sč́ıtáńı nekonečného počtu

nekonečně malých veličin. Newton a Leibniz sjednotili infinitezimálńı počet, dali mu pevný řád

a výpočetńı algoritmy.[12]

Isaac Newton(1643 - 1727)

Své úvahy v infinitezimálńım počtu oṕıral o tzv. teorii flux́ı a fluent. Dı́ky znalosti Descartových

idej́ı analytické geometie si mohl Newton představit rovinnou křivku jako množinu pr̊useč́ık̊u

vždy dvou př́ımek rovnoběžných se souřadnicovými osami x a y, pohybuj́ıćıch se okamžitými

rychlostmi ẏ a ẋ (ẏ je okamžitá rychlost pohybu př́ımky rovnoběžné s osou y). Tyto okamžité

rychlosti ẋ a ẏ, které maj́ı charakter vektor̊u, nazval fluxemi. Okamžitá rychlost pohybuj́ıćıho

se pr̊useč́ık̊u, tj. vektor rychlosti pohybu tohoto bodu, vznikne složeńım obou složek pohybu

ẋ, ẏ podle známého rovnoběžńıkového pravidla. Pod́ıl ẏ
ẋ

je směrnićı tečny ke křivce opsané

pr̊useč́ıkem zmı́něných pohybuj́ıćıch se př́ımek. Z našeho pohledu jsou souřadnice x, y (fluenty)

pohybuj́ıćıcho se bodu funkcemi času t a fluxe ẋ, ẏ derivacemi x, y podle t

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dt
.

Jejich poměr je derivace y podle x[12]

ẏ

ẋ
=
dy

dx
.

Dvě základńı úlohy vedoućı k výpočtu integrálu:

1. ze znalosti rychlosti hmotného bodu v každém okamžiku určit dráhu, kterou tento bod uraźı
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za určitý čas

2. nalézt vztah mezi fluentami x, y, tj. nalézt funkci f vyhovuj́ıćı rovnici f(x, y) = 0, je-li dán

vztah mezi fluxemi [12]

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)

Součtu někonečně mnoha nekonečně malých veličin ř́ıkal integrál a dospěl tak ke vztahu∫
m dx =

∫
y dy

Dále z m
y

= dy
dx

neboli mdx = y dy dostal rovnost m = y dy
dx

a vztah
∫
mdx =

∫
y dy přepsal do

tvaru ∫
y
dy

dx
dx =

∫
y dy

a ve formě určitého integrálu pak

b∫
a

y
dy

dx
dx =

y(b)∫
y(a)

y dy =
1

2
y2 |y(b)y(a)=

1

2
[y2(b)− y2(a)]

Na základě souvislosti mezi diferencováńım a integrováńım vypracoval Leibniz tzv. teorii trans-

mutace, která v sobě obsahuje integrováńı, rozklad do řad i metodu charakteristického trojúhelńıka.

Obsahem transmutačńı věty je rovnost

b∫
a

y dx = [xy]ba −
f(b)∫

f(a)

x dy

jenž je zárodkem metody integrace per partés.

V Pař́ıži dne 29. ř́ıjna 1675 napsal, že bude užitečné mı́sto ”součtu všech l”psát od nyněǰska
∫
l

(znak
∫

je odvozen z prvńıho ṕısmene slova summa), a že vzniká nový druh počtu, nová početńı

operace, která odpov́ıdá sč́ıtáńı a násobeńı. Druhý druh počtu vzniká, když z výrazu
∫
l = a

źıskáme l = ay
d

(d je prvńı ṕısmeno slova differentia). Jako totiž operace
∫

zvětšuje rozměr,

tak jej d zmenšuje. Znak
∫

znamená součet a d diferenci. Svou symboliku Leibniz neustále

vylepšoval, např. už v dopise z 11. listopadu 1675 změnil y
d

na dy. Leibniz sice zavedl operačńı

symbol pro integrováńı, název integrál však pocháźı od Jakoba Bernoulliho.[12]
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Již v 17. stolet́ı dokázali Wallis, Newton, Leibniz a Gragory pomoćı integrace rozložit funkci

tg−1x(tj. funkce inverzńı tg x) do nekonečné řady:

tg−1x =

x∫
0

dt

1 + t2
=

x∫
0

(1− t2 + t4 − t6 + ...)dt = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ ...

1.1.2 18.stolet́ı

Osmnácté stolet́ı se neslo ve znameńı velké ofenźıvy matematické analýzy do oblasti, které by-

chom dnes ř́ıkali aplikace matematiky. Fyzika přicházela s potřebou rozšǐrovat pojmy matem-

atické analýzy a také zobecňovat integrál. Např. problémy chvěńı struny, vedeńı tepla nebo

zkoumáńı potenciálu rychlosti vedly k rozvoji diferenciálńıch rovnic, nekonečných Fourierových

řad a integrálu. Název ”integrálńı počet”(calculus integralis) zavedl Leibniz roku 1698 po do-

hodě s Johannem Bernoullim, a to mı́sto dř́ıvěǰśıho termı́nu ”inverzńı metoda tečen”neboli

”sumačńı počet”(calculus summatorius).

Byla také skupina matematik̊u, kteř́ı odmı́tali pojem nekonečně malé veličiny a snažili se

od̊uvodnit infinitezimálńı počet algebraickou cestou. Do této skupiny patřil např. Brooka Tay-

lor, který je znám předevš́ım publikaćı vztahu pro rozvoj funkćı do mocninných řad, tzv. Tay-

lorovou řadou: f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)
2!

(x− x0)2 + ...

Jméno Maclaurina je také spojováno s Taylorovou řadou se středem v bodě nula. Maclaurin

se na rozd́ıl od Taylora zabýval i otázkami konvergence řad a vytvořil dokonce tzv. integrálńı

kritérium pro nekonečné řady.[12]

Jakob (1654 - 1705) a Johann Bernoulli (1667 - 1748)

Jakob Bernoulli vyučoval markýze Guillaume Francoise de l´Hospitala, který roku 1696 publiko-

val ve své knize Analyse des infiniment petites pour l´intelligence des lignes courbes (Analýza

nekonečně malých veličin ve studiu křivek), která se stala prvńı učebnićı diferenciálńıho a in-

tegrálńıho počtu. Kniha je dnes známa předevš́ım d́ıky Bernoulliho výsledku, tzv. ”l´Hospitalovu

pravidlu“ pro určeńı limity pod́ılu dvou funkćı, v němž se jak čitatel, tak jmenovatel bĺıž́ı

k nule. Jakob i Johann se také v těsné souvislosti s výpočty integrál̊u věnovali problematice

nekonečných řad, využ́ıvali je při výpočtech integrál̊u složitých algebraických a transcendentńıch
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funkćı. Johann je např. autorem vynikaj́ıćıho výsledku

1∫
0

xx dx = 1− 1

22
+

1

33
− 1

44
+ ...,

který je možno dokázat užit́ım rozkladu do řad a integraćı po částech.[12]

Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827)

Jeho životńım d́ılem je pětisvazková Méchanique céleste. Zde uvád́ı např. integrál

∞∫
−∞

e−
x2

2 dx =
√

2π

dnes známý jako Laplace̊uv pravděpodobnostńı integrál.[12]

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Jako prvńı definoval logaritmus jako exponent, zavád́ı známé č́ıslo e jako základ přirozeného

logaritmu; definuje ho pomoćı nekonečné řady a vypoč́ıtává na 23 desetinných mı́st. Napsal

tř́ısvazkovou učebnici integrálńıho počtu Institutiones calculi integralis (Základy integrálńıho

počtu). Euler poprvé jasně formuloval názor, že matematická analýza je obecná věda o funkćıch.

Pojem funkce však byl poněkud odlǐsný od toho, jak jej známe dnes. Obecně lze ř́ıci, že ”v době

Eulera”se pod pojmem funkce rozuměl jistý analytický výraz reprezentovaný mocninnou řadou.

Prvńı definici funkce v našem současném pojet́ı podal v roce 1718 Johann Bernoulli: Funkćı

proměnné veličiny se nazývá veličina, která je sestavena libovolným zp̊usobem z proměnné

veličiny a konstant.

Euler byl v roce 1748 přesněǰśı:

Funkce proměnné veličiny je analytický výraz sestavený libovolně z této proměnné veličiny a

konstantńıch veličin.

Sám Euler však ćıtil, že pojet́ı funkce jako analytického výrazu pro matematiku nestač́ı. Roku

1755 uvád́ı novou, širš́ı definici:

Když některé veličiny záviśı na jiných tak, že při změně těchto (druhých) se také pozměńı,

ř́ıkáme, že prvńı jsou funkćı druhých. Tento název má mimořádně široký charakter a zahrnuje

všechny možné zp̊usoby, jak lze jednu veličinu vyjádřit pomoćı jiných veličin.
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Dirichlet už podává moderńı definici funkce: y je funkce x, jestliže každé hodnotě x z daného

intervalu odpov́ıdá jediná hodnota y a dodává, že neńı podstatné, jestli existuje vzorec, který

by tuto závislost popisoval. Pojem spojitosti funkce, jak je známe dnes, byl zaveden Bolzanem

a Cauchym až v 19. stolet́ı. [12]

1.1.3 19. stolet́ı

V 19. stolet́ı nastupuje obdob́ı zpřesňováńı matematické analýzy, byly vysvětleny a odstraněny

paradoxńı výsledky źıskávané např. přerovnáváńım konvergentńıch řad, limitńımi přechody v

konvergentńıch posloupnostech funkćı apod.

Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857)

Význam Cauchyho d́ıla v matematické analýze položil základy matematické analýze v dnešńı

podobě. Definované pojmy a matematické metody buduje na analytickém základě. Významný

kus teoretické práce vykonal také v teorii obyčejných diferenciálńıch rovnic. Cauchy se snažil

pro funkci f : [a, b] → R určit obsah plochy vymezené osou x, př́ımkami x = a, x = b a

grafem funkce f . Pro spojitou funkci f : [a, b]→ R postupoval Cauchy takto: Rozdělil interval

[a, b] na N část́ı pomoćı bod̊u a = x0, x1, ..., xN = b. Tomuto děleńı D intervalu [a, b] přǐradil

aproximuj́ıćı součet

S =
N∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1) (1.1)

kterým vyjádřil součet obsah̊u obdelńık̊u se základnou [xi−1, xi] a výškou, která je dána funkčńı

hodnotou f(xi−1). Cauchyovým úmyslem bylo definovat
b∫
a

f(x) dx jako limitu součtu tvaru

(1.1), když maximum délek podinterval̊u [xi−1, xi] bude konvergovat k nule. [12]

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Bernhard Riemann byl německý matematik, který výrazně přispěl k rozvoji matematické analýzy

a diferenciálńı geometrie. Riemann výrazně přispěl k propojeńı geometrie a matematické analýzy.

Na jeho myšlenkách byly dále rozvinuty např́ıklad Riemannova geometrie, algebraická geometrie

či teorie komplexńıch ploch. V reálné analýze přispěl definićı Riemannova integrálu a rozvinul

také teorii trigonometrických řad. [12]
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Kapitola 2

Určitý integrál

2.1 Úvod

K pojmu určitého integrálu byli matematikové přivedeni geometrickým problémem, otázkou po

plošné mı́̌re rovinných obor̊u. V elementárńı geometrii se definuje plošná velikost neboli obsah

trojúhelńık̊u (jako polovina součinu základny a výšky) a dále plošná velikost neboli obsah obor̊u,

jež se daj́ı rozložit na konečný počet trojúhelńık̊u. Vzniká otázka, jakým zp̊usobem je vhodné

definovat obsah obor̊u obecněǰśıch, jež nelze rozložit na konečný počet trojúhelńık̊u: vezměme

jeden takový jednoduchý př́ıpad.

Budiž dána funkce f(x), spojitá a kladná v intervalu [a, b]. Sestrojme obor P , ohraničený osou

x, př́ımkami x = a a x = b a křivkou y = f(x). Jak definovat obsah oboru P?[6]

Obrázek 2.1: Zdroj: [6]
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Rozděĺıme interval [a, b] na konečný počet d́ılk̊u x0, x1, ...., xN , nad každým z těchto N pod-

interval̊u [xi−1, xi] (i = 1, 2, ..., N) jakožto základnou sestroj́ıme dva obdelńıky: obdelńık Qi,

jehož výška se rovná největš́ı hodnotě funkce f(x) v podintervalu [xi−1, xi]
[6]

Obrázek 2.2: Zdroj: [6]

a obdelńık Ri, jehož výška se rovná nejmenš́ı hodnotě funkce f(x) v podintervalu [xi−1, xi].

Obrázek 2.3: Zdroj: [6]

Označ́ıme-li znakem Mi největš́ı hodnotu a znakem mi nejmenš́ı hodnotu funkce f v podinter-

valu [xi−1, xi], je obsah obdelńıka Qi roven č́ıslu Mi(xi− xi−1) a obsah obdelńıka Ri roven č́ıslu

mi(xi − xi−1).
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Obdelńıky Q1, Q2..., Qn tvoř́ı jistý mnohoúhelńık Q, ”opsaný”oboru P , jeho obsah je roven č́ıslu

N∑
i=1

Mi(xi − xi−1).

Obdobně obdelńıky R1, R2, ..., Rn tvoř́ı jistý mnohoúhelńık R, ”vepsaný”oboru P , jeho obsah

je roven č́ıslu
N∑
i=1

mi(xi − xi−1).

Když délky jednotlivých podinterval̊u konverguj́ı k nule, zdá se, že obsah ”opsaného”mnohoúhelńıka

Q i obsah ”vepsaného”mnohoúhelńıka R bude konvergovat k téže limitě a tuto společnou limitu

nazýváme”obsahem oboru P”.[6]

2.2 Primitivńı funkce

Definice 2.2.1 (Primitivńı funkce) Funkce F je primitivńı funkćı k funkci f v otevřeném

intervalu (a, b), plat́ı-li F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b).

Poznámka 2.2.1 Je-li F primitivńı funkćı k funkci f v intervalu (a, b), pak každá funkce

G = F + c, kde c je libovolná reálná konstanta, je také primitivńı funkćı k funkci f , nebot’ na

intervalu (a, b) plat́ı

G′ = F ′ + c
′
= F ′ = f.

T́ımto zp̊usobem dostaneme všechny primitivńı funkce k funkci f v intervalu (a, b).

Věta 2.2.1 Je-li funkce f spojitá v intervalu (a, b), existuje k ńı v tomto intervalu primitivńı

funkce.

Poznámka 2.2.2 Libovolnou primitivńı funkci k funkci f v intervalu (a, b) nazýváme také

neurčitým integrálem funkce f a znač́ıme symbolem∫
f(x)dx.

Symbol
∫

se nazývá integrálńı znak, funkce f se nazývá integrand a proměnná x se nazývá

integračńı proměnná.
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2.3 Riemann̊uv integrál

Uvažujme interval I = [a, b] ⊂ R, a < b jsou konečná, reálná č́ısla a necht’ DN je děleńı intervalu

I s děĺıćımi body a = x0 < x1 < x2 < ... < xN = b. Každý interval Ii = [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., N

nazýváme částečným intervalem děleńı DN . Délku (mı́ru) intervalu Ii definujeme µ(Ii) = xi −

−xi−1 = ∆xi, i = 1, 2, ..., N . Výraz ν(DN) = maxi=1,2,...,N∆xi nazýváme normou děleńı DN .[4]

Definice 2.3.1 Necht’ f je ohraničená funkce na I,DN děleńı I s děĺıćımi body a = x0 < x1 <

x2 < ... < xN = b.[2]Přǐrad́ıme děleńı DN a funkci f dolńı Riemann̊uv integrálńı součet daný

vztahem

s(f,DN) =
N∑
i=1

mi(xi − xi−1) =
N∑
i=1

mi∆xi, mi = inf
x∈Ii

f(x)

a horńı Riemann̊uv integrálńı součet daný vztahem[4]

S(f,DN) =
N∑
i=1

Mi(xi − xi−1) =
N∑
i=1

Mi∆xi, Mi = inf
x∈Ii

f(x).

Obrázek 2.4: Riemann̊uv integrál. Zdroj: [2]
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Definice 2.3.2 Necht’ f je ohraničená funkce na I. Definujme dolńı Riemann̊uv integrál daný

vztahem ∫ b

a

f(x) dx = I−(f) = sup
D
s(f,D)

Obrázek 2.5: Dolńı integrálńı součet.

a horńı Riemann̊uv integrál pro funkci f vztahem[4]∫ b

a

f(x) dx = I+(f) = inf
D
S(f,D).

Obrázek 2.6: Horńı integrálńı součet.
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Definice 2.3.3 Řekněme, že funkce f je Riemannovsky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy

jestliže na intervalu I plat́ı

I−(f) = I+(f).

V tomto př́ıpadě se tato společná hodnota nazývá Riemann̊uv integrál f na I a znač́ıme[4]

b∫
a

f(x) dx.

Věta 2.3.1 (test integrability) Necht’ f je omezená funkce na intervalu I. Funkce f je Rie-

mannovsky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy, když pro každé ε > 0 existuje děleńı D tak, že[4]

S(f,D)− s(f,D) < ε.

Věta 2.3.2 Každá funkce spojitá na uzavřeném intervalu je Riemannovsky integrabilńı.

Lemma 2.3.1 Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu I, pak

m(b− a) ≤ s(D) ≤ S(D) ≤M(b− a)

pro každé děleńı D v intervalu I.

Poznámka 2.3.1 Necht’ f je omezená funkce na intervalu I a DN je ekvidistantńı děleńı,

tj. xi = a+ (b− a)i/2N , i = 0, 1, ...2N . Definujme

mi = inf
x∈Ii

f(x) Mi = inf
x∈Ii

f(x).

Definujme

J−(f) = lim
N→∞

b− a
2N

2N∑
i=1

mi J+(f) = lim
N→∞

b− a
2N

2N∑
i=1

Mi.

Pak f je Riemannovky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy když J−(f) = J+(f).[4]
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2.3.1 Základńı vlastnosti

Poznámka 2.3.2 Množinu všech Riemannovsky integrovatelných funkćı na (a, b) znač́ımeR ((a, b)).

Věta 2.3.3 Necht’ f, g ∈ R ((a, b)).

1. f + g ∈ R ((a, b)) a λf ∈ R ((a, b)) pro každé λ ∈ R

2. fg ∈ R ((a, b))

3. jestlǐze 1
g

je omezená na (a,b) pak f
g
∈ R ((a, b))

4. minx∈[a,b]{f(x), g(x)},maxx∈[a,b]{f(x), g(x)} ∈ R ((a, b))

5. Necht’ a < c < b. Pak f ∈ R ((a, b)) právě tehdy, když f ∈ R ((a, c)) a f ∈ R ((c, b)).

Nav́ıc plat́ı
b∫

a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx

6. jestlǐze f(x) ≤ g(x) pro každé x ∈ [a, b] pak

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx,

7. |f | ∈ R ((a, b)) ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx,

8. jestlǐze f(x) ≥ 0 pro každé x ∈ [a, b] a a ≤ c ≤ d ≤ b pak

d∫
c

f(x)dx ≤
b∫

a

f(x)dx

2.3.2 Tř́ıdy Riemannovsky integrovatelných funkćı

Věta 2.3.4 Každá monotonńı funkce na [a, b] patř́ı do R ((a, b)).

Věta 2.3.5 Každá spojitá funkce na [a, b] patř́ı do R ((a, b)).

Věta 2.3.6 Necht’ f : [a, b]→ R je omezená a spojitá s výjimkou nejvýše konečného počtu bod̊u

z (a, b). Pak f ∈ R ((a, b)).[4]
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Věta 2.3.7 (věta o středńı hodnotě) Necht’ f je spojitá na [a, b], pak existuje ξ ∈ [a, b] tak,

že [4]

f(ξ) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

Fundamentálńı věta integrálńıho počtu

Definice 2.3.4 Necht’ f ∈ R ((a, b)). Pro každé x ∈ [a, b] definujeme funkci [4]

F (x) =

x∫
a

f(t) dt, ∀x ∈ [a, b].

Tvrzeńı 2.3.1 Necht’ F je funkce z Definice 2.3.4. Pak funkce F je spojitá [a, b].

Věta 2.3.8

(a) Jestlǐze je funkce f spojitá v bodě x0 ∈ [a, b], pak F je diferencovatelná v x0 a F ′(x0) =

f(x0).

(b) Jestlǐze je funkce f spojitá a G(x), x ∈ [a, b] je jakákoliv jiná diferencovatelná funkce na

[a, b] taková, že G′(x) = f(x) pro každé x ∈ [a, b], pak [4]

b∫
a

f(x)dx = G(b)−G(a).

Důsledek 2.3.1 Jestlǐze f ∈ C1([a, b]) pak

f(b)− f(a) =

b∫
a

f ′(x)dx.

Jestlǐze funkce g ∈ C([a, b]), pak je funkce x →
x∫
a

g(t) dt, x ∈ [a, b] diferencovatelná na [a, b] a

[4]

d

dx

x∫
a

g(t) dt = g(x) ∀x ∈ (a, b).

Definice 2.3.5 (definice stejnoměrné spojitosti) Funkce f se nazývá stejnoměrně spojitá

na množině M ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že pro každé dva body x′, x′′ ∈M plat́ı:

|x′ − x′′| < δ =⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε.
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Kapitola 3

Aplikace určitého integrálu

Základńı myšlenka Riemannova integrálu byla známa již starým Řek̊um, kteř́ı jej́ım užit́ım

dokázali poč́ıtat obsahy a objemy některých geometrických objekt̊u (např́ıklad jehlanu, kužele

či koule).[16] Definice Riemannova integrálu je geometricky velmi názorná a lze ji využ́ıt jako

základ pro přibližný výpočet určitého integrálu. [2] Pomoćı určitého integrálu lze určit např.

obsah rovinného obrazce, délku oblouku rovinné křivky, obsah rotačńı plochy nebo objem

rotačńıho tělesa.[16]

Aplikace Riemannova integrálu nejsou vhodné jen v matematice, ale i v jiných předmětech jako

ve fyzice a mechanice.

Nyńı si uvedeme několik geometrických aplikaćı, které mohou být použity v matematických

seminář na středńı škole, protože obsahuj́ı jednoduché integrály funkćı, které by studenti neměly

mı́t problém vypoč́ıtat.

V geometrických aplikaćıch se zaměř́ıme na výpočet plošného obsahu rovinného obrazce, objemu

a povrchu pláště rotačńıho tělesa. Potom si uvedeme několik fyzikálńıch aplikaćı a aplikaćı v

mechanice.
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3.1 Geometrické aplikace

Plošný obsah rovinného obrazce

Plošný obsah části roviny

A = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, f1(x) < y < f2(x)},

kde f1, f2 jsou spojité funkce takové, že f1(x) ≤ f2(x), pro každé x ∈ [a, b], se spočte podle

vzorce [4]

P (A) =

b∫
a

[f2(x)− f1(x)] dx.

Př́ıklad 1: Vypoč́ıtejte obsah obrazce ohraničeného grafem funkce f : y = sin x v intervalu

[0, 2π] a osou x.

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Obrázek 3.1: Graf funkce sin x.

Obsah tohoto obrazce je

S =

2π∫
0

|sin x| dx =

π∫
0

sin x dx−
2π∫
π

sin x dx = [−cos x]π0 − [−cos x]2ππ =

= −cos π + cos 0 + cos 2π − cos π = 4 m2.

Př́ıklad 2: Vypoč́ıtejte obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı f : y = 2 − x2,

g : y = x.
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-3 -2 -1 1 2 3

-6

-4

-2

2

Obrázek 3.2: Graf funkćı f : y = 2− x2 a g : y = x.

Nejprve urč́ıme x-ové souřadnice pr̊useč́ık̊u graf̊u funkćı f , g řešeńım soustavy rovnic.

y = 2− x2

y = x

−x2 + x+ 2 = 0

Dostáváme x1 = −2, x2 = 1, což jsou v našem př́ıpadě integračńı meze. Obsah hledaného

obrazce je

S =

1∫
−2

[(2− x2)− x] dx =

[
2x− x3

3
− x2

2

]1
−2

=

(
2− 1

3
− 1

2
+ 4− 8

3
+ 2

)
=

9

3
m2.

Objem rotačńıho tělesa

Necht’ −∞ < a < b <∞ a necht’ f je spojitá na [a, b]. Uvažujme těleso vzniklé rotaćı plochy

P = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, 0 < y < |f(x)|}

kolem osy x. Vzorec pro výpočet objemu Vx takto daného rotačńıho tělesa je

Vx = π

b∫
a

f 2(x) dx.

Vzorec pro výpočet objemu Vy tělesa vzniklého rotaćı plochy

P = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, 0 < x < |g(y)|}
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kolem osy y, kde g je spojitá na (c, d) je [4]

Vy = π

d∫
c

g2(y) dy.

Př́ıklad 3: Vypočtěte objem rotačńıho tělesa, jež vznikne rotaćı rovinného obrazce omezeného

křivkami f : y = 1− x2 a g : y = x2 a kolem osy x.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obrázek 3.3: Pr̊uběh funkćı f : y = 1− x2 a g : y = x2.

Nejprve urč́ıme pr̊useč́ıky graf̊u funkćı.

1− x2 = x2

1 = 2x2

x2 =
1

2

x = ±
√

2

2

Rovnice f(x) = g(x) má dvě řešeńı: x1 = −
√
2
2

a x2 =
√
2
2

. Z obrázku (3.3) je vidět, že

f(x) > g(x). Objem rotačńıho tělesa vyjádř́ıme jako V = π
b∫
a

[f(x)2 − g(x)2] dx.
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V = π

√
2
2∫

−
√
2

2

[(1− x2)2 − (x2)2] dx = π

√
2
2∫

−
√
2

2

(1− 2x2 + x4 − x4) dx =

= π

√
2
2∫

−
√
2

2

(1− 2x2) dx = π

[
x− 2x3

3

]√
2

2

−
√
2

2

= π

√2

2
+

2

3

(√
2

2

)3

+

√
2

2
− 2

3

(
−
√

2

2

)3
 =

= π

(
√

2−
√

2

3

)
=

2
√

2

3
π m3

Př́ıklad 4: Vypočtěte objem rotačńıho tělesa, jež vznikne rotaćı útvaru ohraničeného křivkami

x2 − y2 = 16, y = −2, y = 2 a kolem osy y.

Obrázek 3.4: Graf funkce x2 − y2 = 16, y = −2, y = 2.

Z rovnice hyperboly vyjádř́ıme x2 = y2 + 16 a dosad́ıme do vzorce pro objem rotačńıho tělesa.

V = π

2∫
−2

(y2 + 16) dy = π

[
y3

3
+ 16y

]2
−2

= π

[
23

3
+ 32− (−2)3

3
+ 32

]
=

208

3
π m3

Povrch pláště rotačńıho tělesa

Necht’ je funkce f(x) spojitá na intervalu [a, b] a má na tomto intervalu spojitou derivaci. Povrch

pláště rotačńıho tělesa, který vznikne rotaćı křivky, jež je grafem f , kolem osy x, lze vypoč́ıtat

takto[18]

P = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 (3.1)
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Obrázek 3.5: Křivka f(x)

Př́ıklad 5: Vypočtěte povrch pláště, který tvoř́ı křivka f(x) otáčeńım kolem osy x.

Nejprve zjist́ıme souřadnice bod̊u A a B,

A = [0, r1] B = [v, r2]

a potom si vyjádř́ıme funkci f(x).

f(x) =
r2 − r1
v

x+ r1

Vypočteme povrch pláště podle vzorce 3.1.

P = 2π

v∫
0

[(
r2 − r1
v

)
x+ r1

]√
1 +

[(
r2 − r1
v

x+ r1

)′]2
dx =

= 2π

√
1 +

(
r2 − r1
v

)2
v∫

0

[(
r2 − r1
v

)
x+ r1

]
dx =

= 2π

√
1 +

(
r2 − r1
v

)2 [(
r2 − r1
v

)
x2

2
+ r1x

]v
0

=

= 2π

√
1 +

(
r2 − r1
v

)2 [(
r2 − r1
v

)
v2

2
+ r1v

]
=

= π

√
1 +

(
r2 − r1
v

)2

(r1 + r2) v = π

√(
v2 + r22 − 2r1r2 + r21

v2

)
(r1 + r2) v =

= π
(
v + r21 + r22 −

√
2r1r2

)
(r1 + r2) =

=
(
r1v + r2v + r21 + r22 −

√
2r1r2 −

√
2r2r1

)
π m2
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Definice křivek

Nejprve budeme definovat pojem křivky v rovině.

Definice 3.1.1 Je-li parametrizace Φ = (ϕ(t), ψ(t)) křivky γ prosté zobrazeńı a tř́ıdy C1 na

celém intervalu [a, b] a má přitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvažujeme jednostranné

derivace) v každém bodě intervalu [a, b], nazýváme γ obloukem a zobrazeńı Φ jeho parametrizaćı.

Křivka vznikne napojeńım konečně mnoha oblouk̊u za sebe. Zobrazeńı ϕ se nazývá parametrizaćı

křivky. Křivka γ se nazývá uzavřenou, jestliže Φ(a) = Φ(b). Body, ve kterých oblouk či křivka

prot́ıná sama sebe, nazýváme násobnými body. Uzavřenou křivku nazveme jednoduchou, jestliže

nemá žádný násobný bod kromě počátečńıho a koncového bodu Φ(a) = Φ(b).

Věta 3.1.1 V př́ıpadě parametrických rovnic x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b] je délka oblouku

dána vztahem

L =

b∫
a

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

Poznámka 3.1.1 Ve speciálńıch př́ıpadech, je křivka dána předpisem y = f(x), x ∈ [a, b] a

derivace f ′ je spojitá na [a, b], pak plat́ı [4]

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Př́ıklad 6: Určete délku l grafu funkce y = x3/2, x ∈ [0, 3].

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

8

10

12

Obrázek 3.6: Graf funkce y = x3/2.

L =

3∫
0

√
1 +

(
3

2
x

1
2

)2

dx =

3∫
0

√
1 +

9

4
x dx =

[
8

27

(
1 +

9

4
x

) 3
2

]3
0

=
8

27

((
31

4

)3/2

− 1

)
.
= 6, 0963m
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3.2 Fyzikálńı aplikace určitého integrálu

Ve fyzice můžeme určitý integrál použ́ıt při odvozováńı fyzikálńıch veličin a k výpočtu např.

statických moment̊u, moment̊u setrvačnosti, těžǐstě tělesa nebo hmotnosti.[17]

Př́ıklad 1: Dráha př́ımočarého pohybu konaného rychlost́ı v = v(t) (předpokládejme spojitost

funkce v) v časovém intervalu [T1, T2] T1 < T2, T1, T2 ∈ R je dána určitým integrálem

d =

T2∫
T1

v(t) dt. (3.2)

mi = inf
t∈Ii

v(t) Mi = sup
t∈Ii

v(t) (3.3)

∆di = v(ξi)∆ti

kde ξi ∈ Ii a ∆ti = T2−T1
N

dN =
N∑
i=1

∆di =
N∑
i=1

v(ξi)∆ti (3.4)

je zřejmé z (3.3) a (3.4), že

sN =
N∑
i=1

mi∆ti ≤ dN ≤
N∑
i=1

Mi∆ti = SN ,

kde sN je dolńı a SN je horńı Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci v.

Nyńı použijeme Větu 2.3.1 (test integrability) tj. dokážeme, že pro libovolné ε > 0 plat́ı

SN − sN < ε

pro nějaké N ∈ N.

Pro d̊ukaz předešlého využijeme stejnoměrné spojitosti funkce v.

SN − sN =
N∑
i=1

(Mi −mi)
T2 − T1
N

≤ ε

N∑
i=1

T2 − T1
N

= ε(T2 − T1)

Jestliže supN SN = infN SN pak tato společná hodnota je dráha d a plat́ı (3.2)
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Př́ıklad 2: Práce vykonaná na př́ımočaré dráze ve kladném směru osy x silou velikosti F = F (x)

v intervalu [a, b] je dána určitým integrálem

W =

b∫
a

F (x) dx.

Př́ıklad 3: Je-li při jednoduchém kmitavém pohybu hmotného bodu na pružině podél osy

x : F (x) = kx, kde k je konstanta (tzv. tuhost pružiny), pak práce vykonaná na dráze s = b−a

je

W =

b∫
a

kx dx = k

[
x2

2

]b
a

=
1

2
k(b2 − a2).

Př́ıklad 4: Závislost rychlosti hmotného bodu na čase je dána vztahem v = 3t− 1
t2

, v je určeno

v m/s. Určete dráhu, kterou hmotný bod uraźı v časovém intervalu [2s, 5s].

s =

5∫
2

(
3t− 1

t2

)
dt =

[
3

2
t2 +

1

t

]5
2

=
3 · 25

2
+

1

5
− 3 · 4

2
− 1

2
=

156

5
m

3.3 Aplikace určitého integrálu v mechanice

Těžǐstě soustavy hmotných bod̊u je bod T = [xT , yT ], který má tu vlastnost, že kdyby v něm

byla soustředěna veškerá hmota soustavy, pak by měl stejný statický moment jako celá soustava.

3.3.1 Hmotnost, statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti

tenké homogenńı rovinné desky

A = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, g(x) ≤ y ≤ f(x)} o plošné hustotě σ kg.m−2

Hmotnost

hm = σ

b∫
a

[f(x)− g(x)] dx,

Nyńı odvod́ıme statické momenty vzhledem k souřadným osám

∆hmi = σ[f(ξi)− g(ξi)]∆xi

∆Siy = ξi∆hmi,
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Obrázek 3.7: Statické momenty tenké homogenńı rovinné desky. Zdroj: [2]

kde ξ ∈ [xi−1, xi].

SNy =
N∑
i=1

∆Siy = σ
N∑
i=1

[f(ξi)− g(ξi)]ξi∆xi,

je přibližný statický moment.

Označme

mi = inf
x∈Ii

x[f(x)− g(x)] Mi = sup
x∈Ii

x[f(x)− g(x)].

Dolńı a horńı Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci σx[f(x)− g(x)] je následuj́ıćı

sN = σ
N∑
i=1

mi∆xi SN = σ
N∑
i=1

Mi∆xi.

Dále plat́ı

sN ≤ SNy ≤ SN , ∀N ∈ N.

Pokud plat́ı supN sN = infN SN pak tuto hodnotu nazveme statickým momentem Sy tenké

rovinné desky s plošnou hustotou σ vzhledem k ose y. Statický moment Sx tenké rovinné desky

s plošnou hustotou σ vzhledem k ose x vypoč́ıtáme podobným zp̊usobem jako k ose y. Použijeme

Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci 1
2
σ[f 2(x)− g2(x)].

Celkem dostáváme

Sx =
1

2
σ

b∫
a

[f 2(x)− g2(x)]dx, Sy = σ

b∫
a

x[f(x)− g(x)]dx
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a pro souřadnice těžǐstě máme

T = [xT , yT ] =

[
Sy
hm

,
Sx
hm

]
.

Momenty setrvačnosti

Ix =
1

3
σ

b∫
a

[f 3(x)− g3(x)] dx, Iy = σ

b∫
a

x2[f(x)− g(x)] dx.

Př́ıklad 1: Vypočtěte hmotnost tenké rovinné desky s hustotou σ kg/m2 ohraničené křivkami

f(x) = b a g(x) = kx2, kde b > 0, k > 0.

Obrázek 3.8: Tenká rovinná deska.

hm = 2σ

√
b
k∫

0

(b− kx2) dx = 2σ

[
bx− kx

3

3

]√ b
k

0

= 2σ

b√ b

k
− k

(√
b
k

)3
3

 =
4

3
σb

√
b

k
kg

Př́ıklad 2: Vypočtěte souřadnice těžǐstě rovinného obrazce ohraničeného křivkou y = 6x− x2

a osou x.[19]

Rovinná oblast je ohraničena shora křivkou f(x) = 6x− x2 a zdola křivkou g(x) = 0.

hm = σ

6∫
0

(6x− x2) dx = σ

[
3x2 − x3

3

]6
0

= σ(108− 72) = 36σ
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2 4 6

-5

5

Obrázek 3.9: Pr̊uběh funkce y = 6x− x2.

Statické momenty jsou

Sx =
1

2
σ

6∫
0

(6x− x2)2 dx =
1

2
σ

6∫
0

(36x2 − 12x3 + x4) dx =
1

2
σ

[
36
x3

3
− 12

x4

4
+
x5

5

]6
0

=

=
1

2
σ(12 · 216− 3 · 1296 +

7776

5
) =

1

2
σ
−6480 + 7776

5
=

648

5
σ

Sy = σ

6∫
0

x(6x−x2) dx = σ

6∫
0

(6x2−x3) dx = σ

[
2x3 − x4

4

]6
0

= σ(2·216−1296

4
) = σ(432−324) = 108σ.

Těžǐstě má souřadnice

xT =
108σ

36σ
= 3 yT =

648

5
σ · 1

36
σ =

18

5

T =

[
3,

18

5

]
.

Př́ıklad 3: Vypočtěte těžǐstě a momenty setrvačnosti homogenńıho trojúhelńıka s vrcholy

A = [0, 0], B = [0, 1], C = [2, 0].

Nejprve si vyjádř́ıme y : y = −1
2
x+ 1 a spočteme hmotnost

hm = σ

2∫
0

(1− 1

2
x) = σ

[
x− x2

4

]2
0

= σ(2− 1) = σ
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Obrázek 3.10: Trojúhelńık ABC.

A nyńı si vypočteme statické momenty a pak dosad́ıme do vzorce pro souřadnice těžǐstě.

Sx =
1

2
σ

2∫
0

(
1− 1

2
x

)2

dx =
1

2
σ

2∫
0

(
1− x+

1

4
x2
)
dx =

1

2
σ

[
x− x2

2
+
x3

12

]2
0

=

=
1

2
σ

(
2− 2 +

8

12

)
=

1

3
σ

Sy = σ

2∫
0

x

(
1− 1

2
x

)
dx = σ

2∫
0

(
x+

1

2
x2
)
dx = σ

[
x2

2
− x3

6

]2
0

= σ

(
2− 4

3

)
=

2

3
σ

xT =
2

3
yT =

1

3

T =

[
2

3
,
1

3

]
Momenty setrvačnosti jsou

Ix =
1

3
σ

2∫
0

(
1− 1

2
x

)3

dx =
1

3
σ

2∫
0

(
1− 3

2
x+

3

4
x2 − x3

8

)
dx =

1

3
σ

[
x− 3

4
x2 +

x3

4
− x4

32

]
=

1

6
σ

Iy = σ

2∫
0

x2
(

1− 1

2
x

)
dx = σ

2∫
0

(
x2 − 1

2
x3
)
dx = σ

[
x3

3
+
x4

8

]
=

2

3
σ
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3.3.2 Hmotnost, statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti

homogenńıho rovinného oblouku

Hmotný rovinný drát o lineárńı hustotě σ(t) kg/m můžeme považovat za křivku o paramet-

rických rovnićıch

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (a, b)

Pro hmotnost a statické momenty plat́ı následuj́ıćı vztahy

hm = σ

b∫
a

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

Sx = σ

b∫
a

ψ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt, Sy = σ

b∫
a

ϕ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

hm = σ

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx,

Sx = σ

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx, Sy = σ

b∫
a

x
√

1 + [f ′(x)]2 dx,

T = [xT , yT ] =

[
Sy
hm

,
Sx
hm

]
.

Momenty setrvačnosti [2]

Ix = σ

b∫
a

f 2(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx, Iy = σ

b∫
a

x2
√

1 + [f ′(x)]2 dx.

Sx = σ

b∫
a

ψ2(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt, Sy = σ

b∫
a

ϕ2(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.
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3.4 Technické aplikace určitého integrálu

Nyńı si uvedeme několik technických aplikaćı. Tyto aplikace nejsou vhodné do výuky matematic-

kých seminář̊u, které by pravděpodobně studenti středńı škol nebyli schopni vypoč́ıtat, protože

obsahuj́ı složitěǰśı integrály funkćı, ale chceme t́ım ukázat, kde všude se dá ještě použ́ıt Rie-

mann̊uv integrál.

Př́ıklad 1: Ve stěně nádrže naplněné vodou je obdélńıkový otvor. Horńı hrana otvoru je ve

vzdálenosti h0 metr̊u pod hladinou a dolńı hrana h1 metr̊u pod hladinou. Š́ı̌rka otvoru s metr̊u.

Určete jaké množstv́ı vody Q v m3 vyteče t́ımto otvorem za jednu vteřinu.[2]

Obrázek 3.11: Výtok vody z nádrže. Zdroj: [2]

v =
√

2gh m/s ∆Q =
√

2ghs∆h m3

Q =

h1∫
h0

√
2ghsdh =

√
2gs

h1∫
h0

√
hdh =

√
2gs

[
2

3
h3/2

]h1
h0

=
2
√

2g

3
s(h

3/2
1 − h

3/2
0 ) m3

Ve skutečnosti je výtok menš́ı vlivem třeńı ve vodě a zúžeńım proudu vody

Q =

(
2
√

2g

3
sc(h1

√
h1 − h0

√
h0)

)
m3,

kde c < 1 je tabulkový koeficient.
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Př́ıklad 2: Vypočtěte práci, kterou muśıme vykonat, abychom vyčerpali rotačně symetrickou

nádrž o výšce v metr̊u, která je celá naplněná kapalinou o hustotě σ kg/m3.[2]

Obrázek 3.12: Výtok vody z rotačně symetrické nádrže. Zdroj: [2]

Element válce vody výšky ∆y a poloměru h(y), který má hmotnost

∆hm = πσh2(y)∆y kg,

muśıme zvednout do výšky v − y, a t́ım vykonáme práci

∆W = πgσh2(y)(v − y)∆y J,

kde g je tabulkový koeficient.

Celková práce potom je W = πgσ
v∫
0

h2(y)(v − y) dy J .

Př́ıklad 3: Částice se pohybuje př́ımočaře se zrychleńım a = 2, 6m·s−2. Určete rovnici rychlosti

a rovnici dráhy (když v0 = 0, s0 = 0). Vypoč́ıtejte rychlost a dráhu pohybu v čase t = 2s.[20]

v =

2∫
0

a dt = a [t]20 = a[2− 0] = 2, 6 · 2 = 5, 2 m/s

s =

2∫
0

vt dt =

2∫
0

at dt = a

[
t2

2

]2
0

= a(2− 0) = 2, 6 · 2 = 5, 2 m
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Př́ıklad 4: Vypoč́ıtejte tlak P kapaliny konstantńı měrné hmotnosti σ na svislou stěnu š́ı̌rky

s, sahá-li kapalina do výšky h.

Obrázek 3.13: Svislá stěna. Zdroj: [11]

Osu x položme kolmo na stopu hladiny a orientujme ji svisle dol̊u s počátkem na hladině. Tlak

na jednotku plochy je př́ımo úměrný hloubce, tedy v hloubce x rovný kx, kde k záviśı na σ.[11]

Celkový tlak P na stěnu bude dán integrálem

P =

h∫
0

kxs dx = ks

h∫
0

x dx = ks

[
x2

2

]h
0

=
ksh2

2
.

Bude tedy úměrný druhé mocnině výšky h.
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Kapitola 4

Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo vytvořit stručný přehled teorie Riemannova integrálu, ukázat

aplikovatelnost Riemannovské definice integrálu na př́ıkladech v př́ırodńıch resp. technických

vědách a vybrat př́ıklady, které by se dali použ́ıt v matematických seminář́ıch na středńı škole.

Nejprve bylo nutné definovat pojem primitivńı funkce, Riemann̊uv integrál a jeho vlastnosti.

V daľśıch kapitolách jsme ukázali aplikovatelnost Riemannova integrálu v geometrii, fyzice a

v mechanice. V geometrických aplikaćıch jsme se zaměřili na plošný obsah rovinného obrazce,

objem, povrch pláště rotačńıho tělesa a délku křivky. U aplikaćı v mechanice jsme se soustředili

na hmotnost, statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti tenké homogenńı rovinné desky

a homogenńıho oblouku. Každou aplikaci jsme si předvedli na názorných př́ıkladech, které byly

doplněny obrázkem. Vždy jsme vyb́ırali jednoduché př́ıklady, které by se daly použ́ıt v matem-

atických seminář́ıch na středńı škole, aby tyto semináře mohly být obohaceny pro studenty

zaj́ımavou látkou, protože ne všichni studenti věd́ı, proč se danou látku uč́ı a k čemu jim bude

dobrá. V posledńı kapitole jsme se zaměřili na technické aplikace. Tyto př́ıklady nejsou vhodné

do matematických seminář̊u, ale chtěli jsme t́ım ukázat, kde se ještě dá použ́ıt Riemann̊uv

integrál. Doufám, že tato práce nebude prospěšná jenom mě, ale možná pomůže i některým

student̊um matematických obor̊u jako doplňuj́ıćı studijńı materiál. Při psańı této bakalářské

práce jsem se dozvěděla spoustu nových a zaj́ımavých informaćı např. to, že aplikovatelnost

Riemannova integrálu neńı vhodná jen v matematice, ale i v jiných předmětech jako ve fyzice,

mechanice, a že by se aplikovatelnost́ı Riemannova integrálu dal prohloubit zájem o matematiku

i v ostatńıch předmětech formou matematických seminář̊u.
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[9] Polák J.: Přehled středoškolské matematiky, Praha: Prometheus, 1995,

ISBN 80-85849-78-X
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[11] Rektorys K., Co a k čemu je vyšš́ı matematika, Praha: Academia, 2001,

ISBN 80-200-0883-7
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