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Uvod

Téma diplomové prace jsem si vybral pro tématickou navaznost na moji bakalarskou
préci, ve které jsem se zabyval statistickou analyzou dat. JelikoZ je mi statisticky
software a software obecné velmi blizky, absolvoval jsem v ramci studia nékolik kurzi
zabyvajicich se pravé vyukou prace ve statistickém softwaru. Nabyté znalosti jsem
chtél zurocit pravé pri psani diplomové prace a proto se v praci zabyvam také

praktickou aplikaci pfistupti popsanych v teoretické ¢asti.

Data poskystnuta pro diplomovou praci predstavuji anonymizované soubory pacienti
s blize nespecifikovanym nadorovym onemocnénim, které jsou slozeny z nékolika
casti — vysledek zpracovani udaji z mikrocipt, klinické tdaje, idaje o prezivani a
dalsi udaje. Data budou podrobnéji popsana v praktické ¢asti diplomové prace.
Poskytnuty soubor pozorovani bohuzel nebylo mozné k praci prilozit, ponévadz se

nejednd o verejné pristupné informace.

Jelikoz tento datovy soubor obsahuje celkem 138 pozorovani na 151 proménnych,

nevystacime si tak s klasickymi pristupy k modelovani dat.

Cilem prace je tedy nastudovat teorii k Feature Selection metodam, které se pouzivaji
k vybéru proménnych do statistického modelu v pripadé, kdy je téchto proménnych
velmi mnoho, a pomoci statistického softwaru R tyto postupy aplikovat na realna
data. Nasledné po otestovani jednotlivich metod na datech bude tikolem u kazdého
pristupu zhodnotit vyhody, nevyhody a také postupy porovnat mezi sebou. V ramci

dat je zakladni dlohou nalézt vyznamné faktory, které ovliviiuji prezivani pacientd.

U ¢tenate se predpokladaji znalosti ze zédkladnich kurzii matematiky, matematické

statistiky a statistického softwaru.



Linearni model

Vétsinu metod, které jsou vyucovany béhem zakladnich kurzt statistiky, mtzeme
vztdhnout do jedné velké skupiny - linedrni modely. U linearnich modeli pouzivime
regresni analyzu, analyzu rozptylu (ANOVA) a analyzu kovariance. Neékteri
vyzkumnici, ackoliv si to neuvédomuji, maji i své nejjednodussi analyzy zaloZzené na
modelech. Modely hraji ve statistickém odvozovani velmi dilezZitou roli. Model je
matematicky zptisob, jak vyjadrit vztah mezi vysvétlovanou proménnou a mnozinou
nezavislych, vysvétlujicich promeénnych. Statistické modely, narozdil od
deterministickych, berou vuavahu i moznost, Ze takovy vztah nemusi byt Gplné
dokonaly — pripoustime nevysvétleny rozptyl ve formé rezidui. Nejcast€ji statistické

modely zapisujeme jako
vysvétlovana proménna = systematicka slozka + rezidualni slozka.

Nékteré modely jsou samoziejmé lepsi nez jiné. Ukolem statistika je pak najit takovy
model, ktery nejlépe popisuje dany problém a zaroven je co nejjednodussi a také

snadno interpretovatelny.

Vlinearnim modelu pozorovanou hodnotu zavisle proménné y pro i=12,..,n
modelujeme jako linedrni funkei (p-1) takzvanych nezavislych proménnych

X5 Xg ey Xy Jako

Yi = B+ BXa et BaXipny HE -
Maticove tento vztah zapisujeme jako
y=Xpf+¢,

kde

Y1
Y,

Yn

je vektor pozorovani zavisle proménné,



1 X - X1(p—1)

1 X1 Xn( p-1)

je zndma matice typu nxp, nazyvame ji dizajnova matice a obsahuje hodnoty

nezavislych proménnych a sloupec jednicek odpovidajici absolutnimu ¢lenu,

je vektor rezidui. Obecné se predpoklada, ze rezidua ¢ jsou nezavisla, stejné
rozdélend a maji stejny rozptyl. Nékteré modely neobsahuji absolutni ¢len f,, takové

modely pak nemaji sloupec jednicek v matici X .

Odhady parametrii vlinearnich modelech ziskavame nejcasté€ji pouzitim metody
nejmensich ¢tvercli, ktera je vtomto pripadé (plati pouze pro linearni modely)

ekvivalentni k metodé maximalni vérohodnosti. Hodnoty odhadovanych parametrt

jsou hodnoty, pro které je soucet ¢tvercd rezidui » &’ minimélni.

Maticové zapiSeme rezidualni soucet ¢tverci (RSS) jako

ge=(y- Xﬁ)' —(y-Xp).
Minimalizaci vzhledem k parametrim £ dostaneme normalni rovnice
XXB=XY.

Pokud neni matice XX singularni, dostavime odhad parametri modelu
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B=(XX)"XYy.

Pokud inverze XX neexistuje, mlizeme i piesto ziskat IeSeni, avSak toto FeSeni
nemusi byt optimalni. V takovém pripadé mulzeme pouzit zobecnénou inverzi a

hledat reseni jako
B=(XX) XYy.
[1, strana 1-4]

Jednoducha linearni regrese
V regresni analyze ma castodizajnova matice X jeden sloupec, ktery obsahuje samé
jednic¢ky (odpovida nulovému ¢lenu — interceptu), zatimco druhy sloupec predstavuje

hodnoty nezévisle proménné. TudiZ regresni model vy, =g +px+¢ s n=4

pozorovanimi miizeme zapsat pomoci maticového zapisu jako

Y1 1 x &
Y, _ 1x (ﬂoj + &
Y3 1 x5 \A &3
y.) \1 % &

Mnohonasobna regrese

Jedna se o zobecnéni jednoduchého linearniho regresniho modelu tak, aby zahrnoval
vice nez jednu nezavislou proménnou. Predpokladejme naptiklad, Ze y zavisi na
dvou proménnych a Ze jsme provedli n=6 pozorovani. Regresni model je pak

Y. =, + X, + B, X, + & amaticové zapsano

Y1 1 Xy X, &
Y, I X X y; &
Ys _ I X X ﬂo + &
Y, 1 Xy Xy ﬂl &y
Ys 1 X Xy ’ &5
Ys 1 X Xe &

[1, strana 8-10]
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Zobecnéné linearni modely

Linarni modely jsou pro analyzu velmi dilezité, nicméné jsou také limitované
vmnoha smérech. Klasické aplikace linedrnich modeld jsou zaloZeny na
predpokladech normality, linearity a homoskedasticity. Zobecnéni linearnich model
nam umozinuje modelovat data s pouzitim jiného nez normalniho rozdéleni. Volba
rozdéleni ovliviiuje stanovené predpoklady ohledné rozptylu, nebot vztah mezi

rozptylem a stiedni hodnotou je pro mnoho rozdéleni znam.

V zobecnénych linearnich modelech c¢asto predpokladame, ze vysvétlovana proménna
Y je kvantitativni proménnou a ma normalni rozd€leni. Toto ovSem neni jediny typ

vysvétlované proménné, na ktery miiZzeme v praxi narazit. [1, strana 33]

Vysvétlované a vystvétlujici proménné mohou byt méreny na nékteré z nasledujicich
skal:

1. nominalni Kklasifikace — napr. cCervena, zeleni, modra; ano, ne, nevim.
Konkrétné pro binarni, dichotomni nebo binomickou proménnou existuji vzdy
pouze dvé kategorie — napf. muz, Zena; zivy, mrtvy. Pokud je kategorii vice,
pak takovou proménnou nazyvame polytomni nebo multinomicka.

2. ordinalni klasifikace je takova, kdy mezi kategoriemi existuje néjaky prirozeny
rad nebo poradi — napt. mlady, ve strednim véku, stary; diastolicky krevni tlak
seskupeny nasledovné <70,71-90,91-110,111-130,>131mm Hg.

3. spojita skala — kdy mohou pozorovani teoreticky nabyvat jakékoliv hodnoty,
napriklad vaha, délka nebo c¢as. Tato skala zahrnuje jak intervalova, tak
pomeérova meéreni. Konkrétnim prikladem pak miize byt doba nez nastane

néjaka specificka udalost, napiiklad selhani elektronické soucastky.

Nominalni a ordinalni data se také nékdy nazyvaji kategoridlnimi nebo diskrétnimi
proménnymi. Jako kvantitativni ¢asto oznacujeme proménnou, ktera je mérena na
spojité skale. Kvalitativni proménnou mérime na nominalni a nékdy také na ordinalni
skale. Kvalitativni vysvétlujici proménna se nazyva faktor a jeji kategorie drovné

faktoru. [4, strana 9-10]

Vzhledem k pokroktim ve statistické teorii a poc¢itacovém softwaru, miizeme aplikovat
metody vyvinuté k pouziti na linearnich modelech v nésledujicich zobecnénych

pripadech:
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1. vysvétlovana proménna ma jiné rozdéleni nez normalni
2. vztah mezi vysvétlovanou a vysvétluyjicimi proménnymi nemusi byt

v jednoduché linearni formé.

Jednim z objevli bylo zjisténi, Ze tfida rodiny exponencialnich rozdéleni (sem patti
Poissonovo, normalni a binomické rozdéleni) sdili mnoho uziteénych vlastnosti

normalniho rozdéleni. Dale pak rozsiteni numerickych metod odhadu parametri p
linearnitho modelu tak, aby je bylo mozné pouzit i v pripadé, kdy existuje néjaka

nelinedrni funkce spojujici E(Y,)= 4 s linedrni komponentou x' 3 :

g(/ui)zxiTﬂ'

Funkce g se nazyvd spojovaci (link) funkce. V prvotni formulaci zobecnénych
linearnich modeli Nelderem a Wedderburnem (1972) je funkce g jednoducha

matematicka funkce. [4, strana 50]

Poissonovo rozdéleni se uziva k modelovani dat ve formé souctti. Typicky jsou to
pocty vyskytli urcité udalosti vpredem definovaném c¢asovém intervalu nebo
prostoru, kdy je pravdépodobnost, ze udalost v kratkém ¢asovém okamziku nastane
malid a udalosti nastavaji nezavisle na sobé. Prikladem miiZze byt pocet tropickych

bouti béhem sezény nebo pocet gramatickych chyb na jedné strance novin.

Normalni rozdéleni uzivime pro modelovani spojitych dat, které maji symetrické

rozdé€leni. Hojné se pouziva ze tii divodi:

1. mnoho prirozené se vyskytujicich jevii se daji velmi dobfe popsat pomoci
normalniho rozdéleni, napriklad vySka nebo krevni tlak,

2. i kdyz data nemaji normalni rozdéleni, primér nebo soucet ndhodného
vybéru hodnot budou mit priblizné normalni rozd€éleni

3. pro normalni rozdéleni existuje rozvinuta statistické teorie véetné
aproximaci k dalsim rozdélenim - v pripadé, Ze data nemaji normalni
rozdé€leni, je tedy vhodné najit transformaci, v diisledku které budu mit

data priblizn€ normélni rozdéleni.

Binomické rozdéleni se obvykle pouzivad k modelovani prvni moznosti z pozorovanich
procesu s binarnim vystupem. Prikladem je naptiklad tspéch uchazece o zaméstnani

nebo studenta vtestu, diagnbéza urc¢ittho onemocnéni u pacienta. Poissonovo
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rozdéleni zase pouzijeme pro pocet uchazecti, kteri uspésné prosli testem nebo pocet
pacientti trpici néjakou nemoci, ktefi jsou v urcitém case od diagndzy stale nazivu. [4,

strana 51-53]

-14 -



Logisticka regrese (LR)

Vzhledem k tomu, Ze v ramci praktické casti této prace je pouzita pri analyze dat

logisticka regrese, nasleduje jeji kratké predstaveni.

LR byla navrzena v 60 tych letech minulého stoleti jako alternativni postup k metodé
nejmensich ¢tvercl pro pripad, Ze vysvétlovana proménna je binarni. V minulosti se
tykala vétSina dloh aplikace LR oblasti mediciny a epidemiologie. Vysvétlovana
promeénné predstavuje pritomnost nebo nepritomnost choroby. Piikladem mohou byt
vypocty rizika vzniku srdecni choroby jako funkce osobnich a chovani se tykajicich

charakteristik (vék, vaha, krevni tlak, hladina cholesterolu a koureni.

LR je alternativni metodou Kklasifikace, kdyz nejsou splnény predpoklady
vicerozmérného normalniho modelu. MiiZe se aplikaovat na libovolnou kombinaci
diskrétnich nebo spojitych proménnych. Vyzaduje vsak znalost obou, jak zavisle
proménné, tak i nezavisle proménnych analyzovaného vybéru. Vysledny model pak
miize byt vyuzit k budoucimu Kklasifikovani, kdyz jsou uzivateli dostupné pouze

vysvétlujici, nezavislé proménné.

LR se lisi od linearni v tom, ze predikuje pravdépodobnost dané udalosti, ktera se
bud’ stala, nebo nestala. Vypoétena pravdépodobnost je tedy rovna bud’ o nebo 1. Aby
se vytvorila tato vazebni podminka, uziva LR tzv. logitovou transformaci, ktera vede
na sigmoidalni vztah mezi zavisle proménnou y a vektorem nezavislych proménnych
X. Rozdil mezi logistickou a linearni regresi spoc¢iva vtom, Ze LR pouziva
kategorickou vysvétlovanou proménnou zatimco linearni regrese uziva pouze spojitou
vysvétlovanou proménnou. Centralni roli zde hraje logitova transformace, ktera

vychazi z tzv. poméru Sanci (odds ratio, OR). [4., strana 429 - 431]

LR porovnava pravdépodobnost udélosti odehrané Ly viéi pravdépodobnosti
udalosti neodehrane L =1-L,. VyuZijeme pravdépodobnostni pomér I ve

kterém je pravdépodobnost Ly vyjadrena logistickou funkei

1
o = 1+e%"
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Pravdépodobnostni pomér (pomér sanci, odds ratio — OR) je vyjadten jako

L(l) ea0+a1xl+a2x2+...+apxp

Lo)

)

kde odhadované koeficienty a,,a,,4a,,..,a, jsou miry zmény poméru obou

p

L
pravdépodobnosti % Pomér je linearni funkci diskriminaéni funkce o p

(0)
nezavislych proménnych

Z=a,+aX +a,X+..+a,X,.

L
C-Z _In[ﬂ],
Ly

kde C je absolutni ¢len a,. [10., strana 82 - 83]

Po zlogaritmovani a iprave
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Analyza prezivani

Termin analyza prezivani se pouziva pro analyzu dat, které maji podobu ¢asovych
okamziki s presné stanovenym pocatkem a kon¢i nastanim néjaké konkrétni udalosti
nebo dosazenim tzv. end-pointu. V mediciné byva casto za pocatek zvolen cas vstupu
jedince do klinické studie, napt. pii testovani aéinnosti dvou nebo vice druhii 1é¢by,
coz také miize zahrnovat diagn6zu urcitého stavu, zahajeni 1é¢by nebo nastani néjaké
nepriznivé udalosti. Jestlize je end-point chapan jako smrt pacienta, vyslednymi daty
jsou doslova ¢asy preziti. Pokud end-point neznamena smrt, mtizeme nakonec dostat
data podobného typu, napriklad tleva od bolesti ¢i znovu objeveni symptomi
(relaps). Vtomto pripadé jsou pozorovani casto oznacovana za data typu ,cCas do
udalosti“ (time to event). Metodologie analyzy prezivani mtze byt pouzita i v jinych
oblastech — cas preziti zvirat pri experimentech, celkovy éas jedince potirebny ke
splnéni urcitého tkolu v psychologickych studiich, skladovaci doba semen rostlin

v semennych bankéch, Zivotnost elektronickych soucastek, atd.

Specialni rysy dat v analyze prezivani

Proc¢ pro analyzu téchto dat nemiizeme pouzit standardni statistické metody? Prvnim
dtivodem je jejich rozdéleni, které nemusi byt obecné symetrické. Typicky histogram
konstruovany z ¢asti preziti skupiny jedinci ma tendenci mit pozitivni Sikmost —
histogram bude protazeny napravo od intervalu, ktery obsahuje nejvice pozorovani.
Tento problém miizeme vyreSit tak, Ze nejprve data transformujeme (naptiklad
logaritmovanim), abychom dosahli vice symetrického rozd€leni. Slabinou takové

transformace je ale ne prilis dobra interpretace.

Hlavnim di@vodem proc¢ jsou standardni metody pro tato data nevhodné je, Ze casy
preziti byvaji ¢asto cenzorovany. Casy pieziti jsou cenzorovany, pokud end-point
nebyl pro daného jedince pozorovan, coz muze byt zptisobeno tim, ze data ze studie
jsou analyzovany ve chvili, kdy jsou nékteri tcastnici studie stale nazivu. Status
preziti jedince taktéZ nemusi byt znam pokud se tento jedinec takrikajic ,ztratil“ (lost
to follow-up). Naprtiklad jedinec se po prijeti do klinické studie prestéhuje do jiné
zemé a nemuze byt nadale sledovan. Jedina dostupna informace o ném je tedy datum,
kdy byl stale ziv nebo také datum posledni pravidelné prohlidky lékafem. Déle miize
byt také jedinec ze studie vyrazen nebo sim dobrovolné skondi, také v tomto pripadé

se jedna o cenzorovana data. Cas preziti mlze byt cenzorovany i tehdy, pokud jedinec
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zemre a pri¢ina smrti nema nic spoleéného s probihajici 1écbou. Prikladem mize byt
ucastnik klinické studie zabyvajici se alternativnimi zptisoby 1é¢by rakoviny prostaty,
ktery zahyne béhem dopravni nehody. Nehodu mohla naptriklad zapricinit nevolnost
jakozto vedlejsi ucinek 1é¢by, kterou pacient podstupoval. V takovém pripadé pak
smrt piimo souvisi s 1é¢bou. Za takovych okolnosti mtize byt doba preziti do smrtelné
udalosti ze vSech moznych pric¢in nebo doba do smrti z jinych pticin nez pro jaké je

pacient lécen také predmétem analyzy prezivani.

V kazdé ztéchto situaci pacient, ktery vstoupil do klinické studie v case t,, zemie
v éase ty + t. Cas t ale nezname protoZe je jedinec bud stile naZivu nebo se ,ztratil®.
Jestlize byl jedinec naposledy zaznamenan jako zivy v ¢ase t, + ¢, pak ¢as ¢ nazyvame
cenzorovany c¢as preziti. Toto cenzorovani se objevu po tom, co se jedinec pripojil ke
studii, coz je napravo od naposledy znamé doby preziti a tudiz je oznacovano jako

cenzorovani zprava.

Dalsi druh cenzorovani je cenzorovani zleva, které nastava v pripade, kdy je skuteény
Cas preziti jedince mensi nez pozorovany. Pro ilustraci tohoto typu cenzurovani
uvazujme studii, ktera se zaméruje na dobu navratu urcéitého druhu rakoviny po
chirurgickém odstranéni primarniho tumoru. Tfi meésice po operaci, jsou pacienti
vySetfeni, aby se zjistilo, zda se rakovina vratila. V této chvili mtze byt u nékterych
pacientii nemoc znovu objevena. Pro tyto pacienty je skute¢na doba do znovuobjeveni
rakoviny mensi nez tfi mésice a tudiZz je cenzorovana zleva. Toto cenzorovani se

objevuje mnohem méné nez cenzorovani zprava.

Dalsim typem je pak intervalové cenzorovani. Zde je znama informace o udalosti,
ktera u jedince nastala a objevila se vurcéitém casovém intervalu. Uvazujme nyni
stejnou studii jako v prechozim prikladu scenzorovanim zleva. Jestlize se pri
vySetieni pacienta v dobé tii mésicii od provedené operace neprokaze pritomnost
rakoviny, ale nasledné je nalezena pti vySetieni Sest mésicii po operaci, skutecny cas
znovuobjeveni rakoviny je mezi tfemi a Sesti mésici. Tato doba je pak intervalové

cenzorovana.
V typické studii nejsou vsichni pacienti prijimani ve stejny cas, ale jejich pocet se
zvysSuje po dobu nékolika mésicii nebo dokonce let. Po prijeti jsou pacienti sledovani

do doby neZ zemriou, nebo po dobu trvani studie, na jejimz konci se data analyzuji.

Nicméné skutecné ¢asy preziti budou zaznamenany jen pro urcity pocet pacientii — po
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prijeti do studie se nékteri mohou ztratit z dosahu, zatimco jiny budou na konci
studie stale naZivu. Casovy tsek po ktery je pacient téastnikem studie se pak nazjva

»doba studie“ (study time).

Obrazek ¢&. (1) ilustruje dobu studie 8 jedincd, ktefi jsou ti¢astniky klinické studie. Cas
vstupu do studie je oznacek teckou. Pacienti 1, 4, 5 a 8 zemfeli (S) béehem priibéhu

studie, jedinci 2 a 77 se ,ztratili“ (Z) a 3 a 6 byli na konci studie stale nazivu (N).

1 1@ L 2
T @ ¢z
P
3 N
5 ®
C 4+ @ &S
I
e 5+ ® ¢
n
B 6 ® N
7T HZ
ET o ——— &=
Kon=c ndbaru Kon=c stude

Doba trvéani studie

Obrazek ¢. 1

Klinicka studie zac¢ina v Caset, kdy jsou do studie prizvan dostateény pocet pacient.
Na obrazku €. (2) jsou zobrazeny odpovidajici casy preziti jednotlivych pacienti - casy
preziti jsou usporadany sestupné podle jejich délky. Doba, kterou pacient ve studii
stravi mérena od ,patient’s time origin“ je ¢asto oznacovana jako ,patient time“. Doba
od pocatku az do smrti pacienta (S) je potom dobou preziti a je zaznamenana pro

pacienty 1, 4, 5 a 8. Doba preziti ostatnich pacientt je pak cenzorovana zprava (C).
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=
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n

Patient time
Obrazek ¢. 2

V praxi budou sledovana data nasledujici — datum vstupu jedince do klinické studie a
datum, kdy pacient zemie nebo kdyb byl naposledy shledan Zivym. Poté je mozno
spocitat doby preziti ve dnech, tydnech nebo meésicich podle toho, co se jevi jako
nejvhodnéjsi. Spousta pocitacovych programé vyuzivajici balicky pro analyzu
prezivani ma nastroje, které umi pracovat se vstupnimi daty ve formé datumi. [2,

strana 1-12]
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Funkce hazardu a preziti (Survivor function and hazard function)

Vramci analyzy prezivani nas zajimaji predevSim dvé funkce — funkce preziti a
funkce hazardu.

Skute¢ny cas preziti osoby t, mtlize byt povazovan za hodnotu proménné T, ktera
miize nabyvat pouze kladnych hodnot. Rtizné hodnoty, kterych proménna T nabyva,
maji rozdeéleni pravdépodobnosti a T nazyvame nadhodnou proménnou spojenou
s Casem preziti. Nyni predpokladejme, Ze ndhodna proménnid T ma rozdéleni
pravdépodobnosti s funkei hustoty f(t). Distribu¢ni funkce proménné T je déna

jako
F(T)=P(T <t):j[ f (u)du,

a predstavuje pravdépodobnost, ze doba preziti je mensi nez néjaka hodnota t.

Funkce preZiti S(t) je definovan4 jako pravdépodobnost, Ze doba preZiti je vétsi nebo

rovna t, tedy
S(t)=P(T =t)=1-F(t).

Funkce preziti tedy mtize byt pouzita k reprezentaci pravdépodobnosti, kdy osoba

prezije od pocatku az do né€jakého ¢asu vétsiho nez t.

Funkce hazardu se pouziva k vyjadreni rizika (nebo hazardu) smrti v ¢ase t a ziska se
z podminéné pravdépodobnosti, Ze jedinec zemre v ¢ase t za podminky, Ze do tohoto
asu prezil. Abychom funkeci hazardu formalné definovaly, uvazujme
pravdépodobnost, Ze ndhodna proménna souvisejici s dobou preziti osoby, lezi mezi t

a t+0t, za podminky, Zze T je vétsi nebo rovno t, psano

P(t<T <t+4t|T >t).

Funkce hazardu h(t) je limitou, jelikoZ se St bliZi nule, tedy

h(t)=lim

ot—0

P(t<T <t+6t|T >t)
St '
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Funkci h(t) také nazgvame mirou rizika (hazard rate), okamzZitou mirou Gmrtnosti

(instantaneous death rate), mirou intenzity (intesity rate) nebo silou tmrtnosti (force

of mortality).

h(t)st je priblizné pravdépodobnost, Ze jedinec zemfe vintervalu (t,t+6t) za
predpokladu, Ze se dozil ¢asu t. Napriklad, pokud je ¢as preziti méren ve dnech, pak
je h(t) ptiblizné pravdépodobnost, Ze osoba, kterd je naZivu v lase t zemfe

nasledujici den. Z tohoto déivodu je ¢asto funkce hazardu jednoduse interpretovana

jako riziko smrti v Case t.

Z definice funkce hazardu miizeme ziskat uzitecné vztahy mezi funkci hazardu a
funkci preziti. Zteorie pravdépodobnosti vime, ze pravdépodobnost jevu A za

podminky nastani jevu B je dana jako

P(A|B)= P

kde P(AB) je pravdépodobnost, Ze jevy A a B nastanou zéroveii. S vyuZzitim tohoto

muzeme psat podminénou pravdépodobnost v definici funkce hazardu jako

P(t<T <t+6t)
P(T >t)

b

COZ je rovno

F(t+ot)-F(t)

SO

kde F(t) je distribuéni funkce T. Potom

| F(t+st)-F(t)| 1
e N E

Nyni je limita

y {F(t+§t)—F(t)}

5t—>0 S (t)
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Definici derivace F(t) podle t, cozje f(t), tedy

Potom
h(t)=— {logS (1)}
(1) =exp{-H (1)},
kde

Funkce H (t) je v analyze pteZivani Siroce pouZivana a je nazyvame ji sjednoceny

nebo kumulativni hazard a lze jej ziskat z funkce preziti jako
H(t)=—logS(t).

V analyze prezivani se funkce preziti a funkce hazardu odhaduje z napozorovanych
Cast preziti.

Coxuiv regresni model (General proportional hazards model)

Zakladnim modelem pro analjzu prezivani je proportional hazards model. Tento
model byl navrzen D. R. Coxem (1972) a je také znam jako Coxlv regresni model.
Navzdory tomu, Ze je tento model zalozen na prepokladu o timérnosti hazardu

(proportional hazards), nepredpokladame zadné konkrétni pravdépodobnostni

rozdéleni cast preziti, model se pak ¢asto oznacuje jako semi-parametricky.
Predpokladejme, Ze jsou pacienti nahodné rozdéleni do skupin prijimajichc budto
standardni zplisobe 1é¢by nebo novy zpiisob 1é¢by a necht hg(t) a hy (t) predstavuji

rizika amrti v case t pro pacienty se standardni, respektive novou lécbou. Podle

jednoduchého modelu pro data preziti dvou skupin pacienti, je hazard v case t
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pacienta na nové 1écbé je tmérny hazardu pacienta na standardni 1é¢bé ve stejném

case. Tento model miize byt vyjadien ve formé
() =wh (1),

pro kazdou kladnou hodnotu t, kde y je konstanta. Implikaci tohoto predpokladu je,
ze se odpovidajici skuteéné funkce preziti pro pacienty na nové a standardni 1é¢bé
neprotnou.

Hodnota y je pomér rizika smrti v jakémkoliv ¢ase pro jedince podstupujici novou
1é¢bu a pro jedince na standardni 1écbé a tak je y zndmé jako relativni hazard nebo
pomér rizika (hazard ratio). Jestlize je y <1, pak riziko smrti v ¢ase t je mensi pro

osobu snovou léébou vzhledem k riziku smrti osoby se standardni 1écbou. Novy
zptsob 1é¢by je pak vyplepsenim standardni procedury. Na druhou stranu, pokud je
v >1, pak je standardni 1é¢ba lepsi.

Alternativni zptsob vyjadieni modelu vede k vytvofeni modelu, ktery mtze byt

mnohem snadnéji zobecnén. Predpokladejme, Ze mame k dispozici data o n osobach

a oznaéme funkci hazardu pro i-té osoby jako h (t),i=12,...,n. hy(t) zna¢ime funkci
hazardu pro osoby se standardni 1é¢bou a wh, (t) pro osoby s novym zptisobem 1é¢by.
Relativni hazard y nemiZe byt zdporny, takze je vyhodné psat y =exp(3). Parametr
S je potom logaritmus poméru rizika, tedy S =Ilogy a jakakoli hodnota /S
vintervalu (—o0,0) vytsti v kladnou hodnotu y . Poznamenejme, Ze kladné hodnoty
S ziskame v pripadé€, kdy je pomér rizika y vétsi nez jedna, tedy pokud je nova 1écba
horsi nez standardni.

Necht je X indika¢ni proménna, kterd nabyva hodnoty nula, podstupuje-li osoba

standardni 1é¢bu a jedna, jestlize je na danou osobu aplikovana nova lécba. Jestlize je

X, hodnotou X pro i-tou osobu ve studii, i=12,...,n, pak pro tuto osobu piSeme

funkci hazardu jako

(1) =e"hy(1).
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kde x =1 pokud osoba podstupuje novou lé¢bu a x, =0 jinak, coZ je proportional

hazards model pro porovnani dvou skupin podstupujici rizné zptisoby 1é¢by.
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Validace a Cross-Validace

Testovaci chyba je primérna chyba vznikajici v disledku pouziti statistické metody ke
stanoveni odhadi vysvétlované proménné na novych pozorovanich — je to tedy mira,
ktera nebyla pouzita pti trénovani metody. Pouziti konkrétni metody na daném data
setu je odlivodnéno tim, ze ve vysledku bude testovaci chyba mala. Testovaci chybu
lze snadno spocitat v pripade, kdy je k dispozici testovaci sada dat, coz ale obvykle
nebyva. Naproti tomu trénovaci chybu lze snad spoditat tak, ze metodu aplikujeme na
data pouzit4 pti jejim trénovani. Nicméné trénovaci chyba je ¢asto velmi rozdilna od
testovaci chyby, ve vysledku pak trénovaci chyba miize velmi drasticky podurdéit

testovaci chybu.

V pripad€, kdy nemame k dispozici velkou mnozinu dat, na které bychom mohli
primo stanovit testovaci chybu, jsou k dispozici metody uzivajici ke stanoveni této
chyby dostupna trénovaci data. Neékteré metody uzivaji matematickych uprav
trénovaci chyby k odhadu testovaci chyby. Do takové kategorie lze zaradit metody
popsané vtéto praci — subsetselection, penalizacni (shrinkage)methods (lasso,
ridgeregression) a dale pak napriklad metody redukce dimenze. Nyni uvazujme tiidu
metod, které odhaduji testovaci chybu tim, Ze si ,,odlozi“ podmnozinu trénovacich

pozorovani a pak na tato pozorovani aplikuje danou metodu.

Pro jednoduchost piredpokladejme, Ze chceme provést regresi s kvantitativni
vysvétlovanou proménnou. Hlavni myslenky téchto metod vsSak zlistavaji stejné

nehled€ na povahu vysvétlované proménné (kvantitativni x kvalitativni).

TheValidation Set Approach

Predpokladejme, ze chceme odhadnout testovaci chybu spojenou s aplikovanim
statistické metody na wuréitou mnozZinu pozorovani. Pro tento pripad je
pouzitiValidation Set Approach (VSA) velmi jednoduché. VSA spociva v ndhodném
rozdéleni mnoziny pozorovani do dvou ¢asti — na trénovaci sadu a validaéni sadu (tzv.
shold-out set). Model aplikujeme na trénovaci sadu a nasledné jej pak pouZijeme na
pozorovani ve validacni sadé kurceni odhadd predpovédi. Vysledna chyba na
validaéni sadé€ (vétSinou pouzivime MSE - stfedni étvercovou chybu, viz kapitola

Miry vhodnosti modelu) je odhadem chyby testovaci.
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VSA je koncepté velmi jednoduchy a snadno implementovatelny piistup, nicméné ma

dvé potencionalni nevyhody:

1. valida¢ni odhad testovaci chyby miize byt velmi proménlivy v zavislosti na
tom, jak4 pozorovani jsou v trénovaci sadé a jaka ve validac¢ni sadé€.

2. pro aplikaci modelu se pouziva pouze podmnozina vSech pozorovani (ta, ktera
jsou zahrnuta do trénovaci sady). Statistické metody vychazeji htife pii pouziti
na mensim poctu pozorovani z ¢ehoz vyplyva, Ze chyba na valida¢ni sadé miize

mit tendenci preurcit testovaci chybu pro model se vSemi pozorovanimi.

V nasledujicich podkapitolach bude popsana cross-validace, vylepSeni VSA, které resi

jeji vyse zminéné nevyhody.

123 n

!

7 22 13 91

Obrazek ¢. 3 - Validation Set Approach [3, strana 177]

Leave-one-out Cross-Validation (LOOCV)
LOOCV ftzce souvisi s VSA popsané vyse, nicméné timto pristupem se snazime

odstranit nevyhody VSA.

Stejné jako u VSA i v pripadé LOOCYV rozdélime mnozinu pozorovani do dvou ¢asti.
AvSak vnyni nevytvorime dvé podmnoziny o stejném pocétu pozorovani, nybrz

vyjmeme jedno pozorovani (X, Y,), které bude pfedstavovat validaéni sadu, zatimco
zbyld pozorovéni {(xz,yz),...,(xn,yn)} tvori trénovaci sadu. Statistickd metoda se
aplikuje na n-1trénovacich pozorovani a predpovéd §, je vytvorena na zakladé
vylou¢eného pozorovani, pouZitim hodnoty x. JelikoZ bylo pozorovani (X,Y;)

odloZeno, tak MSE, =(y, — 91)2 je priblizny nevychyleny odhad testovaci chyby.

Postup opakujeme vyjmutim pozorovéni (X,,Y, ), aplikaci statistické metody na n-1

pozorovani {(xl,yl),(x3,y3),...,(xn,yn)} a spoditainim MSE, =(y, - ¥,)’. Opakovanim
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tohoto postupu n—krat ziskdme n étvercovych chyb MSE,,...,MSE,. LOOCV odhad

testovaci chyby MSE je primérem n odhadi testovacich chyb
CvV = 'y MSE
= 2 MSE,

LOOCV ma nékolik velkych vyhod oproti VSA. Zaprvé ma mnohem mensi bias. Pti
LOOCV se statistickd metoda opakované aplikuje na n—1 pozorovani, coz je pouze o
jedno pozorovani méne€, nez obsahuje mnozina vSech pozorovani. V tomto je rozdil
oproti VSA, kde je vétSinou velikost trénovaci sady rovna poloviné vSech pozorovani.
Pri LOOCV nedochazi tak moc k preurceni testovaci chyby jako u VSA. Za druhé,
v pripadé opakovaného pouziti VSA dostavame rtzné vysledky v diisledku nahodnosti
rozdéleni mnoziny pozorovani na trénovaci a validacni sadu. Naproti tomu
opakovanym pouzitim LOOCV dostane vzdy stejné vysledky, jelikoZ do rozdéleni na

trénovaci a valida¢ni sadu nevstupuje nahoda.

a2 3 n
123 n
123 n
123 n
123 n

Obrazek ¢. 4 - LOOCV [3, strana 179]

K-Fold Cross-Validation

Alternativou k LOOCV je k-fold CV. Tento pristup spoc¢iva v nahodném rozdéleni
vSech pozorovani do k skupin (folds) o ptiblizné stejné velikosti. Prvni ,fold“ je
povazovan za valida¢ni sadu a statistickd metoda je aplikovana na zbyvajicich k-1
skupin. Stfedni c¢tvercova chyba MSE, se spocitd na valida¢ni sadé€. Procedura se
nasledné opakuje k-krat, vkazdém opakovani se za validaéni sadu stanovi jina

mnozina pozorovani. Vysledkem je k odhadt testovaci chyby MSE,, MSE,, ..., MSE, , k-

fold CV odhad se spocita zprimérovanim téchto hodnot jako
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LOOCV je specialnim pripadem k-fold CV, ve kterém je k=n. Vpraxi se Casto
pouziva k-fold CV pro k=5 nebo k=10. V ¢em je pouziti k=5 nebo k =10 lepsi nez
k=n? Nejocividnéjsi vyhoda je samoziejmé vypocetni — pfi LOOCV je statisticka
metoda pouzita n-krat, coz muze byt vypocletné velmi naro¢né (kromé piipadu
pouziti linearni modelu a metody nejmensich ¢étvercli), nicméné cross-validace je
velmi obecny pristup a lze jej pouzit na témeér kazdou statistickou metodu. Nekteré
statistické metody jsou pri aplikaci vypocetné narocné, takze pouziti LOOCV miize
zplisobit vypocetni problémy zvlasté v pripadech, kdy je n opravdu velké. Naproti

tomu pouziti 10-fold CV vyzaduje aplikovat metodu pouze 10 krat, coz je mnohem

1 k
CV,, = Ezl: MSE, .

snaze proveditelné. [3, strana 176-182]

[123

11765

11765

11765

11765

11765

Obrazek ¢. 5 - K-fold CV [3, strana 181]
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Miry vhodnosti modelu

Celkovou variabilitu v datech méfime pomoci celkového souctu ¢tverci

SS, nazyvame rezidudlni soudet ¢tvercli. Cim je jeho hodnota mensi, tim lepsi je

odhadnuty model.

Jako R’ oznadujeme takzvany index determinace.

_SSy _,_SS

_ e

R? :
SS, SS,

Index determinace nabyvé hodnot z intervalu (0,1). Cim bliZe je jeho hodnota k 1, tim
lepsi je pak odhadnuty model. Neni ovSem mozné rozhodovat o vhodnosti modelu
pouze na zakladé indexu determinace — naptiklad v ekonometrii maji modely casto
hodnotu blizkou k 1, zatimco v jinych oblastech mohou byt modely vhodné i prestoze
jejich index determinace je relativné maly. Pokud aplikujeme rtizné modely na stejna
data, mtze ndm index determinace pomoci rozhodnout, ktery model zvolit. JelikoZ se
ale hodnota indexu determinace zvysi (nebo nezméni) v pripadé pridani dalsi
proménné do modelu, casteji pouzivam upraveny index determinace

RZ =1— ”_1(1—R2).

adj
I} n-—

[1,strana 4-6]

-30-



Népad penalizovat vérohodnostni funkeni, takovym zplisobem, aby lépe vychazely
jednodussi modely mélo mnoho autorii. Realizaci této mysSlenky je porovnavat

modely pomoci miry
D. =D-aqg,

kde D je odchylka, g je podet parametri v modelu a ¢ je disperzni parametr. Tuto
miru nazyvame Akaikeho informac¢nim kritériem (AIC) a je ¢asto pouzivana k vybéru

modelu — vybereme takovy model, ktery ma AIC nejmensi. [1, strana 46]
Schwarz (1978) odvodil Bayesovo informacni kritérium (BIC) jako dva krat
logaritmus Bayesova faktoru. Pro model M, parametrizovany m;-rozmérnym

vektorem 6,,

BIC =—2{€j ( Aj)—ﬁo( AO)}+(mj —mo)log(n),

kde /; (éj) a Ko(éo) jsou vé€rohodnostni funkce (z metody maximélni vérohodnosti)
M; a referencniho modelu M, jehoZ parametr ma rozmér m, a n je velikost vybéru.
Jestlize je BIC <0, pak preferujeme M; pred M, respektive ¢im vic je BIC zaporny,
tim vice preferuje M;. BIC bylo Siroce uzivano jako kritérium pro vybér vhodného
statistického modelu. [6, strana 1]

Mallowsovo Cp (Mallows 1973) je velmi silna technika pro vybér regresniho modelu.

Cp statistiku definujeme jako

RSS,
Cp:Az—,
6°—n+2p

kde RSS, je rezidudlni soucet Ctvercli pro podmodel P, p je dimenze tohoto

podmodelu, n je pocet pozorovani a 6° je odhad rozptylu chyb, ktery se obvykle
pocita z plného modelu. Jestlize plati podmodel P, pak Cp bude blizké nebo mensi

nez p.[7, strana 2]

Vregresi ¢asto pouzivime miru zvanou stfedni ¢tvercova chyba (MSE), ktera je

definovana jako
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l n

MSE==>"(vi~ f (%)) ,

L )

kde f (%) je predpovéd f pro i-té pozorovani. MSE bude nizka v p¥ipadé, Ze je

predpovéd blizko skutecné hodnoté a vysoka pokud se pro néktera z pozorovani bude

skute¢na hodnota a predpovéd podstatné lisit. [3, strana 29]
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SubsetSelection

Best Subset Selection

Pri pouziti best subset selection aplikujeme metodu nejmensich ¢tvercti na kazdou
kombinaci p regresorti. To znamen4, Ze bereme v tvahu vSech p modelt obsahujicich
pravé jeden regresor, vSech (’2’) =p(p — 1)/2 modeld, které obsahuji pravé dva

regresory, a tak dale. Nasledné z téchto modeld vybereme ten ,,nejlepsi®.

Problém vybéru jednoho nejlepsiho modelu z 27 mozZnosti sestavenych pomoci best
subset selection neni trividlni — v nasledujicim algoritmu je postup rozlozen do dvou

Casti:
Algoritmus — Best subsetselection [3, strana 205]

1. Necht M, znac¢i nulovy model, ktery neobsahuje zZadny regresor. Tento model
jednoduse predikuje vybérovy primér pro kazdé pozorovani

2. Prok=12,..,p
a) vytvorime vsech (Z) modelt, které obsahuji prave k regresort
b) vezmeme nejlepsi z técho (i) modeli a oznac¢ime M, . Za nejlepsi model je
zde povazovan ten s nejmensim RSS nebo ekvivalentné s nejvétsim R?

3. Vybereme nejlepsi model z M, ..,M, na zikladé cross-validované chyby

predpovédi, C, (AIC), BIC nebo upraveného R*.

V druhém kroku algoritmu nachéazime nejlepsi model (na trénovaci sadé dat) pro
kazdou podmoniznu tak, abychom zredukovali problém vybéru z 27 moznych modeli

na vybér jednoho z p + 1 modeld.

Nyni tedy vybirdme nejlep$i model z pouhych p + 1 moznosti. Vybér nejlepsiho
modelu ale musime provést s obezietnosti, nebot RSS p + 1 modelti monotonné klesa
a R? monotonné roste s kazdym dal$im regresorem pfidanym do modelu. Pokud
bychom tedy pouzili tyto statistiky pro rozhodovani o nejlepsim modelu, vzdy
bychom vybrali model, ktery obsahuje vsechny proménné. Problémem je to, ze malé
RSS nebo naopak velké R? predstavuje model s malou trénovaci chybou, zatimco my
chceme vybrat model s malou testovaci chybou. (priklad — trénovaci chyba byva
obvykle mens§i nez testovaci, ale mala trénovaci chyba v Zzadném pripadé negarantuje

malou testovaci chybu.
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Ackoliv zde byla zminéna best subset selection pouze pro metodu nejmensich étvercti
(linearni regresi), stejny postup lze aplikovat i na jiné typy modeld, naptiklad pro
logistickou regresi. V pripadé logistické regrese namisto RSS pro porovnani
jednotlivych modelti pouzivime devianci, miru, kterad hraje roli RSS v Sirsi tridé
modeld. Deviance je definovana jako —2 * max log L a ¢im je mens$i, tim je model

lepsi.

I kdyz je best subset selection jednoduchy a koncepcéné atraktivni pristup, trpi
vypocetnim omezenim. Pocdet vS§ech moznych modelii, které v ramci volby nejlepsiho
modelu musime uvazovat, strmé roste se zvétSujicim se p - obecné existuje 27
moznych modeld zahrnujicich podmnoziny p regresorti. Cili pokud mame p = 10
dostavame 1024 uvazovanych modeld, pro p = 20 je to 1 048 576 moznosti. Best
subset selection se pak stava vypocetné nemozné pro hodnoty p > 40, dokonce i pro
extrémné rychlé moderni pocitace. Existuji vypocetni ,zkratky* — takzvané branch-
and-bound techniky [11] — pro eliminaci nékterych moznosti, ale i ty maji své

omezeni pro rostouci se p. Tyto techniky je také mozné pouzit jen v linearni regresi.

Stepwise selection

Z vypocetnich divodi nemtze byt best subset selection aplikovana na pripady s velmi
velkym p, jelikoZ miéiZze trpét statistickymi problémy. Cim vétsi je prohledavany
prostor, tim je vys$si pravdépodobnost, ze najdeme model, ktery na trénovacich
datech bude vypadat velmi dobfe, nicméné nemusi mit zddnou predpovédni silu
budoucich dat. Navic velky prostor mtize vést k overfittingu (preurcéeni modelu) a
velkému rozptylu odhadt koeficientii. Pro oba tyto divody jsou stepwise metody,
které zkoumaji daleko vice omezenou mnozinu modeld, ldkavou alternativou k best

subset selection.

Forward Stepwise Selection

Tato metoda je vypocetné efektivni alternativa k best subset selection. Zatimco
procedura best subset selection uvazuje vSech 2P modeld zahrnujicich podmnoziny p
regresorli, forward stepwise selection uvazuje mnohem mensi mnozinu modeld.
Samotna procedura pak zaé¢ina s modelem neobsahujici Zaddny regresor, postupné pak
po jednom regresory pridavame az do chvile, kdy jsou v modelu vSechny proménné.
V kazdém kroku je ale pridana pouze ta proménn4, ktera nejvice prispéje k vylepseni

modelu. Formalnéji tento postup shrnuje nasledujici algoritmus [3, strana 207]:
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1. Necht M, zna¢i model znaci nulovy model, ktery neobsahuje Zadny regresor.

2. Prok=0,..,p—1
a) uvazujme vSech p — k modeld, které rozsiii pocet regresori v M, o jeden
dalsi regresor
b) vybereme nejlepsi z téchto p — k modeli a oznaéime jej M, ;. Za nejlepsi
model je zde povazovan ten s nejmensim RSS nebo ekvivalentné s nejvétsim
RZ.

3. Vybereme nejlepsi model z M, ...,M, na zakladé cross-validované chyby

piedpovédi, C, (AIC), BIC nebo upraveného R?.

Na rozdil od best subset selection, ktera zahrnovala 2P modelt, forward stepwise
selection zahrnuje jeden nulovy s p — k modely v k-té iteraci pro k =0, ...,p — 1. To
¢ini dohromady 1 + Zi;(l) p—k)=1+p(+1)/2 modeli. A vtom je podstatny
rozdil — pro p = 25, best subset selection vyzaduje vytvoreni 33 554 432 modelq,

zatimco forward stepwise vyZaduje pouhych 326 modeli. (pozn.: i kdyz forward

stepwise selection uvazuje

p—(p2+1) + 1 modeldi, provadi tzv. guided search ptes prostor

modeli a tedy uvaZovany efektivni prostor modeli obsahuje podstatné vice nez

@ + 1 modelu.

V algoritmu v kroku 2b) musime vybrat nejlepsi model z p — k modeld, které rozsiri
M, o jeden dalsi regresor. Vybér miizeme jednoduse provést na zakladé nejmensiho
RSS nebo nejvétsiho R?. Vkroku 3 ale musime nalézt nejlepsi model z mnoziny

vevs

zakladé kterych volime nejlepsi model budou popsané dale.

Vypocetni vyhody forward stepwise selection oproti best subset selection jsou jasné.
Ackoliv si forward stepwise selection vede v praxi velmi dobre, neni garantovano
nalezeni nejlepsiho mozného modelu ze vsech 2?7 modeli obsahujicich podmnoziny p
regresori. Pro priklad predpokladejme, Ze pro dany dataset s p = 3 regresory,
nejlepsi mozny model s jednou proménnou obsahuje X; , a nejlepsi model se dvéma
proménnymi zahrnuje X, a X3;. Pak forward stepwise selection selze pri hledani
nejlepsiho modelu se dvéma proménnymi, jelikoz M; bude obsahovat X; a tedy M,

musi také obsahovat X; s jednou dalsi proménnou.
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Forward stepwise selection miize byt aplikovan i pro velké dimenze, kde je n < p, ale
v tomto pripadé je mozné pouze zkonstruovat podmodely My, ..., M, _;, jelikoz se na
kazdy podmodel pouZije metoda nejmensich ¢tverci a ta nebude davat unikatni

feSeni prop = n.

Backward Stepwise Selection

Stejné jako forward stepwise selection je tato metoda efektivni alternativou k best
subset selection, ale narozdil od forward stepwise selection zacindme s plnym
modelem obsahujicim vSech p regresori a nasledné je itera¢né vyjiman z modelu po
jednom vzdy nejméné uzitecny regresor. Detailné je postup popsan algoritmem [3,

strana 209]:

1. Necht M, znadi plny model, obsahujici vSechny regresory

2. Prok=pp-1,..,1
a) uvazujme vSech k modeld, které obsahuji vSechny krom jednoho regresoru v
M,, z celkovych k — 1 regresorti
b) vybereme nejlepsi z téchto k a oznac¢ime M, _;. Za nejlepsi model je zde
povazovan ten s nejmens$im RSS nebo ekvivalentné s nejvétsim R?

3. Vybereme nejlepsi model z M,,..,M,, na zakladé cross-validované chyby

piedpovédi, C, (AIC), BIC nebo upraveného R?.

Stejné jako forward stepwise selection, tak i backward stepwise selection prohledava
pouze 1+ p(p + 1)/2 modeld a miiZze byt aplikovan v pripadé kdy je p prilis velké pro
pouziti best subset selection. (pozn.: Stejné jako forward stepwise selection, backward
stepwise selection provadi tzv. guided search pres prostor modeli a efektivné uvazuje
podstatné vice nez 1+ p(p + 1)/2 modelt). A taktéZz backward stepwise selection

negarantuje nalezeni nejlepsiho modelu obsahujiciho podmnozinu p regresori.

Pouziti backward stepwise selection vyzaduje, aby byl pocet pozorovani n vétsi nez
pocet proménnych p (aby mohl byt sestaven plny model). Naproti tomu muize byt
forward stepwise selection pouzito i v pripadé, kdy je n <p a je tedy jedinou

pouzitelnou subset metodou v pripadé, ze je p velmi velké.

Hybridnipristupy
Best subset selection, forward stepwise selection a backward stewise selection

pristupy obecné davaji podobné ale ne identické modely. Jako dalsi alternativu je
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mozny pouzit hybridni verze forward a backward stepwise selection, v kterych jsou
proménné postupné pridaviny do modelu analogicky jako pri forward stepwise
selection. Na druhou stranu ale po pridini proménné mtze dojit k vylouceni
proménné, kterd uz nadale model nevylepSuje. Takovy pristup se snazi blizce
napodobnit best subset selection pti zachovani vypocetnich vyhod metod forward a

backward stepwise selection.

Vybér optimalniho modelu

Best subset selection, forward a backward stepwise selection usti ve vytvoreni sady
modelti, kde kazdy z nich obsahuje podmnozinu p regresorti. Abychom tyto metody
mohli pouzit, musime najit zptisob, jakym posoudime, ktery z modelt je nejlepsi. Jak
uz bylo zminéno drive, model obsahujici vSechny regresory bude mit vzdy nejmensi
RSS a nejvétsi R?, jelikoZ jsou tyto statistiky spojeny s trénovaci chybou. Naproti
tomu chceme vybrat model, ktery bude mit nejmensi testovaci chybu. Trénovaci
chyba miize byt velmi $patnym odhadem testovaci chyby, tudiz RSS a R? nejsou
vhodné pro vybér nejlepsiho modelu z mnoziny modeld s riznymi pocty regresord.
Abychom mohli vybrat nejlepsi model s ohledem na testovaci chybu, musime tuto

chybu nejprve odhadnout. K tomu je mozné pouZit jeden z nasledujicich ptistupii:

1. testovaci chybu mutZeme odhadnout nepfimo tim, Ze provedeme upravu
trénovaci chyby vzhledem k Biasu kviili ,,preuréeni modelu®,
2. testovaci chybu miizeme odhadnout pfimo pomoci validace nebo cross-

validace.
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Shrinkage Methods

Metody typu subset selection popsané v predchozi kapitole se snazi najit nejlepsi
model porovnavanim modelti, do kterych zahrnujeme jen nékteré (podmnozinu) ze
vSech moznych vysvétlujicich proménnych (v pripadé p>n je to pfimo nutnost) .
Alternativné miizeme brat v ivahu model obsahujici vSech p regresorii s pouzitim
technik, které regularizuji nebo ekvivalentné zmensuji odhady parametrii smérem
k nule. Nemusi byt hned ocividné, proc¢ by tato regularizace mela model vylepsit, ale
pozdéji se ukaze, Ze zmensovani odhadii parametri mtze velmi vyznamné snizit
jejich rozptyl. Dvé nejznaméjsi metody pro zmensovani regresnich koeficientli jsou

hrebenova regrese (ridgeregression) a lasso regrese.

Hrebenova regrese
Pripometime, Ze pouZitim metody nejmenSich ¢tverch ziskdme odhady By, By, ..., B,

minimalizaci vyrazu
RSS= > (3= Bo— 3, Bixis)’ (@
1 Vi ,30 j=1.3]xl] . 1
L:

Hrebenova regrese je metodé nejmenSich ¢tverci velmi podobna az na to, Ze
koeficienty jsou odhadovany pomoci minimalizace jiného vyrazu. Konkrétné

koeficienty hiebenové regrese jsou odhady ¥, které minimalizuji

Z;(yi —Bo— 274 ﬁ,-xi,-)z +AXF_ B} = RSS + AX)_, B, (2)

kde 1 = 0 je tzv. penalizac¢ni parametr. Tento parametr se voli zvlast.Stejné tak jako u
metody nejmensich c¢tvercli, hfebenova regrese hleda takové odhady koeficientd,

7 12 ’ s o ’ v V.. . 4 /2 , 14 2
které nejlépe odpovidaji datiim, tim Ze zmensSuje RSS. Nicméné druhy vyraz 1Y/, f;
se nazyva penalizace a je maly v pripadé, Ze jsou koeficienty S, By, ..., B, blizké nule a

413

tudiz ma efekt ,zmensovani“ odhadt f; smérem k nule. Penaliza¢ni parametrA slouzi
ke kontrole relativniho dopadu téchto dvou vyrazi na odhady regresnich koeficient.
V pripadé, Zze 4 = 0 nema penalizac¢ni ¢len zadny efekt a z hfebenové regrese ziskdme
stejné odhady jako metodou nejmensich c¢tverci. Jakmile jde A — «, dopad
penalizacniho ¢lenu roste a odhady parametrii hiebenové regrese se blizi nule.

Narozdil od metody nejmensich ¢étvercti, kterou ziskdme jedinou kombinaci odhadt
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koeficientli, nAm hiebenova regrese dava rtizné odhady parametr pro rizné hodnoty

A. Spravna volba hodnoty A je velmi dulezita.

PovSimnéme si, Ze penalizace je aplikovana na koeficienty f,...,5,, ale ne na
absolutni ¢len B,. Je to déno tim, Ze chceme zmensit odhadovanou spojitost
vysvétlujicich proménnych k vysvétlované proménné, ale nechceme zmensit absolutni
¢len, ktery je stfedni hodnotou v pfipadé, Ze x;; = x;; = --* = x;;, = 0. Pokud vezmeme
vavahu, ze vysvétlujici proménné (sloupce matice X) budou mit pred aplikaci
hiebenové regrese nulovou stiredni hodnotu, pak odhadnuty absolutni ¢len bude ve

tvaru f, = ¥ = X, 2L.[3, strana 214-215]
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Lasso regrese

Hrebenova regrese ma jednu ocividnou nevyhodu. Narozdil od best subset, forward
stepwise a backward stepwise selection, které obecné maji za vysledek modely
obsahujici pouze podmnozinu vysvétlujich proménnych, hrebenova regrese zahrne do
vysledného modelu vSech p regresorii. Penaliza¢ni clen A}, ,8]-2 zmensuje vSechny
koeficienty smérem k nule, ale Zddny z nich nakonec nule roven nebude (koeficienty
by byly rovny nule v piipadé, Ze A = o ). Tento problém se netyka piesnosti odhadi,
nicméné pokud je pocéet proménnych p velky, miize se stat vysledny model velmi
Spatné interpretovatelnym. Zvysovanim hodnoty parametru A dojde ke zmensSovani

velikosti jednotlivych koeficientd, ale nedojde k vyrazeni zadného z nich.

Lasso [8., 9.] je relativné nova alternativa ke hirebenové regresi, ktera tuto nevyhodu

prekonava. Koeficienty lasso regrese minimalizuji vyraz
n
2
Z. (J’i —Bo — 25-):1 ,Bjxij) + )\Z}jzllﬁjl = RSS + Azfﬂlﬁj | (3)
i=1

Pokud porovname predpisy lasso regrese a hiebenové regrese, zjistime, Ze obé
metody maji velmi podobny zapis. Jedinym rozdilem je, Zze penaliza¢ni ¢len ﬂjz u
hiebenové regrese je v lasso regresi nahrazen jinym penalizaénim ¢lenem | ﬂj|. Ve
statistické hantyrce pouziva lasso penalizaci #; namisto ¢,. Norma ¢; vektoru

koeficientt B je dano jako ||B]l; = Z|ﬁj I

Stejné jako pouziti hfebenové regrese, i lasso regrese zmensuje odhady koeficientti
smeérem Kk nule. Nicméné v pripadé lasso regrese, ma penalizace ¢; za néasledek
zmenseni nékterych koeficientii na hodnotu rovnu nule - za predpokladu dostate¢né
velkého parametru A. Pouzitim lasso regrese se tedy stejné jako u subset selection
provede vybér proménnych. Vysledny model je pak mnohem lépe interpretovatelny
nez je tomu u hiebenové regrese. Rikdme, Ze vysledkem lasso regrese jsou tzv.
»Sparse“ modely — tedy modely, které obsahuji pouze podmnozinu vsech regresori. I
v lasso regresi je velmi diilezité vhodné zvolit hodnotu parametru A, nejcast€ji se pro
volbu tohoto parametru pouziva cross-validace, ale nékdy hledame takovou hodnotu,

abychom ziskali stanoveny pocet nenulovych koeficientt.
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Odhady koeficientti lasso a hiebenové regrese jsou reSenim

mpl;n { ?=1(:Vi —Bo — Z}o=1 ﬂjxij)z}za podminky2f=1|ﬁj| <s (4)

min n 2 1
. { (i = Bo — XF_y Bixyy) }za podminky¥’'_, g7 < s. (5)

Jinymi slovy pro kazdou hodnotu A existuje takovés, pro které zrovnic (3) a (4)
ziskame stejné odhady parametrii lasso regrese. Podobné pak pro kazdou hodnotu 1
existuje s, pro které z rovnic (2) a (5) ziskdme stejné odhady parametrt hiebenové
regrese. V pripadé, kdyp = 2, je potom z rovnice (4) patrné, ze odhady koefientti lasso
regrese budou mit nejmensi RSS ze vSech bodi, které lezi uvniti ¢tyrthelniku
definovaném |B;| + |B;| < s. Podobné pak odhady htebenové regrese budou mit

nejmensi RSS ze vSech bodi, leZicich uvnitf kruhu definovaného 52 + p2 < s.

BZ A BZ A

Y
Y

B B1

Obrazek ¢. 6 - [3, strana 222]

O rovnici (4) mizeme uvazovat nasledovné — kdyz pouzivame lasso regresi, tak se
snazime najit mnozinu odhadt koeficientti, které maji ve vysledku nejmensi RSS, za
podminky, Ze existuje budget s, na kterém zalezi, jak velké Z;’:1| ,6’j| muze byt. Pokud
je s opravdu velké, potom neni budget prili§ omezujici a tedy i odhady parametria

mohou byt velmi velké. Jestlize je s dostatecné velké, aby budget pokryl odhady
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metodou nejmensich c¢tvercli, dostaneme z rovnice (4) presné tyto odhady. Naproti
tomu pokud je s malé, potom Zf:1| ﬁj| musi byt malé, aby neporusilo budget. Stejné
tak rovnice (5) ukazuje, ze pouzitim hrebenové regrese opét hledame takovou
mnozinu odhadl koeficienti, pro které bude RSS co nejmensi, za podminky, ze

Y¥_, B} neptekrodi budget s.

Rovnice (4) a (5) odhaluji tizkou spojitost mezi lasso regresi, hfebenovou regresi a

best subset selection. Uvazujme néasledujici
[ 2 : [13
"Z,n { " (yi—Bo - Zf.’zl ﬁjxl-j) },,subJect to le I(Bj #0) <s. (6)

Zde je Zf.’zl I ([)’]- # 0) indika¢éni proménnou — nabyvé hodnoty 1 pro B; # Oa o jinak.
Potom rovnici (6) najdeme mnozinu odhadi koeficienti, které budou mit nejmensi
RSS za podminky, Ze nejvySe s koeficientii miize byt nenulovych, coz je velmi
podobné best subset selection. Nanestésti je fteSeni rovnice (6) vypocetné

neproveditelné v pripadé, kdy je s velké, jelikoz je nutné uvazovat vSech (’;) modeld,

obsahujici s prediktori. Tedy lasso regresi a hiebenovou regresi miizeme
interpretovat jako vypocetné proveditelné alternativy k best subset selection, které
nahrazuji nereSitelny tvar budgetu jako v rovnici (6) jinymi, které jsou jiz snadnéji
reSitelné. Lasso ma samoziejmé blizsi spojitost k best subset selection, jelikoz pouze

lasso provadi ,feature selection® pro dostatecné malé s v rovnici (4).

Vybér proménnych pomoci lasso regrese

Cimto, Ze lasso narozdil od hfebenové regrese ma za ve vysledku odhady koeficienti,
které jsou rovny nule? Rovnice (4) a (5) to pomohou osvétlit — obrazek (6) tuto situaci
nazorné ilustruje. Reseni metodou nejmensich ¢tvercii je oznadeno £, modry
¢tyruhelnik a kruh pak predstavuje podminky pro lasso a hrebenovou regresi
vrovnicich (4) a (5). Pro dostatecné velké s budou modré oblasti podminek
obsahovat £ a odhady koeficientti lasso i hiebenova regrese budou rovny odhadim
metodou nejmensich ¢tverct (takova hodnota s odpovida A = 0 vrovnicich (1) a (3).
Nicméné na obrazku (6) lezi odhady metodou nejmensich c¢tverci mimo modré

oblasti a tedy nejsou stejné jako odhady lasso a hfebenové regrese.

Elipsy, které maji stied v § reprezentuji oblasti konstantntho RSS. Jinymi slovy,

vSechny body na dané elipse maji stejnou hodnotu RSS. Cim vice se elipsy vzdaluji od
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odhadt koeficienti metodou nejmensich ¢tvercti, tim vétsi je pak RSS. Rovnice (4) a
(5) ukazuji, ze odhady koeficienti lasso a hiebenové regrese jsou dany prvnim
bodem, ve kterém se protne elipsa s oblastni podminky. JelikoZz ma hrebenova
regrese podminku danou kruhovou oblasti, nebude obvykle tento priisecik lezet na
ose, a tedy odhady koeficientii budou vyhradné nenulové.Podminka lasso regrese ma
tvar ¢tyrihelniku a kazdy roh na jedné z os, tudiz elipsa ¢asto protne oblast podminky
pravé zde. Vtakovém pripadé bude jeden z koeficienti roven nule. Ve vysSich
dimenzich modelu miize byt takovych koeficientii, které jsou rovny nule, mnohem

vice. Na obrazku (6) je prisecik v g; = 0 a tedy vysledny model pak obsahuje pouze
B2

Na obrazku (6) uvazujeme jednoduchy ptipad, kdy p = 2. Pokud je p = 3, potom se
oblast podminky pro hrebenovou regresi stane kouli a pro lasso regresi
mnohosténem. Pro p > 3 se pak z koule stane hyperkoule a z mnohosténu ,nadstén®
(mnohostén ve vicerozmérném prostoru). Nicméné klicové myslenky z obrazku (6)
stale plati a lasso regrese vede k feature selection pro p > 2 z dtivodii onéch ostrych

roht mnohosténu a ,,polytope“ (do cestiny se nékdy preklada jako nadstén).

Jednoduchy specialni piiklad pro hirebenovou a lasso regresi

Abychom ziskali lepsi predstavu o chovani hifebenové a lasso regrese uvazujme
jednoduchy pripad, kdy n =p a X je diagonalni matice s hodnotami 1 na hlavni
diagonale a 0 mimo hlavni diagonalu. Pro dalsi zjeduseni predpokladejme, Ze regrese
je bez priniku. Za téchto predpokladi se feSeni metodou nejmensich c¢tverci

zjednodusSuje na nalezeni f, ..., B,, které minimalizuji

>0 -8)" ?)
V takovém pripadé je pak reseni dano jako
b=y
Hiebenovou regresi pak hledame takové g, ..., B, které minimalizuji

5y = B) +AE, B, ®)

a lasso regresi pak koeficienty minimalizujici
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505 ~8) AT ©)
Pro tento ptipad pak majiodhady hiebenové regrese tvar
BF = v/ + ), (10)
a odhady lasso regrese jsou ve tvaru
Y, — /2 proy; > /2

EJZ ={y +1/2 proy; < —21/2,
0 pro |y]| <A1/2

Hrebenova regrese a lasso regrese provadi dva velmi odlisSné typy zmensovani
regresnich koeficienti. V hiebenové regresi je kazdy koeficient zmensovan ve stejném
pomeéru. Naproti tomu lasso zmensuje koeficienty smérem k nule v konstantni mire
A/2. Koeficienty mensi nez 1/2 jsou pak zcela snizeny na hodnotu rovnou nule. Tento
typ ,shrinkage®, které lasso provadi je znam jako ,soft-thresholding“. Fakt, ze jsou
nékteré odhady koeficientti lasso regrese rovny nule, odpovida na otazku pro¢ pouziti

lasso regrese patii do metod vybéru regresori.

V pripadé obecnéjsi datové matice X je pak celd situace jesté o néco komplikovanéjsi,
nicméné hlavni myslenka zde stale plati. Hrebenova regrese snizuje koeficienty ve
stejném pomeéru, zatimco lasso snizuje koeficienty smérem k nule a koeficienty s

dostatecné malouhodnotou jsou pak pfimo rovny nule.

Vybér penaliza¢niho parametru

Stejné jako je tfeba u subset selection zvolit vhodnou metodu vybéru nejlepsiho
modelu, tak pro implementaci hiebenové a lasso regrese musime zvolit metodu pro
vybér optimalni hodnoty penaliza¢niho parametru Ado rovnic (1) a (3), respektive
hodnotu s pro rovnice (4) a (5). Cross-validace ndm tento problém pomiize velmi
snadno vyteSit. Zvolime si mnozstvi hodnot 1 a vypocitaime pro né cross-valida¢ni
chybu. Nasledné pak volime takovou hodnotu parametru A, pro kterou je cross-
valida¢ni chyba nejmensi. Nakonec vezmeme vSechna dostupné pozorovani, zvolenou

hodnotu parametru A a sestavime vysledny model. [3, strana 219-228]
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Prakticka cast

V nésledujicich odstavcich budou feature selection metody popsané v predeslych
kapitolach aplikovany na poskytnuta data, vysledky porovnany mezi sebou a nakonec
popsany vyhody a nevyhody jednotlivych pristupt. Taktéz zde budou popsany balicky

(packages) z R obsahujici pouzité metody véetné syntaxe a popisu parametri.

Data
Soubor pozorovani, na ktery byly metody pro vybér proménnych aplikovany,
predstavuje anonymizované idaje o pacientech s bliZze nespecifikovanym nadorovym

onemocnénim, které jsou slozZeny z né€kolika casti:

1) vysledek zpracovani udaji z mikrocipt (sloupce APn/APnCN -
amplifikované tiseky DNA, a DPn/DPnCN - deletované tiseky DNA),

2) klinické udaje: vék (age), velikost nadoru (pT), postiZzeni uzlin (pN),

stadium onemocnéni (stage), grading (G),

3) udaje o délce bezptiznakového obdobi, tzv. desease-free survival (DFS)

v meésicich (DFSm), prislusné cenzorovani (DFSevent), ,
4) udaj col25 souvisejici s typem 1écby.

Zakladni dlohou je v datech nalézt faktory, které ovlivituji DFS prezivani, a to jednak

se stanovenou hranici 24 mésici a poté celkove.

Vzhledem k povaze dat byla pro aplikaci a porovnani jednotlivych metod zvolena
logisticka regrese a Coxova regrese. Prestoze Coxova regrese vyuziva vice informaci
(Cas misto prosté 0/1 proménné), je vhodné predstavit i logisticky regresni model,
jenz umoznuje pouziti funkce regsubsets () zbalicku leaps pro metodu vybéru
faktori best subsets. Funkci regsubsets () nelze na Coxiv regresni model

aplikovat.
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Balicek LEAPS

Funkce regsubsets()
Funkci pouzijeme pro vybér modelu pomoci metod exhaustive search (bestsubset

selection), forward/backward stepwise nebo sequential replacement (hybridni

pristup).
Syntaxe:
regsubset(x = , data = , nbest = 1, nvmax = 8, force.in =
NULL, force.out = NULL, method = c¢("exhaustive", "backward",

"forward", "seqrep"), really.big = FALSE)

Parametry:

x dizajnova matice nebo predpis modelu

data data frame obsahujici pozorovani

v vektor vysvétlované proménné

nbest pocet nejlepsich podmnozin modelu kazdé velikosti

nvmax maximalni velikost zkoumanych podmnozin

force.in indexy sloupcii dizajnové matice, které maji byt vzdy v modelu

force.out indexy sloupcti dizajnové matice, které nemaji byt v zadném
modelu

method metoda hledani nejlepsich podmnozin (,,exhaustive®, ,forward,
~backward®, ,seqrep®)

really.big musi byt nastaveno na TRUE v pripadé velkého poctu

promeénnych
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Balicek STATS

Funkce step()

Vybér modelu pouzitim stepwise algoritmu na zakladé AIC, resp. BIC (viz parametr
k).

Syntaxe:

step (object, scope, direction = c ("both", "backward",
"forward"), trace = 1, steps = 1000, k = 2)

Parametry:

object objekt, predstavujici model; vychozi model v algoritmu

scope definuje rozsah zkoumanych modeld, jde o pfedpis modelu nebo
1ist obsahujici komponenty upper a lower

direction typ algoritmu — backward, forward, both. Pokud neni
uvedeno, pouzije se backward

trace pokud je kladné, pak se v kazdém kroku vypisuji informace

steps maximalni pocet kroki, defaultni hodnota je 1000

k nasobek poctu stupni volnosti pro penalizaci, pro k=2

dostavame AIC, pro log(n) zase BIC.
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Balicek SURVIVAL

Funkce coxph()

Funkce pro odhad Coxova regresniho modelu proporcionalnich rizik.
Syntaxe:

coxph (formula, data, ...)

Parametry:

formula objekt ve tvaru predpisu modelu, s vysvétlovanou proménnou
nalevo od operatoru ~ a vysvétlujicimi proménnymi napravo.
Vysvétlovana proménna musi byt ve tvaru survival objektu,
vytvoreného pomoci funkce Surv ()

data data frame s pozorovanimi

Funkce Surv()
Funkce vytvori survival objekt, ktery 1ze pak pouzit jako vysvétlovanou proménnou ve

funkci coxph
Syntaxe:

Surv (time, event, ...)

Parametry:

time pro data zprava cenzorovana jde o dobu sledovani, pro
intervalova data je to pak pocatek casového intervalu

event indikator statusu, obvykle 0 = preziti, 1 = udalost, napr. smrt
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Balicek PENALIZED

penalized()
Funkce na data pouZije zobecnény linearni model s L1 (lasso a fused lasso) a/nebo L2

(ridge) penalizaci

Syntaxe:
penalized(response, penalized, unpenalized, lambdal = 0,
lambda2 = 0, model = c("cox", "logistic", "linear", "poisson")

, Steps = 1, trace = TRUE, standardize = FALSE...)

Parametry:

response vysvétlovana promeénna, ¢iselny vektor pro linearni regresi, Surv
objekt pro Coxovu regresi, vektor nul a jednicek pro logistickou
regresi

penalized penalizované proménné

unpenalized nepenalizované proménné

lambda penalizaéni parametr pro L1 a L2 penalizaci

steps pocet kroki

trace pokud je TRUE vypisuje informace v kazdém kroku

standardize pred aplikovanim penalizace provede standardizaci proménnych
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Logisticka regrese (LR)

Logisticky regresni model je vhodné pouzit pro modelovani DFS udalosti, ktera
nastane do 24 meésici od diagnézy onemocnéni. Jedna se tedy o dichotomickou
proménnou. Pro tyto ucely je zapotiebi ze zakladniho souboru se 133 pozorovanimi
vyloudit ta, u nichz je délka sledovani kratsi nez 24 mésicti a zaroven u nich nedoslo
k DFS udalosti, tj. relapsu onemocnéni nebo umrti z libovolné priciny. Celkové je pro
logistickou regresi k dispozici 123 pozorovani, z nichz 102 pacientii bylo bez DFS

udalosti a 21 pacienti mélo relaps onemocnéni nebo zemielo.

V pripadé nékolika metod vybéru prvkia (bestsubsets, forward, backward, stepwise,
lasso) bude zapotrebi vylouéit i nekompletni pozorovani vzhledem k vybrané

podmnoziné faktort, takze se pocty subjekti mohou v jednotlivych analyzach lisit.

Naivni pristup

V pripadé naivniho pristupu kvybéru proménnych do statistického modelu
posuzujeme kazdou vysvétlujici proménnou zvlast — zkoumame jeji vliv na
vysvétlovanou proménnou a model je ve tvaru y~ x . VR pouzijeme funkci glm ()
zbalicku glm, kterA na data aplikuje zobecnény linedrni model. Ve funkci

nastavujeme parametr family na ,binomial®™.

Naivnim ptistupem vybéru prvki, kdy do vysledného modelu zahrneme ty faktory,
které maji v univariatnich modelech p-hodnotu Waldova testu mensi nez 0,1 (10%-ni

hladina vyznamnosti), ziskame nasledujici vysledky:
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call:
gIm(formula = as.formula(paste0("DFSevent~", paste(prom, collapse = "+"))),
family = binomial, data = full.LR)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.76472 -0.39011 -0.17612 -0.04887 2.71366

Coefficients:

Estimate std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) -7.1849 2.1290 -3.375 0.000739 #%*
AP7 1.0786 1.1659 0.925 0.354932
AP19 0.6189 0.9135 0.677 0.498094
AP21 1.9984 0.9278 2.154 0.031244 *
AP23 1.0232 0.8757 1.168 0.242623
DP4 1.6625 0.7977 2.084 0.037161 *
DP9 0.7798 0. 8084 0.965 0.334772
DP44 1.4561 0.7533 1.933 0.053244 .
DP59 0.4829 0.8590 0.562 0.574006
DP60 1.2040 0. 8853 1.360 0.173831
DP61 -1.1281 0.8193 -1.377 0.168551
DP64 0.6470 1.0975 0.589 0.555531
DP65 0.4059 1.1332 0.358 0.720230
DP84 1.6073 0. 8404 1.913 0.055806 .
pT 0.8357 0.8403 0.994 0.320011
PN 1.4327 0.7962 1.799 0.071963
stage -0.9065 1.4126 -0.642 0.521041
signif. codes: 0 *“*%%’ 0,001 ‘*%' 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 * ' 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 104.855 on 119 degrees of freedom
Residual deviance: 58.716 on 103 degrees of freedom
(3 observations deleted due to missingness)
AIC: 92.716

Number of Fisher Scoring iterations: 7

Obrazek ¢. 7

Do vysledného modelu jsmevybrali 16 proménnych z celkového poctu 121. Je vidét, ze
vétSina faktor zahrnutych v modelu neni statisticky vyznamna. Jako vyznamné
negativni faktory DFS do 24 mésicli(na 5%-ni hladiné vyznamnosti) se jevi pouze
genomické parametry DP4: OR=5.3, 95%CI= (1.1, 25.18) a AP21: OR = 7.4, 95% CI =
(1.2, 45.46). Jako trend miZeme oznacit negativni vliv dalSich genomickych
proménnych DP44, DP84 a postiZzeni uzlin pN. Je zajimavé, Ze stadium onemocnéni

se v tomto pripadé neprojevuje jako vyznamny faktor.
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Stepwise selection

Pomoci funkce step () aplikujeme na data metody stepwise selection. Pokud pro
stepwise selection vnasem pripadé pouzijeme vSechny vysvétlujici proménné
(genomické proménné AP a DP, klinické — age, stage, G, pT, pN a udaj souvisejici s
typem 1écby col2s), tak vLR algoritmus bohuzel zhavaruje (nedokonverguje).
Re$enim by pak mohlo byt proménné rozdélit na podskupiny a analyzovat je
samostatné. Podobny postup mize byt také vylouéeni pouze podskupiny

genomickych proménnych (deleci nebo amplifikaci).

Pokud vylou¢ime proménné AP, které predstavuji amplifikace, algoritmus opét
nekonverguje. Algoritmus konverguje pouze pokud vylou¢ime proménné DP
predstavujici delece (datovy soubor bez chybéjicich hodnot zahrnuje 120 pozorovani

35 proménnych). Vystup funkce summary () pro vysledny model
DFSevent ~ AP7 + AP21 + AP23 + stage

pri pouziti stepwise pristupu (parametr direction funkce step () nastaven na

hodnotu ,, both") je:

call:
gIm(formula = DFSevent ~ AP21 + stage + AP23 + AP7, family = binomial,
data = na.omit(full.LrR[, c(prom, "DFSevent")]))

Deviance Residuals:
Min 1@ Median 3Q Max
-1.0931 -0.6048 -0.3638 -0.2114 2.7613

coefficients:
Estimate Sstd. Error z value Pr(>lzl)

(Intercept) -4.8979 1.2313 -3.978 6.96e-05 #¥¥

AP21 1.0759 0.5910 1.820 0.0687 .

stage 1.1080 0.5214 2.125 0.0336 *

AP23 1.4045 0.6662 2.108 0.0350 *

AP7 1.3939 0.7458 1.869 0.0616 .

signif. codes: 0 ‘¥%*%’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 “ * 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 104.855 on 119 degrees of freedom
Residual deviance: 82.041 on 115 degrees of freedom
AIC: 92.041

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Obrazek ¢. 8

V modelus hodnotou AIC 92,041 jsou vSechny proménné vyznamné alespon na 10%-
ni hladiné, pricemz vSechny ovliviiuji DFS prezivani negativné, tj. Zvysuji Sanci na

DFS event do 24 mésicii:
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Proménna OR 95%CI p-value
AP7 4.03 (-0.068, 2.86) 0,069
AP21 2.93 (-0.082, 2.23) 0,034
AP23 4.07 (0.099, 2.71) 0,035
stage 3.03 (0.086, 2.13) 0,062

Mezi proménné vyznamné na 5%-ni hladiné se jiz nyni dostalo stddium onemocnéni,
které vkladdme do modelu jako adjustacni faktor, tj. jako numerickou proménnou
(OR se vztahuje k jednotkové zméné). V nasem pripadeé tedy, jestlize se dva pacienti
budou lisit ve stadiu o jednotku, bude mit pacient s vyssim stadiem priblizné 3x vyssi

riziko relapsu onemocnéni nebo timrti nez pacient se stddiem o jednotku nizsim.

Opét je zajimavé, Ze z dalsich laboratornich ani klinickych parametrt se zadny do

vysledného modelu nedostal, ale figuruji v ném 3 genomické parametry.
Pouzitim forward pristupu ziskdme totozny model jako pro stepwise pristup.

Backward stepwise selectiondokonc¢i vybér proménnych (navic velice rychle) a do
vysledného modelu zahrne 11 proménnych, mezi nimiz nechybi ani velikost tumoru
(pT), postizeni uzlin (pN) a klinicky parametr souvisejici s typem 1é¢by (col25B).
Tyto klinické proménné jsou vSak v modelu nevyznamné (na 5%). Stadium
onemocnéni se tentokrat do modelu ani nedostalo. Proménné vyznamné alespon na

10%-ni hladiné spolehlivosti jsou uvedeny v tabulce.

Proménna OR 95%CI p-value
AP7 40.36 (0.93, 6.47) 0.0089
APS 0.087 (-5.31, 0.43) 0.095
AP19 87.92 (0.96, 7.99) 0.013
AP20 0.063 (-5.45, -0.07) 0.044
AP21 3.66 (-0.03, 2.63) 0.056
AP23 5.41 (0.18, 3.20) 0.028
pN 2.15 (-0.09, 1.63) 0.082
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call:

gIm(formula = DFSevent ~ AP3 + AP7 + AP8 + AP9 + AP19 + AP20 +
AP21 + AP23 + pT + pN + col25, family = binomial, data = na.omit(full.LR[,
c(prom, "DFSevent”)]))

Deviance Residuals:
Min 1Q@ Median 3Q Max
-1.4588 -0.5105 -0.2222 -0.0540 2.9612

coefficients:
Estimate std. Error z value Pr(>|z])

(Intercept) -5.0545 1.4030 -3.603 0.000315 #¥¥*
AP3 -1.1669 0.7825 -1.491 0.135875

AP7 3.6979 1.4127 2.618 0.008855 **
AP8 -2.4420 1.4617 -1.671 0.094800 .
AP9 -1.4428 0.9337 -1.545 0.12229%4
AP19 4.4764 1.7925 2.497 0.012516 *
AP20 =2.7593 1.3708 -2.013 0.044126 *
AP21 1.2964 0.6789 1.909 0.056200 .
AP23 1.6891 0.7692 2.196 0.028093 *
pT 0.6827 0.4809 1.420 0.155695

pN 0.7673 0.4416 1.738 0.082272 .
col25B -16.7125 2000.7210 -0.008 0.993335
Ssignif. codes: 0 **%**' 0,001 “**’ 0.01 ‘%’ 0.05 *.” 0.1 * " 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 104.85 on 119 degrees of freedom
Residual deviance: 67.95 on 108 degrees of freedom
AIC: 91.95

Number of Fisher Scoring iterations: 17

Obrazek ¢. 9
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Regsubsets

Funkce regsubsets ()zbalicku leapskromé Kklasického bestsubset pristupu
(parametr method=“exhaustive™) umoznuje 1 doprednou (parametr
method="forward"), zpétnou selekci (parametr method="backward") ¢i stepwise

(parametr method="seqrep™).

V nasem pripadé ovSem nemiizeme pouzit hodnotu parametru

method=“exhaustive", tedy best subset selection, nebot ta je pro velky pocet
proménnych (p>40) na obyfejném poéita¢i v rozumném ¢ase nevypocitatelna (pro
p>40 algoritmus prohledavd 2* =1099511627 776 model). P¥i pouziti metody

exhaustive vSak miizeme omezit maximalni velikost prohledavanych podmnozin
proménnych nastavenim hodnoty parametru nvmax na néjaké ,rozumné” cislo. Na
poskytnutych datech se 150 proménnymi jsem zkousel rizné nastaveni parametru

nvmax a sledoval rozdily v ¢asech:
nvmax=1 — 0.17 S
nvmax=2 —0.26 s
nvmax=3 —5.118
nvmax=4 —104.91S
nvmax=5-—1257.31S

Jak je vidét ¢as pottebny k nalezeni modelu pomoci best subset selection velmi rychle
stoupa. Pro nvmax=10 algoritmus béZel cca 16 hodin (!) a stéle jesté nenasel nejlepsi

model pro 10 proménnych.

Ztéchto duvodid jsem pouzil ve funkci regsubsets() metody forward,
backward a seqgrep. Vyhodou funkce regsubsets() je moznost hledat
podmnozinu faktorti nejen na zakladé BIC kritéria (jako step () pro k=1og (n)), ale
i jinych mér vhodnosti modelu. Pro porovnani s metodami postupného vybéru jsem
zkoumal vystupy pro dvé sady proménnych, které se lisi jen typem vynechanych
genomickych proménnych — vjednom pripadé vynechavadm vSechny AP proménné,
ve druhém vsechny DP proménné. Vysledky pro miry BIC a Cp jsou prehledné

znazornény na obrézcich 10 — 21.
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Forward, bez AP proménnych, dle BIC
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h, dle Mallowsova Cp
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Backward, bez AP proménnych, dle BIC
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Backward, bez AP proménnych, dle Mallowsova Cp
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Seqrep, bez AP proménnych, dle BIC
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Seqrep, bez AP proménnych, dle Mallowsova Cp
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Forward, bez DP proménnych, dle BIC
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Forward, bez DP proménnych, dle Mallowsova Cp
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Backward, bez DP proménnych, dle BIC
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Backward, bez DP proménnych, dle Mallowsovo Cp
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Seqrep, bez DP proménnych, dle BIC
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h, dle Mallowsovo Cp
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Lasso regrese

Pfi pouziti naivniho pfistupu jsme proménné do vysledného modelu vybirali na
zakladé vysledkii univariatnich modeld (které nezohlednuji vliv ostatnich
proménnych) a na zakladé vlastniho uvazeni (10%-ni hladina vyznamnosti). U
forward, backward a stepwise selekce jsme nemohli pouzit kompletni sadu
vysvétlujicich proménnych a teprve po vyloudeni vSech tusekl s delecemi (DP
proménné) byly algoritmy schopny poskytnout néjaké vysledky. Nad€ji pro vybér
z kompletni sady vysvétlujicich proménnych jsou proto penaliza¢ni metody, zejména
lasso regrese. V ni pro rtiznou volbu penaliza¢niho faktoru ziskdme rtizny pocet
nenulovych koeficienti (na rozdil od hrebenové regrese, kde se zZadné koeficienty
nevynuluji), které reprezentuji faktory, jez by se meély do vysledného modelu
zahrnout. Cim bude vy$$i hodnota penalizaéniho faktoru, tim mensi pocet
nenulovych parametri obdrzime. VyuZijeme funkci penalized() ze
stejnojmenného balicku softwaru R, na jejiz vysledek nésledné aplikujeme funkci
plotpath, kterd vysledek (hodnoty koeficientii) pro rizné volby penaliza¢niho
faktoru lambda (parametr 1ambda1l) vykresli do grafu.

coefficient
Q
1
\

lambda1

Obrazek ¢. 22
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Pomoci tohoto grafu lze urc¢it hodnotu lambda, kterou pak pouzijeme pro penalizaci

proménnych.

Jak jiz bylo uvedeno, pro rtizné hodnoty lambda dostidvame jiny pocet nenulovych

koeficientti (pozn.: do poctu je zahrnut i intercept), napt. pro:
lambda = 5:

16 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, DP4, DP9, DP44, DP53, DP59,
DP60, DP64, DP70, DP84, pT, pN, stage

lambda = 6:

15 nenulovych koeficientii — AP7, AP21, AP23, DP4, DP9, DP44, DP53, DP59,
DP60, DP64, DP70, DP84, pN, stage

lambda = 7:

11 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, DP4, DP9, DP44, DP60, DP64,
DP84, stage

lambda = 8:

7 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, DP4, DP44, stage
lambda = 9:

7 nenulovych koeficientii — APy, AP21, AP23, DP4, DP44, stage
lambda = 10:

4 nenulové koeficienty — AP7, AP21, AP23
Vysledky finalniho modelu

DFSevent ~ AP7 + AP21 + AP23 + DP4 + DP9 + DP44 + DP60 + DP64 + DP84 +

stage

zahrnujiciho proménné, jejichz koeficienty byly nenulové pro volbu lambda = 7, tj.
genomické proménné APy, AP21, AP23, DP4, DP9, DP44, DP60, DP64, DP84a

stddium onemocnéni shrnuje funkce summary() takto:
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Ve findlnim modelu se opét neobjevuji klinické proménné kromé stadia nemoci, které
je vyznamné dokonce na 1%-ni hladin€ vyznamnosti a DFS ovliviiuje negativné. Tedy
¢im vyssi stadium nemoci pacient mél, tim je vétsi sance, Ze se u néj nemoc znovu
objevi nebo tento ¢lovek zemte. Vmodelu se také objevuji genomické delecni
proménné DP4 (vyznamna na 5%-ni hladin€ vyznamnosti) a DP84 (s vyznamnosti na

10%-ni hladiné vyznamnosti). Obé proménné opét ovliviiuji DFS negativné. Ostatni

call:
gim(formula =

Deviance Residuals:

Median
-0.3095

-0.1461

model.Tr, family = binomial, data

3Q Max
2.4962

Estimate std. Error z value Pr(>lz|)

Min 1Q
-1.9244 -0.5542
coefficients:
(Intercept) -6.7293
AP7 0.6672
AP21 0.7928
AP23 0. 5607
DP4 1.2507
DP9 0.4814
DP44 0.1751
DP60 0.8239
DP64 0.7296
DP84 1.0677
stage 1.4648

Signif. codes:

[eNeoloNoNoNoNoNeNo ol

.3783

8029
6246

. 6872

5730

.6293

5637
5652

. 5967
. 5640
.4903

-4.882 1.05e-06

QWAL SO CO0T, SRRSO, R0 05

0.831 0.40600
1.269 0.20434
0.816 0.41452
2.183 0.02906 *
0.765 0.44426
0.311 0.75612
1.458 0.14494
1.223 0.22144
1.893 0.05834 .
2.987 0.00281 **

coxr)

L2 2

S ¢ P B ¢

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance:

Residual deviance:

AIC: 115.14

131.426

on 132 degrees of freedom
on 122 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Obrazek ¢. 23

proménné zahrnuté do modelu se jevi jako nevyznamné.

Proménna OR 95%CI p-value
DP4 3.49 (0.13,2.37) 0.029
DP84 2.01 (-0.38, 2.17) 0.058
stage 4.33 (0.50, 2.43) 0.003
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Coxtiv regresni model

Pred pouzitim coxova regresniho modelu si musime nejdiive upravit vysvétlovanou
proménnou pomoci funkee Surv (). Tato funkce vytvori z casové (DFSm) a udalostni
(DFSevent) proménné objekt, ktery je pak mozné vyuzit jako vysvétlovanou

proménnou ve funkei coxph ().

Naivni pristup
Stejné jako u naivniho pristupu pro logistickou regresi, tak i pro Coxovu regresi
zkoumame postupné vliv jednotlivych vysvétlujicich proménnych na vysvétlovanou

proménnou a funkei summary () dostdvame néasledujici vysledky:

call:
coxph(formula = as.formula(paste0("surv(DFSm,DFSevent)~", paste(prom,
collapse = "+"))), data = coxr)

n= 130, number of events= 24
(3 observations deleted due to missingness)

coef exp(coef) se(coef) z pr(>lzl)
AP7 0.8853 2.4238 0.6156 1.438 0.150363
AP21 1.0092 2.7434 0.5713 1.766 0.077315 .
AP22 0.3065 1.3586 0.4982 0.615 0.538419
AP23 1.2186 3.3823 0.6109 1.995 0.046087 *
AP28 1.2643 3.5406 0.5646 2.239 0.025143 *
DP4 1.8654 6.4588 0.5401 3.454 0.000553 ¥*¥*
DP9 0.8123 2.2532 0.6222 1.306 0.191722
DP46 0.2513 1.2857 0.5144 0.489 0.625163
DP59 0.3074 1.3599 0.6353 0.484 0.628444
DP60 0.4537 1.5741 0.6638 0.683 0.494301
DP61 -0.3849 0.6805 0.5034 -0.765 0.444552
DP64 0.2304 1.2591 0.5621 0.410 0.681913
DP84 1.2292 3.4183 0.4756 2.584 0.009760 **
pT 0.8117 2.2517 0.3883 2.090 0.036609 *
pN 0.8301 2.2936 0.4443 1.868 0.061702 .
stage -0.8227 0.4392 0.8661 -0.950 0.342143
signif. codes:; 0 w20 001 wwer0o01 RTUQI00: T 0L Y

Obrazek ¢. 24

Ve vysledném modelu se objevuje hned nékolik vyznamnych proménnych, vSechny
ovliviiuji DFS negativné. Nejvyznamnéjsi proménnou je v tomto pripadé genomicka
delec¢ni proménna DP4, ktera je vyznamna na 0,1%-ni hladiné vyznamnosti. Druhou
nejvyznamnéjsi je taktéz deleéni proménna a to DP84 s vyznamnosti na 1%-ni hladiné
vyznamnosti. Vyznamnost na hladin€ 5% maji amplifika¢ni proménné AP23, AP28 a
klinickd proménna pT. Poslednimi vyznamnymi proménnymi ve findlnim modelu, a
to na hladin€ vyznamnosti 10%, jsou proménné AP21 a pN. MiiZeme si vSimnou, Ze
delecni proménna DP61 ovliviiuje DFS pozitivné — tedy pokud se tato delece u
pacienta objevuje, je vyssi Sance, Ze se nemoc znovu neobjevi nebo pacient nezemre,

nicméné je tato proménna nevyznamna. V tomto pripadé je jesté zajimavé, Ze
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stddium nemoci pozitivné ovliviiuje DFS, avSak také se jedna o nevyznamnou

promeénnou.

Jelikoz je vystupem funkce coxph () objekt typu coxph, lze velmi jednoduse ziskat

tabulku s koeficienty a intervaly spolehlivosti pomoci funkce summary () :

exp(coef) exp(-coef) Tower .95 upper .95

AP7 2.4238 0.4126 0.72532 8.100
AP21 2.7434 0.3645 0.89535 8.406
AP22 1.3586 0.7360 0.51176 3.607
AP23 3.3823 0.2957 1.02139 11.201
AP28 3.5406 0.2824 1.17077 10.707
DP4 6.4588 0.1548 2.24075 18.617
DP9 2.2532 0.4438 0.66549 7.629
DP46 1.2857 0.7778 0.46914 3.523
DP59 1.3599 0.7353 0.39153 4.723
DP60 1.5741 0.6353 0.42856 5.782
DP61 0.6805 1.4694 0.25371 1.825
DP64 1.2591 0.7942 0.41839 3.789
DP84 3.4183 0.2925 1.34571 8.683
pT 2.2517 0.4441 1.05183 4.820
pN 2.2936 0.4360 0.96015 5.479
stage 0.4392 2.2767 0.08045 2.398

Concordance= 0.829 (se = 0.06 )

Rsquare= 0.327 (max possible= 0.825 )

Likelihood ratio test= 51.56 on 16 df, p=1.292e-05
wald test = 39.44 on 16 df, p=0.0009404
Score (logrank) test = 53.49 on 16 df, p=6.278e-06

Obrazek ¢. 25

Stepwise selection

Pokud pfti stepwise selekci pro Coxtiv regresni model pouzijeme vSechny proménné
(AP + DP + klinické + col25), pak algoritmus nekonverguje ani pro jednu z metod
forward, backward, both. Po odejmuti genomickych dele¢nich proménnych DP a
udaji o typu lé¢by col2s, algoritmus pro metody backward a forward konverguje.

Vysledné modely jsou zachyceny na obrazcich.
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Vysledek pro metodu zpétného vyhledavani:

call:
coxph(formula = surv(DFSm, DFSevent) ~ AP2 + AP7 + AP13 + AP19 +
AP20 + AP23 + AP28 + stage, data = na.omit(coxr))

coef exp(coef) se(coef) z p
AP2 -0.777 0.460 0.497 -1.56 0.11797
AP7 1.566 4.788 0.526 2.98 0.00292
AP13  0.821 2.272 0.505 1.62 0.10422
AP19  2.579 13.183 0.876 2.94 0.00325
AP20 -2.113 0.121 0.786 -2.69 0.00716
AP23 2.017 7.515 0.537 3.75 0.00017
AP28 1.056 2.874 0.493 2.14 0.03224
stage 1.240 3.455 0.397 3.12 0.00180

Likelihood ratio test=34 on 8 df, p=4.01e-05
n= 104, number of events= 22

Obrazek ¢. 26

a model pro stepwise pristup, ktery se od predchoziho lisi pouze tim, Ze je zde navic
amplifika¢ni proménna AP24:
call:

coxph(formula = Surv(DFSm, DFSevent) ~ AP2 + AP7 + AP13 + AP19 +
AP20 + AP23 + AP28 + stage + AP24, data = na.omit(coxr))

coef exp(coef) se(coef) z p
AP2 -1.0513 0. 3495 0.5506 -1.91 0.05619
AP7 1.4559 4.2885 0.5420 2.69 0.00722
AP13 0.9576 2.6054 0.5136 1.86 0.06224
AP19 2.8417 17.1452 0.8907 3.19 0.00142
AP20 -2.3734 0.0932 0.7812 -3.04 0.00238
AP23 2.0113 7.4730 0.5504 3.65 0.00026
AP28 1.1831 3.2644 0.5046 2.34 0.01904
stage 1.2862 3.6191 0.3964 3.24 0.00118
AP24 0.8084 2.2443 0.5314 1.52 0.12818

Likelihood ratio test=36.3 on 9 df, p=3.56e-05
n= 104, number of events= 22

Obrazek ¢. 27
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Lasso regrese

JelikoZz vSechny ostatni pristupy pro vybér proménnych v Coxové regresi v nasem
pripadé selhaly, nabizi se jako posledni mozZnost lasso regrese, ve které mizeme

pouzit veskeré dostupné proménné.

Nejdrive vyuzijeme funkci penalized (), na jejiz vysledek opét aplikujeme funkeci
plotpath, ktera hodnoty koeficientii pro riizné volby penaliza¢niho faktoru lambda

vykresli do grafu.

coefficient

— DPs5:

10 5 2 1

lambda1

Obrazek ¢. 28

Opét lze zgrafu urcit hodnotu lambda, kterou pak pouzijeme pro naslednou

penalizaci koeficienti.
Pocty nenulovych koeficientli pro riizné hodnoty lambda dopadly nasledovné:

lambda = 5:

22 nenulovych koeficienti — APy, AP16, AP21, AP23, AP28, DP4, DP5, DP7,

DPi9g, DP29, DP30, DP53, DP55, DP59, DP64, DP70, DP83, DP84, pT, pN,
stage, col25
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lambda = 6:

16 nenulovych koeficientii — AP7, AP16, AP21, AP23, AP28, DP4, DP7, DP30,
DP53, DP64, DP70, DP83, DP84, pT, pN, stage

lambda = 7:

12 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, AP28, DP4, DP53, DP64, DP70,
DP84, pT, pN, stage

lambda = 8:

11 nenulovych koeficientii — AP7, AP21, AP23, AP28, DP4, DP53, DP64, DP70,
DP84, pT, stage

lambda = 9:

8 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, DP4, DP64, DP84, pT, stage
lambda = 10:

8 nenulovych koeficienti — AP7, AP21, AP23, DP4, DP64, DP84, pT, stage
Vysledky finalniho modelu

(DFSm, DFSevent) ~ AP7 + AP21 + AP23 + AP28+DP4 + DP53 + DP64 + DP70 +
DP84 + pT + stage

zahrnujiciho proménné, jejichZ koeficienty byly nenulové pro volbu lambda = 8 , t;.
genomické proménné AP7, AP21, AP23, AP28, DP4, DP53, DP64, DP70, DP84,

velikost nadoru a stdidium onemocnéni shrnuje funkce summary () takto:
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call:
coxph(formula = model.1r, data = coxr)

n= 133, number of events= 26

coef exp(coef) se(coef) z pr(>lzl)
AP7 1.02362 2.78326 0.56958 1.797 0.072310 .
AP21 1.22749 3.41266 0.50071 2.452 0.014226 *
AP23 1. 72D 4.81988 0.54497 2.886 0.003902 **
AP28 0.39373 1.48250 0.47270 0.833 0.404877
DP4 1.79686 6.03071 0.49038 3.664 0.000248 #¥*
DP53 -2.31555 0.09871 0.87321 -2.652 0.008007 **
DP64 0.25614 1.29193 0.50572 0.506 0.612512
DP70 -2.10702 0.12160 0.60914 -3.459 0.000542 #*¥*
DP84 0.73164 2.07848 0.42782 1.710 0.087241 .
pT 0.62916 1.87602 0.28451 2.211 0.027008 *
stage 1.56136 4.76532 0.61134 2.554 0.010649 *
signif. codes: O “Wrxx? 0001 Haw? Q0] O Q05 0L D

Obrazek ¢. 29

Jak je z obrazku patrné, v modelu se nam objevuji dvé velice vyznamné delece — DP4
a DP70, obé s vyznamnosti na 0,1% hladiné. Mzeme si vS§imnout, Ze DP4 ovliviiuje
DFS negativné, zatimco DP70 pozitivné, tedy u daného pacienta je pak vyssi Sance, zZe
se nemoc nevrati nebo nezemre. Na 1%-ni hladin€ vyznamnosti sjou vyznamné
amplifikace AP23, ktera DFS ovliviiuje negativné, a DP53 ovliviiujici DFS naopak
pozitivné. AP21, velikost nddoru a stddium onemocnéni jsou vyznamné proménné na
5%-ni hladiné. VSechny negativné ovliviiuji DFS. Poslednimi vyznamnymi
proménnymi na 10%-ni hladiné jsou AP7 a DP84. Zbyvajici proménné AP28 a DP64

se v modelu vyskytuji jako nevyznamné.

JelikoZz se jednd o objekt typu coxph, koeficienty a intervaly spolehlivosti jsou

zobrazeny na néasledujicim obrazku:
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AP7
AP21
AP23
AP28
DP4
DP53
DP64
DP70
DP84
pT
stage

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

2.
3.41266
4.81988
1.48250
6.03071
0.09871
1.
0
2
1
4

78326

29193

.12160
.07848
. 87602
.76532

OCOO0OMOOOO0OOO0O

.3593
.2930
. 2075
. 6745
1658
1305
.7740
. 2237
.4811
.5330
.2098

HHEHFOOOONOMKMHFO

.91144
. 27905
.65637
. 58700
.30651

01783

.47948
.03685
. 89863
. 07415
.43787

concordance= 0.866 (se = 0.058 )
Rsquare= 0.393
Likelihood ratio test= 66.31
wald test

Score (logrank) test

(max possible= 0.843 )
on 11 df,
44.56 on 11 df,
64.7 on 11 df,

Obrazek ¢. 30
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15
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4992
1054
. 0254
7441
.7682
. 5466
.4810
.4013
. 8074
. 2765
.7930

p=6.101e-10
p=5.803e-06
p=1.227e-09



Shrnuti - vyhody a nevyhody jednotlivych pristupi

Naivni pristup
+ 1ze zkoumat vSechny proménné jelikoz se analyzuji po jedné
+ miizeme zahrnout maximalni pocéet pozorovani
- ,hebere ohled“ na ostatni proménné (model ignoruje ostatni proménné),
lze v§ak adjustovat vii¢i vybranym proménnym
Best subset selection
+ lze zkoumat vSechny proménné soucasné
+ modely Ize analyzovat podle riznych mér (AIC, BIC, Mallowsovo Cp,...)
- pro vétsi pocet proménnych lze pouzit jen forward/backward pristup, nikoliv
exhaustive
- vrealném case vypocetné nemozné pro p > 40
- nutno vyloucit pozorovani s chybé€jicimi adaji
Stepwise selection
+ modely zahrnuji vice faktort (na rozdil od naivniho pristupu)
+ 1ze pouzit hybridni ptistup — kombinace forward a backward postupti
+ vypocetné velmi rychlé metody
- forward/backward pristup neumoznuje vylouceni/zahrnuti diive
zahrnutych /vylou¢enych proménnych

- nutno vyloudit pozorovani s chybéjicimi tdaji
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Lasso regrese
+ 1ze zkoumat vS§echny proménné naraz
+ pouzitelné i pro mnoho proménnych
+ riznou volbou parametru lambda dostavame riizné mnozstvi nenulovych
koeficientt

- nutno vyloudit pozorovani s chybéjicimi tdaji

Na néasledujicich dvou stranéch jsou prehledné v tabulce uvedeny ty proménné, které
byly vybrany danou metodou alesporni do jednoho modelu. Jednotlivé znaky uvedené

v tabulce vysvéluje legenda:

je v modelu, ale neni vyznamna

* vyznamnd na 10%-ni hladiné
X vyznamnd na 5%-ni hladiné
XX vyznamna na 1%-ni hladiné
XXX vyznamna na 0,1%-ni hladiné
(-) negativné ovliviiuje DFS

(+) pozitivné ovlivriuje DFS
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LOGISTICKA REGRESE

stepwise lasso

naivni pfistup | both (bezDP) |F (bez DP) | B (bez DP) | lambda=5 |lambda=6 |lambda=7 |lambda=8 |lambda=9 | lambda=10
AP3 o(+)
AP7 |o(-) *() *(-) xx (-) o(-) o(-) o() o() o() *()
AP8 *(4)
AP9 o(+)
AP19 |o(-) x(-)
AP20 X (+)
AP21 | x (-) *() * () *() *() o(-) o() * () * () o(-)
AP23 |0 (-) x () x (-) x (-) o(-) o(-) o(-) o(-) o() *()
DP4 | x(-) x () x () x () x () x (-)
DP9 |o () o(-) o(-) o(-)
DP44 | * (-) o(-) o(-) o(-) o(-) o(-)
DP53 *(+) *(+)
DP59 | o (-) o(-) o(-)
DP60 |0 (-) o (+) o(-) o(-)
DP61 |0 (-)
DP64 (o (-) o(-) o(-) o(-)
DP65 | o (-)
DP70 XX (+) XX (+)
DP84 | * (-) x () *() * ()
pT_ |o() o() *(-)
pN | * () *() o () o ()
stage | o (-) x () x (-) o(-) *() xx (-) xx (-) xx (-)
col25 o(+)
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COXUV REGRESNi MODEL

stepwise lasso

naivni pfistup both (bez DP) F (bez DP) B (bez DP) lambda=5 lambda=6 lambda=7 lambda=8 lambda=9 lambda=10
AP2 o(+) o(+)
AP7 _|o(-) o() o(-) *(-) o(-) *(-) *(-) o(-) o()
AP13 o(-) o(-)
AP16 o(+) o(-)
AP19 o(-) o(-)
AP20 o(+) o(+)
AP21 |* xx (-) x(-) xx (-) x (-) *(-) *(-)
AP22 |o(
AP23 |x( of(-) of(-) xxx (-) xx (-) xx (-) xx (-) *(-) *(-)
AP24 o(-)
AP28 |x(-) o(-) of(-) o(+) of(-) of(-) of(-)
DP4 | xxx(-) xx (-) XX (-) XXX (-) XXX (-) XX (-) XX (-)
DP5 xx (-)
DP7 o(+) o (+)
DP9 |o(-)
DP19 XXX (+)
DP29 o(-)
DP30 *(-) *(-)
DP46 |o (-)
DP53 XXX (+) X (+) X (+) XX (+)
DP55 x(-)
DP59 |o(-) o(-)
DP60 |o (-)
DP61 |o(+4)
DP64 |o(-) of(-) of(-) of(-) of(-) of(-) of(-)
DP70 XXX (+) XXX (+) XXX (+) XXX (+)
DP83 XXX (+) *(+)
DP84 | xx(-) XXX (-) X (-) *(-) * X ( X (
pT x () *(-) *(-) *(-) x ( x ( x(
pN *(-) xx (-) x(-) o(-)
stage (o (+) o() o(-) o(-) o(-) o() x () o() o()
col25 o(+)
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Zaver

Cilem prace bylo zpracovat teorii tykajici se Feature Selection metod, prozkoumat
jejich pouziti ve statistickém softwaru R, aplikovat metody na poskytnuty datovy
soubor, popsat jejich vysledky a zhodnotit vyhody a nevyhody jednotlivych pristupt
selekce proménnych do statistického modelu. Myslim, Ze vSechny tyto cile byly
vramci diplomové prace splnény. V prvnich kapitolach jsem popsal teorii
k jednotlivym metodam, na zacatku praktické ¢asti pak potiebné bali¢ky software R a
dtlezité funkce znich, nasledné jsem aplikoval metody =z teoretické casti na
poskytnuta data a interpretoval vysledky. Na zavér jsem uvedl prehled jednotlivych
metod, jejich vyhody/nevyhody a vytvoril tabulku, ve které se objevily vSechny
proménné, které byly alespon jednou vybrany neékterym z pristupt selekce.
V tabulkéch je uvedna vyznamnost jednotlivych proménnych a priznak, zda ovliviiuji

prezivani negativneé ¢i pozitivné.

Pro aplikaci metod z teoretické ¢asti jsem obdrzel soubor anonymizovanych tdaji o
pacientech s jistym nadorovym onemocnénim. Celkem vtomto souboru bylo 138
pozorovani na 151 proménnych. Postupnou aplikaci riiznych pristupt vyplynulo, ze
bohuzel nebude mozné pouzit cely soubor, ale analyza bude probihat na
podskupinach proménnych - vétSina algoritm pro kompletni datovy soubor
nekonvergovala. Konkrétné byly v jednom ptipadé vylouceny genomické amplifikaéni
proménné AP v druhém pripadé delecni proménné DP. Vysledky jednotlivych metod

v ramci logistické a Coxovy regrese shrnuji tabulky na poslednich strankach prace.

Na diplomovou praci by se mohlo jeSté dale navazat a vice ji rozvinout timto
zptisobem — jelikoz z modeld velmi rychle vypadnuly klinické proménné (napr. vék se
v Zzadném z vyslednych modeli viibec neobjevuje) a 1ékari ¢asto pozaduji, aby model
tyto proménné vidy obsahoval, bylo by mozné jednotlivé metody modifikovat a
nastavenim urcitych parametri pozadované proménné do modeld vzdy zahrnout,
obdrzené vysledky by pak mohly byt velmi zajimavé (za predpokladu konvergence

algoritmu).

Tato prace muze ¢tenari poslouzit jako teoreticky podklad k metodam typu Feature
Selection a jejich vyuziti ve statistickém softwaru R. Vypracovani diplomové prace mé
velmi bavilo a pokud bych se mél nékdy v budoucnu statistikou zabyvat, tak by jasnou

volbou byla urcité statisticka analyza v lekarstvi.
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