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Uvod

Tato prace se zabyva kubickymi rovnicemi a jejich aplikaci ve fyzice. Reseni ku-
bickych rovnic je mnohem obtiznéjsi nez reSeni rovnic nizsiho stupné. Prace nabizi
feseni kubickych rovnic ve specialnim tvaru, jako je napiiklad kubickd binomicka
nebo kubicka reciproka rovnice, ale i feseni obecnych kubickych rovnic za pomoci
analytickych metod a numerickych metod. Prace obsahuje zdrojové kody pro feseni
kubickych rovnic s vyuzitim pocitace pomoci metody ptlileni intervalu a Newtonovy
metody pro TeSeni nelinedrnich rovnic a demonstruje vyhody numerického teSeni

oproti Teseni analytickému.

Van der Waalsova rovnice je rovnice tretiho stupné a slouzi k modelovani stavového
chovani tekutin. Pomoci této rovnice mizeme urcovat kritické hodnoty stavovych
veli¢in tlaku, termodynamické teploty a molarniho objemu. Posledni ¢ast prace je
zameérena na tvorbu ucebniho celku na téma této prace za pomoci konceptu STEM
(Science, Technology, Engineering, Mathematics) a ukazuje jeho vyhody pfi pouziti
ve vyuce. Pedagog, ktery vyuzije tento navrh ve vyuce, nauci zédky resit kubické
rovnice za pomoci analytickych a numerickych metod véetné zakladt algoritmizace
pro navrh kédu pro numerické reseni kubické rovnice. Nadale se zaci nauci aplikovat
matematické znalosti ve fyzice, kde budou pracovat s Van der Waalsovou rovnici,
tedy rovnici tretiho stupné. Dale se seznami s parametrickym fesenim Van der Wa-
alsovy rovnice a za pomoci této rovnice vytvori p — v diagram pro vodu. Na konci
ucebniho celku se seznami se zajimavymi kiivkami na termodynamické plose a sché-
matickym p — v diagramem s riznymi fazemi vody s vyobrazenymi zajimavymi

krivkami.

Text této prace byl vysazen pomoci systému XA TEX.



1 Neékteré zakladni pojmy

Definice 1.1 (redlnd funkce jedné redlné proménné a defini¢ni obor) Méme mnozinu
A CR, A +# 0. Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny R nazyvame redlnou funkci jedné
redlné promeénné (dale jen funkci jedné promeénné). Mnozina A se nazyva definicni

obor funkce f a znaci se Dy.

Dle definice L1 je funkce zobrazeni, které kazdému = € A piitad{ pravé jedno y € R.

Tuto skutecnost zapisujeme y = f(x). [1]

Definice 1.2 (obor hodnot funkce jedné redlné proménné) Mnozinu vSech takovych
y € R, k nimz existuje x € Dy tak, ze y = f(z), nazgvame obor hodnot funkce f

a znacime jej Hy. [1]

Definice 1.3 (nezdvisle a zdvisle proménnd) Je-li y = f(z), pak proménnou z
nazyvame nezavislou proménnou a proménnou y nazyvame zdvislou proménnou.

Grafem funkce je pak mnoZina vech uspofddanych dvojic [z,y] € R? s vlastnosti

y = f(r). [2]

Definice 1.4 (rovnice) Necht jsou funkce f(z) a g(x) definované na néjaké mnoziné
D C R. Pak nalezeni vSech = € D, splnujici rovnost f(z) = g(x), nazyvame rov-
nici o jedné nezndmé z. Funkci f(z) nazyvame levou stranou rovnice, funkci g(x)

nazyvame pravou stranou rovnice. [3]

Pti TeSeni nékterych rovnic zjistime, ze nemaji feSeni v oboru redlnych ¢isel. S tim
se vsak nespokojime a méli bychom se zamyslet, zda bychom nasli feseni napriklad
rovnice 22 + 1 = 0, kterd realné feseni nemd. Budeme piedpokladat, Ze existuje
prvek i, pro ktery plati i = —1. Obdobnou tivahou lze vyfesit i jiné rovnice a vzdy
dostaneme jako TeSeni vyrazy ve tvaru a + bi, kde a a b jsou realna ¢isla. Mnozinu
¢isel ve tvaru a + bi, kde a je redlna c¢ast, b je imaginarni ¢ast a i je imaginarni

jednotka, budeme nazyvat komplexni ¢isla a znacit je C.

Definice 1.5 (koren rovnice) Korenem rovnice nazyvame takové ¢islo x € C, pro které
plati h(z) = 0. [3]

Véta 1.6 (zdkladni véta algebry) Kazdy polynom s komplexnimi (specidlné redl-
nymi) koeficienty stupné jedna a vy$stho ma v mnoziné C pocet kofent roven jeho

stupni. [4]

Véta 1.7 (korenovy cinitel) Jestlize je ¢islo xy € C kofenem rovnice h(z) = 0, pak

kofenovym ¢initelem je vyraz x — xy a déli h(z) beze zbytku. [5]



Véta 1.8 (komplexni koteny kubické rovnice) Jestlize je ¢islo xy € C kofenem ku-
bické rovnice f(z) = 0, pak i komplexné sdruzené ¢islo T k ¢islu zg je kofenem této

rovnice. [H]

7 véty L9 plyne, 7e kubickd rovnice mé budto tii redlné kofeny nebo jeden redlny

a dva komplexné sdruzené kofeny.

Kazdou rovnici miizeme upravovat za pomoci ekvivaletnich nebo disledkovych tprav.
Ekvivaletni upravy jsou takové upravy, pti kterych vznikaji postupné nové rovnice,

které maji s puvodni rovnici stejné reseni a jsou k ni ekvivalentni. Tyto ipravy jsou:
e Vziajemnd vymeéna stran rovnice,

e nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovna v celém oboru

feSeni rovnice,

o pricteni téhoz Cisla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovan v celém oboru

feseni rovnice, k obéma strandm rovnice,

e vynasobeni obou stran rovnice tymz ¢islem nebo vyrazem s nezndmou, ktery
je definovén a ruzny od nuly (tj. nabyva jen nenulovych hodnot) v celém oboru

feSeni rovnice,

e umocnéni obou stran rovnice prirozenym mocnitelem, jsou-li obé strany rov-
nice nezaporné (tj. nabyvaji jen nezédpornych hodnot) v celém oboru feSeni

rovnice,

e odmocnéni obou stran rovnice prirozenym odmocnitelem, jestlize jsou obé
strany rovnice nezaporné (tj. nabyvaji jen nezdpornych hodnot) v celém oboru

reSeni rovnice,

e zlogaritmovani obou stran rovnice pri témz zakladu, jsou-li obé strany rovnice

kladné (tj. nabyvaji jen kladnych hodnot) v celém oboru feseni rovnice.

Disledkové (téz neekvivalentni) dpravy jsou takové ipravy, pri kterych vznikaji nové
rovnice, jejichz feSeni je také fesenim ptvodni rovnice. Obracené to platit nemusi.

Mezi dusledkové upravy radime:

« Vyndasobeni obou stran rovnice tymz ¢islem nebo vyrazem s neznamou, ktery

je definovan v celém oboru feseni rovnice,

e umocnéni obou stran rovnice pfirozenym mocnitelem. [6]



2 Rovnice tretiho stupné

Definice 2.1 (kubickd rovnice) Obecné kubicka rovnice je rovnice ve tvaru
ar® + pr* +yr +6 =0, kdea € R\ {0}, BER, yERad R

Poznamka 2.2 Stoji za povsSimnuti, ze pokud bychom v definici Ell pripustili
pro koeficient o hodnotu 0, respektive pro oba koeficienty «, § hodnotu 0, pak

by se zménila kubickd rovnice na rovnici kvadratickou, respektive linearni.

Podle definice @ plati pro kubickou rovnici f(z) = ax® + 82® + vz + 6 a g(z) = 0.
Pokud bychom si tuto situaci graficky znazornili, jedna se o hledani priseciki funkce

f(x) se souradnicovou osou .

Vyraz f(x) je polynom. Polynomem nazyvame vzorec ve tvaru
akxk + ak_lxk_l +...+ax+ag,

kde ay az ag jsou komplexni ¢isla a k je prirozené ¢islo. [

Resit kubickou rovnici lze nékolika zptisoby. Nejéastéji pro feseni kubickjch rov-

nic pouzivame analytické, numerické nebo pripadné grafické metody.

2.1 Analytické reseni kubické rovnice
Specialni typy kubickych rovnic

Nez zacneme odvozovat rtizné metody pro feseni kubickych rovnic, jejichz feSeni
muze byt casové i vypocetné narocné, pojdme se nejdrive zamyslet, zda bychom
mohli nékteré typy kubickych rovnic fesit efektivné, za pouziti pouze jednoduchych
vypocti a feseni rovnic nizsich stupnt. Tabulka @ uvadi vsechny mozné tvary ku-
bické rovnice. Princip hleddni riznych tvart kubické rovnice je v dosazovani nulové

hodnoty za ruzné koeficienty. Znak # v tabulce El! urcuje defini¢ni obor koeficientu

R\ {0}.



Tabulka @: Piehled mozZnych tvart rovnice (EI)

radek |a | B | v | 0 tvar rovnice
1 O DS BBy =0
2 'SR IR RN ar® 4+ Bx? +~yr =0
3 A A0 | A ar® + B2 +5=0
4 O M 0|0 ard + B2 =0
5 'Y XK ar® +yr+6=0
6 O 0 6| O azr® +vyr =0
7 O 0[0 | & ar®+6 =0
8 O 0|00 ar® =0

Vidime, ze kubické rovnice mize mit v zavislosti na koeficientech osm riznych tvari:

az’ + fr* +yx +6=0, (2.1)
az® + fa* + vz =0, (2.2)
ar® + B +6=0, (2.3)

az® 4+ B2* =0, (2.4)

ar® +yr+6=0, (2.5)

ar® +yr =0, (2.6)

ar® +0=0, (2.7)

ar® =0. (2.8)

Rovnice (@), (@) a (@) budeme fesit pomoci Cardanova vzorce, Huddeho rezol-
venty, pripadné za pomoci Hornerova schématu. Rovnice (@), (@), (@), (@) a
(@) Ize Tesit jednoduseji. Bude se jednat o vytykani a feseni rovnic nizsich stupni,

pripadné o feseni binomické rovnice.

Pojdme si nyni nastinit feseni rovnic (@) a (@) V obou pripadech na levé strané
rovnice vytkneme z. Tim prevedeme rovnice do soucinového tvaru, polozime jed-
notlivé ¢initele rovno nule a budeme Tesit znamymi postupy uz jen rovnice linearni
a kvadratické. Jednim z kotfenti obou rovnic je vzdy ¢islo 0. Dalsimi kofeny je dvojice

realnych c¢isel nebo dvé komplexné sdruzena komplexni ¢isla.

Rovnici (@) budeme fesit velmi podobnym zpiisobem jako predchozi rovnice. Vy-

tkneme na levé strané vyraz x? a budeme opét fesit rovnici v sou¢inovém tvaru. Tim



b

a’

ziskame dvojnasobny kofen 0 a tfetim kofenem je ¢islo —

Rovnice (@) je po vydéleni obou stran koeficientem o binomicka rovnice. Bino-

mickou rovnici nazyvame rovnici ve tvaru
" —2z2=0, (2.9)

kde x je neznaméa, n je prirozené cislo vétsi nez 1 a z je dané komplexni cislo.

Binomickou rovnici pti feseni prevadime do tvaru
2" — |z|(cosp + ising) =0 .

Podle véty mé binomicka rovnice pocet kofentl roven jejimu stupni n. Vsechny

kofeny jsou

2k 2k
e = V|7 (COSM+ isinu) , k=0,1,2,....,.n — 1.
n n

Pro koteny kubické binomické rovnice plati:

0 = 7] <cosf + isin f) , (2.10)
n n

2 2
T = V/|7| (cos Pt an + isin L 7T> , (2.11)
n n
4 4
Ty = /2| (cos L + isin L ﬂ) : (2.12)
n n

Rovnice (@) mé trojnasobny koten 0.

Kubicka reciproka rovnice

Kubicka reciproka rovnice je rovnice lichého stupné, kterou mizeme déle rozdélit
na rovnici prvniho nebo druhého druhu. Kubicka reciproka rovnice prvniho druhu
ma tvar

ard 4+’ +Pr+a=0,kdeacRafeR. (2.13)

Kubické reciproka rovnice druhého druhu mé tvar

ar® — Bz’ +Pr—a=0,kdeacRafBeR. (2.14)



Kazda reciproka rovnice lichého stupné, prvniho druhu, ma jeden z korenti roven —1.
Rovnici () tedy vydélime kofenovym ¢initelem = + 1 a ziskdme rovnici nizsiho
stupné, kterou lze jednoduse vytesit. Tak ziskame dalsi dva zbyvajici koreny. U ku-
bické reciproké rovnice druhého druhu budeme postupovat obdobné s tim rozdilem,
ze budeme délit korenovym ¢initelem z — 1, protoze jeden z korenii rovnice () je

vzdy roven ¢islu 1.

Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je algoritmus slouzici pro vyhodnocovani hodnoty polynomu v ur-

¢itém bodu, pripadné algoritmus pro déleni polynomu linedrnim polynomem.

Definice 2.3 Pokud je zy kofenem polynomu na levé strané rovnice z definice Ell

s koeficientem « = 1, pak ¢islo z déli absolutni ¢len této kubické rovnice. [5]

Pojdme si nyni na konkrétnim piikladu ukazat Hornertiv algoritmus pro urceni hod-
noty polynomu v urc¢itém bodu. Pokud zjistime, Ze polynom na levé strané kubické

rovnice ma v testovaném bodu hodnotu nula, pak je testované ¢islo korenem rovnice.

Zadani ptikladu miiZe znit nasledovné: V mnoziné C feste 23 + 422 4+ 92 + 10 = 0.
Protoze komplexni koreny jsou vzdy komplexné sdruzené, vime, ze zadana kubicka
rovnice bude mit alespon jeden realny koten. Vyjdeme z definice @ a budeme tes-

tovat hodnoty 1, +2 a +5. Pojdme nejprve otestovat hodnotu —1.

O @ G O

® ©®© O 6 O

Obrazek 2.1: Hornerovo schéma pro polynom 3 + 422 4+ 9z + 10 v bodé —1

Schéma na obrazku @ nam predstavuje Hornerovo schéma pro polynom 2 + 422 +
92+ 10, jehoz hodnotu chceme zjistit v bodu —1. Schéma miizeme brat jako tabulku,
jejiz jednotlivé buiiky jsou oznaceny ésly (1)- (9). Oznaceni bunék &sly v krouzku je
jen za ucelem ilustrace algoritmu. Nejprve zapiseme koeficienty «, 5,7 a o do prvni
radky tabulky zleva doprava. Je dulezité dbat na potradi ¢lent tak, aby v buice
oznacené c¢islem @ byl koeficient u neznamé s nejvyssi mocninou a tak dale, az

po absolutni ¢len v burnce @



Poznamka 2.4 KdyZ budeme vyhodnocovat polynom 102% 432247 = 0, pak prvni
radek tabulky bude mit sedm bunék a budeme do néj dosazovat zleva ¢isla 10, 0, 0,

0,3,0aT.

Pojdme déle pokracovat v feseni pifkladu 23 + 422 + 92 + 10 = 0. Do buiky @
zapiseme c¢islo, které chceme testovat a do bunky @ opiseme hodnotu z bunky @
Déle budeme pokracovat tak, ze vynasobime hodnoty v bunkach @ a @, vysledek
pricteme k hodnoté v bunce @ a vysledné ¢islo zapiseme do bunky @ Dalsi krok
je velmi podobny kroku predchozimu. Vynasobime ¢isla z bunék @ a @, tento
vysledek pri¢teme k hodnoté v bunce @ a vysledek zapiseme do bunky . Déle
vynasobime hodnoty z bunék @ a , vysledek pri¢teme k burnce @ a vysledek
zapiseme do bunky @ Cislo v bufice @ je hodnota polynomu v bodé —1, navic je
tato hodnota rovna zbytku po déleni polynomu 2 4 422 + 9 + 10 polynomem z + 1.
Pokud v této buice vyjde hodnota 0, pak bude testované ¢islo kofenem rovnice.

Cislo —1 tedy neni kofenem zadané rovnice. Zkusime otestovat hodnotu —2.

O @ & O

® © 0O 6 o

-2 1 2 ) 0

Obrazek 2.2: Hornerovo schéma pro polynom 3 + 422 + 92 + 10 v bodé —2

Na obrazku @ vysla v bunce @ hodnota 0. Cislo —2 je tedy kofenem zadané
rovnice. Zbyvajici dva kofeny najdeme snadno, protoze ¢isla v bunkach @, @
a jsou koeficienty kvadratického polynomu, jehoz koteny jsou zbyvajici hledané
kofeny ptivodni rovnice. Jedna se tedy o polynom x? + 2z + 5, jehoz kofeny jsou

1+ 2i. Pvodni rovnice 22 + 422 + 92 + 10 = 0 m4 nad mnozinou C mnozinu kotenti
K = {-2,1+2i}.

Vietovy vzorce

Véta 2.5 Jestlize az® + S2? + vz + § = 0 je kubickd rovnice podle definice @, pak

pro jeji kofeny x1, x5 a x3 plati:

SL’1+$2+£L’3:——,
(0%



r1T9 + ToX3 + r1T3 =

T1X2x3 — ——. [7]

Diikaz. Budeme vychézet z rovnosti ax®+ fz? + vz + 06 = a(z —x1)(z — x2)(x — 13).

Nejprve roznasobime a upravime pravou stranu rovnosti.

az’® + Br® +yr + 0 = a(z — 1) (z — 22) (7 — x3)
azr® + B +yr + 6 = a2’ — 221 — 2?ry — 2723 + 20129 + XT3 + TT T3
— T129%3)
az’® + Br® +yr + 0 = ax® + (—a(zy + 29 + 13))2% + (@172 + 2273 + 1173))T—

— XT3

Poté porovname koeficienty u kvadratickych, linearnich a absolutnich ¢lenii na levé

a pravé strané rovnosti.

Porovnani koeficienti u kvadratickych clent:

f=—a(x; + x2 + x3)

T + i) -+ Ty = ——
Q
Porovnani koeficientd u linearnich ¢lent:
v = a(z12y + xow3 + T123)
T
T1X2 + Tol3 + 13 = —
«Q

Porovnani koeficient u absolutnich ¢lent:

0 = —Qr1ToT3
)
T1TX3 = ——
o

]

Vztahy mezi koteny a koeficienty z véty @ nazyvame Vietovymi vztahy pro kubickou

rovnici. Pro normovanou kubickou rovnici jsou tyto vztahy

LL’1—|—$2+LL’3:—B,

T1Xo + Tox3 + T123 =1 ,



T1T2T3 = —0 3

protoze koeficient o = 1.

Vietovy vzorce jsou jednim ze zpusobi, jak najit kofeny kubické rovnice. Naroz-
dil od rovnice kvadratické jsou tyto vzorce slozitéjsi a jejich pouziti je pro hledani

korenti nepraktické.

Cardanuv vzorec

Pri feseni rovnice 3. stupné, neboli kubické rovnice, lze pouzit takzvany Cardaniv
vzorec. Gerolamo Cardano (1501 - 1576) jej zverejnil ve svém dile Ars Magna. Presto,
ze Cardano tento vzorec zverejnil ve své knize, autory vzorce jsou Niccolo Fontana

Tartaglia a Scipione dal Ferro, zaci Cardana, kteri jej nezévisle na sobé objevili. [§]

Pro odvozeni Cardanova vzorce vyuzijeme zdroje [9]. Budeme vychézet z definice
kubické rovnice. Nejprve rovnici z definice @ vydélime koeficientem «. Tim ziskame
normovany tvar obecné kubické rovnice:

o
T+ 2 =0, (2.15)

z* + §x2 +
o} e e

Dale zavedeme substituci ¢ = g, K=2Tal= %. Touto substituci se rovnice ()

zjednodusi na tvar

P +rr+A=0. (2.16)

L

V dalsim kroku zavedeme substituci x = y — £ z toho ditvodu, abychom odstranili

kvadraticky ¢len a provedeme dalsi dpravy.

(s-5) +e(s—5) +x(v-3) +r=0
Y73 y73 Y73

3 2 32 3 22 3
s_ 2 2ty L R TRV L

IR T A T2 3
2 3 2 3
5 LY L 20 L KL
cY_ L _adr _ M=
Vg g Tt HA=0
3, 12 2L2+ n 308 m_i_)\
_— RlYT —=— — — — -
yr\l3 73 TR Ty
2 2,3
y3+<_%+,€)y+2_b7_?+)\:0 (2.17)
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Nyni zavedeme dalsi substituce v rovnici () Za koeficient u kvadratického ¢lenu

bude substituce ¢ = —é + Kk a za koeficient u linedrniho ¢lenu zavedeme w =
20 & 4 )\ Tim ziskdme rovnici

Rovnice () je tvar rovnice, ze které pivodné vznikl Cardantv vzorec. V tuto
chvili prichézi zasadni myslenka pro ziskani Cardanova vzorce. Budeme predpokla-

dat, Ze existuji dvé proménné 7 a v z redlného oboru, pro které plati

y=/T+ v (2.19)
a tuto rovnici umocnime na tieti a provedeme dalsi apravy.

=7+ 3Vr2u+3Vru 4 v
Y =71+v+ 310 (V1 + )
Y =3ty —7—v=0 (2.20)

Je zfejmé, Ze pokud ma platit rovnice (), pak podle rovnice () musi pro ¢
a w platit:

b = —39/70 (2.21)
W=-T—0. (2.22)

Z rovnice (R.21)) umocnéné na tteti vyjadiime 7v.

3 = —27rv
w?;
= —— 2.23
TV o7 (2.23)
Déle z rovnice () vyjadiime 7.
T=—-V—-w (2.24)

Vztah () dosadime do rovnosti () Tim ziskdme kvadratickou rovnici s ne-

znamou v, kterou upravime.

__ ¥
(—v—w)v = o
—UQ—vw:—w—g

27

11



2 ¥
_ = 2.2
v” + wu o 0 (2.25)

Z posledniho tvaru kvadratické rovnice pro v snadno vypocitame koteny.

UJ2 w3
—wj:\/oﬂ—l—% —w+ %—1—% _Wi\/4(7+ﬁ>

w2 (2%)2+ (%)’ :_gi\/<%>2+ (%)3 (2.26)

A 7 vypocitame dosazenim kofent kvadratické rovnice () do vztahu ()
w w2 (0 3
SR <_> LT
_— % (5Y) -
w W 2 Y 3
W w ¥ 2.97
7 2$\/<2>+(3) (2.27)

Abychom odvodili Cardantv vzorec, dosadime (2.26) a () do rovnice ()

Yo -g#(g)ﬂ ORE _g#(g)h () e

Ve vzorci (R.28) mame dvé tieti odmocniny. V prvnim séitanci je pred druhou od-

mocninou znak F a ve druhém sc¢itanci je pted druhou odmocninou znak +. Zdanlive
dostavame dvé hodnoty y. To ale neni pravda, protoze pokud bychom nejdiive po-
c¢itali se znaménky — v prvnim scitanci a + ve druhém séitanci a poté naopak,

dostaneme stéle stejnou hodnotu y.

Pro pokracovani si zvolime hodnotu

= —g+\/<g>2+ <%>3+ \ %‘\/(%)2* (93

a vratime se k substituci z =y — £, do které¢ uz nyni staci dosadit za y.

o g#(g)h (4) _g_¢(g)2+ (5) -5 e

12



Vzorec (), kde po vyjadireni proménnych ¢, 1), w pomoci koeficientt v, 3, ~, ¢ do-

staneme

LT 3a2’

gy B 280 6 By
a’wia 3042’W727a3+04

nazyvame Cardaniv vzorec kubické rovnice. Pokud bychom chtéli dosadit zpét za pro-

meénné ¢, 1) a w, ziskdme slozity a pomérné i neprehledny vyraz ()

3 2ﬁ33+é_% 2,833+§_B_'y2 ’ 1_5_22 ’ 8
+ _ 27« 204 a‘ 27« 20{ 3a + o 3« _% (230)

Cardaniiv vzorec nam vsak poskytne pouze jeden z korent kubické rovnice. Podle

véty @ ma vsak kubicka rovnice v komplexnim oboru tfi kofeny.

(& (3))

nazveme diskriminantem kubické rovnice a budeme ho znacit Ds.

Poznamka 2.6 Vyraz

Diskuze teseni kubické rovnice pomoci Cardanova vzorce a Huddeho rezolventy,

uvedené nize:
e D3>0 Rovnice ma tfi riizné redlné koreny.
e D3 =0 Rovnice ma jeden dvojnasobny, pripadné jeden trojndsobny koten.
e D3 <0 Rovnice ma jeden realny a dva komplexné sdruzené koreny.

Pripad, kdy je diskriminat kubické rovnice zaporny, nelze resit pomoci Cardanova
vzorce. Cardano v dobé, kdy zil, jesté komplexni ¢isla neznal, pouze zminil, Ze by
stacilo vhodné definovat odmocninu zaporného ¢isla. Holandsky matematik Johan-
nes Hudde (1628 - 1704) pracoval s ¢isly, kterym dnes fikdme komplexni a podarilo
se mu najit feseni kubické rovnice, ze kterého ziskame vsechny koreny v komplexnim
oboru. Velky pokrok v oblasti komplexnich ¢isel ucinil Leonhard Euler (1707 - 1783)
o dvé stoleti pozdéji, nez zil Cardano. Komplexni ¢isla byla zavedena az na pocatku
19. stoleti. [10]

Pokud nastane pripad, ze diskriminant kubické rovnice je nezaporny, pak ziskame

13



Ze VZOrce (), respektive ze vzorce () jeden realny koren, ale kazda kubickd
rovnice musi mit v oboru komplexnich ¢isel prave tii koreny. V tuto chvili uz vime,
ze se bude jednat o koreny realné. Ziskame je tak, ze ptivodni rovnici vydélime kore-
novym c¢initelem se ziskanym kotfenem. Tak dostaneme rovnici kvadratickou, kterou
jednoduse vytesime. Timto postupem ziskame vSechny koreny kubické rovnice s ne-
zapornym diskriminantem. Zptsob, jak ziskat vsechny tii kotfeny, popisuje metoda

feseni kubické rovnice pomoci Huddeho rezolventy.

Huddeho rezolventa

Jak jsme jiz zminovali v predchozi kapitole, feseni pomoci Huddeho rezolventy nam
poskytne vSechny koreny kubické rovnice. Toto feseni, které dale odvodime pochazi
ze 17. stoleti. [§]

Pro odvozeni vypoctu kotfenii kubické rovnice pomoci Huddeho rezolventy vyuzi-
jeme zdroje [11]. Budeme vychézet z rovnice () Na tento tvar lze prevést kazdou
obecnou kubickou rovnici postupem z predchozi kapitoly o Cardanové vzorci. Jde o

normovanou kubickou rovnici bez kvadratického c¢lenu, kterou si napiSeme ve tvaru

Prvz+w=0. (2.31)

K2
3y

v\ P B
(y‘@) “”(y‘@)*”—“

Zavedeme substituci z = y — = a rovnici upravime.

S L P?
3
_ — - =0
4 3y + 9y2  27Ty3 vy 3y tw
, 2 W3 2
_ I _ - =0
Yo =y + 3y 27y + Yy 3 +w
91/}23/2 _ w?) _ 92/}23/2
3 _
Yy + 2713 +w=0
3
5 ¥
- — = 2.32
Yy T +w=0 (2.32)

Rovnici () vyndsobime y3. Dostaneme rovnici (), kterou nazveme Huddeho
rezolventa. Jedna se o rovnici Sestého stupné, kterou je ovSsem snadné vyresit.

iy

27y3 + wy3 =0

vyt —

14



PR — 3 —
Yy o7 +wy” =0
0 sV 0 2.33
Zavedeme substituci y® = v.

3

2 v
——=0 2.34
U7+ wu o (2.34)

Nyni si muzeme vSimnout, Ze rovnice () s nezndmou v odpovida rovnici ()

Jeji koteny tedy jsou

w6 () O () e

Huddeho rezolventa pak bude mit koteny:

912\3/0_17
Y2 = py/v1
ys = p*/or1
Ys = /s,
Ys = py/va
y6:/72\3/”0_27

kde p=—3 + */751 je komplexni v/1. Reen{ rovnice () ziskame ve tvaru:

21 = Y1+ Ys = /U1 + /U2
22 =Ys+Ys :P2€’/U_1+p\3/v_2
25 = Yo + Yo = p/U1 + P02

Kofeny z1, 22 a 23 jsou kofeny rovnice (R.31]), ktera odpovida rovnici (R.1§). Abychom

tedy dostali kofeny ptivodni rovnice, musime se vratit k substituci z = 2z — £. Kdyz
dosadime, dostaneme koreny rovnice () ve tvaru

L
2171:21—5,
L
162:22—5,
L
.1'3:23—5.
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P1i odvozovani téchto korenti jsme provedli nékolik substituci, pokud tedy chceme
vyjadrit koreny xq,zs a x3 pouze pomoci koeficienti «, 5,7 a §, musime postupné

dosadit do jednotlivych substituci a koreny budou mit tvar

3
26° | 5 _ B 265 5 _ B\ 52\ ?
+p3_27a3+5_772_ 27a3+3_772 + %_7 _ﬂ (2.37)
2 2 3 3a’ '
3 2533+é_6_72 2533'“+‘£_B_PY2 i 1_5_22 ’
T3 =p _ 27« 204 3a+ 27 2(1 o + a3a +
| -8 (i iom\ (-5 g
27 o a‘ 27 a Jo} o o - = 2.
o > 2 3 3q - (238)

2.2 Numerické metody

Numerickd matematika se zabyva fesenim problému pro konkrétni ¢iselné hodnoty.
Numerickd metoda je zdkladnim pojmem numerické matematiky. Pomoci numerické
metody se hledd vhodné numerické feseni zadaného problému. Uziva se obvykle

pro nalezeni feseni, kdyz je analyticky postup komplikovany nebo nemozny.

Déle uvedeme numerické metody pro zjisténi korenti kubické rovnice, které patii
z hlediska numerické matematiky do oblasti hledani kofenii nelinedrnich rovnic.
Pro numerické metody je typické pouzivani vétsiho poctu rutinnich vypocéta a je
vhodné je provadét na pocitac¢i pomoci matematického softwaru. V této praci bu-
deme pouzivat predevsim programové prostredi MATLAB, které je vhodné pro vé-
deckotechnické vypocty. []
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Metoda ptleni intervalu

Nejznaméjsi a nejjednodussi metodou je metoda ptleni intervalu, neboli bisekce.

Tato metoda je zaloZena na vété @

Véta 2.7 Méjme spojitou funkei f na intervalu (a, b) C R. Jestlize plati f(a)- f(b) <

0, pak m4 rovnice f(x) = 0 na intervalu (a, b) alespon jeden koten. [13]

Na obrazku @ je jedna z funkci, pro kterou plati podle véty @ podminka f(a) -

f(b) < 0. Kofen je oznacen Z.

=

IS

S~— o

T

I

I

I

I

\

) I

&

Obrézek 2.3: Priklad funkce f s vlastnosti f(a) - f(b) <0

Tato véta nam zarucuje, ze na daném uzavieném intervalu existuje koren, ale neza-
rucuje, ze koren bude pouze jeden. Pro pouziti numerické metody je velmi dilezité,
aby koren byl na daném intervalu pravé jeden. Pokud by byl na intervalu (a,b) C R
pocet korend sudy, pak by podminka nebyla splnéna. Ukéazka je na obrazku

Vidime, 7e funkce g mé na intervalu (a,b) ¢tyri koreny, ale plati, ze g(a) - g(b) > 0.

Y

Obréazek 2.4: Funkce g se ¢tyfmi kofeny bez vlastnosti g(a) - g(b) < 0

Pro pokracovani budeme predpokladat, ze na intervalu (a,b) lezi pravé jeden koten
a plati véta @
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Metoda puleni intervalu je zalozena na konstrukci posloupnosti do sebe vnorenych

podintervalta
<a0,b0> D) <6L1,b1> D...D (ak,bk) D) (ak+1,bk+1) D ...

takovych, ze f(ax)- f(bx) < 0 pro vsechny k € {0,1,2,3,...}. Jestlize je (ay, by) inter-
val s vlastnosti f(ax) - f(br) < 0, pak interval (a1, bxs1) ziskdme podle diagramu

na obrazku @, ktery predstavuje algoritmus této metody.
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[ vstupni parametry: )

Qo
bo

k:
=10

‘ |bk — CLkl €
l—» nepravda ——
pravda

|

‘ Sk+1 = %(ak + br.) ’

0
0+ bo)

| f(a) - f(sker) <O

T

nepravda pravda
i i v
Ak+1 = Sk+1 Ag4+1 = Ak
br+1 = by b1 = Sk41

Obrazek 2.5: Diagram metody bisekce

Princip této metody jesté ukdzeme na obrazku @, na kterém je patrné, Ze pti kaz-
dém kroku dochazi v intervalu, kde se nachazi koren, k jeho zmenseni na polovinu
intervalu ptivodniho. To je diivod, pro¢ se tato metoda nazyva metoda pulent inter-

valu (bisekce).
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Obrazek 2.6: Princip metody ptleni intervalu

Zdrojovy kod 2.1: Metoda bisekce v programu MATLAB

f = 0(x) x~3-4*%xx"2+5%x+6;

a=-2; ’%vychozi leva hranice intervalu <a,b>
b=1; %vychozi prava hranice intervalu <a,b>
presnost=0.01; Ypresnost epsilon

while abs((b-a))>presnost

x=(a+b)/2;
if f(x)==0;
disp(num2str(x));
return
elseif f(a)x*f(x)<0;
b=x;
elseif (f(x)*f(b))<0;
a=x;
end
end

disp (num2str(x));

Pojdme si nyni zdrojovy kod @ objasnit. Na radku 1 nejprve napiseme rovnici,
kterou chceme tesit. Tato rovnice nemusi byt pro tuto metodu nutné polynomicka,
muze se jednat o rovnici obsahujici logaritmy, goniometrické funkce a podobné.
V této praci se vSak zabyvame predevsim feseni kubické rovnice a proto budeme
prave tuto rovnici uvadét jako priklad ve zdrojovém kédu. Do radku 1 nezadavame
celou rovnici. Rovnici pred zaddnim nejprve upravime do tvaru f(x) = 0 a zapiSeme

vyraz f(x). V tomto konkrétnim piipadé budeme Yesit rovnici 2% + 422+ 52 +6 = 0.
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Na tadcich 2 a 3 ur¢ujeme, v jakém intervalu hleddme kofen rovnice. V tomto kon-
krétnim piipadé hleddme kofen v intervalu (—2, 1). Predpokladdme, Ze je praveé jeden
a plati véta @ Rédek 4 slouzi k urceni pfesnosti vypocétu. Jedna se o proménnou e
z obrazku @ V tomto konkrétnim pripadu chceme aproximaci kofenu s presnosti
na dvé desetinnd mista. Radky 5 az 15 obsahuji while cyklus. Tento cyklus se bude
provadét do té doby, dokud bude splnéna podminka, uvedena na radku 5. Pro me-
todu bisekce tato podminka zni tak, ze cyklus se ma provadét, dokud absolutni
hodnota rozdilu mezi intervalu bude vétsi nez presnost. Cyklus skonéi, az tato pod-
minka nebude splnéna. Na diagramu metody bisekce (obrazek @) je tato podminka
v oranzovém ramecku. Dale je nutné urcit stred intervalu, ten vypocitame jako arit-
meticky primér mezi intervalu, ve zdrojovém kodu tadek 6. Za rddkem 6 zacind
na sedmém tadku if-else kontrukce. Na tfadku 7 neprve otestujeme, jestli jsme
vypoctem stfedu intervalu ziskali koten. Zjistujeme tedy, jestli se hodnota funkce
definované na prvnim radku nebude v bodé vypocteném na Sestém radku rovnat
nule. Pokud rovnost nastane, prikazem na osmém tadku se zobrazi kofen a piika-
zem return na desatém radku se ukonci prochazeni if-else konstrukce i cyklus
while. Zjistovani pravdivosti podminek na fadcich 10 a 12 odpovidéd na obrazku @
razovému ramecku. Neboli zjistujeme, v jakém podintervalu se po rozpiileni ptivod-
niho intervalu nachazi koten. Radky 11 a 13 urcuji meze nového intervalu, se kterym
budeme dale v cyklu pracovat. Ve chvili, kdy neni splnéna podminka na radku 5, se
cyklus ukondci a prikazem na poslednim radku se vypise hodnota hledaného korenu

s pozadovanou presnosti.

Newtonova metoda pro nelinearni rovnice

Tato metoda, pojmenovand po Isaacu Newtonovi, je pravdépodobné nejznaméjsi
metodou pro hledani kofenu nelinearni rovnice. Nékdy byva nazyvana také metodou
teCen. Jeji geometrickd interpretace je na obrazku @ Pokud chceme tuto metodu
pouzit, nejprve si zvolime odhad kofenu zy. Poté sestrojime ke grafu f(z) teénu
v bodé [z, f(x0)] a teénu pojmenujeme t, ;. Déle najdeme prusecik tecny to; se sou-
fadnicovou osou x a pojmenujeme ho x;. Bod x; povazujeme za novy odhad korenu
a postup opakujeme. Sestrojime v bodé [xy, f(x1)] tecnu, kterou pojmenujeme ¢, o
a prusecik této tecny s osou x oznacime xy. Takto bychom stale pokracovali, dokud
bychom neziskali odhad kofenu x;. Algoritmus se zastavi, az bude splnéno urcené
kritérium. U této metody se pouzivd nejcastéji kritérium |z, — x| < e. Dalsi
moznosti, jak zastavit vypocet metody, je presné definovat pocet iteraci. Zdrojovy
kod @ prezentuje Newtonovu metodu ukoc¢enou poctem krokt implementovanou

v programu MATLAB. Zdrojovy kdéd @ je ukazkou implementace této metody
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s podminkou |z — x| < €.

Pokud hleddme kotfen na intervalu (a, b), pak funkce f musi byt na intervalu (a,b)

diferencovatelnd. Pro pocatecni odhad kofenu musi platit z € (a,b).

f 1,2

o1
Obrézek 2.7: Princip Newtonovy metody

Abychom mohli Newtonovu metodu zadat do pocitace, musime si predpripravit
vyraz pro vypocet pruseciku te¢ny se souradnicovou osou x. Budeme vychazet z na-
sledujictho vztahu pro zjisténi rovnice tecny funkce f(z) v bodé xq. Teny bod bude

mit soutadnice [xg, f(z0)].
Yy — Yo = f'(w0)(z — x0) (2.39)
Dosazenim tecného bodu [zg, f(z¢)] do rovnice () dostaneme vztah
y — flxo) = f(zo)(x — 20) . (2.40)

Vyraz () nebudeme upravovat a dosadime do néj bod [z, 0], ktery je prusecikem
teény tp,1 se soufadnicovou osou z. Tim ziskdme vztah pro prisecik z; vyjadieny

pomoci xy, funkéni hodnoty funkce f v bodé xg a derivace funkce f v bodé x.

0— f(zo) = f'(z0)(x1 — 20)
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—f(z0) = 21" (x0) — 0 f' (20)

o —f(x0) + 0 f'(20)
' f'(x0)
— f($0)
Ty = Tg (o) (2.41)

Pokud bychom zopakovali tento postup pro hledani vztahu pro prusecik xo, ktery
bychom chtéli vyjadrit pomoci x1, funkéni hodnoty funkce f v bodé z; a derivace

funkce f v bodé xq, ziskdame vztah

To = T1 — f(xl) .
f'(a1)
Obecné plati
J) e k e {0,1,2,3,..} . (2.42)

Tht1 = T — 7R

Pravé vztahu () vyuzijeme prii implementovani Newtonovy metody v programu
MATLAB.

Zdrojovy kod 2.2: Newtonova metoda ukoncena poc¢tem kroki v programu MATLAB

f = 0(x) 2*x~3 - 20%x72 + T74xx - 156 ; Yleva strana

derivace_f = @(x) 6*x~2 - 40%x + 74; Jderivace levé strany

pocet _kroku=2000; Ypocet kroku

odhad_korenu=10; Ypocatecni odhad korenu

x=zeros (pocet_kroku+1,1); Jpole aproximaci korenu

x (1)=odhad_korenu; ’%prvni prvek pole aproximaci korenu

for k=1:pocet_kroku hzacatek cyklu s iteracni formuli
x(k+1)=x(k)-(f(x(k))/derivace f(x(k)));

end

disp(x(end)); ’zobrazeni posledniho prvku pole korenu

Nynhﬂz®nﬁwyk&iggvy$%ﬂmm.Napﬂmﬂnﬁk&uzmﬁnwlamusﬁam;kdﬁdé
rovnice z definice @ Na druhém Fédku je derivace levé strany podle neznamé . Réa-
dek 3 urcuje pocet kroki, ktery ma algoritmus vykonat. Graficky se podle obrazku

jedna o pocet tecen a prisecikl se souradnicovou osou z, které chceme sestrojit.
Newtonova metoda jesté pred zadhajenim vypoctu potiebuje pocateéni aproximaci
korenu, kterou urc¢ime na radku 4. Déale si na rddku 5 vytvorime pole o velikosti

poc¢tu kroki, které chceme vykonat, zvétsené o jednicku, protoze toto pole bude

23




© 00 N O O b W N =

I I I N N T e e el e e
N B, O © 00 N O O b W N —~ O

obsahovat jednotlivé aproximace korenu rovnice véetné nasi pocatecni aproximace
korenu. Na prvni pozici pole, které jsme nazvali x, pritadime nasi pocatecni aproxi-
maci kofenu. To provedeme konstrukei, kterou obsahuje Sesty fadek. Radky 7 az 9
obsahuji for cyklus, ktery vyhodnocuje vyraz () a vysledky postupné zapisuje
do pole x. Posledni radek algoritmu zobrazi posledni prvek pole, ktery je aproximaci

kofenu v zavislosti na zadaném poctu krokii.

Zdrojovy kod 2.3: Newtonova metoda ukonc¢end podminkou v programu MATLAB

format long

f = 0(x) 2*x~3 - 20*%x72 + T74xx - 156 ; Yleva strana
derivace_f = Q@(x) 6*xx"2 - 40*x + 74; Yderivace leve strany
pocatecni_aproximace=10; Jpocatecni odhad korenu
x=zeros (); %pole aproximaci korenu
x(1)=pocatecni_aproximace; Jprvni aproximace korenu
presnost=0.0001; 7Jhodnota epsilon

k=1;

maximalni_pocet_iteraci = 10000000;

max_iter=0;

while 1>0

x(k+1)=x(k)-(f(x(k))/derivace f (x(k)));
if (abs ((x(k+1)-x(k)))<presnost)
break
end
k=k+1;
if (max_iter > maximalni_ pocet_iteraci)
break
end
max_iter=max_iter+1;
end
disp(x(end)); %zobrazeni posledniho prvku pole korenu

Zdrojovy kod @ je z ¢asti podobny koédu @ Opét zadavame levou stranu rovnice
z definice @, jejl derivaci a pocatecni aproximaci korenu. Pole aproximaci korenu
nazvané x nyni nedefinujeme presnou délkou, protoze nevime, kolik kroki budeme
potfebovat pro splnéni podminky |25 — 2x| < €. Na fddku 7 zaddvame pozadova-
nou presnost korenu a na rfaddku 8 definujeme proménnou k a ptiradime ji hodnotu
1. Pravé tuto proménnou budeme potiebovat inkrementovat v nasledujicim while

cyklu, abychom mohli zapisovat a pristupovat na spravné pozice v poli aproximaci

24




korentl. Proménnd maximalni_pocet_iteraci urcuje, jaky je maximalni mozny po-
cet iteraci. Dalsi proménna na tadku niZe je pomocnd proménnd, kterda se bude
postupné inkrementovat a ukonc¢i cyklus, kdyby doslo naptiklad k jeho nekonec-
nému opakovani vlivem néjaké chyby. Cyklus while zacinajici na jedenactém radku
je nekonecny cyklus, protoze vzdy plati, ze 1 > 0, ukoncovany prikazem break,
ve vnorené if podmince. Na dvanactém radku je iteracni formule pro aproximaci
korenu, kterd postupné plni odhady korenu pole x. V této verzi Newtonovy metody,
kterda je ukoncovana podminkou, je nejdilezitéjsi if konstrukce zacinajici na tfi-
nactém radku, ktera vyhodnocuje, zda uz je rozdil poslednich dvou odhadii korenti
mensi nez pozadovand hodnota €. Pokud je tato podminka vyhodnocena pravdivé,
pak se cyklus piikazem break ukonci a jako nejlepsi aproximace korenu se vypise
posledni prvek pole x. Pokud je podminka vyhodnocena nepravdivé, tak se o ¢islo
1 inkrementuje hodnota k, dojde ke kontrole, zda se neprekrocil ndmi uréeny ma-
ximalni pocet iteraci tohoto cyklu, kterd je implementovana na fadcich 17 az 20

a cyklus while zacina dalsi iteraci znovu.

2.3 Dalsi zpuasoby reseni

Pokud chceme velmi rychle vytesit kubickou rovnici, naptiklad pro néjakou dalsi
aplikaci, je mozné vyuzit velké mnozstvi predpripravenych feseni. Mezi uzivatelsky

nejprivetivéjsi zajisté patii GeoGebra a WolframAlpha.

GeoGebra

GeoGebra je pocitacovy program, dostupny offline i ve webovych prohlizecich, pro in-
teraktivni geometrii, algebru, statistiku i analyzu. V predeslych kapitolach jsme jiz
zminili, co znamena graficky Tesit rovnici. Pripomenme, ze pokud méame rovnici
ve tvaru f(z) = 0, pak fesenim této rovnice je prusecik, respektive priseéiky, ma-li

rovnice vice feSeni, grafu funkce f se souradnicovou osou .

Nyni si ukazeme, jak Tesit kubickou rovnici v GeoGebte. Budeme fesit rovnici
23 — 22% — 5z + 6 = 0. Neprve tedy vykreslime funkci f(x) = 23 — 22? — 52 + 6.
Déle vykreslime funkei g(z) = 0, to je konstantni linedrni funkce, kterd je totoznd

se souradnicovou osou x. Na obrazku @ vidime vstupni data.
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@ f(x) =x—2x*-5x+6
O g(x) =0
Obrézek 2.8: Vstupni data pro feseni rovnice 2 — 222 — 5z + 6 = 0 [14]

Na obrazku @ vidime cervené vykreslenou funkci f a zelené vykreslenou funkci g,
kde jsme si pomoci funkce Novy bod oznacili jednotlivé priseéiky téchto dvou funkei
a z-ové soufadnice vzniklych priisediki na obrézku P.10 jsou hledané kofeny zadané

rovnice. Rovnice ma tedy mnozinu korenu K = {—2,1, 3}.

Obrazek 2.9: Vykreslené funkce f a g v programu GeoGebra [@]
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A = Prusecik(f, g, 1)

©

— (2,0

B = Prusecik(f, g,
® (f.g.2)

— (1,0)

C = Prusecik(f, g,
® (f.g.3)

~ (3,0)
Obrazek 2.10: Soufadnice prusecikt funkel f a g [@]

Existuji vsak kubické rovnice s komplexnimi koreny, u kterych pri vyse uvedené ilu-
straci problému v GeoGebfe najdeme pouze jeden realny koren. To ndm vsak staci,
protoze po ziskani tohoto kofenu mizeme vyuzit Hornerovo schéma. Jak jiz z textu
o Hornerovu schématu vime, tak po dosazeni kofenu nam ve druhé radce tabulky vy-
jdou koeficienty polynomu nizsiho stupné, jehoz kotreny jsou zbyvajici hledané koreny
kubické rovnice. GeoGebra vsak neni nejrychlejsi nastroj pro hledani kotent, velmi

dobte ale slouzi naptiklad ve vyuce pro ilustraci riznych matematickych problémi.

WolframAlpha

Kratce se také zminime o sluzbé WolframAlpha, kterd je zaloZzena na vypocetnim
softwaru Wolfram Mathematica. Jedna se o sluzbu dostupnou online na webu, kterd
odpovida uzivatelim v ruznych oblastech (matematika, chemie, materidly, finance,
jazyky,...) na jejich dotazy. Tuto sluzbu je vhodné vyuzit, pokud potfebujeme znat

rychle vysledky naptiklad kubické rovnice pro dalsi aplikaci.

Budeme fesit v mnoziné komplexnich éisel rovnici 23 + 422 — 2z — 20 = 0. Stadd

tedy zadat do pole pro dotaz tuto rovnici a stisknout klavesu enter. Zadani rovnice

je na obrazku .
& WolframAlpha

X"3 +4x"2-2*x-20=0 =

Ifa Extended Keyboard * upload it Examples >4 Random

Obrazek 2.11: Zadani rovnice do sluzby WolframAlpha []

Béhem nékolika sekund ziskdme na vystupu nékolik informaci, naptiklad jiné tvary
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rovnice, graf levé strany rovnice a dalé kofeny rovnice, jako je tomu na obrazku .

Real solution:
x=2

Complex solutions:
X=-3-i§

X==3+i

Obrazek 2.12: Koteny rovnice ze sluzby WolframAlpha [[15]

Rovnice 23 + 422 — 22 — 20 = 0 ma v komplexnim oboru mnoZinu kofentt K =
(~3+1i,2).

Sluzba WolframAlpha tedy slouzi spise pro studijni ucely jako kontrola vysledki

vypocti nebo pro prubézné vypocty pri reSeni problémi, kde potfebujeme znat

rychle vysledky pro dalsi postup.
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3 Van der Waalsova rovnice

Prikladem pouziti kubické rovnice je Van der Waalsova rovnice. Chovani tekutin lze
popsat takzvanou stavovou rovnici, ktera udava vazbu mezi tlakem, teplotou a obje-
mem tekutiny. Pokud ve Van der Waalsové rovnici zafixujeme tlak a teplotu, ziskame
pro objem kubickou rovnici, kterou Ize resit metodami uvedenymi v kapitole E Van
der Waalsova rovnice je tedy prikladem aplikace matematickych metod pri TeSeni
fyzikalnich problémt. Plati to i naopak. Zkoumani Van der Waalsovy rovnice miize

obohatit pohled na zkoumani kubickych rovnic v matematice.

3.1 Historie

Johannes Diderik van der Waals byl nizozemsky fyzik zijici v letech 1837 — 1923.
Na zakladé svych experimenti objasnil prechod z plynného do kapalného skupen-
stvi. Zformuloval takzvanou Van der Waalsovou rovnici platnou pro kapaliny i plyny,
kterda vyjadrovala tuto zménu skupenstvi. Rovnice méla platnost pro kapaliny stej-

ného slozeni.

Van der Waals se snazil objasnit problém spojitosti plynného a kapalného stavu
latek. Objevil vztah mezi objemem, tlakem a teplotou plynii a kapalin. Dokéazal
také, ze existuji sily, které ptisobi na drovni molekul, jejichz dtisledkem je branéni
oddéleni molekul a vnitini tlak v kapalindch. Zminéné sily se nazyvaji Van der Waal-
sovy sily. Diky experimentim se mu poradilo objasnit prechod z plynného do kapal-
ného skupenstvi. Zformuloval Van der Waalsovu rovnici, ktera popisuje tuto zménu
skupenstvi. Rovnice je platna pro kapaliny stejného slozeni. V roce 1910 obdrzel

Nobelovu cenu za fyziku za praci na stavové rovnici plyni a tekutin.

Van der Waalsova rovnice je pro popis realnych tekutin v soucasnosti jiz zastarald.
Ma vsak teoreticky vyznam a slouzi jako prvni priklad pro popis fazového prechodu

kapalina - para. [16, 17]

3.2 Fyzikalni aplikace

Nez prejdeme k fyzikalni aplikaci Van der Waalsovy rovnice, je nutné si popsat
nekolik fyzikalnich veli¢in a vztahy mezi nimi. Jednd se o mérny objem, mérnou
hustotu, molarni objem, latkovou hustotu a objem. Dalsi fyzikalni veli¢iny si popi-

seme az po zavedeni Van der Waalsovy rovnice.

Mérny objem V,,, je podil objemu systému V' a hmotnosti systému m. Mérné hustota
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o0 je prevracena hodnota mérného objemu, plati:

vm:K kg™ m?®] |
m

_m_ o g

Q—V—Vm [kgm ]

Molarni objem v zavedeme jako podil objemu systému V' a latkového mnozstvi

v systému n. Latkova hustota p je prevracenda hodnota molarniho objemu. Vztahy

jsou tedy:
Vo s
v= [m® - mol™] | (3.1)
n 1 .
P=v =1 [mol - m™?] . (3.2)

Predevsim vztahu (@) vyuzijeme pri prevadéni Van der Waalsovy rovnice do tvaru,

ktery je vhodnéjsi pro vyuziti v praxi. Vztah
v=— (3.3)

kde M, je molarni hmotnost v kilogramech na mol, miize byt uziteény ve chvili,

kdy potfebujeme prevadét mezi mérnou hustotou a moldrnim objem. [18§]

Stavova rovnice idedlniho plynu je rovnice ve tvaru
pV =nRT . (3.4)

Idealni plyn je plyn, ktery je dokonale stlacitelny a ma nulové vnitini tieni, tedy
i nulovou viskozitu. Model dokonalého plynu také predpoklada, ze jednotlivé mole-
kuly jsou bodové c¢astice bez objemu a jediné silové ptusobeni nastava pri pruznych
srazkach. U realnych plynti vsak dochazi i k dalsimu silovému ptisobeni a navic
nemuzeme zanedbavat objem molekul. Van der Waals se tspésné pokusil zpresnit
rovnici (@) zavedenim dvou korekcnich faktort. Nyni stejnym postupem jako van

der Waals odvodime stavovou rovnici pro realné plyny.

Nejprve si stavovou rovnici pro idealni plyn vyjadiime pomoci molarniho objemu.

Ze vztahu (@) si vyjadiime objem V' a dosadime do rovnice (@)

V =un pV:nRT
\_/
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Timto dosazenim ziskdme rovnici
pv = RT . (3.5)

Déle vyjdeme z predstavy, ze jeden mol plynu ma konecény objem, ktery nazveme
vylouceny objem a oznac¢ime ho b. Pro stlacovani jednoho molu molekul plynu mame
k dispozici mérny objem zmenseny o vylouceny objem. Po této tivaze ziskame rovnici
ve tvaru

p(v—>b)=RT (3.6)

Existence pritazlivych sil mezi molekulami zpiisobuje, Ze jsou molekuly k sobé pfi-
tahovany a snizuje se rychlost jejich narazu na stény nadoby. Na sténu nadoby tedy
pusobi mensi tlak a van der Waals analyzou sil ptisobicich mezi molekulami zjistil, ze
snizeni tlaku je nepfimo ttmérné druhé mocniné molédrniho objemu a zavisi na kon-
stanté a. Dalsi upravou rovnice (@) po této tvaze ziskdme rovnici (@), ktera je

Van der Waalsovou rovnici pro redlnou kapalinu i plyn.

a
(r+ §> (v—b) = RT (3.7)
Za pomoci ekvivalentnich tiprav lze tuto rovnici prevést na tvar

RT
-2 (3.8)

ve kterém se s nf také mizeme setkat. Cleny <% a b jsou takzvané Van der Waalsovy

korekce. [[19] Nyni si v tabulce @ udélame prehled pouzitych konstant a velic¢in
ze vztahu (@) - (@)
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Tabulka @: Prehled konstant a velic¢in ze vztahi (@) - (@)

znacka jednotka popis
a kg - m® - mol~? - s~2 | konstanta rozdilna pro kazdou latku
b m? - mol ™! konstanta rozdilna pro kazdou latku
m kg hmotnost
p kg -m™!.s72 tlak
p mol - m~3 14tkova hustota
R J-K™'-mol™ molarn{ plynové konstanta = 8,314 J- K~! - mol™*
T K termodynamicka teplota
n mol latkové mnozstvi
v m? - mol ™! molarni objem
V m? objem

V nasledujici tabulce @ si uvedeme pro priklad tabulkové hodnoty konstant a a b
pro vybrané latky, které jsou ziskany z experimentalnich dat o stavovém chovani
latky. Hodnoty a a b mizeme urcovat i vypocty z kritickych hodnot stavovych ve-

li¢in a tyto hodnoty se poté mohou od experimentalnich hodnot lisit. [20]

Tabulka : Prehled vybranych hodnot a a b

latka a b
benzen 1,824 | 0,0001154
dusik 0,141 | 0,0000391
kyslik 0,138 | 0,0000318
oxid uhli¢ity | 0,364 | 0,0000426
voda 0,554 | 0,0000305
vodik 0,025 | 0,0000266

Poznamka 3.1 Pokud bychom do rovnice (@), pripadné do rovnice (@) dosadili
a = b = 0, ziskali bychom zpét stavovou rovnici idedlniho plynu (@)

Pro konkrétni proménné Van der Waalsovy rovnice budeme dale zobrazovat p — v
diagram. Pojdme si tedy nejprve Van der Waalsovu rovnici prevést pro tuto aplikaci

do vhodnéjsiho tvaru.
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Nejprve levou stranu rovnice (@) roznasobime, tim ziskdme tvar
pv® — bpv® — RTv? + av —ab =0
a tento tvar uz jen pouhym vytykanim upravime na rovnici (@)
pv® + (—bp — RT)v* + av — ab =0 (3.9)

Podle definice @ se jedna o kubickou rovnici s neznamou v a koeficienty a = p,
B=—bp—RT,v=aad=—ab.

V tuto chvili jiz mame pripraveny veskeré potrebné vztahy pro tvorbu p — v dia-
gramu. Dale se budeme zabyvat izotermickym déjem. Nejprve v kratkosti pro idedlni

plyn a poté pro Van der Waalsuv plyn (redlny plyn).

[zotermicky déj je takovy déj, pti kterém hodnota teploty T' termodynamické sou-

stavy zistava konstantni.

Tuto skutecnost popisuje u idealniho plynu takzvany Boyletv-Mariottiv zakon a podle

tohoto zakona pro rovnici (@) plati
pv = konst | (3.10)

kde konstantni prava strana této rovnice je rovna vyrazu RT'. Déle je nutné preznacit

osy v kartézské soustavé souradnic, jako na obrazku @

Y p

preznaceni
\/V

Obrézek 3.1: Preznaceni kartézského systému soutradnic pro p — v diagram
Déle zavedeme funkci figea(v). Pro zavedeni funkce figea(v) vyuZijeme rovnici (@),
kterou vydélime proménnou v a funkci figea(v) definujeme takto:

_RT

(%

fideal (U) =P

Graf funkce figea1(v) budeme zobrazovat pouze v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu, pro-

toze hodnota molarniho objemu nemiize byt z fyzikalniho hlediska zaporna. Kvad-
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ranty obvykle ¢islujeme tak, jako je tomu na obrazku @

II. kvadrant I. kvadrant

II1. kvadrant IV. kvadrant

Obréazek 3.2: Rozdéleni na kvadranty

Preznacenou kartézskou soustavu souradnic spolu s grafem funkce figea(v) budeme
nazyvat p — v diagram. Graf funkce fiqea(v) budeme nazyvat izoterma. Jesté nez se
budeme vénovat readlnému plynu, nakreslime si p — v diagram idealniho plynu pro
nékolik riiznych hodnot termodynamické teploty 1. Pro nakresleni diagramu vyuzi-
jeme software MATLAB. Vysvétlime si princip tvorby grafii v MATLABu a zdrojovy
kod pro tvorbu p — v diagramu. Kromé MATLABu budeme také v nékterych pripa-

dech u realného plynu vyuzivat systém Wolfram Mathematica.

Nyni udéldme malou odbocku a vysvétlime si na funkci f(zr) = 22 — 1, jak na-
kreslit jeji graf v MATLABu. Nejprve si musime zvolit definiéni obor funkce f(x),
na kterém chceme nakreslit jeji graf. Jedna se vzdy o takovy interval, ktery je vhodny
pro dalsi aplikaci. Pro piiklad zvolime x € (—2;2,5). Pro nakresleni grafu budeme
potiebovat jednotlivé body, které lezi na grafu funkce. Tyto body budou mit tvar
[z, f(x)] a zvolime si vhodné rozdéleni intervalu. Pro kvalitni nakresleni takového
grafu staci rozdéleni intervalu po jedné setiné, avsak ¢im jemné;jsi zvolime déleni, tim
presnéjsi graf ziskame. Ziskané body poté v MATLABu pomoci ptikazu plot spo-
jime a tak ziskdme graf funkce f(x) =y = 2? — 1. Zdrojovy kod El! nam vygeneruje

graf funkce na obrazku @

Zdrojovy kod 3.1: Kéd pro nakresleni grafu funkce f(z) = 2% — 1

1|x=[-2:0.01:2.5];
2ly=x."2-1;

plot(x,y);
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e

f(x)

Obrézek 3.3: Graf f(x) = 22 — 1 nakresleny v MATLABu s grafickymi tipravami

Nyni si zdrojovy kod @ vysvétlime. Na prvnim fadku je pole obsahujici tii ¢isla
oddélené dvojteckami. Prvni ¢islo je dolni hranice intervalu, dalsi ¢islo je hodnota,
ktera se bude pricitat k predeslému cislu, dokud se nedosahne posledniho cisla 2,5,
tedy horni hranice intervalu. Na pole mtzeme nahlizet jako na vektor, ktery kdyz
zapiSeme do fadky, bude obsahovat ¢isla (—2;—1,99; —1,98;...;2,49;2.5). Na dal-
sim Tadku si vypocitdme piislusné funkéni hodnoty f(z). Protoze x neni ¢islo, ale
pole ¢isel, je nutné k nému vytvorit prislusné pole funkénich hodnot y, toho docilime
nejlépe tak, ze v zapisu funkce doplnime pred znak umocnovani ~ tecku. Timto po-
stupem jsme ziskali dvé pole ¢isel x a y, kterd obsahuji na prislusnych pozicich bod
a jeho funkéni hodnotu. Poslednim krokem vykreslime pomoci ptikazu plot(x,y)
graf funkce f(x). Dodejme jesté, ze neni nutné pojmenovat pole vzdy x a y, funkce
plot mé dva argumenty, pricemz prvni argument bude sada soutadnic prislusici
vodorovné ose a druhy argument bude sada soutradnic ptisluSici svislé ose. Déle je
nutné znat pripadné body ¢i intervaly, které nepatii do definiénitho oboru funkce,
protoze se miize stat, ze pri rozdéleni intervalu bude nase pole x takové body obsa-
hovat a graf funkce by byl nespravné nakreslen. Jako priklad mizeme uvést funkci
y = I—lz, kterd neni definovana pro x = 0, avsak kdyz zvolime rozdéleni tak, ze
pole x bude ¢islo 0 obsahovat, MATLAB graf vykresli spojité. Kazdy graf je navic
jesté mozné graficky zpracovat v prostiedi softwaru MATLAB, jedna se napriklad

o zménu barev, nastaveni méritek os a podobné.
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N O O W e

Jiz vime, jak muzeme kreslit v MATLABu grafy funkci a pojdme se vratit zpét

k problematice stavové rovnice a Van der Waalsovy rovnice.

Pojdme si dale pomoci kédu @ nakreslit p — v diagram. Zdrojovy koéd nyni neni
tfeba vysvétlovat, protoze se sklada z jiz vysvétlenych prikazi. Dodame jen, ze pii-
kazy hold on a hold off slouzi pro vykreslovani jednotlivych grafi do jednoho
obrazku, které jsou do své konecné podoby upraveny primo v MATLABu. Izotermy
budeme zobrazovat pro hodnoty T" = 273,15 K, T = 473,15 K, T = 673,15 K,
T = 873,15 K, T = 1073,15 K a T = 1273,15 K. Pro tento priklad jsme zvolili
pro v interval (0,5; 6).

Zdrojovy kod 3.2: Kéd pro vytvoreni p — v diagramu na obrazku @

v=[0.5:0.01:6];

for T=273.15:200:1273.15
p=(8.314%T) ./v;
plot(v,p);
hold on;

end

hold off;

Jednotlivé izotermy na p—v diagramu na obrazku @ jsou z matematického hlediska
grafy funkce nepfimé imérnosti, nebot ve funkci figea = % pro kazdy jeji graf zname
hodnoty R iT. Pro hodnoty v, které se blizi k nule, dostavame vysoké hodnoty tlaku

a proto byla pro néazornost vybrana dolni hranice intervalu pro molarni objem 0,5.

36




4

95 x 10
273,15 K
473,15 K
o 2 — 673,15 K |
2 —873,15 K
T —1073,15 K
g 15| —1273,15 K |
=
Q‘ -

[ 1
S 05 |
0 I I I | [ |

0 1 2 3 4 5 6

v [m® - mol ']
Obréazek 3.4: p — v diagram pro idealni plyn

Pojdme se vénovat redlnému plynu. S vyuzitim vztahu (@) zavedeme dvé nové
funkce freal(v) & freai2(v,T). Prvni uvedend funkce je redlnd funkce jedné redlné
proménné a druhd uvedena funkce je realna funkce dvou realnych proménnych. Tyto

funkce zavedeme takto:

RT a
freal(v):v_b_v_Qa
RT a

rea, 7T = - 75
Jreaa (v, T) v—>b V2

Preznacenou kartézskou soustavu souradnic spolu s grafem funkce fiea(v) budeme
nazyvat p — v diagram. Graf funkce fiea(v) budeme nazyvat izoterma. Graf funkce
freaiz(v,T) je v trojrozmérném prostoru urc¢itym zpusobem zaktivena plocha. Tuto
zminénou plochu budeme nazyvat termodynamickou plochou. Muze se zdat, ze
funkce fieal(v) by méla byt také redlna funkce dvou redlnych proménnych, avsak

pri kresleni izotermy je vzdy zadana konkrétni hodnota termodynamické teploty 7.
U komentare tabulky @ jsme zminili, Ze hodnoty a a b mizeme urcit dvéma zpi-

soby. Budto vyuzijeme tabulkovych hodnot nebo si hodnoty vypocitame sami z kri-

tickych hodnot stavovych veli¢in. Stavové veli¢iny nabyvaji kritickych hodnot v kri-
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tickém bodé. V tomto bodé splyvaji vlastnosti kapaliny a plynu. Kriticka teplota
je nejvyssi mozna teplota, pri které jesté miize existovat latka v kapalném stavu.
Na termodynamické plose na p — v — T" diagramu ma takovy bod souradnice p., T,
a v.. Jedna se tedy o kriticky molarni objem, kritickou termodynamickou teplotu

a kriticky tlak. Pouze v kritickém bodé plati

freal2(vt:7 Tc) = Pec (311)
Ofrent2v, T) reagf}”’ D w1y =0 (3.12)
2

Pzt T) 5;2” D01y =0 (3.13)

Rovnice ()—() nazveme podminkami pro kriticky bod. Pravé z téchto rovnic
vypocitame hodnoty a a b. Vidime, Ze mame soustavu tii rovnic pro dvé neznamé.

7 podminek pro kriticky bod plyne

RT, a

rea caTc = — % — Pc » 3.14
Jrear2(ve, Te) R P (3.14)
afreal2 (U7 T) RTG 2a
(v, Te) = ———— 5+ = =0, 3.15
0 freat2 (v, T) 2RT,  6a
— (e T) = ———5 — 5 =0. 3.16
o TG T (3:10)
Ze vatahi (B.14) - (B.1d) plati
RT, a
- 5 = Cc 317
ve—b 2 b (3.17)
RT, 2
e =22, (3.18)
(Ve —b) Ve
RT, 3
e =2 (3.19)
(ve — b) Ve
Hodnotu b zjistime tak, Ze rovnici () vydélime rovnici ()
RTC 2a
(ve—b)® 03
RT, ~ 3a
(ve—b)? ve
RT, (v — b)3 B v 3a
(ve — b)? RT. — 2a v?
2
v—b==-v
3
v
b=~ 3.20
. (3.20)
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A déle budeme v rovnici () substituovat vztah ()

h = Y BRI 22
3 (’Ucfb) ’UZ?

\—/

RT, _ 2a
(ve—5%)" v
RT  2a
4v2 - F
9 C
9RT v,
o= (3.21)

Vztahy () a () nam vyjadiuji vypoctené hodnoty Van de Waalsovych koefi-
cientl a a b na zakladé kritickych hodnot stavovych veli¢in. Stoji za povSimnuti, ze
v tomto pripadé nam staci znat pouze kritickou hodnotu termodynamické teploty
T, a kritickou hodnotu molarniho objemu v., znalost hodnoty kritického tlaku p.
neni pro tuto metodu vypoctu zapotiebi. Pokud bychom $li opacnou cestou, tedy
z hodnot a a b bychom chtéli vypocitat kritické hodnoty stavovych veli¢in p., T, a
v., pak ze vztahu () plyne

ve =3b . (3.22)

Do rovnice () dosadime za v, vyraz 3b a vyjadiime T,. Tak ziskdme pro T, vztah

8a
ﬂ_Z%R‘

(3.23)

Tlak vyjadiime pomoci Van der Waalsovych koeficientii tak, ze dosadime T, a v,

vyjadiené pomoci a a b do rovnice (@) Tim ziskdme rovnost

a

De

Toto byl prvni zptisob, jak lze nalézt vztahy mezi kritickymi hodnotami stavovych
veli¢in a hodnotami Van der Waalsovych koeficientii a a b. Ukézeme si, ze nalézt
vztahy mezi kritickymi hodnotami stavovych veli¢in a hodnotami Van der Waalso-

vych koeficientt jde i bez pouziti derivace. [21]

7 algebraického hlediska plati, ze vSechny reSeni kubické rovnice (@) v kritickém
bodé splyvaji, tedy, Zze zminénd rovnice ma jeden trojnasobny koren a muzeme ji
prepsat do tvaru

(v—1.)* =0 (3.25)
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a poté levou stranu rovnice upravit
v® — 3v, + 30’ — 02 = 0. (3.26)
Rovnici (@) pfevedeme na normovany tvar, budeme délit koeficientem p

T
U3+<_b_R_>UQ_’_gv_a_b:() (3.27)

a porovname v rovnicich (B.26) a () koeficienty u kvadratického, linedrniho a ab-

solutniho ¢lenu. Tak ziskdme vztahy

RT
—b— — = -3,
p
ngvf,
p
b
-
p

kde v kritickém bodé plati p = p., T'=T. a v = v.. Po dosazeni kritickych hodnot

a upravach ziskdme vztahy

RT,
b+ = 3v, , (3.28)

Pe
a
— =37, 3.29
Pe (3.29)
ab 3
— =}, 3.30
Pe (3:30)

b= =<, (3.31)

ze kterého tpravou vyjadiime
ve=3b . (3.32)

Dosazenim (M) do (@) ziskame pro kritickou hodnotu tlaku rovnost

a

Pe

Kritickou hodnotu tlaku a molarniho objemu, vyjadienou pomoci Van der Waalso-
vych koeficientl a a b, dosadime do rovnice () a vyjadiime T, tedy

8a
T = )
" 27bR

(3.34)

40



Nakonec vyuzijeme vztahu (), ktery dosadime do rovnosti pro kritickou termo-
dynamickou teplotu () a vyjadrime koeficient

_ 9RT.v.
-

Porovnanim rovnic a pro koeficient a, a pro koeficient b,
a pro kriticky tlak p., a pro kritickou termodynamickou teplotu 7.
a a pro kriticky molarni objem v. vidime, Ze jsme obéma metodami do-

spéli ke stejnym vztahtim mezi kritickymi hodnotami stavovych veli¢in a Van der

a (3.35)

Waalsovymi koeficienty. [22]

Pojdme nyni pracovat s konkrétni latkou, vybereme si vodu. Nejprve z tabulkovych
hodnot pro kritické hodnoty stavovych veli¢in uré¢ime hodnoty Van der Waalsovych
koeficientt @ a b. Pro vodu plati T, = 647,15 K a v. = 0,00005459175 m? - mol .
7, téchto hodnot stanovime a = 0,33044 a b = 0,00001819725. Nyni mame vse,

abychom mohli nakreslit izotermy pro vodu.

Poznamka 3.2 Pri vypoc¢tu hodnot a a b se tyto hodnoty mohou lisit od experi-

mentalné stanovenych dat uvedenych v tabulce @

Grafem funkce fiean(v,T) je termodynamicka plocha, kterd je zobrazena oranzovo-

zelené na obrazku @

41



1000

14108

ke 5.q07

ws

5107

0.00005

0.00010

0.00018

moal

000020

Obréazek 3.5: Termodynamicka plocha vytvorend pomoci funkce frea2(v, T)
Kdyz budeme délat fezy rovinami pro jednotlivé hodnoty 7' s termodynamickou

plochou, mnoziny bodti, spole¢né pro oba objekty, nazveme izotermy. Tato situace

je zobrazena na obrazku @
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Obréazek 3.6: Termodynamicka plocha s jednotlivymi fezy

Izotermy budou uréeny funkei fiea(v), kde v predpisu funkce budeme ménit pro jed-
notlivé izotermy hodnotu termodynamické teploty T'. Pro nakresleni izoterm budeme
pouzivat software Wolfram Mathematica. Pro vytvoreni p — v diagramu pro vodu
vyuzijeme kbédu . Jeste, nez si kdd vysvétlime, dodejme, ze Wolfram Mathematica
obvykle necisluje fadky. V nasledujicim kodu je cislovani fadkt pridano jen kvili

lepsi orientaci pri jeho vysvétleni.
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Zdrojovy kod 3.3: Kod pro vytvoreni p — v diagralnu,najobrézku,gjﬂ

a = 0.33044

b = 0.00001819725

frealA[v_] := (8.314%450)/(v - b) - (a/(v~2))
frealB[v_] := (8.314%500)/(v - b) - (a/(v~2))
frealC[v_] := (8.314%546)/(v - b) - (a/(v~2))
frealD[v_] := (8.314%600)/(v - b) - (a/(v~2))
frealE[v_] := (8.314%647.15)/(v - b) - (a/(v~2))
frealF[v_]1 := (8.314%700)/(v - b) - (a/(v~2))
frealG[v_] := (8.314x750)/(v - b) - (a/(v~2))
dolnimezv := 0.000019

hornimezv := 0.0002

Plot[

{frealA[v], frealB[v], frealC[v], frealD[v],

frealE[v],6 frealF[v], frealGI[v]},

{v, dolnimezv, hornimezv},

PlotStyle ->

{RGBColor [0, 1, 0.53], RGBColor[O, 1, 0.83],

RGBColor [0, 0.6, 1], RGBColor[1, 0O, O],

RGBColor [0, 0.18, 0.9], RGBColor([0.61, O, 1],

RGBColor [0.96, 0, 0.79]},

PlotLegends ->

{"T=450 K", "T=500 K", "T=546 K", "T=600 K", "T=647,15 K",
"T=700 K", "T=750 K"},

PlotRange -> {-53000000, 90000000}, AxesOrigin -> {0, 0}]

Spusténim kodu ziskame p — v diagram pro vodu na obrazku @ Wolfram Mathe-
matica pouziva programovaci jazyk Wolfram, ktery se, jak si vysvétlime, lisi ve své

syntaxi od klasickych programovacich jazykii.
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Obrazek 3.7: p — v diagram pro vodu

Nyni si vysvétlime zdrojovy kod @ Na prvnich dvou tadcich definujeme hod-
notu Van der Waalsovych koeficienti a a b. Radky 4 aZ 10 obsahuji piedpisy
funkci, pomoci kterych budeme vykreslovat jednotlivé izotermy. V téchto defini-
cich se méni jen hodnota termodynamické teploty T'. Izotermy budeme vykreslovat
pro hodnoty 450 K, 550 K, 546 K, 600 K, 647,15 K, 700 K a 750 K. Pripomenme,
ze hodnota 647,15 K je kritickd termodynamicka teplota vody T.. Na fadcich 12
a 13 urcujeme dolni a horni hranici definicniho oboru v. V tomto ptipadé plati
v € (0,000019,0,0002). Piikaz Plot zacinajici na fadku 15 mda nékolik argumentt
a slouzi pro vykresleni p — v diagramu s izotermami, které jsou urceny funkcemi

na tadcich 4 az 10. Prikaz Plot s jeho argumenty je vysvétlen na obrazku @
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jednotlivé argumenty ve slozenych

/ Wdl jsou oddéleny éérkami\

/Plot [{freal2A[v], freal2B[v], ...},{v, dolnimezv, hornimezv},
pitkaz pro nakreslen{ . argument s definiénim
p — v diagramu \ e proménné v

\
\

/// PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0.53], RGBColor[0O, 1, 0.83],...},

\
\
\

urcuje barvu a styl \
vykresleni izotermy \

\

\
\
\

v &
PlotLegends -> {"T=450 K", "T=500 K", ...},

\

N

legenda s teplotou vnittky argumentii s predpisem funkce, jejim stylem,
pro jednotlivé izotermy popiskem apod. mtizeme chapat jako seznamy,
kde prvni pozice seznamu patii prvnimu
objektu a jeho vlastnostem atd., tedy

funkci freal2A[v] patii RGBColor [0, 1, 0.53]
a popisek T=550 K

PlotRange -> {-53000000, 90000000}, AxesOrigin -> {0, 0}]

/ /

rozsah hodnot na ose umisténi pruseciku
s tlakem p souradnicovych os

Obrézek 3.8: Vysvétleni struktury jazyka Wolfram pro tvorbu p — v diagramu

V kapitole @, kterd bude vénovana pripravé ucebniho celku na téma této prace,

se budeme rovnici (@) a moznostem, jak s ni vice pracovat, vénovat blize.
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4 Pouziti ve vyuce

V této kapitole se budeme vénovat pripravé uc¢ebniho celku na téma Matematické
aspekty Van der Waalsovy rovnice s vyuzitim pristupu STEM a jeho vyhod. Kon-
cept STEM je novodoby vzdélavaci koncept, ktery vznikl v 90. letech 20. stoleti
ve Spojenych statech americkych. STEM je zkratka pro obory Science (prirodni
védy), Technology (technika), Engineering (technologie), Mathematics (matema-

tika). Koncept klade dtraz na jejich propojeni a blizkost pii feSeni problému. [23]

Tato pifprava uéebniho celku je vhodnd pro vétsinu stiednich skol v Ceské republice,
kde ji lze vyuzit pti rtznych prilezitostech, jako jsou zejména projektové dny, ale
samoziejmeé ji lze vyuzit i v bézné vyuce. Tato ¢ast prace obsahuje naméty na vy-
uku na maximalné 9 az 10 vyucovacich hodin, ale kazdy, kdo tuto praci vyuzije si
muze vybrat jen urcité c¢asti, kterym se bude se svymi zaky vénovat. Minimalni cas
vénovany pochopeni této kapitoly v zavislosti na zvolenych piikladech a teorii by

nemél byt kratsi nez 4 az 5 vyucovacich hodin.

4.1 Prvni ¢ast pripravy ucebniho celku

Tato ¢ast je planovana na 3 vyucovaci hodiny a vénuje se predevsim sezndmeni zakl

s Tesenim kubickych rovnic za pomoci analytickych metod.

Pojdme si pro zacatek vytesit rovnici (@) v komplexnim oboru. Jako prvni bu-

deme resit rovnici
22° +54=10. (4.1)

Rovnici (El!) prevedeme za pouziti ekvivalentni tpravy na normovany tvar tak, ze

obé strany rovnice vydélime cislem 2. Tak ziskame rovnici
1 +27=0, (4.2)

kterou prepiseme do tvaru
? —(=27)=0. (4.3)

Rovnice (@) je kubickd binomickad rovnice, kterd odpovidé rovnici (@) a plati
n =3, z = —27. V tuto chvili potfebujeme pro zjisténi kotent prevést ¢islo z = —27

do goniometrického tvaru. Vyuzijeme vztahtu

Relz] Im|[z]

2| = \/(Re[z])2 + (Im[2])* , cosp = T sin ¢ = e

9
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kde Rel[z] je redlnd ¢éast a Im[z] je imaginarni ¢ast Cisla z. Plati Re[z] = —27 a Im[z] =
0. Po dosazeni ziskdme goniometricky tvar komplexniho ¢isla z = 27 (cos 7 + isin 7).
Tedy |z| = 27 a ¢ = 7. Nyni stac¢i dosadit zjisténé hodnoty do vztahi () - ()
Tak ziskdme pro zadanou rovnici koteny
T ™ 3 33
:3< L _>:_ 33,
Xo cos3+1$.1n3 2—1— 5 1
1 =3 (cosm+isinm) = -3,
57\ 3 3V3 i
2 2

=3 > + isin
) COSs 3 S 3

Nyni si ovérime spravnost naseho feseni. K tomu vyuzijeme sluzbu WolframAlpha.
Vyuziti pocitace je v tomto pripadé vhodné zejména z toho divodu, Ze se zaci na-
uci zadavat matematické vyrazy do pocitace v pozadovaném formatu. Presto, ze se
muze zdat, ze zadani matematického vyrazu je jednoduché, zaktum casto déla ob-
tiZze a tato neznalost je mize omezovat. Vstupni informace, které predavame sluzbé
WolframAlpha nejsou v takzvaném WYSIWYG formatu, tedy ve formatu, kdy uzi-
vatel primo upravuje matematicky vyraz v jeho findlni podobé. Zkratka WYSIWY G
pochézi z pocatecénich pismen anglické véty: What you see is what you get. Volny

preklad do ceského jazyka je: Co vidime, to dostaneme.

Kontrola spravnosti nasich vysledki bude v tomto pripadé spocivat v prevedeni

levé strany rovnice na soucinovy tvar
3 3V3 3 3V3
— = ——i - = i 4.4
(:B 5 21) (x 2—|— 21>(x+3), (4.4)

a zadani vyrazu (@) do sluzby WolframAlpha. Pokud jsou nase vypocitané kotreny

spravné, ziskdme zpét vyraz x3 + 27. Abychom mohli vyraz (@) pouzit, musime ho

prepsat do nasledujiciho tvaru
(x-(3/2)-(3*sqrt (3) /2) *1i) (x-(3/2)+(3*sqrt (3)/2) *1) (x+3)

a po jeho zadani spustit vypocet. WolframAlpha nabidne nékolik rtiznych vypocti
s timto vyrazem, véetné jeho riznych forem, které najdeme v ¢asti Alternate forms.
V této E4sti vidime mezi ostatnimi réiznymi formami tohoto vyrazu i vyraz x® + 27,

ktery jsme chtéli ziskat. Nase vysledky jsou tedy spravné.

Jiz zékladni znalost prace s libovolnym matematickym softwarem mize umoznit

zakum vymyslet si a TeSit rizné matematické i jiné problémy a efektivné zjistovat
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a ovérovat vysledky jejich prace.

Déle si dejme za 1kol zjistit feseni kubické reciproké rovnice prvniho druhu v zavis-
losti na parametrech a a [ a vytvorit program, ktery vypocita koreny této rovnice.

Pripomenme, ze kubicka reciproka rovnice prvniho druhu je rovnice ve tvaru
ar’ + B+ Pr+a=0,kdeacRapeR,

o které vime, Ze jednim z jejich kofenti je ¢islo —1. Vydélime tedy vyraz na levé
strané rovnice () kofenovym Cinitelem z + 1:

(e + B2+ Br+a): (z+1)=ax’ + (B —a)z+a .

Vysledkem toho déleni je vyraz ax? + (8 — a)r + «, jehoZ kofeny jsou zbylé dva

hledané koreny puvodni rovnice () Déle tedy budeme fesit rovnici
ar’+ (B—a)r+a=0 (4.5)

v zavislosti na parametrech « a . Jednd se o rovnici kvadratickou, jejiz diskriminant
je

D= (—(B—-a))?—4a® =3 —2aB — 3a” . (4.6)
Provedme nyni diskuzi feseni rovnice (@) Pro kladnou hodnotu diskriminantu ma

rovnice dvé redlnd reseni ve tvaru

:a—ﬁi\/ﬁ2—2a5—3a2

4.7

1.2 2a (47)
Pro D = 0 m4 rovnice jeden dvojnasobny koren
a—p

1.2 2a (48)

Je-1i diskriminant kvadratické rovnice zaporny, pak jsou zbyvajici kofeny komplexné

sdruzena cisla ve tvaru

a— B +iy/]82 — 208 — 3a?|
20 '

(4.9)

T2 =

Program @ pro vypocitani korenti kubické reciproké rovnice v komplexnim oboru
je napsan v softwaru MATLAB.
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Zdrojovy kod 4.1: Vypocet korenti kubické reciproké rovnice v MATLABu

format long;

a=10;
b=3;
D=b"2+2%axb-3xa”2;
if D>=0
odmocninaD=sqrt (b~2-2xa*b-3*xa~2) ;
korenl=(a-b+odmocninaD) /(2%*a) ;
koren2=(a-b-odmocninaD) /(2*a) ;
zobraz = ['Rovnice ma koreny ' ,num2str(korenl),',
",num2str (koren2),' a -1.'];
else
odmocninaAbsD=sqrt (abs(b~"2-2%xa*b-3*xa~2));
korenRe=(a-b)/(2*a);
korenlIm=odmocninaAbsD/(2%xa) ;
koren2Im=-odmocninaAbsD/(2%*a) ;
znamenkol="+";
znamenko2="'+";
if korenllIm <O
znamenkol="'";
end
if koren2Im <O
znamenko2="'";
end
zobraz = ['Rovnice ma koreny ' ,num2str(korenRe),'',num2str
(znamenkol),'',num2str (korenliIm),'i, ',num2str (korenRe),
"' num2str (znamenko2),'',num2str (koren2Im),'i a -1.'];
end

disp(zobraz)

Protoze vétsina struktur pouzitych v tomto kédu byla vysvétlena vyse v této praci,
zameérime se pri vysvétleni kodu Ell hlavné na postup pri feseni zadaného problému.
V kédu plati o =a a f =b. Po zadani hodnot na druhém a tretim radku program
vypocte hodnotu diskriminantu (@) a na zakladé této hodnoty program ovéruje
hodnotu D na tadku 5 a vétvi vypocet a vypsani vSech kotenti pro D > 0 na fadky
6 -9 aproD < 0 na tadky 11 - 23. Pii psani vzorcu vidime, ze zaci musi umét

psat matematické vzorce na jeden radek bez moznosti vyuziti WYSIWYG stejné,
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jako tomu bylo u predchoziho prikladu, pri ovérovani spravnosti vysledki ve sluzbé
WolframAlpha. Na fadku 6 se vypocte hodnota odmocniny z diskriminantu a na rad-
cich 7 a 8 se zjistuje dosazenim znamych hodnot hodnota kotrenti. Tyto dva radky
odpovidaji kofentim (@), pripadné (@), protoze psani specialni ¢asti pro D = 0 by
bylo zbytecné prodluzovani délky psaného kodu. Proménna zobraz obsahuje fetézec,
pomoci kterého vypiseme vSechny nalezené koreny a také pro reciprokou rovnici li-
chého stupné, prvniho druhu, znamy koren —1. Pro spravné zobrazeni ¢isel v fetézci
musime prevést vsechna ¢isla funkei num2str () na text. Pro zapornou hodnotu dis-
kriminantu D je situace zajimavejsi, nebof kromé vypoctu chceme koteny i vypsat
ve spravném formatu a v tuto chvili mtze nastat problém se spravnosti zobrazovani
znamének. Pojdme se ale nejdiive zamérit na vypocet komplexnich korent. Koreny
(@) rozdélime na jejich redlnou a imaginarni ¢ast a vypustime praci s imaginarni
jednotkou i, kterou ptridame az na konec pri vypisovani nalezenych korent. Roz-
déleni kofenil na redlnou a imaginarni ¢ast je na obrazku (@), véetné pritazeni

do jednotlivych proménnych.

\/ﬁ
/‘ + 18 Zzﬁ il korenlIm
korenRe
v/ 18%2—2a8—3a2]
30 koren2Im

Obrézek 4.1: Pritazeni hodnot do proménnych

Na radku 11 vypoc¢teme odmocninu z absolutni hodnoty diskriminantu, kterou dale
vyuzijeme pti urcovani hodnot imaginarnich ¢asti kofent na nasledujicich dvou rad-
cich kédu. Pri vypsani komplexnich kofent v Tetézci zobraz je dulezité spravné
vypsat znaménka. Proto jsme vytvorili proménné znamenkol pro imaginarni ¢ast
prvniho kofenu a znamenko2 pro imaginarni ¢ast druhého korenu, které vypisujeme
pred jejich komplexni ¢ast. Pokud by komplexni ¢ast byla zapornd, na radcich 17 az
22 nastavime prislusnou proménnou jako prazdnou a imaginarni ¢ast se tak vypise
s minusovym znaménkem. V fetézci zobraz slozime vSechny zjisténé hodnoty, jako
je uvedeno a tak nam vznikne koéd pro feseni kubické reciproké rovnice, prvniho
druhu, v mnoziné komplexnich ¢isel. Vysledek vypiSeme piikazem disp(zobraz)

na poslednim radku.
Samoziejmé, ze by i tento kod Sel zkratit vypoctenim pouze hodnot koreniRe

a korenlIm s naslednym spravnym poskladanim se znaménky do fetézce zobraz, ale

v kédu byl zamér ukazat i praci se znaménky pri vypisovani komplexnich korent,
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ktera vede ke spravné a jednoduché interpretaci vysledki pfi feseni slozitéjsich tloh.
Zminéné zkraceni kddu miize byt namétem na dalsi programovani, véetné vytvoreni

obdobného kédu pro kubickou reciprokou rovnici druhého druhu.

Poznamka 4.1 Pri prevzeti kédu z této prace a jeho nésledném spusténi je nutné

mit fetézce na radcich 9 a 23 na jednom fadku, jinak program skonci s chybou.

Nyni prejdeme na dalsi dlohu. S vyuzitim Hornerova schématu budeme chtit vydélit

polynom 3 — 622 + 11z — 6 polynomem x — 5.

Polynom = — 5 je linedrni a Hornerovo schéma tedy muzeme pouzit. Vypocet je
na obrazku @

O @ & O

® © o 6 O

3 1 -1 6 24

Obrazek 4.2: Hornerovo schéma pro polynom z® — 622 + 112 — 6 v bodé 5

V bunkach @, @ a jsou koeficienty kvadratického polynomu a v bunce @ je
zbytek po uvedeném déleni, vysledek tedy je

24
(x3—6x2+11x—6):(x—5):x2—x+6+x_5. (4.10)

Vidime, Ze ve srovnani s klasickym délenim polynomu polynomem, je vyuziti Horne-
rova schématu pti déleni polynomu linearnim polynomem efektivnéjsi. Dale miizeme

v hodiné vyuzit priklady z textu vyse, kde Hornerovo schéma vysvétlujeme.

Jako posledni tikol pied praci s numerickymi metodami vyfesime rovnici 523 —40x2+

1052 —100 = 0 v komplexnim oboru pomoci Cardanova vzorce uvedeného v kapitole

x|

V kapitole @ se nam podarilo vyjadrit analyticky jeden kofen obecné kubické rov-
nice (@) ve tvaru () Vyuzijeme tedy vhodného softwaru pro zadani vzorce a
nechame si vypocitat koren kubické rovnice. Poprvé v této praci budeme pracovat

se softwarem Maple, ktery podporuje WYSIWYG zadani dat. Maple je software
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pracujici se symboly a slouzi pro vypocty a vyhodnocovani vyrazi. Cely vypocet
je uveden na obrazku @ Nejprve uréime hodnoty proménych o = 5, f = —40,
v =105 a 6 = —100. V definici proménné v jsme v Maplu pouzili specialni slovo
local, protoze v Maplu je v pevné definovana konstanta pro fyzikalni vypocty. Pro-

ménna x na obrazku obsahuje Cardaniv vzorec. Po tomto zadani uz staéi spustit

vypocet.
o:=15
5
B :=-40
-40
local y := 105
105
0:=-100
-100
3 3 2 203
3 2p 8 _ By 2p 8 _By v __B
3 2 3 2
- 27w o 3.9 4 27-0 o 3.9 N o 3.9
2 2 3
2 3 6 ", ) 3 6 " : ", 2 3
5/ 2B 8 By 26 8 _ By r_ B B
3 o 2 3 o 2 o —
27-0 3-0 27-00 3-00 3-0 o
t) o 2 ) 2 + 3 E
x=4

Obrézek 4.3: Zadani Cardanova vzorce do Maplu a zjisténi hodnoty kofenu x

Vysledkem je ¢islo x = 4. Tak jsme zatim ziskali pouze jediny kofen. Vyuzijeme tedy
Hornerova schématu a budeme délit polynom 523 — 402? + 1052 — 100 kofenovym

Cinitelem z — 4.

@

105

©)

-100

@

® ©

25

©

Obréazek 4.4: Hornerovo schéma, pro polynom 53 — 4022 + 1052 — 100 v bodé 4
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V burnce @ na obrazku @ vysla hodnota 0. Tak jsme si ovérili, ze c¢islo 4 je
skutecné kofenem fesené rovnice a navic jsme ziskali koeficienty kvadratického po-
lynomu 522 — 20z + 25, jehoz kofeny jsou zbyvajici kofeny ptivodni kubické rovnice.
VyfeSenim rovnice 522 — 20z + 25 = 0 ziskdme kofeny z; = 2 1. Tak jsme vyfesili
v komplexnim oboru rovnici 52® — 40x% + 1052 — 100 = 0, pro jejiz kofeny plati

13172:2:]2184]33:4.

Zminénymi metodami bychom mohli hledat i kofeny Van der Waalsovy rovnice,

protoze plati a« = p, 5 = —bp— RT, y=a a § = —ab.

4.2 Druha c¢ast pripravy ucebniho celku

Tato cast je také planovana na 3 vyucovaci hodiny a jeji naplni je vytvoreni funkc-

niho kédu pro numerické reseni nelinearnich rovnic.

V této ¢asti by méli byt zaci seznameni se zaklady algoritmizace a s metodami reseni
nelinearnich rovnic uvedené v kapitole @ Metoda pileni intervalu a Newtonova
metoda pro hledani korenti nelinearnich rovnic, naprogramované vyse v MATLABu
(zdrojovy kéd R.1|, zdrojovy kéd P.d a zdrojovy kéd p.3), slou jako vhodné piiklady
pro osvojeni zakladnich principti algoritmizace a dobte poslouzi pro 3. ¢ast pripravy
ucebniho celku, kde budeme numerické metody vyuzivat. V této casti je také vhodné
zaky naucit kreslit grafy funkci pomoci zdrojovych kédt uvedenych v kapitole @,
které jim nabidnou srovnani programiu MATLAB a Wolfram Mathematica v oblasti
zobrazovani grafti funkci. Kazdy zak tak ma moznost si vybrat, jaky software bude

prednostné vyuzivat.

Koncept STEM vyuziva pravé vyhod, které ndm technika a technologie prinaseji
a umoznuje efektivné resit redlné problémy, ke kterym se nyni v nasledujici c¢asti

pripravy uc¢ebniho celku dostavame.

4.3 Treti cast pripravy ucebniho celku

V této kapitole, ktera je planovdna na maximélné 4 vyucovaci hodiny se zZaci sezndmi
s parametrickym a numerickym tfeSenim Van der Waalsovy rovnice, bude ukazana
jedna ze zajimavych krivek a popsan p —v diagram pro vodu. Na zacatku je dulezité

seznameni s teorif a s odvozenim Van der Waalsovy rovnice v kapitole a

Prvnim tkolem bude nalezeni parametrického feseni rovnice (@) v zavislosti na pa-
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rametrech p a T tak, abychom ziskali kladnou hodnotu, respektive kladné hodnoty
molarniho objemu v. Zaporné ¢i komplexni kofeny pro molarni objem v tedy nebu-

deme uvadét. Pripomenme, ze rovnice (@) je rovnice ve tvaru
pv® + (=bp — RT)v? +av —ab=0 .

Z teorie i z obrazku @ vime, Ze izoterma muze mit nékolik riznych tvarii zobraze-
nych na obrazku @
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P tvar 1, T > T, D tvar 2, T'="1T,

C
0 T ‘
p tvar 3, T, <T <T. D tvar 4, T'="1T,,
Es
Ey
Ey

v v

0 0 Ey

p tvard, 0<T <1,

[,
Y

£y

Obréazek 4.5: Mozné tvary izoterm v p — v diagramu v zavislosti na teploté T’

Izoterma ve tvaru 1 je izoterma pro termodynamickou teplotu vétsi, nez je kriticka
termodynamicka teplota vody T, = 647,15 K a je svym tvarem podobnd izotermam
pro idedlni plyn. Tvar 2 je tvar izotermy pro kritickou termodynamickou teplotu T..
Bod C' je kriticky bod. Pro termodynamickou teplotu 7,, < T < T, ma izoterma
tvar 3. Pro termodymickou teplotu T' = T,,, kde T}, je termodynamicka teplota
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pro izotermu, kterd ma lokdlni minimum na ose v (bod Ej), mé izoterma tvar 4.
Pro termodynamické teploty v rozmezi 0 < T' < T}, méa izoterma tvar 5. Pro body
Ey a E, plati u vsech tvara izoterm FEj [v1g, freal(Vig)] & Eo U2, frea(vap)], kde
g < vor. Hodnota v je lokalni minimum a vyg je lokdlni maximum. Tyto hod-
noty nalezneme pomoci metod matematické analyzy pro zjistovani extrému funkci
nebo je mizeme zjistit jako prisecik spinodély s izotermou. O spinodale a tomto

postupu se zminime nize v textu.

Pojdme si nyni zjistit, jaky bude tlak p pro velmi vysoké hodnoty molarniho ob-

jemu a termodynamickou teplotu 7,,. Zkusme tedy vypocitat

Kromé proménné v zname vsechny hodnoty vsech proménnych. Limitu mtizeme vy-
fesit ivahou. V obou zlomcich délime velmi vysokym c¢islem, proto pro hodnoty
v blizici se nekoneénu budou oba zlomky nabyvat velmi malych hodnot. Vysledek
uvedené limity je 0. Diisledkem toho vime, Ze se vSechny izotermy budou pro velmi

vysoké hodnoty v blizit k nulovému tlaku bez zavislosti na termodynamické teploteé.

Polozme si dale otazku, jaka je minimalni hodnota termodynamické teploty, abychom
vzdy dostali kladnou nebo nulovou hodnotu tlaku p pro izotermu ve tvaru 4. Dosa-

zenim p = 0 do rovnice (@) ziskdme rovnici ve tvaru
RTv —av+ab=0. (4.11)

V bodé Ey, pro izotermu ve tvaru 4, plati pro kofeny rovnice () v1 = V9. Jedna se
o rovnici kvadratickou, proto jeji diskriminant musi byt roven nule. Toho vyuzijeme

pro zjisténi hodnoty T,,.

D =(—a)* — 4abRT,, =0

4abRT,, = a*
2
a
T, =
4abR
T, =546 K

Nyni zname teplotu 7}, a muzeme provést diskuzi poctu korent tak, aby platilo, ze
koreny pro v jsou kladné realna ¢isla. V diskuzi feseni uvedeném v tabulce @ vo-

lime jen takova p a T', aby fesenim pro v byla kladné realnd ¢isla s riznou nasobnosti.

o7



Tabulka @: Diskuze FeSeni rovnice @

termodynamické teplota tlak kofeny rovnice (@)
T>T, p>0 jeden kofen s nasobnosti 1
T=T, p>0 jeden koren s nasobnosti 1
T, <T<T. 0<p< frea(ViEg) jeden kofen s nasobnosti 1
P = freal(V1E) ti kofeny s nasobnosti 1 a 2
Jreal(ViE) < P < freat(v2p) | ti rtzné kofeny
P = freal(V2E) tii kofeny s ndsobnosti 1 a 2
D> freal(V2E) jeden kofen s nésobnosti 1
T=T, p=0 dva rlzné koreny
0<p< freal(V2E) tFi ruzné koreny
P = freal(V2E) tii kofeny s ndsobnosti 1 a 2
P> freal(V2g) jeden kofen s nésobnosti 1
0<T<T, P = freal(V1E) jeden kofen s ndsobnosti 2
freal(vip) <p <0 dva rizné koreny
p=20 dva rizné koteny
0<p< frea(v2r) tii rizné koreny
D= freal(V2E) tFi kofeny s nasobnosti 1 a 2
P> freal(V2g) jeden kofen s nasobnosti 1

Nyni pfejdeme na dalsi priklad, jehoz znéni je nasledujici:

Zjistéte molarni objem v a latkovou hustotu p vody pfi teploté T' = 450 K a tlaku

p =T MPa.

K vypoctu vyuzijeme rovnici (@) do které dosadime vSechny znamé hodnoty a ¢isla

spolu vynasobime, tak dostaneme rovnici

7000000v° — 3868,68075v% + 0.33044v — 0,0000060130993 = 0 .

(4.12)

Dale zavedeme pomocnou funkci g(v) = 700000003 — 3868,68075v2 + 0.33044v —
0,0000060130993. Vidime, ze mame v rovnici (4.12) koeficienty s nékolika desetin-

nymi misty. V tomto pripadé bude vhodnéjsi pouzit numerické metody misto metod
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analytickych. Pouziti numerickych metod je ve fyzice casté a lepsi, nez pouziti me-
tod analytickych. V mnoha ptipadech se také mize stat, ze budeme potiebovat resit
rovnici, kterou analyticky vytesit nelze a pak je vyuziti numerickych metod jedinym
moznych feSenim. Pro vyTeseni rovnice (4.12) pouzijeme metodu bisekce. Podle véty
@ plati, ze koren bude lezet mezi takovymi hodnotami, jejichz funkéni hodnoty
maji opacna znaménka. Pojdme si tedy sestavit tabulku @, ve které si vypiseme

znaménka nékolika funkcénich hodnot.

Tabulka @: Hodnoty funkce g(v) pro vybrana v

hodnota v | znaménko g(v)
0, 00002 —
0,00003
0, 00004
0, 00005
0, 00006
0, 00007
0, 00008
0, 00009 —

4+ [+

0,00043 -
0, 00044 -
0,00045 -
0, 00046 +

Koreny budeme hledat v intervalech (0,00002;0,00003), (0,00007;0,00008)
a (0,00045; 0,00046). Zdrojovy kod R.1| upravime na kod [t.9.
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Zdrojovy kod 4.2: Upravend metoda bisekce pro hledani prvniho korenu

format long

p=7000000; 7%tlak

R=8.314; Ymolarni plynovad konstanta

T=450; Jtermodynamicka teplota

k a=0.33044; Jvdw koeficient a

k_b=0.00001819725; Jvdw koeficient b

f = @(x) p*x~3+(-k_b*xp-R*T)*x"2+k_a*x-k_a*k_b;
a=0.00002; % vychozi leva hranice intervalu <a,b>
b=0.00003; % vychozi prava hranice intervalu <a,b>
presnost =0.00000001; 7 presnost epsilon

while abs ((b-a))>presnost

x=(a+b) /2;
if f(x)==0;
disp( num2str (x));
return
elseif f(a)*f(x)<0;
b=x;
elseif (f(x)*f(b))<0;
a=x;
end
end
disp (num2str(x));

Po jeho spusténi ziskdme prvni kofen 2,5413-107°. Zménou hranic intervalti ziskdme

dalsf kofeny 7,4717-107° a 4,5255 - 1074,

P1i zadaném tlaku a termodynamické teploté jsme pro molarni objem ziskali tti

hodnoty

vy = 0,000025413 m® - mol ™" |
vy = 0,000074717 m® - mol ™" |
v5 = 0,00045255 m® - mol ™' |

kterym odpovida latkova hustota

p1 = 39350 mol - m™® |
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p2 = 13384 mol - m™? |
p3 = 2210 mol - m~3

Tento priklad dobre demonstruje pristup STEM, protoze se nam podarilo pomérné

rychle se zakladnimi znalostmi programovani najit vsechny tii kofeny kubické rov-

nice ()

Na konci této kapitoly je vhodné popsat i zajimavé kiivky, které se nachézeji na ter-
modynamické plose. Tyto kiivky budeme pottebovat i pro zavéreéné popsani p — v

diagramu.

Jesté nez uvedeme prvni zajimavou krivku, je nutné se zaky nakreslit p — v dia-

gram pomoci kédu @ a tento kod jim také vysvétlit.

Prvni krivka, kterou popiSeme, je spinoddala. Spinodéla predstavuje hranici termo-
dynamické stability, do které mize existovat metastabilni stav latky, tedy takovy
stav, nez kterému odpovidaji vnéjsi podminky. Zaroven na spinodale lezi lokalni

minima a maxima izoterm, které protina. Tyto body jsme vysSe oznacili jako body

FE4 a E5. Pro spinodalu plati vztah

p:ié—%), (4.13)

ve kterém vSechny proménné byly jiz popsany vyse. [24, 22]

Déle zavedeme funkeci

a muzeme jit spinodalu nakreslit do p — v diagramu.
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a.ioTE spinodéla

Obrazek 4.6: p — v diagram se spinodalou

Na obrazku @ je patrné, ze spinodéla skutecné prochézi lokalnimi extrémy izoterm
a dale kritickym bodem. Obréazek je nakreslen pomoci softwaru Wolfram Mathe-
matica. Zdrojovy koéd pro vytvoreni tohoto diagramu nebudeme uvadét, protoze
ve zdrojovém kdédu @ staci jen doplnit definici dalsi funkce a definovat jeji barvu a

popisek.

Spinodala ndm také umozni vypocitat souradnice bodi E; a Fy a to tak, ze dame

do rovnosti pravé strany rovnic (@) a () a po Uprave ziskdme vyraz tvaru
RTv? — 2av® + 4abv — 2ab* = 0 . (4.14)

Rovnice () je kubickd rovnice pro v. My vsak potrebujeme pouze dva koreny
této rovnice pro zjisténi lokdlniho minima a maxima na izotermé. Dodejme, Ze tato
rovnice jde Tesit metodami uvedenymi vyse. Pro 0 < T' < T, zjistime body FE; a
E; tak, ze zjisténé koreny dosadime do rovnice (@) nebo () a podle zjisténé
hodnoty urc¢ime, ktery bod je lokdlnim minimem a maximem. Dilezité je védét, ze
pokud si koTeny rovnice srovname podle velikosti od nejmensiho, pak pokud nastane
situace, Ze nejmensi koren je lokdlni maximum, tak jsme nasli ve smyslu této tlohy
neplatny kofen rovnice () a lokalni minimum na izotermé je ve druhém nejmen-

sim korenu a lokalni maximum je v nejvétsim kotfenu rovnice ()

Jako druhou zajimavou kfivku zminime takzvanou mezni kiivku. Mezni kiivka je
hranice mezi fazemi, kdy pro danou hodnotu tlaku a termodynamické teploty miize
existovat latka ve dvou odlisnych fazich, napriklad v kapalné a plynné o molarnich

objemech v, a vy. Pro odvozeni mezni kiivky pouzijeme takzvané Maxwellovo pra-
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vidlo, vyplyvajici z podminky rovnosti chemickych potenciadlii na mezni kiivce.V
termodynamické rovnovaze je nezbytnou podminkou pro stabilitu fakt, ze tlak ne-
stoupa s objemem. Tento zédkladni pozadavek na konzistenci je u Van der Waalsovy
rovnice porusen a Maxwellovo pravidlo slouzi k napraveni tohoto nedostatku. Vice

o této problematice muzeme naleznout v [25] nebo [26].

Pro mezni kiivku dostaneme vztah

vy — b 2a(vy; — vy) RTb(vy — v3)
RTIn + = 4.15
<vl - b) V1V (v1 — b)(vg — 1) (4.15)
a na mezi sytosti musi platit rovnost
RT a RT a

vp—b vy wvy—b V3
7 rovnosti () a () poté vypocitdme pro termodynamickou teplotu 7" molarni
objem vy a ve. [24, 27|
Zobrazme si mezni kfivku a demonstrujme vyznam Maxwellova pravidla pro izo-
termu v p — v diagramu na obrazku (@)

p

kriticky bod

M\ L2223 izoterma

| !
| |
I |
| !
| !
| |
I |
| !
| !
i l
0 U1 V2

mezni kfivka
Obrazek 4.7: Demonstrace Maxwellova pravidla

Usecka spojujici body M, (U1, freal(v1)] @ My [Vg, freal(v2)], kde vy a vy jsou hodnoty
vypoc¢itané pomoci rovnic (4.15) a (), je rovnobéznd se souradnicovou osou wv.

Plocha P, vyznacena cervené a plocha P, vyznacena zluté na obrazku @ maji stejny
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obsah.

Na zavér tohoto ucebniho celku je vhodné nakreslit p — v diagram pro vodu se

zajimavymi kiivkami a popsat jednotlivé faze. [22]

p

izoterma pro T,

kriticky bod

Fﬁ

kapalina

kapalina a para

prehrata kapalina podchlazena para

Obrazek 4.8: Schématicky p — v diagram s popsanim fazi
Na obrazku @ je zluté vykreslena krivka spinodala. Modre vykreslend ktivka je

mezni kiivka. Timto obradzkem kondci @ navrh uc¢ebniho celku na téma Matematické

aspekty Van der Waalsovy rovnice.
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ZAaveér

Tato prace ukazuje, ze feseni kubickych rovnic nemusi byt v dnesni dobé slozité, jako
se miize zdat. Na stfednich skolach se obvykle matematika, fyzika a informatika uci
oddeélené a neni kladen diraz na jejich propojeni a vyhody tohoto propojeni. Navrh
ucebniho celku na téma Matematické aspekty Van der Waalsovy rovnice za pouziti
konceptu STEM napriklad ukazuje, ze nékteré specialni kubické rovnice lze resit
efektivné a Teseni lze se zakladni znalosti programovani rychle algoritmizovat a také
jsme ukazali, ze pomoci vhodného pouziti numerické metody dokazeme pro obecnou
kubickou rovnici najit vsechna realna reseni. Poc¢itace nam nabizeji obrovskou vy-
hodu v presnosti kresleni grafti funkci, ktera vede k lepsimu pochopeni probiraného
tématu, jako je naptiklad problematika p — v diagramu a tvari izoterm pro rtznou

hodnotu termodynamické teploty T

Soucasti prace méla byt také reflexe vytvorena na zédkladé vyzkousSeni néavrhu uceb-
niho celku Matematické aspekty Van der Waalsovy rovnice v redlné vyuce. To vSak
nebylo mozné z divodu uzavieni skol kvili pandemii SARS-CoV-2. Vyzkouseni ve

vyuce tak probéhne jakmile to bude mozné.
Namétem na dalsi praci mize byt prohloubeni problematiky Maxwellova pravidla a
tvorby grafti nebo dalsi metody feSeni nelinearnich rovnic, nez které byly uvedeny

v této praci.

Tuto praci muze pri pripravé ucebniho celku vyuzit kazdy pedagog, ktery bude

chtit propojit matematiku, fyziku, pocitacové technologie a dalsi prirodni védy.
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