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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Úvod

Lidstvo vždy bylo provázeno řadou onemocněńı a epidemíı. Některé epide-

mie byly natolik ničivé, že vstoupily do dějin. Mezi ně patř́ı např́ıklad Černá

smrt, mor, jež významě decimoval středověké obyvatelstvo Evropy, neštovice,

které velmi oslabily Aztéckou ř́ı̌si, nebo Antońınský mor v ř́ı̌si ř́ımské. Je proto

přirozené, že lidstvo hledalo nástroje, které by mohly pomoci ke kontrole epidemíı

a k předv́ıdáńı jejich pr̊uběhu. Jedńım z těchto nástroj̊u je epidemiologický model

SIR, kterému je věnováno mnoho publikaćı např. [1], [2], [3], a kterému jsem se

věnovala ve své bakalářské práci [4]. Kromě hledáńı nástroj̊u k predikci chováńı

epidemíı se jim ale lidstvo v prvńı řadě snažilo a snaž́ı předcházet. Výsledkem

jsou r̊uzně úspěšná léčiva a předevš́ım vakćıny.

Ćılem moj́ı diplomové práce je propojit epidemiologický model SIR s očko-

váńım. Očkováńı je ale samo o sobě dosti široký pojem. Většina lid́ı si pod ńım

představ́ı očkovaćı vakćıny, které jim byly aplikovány jako dětem (a které absolvo-

vali i se svými potomky). Toto je jedno z nejrozš́ı̌reněǰśıch vakcinačńıch schémat

a ř́ıká se mu konstantńı očkováńı. Daľśı možnost́ı je pulzńı očkováńı. V tomto

schématu se očkuj́ı ohrožeńı jedinci jen v určitých okamžićıch a hromadně. V mé

práci ještě toto schéma děĺım na dva př́ıpady. V prvńım očkujeme periodicky,

tzn. ve stejných časových rozestupech (např. jednou za pět let). Tento př́ıstup

označuji jako pulzńı očkováńı s pevnými intervaly očkováńı. Druhým př́ıpadem

je tzv. state dependent pulzńı očkováńı. Jak již jeho název napov́ıdá, očkujeme

v okamžiku, ve kterém dojde ke splněńı námi daných podmı́nek.

Práce je rozdělena do dvou část́ı. V prvńı části uvažuji model SIR s demogra-

fickým efektem, jež je čtenáři popsán v prvńı kapitole. Ve druhé kapitole jsou pak
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popsány na právě uvedeném modelu principy očkováńı, tzn. je zde uveden ma-

tematický popis jednotlivých vakcinačńıch strategíı. Třet́ı kapitola je věnována

modelu SIR s pulzńım očkováńım s pevnými intervaly očkováńı. V této kapi-

tolce čerpám zejména z článku [7]. Velký prostor je zde věnován otázce, jak zvolit

očkovaćı interval, aby byla vakcinačńı strategie úspěšná. Čtvrtá kapitola se zabývá

state dependent pulzńı vakcinaćı v modelu SIR. Zde čerpám z článku [9].

Druhá část moj́ı diplomové práce se věnuje modelu SIRS s demografickým

efektem. Jedná se o variantu základńıho modelu, ve které připoušt́ıme, že již

uzdraveńı jedinci nemaj́ı trvalou imunitu v̊uči modelované nemoci. Tedy že po ně-

jaké době se mohou znovu nakazit. Typickým př́ıkladem takové nemoci je např́ı-

klad běžná chřipka. Model SIRS je čtenáři přibĺıžen v páté kapitole. V šesté

kapitole se věnuji konstantńımu očkováńı v modelu SIRS. Sedmá a osmá kapi-

tola se pak zabývaj́ı pulzńım očkováńım, popořadě s pevnými intervaly očkováńı

a state dependent, v modelu SIRS.

Součást́ı této práce je i dodatek, který obsahuje základńı výsledky Floque-

tovy teorie, kterou využ́ıvám v kapitolách tři a sedm. V práci jsou také využity

nástroje dynamických systémů. Pracuju zde zejména s pojmy kritický bod, sta-

bilita kritického bodu a fázový portrét systému. Zde čtenáře odkáži na skripta

[6]. K pochopeńı textu úplně postač́ı jejich rozsah.
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Část I

Model SIR

10



Kapitola 1

Model SIR s demografickým
efektem

V této úvodńı kapitolce představ́ım epidemiologický model SIR s demogra-

fickým efektem. Jedná se o model, který bude základem pro všechny daľśı, které

ve své práci představ́ım. Vı́ce o modelech SIR a jejich vlastnostech a principech

se lze doč́ıst v literatuře, např. v monografíıch [1], [2], [3] nebo v mé bakalářské

práci [4].

Uvažujme populaci konstantńı velikosti N , která je rozdělena do tř́ı kategoríı

na jedince ohrožené, infikované a uzdravené. V literatuře bývá zvykem značit tyto

kategorie ṕısmeny S, I a R, což jsou prvńı ṕısmena anglických názv̊u těchto tř́ı

skupin - susceptibles, infected, recovered.

Takto jsem s kategoriemi pracovala ve své bakalářské práci, ale v tomto textu

zvoĺım trochu jiný př́ıstup. Celou populaci normuji, takže symboly S, I, R již

nebudou značit velikosti daných skupin, ale budou udávat jejich poměr. Pokud

bychom chtěli znát skutečnou velikost některé z kategoríı, pak stač́ı přenásobit

odpov́ıdaj́ıćı proměnnou velikost́ı populace N(t). Je zřejmé, že S, I, R ∈ (0, 1)

a že plat́ı rovnost:

S(t) + I(t) +R(t) = 1. (1.1)

Dynamika modelu je popsána prostřednictv́ım soustavy tř́ı diferenciálńıch rov-
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nic prvńıho řádu:

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t), (1.2)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t), (1.3)

R′(t) = βI(t)− µR(t). (1.4)

Rozeberme si ještě význam jednotlivých člen̊u a koeficient̊u už́ıvaných v mo-

delu. Koeficient α > 0 nazývám koeficient přenosu nemoci.1 Zachycuje nakaž-

livost uvažované choroby a výraz2 αSI pak určuje, kolik je nově nakažených

jedinc̊u v daném čase.3 Naopak počet uzdravených jedinc̊u v daném čase je za-

chycen prostřednictv́ım členu βI, kde β > 1 je koeficient uzdravováńı. Parametr

µ ∈ (0, 1) je koeficient demografického efektu.

Výrazem demografický efekt mám na mysli porodnost a přirozenou úmrtnost

(natalita a mortalita). Připoušt́ıme tedy, že do populace přibývaj́ı nov́ı jedinci,

ale také z ńı jedinci ubývaj́ı, tj. umı́raj́ı. Nutno poznamenat, že do těchto úmrt́ı

nezahrnuji jedince, jejichž smrt je následkem modelované choroby. Na tyto osoby

nahĺıž́ıme jako na uzdravené, což si můžeme dovolit jen d́ıky faktu, že uzdraveńı

jedinci źıskávaj́ı v̊uči nemoci trvalou imunitu. Aby z̊ustal v platnosti vztah (1.1),

muśıme vyrovnat množstv́ı narozených a zemřelých jedinc̊u pro každý časový

okamžik. Proto neuvažujeme v tomto modelu dva r̊uzné parametry (pro naro-

zené a zemřelé), ale jenom jeden - koeficient demografického efektu µ, přičemž

znaménko plus před t́ımto koeficientem znač́ı nově narozené a znaménko minus

zase zemřelé. Samotný parametr µ v prvńı rovnici (1.2) pak odráž́ı novorozence

a naopak výrazy jako −µS ty zemřelé (ovšem jen v dané kategorii).

Abychom byli schopni v̊ubec nějakým zp̊usobem analyzovat uvažovaný model

1U koeficientu přenosu nemoci nastává drobný rozd́ıl oproti základńımu modelu SIR po-
psanému v mé bakalářské práci, tam je totiž α ∈ (0, 1). Koeficient použ́ıvaný v diplomové práci
je N -násobek toho z bakalářské práce, přičemž N je velikost populace. Rozd́ıl vzniká kv̊uli
odlǐsnému významu veličin S, I, R.

2Pokud to nebude nezbytné tak v textu pro zjednodušeńı zápisu a pro přehlednost často
vynechám závislost na časové proměnné t. Nicméně čtenář by měl mı́t stále na paměti, že S, I,R
jsou vždy závislé na čase!

3Konkrétńı množstv́ı nově nakažených jedinc̊u źıskáme až po vynásobeńı součinu αSI cel-
kovou velikost́ı populace N . Součin samotný jen udává jaká část populace se v daném čase
nakazila.
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(at’ už nás zaj́ımá kvalita řešeńı nebo jeho numerický odhad), potřebujeme znát

jeho počátečńı nastaveńı, tj. jaké je rozděleńı populace do jednotlivých kategoríı

v okamžiku, kdy zač́ınáme nemoc modelovat, tzn. v čase t = 0:

S(0) = S0 > 0,

I(0) = I0 > 0,

R(0) = R0 ≥ 0.

Většinou se v literatuře setkáte s př́ıpadem, kdy R0 = 0.

Dı́ky autonomńı populaci, tj. populaci konstantńı velikosti, můžeme systém

redukovat jen na dvě rovnice (1.2) a (1.3). Velikost třet́ı kategorie R jsme pak

schopni kdykoliv dopoč́ıtat prostřednictv́ım rovnice (1.1).

Může se stát, že uvažovaná nemoc nebude dost agresivńı nebo naopak proti ńı

budeme mı́t velmi efektivńı léky. Potom epidemie ani nepropukne, tj. infikovaných

jedinc̊u bude jen ubývat až jejich počet klesne na nulu. Zabývat se modelováńım

takovéto nemoci ale ztráćı smysl. To, zda tato situace nastane nebo naopak zda

epidemie vypukne, jsme snadno schopni určit z parametr̊u modelu. Zavád́ıme

proto charakteristiku modelu zvanou základńı reprodukčńı č́ıslo

R0 =
α

β + µ
.

Je-li R0 < 1, epidemie nepropukne. Avšak nás naopak budou zaj́ımat situace,

kdy je R0 > 1, tj. kdy je nemoc natolik silná, aby se vyvinula v epidemii. Po-

drobněji se o základńım reprodukčńım č́ısle rozepisuji ve své bakalářské práci [4],

kde provád́ım u každého z model̊u i jeho odvozeńı.

Systém diferenciálńıch rovnic (1.2), (1.3) má dva kritické body4

S∗

1 = 1, I∗1 = 0,

S∗

2 = 1
R0

, I∗2 = µ(R0−1)
α

.

V situaci, kdy R0 > 1, je prvńı bod nestabilńı a druhý naopak lokálně stabilńı.

4Někteř́ı autoři už́ıvaj́ı pojem rovnovážný bod nebo bod ekvilibria. Já se ale přikláńım
k terminologii z teorie dynamických systémů, ze které i vycháźım při určováńı jejich stability
a kresleńı fázových portrét̊u.
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Na Obrázku 1.1 je fázový portrét systému (1.2), (1.3), na Obrázku 1.2 pak

můžeme vidět, jak se měńı velikost jednotlivých kategoríı, le-li R0 > 1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
S

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

I

[S *
2 , I *2 ]

[S *
1 , I *1 ]

S+ I=1

Obrázek 1.1: Fázový portrét modelu SIR s demografickým efektem s parametry
α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02.
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Obrázek 1.2: Řešeńı systému (1.2), (1.3), (1.4) s parametry α = 0, 6, β = 0, 1,
µ = 0, 02 a počátečńımi podmı́nkami S0 = 0, 9, I0 = 0, 1, R0 = 0.
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Kapitola 2

Očkovaćı strategie

2.1. Konstantńı očkováńı

Jedńım z povinných očkováńı u dět́ı v České republice je Hexavakćına. Očko-

váńı je prováděno obvykle ve třech dávkách, přičemž prvńı dávka je d́ıtěti apli-

kována v 9. týdnu života, druhá dávka je aplikována za dva měśıce od prvńı

a třet́ı pak kolem 1. roku. Hexavakćına obsahuje účinné složky proti záškrtu,

tetanu, dávivému kašli, hepatitidě typu B, dětské obrně a proti nemocem zp̊uso-

beným Haemophillus influenzae b.

Budeme-li cht́ıt modelovat š́ı̌reńı některé z uvedených nemoćı v populaci

prostřednictv́ım modelu SIR, bude potřeba výchoźı model z předchoźı kapitoly

trochu upravit. Zavést do modelu vakcinačńı schéma tak, jak jsem jej před chvil-

kou popsala, by bylo komplikované. Proto si schéma zjednoduš́ıme jen na jednu

očkovaćı dávku podávanou všem nově narozeným jedinc̊um, tj. zanedbáme i ča-

sový údaj, kdy vakćınu podáváme. Muśıme brát ještě v potaz, že ne vždy muśı

očkováńı proběhnout úspěšně a ne všechny děti můžeme z r̊uzných zdravotńıch

d̊uvod̊u očkovat. Proto uvažujeme následuj́ıćı předpoklad.

P1 Očkujeme nově narozené jedince. Parametr p ∈ (0, 1) udává mı́ru úspěšnosti

očkováńı. Výraz1 pµ znač́ı část úspěšně naočkovaných novorozenc̊u, naopak

(1 − p)µ odpov́ıdá části populace, u které se očkováńı nezdařilo a je tedy

1Připomeňme jen, že µ ∈ (0, 1) je koeficient demokratického efektu, který byl představen
v 1. Kapitole.
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ohrožená zkoumanou nemoćı.

Model SIR s konstantńım očkováńım pak lze popsat systémem diferenciálńıch

rovnic prvńıho řádu

S ′(t) = −αS(t)I(t) + (1− p)µ− µS(t), (2.1)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t), (2.2)

s počátečńımi podmı́nkami

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0.

Pro úplnost lze k uvedeným rovnićım přidat ještě třet́ı, popisuj́ıćı dyna-

miku kategorie uzdravených jedinc̊u. Avšak nutně ji uvádět nemuśıme, protože

požadavek autonomńı populace stále plat́ı, tj. plat́ı rovnost (1.1). Třet́ı rovnice

by v př́ıpadě konstantńı vakcinace vypadala takto

R′(t) = βI(t)− µR(t) + pµ,

R(0) = R0 ≥ 0.

Model (2.1), (2.2) má dva kritické body

S∗

1 = 1− p, I∗1 = 0,

S∗

2 = 1
R0

, I∗2 = µ((1−p)R0−1)
α

,

přičemž definice R0 je stejná, jako v prvńı kapitole.

Za pomoci nástroj̊u teorie dynamických systémů lze ukázat, že prvńı kritický

bod (v literatuře označován jako infection free) je asymptoticky stabilńı, je-li

splněna podmı́nka

p > 1−
1

R0

.

Naopak druhý kritický bod (lze se setkat i s označeńım epidemic equilibrium)

bude stabilńı právě tehdy, když

p < 1−
1

R0

.
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Obrázek 2.1: Fázový portrét modelu SIR s konstantńım očkováńım s parametry
p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02.

Hraničńı hodnotu označme jako pc, tj.

pc = 1−
1

R0.

Právě uvedené výsledky nyńı ilustrujme na spalničkách, což je virové in-

fekčńı onemocněńı proti němuž je také v České republice povinné očkováńı. V [5]

je uvedeno, že se základńı reprodukčńı č́ıslo pro spalničky pohybuje od 12 do 18

v závislosti na datech a na variantě použitého modelu SIR, ze kterých byly pa-

rametry určovány. Budeme-li uvažovat ten nejhorš́ı možný př́ıpad R0 = 18, pak

pc ∼= 0, 95.
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Obrázek 2.2: Fázový portrét modelu SIR s konstantńım očkováńım s parametry
p = 0, 95, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0.02.

Tedy aby bylo vakcinačńı schéma úspěšné, tj. aby byl stabilńı infection free kri-

tický bod, muśıme naočkovat minimálně 95% všech novorozenc̊u. To se ale může

ukázat jako velmi obt́ıžný a také finančně nákladný úkol.

Pro porovnáńı se základńım modelem SIR jsou na Obrázku 2.1 a Obrázku 2.2

vykresleny fázové portréty systému (2.1), (2.2) s r̊uznými úspěšnostmi očkováńı.
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2.2. Pulzńı očkováńı

Zde poṕı̌su jen základńı principy pulzńıho očkováńı, podrobně se jim budu

věnovat v daľśıch kapitolách. Při konstantńı vakcinaci jsme očkovali všechny no-

vorozence. Nyńı očkujeme celou kategorii ohrožených jedinc̊u, ale jen v určitých

diskrétńıch časových okamžićıch. Mı́ra úspěšnosti očkováńı je opět udávána po-

moćı parametru p ∈ (0, 1). Dynamiku modelu SIR s pulzńım očkováńım lze

popsat rovnicemi

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t),
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

}
t ∈ (Tn−1, Tn) ,

∆S(Tn) = −pS(Tn),
∆I(Tn) = 0.

}
t = Tn.

Symbol Tn znač́ı jednotlivé okamžiky, ve kterých očkováńı provád́ıme. Jak z těchto

rovnic vyplývá, model SIR s pulzńım očkováńım se chová v časech mezi jed-

notlivými pulzy stejně jako základńı model SIR z prvńı kapitoly. V pulzńıch

okamžićıch pak přeřad́ıme úspěšně naočkované jedince z kategorie ohrožených S

do kategorie uzdravených R. Na aplikaci vakćıny lze tedy nahĺıžet jako na jakési

přenastaveńı počátečńıch podmı́nek modelu.

Jeden z možných př́ıstup̊u k pulzńı vakcinaci je, že posloupnost {Tn} okamžik̊u,

ve kterých očkováńı provád́ıme, uvažujeme jako aritmetickou posloupnost. Zaj́ımá

nás pak, jakou diferenci zvolit, aby byla vakcinačńı strategie úspěšná, tj. abychom

zamezili zvětšováńı kategorie nakažených I. Z finančńıho hlediska je pro nás

ideálńı uvažovat diferenci největš́ı možnou. Tento př́ıstup budu označovat jako

pulzńı očkováńı s pevnými intervaly očkováńı, v anglické literatuře je pak

vžit pojem fixed time pulzńı vakcinace.

Méně se pak setkáváme s druhým př́ıstupem, dle kterého vakćınu aplikujeme

po dosažeńı určitých hraničńıch hodnot kategoríı S a I. Do posloupnosti {Tn}

pak postupně přidáváme členy podle toho, kdy bylo těchto hraničńıch hodnot

dosaženo, popř́ıpadě připoušt́ıme i překročeńı jedné z nich. Toto pulzńı schéma

označuju jako state dependent pulzńı očkováńı.
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Kapitola 3

Model SIR s pulzńım očkováńım
s pevnými intervaly očkováńı

V této kapitole se budeme bĺıže zabývat prvńım z př́ıstup̊u k pulzńımu očko-

váńı, v anglické literatuře označovanému jako fixed time. Co se literatury týče,

v této kapitole čerpám zejména ze dvou článk̊u - stručný nástin problematiky je

v [8], d̊ukladněji se danou problematikou zabývá článek [7]. Základńı princip byl

zmı́něn už v závěru předchoźı kapitoly, ale pro úplnost jej zde uvedu ještě jednou

jako předpoklad modelu.

P2 Očkováńı provád́ıme pouze v kategorii ohrožených osob a provád́ı se perio-

dicky s periodou délky T. Mı́ra úspěšnosti očkováńı je p ∈ (0, 1).

Jednoduše řečeno necháme model chovat se dle zákonitost́ı popsaných v kapi-

tolce zabývaj́ıćı se modelem SIR s demografickým efektem, ale jen do okamžiku

T1 = 0 + T , kdy aplikujeme na kategorii S vakćınu. Velikost, o kterou zmenš́ıme

uvažovanou kategorii, lze vyjádřit jako pS(T1). Na kategorii infikovaných je-

dinc̊u I samozřejmě nemá tento zásah žádný př́ımý vliv. Naopak je třeba si

uvědomit, že kategorie uzdravených R se muśı o výše zmı́něný výraz zvětšit,

přestože s touto část́ı populace nebudeme v daľśı analýze př́ımo pracovat. V čase

T1 tedy přenastav́ıme velikosti jednotlivých kategoríı a dostaneme tak nové po-

čátečńı podmı́nky S1, I1 a R1 a model se chová opět podle rovnic (1.2), (1.3)

a (1.4). Ovšem pouze do následuj́ıćıho pulzńıho okamžiku T2 = T1 + T = 2T .

Daľśı chováńı si čtenář již jistě doplńı sám.
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Rovnicemi můžeme popsat celý proces následovně 1

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t),
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

}
t ∈ ((n− 1)T, nT ] , (3.1)

∆S(nT ) = −pS(nT ),
∆I(nT ) = 0,

}
t = nT, (3.2)

kde n ∈ N. Počátečńı podmı́nky jsou

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0.

Pro velikosti kategoríı S a I bezprostředně po aplikaci vakcinace plat́ı2

Sn = S(nT+) = (1− p)S(nT ), (3.3)

In = I(nT+) = I(nT ).

Na Obrázku 3.1 je zobrazen pr̊uběh epidemie při pulzńım očkováńı populace.

3.1. Infection free řešeńı

Ve druhé kapitole je představen model s konstantńı vakcinaćı. Kýženým vý-

sledkem byla situace, kdy jsme byli schopńı zamezit vzniku epidemie dostatečným

množstv́ım očkovaných novorozenc̊u. Tomu odpov́ıdala situace, kdy infection-free

kritický bod systému byl asymptoticky stabilńı. U aktuálně zkoumaného modelu

ale operovat s kritickými body nemůžeme, protože model neńı spojitý. Můžeme

se jimi ale inspirovat a model si pro daľśı zkoumáńı ještě zjednodušit tak, že bude

platit

I(t) = 0, ∀t ≥ 0.

Dı́ky této podmı́nce systém (3.1), (3.2) degeneruje do nového systému

S ′(t) = µ− µS(t),
I ′(t) = 0,

}
t ∈ ((n− 1)T, nT ] , (3.4)

∆S(nT ) = −pS(nT ),
∆I(nT ) = 0.

}
t = nT. (3.5)

1Přesto že ve slovńım popisu zmiňuji i kategorii uzdravených osob R z matematického mo-
delu už ji vypoušt́ım.

2Poznámka k použitému značeńı: Výrazy typu S(nT+) znač́ı př́ıslušnou pravostrannou li-
mitu v daném bodě (okamžiku).
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Obrázek 3.1: Řešeńı systému (3.1), (3.2) s parametry α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02,
p = 0, 3, T = 7 a počátečńımi podmı́nkami S0 = 0, 9, I0 = 0, 1, R0 = 0.
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Jedná se tedy o ilustrativńı situaci, kdy nemáme žádné infikované jedince, přesto

ale proti uvažované chorobě očkujeme. Můžeme tak ověřit, že se systém chová

tak, jak od něj očekáváme. Budeme také schopni analyticky určit řešeńı takového

systému a ověřit jeho stabilitu.

Naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice (3.4) popisuj́ıćı dynamiku kategorie S na jed-

notlivých polootevřených intervalech ((n− 1)T, nT ] lze snadno, protože se jedná

o rovnici se separovanými proměnnými. Toto řešeńı má tvar

S(t) = 1− (1− S ((n− 1)T+)) eµ((n−1)T−t). (3.6)

Dı́ky právě vypoč́ıtanému analytickému řešeńı (3.6), můžeme přepsat (3.3) vy-

jadřuj́ıćı velikost kategorie S bezprostředně po aplikaci vakćıny, jako

Sn = S(nT+) = (1− p)
(
1− (1− (S ((n− 1)T+))) e−µT

)
.

Pro větš́ı přehlednost nahrad́ıme ještě pravostrannou limitu ve výrazu indexo-

vaným značeńım zavedeným v (3.3) a dostáváme tak

Sn = (1− p)
(
1− (1− Sn−1) e

−µT
)
. (3.7)

Pod́ıváme-li se bĺıže na právě odvozený vztah (3.7) zjist́ıme, že se jedná o re-

kurentńı předpis. Tento předpis vlastně generuje posloupnost, jej́ıž členy jsou

od sebe vzdáleny v čase přesně o periodu T . To proto, že se jedná o velikost

kategorie S bezprostředně po aplikaci vakćıny.

Uvažujme dále zobrazeńı f : R → R jako

f(x) = (1− p)
(
1− (1− x) e−µT

)
, x ∈ R.

Na vztah (3.7) se tak můžeme d́ıvat jako na diferenčńı rovnici generovanou

funkćı f . Diferenčńı rovnice (3.7) má jeden rovnovážný bod (tj. pevný bod

funkce f)

S∗ =
(1− p)

(
eµT − 1

)

eµT − 1 + p
,

24



který je asymptoticky stabilńı. To znamená, že se řešeńı rovnice (3.7) ustáĺı v rov-

novážném stavu po konečném počtu iteraćı. Jinými slovy posloupnost {Sn}, ge-

nerovaná pomoćı (3.7), je konvergentńı a rovnovážný bod S∗ diferenčńı rovnice

(3.7) je jej́ı limitou. Nyńı využijeme této limity a po jej́ım dosazeńı do vztahu

(3.6) mı́sto členu S ((n− 1)T+) obdrž́ıme pro nás nejvhodněǰśı tvar řešeńı dife-

renciálńı rovnice (3.4). Takto źıskané řešeńı budu pro přehlednost značit s vlnov-

kou a je potřeba připomenout, že se nejedná o spojité řešeńı. Jeho nespojitosti

jsou v pulzńıch okamžićıch, tedy

S̃(t) = 1−
p

eµT − 1 + p
eµ(nT−t), t ∈ ((n− 1)T, nT ] . (3.8)

3.2. Periodicita infection free řešeńı

Nyńı, když známe řešeńı, zaj́ımaj́ı nás jeho vlastnosti. A jako prvńı se sama

nab́ıźı periodicita, kterou systému prostřednictv́ım pulz̊u celou dobu nut́ıme.

Uvědomı́me-li si, že pro t ∈ ((n− 1)T, nT ] je t + T ∈ (nT, (n+ 1)T ], potom

periodicitu řešeńı (3.8), dostaneme jednoduše:

S̃(t+ T ) = 1−
p

eµT − 1 + p
eµ((n+1)T−(t+T )) = 1−

p

eµT − 1 + p
eµ(nT−t) = S̃(t).

3.3. Stabilita infection free řešeńı

Zabývejme se nyńı stabilitou infection free řešeńı.

Nejprve připočteme k infection free řešeńı (3.8) a triviálńımu řešeńı Ĩ(t) = 0

systému (3.4) na intervalech (nT, (n+ 1)T ] poruchy s(t) a i(t),

Ŝ(t) = S̃(t) + s(t),

Î(t) = Ĩ(t) + i(t).
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Tato řešeńı dosad́ıme do (3.1)

dS̃(t)

dt
+

ds(t)

dt
= S ′(t) = −α(S̃(t) + s(t))(Ĩ(t) + i(t)) + µ− µ(S̃(t) + s(t)),

dĨ(t)

dt
+

di(t)

dt
= I ′(t) = α(S̃(t) + s(t))(Ĩ(t) + i(t))− β(Ĩ(t) + i(t))− µ(Ĩ(t) + i(t)).

Jednoduchými úpravami odtud dostáváme soustavu diferenciálńıch rovnic 1. řádu

ds(t)

dt
= −µs(t)− αS̃(t)i(t)− αs(t)i(t), (3.9)

di(t)

dt
= i(t)(αS̃(t)− µ− β)− αs(t)i(t). (3.10)

Soustava (3.9), (3.10) má triviálńı řešeńı. Dále budeme cht́ıt dokázat, že toto

řešeńı je asymptoticky stabilńı. Jelikož s(t), i(t) jsou libovolně malé odchylky

od (3.8), postač́ı nám dokázat lokálńı stabilitu. Jacobiho matice v s(t) = 0,

i(t) = 0 má tvar

J(0, 0) =

(
−µ −αS̃(t)

0 αS̃(t)− µ− β

)

a je periodická s periodou T . Odtud pak dostáváme linearizovanou soustavu

s′(t) = −µs(t)− αS̃(t)i(t), (3.11)

i′(t) = i(t)(αS̃(t)− µ− β). (3.12)

Dı́ky periodicitě se nám postač́ı omezit při vyšetřováńı na interval [0, T ].

K vyšetřováńı stability využijeme Floquetovu teorii. Kĺıčové věty jsou uvedeny

v př́ıloze A. Nejprve urč́ıme fundamentálńı matici soustavy (3.11), (3.12) a poté

charakteristické exponenty a multiplikátory. K určeńı fundamentálńı matice uva-

žujme počátečńı podmı́nky

s1(0) = 1, i1(0) = 0,

s2(0) = 0, i2(0) = 1.
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Fundamentálńı matice pak má tvar

U(t) =




e−µt s2(t)

0 exp

(
α

t∫
0

S̃(u) du− (µ+ β)t

)

 .

Multiplikátory ρ1, ρ2 hledáme jako vlastńı č́ısla matice U(T ),

ρ1 = e−µT ,

ρ2 = exp


α

T∫

0

S̃(t) dt− (µ+ β)T


 .

Dle Floquetovy teorie existuj́ı netriviálńı řešeńı3 soustavy (3.11), (3.12), pro které

plat́ı

x1(t) = eλ1tp1(t),

x2(t) = eλ2tp2(t),

kde λ1 a λ2 jsou charakteristické exponenty odpov́ıdaj́ıćı multiplikátor̊um ρ1 a ρ2

a p1(t), p2(t) jsou vektorové periodické funkce s periodou T . Je-li funkce perio-

dická a spojitá, pak je i omezená. Pokud tedy budou oba multiplikátory v ab-

solutńı hodnotě menš́ı než 1, pak charakteristické exponenty λi budou záporné.4

Tud́ıž pro t → +∞ p̊ujdou obě řešeńı x1 a x2 limitně k nule, což znač́ı asympto-

tickou stabilitu těchto řešeńı. Tedy i asymptotickou stabilitu libovolného řešeńı,

protože x1 a x2 tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı systému (3.11), (3.12).

Zbývá tedy zjistit, kdy bude podmı́nka kladená na multiplikátory ρ1 a ρ2

splněna. Pro prvńı z nich je splněna automaticky, tj.

∣∣e−µT
∣∣ < 1.

3Použ́ıvám zde vektorový zápis, tj. x(t) = (s(t), i(t))T
4Oproti teorii v Dodatku A zde pracujeme pouze v reálném oboru.
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V př́ıpadě druhého ale dostáváme:

∣∣∣∣∣∣
exp


α

T∫

0

S̃(t) dt− (µ+ β)T



∣∣∣∣∣∣
< 1

α

T∫

0

S̃(t) dt− (µ+ β)T < 0

1

T

T∫

0

S̃(t) dt <
µ+ β

α
.

Dosad́ıme-li (3.8) do integrálu v právě odvozené nerovnosti, źıskáme podmı́nku

(µT − p)
(
eµT − 1

)
+ µpT

µT (p− 1 + eµT )
<

µ+ β

α
. (3.13)

Je-li tedy splněn vztah (3.13), jde každé řešeńı linearizovaného systému (3.11),

(3.12) limitně k nule pro t → ∞. To znač́ı ale asymptotickou stabilitu triviálńıho

řešeńı systému (3.9), (3.10) a ta vede ke stabilitě infection-free řešeńı (3.8), kterou

jsme chtěli ukázat. Při analýze jsme se omezili jen na interval [0, T ], ale d́ıky

periodicitě lze výsledky rozš́ı̌rit i na ostatńı intervaly ((n− 1)T, nT ], kde n ∈ N.

3.4. Odhad délky periody T

U zkoumaného modelu se předpokládá, že známe hodnotu parametru p. Tedy

v́ıme jaké procento ohrožených jedinc̊u se nám podař́ı úspěšně naočkovat. To je

významný rozd́ıl oproti modelu s konstantńım očkováńım, kde jsme tento para-

metr potřebovali odhadnout. Co ale potřebujeme určit nyńı je maximálńı perioda

očkováńı T . V této kapitolce odvod́ıme dva odhady.

K určeńı prvńıho odhadu maximálńıho intervalu mezi očkováńım budeme

přistupovat podobnou úvahou, jakou jsem použ́ıvala ve své bakalářské práci [4]

k odvozeńı základńıho reprodukčńıho č́ısla. Bude-li počet nakažených jedinc̊u

v čase klesat, pak bude epidemie ustupovat. Muśıme tedy vakćınu aplikovat do-
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statečně často tak, aby bylo v každém čase t splněno

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t) < 0.

Odtud dostáváme podmı́nku

S(t) <
µ+ β

α
. (3.14)

Podmı́nky (3.14) nyńı využijeme k odvozeńı vztahu pro maximálńı velikost pe-

riody. Kategorie S dosahuje svého lokálńıho minima vždy těsně před aplikaćı

vakćıny, tj. nabývá hodnoty S(nT ). Toto maximum aproximujeme pomoćı in-

fection free řešeńı (3.8). Je totiž rozumné předpokládat, že v modelu bez nemoci

budou tyto lokálńı maxima větš́ı, než v modelu s nemoćı. Tedy

S̃(nT ) = 1−
p

p− 1 + eµT
≈

µ+ β

α
,

a odtud dostáváme prvńı odhad

TMAX1
≈

1

µ
ln

(
1 +

p (µ+ β)

α− µ− β

)
.

K daľśımu z odhad̊u také použijeme infection free řešeńı. Základem bude

podmı́nka jeho stability (3.13). Jelikož levá strana v této podmı́nce je neklesaj́ıćı

funkćı periody T , k určeńı jej́ı maximálńı hodnoty postač́ı uvažovat podmı́nku

(3.13) ve tvaru rovnosti

(µT − p)
(
eµT − 1

)
+ µpT

µT (p− 1 + eµT )
=

µ+ β

α
. (3.15)

Lze předpokládat, že perioda T i pr̊uměrná délka nemoci 1/β jsou výrazně menš́ı

než pr̊uměrná délka života jedince 1/µ, tj. T ≪ 1/µ a 1/β ≪ 1/µ. Tedy součin

µT bude bĺızký nule a můžeme proto levou stranu (3.15) aproximovat pomoćı

Maclaurinova rozvoje. Taktéž součin µ/β bude bĺızký nule a pro pravou stranu

(3.15) tak můžeme psát

µ+ β

α
= β

µ

β
+ 1

α
≈

β

α
.
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Celkově tedy dostáváme

2− p

2p
µT =

β

α
.

Źıskáváme tak daľśı odhad pro maximálńı délku periody

TMAX2
≈

βp

µα

1

1− p/2
.

V článku [7] je možné nalézt následuj́ıćı odhad, bohužel se mi nepodařilo

zjistit, jak k němu autoři dospěli:

TMAX3
≈

βp

µα

1

1− p/2− β/α
.

Odhad pro maximálńı délku periody lze také určit z rovnice (3.15) numericky.

Všechny odhady jsou prezentovány na Obrázku 7.2. Jsou zde vykresleny všechny

uvedené odhady v závisloti na r̊uzné volbě parametru p.
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Obrázek 3.2: Odhady maximálńı periody očkováńı v závislosti na koeficientu p.
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Kapitola 4

Model SIR – State dependent
pulzńı očkováńı

V této kapitole představ́ım model SIR se state dependent pulzńım očkováńım.

Výsledky této kapitoly jsou převzaty z článku [9]. V druhé části práce budou tyto

výsledky aplikovány na vlastńı model.

Uvažujeme model SIR s demografickým efektem, který byl představen v prvńı

kapitole, spolu s následuj́ıćım předpokladem.

P3 Očkováńı provád́ıme pouze v kategorii ohrožených osob. Mı́ra úspěšnosti

očkováńı je p ∈ (0, 1). Očkujeme pokud

1. kategorie infikovaných jedinc̊u I dosáhne kritické, předem stanovené

hodnoty h ∈ (0, 1), a zároveň

2. kategorie ohrožených jedinc̊u dosáhne nebo překroč́ı hraničńı hodnotu,

tj. S ≥ S∗ = 1/R0.

Dle tohoto předpokladu se systém vyv́ıj́ı podle rovnic (1.2), (1.3), (1.4) ovšem

v každém časovém okamžiku muśıme kontrolovat, jestli se množstv́ı ohrožených

jedinc̊u S nepřehouplo přes hodnotu S∗ a zároveň jestli velikost kategorie I ne-

dosáhla mezńı hodnoty h. Tuto hodnotu h stanovujeme před začátkem mode-

lováńı. Pokud zároveň nastanou tyto dvě podmı́nky, aplikujeme vakćınu stejným

zp̊usobem jako v modelu s pevnými intervaly očkováńı. Tedy kategorie S se zmenš́ı

o úspěšně naočkované, tj. část pS(tn), naopak kategorie uzdravených R se o tuto
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část zvětš́ı a na kategorii infikovaných osob nemá vakcinace vliv. Model pak lze

popsat rovnicemi

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t),
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

}
(I 6= h) ∨ (I = h ∧ S < S∗), (4.1)

∆S(t) = −pS(t),
∆I(t) = 0,

}
I = h ∧ S ≥ S∗. (4.2)

V daľśım textu budeme předpokládat, že R0 > 1. V opačném př́ıpadě máme

zaručený ústup nemoci a nepotřebujeme tedy přistupovat k očkováńı. Máme tak

lokálně asymptoticky stabilńı kritický bod

(S∗, I∗) =

(
1

R0

,
µ (R0 − 1)

α

)
.

V této kapitole bychom potřebovali ale jeho globálńı stabilitu alespoň v biologicky

interpretovatelné oblasti fázového portrétu. Tou je trojúhelńık K,

K = {(S, I);S ≥ 0, I ≥ 0, S + I ≤ 1}.

Stabilitu máme zaručenu d́ıky následuj́ıćı větě, kterou lze naj́ıt např v [10].

Věta 4.1 Je-li R0 > 1, potom oblast́ı asymptotické stability kritického bodu

(S∗, I∗) je

K − {(S, 0); 0 ≤ S ≤ 1}.

Zadefinujme ještě několik posloupnost́ı, které budou uchovávat informace o jed-

notlivých pulzech. Posloupnost {tn} slouž́ı k zaznamenáváńı čas̊u, ve kterých do-

jde ke splněńı podmı́nek z předpokladu P3 a tedy aplikaci vakćıny. Dále budeme

pracovat s posloupnost́ı

{Sn} : Sn = S(tn),

která bude obsahovat údaje o velikosti kategorie ohrožených jedinc̊u těsně před

aplikaćı vakćıny v odpov́ıdaj́ıćıch okamžićıch z posloupnosti {tn}. Posloupnosti

{An} : An = ((1− p)Sn, h),

{Bn} : Bn = (Sn, h),
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Obrázek 4.1: Fázový portrét systému se state dependent pulzńım očkováńım s
parametry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02, h = 0, 089.

jsou posloupnosti bod̊u z fázového portrétu. Posloupnost {Bn} obsahuje stavy, ve

kterých se systém nacházel v okamžiku, kdy došlo k očkováńı, naopak posloupnost

{An} zahrnuje stavy, ve kterých se systém nacházel těsně po očkováńı.

Na Obrázku 4.1 je zobrazen fázový portrét systému SIR se state dependent

pulzńı vakcinaćı. V obrázku jsou vyznačeny hraničńı hodnoty pro jednotlivé ka-

tegorie pomoćı př́ımek - hodnota S∗ vertikálńı př́ımkou a hodnota h horizontálńı,

pro kterou zavedeme označeńı

Γh =
{
(S, I) ∈ R

2
+;S ≥ 0, I = h

}
.
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Dále jsou ve fázovém portrétu části orbit, jejichž počátečńı bod odpov́ıdá stavu

systému bezprostředně po aplikaci vakćıny a koncový zase stavu, ve kterém dojde

ke splněńı podmı́nek pro vakcinaci. Tyto orbity budu značit γn+,

γn+ = {(S(t), I(t)) ∈ K; t ∈ (tn, tn+1]} .

Obrázek 4.1 zachycuje chováńı systému a jak se vyv́ıj́ı. Systém startuje z bodu

A0 a vyv́ıj́ı se po orbitě γ0+. Ta překroč́ı nejprve kritickou hodnotu S∗ a až poté

protne v okamžiku t1 př́ımku Γh a to v bodě B1. V této chv́ıli jsou splněny

podmı́nky pro očkováńı a stav systému přejde do bodu A1 a dál se vyv́ıj́ı podél

orbity γ1+.

V článku [10] je uvedená následuj́ıćı definice k-periodické orbity.

Definice 4.1 (k-periodická orbita) Orbitu γk
n =

⋃k−1
i=0 γ(n+i)+ systému (4.1)

nazveme k-periodickou, jestlǐze existuje k ∈ N nejmenš́ı takové, že

Sn = Sn+k.

Jinými slovy k-periodická orbita znač́ı existenci periodického řešeńı a k udává,

kolikrát provedeme očkováńı, než nastane znovu rovnost Sn = Sn+k.

V článku [10] je dokázáno několik vět, které mluv́ı o existenci takových orbit

a o jejich stabilitě.

Věta 4.2 Necht’ h ≤ I∗.Pak pro libovolné p ∈ (0, 1) existuje 1-periodická nebo

2-periodická orbita systému (4.1), (4.2) které jsou asymptoticky stabilńı. Žádné

jiné k-periodické orbity (k > 2) systému (4.1), (4.2) neexistuj́ı.

Věta 4.3 Necht’ h > I∗. Potom je pro libovolné p ∈ (0, 1) pravdivá jedna z ná-

sleduj́ıćıch možnost́ı.

1. Necht’ existuje konstanta SC ∈ (0, S∗) taková, že orbita γC+ systému (4.1),

(4.2) , kde AC = (SC , h), je tečnou př́ımky Γh v bodě (S∗, h). Pak plat́ı-li

(1−p)(1−h) < SC, má systém (4.1), (4.2) 1-periodickou nebo 2-periodickou

orbitu a tato orbita je asymptoticky stabilńı. Jinou k-periodickou orbitu

(k > 2) systém (4.1), (4.2) nemá.
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2. Jestlǐze pro libovolné SC ∈ (0, S∗) protne orbita γC+ systému (4.1), (4.2),

kde AC = (SC , h), př́ımku Γh v bodě (S̃, h), přičemž S̃ > S∗, potom má

systém (4.1), (4.2) 1-periodickou nebo 2-periodickou orbitu a tato orbita je

asymptoticky stabilńı. Jinou k-periodickou orbitu (k > 2) systém nemá.

3. Jestlǐze pro libovolné SC ∈ (0, S∗) neprotne orbita γC+ systému (4.1), (4.2),

kde AC = (SC , h), př́ımku Γh, potom neexistuje žádná k-periodická orbita

(k ∈ N) systému (4.1), (4.2).

Na Obrázku 4.2 je zachyceno chováńı modelu SIR se state-dependent pulzńı

vakcinaćı s periodickou orbitou pro h ≤ I∗, na Obrázku 4.3 pro h > I∗. Obrázek 4.4

srovnává pulzńı očkováńı s pevnými intervaly očkováńı a state dependent pulzńı

očkováńı očkováńı.
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Obrázek 4.2: a) Fázový portrét systému se state dependent pulzńım očkováńım
pro h ≤ I∗ s parametry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02, h = 0, 089.
b) Řešeńı tohoto systému odpov́ıdaj́ıćı počátečńım podmı́nkám S0 = 0, 13,
I0 = 0, 089, R0 = 0, 781.
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Obrázek 4.3: a) Fázový portrét systému se state dependent pulzńım očkováńım
pro h > I∗ s parametry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02, h = 0, 136.
b) Řešeńı tohoto systému odpov́ıdaj́ıćı počátečńım podmı́nkám S0 = 0, 125,
I0 = 0, 136, R0 = 0, 739.
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Obrázek 4.4: Srovnáńı state dependent pulzńıho očkováńı s hodnotou h = 0.089
a pulzńıho očkováńı s pevnými intervaly očkováńı délky T = 12 s parametry
model̊u p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02.
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Část II

Model SIRS
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Kapitola 5

Model SIRS s demografickým
efektem

Jednou z hypotéz, na kterých byl vystavěn model SIR, byl předpoklad, že je-

dinci z kategorie R źıskávaj́ı v̊uči modelované nemoci trvalou imunitu. Tu lze

źıskat bud’ uzdraveńım se nebo v modelech s vakcinaćı i úspěšným očkováńım.

V praxi máme ale řadu nemoćı, které nám nezaruč́ı źıskáńı trvalé imunity po je-

jich proděláńı. Výborným př́ıkladem je např́ıklad chřipka.

Model SIRS je založen na stejných hypotézách jako model SIR s demogra-

fickým efektem, který byl představen v prvńı kapitole. Jedinou změnou oproti

základńımu modelu je fakt, že uzdraveńı jedinci nez̊ustávaj́ı v kategorii R trvale,

ale po vyprcháńı imunity se vraćı zpět do kategorie ohrožených jedinc̊u S. Tento

přesun se realizuje pomoćı parametru γ ∈ (0, 1). Člen γR pak udává, jaká část

uzdravených se stává v daném okamžiku ohroženou. Dynamiku modelu SIRS

popisuje systém diferenciálńıch rovnic 1. řádu spolu s počátečńımi podmı́nkami

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t) + γR(t), (5.1)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t), (5.2)

R′(t) = βI(t)− µR(t)− γR(t), (5.3)

S(0) = S0 > 0,

I(0) = I0 > 0,

R(0) = R0 ≥ 0.
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Samozřejmě z̊ustává v platnosti i konstantńı velikost populace (1.1). Neńı obt́ıžné

nahlédnout, že základńı reprodukčńı č́ıslo modelu SIRS je stejné jako u p̊uvodńıho

modelu SIR, tj.

R0 =
α

β + µ
.

Dı́ky podmı́nce (1.1) lze systém (5.1), (5.2), (5.3) zredukovat na systém o dvou

rovnićıch

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t) + γ (1− S(t)− I(t)) , (5.4)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t). (5.5)

Rovnice (5.4), (5.5) generuj́ı planárńı dynamický systém, který má dva kritické

body

S∗

1 = 1, I∗1 = 0,

S∗

2 = 1
R0

, I∗2 = (µ+γ)(α−β−µ)
α(β+µ+γ)

.

Propukne-li epidemie, tj. R0 > 1, je prvńı bod nestabilńı a druhý naopak lokálně

asymptoticky stabilńı.

Na Obrázku 5.1 je fázový portrét systému (5.4), (5.5), na Obrázku 5.2 pak mů-

žeme vidět, jak se měńı velikost jednotlivých kategoríı v př́ıpadě, že R0 > 1.
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Obrázek 5.1: Fázový portrét modelu SIRS s demografickým efektem s parametry
α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02.
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Obrázek 5.2: Řešeńı systému (5.1), (5.2), (5.3) s parametry α = 0, 6, β = 0, 1,
γ = 0, 1, µ =, 02 a počátečńımi podmı́nkami S0 = 0, 9, I0 = 0, 1, R0 = 0.
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Kapitola 6

Model SIRS s konstantńım
očkováńım

V této kapitole představ́ım model SIRS s konstantńım očkováńım. Princip

konstantńıho očkováńı byl popsán ve druhé kapitole, kde byl představen model

SIR s konstantńım očkováńım. Pro úplnost jej ale uvedu znovu.

P1 Očkujeme nově narozené jedince. Parametr p ∈ (0, 1) udává mı́ru úspěšnosti

očkováńı. Výraz pµ znač́ı část úspěšně naočkovaných novorozenc̊u, naopak

(1− p)µ jsou ti, u kterých se očkováńı nezdařilo a jsou tedy ohrožeńı zkou-

manou nemoćı.

Dynamiku modelu SIRS s konstantńı vakcinaćı lze tedy popsat rovnicemi1

S ′(t) = −αS(t)I(t) + (1− p)µ− µS(t) + γ (1− S(t)− I(t)) , (6.1)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t), (6.2)

s počátečńımi podmı́nkami

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0.

Základńı reprodukčńı č́ıslo je stejné jako u modelu SIRS, tj.

R0 =
α

β + µ
.

1Uvád́ım pouze rovnice popisuj́ıćı dynamiku kategoríı ohrožených S a infikovaných I, nebot’

velikost kategorie uzdravených osob R snadno dopočteme z (1.1).
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Obrázek 6.1: Fázový portrét modelu SIRS s konstantńım očkováńım s parametry
p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02.

Tento systém má dva kritické body,

S∗

1 = 1− pµ

γ+µ
, I∗1 = 0,

S∗

2 = 1
R0

, I∗2 = (1−p)αµ+γ(α−β−µ)−µ(β+µ)
α(β+µ+γ)

.

Je-li R0 < 1, je kritický bod (S∗

1 , I
∗

1 ) lokálně asymptoticky stabilńı, což odpov́ıdá

situaci, kdy žádná epidemie nepropukne. Avšak nás zaj́ımá př́ıpad s R0 > 1. Bu-

deme se snažit zajistit dostatečně velkou mı́ru úspěšnosti očkováńı p tak, aby kri-

tický bod (S∗

1 , I
∗

1 ) byl asymptoticky stabilńı, nikoli nestabilńı. Jen tak se podař́ı
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potlačit hroźıćı epidemii. Podobně jako v druhé kapitole lze odvodit podmı́nku

p >
γ + µ

µ

(
1−

1

R0

)
= pc.

Zároveň ale muśı platit, že p ∈ (0, 1), tedy

γ + µ

µ

(
1−

1

R0

)
< 1.

Tuto podmı́nku lze vyjádřit ve tvaru

γ <
µ(β + µ)

α− β − µ
. (6.3)

Nesplňuj́ı-li parametry modelu podmı́nku (6.3), pak ani 100% mı́ra úspěšnosti

očkováńı nezabráńı vzniku epidemie.

Pro ilustraci při referenčńıch hodnotách parametr̊u, které v této práci použ́ı-

vám, tj. α = 0, 6, β = 0, 1, µ = 0, 02 by musel být parametr γ < 0, 005 a i v tomto

př́ıpadě bychom museli pro úspěšné očkováńı zajistit mı́ru úspěšnosti očkováńı

větš́ı pc ∼= 0, 996. Tak malé γ ale znamená velmi slabou vazbu mezi kategoriemi

S a R, tj. množstv́ı jedinc̊u, kteř́ı se stávaj́ı znovu ohroženými, je zanedbatelné.

Ukazuje se tedy, že konstantńı očkováńı neńı v př́ıpadě nemoci modelované

prostřednictv́ım modelu SIRS adekvátńı a je potřeba zvolit jinou očkovaćı stra-

tegii.
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Kapitola 7

Model SIRS s pulzńım
očkováńım v pevných časech

Jednou z nemoćı, pro jej́ıž modelováńı by mohl být model SIRS vhodný,

je chřipka. Existuje sice mnoho kmen̊u a mutaćı tohoto viru, ale zde mám na mysli

”
běžnou“ chřipku, která se v populaci vzedme vždy na podzim a ještě mohutněji

na jaře. Proti některým kmen̊um chřipky existuj́ı očkovaćı vakćıny. Každý rok

se tak rozj́ıžd́ı kampaň, která má za ćıl zvýšit úroveň očkováńı v populaci. Tento

př́ıstup tak odpov́ıdá strategii pulzńıho očkováńı s pevnými intervaly očkováńı.

Připomeňme ještě základńı princip fixed-time pulzńıho očkováńı.

P2 Očkováńı provád́ıme pouze v kategorii ohrožených osob a provád́ı se perio-

dicky s periodou délky T. Mı́ru úspěšnosti očkováńı označme jako p ∈ (0, 1).

Stejně jako u modelu SIR s pulzńım očkováńım s pevnými intervaly očkováńı

se i zde popisovaný model chová mezi pulzy, tj. na intervalech ((n − 1)T, nT ],

jako model SIRS bez očkováńı, který byl představen v páté kapitole. V pravých

krajńıch bodech těchto interval̊u ale docháźı ke skok̊um, na které můžeme nahĺıžet,

jako na
”
přenastaveńı“ počátečńıch podmı́nek systému SIRS pro následuj́ıćı časový
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interval. Dynamiku modelu lze popsat následovně1

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t) + γ (1− S(t)− I(t)) ,
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

}
t ∈ ((n− 1)T, nT ] , (7.1)

∆S(nT ) = −pS(nT ),
∆I(nT ) = 0,

}
t = nT, (7.2)

kde n ∈ N. Přitom nás zaj́ımaj́ı taková řešeńı, která splňuj́ı počátečńı podmı́nky

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0.

Pro kategorie S a I bezprostředně po aplikaci vakcinace tedy plat́ı

Sn = S(nT+) = (1− p)S(nT ), (7.3)

In = I(nT+) = I(nT ). (7.4)

Na Obrázku 7.1 je zobrazen pr̊uběh epidemie při pulzńım očkováńı populace.

7.1. Infection free řešeńı

Nyńı ukážu existenci a odvod́ım podmı́nku pro stabilitu tzv. infection free

řešeńı, tedy řešeńı systému (7.1), (7.2) za podmı́nky

I(t) = 0, ∀t ≥ 0. (7.5)

Důvod je stejný jako ve třet́ı kapitole. Umožńı nám nahlédnout na chováńı po-

pulace pod pulzńım očkováńım bez př́ıtomnosti nemoci. Dı́ky podmı́nce (7.5)

lze model (7.1), (7.2) zjednodušit na model

S ′(t) = µ− µS(t) + γ (1− S(t)) ,
I ′(t) = 0,

}
t ∈ ((n− 1)T, nT ] , (7.6)

∆S(nT ) = −pS(nT ),
∆I(nT ) = 0,

}
t = nT. (7.7)

Rovnici (7.6) lze snadno na intervalu ((n− 1)T, nT ] vyřešit, jelikož se jedná

o diferenciálńı rovnici 1. řádu se separovanými proměnnými. Źıskáme tak řešeńı

1Opět vzhledem k platnosti (1.1) rovnou vynechávám rovnice pro kategorii R.
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Obrázek 7.1: Řešeńı systému (7.1), (7.2) s parametry α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1,
µ = 0, 02, p = 0, 3, T = 7 a počátečńımi podmı́nkami S0 = 0, 9, I0 = 0, 1,
R0 = 0.
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ve tvaru

S(t) = 1− (1− S ((n− 1)T+)) e(µ+γ)((n−1)T−t). (7.8)

Vztah (7.3) pro velikost kategorie ohrožených S bezprostředně po aplikaci vakćıny

tak můžeme za pomoci řešeńı (7.8) přepsat

Sn = S(nT+) = (1− p)
(
1− (1− Sn−1) e

−(µ+γ)T
)
. (7.9)

Stejně jako ve třet́ı kapitole můžeme na vztah (7.9) nahĺıžet jako na diferenčńı

rovnici s jedńım rovnovážným bodem

S∗ =
(1− p)

(
e(µ+γ)T − 1

)

e(µ+γ)T − 1 + p
. (7.10)

Tento bod je asymptoticky stabilńı, což znač́ı, že posloupnost Sn generovaná

pomoćı (7.9) k němu konverguje. Dosad́ıme-li nyńı (7.10) do řešeńı (7.8), obdrž́ıme

tak řešeńı systému v pro nás výhodném tvaru2

S̃(t) = 1−
p

e(µ+γ)T − 1 + p
e(µ+γ)(nT−t), t ∈ ((n− 1)T, nT ] . (7.11)

Toto řešeńı je periodické (což vzhledem k periodě T , kterou
”
nut́ıme“ celému

systému neńı překvapuj́ıćı), nebot’ plat́ı

S̃(t+ T ) = 1−
p

e(µ+γ)T − 1 + p
e(µ+γ)((n+1)T−(t+T )) =

= 1−
p

e(µ+γ)T − 1 + p
e(µ+γ)(nT−t) = S̃(t), t ∈ ((n− 1)T, nT ] .

Využili jsme tu periodicitu systému (7.6),(7.7), tj.

t ∈ ((n− 1)T, nT ] ⇔ t+ T ∈ (nT, (n+ 1)T ] .

7.2. Stabilita infection free řešeńı

Daľśı vlastnost́ı, kterou budeme u infection free řešeńı (7.11) zkoumat, je

jeho stabilita. Model bez infikovaných jedinc̊u (7.6), (7.7) je zjednodušený př́ıpad

2Opět budu toto řešeńı pro přehlednost značit s vlnovkou.
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p̊uvodńıho modelu. Pokud bychom neměli stabilitu u řešeńı takto jednoduchého

modelu, co bychom mohli očekávat od jeho komplikovaněǰśı varianty? Nav́ıc

očkováńım se snaž́ıme kontrolovat pr̊uběh epidemíı nebo jim předcházet. Nestabi-

lita řešeńı (7.11) by tak znamenala neschopnost odhadnout jak se budou vyv́ıjet

velikosti jednotlivých kategoríı při drobných změnách v nastaveńı počátečńıch

podmı́nek. Přihlédneme-li k faktu, že i velikosti jednotlivých kategoríı neńı ve sku-

tečnosti možné určit na jedince přesně, pak na stabilitě řešeńı muśıme trvat, jinak

by byl model nepoužitelný. V realitě by se mohly výsledky predikované modelem

hrubě lǐsit od pozorovaných hodnot. Postup při vyšetřováńı stability bude ob-

dobný, jako při vyšetřováńı infection free řešeńı modelu SIR s pulzńım očkováńım

s pevnými intervaly očkováńı ve třet́ı kapitole.

Nejprve dosad́ıme do (7.1) infection free řešeńı (7.11) a triviálńı řešeńı Ĩ(t) = 0

spolu s malými odchylkami s(t) a i(t), tj.

Ŝ(t) = S̃(t) + s(t),

Î(t) = Ĩ(t) + i(t).

Po dosazeńı dostaneme

dS̃(t)

dt
+

ds(t)

dt
= S ′(t) = −α(S̃(t) + s(t))(Ĩ(t) + i(t)) + µ− µ(S̃(t) + s(t)) +

+γ
(
1− Ĩ(t)− i(t)− S̃(t)− s(t)

)
,

dĨ(t)

dt
+

di(t)

dt
= I ′(t) = α(S̃(t) + s(t))(Ĩ(t) + i(t))− β(Ĩ(t) + i(t))− µ(Ĩ(t) + i(t)).

Odtud za použit́ı (7.11) dostáváme soustavu

ds(t)

dt
= −µs(t)− αS̃(t)i(t)− αs(t)i(t)− γ (i+ s) , (7.12)

di(t)

dt
= i(t)(αS̃(t)− αs(t)− µ− β). (7.13)

Tato soustava má triviálńı řešeńı a můžeme ji snadno linearizovat3 pomoćı Jaco-

3Dostáváme se tak do situace, kdy můžeme využ́ıt výsledk̊u Floquetovy teorie z dodatku A.
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biho matice v triviálńım řešeńı

J(0, 0) =

(
−µ− γ −αS̃(t)− γ

0 αS̃(t)− µ− β

)
.

Uvažujme dále počátečńı podmı́nky

s1(0) = 1, i1(0) = 0,

s2(0) = 0, i2(0) = 1,

s jejichž pomoćı najdeme fundamentálńı matici soustavy (7.12), (7.13). Dı́ky pe-

riodicitě se stač́ı omezit na interval [0, T ]. Fundamentálńı matice tak má tvar

U (t) =




e−(µ+γ)t s2(t)

0 exp

(
α

t∫
0

S̃(u) du− (µ+ β)t

)

 .

Multiplikátory (tzn. vlastńı č́ısla matice U(T )) pak jsou

ρ1 = e−(µ+γ)T , ρ2 = exp

(
α

T∫
0

S̃(t) dt− (µ+ β)T

)
.

Multiplikátor ρ1 je v absolutńı hodnotě menš́ı než jedna, tj.

∣∣e−(µ+γ)T
∣∣ < 1.

Avšak pro stabilitu potřebujeme aby totéž platilo i pro druhý multiplikátor, tedy

požadujeme

∣∣∣∣∣∣
exp


α

T∫

0

S̃(t) dt− (µ+ β)T



∣∣∣∣∣∣
< 1.

Odtud dostáváme

T∫

0

S̃(t) dt <
µ+ β

α
T.
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Dosad́ıme-li z (7.11) do integrálu a vypočteme jej, pak dostáváme následuj́ıćı

podmı́nku pro asymptotickou stabilitu

((µ+ γ)T − p)
(
e(µ+γ)T − 1

)
+ (µ+ γ) pT

(µ+ γ)T (p− 1 + e(µ+γ)T )
<

µ+ β

α
. (7.14)

Je-li tato podmı́nka splněna, docháźı k utlumeńı výchylek s(t), i(t) a řešeńı

(7.11) je stabilńı.

7.3. Odhad periody

Naš́ım hlavńım ćılem je nyńı poskytnout nějaký odhad pro optimálńı veli-

kost periody. Je zřejmé, že optimálńı znamená v tomto př́ıpadě největš́ı možná,

nebot’ očkováńı bývá nákladné, takže chceme očkovat v co nejdeľśıch časových

rozestupech.

Jednou možnost́ı je využ́ıt podmı́nku pro stabilitu (7.14). Jelikož je jej́ı pravá

strana rostoućı vzhledem k T , můžeme nerovnost nahradit rovnost́ı a pomoćı

softwaru naj́ıt pro konkrétńı parametry přibližný odhad pro maximálńı velikost

periody T .

K jinému možnému odhadu lze doj́ıt na základě stejné úvahy jako při odvo-

zováńı základńıho reprodukčńıho č́ısla. Naš́ım ćılem je zajistit, aby klesal počet

infikovaných jedinc̊u, tj. aby

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t) < 0.

Odtud pak dostáváme

S(t) <
µ+ β

α
. (7.15)

Kategorie ohrožených jedinc̊u S nabývá vždy těsně před aplikaćı vakćıny svého

lokálńıho maxima S(nT ). Tuto hodnotu můžeme aproximovat pomoćı (7.11).

Počet ohrožených jedinc̊u těsně před očkováńım tak můžeme vzhledem ke vztahu

(7.15) odhadnout jako

S̃(nT ) = 1−
p

p− 1 + e(µ+γ)T
≈

µ+ β

α
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Obrázek 7.2: Odhady maximálńı periody očkováńı v závislosti na koeficientu p.

a odtud už snadno dostaneme odhad pro periodu T .

TMAX ≈
1

(µ+ γ)
ln

(
1 +

p (µ+ β)

α− µ− β

)
.
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Kapitola 8

Model SIRS – state dependent
pulzńı očkováńı

8.1. Úvod

V této kapitole představ́ım model SIRS se state dependent pulzńım očkováńım.

Výchoźım modelem je opět model SIRS s demografickým efektem, který je popsán

rovnicemi (5.1), (5.2), (5.3). K tomuto modelu nyńı připoj́ıme následuj́ıćı předpo-

klad, který popisuje zp̊usob očkováńı a který již byl jednou představen ve čtvrté

kapitole.

P3 Očkováńı provád́ıme pouze v kategorii ohrožených osob. Mı́ra úspěšnosti

očkováńı je p ∈ (0, 1). Očkujeme pokud

1. kategorie infikovaných jedinc̊u I dosáhne kritické, předem stanovené

hodnoty h ∈ (0, 1), a zároveň

2. kategorie ohrožených jedinc̊u dosáhne nebo překroč́ı hraničńı hodnotu,

tj. S ≥ S∗ = 1/R0.
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Propojeńım modelu SIRS s demografickým efektem a očkovaćı strategie P3 je

popsáno rovnicemi

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t) + γR(t),
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),
R′(t) = βI(t)− µR(t)− γR(t),



 (I 6= h) ∨ (I = h ∧ S < S∗),

∆S(t) = −pS(t),
∆I(t) = 0,
∆R(t) = pS(t),



 I = h ∧ S ≥ S∗.

Dı́ky konstantńı velikosti populace (1.1) můžeme systém opět zredukovat jen

na dvě rovnice

S ′(t) = −αS(t)I(t) + µ− µS(t) + γ (1− S(t)− I(t)) ,
I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

}
(I 6= h) ∨ (I = h ∧ S < S∗), (8.1)

∆S(t) = −pS(t),
∆I(t) = 0,

}
I = h ∧ S ≥ S∗. (8.2)

Je potřeba také uvažovat počátečńı podmı́nky, tj.

S(0) = S0 > 0,
I(0) = I0 > 0.

(8.3)

Zaj́ımá nás pouze př́ıpad, kdy R0 > 1, tj. kdy propukne epidemie. V této

situaci je kritický bod modelu SIRS s demografickým efektem

(S∗, I∗) =

(
1

R0

,
(µ+ γ) (α− β − µ)

α (β + µ+ γ)

)

lokálně asymptoticky stabilńı. Pod́ıvejme se nejprve trochu bĺıže na oblast

K = {(S, I);S ≥ 0, I ≥ 0, S + I ≤ 1}.

Tato oblast je pozitivně invariantńı vzhledem k libovolnému řešeńı systému (5.1),

(5.2), (5.3) s počátečńı podmı́nkou (S0, I0) ∈ K \ {(S, I);S = 0 ∨ I = 0}. Dále

se nám postač́ı omezit na tuto oblast, nebot’ zahrnuje všechny biologicky reálné

stavy systému. Mohou nastat dva př́ıpady.
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1. Systém (5.1), (5.2), (5.3) nemá v K žádnou periodickou orbitu. Pak oblast

K\{(S, I);S = 0 ∨ I = 0} je nutně oblast́ı asymptotické stability kritického

bodu (S∗, I∗).

2. V oblasti K existuje alespoň jedna periodická orbita systému (5.1), (5.2),

(5.3). V tomto př́ıpadě se může orbita bud’ přimknout k nějaké periodické

orbitě, nebo dospěje do kritického bodu (S∗, I∗).

8.2. Periodická řešeńı

Nyńı si ukážeme, že model (8.1), (8.2) může mı́t také periodické řešeńı. Zade-

finujme ale nejprve několik posloupnost́ı, které budou uchovávat informace o jed-

notlivých očkováńıch.

• Posloupnost {tn} je rostoućı posloupnost časových okamžik̊u, ve kterých

jsou splněny impulzńı podmı́nky, tzn. I(tn) = h, S(tn) ≥ S∗.

• Posloupnost {Sn} obsahuje informace o velikosti kategorie ohrožených je-

dinc̊u v časech tn, tj. Sn = S(tn).

• Posloupnost {Bn} je posloupnost bod̊u z fázového portrétu, ve kterých

se systém nacházel před očkováńım, tj. v okamžiku {tn} a posloupnost {An}

obsahuje body fázového portrétu odpov́ıdaj́ıćı stavu systému po aplikaci

vakćıny:

An = ((1− p)Sn, h),
Bn = (Sn, h).

(8.4)

Na Obrázku 8.1 je zobrazen fázový portrét systému SIR se state dependent

pulzńım očkováńım. Jsou zde vyznačeny hraničńı hodnoty pro jednotlivé kate-

gorie pomoćı př́ımek - hodnota S∗ vertikálńı př́ımkou a hodnota h horizontálńı,

pro kterou jsme zavedli ve čtvrté kapitole označeńı

Γh =
{
(S, I) ∈ R

2
+;S ≥ 0, I = h

}
.
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Obrázek 8.1: Fázový portrét systému s pulzńım state dependent očkováńım s pa-
rametry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02, h = 0, 397.

Dále jsou ve fázovém portrétu části orbit, jejichž počátečńı bod odpov́ıdá

stavu systému bezprostředně po aplikaci vakćıny a koncový zase stavu, ve kterém

dojde ke splněńı podmı́nek pro vakcinaci. Tyto orbity budu značit γn+,

γn+ = {(S(t), I(t)) ∈ K; t ∈ (tn, tn+1]} .

Připomeňme ještě definici periodické orbity, jež byla uvedena ve čtvrté kapitole.

Definice 8.1 (k-periodická orbita) Orbitu γk
n =

⋃k−1
i=0 γ(n+i)+ systému (8.1),

(8.2) nazveme k-periodickou, jestlǐze existuje k ∈ N nejmenš́ı takové, že

Sn = Sn+k.
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Mohou nastat dva př́ıpady:

(i) h ≤ I∗,

(ii) h > I∗.

Pro h ≤ I∗ můžeme vyslovit následuj́ıćı větu.

Věta 8.1 Necht’ h ≤ I∗. Pro libovolné p ∈ (0, 1) takové, že (1− p) (1− h) < S∗,

existuje 1-periodická nebo 2-periodická orbita systému (8.1), (8.2), které jsou

asymptoticky stabilńı. Žádné jiné k-periodické orbity (k > 2) systému (8.1), (8.2)

neexistuj́ı.

D̊ukaz: Pro libovolný bod X0 ∈ K \ {(S, I) ;S = 0 ∨ I = 0} je orbita systému

(5.4), (5.5) procházej́ıćı t́ımto bodem přitahována ke kritickému bodu (S∗, I∗)

nebo k periodické orbitě ob́ıhaj́ıćı tento kritický bod. Odtud a z konstrukce

fázového portrétu vyplývá, že orbita systému (8.1), (8.2), která startuje z bodu

B0 = (S0, h) ∈ K, S0 > S∗, protne Γh nekonečně krát, kv̊uli pulzńımu očko-

váńı (8.2).

Uvažujme dále posloupnost {An} , An = ((1− p)Sn, h) ∈ K a posloupnost

{Bn)} , Bn = (Sn, h) ∈ K definované v (8.4). Z definice (8.4) také vyplývá,

že Sn > S∗, ∀n ∈ N0, viz Obrázek 8.2.

Uvažujme nyńı dva r̊uzné body posloupnosti {Bn}, bod Bi = (Si, h) a bod

Bj = (Sj, h) , i 6= j, Si < Sj. Pak v d̊usledku pulzńıho očkováńı (8.2) skoč́ı jim

odpov́ıdaj́ıćı orbity do bod̊u Ai = ((1− p)Si, h) , Aj = ((1− p)Sj, h), přičemž

(1− p)Si < (1− p)Sj. Orbity se dále vyv́ıjej́ı podle (8.1) až dospěj́ı do bod̊u

Bi+1 = (Si+1, h) , Bj+1 = (Sj+1, h). Jelikož se ale orbity ve fázovém portrétu

nemůžou kř́ıžit, muśı nutně platit Sj+1 < Si+1. Tedy

S∗ ≤ Si < Sj ≤ 1− h ⇒ 0 < (1− p)Si < (1− p)Sj < S∗ ⇒
⇒ S∗ ≤ Sj+1 < Si+1 ≤ 1− h.

(8.5)

Mohou nastat následuj́ıćı situace.

• Je-li S0 = S1, pak má systém (8.1), (8.2) 1-periodickou orbitu.
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Obrázek 8.2: Fázový portrét systému s pulzńım state dependent očkováńım.

• Je-li S0 6= S1 a S2 = S0, pak má systém (8.1), (8.2) 2-periodickou orbitu.

Nenastane-li ani jedna z těchto situaćı, tj. S0 6= S1 6= S2, pak mohou nastat

následuj́ıćı př́ıpady.

1. S0 < S1 potom z (8.5) plyne S1 > S2.

(a) Necht’ je S2 < S0 < S1. Pak opakovaným použit́ım (8.5) dostaneme

S∗ ≤ · · · < S2k < · · · < S2 < S0 < S1 < · · · < S2k+1 < · · · ≤ 1− h.

Označ́ıme λ1 = limk→∞ S2k+1, λ2 = limk→∞ S2k. Tyto limity muśı být

ve vztahu S∗ ≤ λ2 < λ1 ≤ 1− h. Existuje tedy asymptoticky stabilńı
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2-periodická orbita systému (8.1), (8.2).

(b) Necht’ je S0 < S2 < S1. Opakovaným použit́ım (8.5) dostaneme

S∗ ≤ S0 < S2 · · · < S2k < · · · < S2k+1 < · · · < S3 < S1 ≤ 1− h.

Pak S∗ ≤ λ2 = λ1 ≤ 1 − h a systém (8.1), (8.2) má asymptoticky

stabilńı 1-periodickou orbitu.

2. S1 < S0 potom z (8.5) plyne S2 > S1.

(a) Necht’ je S1 < S0 < S2. Opakovaným použit́ım (8.5) dostaneme

S∗ ≤ · · · < S2k+1 < · · · < S1 < S0 < S2 < · · · < S2k < · · · ≤ 1− h.

Tedy S∗ ≤ λ1 < λ2 ≤ 1 − h a systém (8.1), (8.2) má asymptoticky

stabilńı 2-periodickou orbitu

(b) Necht’ je S1 < S2 < S0. Opakovaným použit́ım (8.5) dostaneme

S∗ ≤ S1 < · · · < S2k+1 < · · · < S2k < · · · < S2 < S0 ≤ 1− h.

Pak S∗ ≤ λ1 = λ2 ≤ 1 − h a systém (8.1), (8.2) má asymptoticky

stabilńı 1-periodickou orbitu. �

Pro h > I∗ můžeme vyslovit následuj́ıćı větu, kterou zde uvedu bez podrobného

d̊ukazu. Důkaz by se prováděl podobně jako d̊ukaz věty 4.3 pro model SIR, viz [9].

Věta 8.2 Necht’ h > I∗. Potom je pro libovolné p ∈ (0, 1) pravdivá jedna z následuj́ıćıch

možnost́ı.

1. Necht’ existuje konstanta SC ∈ (0, S∗) taková, že orbita γC+ systému (8.1),

(8.2) , kde AC = (SC , h), je tečnou př́ımky Γh v bodě (S∗, h). Pak plat́ı-li

(1−p)(1−h) < SC, má systém (8.1), (8.2) 1-periodickou nebo 2-periodickou

orbitu a tato orbita je asymptoticky stabilńı. Jinou k-periodickou orbitu

(k > 2) systém (8.1), (8.2) nemá.
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Obrázek 8.3: a) Fázový portrét ilustruj́ıćı př́ıpad 2 z Věty 8.2. b) Fázový portrét
ilustruj́ıćı př́ıpad 3 z Věty 8.2.

2. Jestlǐze pro libovolné SC ∈ (0, S∗) protne orbita γC+ systému (8.1), (8.2),

kde AC = (SC , h), př́ımku Γh v bodě (S̃, h), přičemž S̃ > S∗, potom má

systém (8.1), (8.2) 1-periodickou nebo 2-periodickou orbitu a tato orbita je

asymptoticky stabilńı. Jinou k-periodickou orbitu (k > 2) systém nemá.

3. Jestlǐze pro libovolné SC ∈ (0, S∗) neprotne orbita γC+ systému (4.1), kde

AC = (SC , h), př́ımku Γh, potom má systém (8.1), (8.2) 1-periodickou orbitu

pouze v př́ıpadě, kdy existuje periodická orbita systému (5.4), (5.5), která

celá lež́ı pod Γh. Žádná daľśı k-periodická orbita (k ∈ N) systému neexistuje.

D̊ukaz: Prvńı dva př́ıpady by se dokazovaly obdobně jako Věta 8.1. Třet́ı tvr-

zeńı je zřejmé po načtnut́ı fázového portrétu systému. �

Věta 8.2 je ilustrována na obrázku 8.3. Na obrázku 8.4 je zachyceno chováńı

modelu SIRS se state-dependent pulzńı vakcinaćı pro h ≤ I∗. Obrázek 8.5

srovnává očkováńı v pevných časech a state-dependent očkováńı.
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Obrázek 8.4: a) Fázový portrét systému se state dependent pulzńım očkováńım
pro h ≤ I∗ s parametry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02,
h = 0, 397. b) Řešeńı tohoto systému odpov́ıdaj́ıćı počátečńım podmı́nkám
S0 = 0, 105, I0 = 0, 397, R0 = 0, 495.
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Obrázek 8.5: Srovnáńı state dependent pulzńıho očkováńı s hodnotou h = 0.397
a pulzńıho očkováńı s pevnými intervaly očkováńı délky T = 7 s parametry
model̊u p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02.
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8.3. Odhad velikosti kategorie infikovaných

Dle očkovaćı strategie P3 v́ıme, že kategorie infikovaných jedinc̊u I nepřekroč́ı

předem stanovenou hodnotu h. Užitečný by byl ale i odhad pro nejmenš́ı hodnotu

IMIN , které může kategorie I nabývat po několika aplikaćıch vakćıny, tj. když

řešeńı systému vstouṕı do své cyklické části. Budeme uvažovat př́ıpad

h ≤ I∗ =
(µ+ γ) (α− β − µ)

α (β + µ+ γ)
. (8.6)

Tvrzeńı této kapitoly bude založeno na následuj́ıćı úvaze. Rovnici popisuj́ıćı

dynamiku kategorie I mezi jednotlivými očkováńımı́ (8.1) lze psát ve tvaru

I ′(t) = I(t) (αS(t)− β − µ) .

Odtud je zřejmé, že I(t) bude nerostoućı, bude-li S(t) ≤ S∗, a naopak neklesaj́ıćı,

jestliže S(t) ≥ S∗. Tedy minimálńı hodnotu, které může kategorie infikovaných

nabývat, obdrž́ıme v okamžiku, kdy S(t) = S∗.

Samozřejmě jednou z možnost́ı pro alespoň přibližné určeńı IMIN by bylo

použit́ı softwaru. Zde ale odvod́ıme obecněǰśı odhad pro systém s obecnými para-

metry. Nicméně numerického řešeńı rovnic využijeme, jelikož přesné řešeńı rovnic

popisuj́ıćıch chováńı systému (8.1) neznáme.

Konkrétně zde využ́ıvám Eulerovy metody s krokem délky q. Budeme hledat

přibližné řešeńı systému (8.1), přičemž uvažujeme t ∈ J = 〈tA, tB〉, což je inter-

val, na kterém jsou S a I spojité. Vzhledem k předpokladu P3 budeme uvažovat

počátečńı podmı́nky ve tvaru1

0 < S (tA) = S0 < S∗, (8.7)

0 < I (tA) = I0 = h. (8.8)

Označ́ıme ti = tA + iq, i = 0, . . . , n, kde q = tB−tA
n

, a

dSi = −αSiIi + µ− µSi + γ (1− Si − Ii) ,

dIi = αSiIi − βIi − µIi.

1Zde uvedené počátečńı podmı́nky se lǐśı od počátečńıch podmı́nek (8.3). Stejně tak výrazy
Sn a In v budou mı́t odlǐsný význam než v předchoźım textu.
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Potom rekurentńı vztahy Eulerovy metody pro systém (8.1) maj́ı tvar

Si+1 = Si + q dSi, (8.9)

Ii+1 = Ii + q dIi. (8.10)

Jelikož systém (8.1) má mezi jednotlivými impulzy spojitou pravou stranu, která

je nav́ıc v závisle proměnných S a I lipschitzovská, je Eulerova metoda konver-

gentńı. Tzn. že přibližné řešeńı źıskané Eulerovou metodou konverguje k přesnému

řešeńı systému (8.1), tzn.

lim
n→∞

max
i=0,...,n

{|Si − S (ti)| , |Ii − I (ti)|} = 0,

kde {(Si, Ii)}
n

i=0 je přibližné řešeńı źıskané Eulerovou metodou (8.9), (8.10) a (S, I)

je přesné řešeńı systému (8.1). Nyńı stač́ı určit iteraci k, ve které bude splněno

Sk ≥ S∗,
Sk−1 < S∗.

(8.11)

Nejprve je ale potřeba dokázat následuj́ıćı lemmátko.

Lemma 8.1 Necht’ jsou splněny podmı́nky (8.11) pro nějaké k ∈ N. Pak ∀i < k

plat́ı

0 ≤ dSi < µ+ γ,

−h (β + µ) < dIi ≤ 0.

D̊ukaz lemmatu (8.1): Důkaz provedeme matematickou indukćı.

1. i = 0

dS0 = −αS0I0 + µ− µS0 + γ (1− S0 − I0) ,

dI0 = I0 (αS0 − β − µ) .

Budeme-li cht́ıt omezit dS0, postač́ı nahradit S0 a I0 nulou, což vzhledem

k zadáńı počátečńıch podmı́nek (8.7), (8.8) neńı problém. Dostáváme tak

dS0 < µ+ γ.
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Naopak pro omezeńı shora využijeme S0 ≤ S∗ a I0 = h. Źıskáme tak odhad

dS0 ≥ −αS∗h+ µ− µS∗ + γ (1− S∗ − h) ≥ 0.

Platnost posledńı nerovnosti zaručuje podmı́nka (8.6).

K dolńımu odhadu dI0 postač́ı také využ́ıt počátečńıch podmı́nek (8.7),

(8.8). Plat́ı

dI0 > −h (β + µ) .

Stejných podmı́nek můžeme použ́ıt i k horńımu odhadu

dI0 ≤ h (αS∗ − β − µ) = 0.

2. i < k

Necht’ plat́ı tvrzeńı pro i − 1, tedy dSi−1 ≥ 0 a dIi−1 ≤ 0. Přesné řešeńı

lež́ı v oblasti K a je tedy nenulové. Z konvergence Eulerovy metody plyne,

že jsme schopni zvolit krok q dostatečně malý tak, aby odhadnuté řešeńı

bylo libovolně bĺızko přesnému řešeńı. Plat́ı tedy

0 < Si−1 ≤ Si ≤ S∗,

0 < Ii ≤ Ii−1 ≤ I0 = h.

Člen dSi má tvar

dSi = −αSiIi + µ− µSi + γ (1− Si − Ii) .

S využit́ım právě uvedených odhad̊u a podmı́nky (8.6) dostáváme

dSi < µ+ γ,

dSi ≥ −αS∗h+ µ− µS∗ + γ (1− S∗ − h) ≥ 0.

V př́ıpadě členu

dIi = Ii (αSi − β − µ)

dostáváme

dIi > −Ii (β + µ) ≥ −h (β + µ) ,

dIi ≤ h (αS∗ − β − µ) = 0. �

67



Nyńı máme vše připraveno pro odhadnut́ı hodnoty IMIN . Nejprve muśıme

určit index k, ve kterém budou splněny podmı́nky (8.11). Rekurentńı vztah (8.9)

lze psát jako

Si = S0 + q

i−1∑

j=0

dSj.

Z podmı́nky (8.11), jej́ıž splněńı očekáváme pro index k, a z lemmatu 8.1 pak máme

S∗ ≤ Sk = S0 + q
k−1∑

j=0

dSj < S0 + qk (µ+ γ) .

Odtud dostáváme dolńı odhad pro k,

S∗ − S0

q (µ+ γ)
< k.

Dále d́ıky (8.11) a lemmatu 8.1 plat́ı

Sk−1 = S0 + q
k−2∑

j=0

dSj < S0 + q (k − 1) (µ+ γ) < S∗ = S0 + q
S∗ − S0

q (µ+ γ)
(µ+ γ) ,

tud́ıž

k − 1 <
S∗ − S0

q (µ+ γ)
.

Hledané k lze proto odhadnout jako

S∗ − S0

q (µ+ γ)
< k <

S∗ − S0

q (µ+ γ)
+ 1. (8.12)

Hodnotu IMIN odhadneme hodnotou Ik, kde k je určeno pomoćı (8.12). Rovněž

vztah (8.10) lze psát pomoćı sumy a z lemmatu 8.1 dostáváme

h = I0 ≥ Ik = I0 + q

k−1∑

j=0

dIj > I0 − qk h (β + µ) > I0 − q

(
S∗ − S0

q (µ+ γ)
+ 1

)
.
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Dı́ky konvergenci Eulerovy metody můžeme provéct limitńı přechod pro q → 0+

a źıskat tak odhad IMIN

h ≥ IMIN > h−
S∗ − S0

µ+ γ
h (β + µ) . (8.13)

Na Obrázku 8.6 jsou znázorněny r̊uzné hodnoty odhad̊u IMIN v závislosti

na počátečńı podmı́nce S0, tj. po kolikátém pulzu uvažuju počátečńı podmı́nky

pro odhad minimálńı hodnoty. Kolikáté očkováńı brát jako nejlepš́ı pro volbu

počátečńıch podmı́nek nelze obecně určit, ale z Obrázku 8.6 vyplývá, že postač́ı

uvažovat druhou nebo třet́ı aplikaci vakćıny. Avšak pro jiné hodnoty parametr̊u

by mohla nastat jiná situace.
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Obrázek 8.6: Odhady IMIN s r̊uznou volbou počátečńıch podmı́nek zobrazené
ve fázovém portrétu a v grafu řešeńı pro kategorii I systému (8.1), (8.2) s para-
metry p = 0, 3, α = 0, 6, β = 0, 1, γ = 0, 1, µ = 0, 02 a počátečńımi podmı́nkami
S0 = 0, 105, I0 = 0, 397, R0 = 0, 495.
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Př́ıloha A

Floquetova teorie

Uvažujme soustavu obyčejných lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s pro-

měnnými koeficienty

x′ = A(t)x, (A.1)

kde matiocová funkce A(t) je periodická s periodou T . Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta A.1 (Floquetova věta) Necht’ U je fundamentálńı matice úlohy (A.1). Po-

tom existuje spojitě diferencovatelná regulárńı mativová funkce P typu n × n,

periodická s periodou T , a konstantńı regulárńı matice R typu n× n tak, že plat́ı

U(t) = P (t)eRt, t ∈ R. (A.2)

D̊ukaz : Důkaz je možné nalézt [11].

Definice A.1 Necht’ A,U ,R, T maj́ı význam jako ve věte A.1. Matice

U (T ) = eRT (A.3)

se nazývá matice monodromie soustavy (A.1). Vlastńı č́ısla ρ1, ρ2, . . . , ρn matice

monodromie (A.3) se nazývaj́ı multiplikátory maticové funkce A. Vlastńı č́ısla

λ1, λ2, . . . , λn matice R se nazývaj́ı charakteristické exponenty soustavy (A.1).

Multiplikátory a charakteristickými exponenty si odpov́ıdaj́ı prostřednictv́ım vztahu

ρj = eTλj .
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Plat́ı také, že součet multiplikátor̊u maticové funkce A je roven stopě matice

monodromie. tj.

ρ1 + ρ2 + . . .+ ρn = Tr(U(T )),

a jejich součin je roven determinantu matice modnodromie, tedy

ρ1ρ2 . . . ρn = det(U(T )).

Věta A.2 Necht’ ρ je multiplikátor maticové funkce A a λ je charakteristický

exponent soustavy (A.1). Potom existuje netriviálńı řešeńı x(t) soustavy (A.1),

pro které plat́ı

1. x(t+ T ) = ρx(t),

2. existuje periodické řešeńı p(t) s periodou T takové, že x(t) = eλtp(t).

D̊ukaz : Důkaz je možné nalézt [11].

Pro multiplikátory plat́ı následuj́ıćı:

1. Je-li |ρ| < 1, potom Re(λ) < 0 a podle druhého tvrzeńı věty (A.2) plat́ı

x(t)
t→∞
−→ 0. V tomto př́ıpadě hovoř́ıme o stabilńım řešeńı x(t).

2. Je-li ρ = 1, pak Re(λ) = 0 a řešeńı x(t) je periodické s periodou T .

Źıskáváme tak stabilńı řešeńı x(t).

3. Je-li ρ = −1, pak Re(λ) = 0 a řešeńı x(t) je antiperiodické s periodou T .

Řešeńı x(t) je stabilńı.

4. Je-li |ρ| > 1, potom Re(λ) > 0 a pro řešeńı x(t) tak plat́ı

lim
t→∞

x(t) = ∞.
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Závěr

Práce byla rozdělena do dvou část́ı dle výchoźıho modelu. V prvńı části jsem

aplikovala vakcinačńı schémata na model SIR s demografickým efektem. Model

samotný jsem představila v prvńı kapitole. Chováńı modelu bylo ilustrováno jeho

fázovým portrétem.

Ve druhé kapitole jsem nejprve upravila model SIR tak, že jsem do rovnic po-

pisuj́ıćıch jeho dynamiku zavedla člen pµ, jehož prostřednictv́ım se realizuje kon-

stantńı očkováńı a odpov́ıdá počtu úspěšně naočkovaných novorozenc̊u. Odvozuji

zde hranici pc, které muśı dosáhnout mı́ra proočkovanosti novorozeňat, aby bylo

schéma s konstantńım očkováńım úspěšné. Což znamená např́ıklad pro spalničky

se základńım reprodukčńım č́ıslem R0 = 18 alespoň 95%. V závěru kapitoly

představuju princip pulzńıho očkováńı.

Třet́ı kapitola se zabývá modelem SIR s pulzńım očkováńım s pevnými in-

tervaly očkováńı. Odvozuji zde tzv. infection free řešeńı, tedy řešeńı systému od-

pov́ıdaj́ıćı absenci infikovaných jedinc̊u, a zabývám se zde jeho stabilitou. K od-

vozeńı podmı́nky pro stabilitu infection free řešeńı využ́ıvám výsledk̊u Floque-

tovy teorie, jež jsou shrnuty v př́ıloze. Této podmı́nky dále využ́ıvám při odhadu

maximálńıho intervalu očkováńı. V práci uvád́ım několik r̊uzných odhad̊u. Dva

jsou zde př́ımo odvozeny a třet́ı je převzat z [7], bohužel se mi ale nepovedlo

přij́ıt na zp̊usob jeho odvozeńı. Jeden z mých odhad̊u je ale inspirován stejnými

předpoklady a vycháźı právě z podmı́nky stability infection free řešeńı. Také

v práci zmiňuji možnost numerického určeńı tohoto odhadu. Všechny výsledku

jsou ilustrovány i graficky.

Ve čtvrté kapitole seznamuji čtenáře s druhou variantou pulzńıho očkováńı -
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state dependent pulzńım očkováńım. Uvád́ım zde dvě podmı́nky, jejichž splněńı

požaduji pro aplikaci vakćıny. Kategorie ohrožených jedinc̊u muśı přer̊ust hod-

notu S∗ a zároveň kategorie infikovaných muśı dosáhnout předem zvolené hod-

noty h. Předkládám čtenáři dvě věty, podle kterých lze určit, kdy se systém

ustáĺı na periodickém chováńı. Oproti modelu z předchoźı kapitoly je zde pe-

riodicita d̊usledkem parametr̊u, kdežto předchoźımu modelu jsme ji vnucovali.

Součást́ı je i graf srovnávaj́ıćı oba př́ıstupy se stejnou očkovaćı frekvenćı. Z něj je

vidět, že v př́ıpadě state dependent pulzńı vakcinace se systém ustaluje mnohem

rychleji než systém s pevnými intervaly očkováńı. V této kapitole jsem čerpala

z článku [9]. Přestože je článek zaj́ımavý a originálńı, četl se velmi obt́ıžně.

Autoři nepoužili jednotné značeńı, prakticky co odstavec, to jiné označeńı bod̊u

ve fázovém portrétu.

Ve druhé části své diplomové práce se věnuji aplikaci uvedených schémat

na model SIRS s demografickým efektem. Ten představuji v páté kapitole. Rozd́ıl

oproti modelu SIR spoč́ıvá v opětovné možnosti nakažeńı již dř́ıve uzdravených

jedinc̊u.

V šesté kapitole se zabývám konstantńım očkováńım v modelu SIRS. Opět

odvozuji hranici pc pro mı́ru proočkovanosti novorozeňat, které je potřeba dosá-

hnout, aby bylo schéma funkčńı a opravdu předcházelo vzniku epidemie. Zároveň

ale uvád́ım i podmı́nku, již muśı splňovat parametry modelu, jinak by byla hra-

nice pc větš́ı než jedna a nebyla by biologicky interpretovatelná. Pokud bychom

uvažovali nemoc se základńım reprodukčńım č́ıslem R0 = 5, musel by být pa-

rametr γ < 0, 005 a i pak bychom pro úspěšnost schématu potřebovali zdárně

naočkovat asi 99,6% novorozenc̊u. Jelikož parametr γ reprezentuje rychlost, s ja-

kou docháźı k pozbyt́ı imunity, je na mı́stě zvážit, nepostačil by nám k modelováńı

takové nemoci jen model SIR.

V sedmé kapitole uvažuju v modelu SIRS pulzńı očkováńı s pevnými inter-

valy očkováńı. Podobně jako u modelu SIR, i zde odvozuji infection free řešeńı

systému a podmı́nku pro jeho stabilitu, která je dále využita pro numerický odhad

maximálńı délky očkovaćıho intervalu.
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V osmé kapitole se věnuji modelu SIRS se state dependent pulzńım očkováńım.

Stejně jako v kapitole čtyři, i zde dokazuju větu týkaj́ıćı se podmı́nek existence

periodického řešeńı. Na rozd́ıl od čtvrté kapitoly, ve které jsme měli zajǐstěnu

asymptotickou stabilitu v požadované oblasti, zde máme asymptotickou stabilitu

pouze lokálńı, což ztěžuje situaci. Závěrem ještě odvozuji odhad minimálńıho

velikost kategorie infikovaných jedinc̊u, které bude nabývat po přechodu systému

do ustálené, periodické podoby. Tento odhad je můj vlastńı a neńı uváděn v žádné

literatuře.

K model̊um SIRS s očkováńım se př́ımo nevztahoval žádný z článk̊u, které

jsem měla k dispozici, ale u řady postup̊u jsem se jimi inspirovala. Veškeré kódy

zde použité, at’ už na numerický odhad maximálńı délky očkovaćıho intervalu

v kapitolách tři a sedm nebo fázové portréty a grafy, jsem vytvořila pomoćı

programovaćıho jazyka Python.
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