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Uvod

Lidstvo vzdy bylo provazeno fadou onemocnéni a epidemii. Nékteré epide-
mie byly natolik nic¢ivé, ze vstoupily do déjin. Mezi né patif napiiklad Cerna
smrt, mor, jez vyznamé decimoval stfedovéké obyvatelstvo Evropy, nestovice,
prirozené, ze lidstvo hledalo nastroje, které by mohly pomoci ke kontrole epidemii
a k pfedvidani jejich prubéhu. Jednim z téchto nastroju je epidemiologicky model
SIR, kterému je vénovano mnoho publikaci napt. [1], [2], [3], a kterému jsem se
vénovala ve své bakaldiské praci [4]. Kromé hledani néstroju k predikei chovéni
epidemii se jim ale lidstvo v prvni fadé snazilo a snazi predchazet. Vysledkem
jsou ruzné uspeésna léciva a predevsim vakciny.

Cilem moji diplomové préce je propojit epidemiologicky model SIR s ocko-
vanim. Ockovani je ale samo o sobé dosti Siroky pojem. Vétsina lidi si pod nim
predstavi ockovaci vakciny, které jim byly aplikovény jako détem (a které absolvo-
vali i se svymi potomky). Toto je jedno z nejrozsitenéjsich vakcinacénich schémat
a tika se mu konstantni ockovani. Dalsi moznosti je pulzni ockovani. V tomto
schématu se ockuji ohrozeni jedinci jen v urcitych okamzicich a hromadné. V mé
tzn. ve stejnych c¢asovych rozestupech (napf. jednou za pét let). Tento piistup
oznacuji jako pulzni ockovani s pevnymai intervaly ockovdni. Druhym piipadem
je tzv. state dependent pulzni ockovdni. Jak jiz jeho nazev napovida, ockujeme
v okamziku, ve kterém dojde ke splnéni ndmi danych podminek.

Prace je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti uvazuji model SIR s demogra-

fickym efektem, jez je ¢tenafi popsan v prvni kapitole. Ve druhé kapitole jsou pak



popsany na pravé uvedeném modelu principy ockovani, tzn. je zde uveden ma-
tematicky popis jednotlivych vakcinacnich strategii. Tteti kapitola je vénovana
modelu SIR s pulznim ockovanim s pevnymi intervaly ockovani. V této kapi-
tolce Gerpam zejména z ¢lanku [7]. Velky prostor je zde vénovan otézce, jak zvolit
ockovaci interval, aby byla vakcinaéni strategie ispésna. Ctvrta kapitola se zabyva
state dependent pulzni vakcinaci v modelu SIR. Zde ¢erpam z clanku [9].

Druha ¢ast moji diplomové prace se vénuje modelu SIRS s demografickym
efektem. Jednd se o variantu zakladniho modelu, ve které ptripoustime, ze jiz
uzdraveni jedinci nemaji trvalou imunitu vuéi modelované nemoci. Tedy ze po né-
jaké dobé se mohou znovu nakazit. Typickym ptikladem takové nemoci je napii-
klad bézna chripka. Model SIRS je ctenaii priblizen v paté kapitole. V Sesté
kapitole se vénuji konstantnimu ockovani v modelu SIRS. Sedmé a osmé kapi-
tola se pak zabyvaji pulznim ockovanim, poporadé s pevnymi intervaly ockovani
a state dependent, v modelu SIRS.

Soucasti této prace je i dodatek, ktery obsahuje zakladni vysledky Flogue-
tovy teorie, kterou vyuzivam v kapitolach tii a sedm. V praci jsou také vyuzity
nastroje dynamickych systému. Pracuju zde zejména s pojmy kriticky bod, sta-
bilita kritického bodu a fazovy portrét systému. Zde ¢tenare odkazi na skripta

[6]. K pochopeni textu tiplné postaci jejich rozsah.
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Kapitola 1

Model SIR s demografickym
efektem

V této uvodni kapitolce predstavim epidemiologicky model SIR s demogra-
fickym efektem. Jednd se o model, ktery bude zdkladem pro vSechny dalsi, které
ve své praci predstavim. Vice o modelech SIR a jejich vlastnostech a principech
se lze docist v literatufe, napt. v monografiich [1], [2], [3] nebo v mé bakaldiské
préci [4].

Uvazujme populaci konstantni velikosti NV, kterd je rozdélena do tii kategorii
na jedince ohrozené, infikované a uzdravené. V literature byva zvykem znacit tyto
kategorie pismeny S, a R, coz jsou prvni pismena anglickych nazvu téchto tif
skupin - susceptibles, infected, recovered.

Takto jsem s kategoriemi pracovala ve své bakalaiské praci, ale v tomto textu
zvolim trochu jiny ptistup. Celou populaci normuji, takze symboly S, I, R jiz
nebudou znacit velikosti danych skupin, ale budou udéavat jejich pomér. Pokud
bychom chtéli znat skutecnou velikost nékteré z kategorii, pak staci prendsobit
odpovidajici proménnou velikosti populace N(t). Je ziejmé, ze S,I, R € (0,1)

a ze plati rovnost:
S(t)+ I(t) + R(t) = 1. (1.1)

Dynamika modelu je popséna prosttednictvim soustavy tii diferencialnich rov-
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nic prvniho radu:

S'(t) = —aSH)I(t) + 1 — pS(t), (1.2)
I'(t) = aSH)I(t) — BI(t) — pl(t), (1.3)
RI(t) = BI(t) — pR(t). (1.4)

Rozeberme si jesté vyznam jednotlivych ¢lenu a koeficientu uzivanych v mo-
delu. Koeficient o > 0 nazyvam koeficient pfenosu nemoci.! Zachycuje nakaz-
livost uvazované choroby a vyraz? aSI pak urcuje, kolik je nové nakazenych
jedincti v daném ¢ase.®> Naopak pocet uzdravenych jedinci v daném case je za-
chycen prostrednictvim ¢lenu SI, kde § > 1 je koeficient uzdravovani. Parametr
€ (0,1) je koeficient demografického efektu.

Vyrazem demograficky efekt mam na mysli porodnost a prirozenou umrtnost
(natalita a mortalita). Ptipoustime tedy, ze do populace pribyvaji novi jedinci,
ale také z ni jedinci ubyvaji, tj. umiraji. Nutno poznamenat, ze do téchto imrti
nezahrnuji jedince, jejichz smrt je nasledkem modelované choroby. Na tyto osoby
nahlizime jako na uzdravené, coz si muzeme dovolit jen diky faktu, ze uzdraveni
jedinci ziskdvaji vuci nemoci trvalou imunitu. Aby zustal v platnosti vztah (1.1),
musime vyrovnat mnozstvi narozenych a zemftelych jedincu pro kazdy c¢asovy
okamzik. Proto neuvazujeme v tomto modelu dva ruzné parametry (pro naro-
zené a zemftelé), ale jenom jeden - koeficient demografického efektu p, pricemz
znaménko plus pred timto koeficientem znaci nové narozené a znaménko minus
zase zemielé. Samotny parametr p v prvni rovnici (1.2) pak odrazi novorozence
a naopak vyrazy jako —uS ty zemrelé (ovsem jen v dané kategorii).

Abychom byli schopni viubec néjakym zpusobem analyzovat uvazovany model

U koeficientu pfenosu nemoci nastava drobny rozdil oproti zdkladnimu modelu SIR po-
psanému v mé bakalarské praci, tam je totiz « € (0, 1). Koeficient pouzivany v diplomové préci
je N-nasobek toho z bakaldiské prace, pricemz N je velikost populace. Rozdil vznika kvuli
odlisnému vyznamu veli¢in S, I, R.

2Pokud to nebude nezbytné tak v textu pro zjednoduseni zépisu a pro piehlednost ¢asto
vynecham zavislost na ¢asové proménné ¢t. Nicméné ¢tenar by mél mit stale na paméti, ze S, I, R
jsou vzdy zavislé na case!

3Konkrétni mnozstvi nové nakazenych jedincti ziskdme az po vyndsobeni sou¢inu a.ST cel-
kovou velikosti populace N. Sou¢in samotny jen udavéa jaka c¢ast populace se v daném case
nakazila.
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(at uz nds zajim4 kvalita feseni nebo jeho numericky odhad), potfebujeme znét
jeho pocatecni nastaveni, tj. jaké je rozdéleni populace do jednotlivych kategorii

v okamziku, kdy za¢indme nemoc modelovat, tzn. v case t = 0:

S(O) =Sy > 0,
1(0) = Ip > 0,
R(0) = Ry >0

Vétsinou se v literatute setkate s pripadem, kdy Ry = 0.

Diky autonomni populaci, tj. populaci konstantni velikosti, muzeme systém
redukovat jen na dvé rovnice (1.2) a (1.3). Velikost tieti kategorie R jsme pak
schopni kdykoliv dopocitat prostrednictvim rovnice (1.1).

Muze se stat, ze uvazovana nemoc nebude dost agresivni nebo naopak proti ni
budeme mit velmi efektivni léky. Potom epidemie ani nepropukne, tj. infikovanych
jedincu bude jen ubyvat az jejich pocet klesne na nulu. Zabyvat se modelovanim
takovéto nemoci ale ztraci smysl. To, zda tato situace nastane nebo naopak zda
epidemie vypukne, jsme snadno schopni urcit z parametri modelu. Zavadime

proto charakteristiku modelu zvanou zdkladni reprodukéni cislo

«

Ry — .
T Bt

Je-li Ry < 1, epidemie nepropukne. Avsak nas naopak budou zajimat situace,
kdy je Ry > 1, tj. kdy je nemoc natolik silna, aby se vyvinula v epidemii. Po-
drobnéji se o zdkladnim reprodukénim éisle rozepisuji ve své bakalaiské praci [4],
kde provadim u kazdého z modelu i jeho odvozeni.

Systém diferencidlnich rovnic (1.2), (1.3) m4d dva kritické body*

Sr=1, Ir=0,

* 1 x _ (Ro—1)
Sy= A, Ij= AR

V situaci, kdy Ry > 1, je prvni bod nestabilni a druhy naopak lokédlné stabilni.

4Neéktei! autofi uzivaji pojem rovnovazny bod nebo bod ekvilibria. J4 se ale piiklanim
k terminologii z teorie dynamickych systému, ze které i vychdzim pii urcovani jejich stability
a kresleni fazovych portrétu.
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Na Obrazku 1.1 je fazovy portrét systému (1.2), (1.3), na Obrazku 1.2 pak

muzeme vidét, jak se méni velikost jednotlivych kategorii, le-li Ry > 1.
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Obréazek 1.1: Fazovy portrét modelu SIR s demografickym efektem s parametry
a=0,6, =0,1, n=0,02.
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Obrézek 1.2: Resenf systému (1.2), (1.3), (1.4) s parametry o = 0,6, § = 0, 1,
1 =10,02 a pocatecnimi podminkami Sy = 0,9, Iy =0,1, Ry = 0.
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Kapitola 2

Ockovaci strategie

2.1. Konstantni ockovani

Jednim z povinnych ockovéani u déti v Ceské republice je Hexavakcina. Ocko-
vani je provadéno obvykle ve tiech davkach, pricemz prvni davka je ditéti apli-
kovana v 9. tydnu zivota, druhd davka je aplikovana za dva meésice od prvni
a treti pak kolem 1. roku. Hexavakcina obsahuje uc¢inné slozky proti zaskrtu,
tetanu, davivému kasli, hepatitidé typu B, détské obrné a proti nemocem zpuso-
benym Haemophillus influenzae b.

Budeme-li chtit modelovat sifeni nékteré z uvedenych nemoci v populaci
prostrednictvim modelu SIR, bude potieba vychozi model z predchozi kapitoly
trochu upravit. Zavést do modelu vakcinacni schéma tak, jak jsem jej pred chvil-
kou popsala, by bylo komplikované. Proto si schéma zjednodusime jen na jednu
ockovaci davku podavanou vSem nové narozenym jedincum, tj. zanedbame i ca-
sovy udaj, kdy vakcinu podavame. Musime brat jesté v potaz, ze ne vzdy musi
ockovani probéhnout Uspésné a ne vSechny déti muzeme z ruznych zdravotnich

duvodu ockovat. Proto uvazujeme nasledujici predpoklad.

P1 Ockujeme noveé narozené jedince. Parametr p € (0, 1) uddva miru ispésnosti
ckovani. Vv 1 L2 /o xxx ck ch o k
ockovani. Vyraz' pu znaci ¢ast tspésné naockovanych novorozenci, naopa

(1 — p)p odpovida ¢asti populace, u které se ockovani nezdafilo a je tedy

!Pfipomenme jen, ze u € (0,1) je koeficient demokratického efektu, ktery byl predstaven
v 1. Kapitole.
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ohrozena zkoumanou nemoci.

Model SIR s konstantnim ockovanim pak lze popsat systémem diferencialnich

rovnic prviniho fadu

S(t) = —aS(I() + (1 — ) — pS(t), (2.1)
I'(t) = aSEI() — BI(E) — pl(2), (2.2)

s pocatecnimi podminkami
S(O) = S() > 0, I(O) =1y > 0.

Pro tplnost lze k uvedenym rovnicim pridat jesté tieti, popisujici dyna-
miku kategorie uzdravenych jedincu. AvSak nutné ji uvadét nemusime, protoze
pozadavek autonomni populace stale plati, tj. plati rovnost (1.1). Tteti rovnice

by v piipadé konstantni vakcinace vypadala takto

RI(t) = BI(t) — pR(t) + p,
R(0) = Ry > 0.

Model (2.1), (2.2) m4 dva kritické body

Si=1—-p, I =0,
Si = 1 I = w(1—p)Ro—1)

T Ro? « )

0

pricemz definice Ry je stejnd, jako v prvni kapitole.
Za pomoci nastroju teorie dynamickych systému lze ukazat, ze prvni kriticky
bod (v literatufe oznacovan jako infection free) je asymptoticky stabilni, je-li

splnéna podminka

>1 !
P Ro’

Naopak druhy kriticky bod (lze se setkat i s oznacenim epidemic equilibrium)

bude stabilni praveé tehdy, kdyz
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Obréazek 2.1: Fazovy portrét modelu SIR s konstantnim ockovanim s parametry
p=0,3 a=0,6, 5=0,1, p=0,02.

Hrani¢ni hodnotu oznac¢me jako p., tj.

1

=1 —
P Ro.

Pravée uvedené vysledky nyni ilustrujme na spalnickach, coz je virové in-
fekéni onemocnéni proti némuz je také v Ceské republice povinné oékovani. V [5]
je uvedeno, ze se zakladni reprodukéni ¢islo pro spalnicky pohybuje od 12 do 18
v zavislosti na datech a na varianté pouzitého modelu SIR, ze kterych byly pa-

rametry urcovany. Budeme-li uvazovat ten nejhorsi mozny pripad R = 18, pak

Pe 220, 95.
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Obréazek 2.2: Fazovy portrét modelu SIR s konstantnim ockovanim s parametry
p=0,95, a=0,6, $=0,1, p=0.02.

Tedy aby bylo vakcinaéni schéma 1ispésné, tj. aby byl stabilni infection free kri-
ticky bod, musime naoc¢kovat minimalné 95% vsech novorozencu. To se ale muze
ukazat jako velmi obtizny a také financné nakladny tkol.

Pro porovnani se zéakladnim modelem SIR jsou na Obrazku 2.1 a Obrazku 2.2

vykresleny fazové portréty systému (2.1), (2.2) s ruznymi tispésnostmi ockovéani.
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2.2. Pulzni ockovani

Zde popisu jen zakladni principy pulzniho ockovani, podrobné se jim budu
vénovat v dalsich kapitolach. Pti konstantni vakcinaci jsme ockovali vSechny no-
vorozence. Nyni ockujeme celou kategorii ohrozenych jedincu, ale jen v urcitych
diskrétnich ¢asovych okamzicich. Mira tspésnosti ockovani je opét udavana po-
moci parametru p € (0,1). Dynamiku modelu SIR s pulznim ockovanim lze

popsat rovnicemi

() = —aSOI(E) + j— uS(t),
I'(t) = aS@)I(t) - 5?@) ! I (t), }t € (To-1,To),

AS(T,) = —pS(T,),
AI(T,) = 0 }t = Tn:

Symbol T}, znaci jednotlivé okamziky, ve kterych ockovani provadime. Jak z téchto
rovnic vyplyva, model SIR s pulznim ockovanim se chova v ¢asech mezi jed-
notlivymi pulzy stejné jako zakladni model SIR z prvni kapitoly. V pulznich
okamzicich pak prefadime tspésné naockované jedince z kategorie ohrozenych S
do kategorie uzdravenych R. Na aplikaci vakciny 1ze tedy nahlizet jako na jakési
prenastaveni pocatecnich podminek modelu.

Jeden z moznych pristupu k pulzni vakeinaci je, ze posloupnost {7, } okamziku,
ve kterych ockovani provadime, uvazujeme jako aritmetickou posloupnost. Zajima
nas pak, jakou diferenci zvolit, aby byla vakcina¢ni strategie ispésna, tj. abychom
zamezili zvétSovani kategorie nakazenych I. 7 financniho hlediska je pro nas
idealni uvazovat diferenci nejvétsi moznou. Tento ptistup budu oznacovat jako
pulzni ockovani s pevnymi intervaly ockovani, v anglické literatute je pak
vzit pojem fixed time pulzni vakcinace.

Méné se pak setkdavame s druhym piistupem, dle kterého vakcinu aplikujeme
po dosazeni ur¢itych hrani¢nich hodnot kategorii S a I. Do posloupnosti {7, }
pak postupné pridavame c¢leny podle toho, kdy bylo téchto hrani¢nich hodnot
dosazeno, popiipadé pripoustime i prekroceni jedné z nich. Toto pulzni schéma

oznacuju jako state dependent pulzni ockovani.
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Kapitola 3

Model SIR s pulznim ockovanim
s pevnymi intervaly ockovani

V této kapitole se budeme blize zabyvat prvnim z pristupu k pulznimu ocko-
vani, v anglické literature oznacovanému jako fized time. Co se literatury tyce,
v této kapitole ¢erpam zejména ze dvou ¢lanku - struény nastin problematiky je
v [8], dukladnéji se danou problematikou zabyva ¢lanek [7]. Zakladni princip byl
zminén uz v zavéru predchozi kapitoly, ale pro iplnost jej zde uvedu jesté jednou

jako predpoklad modelu.

P2 Ockovani provadime pouze v kategorii ohrozenych osob a provadi se perio-

dicky s periodou délky 7. Mira tspésnosti ockovéani je p € (0,1).

Jednoduse teceno nechdme model chovat se dle zdkonitosti popsanych v kapi-
tolce zabyvajici se modelem SIR s demografickym efektem, ale jen do okamziku
Ty = 0+ T, kdy aplikujeme na kategorii S vakcinu. Velikost, o kterou zmensime
uvazovanou kategorii, lze vyjadiit jako pS(7)). Na kategorii infikovanych je-
dincu [ samoziejmé neméd tento zasah zadny primy vliv. Naopak je tieba si
uvedomit, ze kategorie uzdravenych R se musi o vySe zminény vyraz zveétsit,
prestoze s touto ¢asti populace nebudeme v dalsi analyze piimo pracovat. V case
T, tedy prenastavime velikosti jednotlivych kategorii a dostaneme tak nové po-
¢ateéni podminky Si,I; a Ry a model se chovd opét podle rovnic (1.2), (1.3)
a (1.4). Ovsem pouze do nésledujictho pulzntho okamziku 7o = Ty + T = 27T
Dalsi chovani si ¢tenar jiz jisté doplni sam.
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Rovnicemi muiZzeme popsat cely proces nasledovné !

0) — a6 L oty Sty € (0= DT )
st o po=r 02
kde n € N. Poc¢atecni podminky jsou
S(0)=Sy>0, 1(0) =1, > 0.
Pro velikosti kategorii S a I bezprostiedné po aplikaci vakcinace plati?
Sp = S(nT+) = (1 —p)S(nT), (3.3)

I, = I(nT+) = I(nT).

Na Obrazku 3.1 je zobrazen prubéh epidemie pii pulznim ockovani populace.

3.1. Infection free reseni

Ve druhé kapitole je pfedstaven model s konstantni vakcinaci. Kyzenym vy-
sledkem byla situace, kdy jsme byli schopni zamezit vzniku epidemie dostatecnym
mnozstvim o¢kovanych novorozencu. Tomu odpovidala situace, kdy infection-free
kriticky bod systému byl asymptoticky stabilni. U aktudlné zkoumaného modelu
ale operovat s kritickymi body nemuzeme, protoze model neni spojity. Muzeme
se jimi ale inspirovat a model si pro dalsi zkouméni jesté zjednodusit tak, ze bude
platit

I(t)=0,vt > 0.

Diky této podmince systém (3.1), (3.2) degeneruje do nového systému

f,/((f)) - g’— pS(t), }t € ((n—1)T,nT], (3.4)
AS(nT) = —pS(nT ,
A[((nT)) - 0‘1? (nT) }t: T 35)

I Pfesto ze ve slovnim popisu zmifiuji i kategorii uzdravenych osob R z matematického mo-
delu uz ji vypoustim.

2Pozndmka k pouzitému znaceni: Vyrazy typu S(nT+) znaéf pifslusnou pravostrannou li-
mitu v daném bodé (okamziku).
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Obrézek 3.1: Resenf systému (3.1), (3.2) s parametry e = 0,6, 3 =0, 1, = 0, 02,
p=0,3,T =T a pocatecnimi podminkami Sy = 0,9, I, =0,1, Ry =0.
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Jednd se tedy o ilustrativni situaci, kdy nemame zadné infikované jedince, presto
ale proti uvazované chorobé ockujeme. Muzeme tak ovérit, ze se systém chova
tak, jak od néj ocekdavame. Budeme také schopni analyticky urcit feseni takového
systému a ovérit jeho stabilitu.

Najit feseni diferencidlni rovnice (3.4) popisujici dynamiku kategorie S na jed-
notlivych polootevienych intervalech ((n — 1)T',nT] lze snadno, protoze se jedna

o rovnici se separovanymi proménnymi. Toto feseni ma tvar
Sit)y=1—(1—-8((n—1)T+))e =0T, (3.6)

Diky pravé vypocitanému analytickému feSeni (3.6), muzeme piepsat (3.3) vy-

jadiujici velikost kategorie S bezprosttedné po aplikaci vakeiny, jako
Sp=8S(nT+)=1-p)(1—1—=(S((n—1)T+)))e ).

Pro vétsi prehlednost nahradime jesté pravostrannou limitu ve vyrazu indexo-

vanym znacenim zavedenym v (3.3) a dostavame tak
Sn = (1 - p) (1 o (1 - Sn—l) e_MT> : (37)

Podivame-li se blize na pravé odvozeny vztah (3.7) zjistime, ze se jedna o re-
kurentni predpis. Tento predpis vlastné generuje posloupnost, jejiz cleny jsou
od sebe vzdaleny v case presné o periodu T. To proto, ze se jedna o velikost
kategorie S bezprostiedné po aplikaci vakeciny.

Uvazujme déle zobrazeni f: R — R jako

fla)y=1-p)(1-(1—-2)e ), zeR.

Na vztah (3.7) se tak muzeme divat jako na diferencni rovnici generovanou
funkei f. Diferencni rovnice (3.7) mé jeden rovnovazny bod (tj. pevny bod

funkce f)




ktery je asymptoticky stabilni. To znamend, Ze se Feseni rovnice (3.7) ustali v rov-
novazném stavu po koneéném poctu iteraci. Jinymi slovy posloupnost {S,}, ge-
nerovand pomoci (3.7), je konvergentni a rovnovazny bod S* diferenéni rovnice
(3.7) je jeji limitou. Nyni vyuzijeme této limity a po jejim dosazeni do vztahu
(3.6) misto ¢lenu S ((n — 1)7T+) obdrzime pro nés nejvhodnéjsi tvar feseni dife-
rencialni rovnice (3.4). Takto ziskané feseni budu pro prehlednost znacit s vinov-
kou a je potifeba ptripomenout, ze se nejedna o spojité feseni. Jeho nespojitosti
jsou v pulznich okamzicich, tedy

S04 — 1 p p(nT—t) _
St)=1 P ,te((n—1)T,nT). (3.8)

3.2. Periodicita infection free reseni

Nyni, kdyz zndme feSeni, zajimaji nés jeho vlastnosti. A jako prvni se sama
nabizi periodicita, kterou systému prostrednictvim pulzu celou dobu nutime.
Uvédomime-li si, ze pro t € (n—1)T,nT) je t +T € (nT,(n+ 1)T], potom
periodicitu feseni (3.8), dostaneme jednoduse:

~ p _ P _ ~
S(t+T)=1— u((4+D)T—-0+T)) 1= ——— p(nT—t) _ S(t).
t+1) T —1+p T —1+p "

3.3. Stabilita infection free reSeni

Zabyvejme se nyni stabilitou infection free fesen.

Nejprve pripoc¢teme k infection free reseni (3.8) a trividlnimu feseni I(¢) = 0

systému (3.4) na intervalech (nT, (n + 1) T] poruchy s(t) a i(t),

S(t) = S(t) + s(t),

I(t) = I(t) + ().
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Tato feseni dosadime do (3.1)

AS0) L 950) o) = — (G0t + s(0)(T() + i(t)) + 1 — (3t + 5(0)),

dt dt
dg Ef> + dg;) = I'(t) = a(S(t) + s()(I(t) + (1) — BUE®) +i(t)) — p(I(t) +i(t)).

Jednoduchymi ipravami odtud dostavame soustavu diferencialnich rovnic 1. fadu

(ig)——jw@)—ag@ﬁ@)—adﬂdﬂ, (3.9)
%S)—Mﬂmﬁﬁy—u—ﬁ)—adﬂdﬂ. (3.10)

Soustava (3.9), (3.10) ma trividlni feseni. Dale budeme chtit dokazat, ze toto
feseni je asymptoticky stabilni. Jelikoz s(t),i(¢) jsou libovolné malé odchylky
od (3.8), postaci nam dokdzat lokalni stabilitu. Jacobiho matice v s(t) = 0,

i(t) = 0 ma tvar

30.0) = ( o 5)

a je periodickd s periodou 7. Odtud pak dostavame linearizovanou soustavu

$'(t) = —ps(t) — aS(t)i(t), (3.11)
i'(t) = i(t)(aS(t) — = B). (3.12)

Diky periodicité se ndm postaci omezit pii vySetfovani na interval [0,7].
K vysetrovani stability vyuzijeme Floquetovu teorii. Klicové véty jsou uvedeny
v piiloze A. Nejprve urc¢ime fundamentalni matici soustavy (3.11), (3.12) a poté
charakteristické exponenty a multiplikatory. K urc¢eni fundamentalni matice uva-

Zujme pocatecni podminky

81(0)
82(0)

1, 41(0)

0,

0, is(0) = 1.
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Fundamentalni matice pak ma tvar

e M So(t)

0= 0 exp (o 500 = )

Multiplikatory pq, pe hleddme jako vlastni ¢isla matice U(T),

—uT
plzeua

T

p= e | a [ 50 dt = (ot BT

0

Dle Floquetovy teorie existuji netrividln{ feseni® soustavy (3.11), (3.12), pro které

plati

kde A1 a \s jsou charakteristické exponenty odpovidajici multiplikatorum p; a po
a p,(t), py(t) jsou vektorové periodické funkce s periodou 7. Je-li funkce perio-
dicka a spojitd, pak je i omezena. Pokud tedy budou oba multiplikatory v ab-
solutni hodnoté mensi nez 1, pak charakteristické exponenty \; budou zdporné.*
Tudiz pro t — +o00 pujdou obé feseni &; a x5 limitné k nule, coz znaci asympto-
tickou stabilitu téchto feseni. Tedy i asymptotickou stabilitu libovolného tesent,
protoze x; a @, tvori fundamentalni systém feseni systému (3.11), (3.12).

Zbyva tedy zjistit, kdy bude podminka kladend na multiplikdatory p; a ps

splnéna. Pro prvni z nich je splnéna automaticky, t;j.

| < 1.

3Pouzivam zde vektorovy zapis, tj. x(t) = (s(t),i(t))

40proti teorii v Dodatku A zde pracujeme pouze v realném oboru.
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V pripadé druhého ale dostavame:

T
exp a/S ydt—(n+B8)T || <1
0

T
a/S (4 BT <0
0

1
T

S(t) dt < pEs,
(6]

St~

Dosadime-li (3.8) do integralu v pravé odvozené nerovnosti, ziskdme podminku

(W —p) (" = 1) +ppT i+ 8
< .
pl (p—1+eT) a

(3.13)

Je-li tedy splnén vztah (3.13), jde kazdé fesent linearizovaného systému (3.11),
(3.12) limitné k nule pro ¢t — oco. To znaci ale asymptotickou stabilitu trividlniho
feseni systému (3.9), (3.10) a ta vede ke stabilité infection-free fesent (3.8), kterou
jsme chtéli ukazat. Pii analyze jsme se omezili jen na interval [0,7], ale diky

periodicité 1ze vysledky rozsitit i na ostatni intervaly ((n — 1)7,nT], kde n € N.

3.4. Odhad délky periody T

U zkoumaného modelu se predpoklada, ze zname hodnotu parametru p. Tedy
vime jaké procento ohrozenych jedincu se nam podaii uspésné naockovat. To je
vyznamny rozdil oproti modelu s konstantnim ockovanim, kde jsme tento para-
metr potiebovali odhadnout. Co ale potifebujeme urcit nyni je maximéalni perioda
ockovani T'. V této kapitolce odvodime dva odhady.

K urceni prvniho odhadu maximéalniho intervalu mezi ockovanim budeme
pristupovat podobnou tvahou, jakou jsem pouzivala ve své bakalarské praci [4]
k odvozeni zakladniho reprodukéniho cisla. Bude-li pocet nakazenych jedincu

v case klesat, pak bude epidemie ustupovat. Musime tedy vakcinu aplikovat do-
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statecné casto tak, aby bylo v kazdém case t splnéno
I'(t) = aSt)I(t) — BI(t) — ul(t) < 0.
Odtud dostavame podminku

u+@

S(t) < o

(3.14)

Podminky (3.14) nyni vyuzijeme k odvozeni vztahu pro maximalni velikost pe-
riody. Kategorie S dosahuje svého lokalnitho minima vzdy tésné pred aplikaci
vakeiny, tj. nabyva hodnoty S(nT'). Toto maximum aproximujeme pomoci in-
fection free teseni (3.8). Je totiz rozumné predpoklddat, ze v modelu bez nemoci
budou tyto lokalni maxima vétsi, nez v modelu s nemoci. Tedy

S(nT)=1— b %’u—i_ﬁ,
p—1+erd a

a odtud dostavame prvni odhad

1
TMAX1 ~ —In (1 +

o—p—p

! Mu+®>‘

K dalsimu z odhadu také pouzijeme infection free teseni. Zakladem bude
podminka jeho stability (3.13). Jelikoz leva strana v této podmince je neklesajici
funkei periody 7', k urceni jeji maximalni hodnoty postaci uvazovat podminku

(3.13) ve tvaru rovnosti

W =p) (" =1) +mwT p+p
uT (p —1+enT) a

(3.15)

Lze predpokladat, ze perioda T i prumérnd délka nemoci 1/ jsou vyrazné mensi
nez prumeérna délka zivota jedince 1/u, tj. T' << 1/p a 1/ < 1/u. Tedy souéin
uT bude blizky nule a muzeme proto levou stranu (3.15) aproximovat pomoci
Maclaurinova rozvoje. Taktéz soucin p/f bude blizky nule a pro pravou stranu

(3.15) tak muzeme psat
p+B_ 5t
=p ~
a «
29
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Celkove tedy dostavame

Ziskavame tak dalsi odhad pro maximalni délku periody

gp 1
proe 1—p/2°

Tavax, =
V ¢lanku [7] je mozné nalézt nésledujici odhad, bohuzel se mi nepodafilo
zjistit, jak k nému autofi dospéli:

Bp 1
poe 1—=p/2—B/a’

Thrax, =

Odhad pro maximalni délku periody lze také urcit z rovnice (3.15) numericky.
Vsechny odhady jsou prezentovany na Obrazku 7.2. Jsou zde vykresleny vSechny

uvedené odhady v zavisloti na ruzné volbé parametru p.
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Obréazek 3.2: Odhady maximalni periody ockovani v zavislosti na koeficientu p.
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Kapitola 4

Model SIR — State dependent
pulzni ockovani

V této kapitole predstavim model SIR se state dependent pulznim ockovanim.
Vysledky této kapitoly jsou prevzaty z ¢lanku [9]. V druhé ¢asti prace budou tyto
vysledky aplikovany na vlastni model.

Uvazujeme model SIR s demografickym efektem, ktery byl predstaven v prvni

kapitole, spolu s nasledujicim predpokladem.

P3 Ockovani provadime pouze v kategorii ohrozenych osob. Mira uspésnosti

ockovani je p € (0,1). Ockujeme pokud

1. kategorie infikovanych jedincu I dosdhne kritické, predem stanovené

hodnoty h € (0,1), a zdroven

2. kategorie ohrozenych jedincu dosdhne nebo prekroc¢i hraniéni hodnotu,

tj. S > 5* = 1/R,.

Dle tohoto predpokladu se systém vyviji podle rovnic (1.2), (1.3), (1.4) ovSem
v kazdém c¢asovém okamziku musime kontrolovat, jestli se mnozstvi ohrozenych
jedincu S neptehouplo pres hodnotu S* a zaroven jestli velikost kategorie I ne-
dosahla mezni hodnoty h. Tuto hodnotu h stanovujeme pted zacdtkem mode-
lovani. Pokud zaroven nastanou tyto dvé podminky, aplikujeme vakcinu stejnym
zpusobem jako v modelu s pevnymi intervaly ockovani. Tedy kategorie S se zmensi

o tspésné naockované, tj. ¢ast pS(t,), naopak kategorie uzdravenych R se o tuto
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cast zvetsi a na kategorii infikovanych osob nema vakcinace vliv. Model pak lze
popsat rovnicemi
S'(t) = —aSOI(t) + p— pS(1),
I'(t) = aS(E)I(t) = pI(t) — pl(t),

AS(t) = —pS(t),
AI(t) =0,

}(I#h)v([:hAS<S*), (4.1)
}I_h/\SZS*. (4.2)

V dalsim textu budeme predpokladat, ze Ry > 1. V opa¢ném pripadé mame
zaruc¢eny ustup nemoci a nepotiebujeme tedy pristupovat k ockovani. Mame tak

lokalné asymptoticky stabilni kriticky bod

(51 = (o 1 F= DY

V této kapitole bychom potiebovali ale jeho globalni stabilitu alespon v biologicky

interpretovatelné oblasti fazového portrétu. Tou je trojihelnik K,
K={(S1);5>0,1>0,5+1<1}.
Stabilitu méme zaruc¢enu diky nasledujici vété, kterou lze najit napft v [10].

Véta 4.1 Je-li Ry > 1, potom oblasti asymptotické stability kritického bodu
(S*,I*) je
K —{(5,0);0 < S <1}.
Zadefinujme jesté nékolik posloupnosti, které budou uchovavat informace o jed-
notlivych pulzech. Posloupnost {t,} slouzi k zaznamenavani ¢asu, ve kterych do-
jde ke splnéni podminek z predpokladu P3 a tedy aplikaci vakciny. Dale budeme

pracovat s posloupnosti
{Sn} S, = S(tn),

ktera bude obsahovat udaje o velikosti kategorie ohrozenych jedincu tésné pred

aplikaci vakciny v odpovidajicich okamzicich z posloupnosti {t,}. Posloupnosti
{A4,} Ay = (1 —p) Sn, h),
{B,}: B, = (Sy, h),
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Obrazek 4.1: Fazovy portrét systému se state dependent pulznim ockovanim s
parametry p = 0,3, « = 0,6, § =0,1, p = 0,02, h = 0,089.

jsou posloupnosti bodu z fazového portrétu. Posloupnost { B, } obsahuje stavy, ve
kterych se systém nachdazel v okamziku, kdy doslo k ockovani, naopak posloupnost
{A,} zahrnuje stavy, ve kterych se systém nachdazel tésné po ockovani.

Na Obréazku 4.1 je zobrazen fazovy portrét systému SIR se state dependent
pulzni vakcinaci. V obrazku jsou vyznaceny hrani¢ni hodnoty pro jednotlivé ka-
tegorie pomoci piimek - hodnota S* vertikalni pfimkou a hodnota h horizontalni,

pro kterou zavedeme oznaceni

I, ={(S,I)eR};S>0,I=nh}.
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Déle jsou ve fazovém portrétu ¢asti orbit, jejichz pocateéni bod odpovida stavu
systému bezprostredné po aplikaci vakciny a koncovy zase stavu, ve kterém dojde

ke splnéni podminek pro vakcinaci. Tyto orbity budu znacit ~,,.,

Tt = {(S(), 1(1)) € K5t € (tn, tnyal} -

Obrazek 4.1 zachycuje chovani systému a jak se vyviji. Systém startuje z bodu
Ag a vyviji se po orbité vq,. Ta prekroci nejprve kritickou hodnotu S* a az poté
protne v okamziku ¢; primku I'y, a to v bodé B;. V této chvili jsou splnény
podminky pro ockovani a stav systému prejde do bodu A; a dal se vyviji podél
orbity 4.

V élanku [10] je uvedend nasledujici definice k-periodické orbity.

Definice 4.1 (k-periodicka orbita) Orbitu v* = [J7) Yinti)+ Systému (4.1)

nazveme k-periodickou, jestliZe existuje k € N nejmensi takové, Ze
Sn - Sn+k.

Jinymi slovy k-periodickd orbita znaci existenci periodického feseni a k udava,
kolikrat provedeme ockovani, nez nastane znovu rovnost S,, = S, 4.
V élanku [10] je dokézano nékolik vét, které mluvi o existenci takovych orbit

a o jejich stabilite.

Véta 4.2 Necht h < I*.Pak pro libovolné p € (0,1) existuje 1-periodickd nebo
2-periodickd orbita systému (4.1), (4.2) které jsou asymptoticky stabilni. Zddné
Jiné k-periodické orbity (k > 2) systému (4.1), (4.2) neexistuyi.

Véta 4.3 Necht h > I*. Potom je pro libovolné p € (0,1) pravdivd jedna z nd-

sledugicich moznosti.

1. Necht existuje konstanta Sc € (0,S*) takovd, Ze orbita voy systému (4.1),
(4.2) , kde Ac = (Sc, h), je tecnou primky Iy, v bodé (S*, h). Pak plati-li
(1—p)(1—h) < Se, md systém (4.1), (4.2) I-periodickou nebo 2-periodickou
orbitu a tato orbita je asymptoticky stabilni. Jinou k-periodickou orbitu
(k > 2) systém (4.1), (4.2) nemd.
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2. Jestlize pro libovolné S¢ € (0, S*) protne orbita yoi systému (4.1), (4.2),
kde Ac = (Sc,h), primku 'y, v bodé (§, h), pricemz S > S*, potom md
systém (4.1), (4.2) 1-periodickou nebo 2-periodickou orbitu a tato orbita je

asymptoticky stabilni. Jinou k-periodickou orbitu (k > 2) systém nemd.

3. Jestlize pro libovolné S¢ € (0, S*) neprotne orbita yoy systému (4.1), (4.2),
kde Ac = (Sc,h), primku Ty, potom neexistuje Zadnd k-periodickd orbita
(k € N) systému (4.1), (4.2).

Na Obrazku 4.2 je zachyceno chovani modelu SIR se state-dependent pulzni
vakcinaci s periodickou orbitou pro h < I*, na Obrazku 4.3 pro h > I*. Obréazek 4.4
srovnava pulzni ockovani s pevnymi intervaly ockovani a state dependent pulzni

ockovani ockovani.
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Obrazek 4.2: a) Fazovy portrét systému se state dependent pulznim ockovéanim
pro h < I* s parametry p = 0,3, o« = 0,6, 8 = 0,1, p = 0,02, h = 0,089.
b) Reseni tohoto systému odpovidajici pocdteénim podminkdam S, = 0,13,
Iy, =0,089, Ry =0, 781.
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Obrazek 4.3: a) Fazovy portrét systému se state dependent pulznim ockovanim
pro h > I* s parametry p = 0,3, o« = 0,6, 8 = 0,1, p = 0,02, h = 0, 136.
b) Reseni tohoto systému odpovidajici pocatecnim podminkam S, = 0,125,
Iy =0,136, Ry = 0,739.
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Obréazek 4.4: Srovnani state dependent pulzniho ockovani s hodnotou h = 0.089
a pulzniho ockovani s pevnymi intervaly ockovani délky T = 12 s parametry
modeli p=10,3, «a=0,6, 5 =0,1, p=0,02.
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Kapitola 5

Model SIRS s demografickym
efektem

Jednou z hypotéz, na kterych byl vystavén model SIR, byl predpoklad, ze je-
dinci z kategorie R ziskavaji vuci modelované nemoci trvalou imunitu. Tu lze
ziskat bud uzdravenim se nebo v modelech s vakcinaci i tispésnym ockovanim.
V praxi mame ale fadu nemoci, které nam nezaruci ziskani trvalé imunity po je-
jich prodélani. Vybornym piikladem je naptiklad chtipka.

Model SIRS je zalozen na stejnych hypotézach jako model SIR s demogra-
fickym efektem, ktery byl predstaven v prvni kapitole. Jedinou zménou oproti
zdkladnimu modelu je fakt, ze uzdraveni jedinci nezustavaji v kategorii R trvale,
ale po vyprchani imunity se vraci zpét do kategorie ohrozenych jedincu S. Tento
piesun se realizuje pomoci parametru v € (0,1). Clen vR pak udava, jakd cast
uzdravenych se stava v daném okamziku ohrozenou. Dynamiku modelu SIRS

popisuje systém diferencidlnich rovnic 1. fadu spolu s poc¢atecnimi podminkami

S'(t) = —aS(t)I(t) + p — puS(t) + yR(t), (5.1)
I'(t) = aS()I(t) = BI(t) — ul(t), (5.2)
R(1) = BI(t) — pR(t) — 7R(1). (5.3)
S(0) = Sp >0,
1(0) = I > 0,
R(0) = Ry >0
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Samozfejmeé zustava v platnosti i konstantni velikost populace (1.1). Neni obtizné
nahlédnout, ze zakladni reprodukéni ¢islo modelu SIRS je stejné jako u puvodniho

modelu SIR, tj.

Diky podmince (1.1) lze systém (5.1), (5.2), (5.3) zredukovat na systém o dvou

rovnicich

S'(t) = —aSHIE) +p—pSEt) +v(1=5S@) - 1(1)), (5.4)
I'(t) = aS)I(t) — BI(t) — ul(2). (5.5)

Rovnice (5.4), (5.5) generuji plandrni dynamicky systém, ktery ma dva kritické
body
Sr=1, Ir=0,
Si=, 1= begeion
Propukne-li epidemie, tj. Rg > 1, je prvni bod nestabilni a druhy naopak lokalné
asymptoticky stabilni.
Na Obrézku 5.1 je fazovy portrét systému (5.4), (5.5), na Obrazku 5.2 pak mu-

zeme vidét, jak se méni velikost jednotlivych kategorii v pripadé, ze Ry > 1.
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Obrézek 5.1: Fazovy portrét modelu SIRS s demografickym efektem s parametry
a=0,6, 5=0,1, v=0,1, p=0,02.

0.8

0.6

S,LR

0.4

0.0

Obrazek 5.2: Reseni systému (5.1), (5.2), (5.3) s parametry a = 0,6, 8 = 0,1,
v=0,1, u=,02 a pocatecnimi podminkami Sp = 0,9, Ih =0,1, Ry = 0.
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Kapitola 6

Model SIRS s konstantnim
ockovanim

V této kapitole predstavim model SIRS s konstantnim ockovanim. Princip
konstantniho ockovani byl popsan ve druhé kapitole, kde byl predstaven model

SIR s konstantnim ockovanim. Pro tplnost jej ale uvedu znovu.

P1 Ockujeme nové narozené jedince. Parametr p € (0, 1) udava miru tspésnosti
ockovani. Vyraz pu znac¢i ¢ast uspésné naockovanych novorozenct, naopak
(1 —p)p jsou ti, u kterych se ockovani nezdarilo a jsou tedy ohrozeni zkou-

manou nemoci.

Dynamiku modelu SIRS s konstantni vakcinaci lze tedy popsat rovnicemi®

S'(t) = —aSMOI{) + (1 —p)p—pSt) +y (1 = 5) - I(t)),  (6.1)
I'(t) = aS()I(t) — BI(t) — pl(t), (6.2)

~

s pocatecnimi podminkami
S(O) = S() > 0, I(O) =1y > 0.

Zékladni reprodukeni éislo je stejné jako u modelu SIRS, tj.

«

Ry — .
T B+

'Uv&dim pouze rovnice popisujici dynamiku kategorii ohrozenych S a infikovanych I, nebot
velikost kategorie uzdravenych osob R snadno dopocteme z (1.1).

44



1.09

0.8 -

0.6 -

0.4

0.2

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 6.1: Fazovy portrét modelu SIRS s konstantnim ockovanim s parametry
p=0,3, «a=0,6, §=0,1, v=0,1, p=0,02.

Tento systém ma dva kritické body,

Sr=1-— 2 [r=0,
Y+up
Sy =1 ¥ — U=papty(a—B—p)—p(f+p)

Ro’ 2 a(B+uty)

Je-li Ry < 1, je kriticky bod (S5, I7) lokalné asymptoticky stabilni, coz odpovida
situaci, kdy zadna epidemie nepropukne. Avsak nas zajima pripad s Ry > 1. Bu-
deme se snazit zajistit dostatecné velkou miru dspésnosti ockovani p tak, aby kri-

ticky bod (S5, I) byl asymptoticky stabilni, nikoli nestabilni. Jen tak se podaii
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potlacit hrozici epidemii. Podobné jako v druhé kapitole lze odvodit podminku

Zaroven ale musi platit, ze p € (0,1), tedy

1
W_M(l__)d
H Ro

Tuto podminku lze vyjadrit ve tvaru

(B + 1)

s (6.3)

v <
Nesplnuji-li parametry modelu podminku (6.3), pak ani 100% mira tspésnosti
ockovani nezabrani vzniku epidemie.

Pro ilustraci pfi referencnich hodnotach parametru, které v této praci pouzi-
vam, tj.a = 0,6, f=0,1, u = 0,02 by musel byt parametr v < 0,005 a i v tomto
pripadé bychom museli pro tspésné ockovani zajistit miru uspésnosti ockovani
vétsi p. = 0,996. Tak malé v ale znamena velmi slabou vazbu mezi kategoriemi
S a R, tj. mnozstvi jedincu, ktefi se stavaji znovu ohrozenymi, je zanedbatelné.

Ukazuje se tedy, ze konstantni ockovani neni v pripadé nemoci modelované
prostiednictvim modelu SIRS adekvatni a je potieba zvolit jinou ockovaci stra-

tegii.
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Kapitola 7

Model SIRS s pulznim
ockovanim v pevnych casech

Jednou z nemoci, pro jejiz modelovani by mohl byt model SIRS vhodny,
je chiipka. Existuje sice mnoho kmenu a mutaci tohoto viru, ale zde mam na mysli
,béznou® chiipku, ktera se v populaci vzedme vzdy na podzim a jesté mohutnéji
na jafe. Proti nékterym kmenum chripky existuji ockovaci vakeiny. Kazdy rok
se tak rozjizdi kampan, kterda ma za cil zvysit iroven ockovani v populaci. Tento
pristup tak odpovida strategii pulzniho ockovani s pevnymi intervaly ockovani.

Ptipomenme jesté zékladni princip fized-time pulzniho ockovani.

P2 Ockovani provadime pouze v kategorii ohrozenych osob a provadi se perio-

dicky s periodou délky 7. Miru ispésnosti ockovéni oznac¢me jako p € (0, 1).

Stejné jako u modelu SIR s pulznim ockovanim s pevnymi intervaly ockovani
se 1 zde popisovany model chovd mezi pulzy, tj. na intervalech ((n — 1)7,nT],
jako model SIRS bez ockovani, ktery byl predstaven v paté kapitole. V pravych
krajnich bodech téchto intervalu ale dochéazi ke skoktim, na které muzeme nahlizet,

jako na ,prenastaveni“ poc¢atecnich podminek systému SIRS pro nasledujici ¢casovy
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interval. Dynamiku modelu lze popsat néasledovné!

S'(t) = —aSI(t) + p— pS(t) +~ (1 = S() = I(t)),
I'(t) = aS@I(t) = pI(t) — pl(t),

AS(nT) = —pS(nT),
AT(nT) — ij }t =T, (7.2)

}t € ((n—1)T,nT],(7.1)

kde n € N. Ptitom nés zajimaji takova feseni, ktera splnuji po¢atecni podminky
S(O) =5 > 0, ](0) =1, > 0.

Pro kategorie S a I bezprostiedné po aplikaci vakcinace tedy plati

S(nT+) = (1—-p)S(nT), (7.3)

Sn
I, = I(nT+) = I(nT). (7.4)

Na Obrazku 7.1 je zobrazen prubéh epidemie pii pulznim ockovani populace.

7.1. Infection free reSeni

Nyni ukazu existenci a odvodim podminku pro stabilitu tzv. infection free

feseni, tedy feseni systému (7.1), (7.2) za podminky
I(t) =0,Vt > 0. (7.5)

Duvod je stejny jako ve tieti kapitole. Umozni nam nahlédnout na chovani po-
pulace pod pulznim ockovanim bez pritomnosti nemoci. Diky podmince (7.5)

1ze model (7.1), (7.2) zjednodusit na model

%ﬁ)} - /017— pS(t) +~ (1= S(), } fe ((n—1)T.nT]. 79
ﬁ?((gg)) _ ips(nT)’ }t — . (7.7)

Rovnici (7.6) lze snadno na intervalu ((n — 1), nT] vyfesit, jelikoz se jedna

o diferencidlni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi. Ziskame tak feseni

LOpét vzhledem k platnosti (1.1) rovnou vynechavam rovnice pro kategorii R.
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Obrézek 7.1: Redeni systému (7.1), (7.2) s parametry a = 0,6, f=10,1, v =0, 1,
pw=0,02 p=0,3 T =7 a pocatecnimi podminkami Sy = 0,9, I, = 0,1
Ro - O
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ve tvaru
S(t)=1—(1—8((n—1)T+))ertNn=1T=t), (7.8)

Vztah (7.3) pro velikost kategorie ohrozenych S bezprostiedné po aplikaci vakeiny

tak muzeme za pomoci feseni (7.8) prepsat
Sp=SnT+)=(1—-p) (1 — (1 —Su_q)e W), (7.9)

Stejné jako ve tieti kapitole muzeme na vztah (7.9) nahlizet jako na diferencni

rovnici s jednim rovnovaznym bodem

g = Lop (7 — 1) (7.10)
e(/H‘V)T - 1 +p . .

Tento bod je asymptoticky stabilni, coz znaci, Ze posloupnost S, generovana
pomoci (7.9) k nému konverguje. Dosadime-li nyni (7.10) do fesent (7.8), obdrzime

tak fesenf systému v pro nas vyhodném tvaru?

() = 1 — p () (nT—t) _
S(t)=1 e(/“W)T—l—I—pe# 7 , te((n—1)T,nT)]. (7.11)

Toto teseni je periodické (coz vzhledem k periodé T, kterou ,nutime* celému

systému neni piekvapujici), nebot plati

3 1 p (1) (n+1)T—(t+T)) _
St+T)=1 e(“+7)T—1—i—pe —

—1- P (Tt _ G B
=1 e(u+v)T_1+pe =S(t), te((n—1)T,nT].

Vyuzili jsme tu periodicitu systému (7.6),(7.7), tj.
te((n—10)T,nT) < t+T e (nT,(n+1)T].
7.2. Stabilita infection free reseni

Dalsi vlastnosti, kterou budeme u infection free teseni (7.11) zkoumat, je

jeho stabilita. Model bez infikovanych jedincu (7.6), (7.7) je zjednoduseny piipad

20pét budu toto feseni pro prehlednost znacit s vlnovkou.
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puvodniho modelu. Pokud bychom neméli stabilitu u feseni takto jednoduchého
modelu, co bychom mohli ocekavat od jeho komplikovanéjsi varianty? Navic
ockovanim se snazime kontrolovat prubéh epidemii nebo jim predchazet. Nestabi-
lita feseni (7.11) by tak znamenala neschopnost odhadnout jak se budou vyvijet
velikosti jednotlivych kategorii pii drobnych zménach v nastaveni pocétec¢nich
podminek. Prihlédneme-li k faktu, ze i velikosti jednotlivych kategorii neni ve sku-
tecnosti mozné urcit na jedince presné, pak na stabilité feseni musime trvat, jinak
by byl model nepouzitelny. V realité by se mohly vysledky predikované modelem
hrubé lisit od pozorovanych hodnot. Postup pii vySetfovani stability bude ob-
dobny, jako pfi vySettovani infection free feSeni modelu SIR s pulznim ockovanim
s pevnymi intervaly ockovani ve tfeti kapitole.

Nejprve dosadime do (7.1) infection free feseni (7.11) a trividln{ fesenf I(t) = 0

spolu s malymi odchylkami s(t) a i(t), tj.
S(t) = S(t) + s(t),

I(t) = I(t) + ().
Po dosazeni dostaneme

B4 S _ 51y = —a(S0) + )T +i0) + 1 — S0 + 50)) +

7 (1= 100 =it = S(t) - (1))

dg <;> + dgﬁ = I'(t) = a(S(t) + s()(I(t) + (1)) — BUE®) +i(t)) — p(I(t) +i(t)).

Odtud za pouziti (7.11) dostavame soustavu

dz(tt) = —pus(t) — aS(t)i(t) — as(t)i(t) — v (i +s), (7.12)
dfi(; L= i0)(a8) — ast) - B) (7.13)

Tato soustava m4 trividlni feSeni a muzeme ji snadno linearizovat® pomoci Jaco-

3Dostavame se tak do situace, kdy mizeme vyuzit vysledkt Floquetovy teorie z dodatku A.
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biho matice v trivialnim reSeni
3(0,0) (—u—’y —asS(t) - ) '
Uvazujme déle pocatecni podminky

81(0)
82(0)

1, 4(0)
0, 1i2(0)

I
o

L,

s jejichz pomoci najdeme fundamentalni matici soustavy (7.12), (7.13). Diky pe-

riodicité se staci omezit na interval [0, 7]. Fundamentalni matice tak ma tvar

e_(ﬂ+7)t S9 (t)

v = 0 exp( [ S(u) du— ( p+6))

Multiplikatory (tzn. vlastni ¢isla matice U (7)) pak jsou

pr=e T p) = exp ( JS(t) dt — (u+ B) )

Multiplikator p; je v absolutni hodnoté mensi nez jedna, tj.

e~ WNT| 1.

Avsak pro stabilitu potfebujeme aby totéz platilo i pro druhy multiplikator, tedy

pozadujeme

T
exp a/S ydt — (u+8)T || < 1.
0

Odtud dostavame

p+ B

S(t) dt < T.

O\H
o)
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Dosadime-li z (7.11) do integrdlu a vypocteme jej, pak dostdavame nésledujici

podminku pro asymptotickou stabilitu

(47T =p) (W —1) + (u+~) pT _nt8
(H+)T (p—1+ewIT) a

(7.14)

Je-li tato podminka splnéna, dochazi k utlumeni vychylek s(t),i(¢) a feseni

(7.11) je stabilni.

7.3. Odhad periody

Nasim hlavnim cilem je nyni poskytnout néjaky odhad pro optimdlni veli-
kost periody. Je ziejmé, ze optimalni znamena v tomto pripadé nejvétsi mozna,
nebot ockovani byva nékladné, takze chceme ockovat v co nejdelsich ¢asovych
rozestupech.

Jednou moznosti je vyuzit podminku pro stabilitu (7.14). Jelikoz je jeji prava
strana rostouci vzhledem k T, muzeme nerovnost nahradit rovnosti a pomoci
softwaru najit pro konkrétni parametry priblizny odhad pro maximélni velikost
periody T'.

K jinému moznému odhadu 1ze dojit na zakladé stejné ivahy jako pti odvo-
zovani zakladniho reprodukéniho ¢isla. Nasim cilem je zajistit, aby klesal pocet

infikovanych jedinct, tj. aby
I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t) — ul(t) < 0.

Odtud pak dostavame

S(t) <

(7.15)

a
Kategorie ohrozenych jedincu S nabyva vzdy tésné pred aplikaci vakciny svého
lokalniho maxima S(nT"). Tuto hodnotu muzeme aproximovat pomoci (7.11).

Pocet ohrozenych jedincu tésné pred ockovanim tak muzeme vzhledem ke vztahu

(7.15) odhadnout jako

> o P _utp
S(TLT) =1 p— 1—|—e(M+’Y)T ~ a
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Obréazek 7.2: Odhady maximalni periody oc¢kovani v zavislosti na koeficientu p.

a odtud uz snadno dostaneme odhad pro periodu 7.
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Kapitola 8

Model SIRS — state dependent
pulzni ockovani

8.1. Uvod

V této kapitole predstavim model SIRS se state dependent pulznim ockovanim.
Vychozim modelem je opét model SIRS s demografickym efektem, ktery je popsan
rovnicemi (5.1), (5.2), (5.3). K tomuto modelu nyni ptipojime nésledujici predpo-
klad, ktery popisuje zpusob ockovani a ktery jiz byl jednou predstaven ve ¢tvrté

kapitole.

P3 Ockovani provadime pouze v kategorii ohrozenych osob. Mira uspésnosti

ockovani je p € (0,1). Ockujeme pokud

1. kategorie infikovanych jedincu I dosdhne kritické, predem stanovené

hodnoty h € (0,1), a zdroven

2. kategorie ohrozenych jedincii dosdéhne nebo prekroci hrani¢ni hodnotu,

tj. S > S* = 1/Ro.
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Propojenim modelu SIRS s demografickym efektem a ockovaci strategie P3 je

popsano rovnicemi

S'(t) = —aS(O)I(t) + p— pS(t) +yR(1),

I'(t) = aS)I(t) — BI(t) — pl(t), (I#h)V(I=hAS<S"),
RI(t) = BI(t) — pR(t) — yR(t),

AI(t) =0, [—hAS>S"

AR(t) = pS(t),

Diky konstantni velikosti populace (1.1) muzeme systém opét zredukovat jen

na dvé rovnice

S'(t) = —aS@I(t) + p— pS(t) + v (1 = S(t) -

I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t) — pl(t),
AS(t) = —pS(t), .
Mé)):O?p (t) }]:h/\SZS.

Je potteba také uvazovat pocatecni podminky, tj.

S(O) =5y >0,

10) = I, > 0. (8.3)

Zajimé nas pouze pripad, kdy Ry > 1, tj. kdy propukne epidemie. V této
situaci je kriticky bod modelu SIRS s demografickym efektem

e e (1 () (a—B—p)
(57,1 = (ﬁo a(B+p+7) )

lokélné asymptoticky stabilni. Podivejme se nejprve trochu blize na oblast
K={(51);5>0,1>0,5+1<1}.

Tato oblast je pozitivné invariantni vzhledem k libovolnému feseni systému (5.1),
(5.2), (5.3) s pocéateéni podminkou (Sy, ly) € K\ {(S,1); S =0V I=0}. Déle
se nam postaci omezit na tuto oblast, nebot zahrnuje vsechny biologicky realné

stavy systému. Mohou nastat dva pripady.
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1. Systém (5.1), (5.2), (5.3) nemd v K Zddnou periodickou orbitu. Pak oblast
K\{(S,1); S =0V I =0} jenutné oblasti asymptotické stability kritického
bodu (S*, I*).

2. V oblasti K existuje alesporni jedna periodickd orbita systému (5.1), (5.2),
(5.3). V tomto pifpadé se muze orbita bud pfimknout k n¢jaké periodické

orbité, nebo dospéje do kritického bodu (S*, I*).

8.2. Periodicka reseni

Nyni si ukdzeme, ze model (8.1), (8.2) muze mit také periodické feseni. Zade-
finujme ale nejprve nékolik posloupnosti, které budou uchovavat informace o jed-

notlivych ockovanich.

e Posloupnost {t,} je rostouci posloupnost casovych okamziki, ve kterych

jsou splnény impulzni podminky, tzn. I(t,) = h, S(t,) > S*.

e Posloupnost {S,} obsahuje informace o velikosti kategorie ohrozenych je-

dincu v ¢asech t,,, tj. S, = S(t,).

e Posloupnost {B,} je posloupnost bodu z fazového portrétu, ve kterych
se systém nachézel pred ockovanim, tj. v okamziku {¢,,} a posloupnost {4, }
obsahuje body fazového portrétu odpovidajici stavu systému po aplikaci

vakeiny:

An = ((1 - )Sn,h),
5 _ (Smhf (8.4)

Na Obrazku 8.1 je zobrazen fazovy portrét systému SIR se state dependent
pulznim ockovanim. Jsou zde vyznaceny hrani¢ni hodnoty pro jednotlivé kate-
gorie pomoci primek - hodnota S* vertikalni primkou a hodnota h horizontalni,

pro kterou jsme zavedli ve ¢tvrté kapitole oznaceni

Iy ={(S,1)eR};S>0,I=nh}.

o7



0.44 - [5*,1*]

0.42 A

— 0.401 (s Ao A, A B>B3 B;

0.38 -

0.36 -

0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24

Obrazek 8.1: Fazovy portrét systému s pulznim state dependent ockovanim s pa-
rametry p=10,3, «a=0,6, §=0,1, y=0,1, p=0,02, h =0,397.

Déle jsou ve fazovém portrétu casti orbit, jejichz pocatecni bod odpovida
stavu systému bezprostiredné po aplikaci vakciny a koncovy zase stavu, ve kterém

dojde ke splnéni podminek pro vakcinaci. Tyto orbity budu znacit v, ,
Tt ={(S@), I(t)) € Kt € (tn, tnsa]}-
Pripomenme jesté definici periodické orbity, jez byla uvedena ve ¢tvrté kapitole.
Definice 8.1 (k-periodickd orbita) Orbitu 7 = Uf;ol Vinti)+ Systému (8.1),
(8.2) nazveme k-periodickou, jestlize ezistuje k € N nejmensi takové, Ze
Sn = Spik-
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Mohou nastat dva ptipady:
(i) h< I,
(ii) h > I*.
Pro A < I* muzeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 8.1 Necht h < I*. Pro libovolné p € (0,1) takové, ze (1 —p) (1 —h) < S*,
existuje 1-periodickd nmebo 2-periodickd orbita systému (8.1), (8.2), které jsou
asymptoticky stabilnd. Zddné jiné k-periodické orbity (k > 2) systému (8.1), (8.2)

neexistuji.

Diikaz: Pro libovolny bod Xy € K\ {(S,1);S =0V I =0} je orbita systému
(5.4), (5.5) prochazejici timto bodem pritahovéna ke kritickému bodu (S*, I*)
nebo k periodické orbité obihajici tento kriticky bod. Odtud a z konstrukce
fazového portrétu vyplyvd, ze orbita systému (8.1), (8.2), kterd startuje z bodu
By = (So,h) € K, Sy > S* protne I', nekonecéné krét, kvuli pulznimu ocko-
vani (8.2).
Uvazujme dale posloupnost {A,}, A, = ((1 —p)S,,h) € K a posloupnost
{B,)}, B, = (Sy,h) € K definované v (8.4). Z definice (8.4) také vyplyva,
ze S, > S*, Vn € Ny, viz Obrazek 8.2.

Uvazujme nyni dva ruzné body posloupnosti {B,}, bod B; = (S;,h) a bod
B; = (S;,h), i # j, S; < Sj. Pak v dusledku pulzniho ockovani (8.2) skoci jim
odpovidajici orbity do bodu A; = ((1 —p)S;,h), A; = ((1 —p)S;, h), piicemz
(1—p)S; < (1 —=p)S;. Orbity se dale vyvijeji podle (8.1) az dospéji do bodu
Bit1 = (Sit1,h), Bjt1 = (Sj41,h). Jelikoz se ale orbity ve fazovém portrétu

nemuzou kiizit, musi nutné platit ;1 < Siy1. Tedy

<S5 <8<1-h=20<(1-p)Si<(l—-p)S; <SS = (8.5)
:>S*§Sj+1<5i+1§1—h. ’

Mohou nastat nasledujici situace.

e Je-li Sy = S5i, pak ma systém (8.1), (8.2) 1-periodickou orbitu.
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Obrazek 8.2: Fazovy portrét systému s pulznim state dependent ockovanim.

o Jeli Sy # S a S =Sy, pak mé systém (8.1), (8.2) 2-periodickou orbitu.

Nenastane-li ani jedna z téchto situaci, tj. So # S # S, pak mohou nastat

nasledujici pripady.
1. Sy < S; potom z (8.5) plyne S; > Ss.
(a) Necht je Sy < Sy < S;. Pak opakovanym pouzitim (8.5) dostaneme
ST < S < <5< Sy <S5 << S <o < 1= h

Oznacime A\; = limy_, o0 Sop11, A2 = limg_o Sox. Tyto limity musi byt

ve vztahu S* < Ay < A\; <1 — h. Existuje tedy asymptoticky stabilni
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2-periodickd orbita systému (8.1), (8.2).
(b) Necht je Sy < Sy < S;. Opakovanym pouzitim (8.5) dostaneme

S*§50<52"'<52k<"'<52k+1<"'<53<51§1—h.

Pak S* < Ay = A < 1 — h a systém (8.1), (8.2) ma asymptoticky

stabilni 1-periodickou orbitu.
2. 51 < Sy potom 7z (8.5) plyne Sy > 5.
(a) Necht je S; < Sy < S3. Opakovanym pouzitim (8.5) dostaneme
ST <1 < <S8 <SSy < Sy < < Sy <o <1 —h

Tedy S* < A\; < Ay < 1 —h a systém (8.1), (8.2) ma asymptoticky

stabilni 2-periodickou orbitu

(b) Necht je S; < Sy < Sp. Opakovanym pouzitim (8.5) dostaneme
ST<SI < < S < <G < < Sy < 5y <1 —h.

Pak S* < A\ = Ay < 1 — h a systém (8.1), (8.2) ma asymptoticky
stabilni 1-periodickou orbitu. O]

Pro h > I muzeme vyslovit nasledujici vétu, kterou zde uvedu bez podrobného

dukazu. Dukaz by se provadél podobné jako dukaz véty 4.3 pro model SIR, viz [9].

Véta 8.2 Necht h > I*. Potom je pro libovolnép € (0,1) pravdivd jedna z ndsledugicich

moznosti.

1. Necht existuje konstanta Sc € (0,S*) takovd, Ze orbita voy systému (8.1),
(8.2) , kde Ac = (Sc, h), je tecnou primky I'y, v bodé (S*, h). Pak plati-li
(1—p)(1=h) < Se, md systém (8.1), (8.2) I-periodickou nebo 2-periodickou
orbitu a tato orbita je asymptoticky stabilni. Jinou k-periodickou orbitu

(k> 2) systém (8.1), (8.2) nemd.
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Obrazek 8.3: a) Fazovy portrét ilustrujici piipad 2 z Véty 8.2. b) Fazovy portrét
ilustrujici pripad 3 z Véty 8.2.

2. Jestlize pro libovolné Sc € (0,S*) protne orbita o4 systému (8.1), (8.2),
kde Ac = (Sc,h), primku Ty, v bodé (g, h), pricemz S > S*, potom md
systém (8.1), (8.2) I-periodickou nebo 2-periodickou orbitu a tato orbita je

asymptoticky stabilni. Jinou k-periodickou orbitu (k > 2) systém nemd.

3. Jestlize pro libovolné Sc € (0, 5*) neprotne orbita vyou systému (4.1), kde
Ac = (Se, h), primku Ty, potom md systém (8.1), (8.2) 1-periodickou orbitu
pouze v pripadé, kdy existuje periodickd orbita systému (5.4), (5.5), kterd

celd lezi pod Ty, Zddnd dal3i k-periodickd orbita (k € N) systému neexistuge.
Dukaz: Prvni dva pripady by se dokazovaly obdobné jako Véta 8.1. Treti tvr-

zeni je ziejmé po nactnuti fazového portrétu systému. U

Véta 8.2 je ilustrovana na obrazku 8.3. Na obrazku 8.4 je zachyceno chovani
modelu SIRS se state-dependent pulzni vakcinaci pro A < I*. Obrazek 8.5

srovnava ockovani v pevnych c¢asech a state-dependent ockovani.
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Obrazek 8.4: a) Fazovy portrét systému se state dependent pulznim ockovéanim
pro h < I* s parametry p = 0,3, a« = 0,6, 8 = 0,1, v = 0,1, p = 0,02,
h = 0,397. b) ReSeni tohoto systému odpovidajici poc¢ateénim podminkam
So = 0,105, Iy = 0,397, Ry = 0,495.
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Obréazek 8.5: Srovnani state dependent pulzniho ockovani s hodnotou A = 0.397
a pulzniho ockovani s pevnymi intervaly ockovani délky 7" = 7 s parametry
modeli p=10,3, «a=0,6, 5 =0,1, y=0,1, p=0,02.
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8.3. Odhad velikosti kategorie infikovanych

Dle ockovaci strategie P3 vime, ze kategorie infikovanych jedinct I neptekroci
predem stanovenou hodnotu A. Uzitecny by byl ale i odhad pro nejmensi hodnotu
Iyn, které muze kategorie I nabyvat po nékolika aplikacich vakciny, tj. kdyz
feseni systému vstoupi do své cyklické ¢asti. Budeme uvazovat pripad

. (pEty)(a—pB—p)
h<TI*= T (8.6)

Tvrzeni této kapitoly bude zalozeno na nésledujici ivaze. Rovnici popisujici

dynamiku kategorie I mezi jednotlivymi ockovanimi (8.1) lze psat ve tvaru

I'(t) = 1(t) (@S(t) — B — ).

Odtud je ziejmé, ze I(t) bude nerostouci, bude-li S(¢) < S*, a naopak neklesajici,
jestlize S(t) > S*. Tedy minimdlni hodnotu, které muze kategorie infikovanych
nabyvat, obdrzime v okamziku, kdy S(t) = S*.

Samoziejmé jednou z moznosti pro alespon ptiblizné urceni Iy by bylo
pouziti softwaru. Zde ale odvodime obecnéjsi odhad pro systém s obecnymi para-
metry. Nicméné numerického feseni rovnic vyuzijeme, jelikoz presné reSeni rovnic
popisujicich chovani systému (8.1) nezname.

Konkrétné zde vyuzivam Eulerovy metody s krokem délky ¢. Budeme hledat
priblizné feseni systému (8.1), pricemz uvazujeme t € J = (ta,tp), coz je inter-
val, na kterém jsou S a I spojité. Vzhledem k predpokladu P3 budeme uvazovat

pocateéni podminky ve tvaru'

0<S(ta) =Sy < 5%, (8.7)
0<1I(ta)=1Iy=h. (8.8)
Oznaél'me ti == tA + iq, 1= 07 2 kde q = tB;tA’ a

dSi = —aSil; + pp — pSi + 7 (1 = 5 = 1) ,

1Zde uvedené poc¢dteéni podminky se lisi od poéatecnich podminek (8.3). Stejné tak vyrazy
S, a I, v budou mit odlisny vyznam nez v piredchozim textu.
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Potom rekurentni vztahy Eulerovy metody pro systém (8.1) maji tvar

Si+1 = SZ -+ q dSZ, (89)
Jelikoz systém (8.1) ma mezi jednotlivymi impulzy spojitou pravou stranu, kterd
je navic v zavisle proménnych S a I lipschitzovska, je Eulerova metoda konver-

gentni. Tzn. ze ptiblizné Teseni ziskané Eulerovou metodou konverguje k presnému

feseni systému (8.1), tzn.

lim max {|S; — S (t)],|L; —1(t;)]} =0,

n—o0 1=0,...,n

kde {(S;, I;) } ., je priblizné teseni ziskané Eulerovou metodou (8.9), (8.10) a (S, I)

je presné feseni systému (8.1). Nyni staci urcit iteraci k, ve které bude splnéno

Sk Z S*7
Siy < S*. (8.11)
Nejprve je ale potieba dokazat nasledujici lemmatko.

Lemma 8.1 Necht jsou splnény podminky (8.11) pro néjaké k € N. Pak Vi < k
platt

0< dS; < pu+1,

Dikaz lemmatu (8.1): Dukaz provedeme matematickou indukei.

1.:2=0

dSy = —aSolo + p1 — pSo + 7 (1 = So — o) ,
dly = Iy (So — B — ).

Budeme-li chtit omezit dSy, postaci nahradit Sy a Iy nulou, coz vzhledem

k zadani poc¢atecnich podminek (8.7), (8.8) neni problém. Dostavame tak

dSy < n—+ .
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Naopak pro omezeni shora vyuzijeme Sy < S* a Iy = h. Ziskame tak odhad
dSy > —aS*h+pu—puS*+~(1—-S"—h)>0.

Platnost posledni nerovnosti zaru¢uje podminka (8.6).
K dolnimu odhadu dI, postaci také vyuzit pocatecnich podminek (8.7),
(8.8). Plati

dly > —h(B+p).

Stejnych podminek muzeme pouzit i k hornimu odhadu

dly < h(aS* = —pu)=0.

1<k

Necht plati tvrzeni pro i — 1, tedy dS;_; > 0 a dl;,_; < 0. Pfesné feseni
lezi v oblasti K a je tedy nenulové. Z konvergence Eulerovy metody plyne,
ze jsme schopni zvolit krok ¢ dostatecné maly tak, aby odhadnuté teseni

bylo libovolné blizko presnému teseni. Plati tedy
0< 81 <5 <57,
0<; <I; 1 <Iy=h.
Clen dS; m4 tvar
dS; = —-aS; L +p—pS;i+~v(1 -5, —1I;).
S vyuzitim praveé uvedenych odhadu a podminky (8.6) dostdvame

ds; < w7,
dsS; > —aS*h+pu—puS*+~(1—-5"—h)>0.
V pripadé ¢lenu
dl; = I; (aS; — B — )
dostavame
dl; > —L;(B+p) = —h(B+p),
dl; < h(aS* = —pu) =0. O
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Nyni mame vSe ptipraveno pro odhadnuti hodnoty Ip;;n. Nejprve musime
urcit index k, ve kterém budou splnény podminky (8.11). Rekurentni vztah (8.9)
lze psat jako

i1
Si = So—f-qz dSJ
j=0
Z podminky (8.11), jejiz splnéni ocekavame pro index k, a z lemmatu 8.1 pak mame
k—1
S* < Sk=S+q), dS; < So+ak(n+7).
j=0

Odtud dostavame dolni odhad pro &,

S* =95

—— < k.
q(p+7)
Déle diky (8.11) a lemmatu 8.1 plati
— S* -5,
Sk1="So+qY, dS; < So+q(k—1)(p+7) <8 =S+ g———= (n+7),
e q(p+7)
tudiz
ho1< 2 =50
q(p+7)
Hledané k lze proto odhadnout jako
*— S*— S
il IR il Y (8.12)
q(p+7) q(p+7)

Hodnotu I;;y odhadneme hodnotou I, kde k je uréeno pomoci (8.12). Rovneéz

vztah (8.10) lze psat pomoci sumy a z lemmatu 8.1 dostavame

k-1
S* — S
hz[osz:[o-i-qz dfj>[g—qkh(ﬁ+u)>[0—q(—+1).
j=0 Q(U+7)
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Diky konvergenci Eulerovy metody muzeme provéct limitni prechod pro ¢ — 0+
a ziskat tak odhad I /7n
S*

— S,
h> Iy >h—"—"2h(B+p). 8.13

Na Obrazku 8.6 jsou znézornény ruzné hodnoty odhadu In;;n v zavislosti
na pocatecni podmince Sy, tj. po kolikdtém pulzu uvazuju pocateéni podminky
pro odhad minimalni hodnoty. Kolikaté ockovani brat jako nejlepsi pro volbu
pocatecnich podminek nelze obecné urcit, ale z Obrazku 8.6 vyplyva, ze postaci
uvazovat druhou nebo treti aplikaci vakciny. Avsak pro jiné hodnoty parametru

by mohla nastat jina situace.
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Obréazek 8.6: Odhady Iy;;y s ruznou volbou pocatecnich podminek zobrazené
ve fazovém portrétu a v grafu reseni pro kategorii I systému (8.1), (8.2) s para-
metry p=0,3, «a =0,6, 5=0,1, v=0,1, u = 0,02 a pocatecnimi podminkami
So = 0,105, Iy = 0,397, Ry = 0,495.
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Priloha A

Floquetova teorie

Uvazujme soustavu obycejnych linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu s pro-

ménnymi koeficienty
= A(t)x, (A1)
kde matiocova funkce A(t) je periodicka s periodou 7. Plati nasledujici véta.

Véta A.1 (Floquetova véta) Necht U je fundamentdlni matice tilohy (A.1). Po-
tom existuje spojité diferencovatelna requldrni mativova funkce P typu n X n,

periodickd s periodou T, a konstantni requldarni matice R typu n x n tak, Ze plati
U(t)= P(t)eP t e R. (A.2)
Diikaz: Dukaz je mozné nalézt [11].
Definice A.1 Necht A,U, R, T maji vijznam jako ve véte A.1. Matice
U(T) =BT (A.3)

se nazyvd matice monodromie soustavy (A.1). Vlastni ¢isla py, pa, .. ., p, matice
monodromie (A.3) se nazgvaji multiplikdtory maticové funkce A. Viastni éisla

A1y A2, - -y Ay matice R se nazyvaji charakteristické exponenty soustavy (A.1).
Multiplikatory a charakteristickymi exponenty si odpovidaji prosttednictvim vztahu

py=re.
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Plati také, ze soucet multiplikatoru maticové funkce A je roven stopé matice

monodromie. tj.
pr+pet ...+ p=TrUT)),

a jejich soucin je roven determinantu matice modnodromie, tedy
p1p2 - - pn = det(U(T)).

Véta A.2 Necht p je multiplikdtor maticové funkce A a X\ je charakteristicky
exponent soustavy (A.1). Potom ezistuje netrividlni reseni x(t) soustavy (A.1),

pro které plati
1. z(t+T) = px(t),
2. existuje periodické feseni p(t) s periodou T takové, Ze z(t) = eMp(t).

Diikaz: Dukaz je mozné nalézt [11].

Pro multiplikatory plati nasledujici:

1. Je-li [p| < 1, potom Re(A) < 0 a podle druhého tvrzeni véty (A.2) plati

x(t) =% 0. V tomto pifpadé hovorfme o stabilnim fesenf x(t).

2. Je-li p = 1, pak Re(A\) = 0 a feSeni x(t) je periodické s periodou T.

Ziskavéame tak stabilni reseni x(t).

3. Je-li p = —1, pak Re(\) = 0 a feseni x(t) je antiperiodické s periodou 7.

Reseni x(t) je stabilni.
4. Je-li |p| > 1, potom Re(A) > 0 a pro feSeni x(t) tak plati

lim x(t) = oo.
t—o0
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Zaver

Prace byla rozdélena do dvou c¢asti dle vychoziho modelu. V prvni ¢asti jsem
aplikovala vakcina¢ni schémata na model SIR s demografickym efektem. Model
samotny jsem predstavila v prvni kapitole. Chovani modelu bylo ilustrovano jeho
fazovym portrétem.

Ve druhé kapitole jsem nejprve upravila model SIR tak, ze jsem do rovnic po-
pisujicich jeho dynamiku zavedla ¢len ppu, jehoz prostiednictvim se realizuje kon-
stantni ockovani a odpovida poctu uspésné naockovanych novorozencu. Odvozuji
zde hranici p., které musi dosdhnout mira proockovanosti novorozenat, aby bylo
schéma s konstantnim ockovanim tspésné. Coz znamena napiiklad pro spalnicky
se zakladnim reprodukénim éislem Ry = 18 alespon 95%. V zdvéru kapitoly
predstavuju princip pulzniho ockovani.

Treti kapitola se zabyva modelem SIR s pulznim ockovanim s pevnymi in-
tervaly ockovani. Odvozuji zde tzv. infection free reSeni, tedy feSeni systému od-
povidajici absenci infikovanych jedincu, a zabyvam se zde jeho stabilitou. K od-
vozeni podminky pro stabilitu infection free feseni vyuzivam vysledku Floque-
tovy teorie, jez jsou shrnuty v priloze. Této podminky déle vyuzivam pii odhadu
maximalniho intervalu ockovani. V praci uvadim nékolik riuznych odhadu. Dva
jsou zde piimo odvozeny a tieti je prevzat z [7], bohuzel se mi ale nepovedlo
prijit na zpusob jeho odvozeni. Jeden z mych odhadu je ale inspirovan stejnymi
predpoklady a vychazi pravé z podminky stability infection free teseni. Také
v praci zminuji moznost numerického urceni tohoto odhadu. Vsechny vysledku
jsou ilustrovany i graficky.

Ve ctvrté kapitole seznamuji ¢tenafe s druhou variantou pulzniho ockovani -
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state dependent pulznim ockovanim. Uvadim zde dvé podminky, jejichz splnéni
pozaduji pro aplikaci vakciny. Kategorie ohrozenych jedincu musi prerust hod-
notu S* a zaroven kategorie infikovanych musi dosahnout predem zvolené hod-
noty h. Predkladam ctenaii dvé véty, podle kterych lze urcit, kdy se systém
ustali na periodickém chovani. Oproti modelu z ptredchozi kapitoly je zde pe-
riodicita dusledkem parametru, kdezto predchozimu modelu jsme ji vnucovali.
Soucasti je i graf srovnavajici oba pristupy se stejnou ockovaci frekvenci. Z néj je
vidét, ze v pripadé state dependent pulzni vakcinace se systém ustaluje mnohem
rychleji nez systém s pevnymi intervaly ockovani. V této kapitole jsem cerpala
z ¢lanku [9]. Prestoze je clanek zajimavy a origindlni, ¢etl se velmi obtizné.
Autofi nepouzili jednotné znaceni, prakticky co odstavec, to jiné oznaceni bodu
ve fazovém portrétu.

Ve druhé c¢asti své diplomové prace se vénuji aplikaci uvedenych schémat
na model SIRS s demografickym efektem. Ten predstavuji v paté kapitole. Rozdil
oproti modelu SIR spoc¢iva v opétovné moznosti nakazeni jiz drive uzdravenych
jedinct.

V Sesté kapitole se zabyvam konstantnim ockovanim v modelu SIRS. Opét
odvozuji hranici p. pro miru proockovanosti novorozenat, které je potieba dosa-
hnout, aby bylo schéma funkéni a opravdu predchazelo vzniku epidemie. Zaroven
ale uvadim i podminku, jiz musi splnovat parametry modelu, jinak by byla hra-
nice p. vétsi nez jedna a nebyla by biologicky interpretovatelna. Pokud bychom
uvazovali nemoc se zakladnim reprodukénim ¢islem Ry = 5, musel by byt pa-
rametr v < 0,005 a i pak bychom pro tspésnost schématu potiebovali zdarné
naockovat asi 99,6% novorozencu. Jelikoz parametr 7 reprezentuje rychlost, s ja-
kou dochazi k pozbyti imunity, je na misté zvazit, nepostacil by nam k modelovani
takové nemoci jen model SIR.

V sedmé kapitole uvazuju v modelu SIRS pulzni ockovani s pevnymi inter-
valy ockovani. Podobné jako u modelu SIR, i zde odvozuji infection free feSeni
systému a podminku pro jeho stabilitu, kterd je dale vyuzita pro numericky odhad

maximalni délky ockovaciho intervalu.
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V osmé kapitole se vénuji modelu SIRS se state dependent pulznim ockovanim.
Stejné jako v kapitole ¢tyrti, i zde dokazuju vétu tykajici se podminek existence
periodického feseni. Na rozdil od ¢tvrté kapitoly, ve které jsme méli zajisténu
asymptotickou stabilitu v pozadované oblasti, zde mame asymptotickou stabilitu
pouze lokalni, coz ztézuje situaci. Zavérem jesté odvozuji odhad minimalniho
velikost kategorie infikovanych jedinci, které bude nabyvat po pfechodu systému
do ustéalené, periodické podoby. Tento odhad je mtj vlastni a neni uvadén v zadné
literature.

K modelum SIRS s ockovanim se ptimo nevztahoval zadny z clanku, které
jsem méla k dispozici, ale u fady postupt jsem se jimi inspirovala. Veskeré kédy
zde pouzité, at uz na numericky odhad maximélni délky ockovaciho intervalu
v kapitolach tfi a sedm nebo fazové portréty a grafy, jsem vytvorila pomoci

programovaciho jazyka Python.
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