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Summary

Presented thesis focuses on measuring and modeling spatial spread in river networks. Whereas
mathematical theory of spatial spread of populations is generally well developed as well as various
methods of measuring the rate of spread are routinely utilized, appropriate models and methods for
spread operating in river networks are only currently being considered. In this thesis, I first suggest
a novel method for measuring the rate of population spread in river networks. The method is based
on the mathematical graph theory formalism and defines several spread rate measures including
both the rate of range expansion and the rate of progress along one or several main streams. The
method is demonstrated on the analysis of historical spread of Eurasian beavers (Castor fiber) in
four distinct populations in the Czech republic. The data used describes the process of
recolonization of the area by beavers since its first modern-history occurrence in the area in 1977.
The suggested spread rate measures are proved to be useful and their importance is highlighted by
comparing them with classical approach of counting the number of occupied quadrats. The new
method, based on measuring distances along streams, resulted in roughly three times higher
estimates of the velocity of leading expansion front in comparison with classical, quadrat-based

method.

In the second part of the thesis, selected mathematical models of spread are applied on three of
the mentioned beaver populations, including one model that has recently been developed for spread
in river networks. I estimated parameters of the models using various independent data sets, as well
as using the same data that were used for spread rate estimation. This allowed me to assess the
overall performance of each model along with evaluation of their robustness to variations in
parameter values. Most of the models, despite their one- or two-dimensional nature (i.e. the models
have mostly been designed for spread over plane or along a line) showed a surprisingly good fit
when compared with the spread rates estimated using the method suggested in the first part of the
thesis. Deviation between predicted and observed spread rate values was for the best models usually
below 1 km/yr, but often even as low as 0.3 km/yr, with the absolute rate of spread being around 10
km/yr. Moreover, the only model with rather poor performance was the one designed explicitly for
spread in networks. Possible explanations of this unexpected model behaviors as well as strengths

and weaknesses of different models and data used are discussed.
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1. Uvod

Studium Sifeni populaci v prostoru je tradicné svazano s problematikou invazi neptivodnich
druhti organismt (Shigesada & Kawasaki 1997), jejichZ negativni diisledky na domaci ekosystémy
(Crooks 2002) s presahy i do ekonomiky (Van Wilgen et al. 2001) jsou jiZ dlouhou dobu
rozpoznany. Jinou klasickou a tuzce souvisejici problematikou, v niZ se studium a zejména
modelovani Sifeni uplatiiuje, jsou epidemie (Okubo et al. 1989). Jde pfitom vlastné o tentyZ proces,
kdy Sificim se druhem je prisluSny patogen, jen se nutné nemusi jednat o nepiivodni druh. Konecné
tieti oblasti je naopak opétovné Siteni druhti ptivodnich, vétSinou chapané (na rozdil od invazi) jako
jev veskrze pozitivni (napf. Lubina & Levin 1988). At uZ z kteréhokoli z vySe uvedenych dtivodd,
Sifeni populaci v prostoru patfi mezi intenzivné studované ekologické procesy, kde se uplatiiuje jak
ryzi aplikovana véda, predevSim spojena s ochranou prirody, tak i stejné ryzi teoretické pristupy,
nemajici s konkrétnimi Zivymi organismy Casto priliS mnoho spolecného. Jak uZ tomu v ekologii
byva, to nejzajimavéjsi se Casto odehrava na rozhrani (tj. v ekotonu), v tomto pripadé na rozhrani

teorie a praxe.

Studium Sifeni populaci je mimo jiné také oblasti dlouhodobé podnécujici tvorbu nejriiznéjsich
teoretickych modelt Sifeni. Snad v Zadné jiné oblasti ekologie vSak zarovenl nebylo dosaZeno
takového pokroku a uspéchu v aplikaci matematickych model pri feSeni praktickych otazek a
ochranéarskych probléma (Turchin 1998). Vysledkem toho je, Ze v fadé i velmi prakticky
orientovanych monografii zaméfenych na biologické invaze lze najit alesponl stru¢nou kapitolu o
reakcné difiznim modelu Siteni (napt. Blackburn, Lockwood & Cassey 2009; Lockwood, Hoopes
& Marchetti 2013), jednom z prvnich a nejjednodusSich modell tspésné aplikovanych na Siteni
fady Zivocisnych i rostlinnych druhti (Skellam 1951, Andow et al. 1990), a to navzdory krajnimu
zjednodusSeni, jehoZ se tento model pri popisu pohybu a reprodukce organismiti dopousti. Studium
Siteni se tak stalo exemplarni oblasti plodné spoluprace matematikli a prakticky zaloZenych

ekologi.

Pres zminénou dlouhou tradici modelovani Sifeni, sahajici prinejmensim do roku 1937, kdy své
zasadni prispévky publikovali R. A. Fisher a A. Kolmogorov, je drtiva vétSina teoretickych model

omezena na popis jednorozmérného ¢i dvourozmérného Sireni, tj. Sifeni v ploSe ¢i podél linie (napr.



pobreZi; viz Lubina & Levin 1988). PrestoZe Ficni sité predstavuji Zivotni prostfedi - a tedy i
prostredi pro Sifeni - velké fady druhd, od bfehovych druhti rostlin pfes vodni bezobratlé, ryby az po
semiakvatické savce, nebyla problematika Sifeni podél vodnich tokii aZ do nedavné doby prakticky

vibec FeSena.

Vétvici se geometrie Ficnich siti predstavuje prostor, ktery neni ani Cisté jednorozmérny, ani
dvourozmérny, ale spiSe néco mezi tim (Campbell Grant, Lowe & Fagan 2007). Ze tato specificka
geometrie ma také specificky vliv na ekologické procesy bylo v neddvné dobé dokazano nap¥. pro
populacni dynamiku (Goldberg et al. 2009) ¢i biodiverzitu (Muneepeerakul et al. 2008). Otazka,
jaky bude mit tato geometrie vliv na podobu a rychlost Sifeni populaci, se pfimo sama nabizi, presto
na sebe jeji poloZeni dalo dlouho Cekat. Tento "chybéjici clanek" v teoretickych modelech Sifeni byl
pravdépodobné zptlisoben znacnou sloZitosti problému. Kazda Ficni sit’ je specificka a je obtizné jeji
strukturu zobecnit. Proto neni prekvapivé, Ze prvni pokusy o uchopeni tématu mély podobu nikoli
matematické formulace problému, ale pocitacovych simulaci (Johnson, Hatfield & Milne 1995).
Presto se v posledni dobé objevily velmi nadéjné pokusy o formulaci matematickych,
mechanistickych modeld Sifeni, vychazejici ze studia pohybu castic fraktalnimi strukturami
(Méndez, Fedotov & Horsthemke 2010; Méndez, Campos & Bartumeus 2014), doprovazené
praktickou aplikaci téchto modeli na redlna data (Campos, Fort & Méndez 2006; Bertuzzo et al.
2008). Stale vSak plati, Ze problematika modelovani Sifeni organismi v fi¢nich sitich je tak¥ikajic
"v plenkach" a ¢eka jak na dalsi rozvoj matematickych modeld, tak na jejich rozsahlejsi konfrontaci

s ekologickymi daty.

Zatimco v pripadé modelovani Sifeni na Fi¢nich sitich jiz bylo prvnich vysledki dosazeno,
problematika adekvatnich metod, jak rychlost Sifeni na fi¢nich sitich méfit, nebyla do nedavné doby
vibec nastolena (Bartak et al. 2013). Dosud pouZivané metody méfeni rychlosti Sifeni (napf.
(Liebhold, Halverson & Elmes 1992; Sharov et al. 1995; Tobin, Liebhold & Roberts 2007; Gilbert
& Liebhold 2010) jsou podobné jako zminéné klasické teoretické modely navrZené pro popis
procesu Sifeni v ploSe, ptipadné podél linie, a jsou proto pro popis Sifeni v sitich nevhodné. Pritom
pro konfrontaci vySe uvedenych teoretickych modell Sifeni v sitich s daty jsou odpovidajici

nameérené rychlosti realného Sifeni zasadni.

PredloZena dizertacni prace se zaméfuje na obé uvedené oblasti, tj. jak na modelovani, tak na
méfeni procesu Sifeni organismu v ficnich sitich. Z hlediska méfeni rychlosti Sifeni predstavuje tato

prace novou metodu navrzenou pravé pro Sifeni v sitich, zaloZzenou na formalismu matematické



teorie grafti. Autor této prace spolu se svymi kolegy metodu navrhli a otestovali na prikladu Siteni

bobra evropského (Castor fiber) v Ceské republice (Barték et al. 2013).

Z hlediska modeli Siteni si prace klade za cil posoudit moznosti aplikace existujicich
matematickych modelti opét na Sifeni bobra evropského, konkrétné na predikci rychlosti Sifeni tzv.
"invazni fronty". Pfistupii k modelovani Sifeni je nepfeberné mnozstvi (viz Turchin 1998), préace je
proto nutné omezena jen na vybrané typy modell. Pfedevsim se soustiedim vyhradné na modely
mechanistické a deterministické. Mechanistické stochastické modely jsou diky zahrnuti prvku
nahody a neurcitosti realisti¢téjSi a umoziuji modelovat i extrémni jevy jako vymirani v disledku
fluktuaci parametrii prostiedi. Z matematického hlediska je vSak studium téchto modeld velmi
narocné. Nastésti vétSinou plati, Ze zakladni chovani popisovaného systému je v deterministickych a
stochastickych modelech stejné, pricemZ deterministické modely popisuji "stfedni chovani"
odpovidajicich modelt stochastickych (viz napt. Renshaw 1991; Mollison 1991). Dale v této praci
zcela opomijim modely empirické neboli statistické, kterym nejde o vystiZeni mechanistické
povahy popisovaného procesu, ale snaZi se pouze nalézt empirické vztahy ¢i zakonitosti mezi
jednotlivymi veli¢inami. Nakonec jsem se také rozhodl v této praci nevénovat modelim
simula¢nim, z nichZ zejména ty zaloZené na piimé simulaci jedincti daného druhu (tzv. "individual-
based pristup”, do CceStiny nékdy prekladany jako "multiagentni modelovani") predstavuji
pozoruhodnou a v posledni dobé velmi se rozvijejici alternativu k tradi¢nim, matematickym
pristuptim (néktefi autofi dokonce mluvi o zméné paradigmatu v teoretické ekologii a o tzv.
"individual-based ecology"; viz Uchmanski & Grimm 1996; Grimm & Railsback 2005). Pres
uvedena omezeni nicméné predkladana prace zahrnuje vétSinu modeli standardné aplikovanych pro
predikci rychlosti Sifeni, doplnénou o model navrZzeny v nedavné dobé pravé pro Sifeni na ficnich

sitich autory Campos et al. (2006).

Bobr evropsky (Castor fiber), pivodné hojny domaéci druh v celé Evropé a podstatné Casti Asie,
byl béhem novovéku na vétSiné svého arealu prakticky vyhuben intenzivnim lovem. Série
reintroduk¢nich programli a ochranarskych opatfeni pfijimand fadou predevSim evropskych a
nékterych asijskych statti béhem celého 20. stoleti mély za nasledek postupny navrat bobrti do velké
Casti ptivodniho evropského arealu, pfiCemz proces Sifeni stale pokracuje (Halley & Rosell 2002). V
Ceské republice se novodobé 3ifeni bobrti datuje od konce 70. let 20. stoleti (Vorel, Safaf &
Simtinkova 2012), pfi¢emz rozsahla databaze z4dznami o tomto procesu, ackoli jde o data rizného
ptvodu a spolehlivosti, predstavuje idealni prilezitost ke studiu Sifeni na Ficnich sitich, a to jak z

hlediska méfeni rychlosti Sifeni, tak z hlediska jeho modelovani.



Zavérem tohoto ivodu ucinim jeSté dvé poznamky, které se tykaji terminologie. Jak bylo vySe
zminéno, Sifeni organismii v prostoru je tradi¢né studovano zejména v souvislosti s neptivodnimi
invaznimi druhy, ackoli se stejné dobte tyka Sifeni druht ptvodnich. V Ceské terminologii se vZilo
rozliSovani mezi "invazi" u druhti neptivodnich (Casto hodnoceno negativné) a "expanzi" u druhti
ptvodnich (Casto hodnoceno kladn€). V zahranicni literatufe podobny tzus plati jen v nékterych
kruzich a navic k tématu probiha Ziva diskuse. Vzhledem k tomu, Ze terminologie k problému jinak
neutralnimu je jednoznacné spjata s druhy invaznimi (staci pfehlédnout seznam literatury na konci
prace), rozhodl jsem se pouZivat tyto pojmy neutralné, tj. v rozporu s ¢eskymi zvyklostmi, ackoli ve
shodé s jistym nazorovym proudem ve svété (viz napr. Valéry et al. 2008). Mluvim-li proto dale
napr. o "invazni fronté" bobra evropského, je tim vyjadren urcity aspekt jeho prostorového Sifeni,

zcela nesouvisejici s ptivodnosti ¢i neptivodnosti druhu.

Dalsi terminologicka poznamka se tyka anglického pojmu "dispersal" a jeho Ceského prekladu.
Tento pojem je z hlediska studia prostorové dynamiky populaci zcela klicovy, nebot’ vyjadiuje
pohyb jedinci (Ci napf. semen rostlin) za "iCelem" rozsiteni populace dal do prostoru. U
teritoridlnich zvitat jako je bobr se jedna o Zivotni fazi mladych, asi dvouletych jedinci hledajicich
nové teritorium a sexualniho partnera. Preklad pojmu dispersal narazi v Ceském prostiedi na
problém, Ze pojem "disperze", ktery je jako prvni po ruce, jiZ je obsazen a pouZiva s k prekladu
jiného anglického pojmu, a to "dispersion" (ve vyznamu "rozmisténi"). Autor Ceské ucebnice
populacni ekologie Emil Tkadlec (Tkadlec 2008) prekladd pojem "dispersal" jako "rozptyl". To
nicméné koliduje se zaZitym a vSudypritomnym pojmem rozptylu ve statistice. Stejny autor proto
navrhl pojem ‘"rozptylovani" s prisluSnym adjektivem "rozptylovaci" (Tkadlec, osobni
komunikace). Vyhoda tohoto pojmu je v jeho pfimém odkazu k aktivhimu procesu, tj. pohybu,
oproti statickému pojmu rozptyl. (Obdobné i anglicky pojem "dispersal" popisuje proces, kdezto
"dispersion" vysledek procesu.) Na druhou stranu nevyhodou pojmu "rozptylovani" je jeho délka a
jista krkolomnost. Osobné priliS nevéfim v to, Ze by takovy pojem mohl vytésnit jiZ postupné se
(ackoli striktné vzato nespravné) ujimajici preklad "disperze". Sam jsem si na pouZiti "disperze"
coby preklady "dispersal" zvykl a povazuji ho za velmi prakticky, nebot’ pfimo odkazuje na sviij
anglicky vzor. Jediny problém je tedy s osifelym pojmem "dispersion". K mému, snad moZna
trochu troufalému rozhodnuti zlistat nakonec u prekladu "dispersal” slovem "disperze" prispél maly
prizkum databdze Web of Science. Zajimalo mé, kolik ekologickych studii pracuje s pojmem
"dispersal" a kolik s pojmem "dispersion". Byl jsem pfitom veden tvahou, Ze je-li jeden z téchto

pojmi v soucasné ekologie vyrazné vice studovan a tedy pouzivan, zaslouZzi si pfi vybéru ceského



ekvivalentu prednost. Setfeni dopadlo pomérem 6993 ku 694 ve prospéch pojmu "dispersal”. Sméle
proto navrhuji rezervovat pojem "disperze" pro pojem "dispersal” a pojmu "dispersion" najit
uspokojivou nahradu, napf. vySe zminény pojem "rozmisténi" (pojem "rozptyleni" by zbytecné
evokoval mimovédecké asociace). At jiZ tento mutij navrh dopadne jakkoli, v této praci budu striktné

pouZivat pojem disperze (a prislusné adjektivum "disperzni") ve vyznamu "dispersal".



2. Cile dizerta¢ni prace

1. Navrhnout a na pfipadové studii otestovat metodiku méteni rychlosti Sifeni organismit
v ficnich sitich.

2. Zjistit moznosti aplikace matematickych modelli na Sifeni bobra evropského (Castor fiber)
v Ficni siti.



3. Méreni rychlosti Sifeni populaci v prostoru

Problematika jak méfit rychlost Sifeni populace v prostoru byva Casto v souvislosti s
modelovanim Sifeni opomijena (Turchin 1998) (svétlou vyjimkou je v tomto ohledu kniha autort
Shigesady a Kawasakiho (1997)). Vzhledem k tomu, Ze pouZitelnost jakéhokoli modelu zavisi na
jeho konfrontaci s redlnymi daty, jde pritom o téma velmi dtleZité, a jak vyplyva z niZe uvedeného
prehledu, nikoli trivialni. Zptisob, jakym lze vyjadfit rychlost kolonizace néjakého tzemi, zavisi na
dvou faktorech: 1) jak samotny proces kolonizace probihd a 2) jaka jsou k dispozici data tento

proces popisujici.

Z hlediska podoby samotného procesu je zasadni, zda Sitfeni probiha spojité ¢i pomoci tzv.
skokové disperze na dlouhé vzdalenosti. Drtiva vétSina teoretickych modelt Siteni (viz kapitolu 4)
predpoklada spojité Sifeni, tj. Sifeni pomoci disperznich "kroka", které jsou v porovnani s celkovym
prostorovym meéfitkem, v némZ proces popisujeme, dostatecné malé. V takovém pripadé ma
obsazené uzemi podobu kompaktni, postupné se rozsitujici plochy. Rychlost Sifeni pak znamena
rychlost rozpinani této plochy, pfiCemZ jak upozoriiuji Hastings et al. (2005), adekvatni jednotky
této rychlosti zavisi na tom, jak toto rozpinani probiha. Vyjadfovat napf. rychlost v km?/rok nema
vyznam, pokud plocha neroste linearné. U realnych invazi Casto linearné neroste plocha, ale jeji
polomér (viz Hastings et al. 2005), coZ odpovida konstantni rychlosti posouvani hranice obsazené
oblasti. Odpovidajici jednotkou je tedy délka/Cas, vétSinou km/rok. Rozhrani mezi neobsazenou a
jiz obsazenou plochou budu v této praci nazyvat "invazni frontou", ve shodé s terminologii
pouZivanou teoretickymi modely. Jejich predikce maji totiZ zpravidla podobu pravé konstantni

rychlosti postupu invazni fronty.

V pripad€, kdy je proces Sifeni skokovy a vznika tak nespojita mozaika obsazenych a
neobsazenych mist, nema pochopitelné smysl mluvit o "invazni fronté" a tedy ani odhadovat jeji
rychlost. Spojitost ¢i nespojitost obsazené plochy je vSak také otazkou Casoprostorového méritka, v
jakém proces Sifeni studujeme (proces v jednom meéfitku nespojity se mize jevit ve vétSim méritku
spojity a naopak).

Z hlediska typu dat popisujicich Sifeni miZeme rozlisit tfi situace:

1. data predstavuji ddaje o vyskytu druhu v daném tzemi, postradaji vSak presnéjsi
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prostorovou lokalizaci (prezencni/absenc¢ni data na urovni vétSich prostorovych jednotek),

2. data predstavuji Casové i prostorové (vice méné, tj. v porovnani s prostorovym meéritkem
celého tizemi) presné lokalizované bodové zaznamy o vyskytu, pfipadné i lokalni abundanci

druhu,

3. data maji podobu casové fady map obsazeného uzemi, tj. popisuji dynamiku rozhrani mezi

obsazenou a neobsazenou casti tizemi.

3.1 Prezencné-absencni data

Prvni pfipad, tj. idaje o vyskytu ¢i absenci druhu na néjakém vétSim tdzemnim celku, je velmi
Casty zejména u botanickych dat. Herbarova data v podobé soupisu druhti nalezenych na daném
Uzemi maji zejména v Evropé dlouhou tradici (Crawford & Hoagland 2009), umoZiujici
rekonstruovat postupny proces Sifeni invaznich druhi casto v méfitku staleti (PySek & Prach 1995).
Vzhledem k absenci presnéjsi prostorové informace je zakladni metodou, jak kvantifikovat rychlost
Sifeni druhu, casova dynamika poctu zaznamt. PySek se svymi kolegy (Pysek 1991; PySek & Prach
1995) navrhli jednoduchou metodu odhadu rychlosti invazi, ktera se nasledné rozsifila a stala
standardem pro rostlinnou invazni ekologii (Crawford & Hoagland 2009). Metoda spociva v
zaznamenani prvniho vyskytu daného druhu v dané prostorové jednotce a nasledné vyneseni
kumulativniho poc¢tu obsazenych tzemnich celkii v zavislosti na case (tzv. invazni krivka). PYi
stejné Ci alesponi podobné velkych tizemnich jednotkéach a predpokladu, Ze lokalni rist populace je
ve vSech castech prostoru zhruba stejny, tak tato kfivka odrazi celkovy populacni rast. Vzhledem k
tomu, Ze u invaznich druhi byva populacni riist exponenciadlni (neprojevuje se dosud mezni
unosnost prostredi), ma i invazni kfivka typicky exponencialni tvar. Diky tomu lze odhadnout

rychlost invaze jako sklon regresni primky proloZené logaritmovanou invazni kfivkou.

Nevyhodou floristickych zaznami, pro néZ se tato metoda nejcastéji pouziva, byva znacna
variabilita mezi intenzitou botanického mapovani - a tim i mnozstvim zaznama - mezi jednotlivymi
lety (Delisle et al. 2003), pripadné i prostorovymi jednotkami (Mihulka & PySek 2001). K odstinéni
této odchylky navrhli Delisle et al. (2003) namisto pouhé informace o vyskytu ¢i absenci druhu v
dané prostorové jednotce pouZit pomér mezi zdznamy o tomto druhu a zdznamy o ostatnich,
neinvaznich druzich. Pro invazni druhy by pfitom tento pomér mél stoupat, pricemz pokud je

odchylka spojend s intenzitou prizkumu stejnd pro invazni i neinvazni druhy, mél by zaroven tuto



odchylku odstranit. DalSi vyhodou této tzv. proporciondlni krivky je navic skuteCnost, Ze se na
rozdil od invazni kfivky nezaméfuje jen na prvni zaznam daného druhu na dané jednotce, ale
popisuje kompletni ¢asovou dynamiku vcetné ptripadnych poklesti v pocetnosti. Podobné Crawford
a Hoagland (2009) navrhli porovnat regresni sklon pro invazni kfivku invazniho druhu s obdobnou

kfivkou zkonstruovanou pro blizce pfibuzny, nicméné neinvazni druh.

Zéakladni nevyhodou prezencné-absencnich dat je, Ze jejich prevedeni na rist obsazené plochy
¢i jejiho poloméru je zpravidla zatiZeno velkou neurcitosti, zejména pokud jsou prostorové jednotky
nestejné velké (Liebhold et al. 1992; Suarez, Holway & Case 2001; Mihulka & PySek 2001).
Nicméné i v pfipadé, kdy se jedna o pravidelnou kvadratovou sit’ (Nash et al. 1995; Weber 1998),
zaleZi spolehlivost vysledného odhadu rychlosti Sifeni na rozliSeni sité. Weber (1998) zaznamenal
podstatny rozdil v relativnich odhadech rychlosti paralelniho S$ifeni rtznych druhi rostlin v
zavislosti na tom, zda rychlost odhadoval jako kumulativni pocet zaznami ¢i jako kumulativni
pocet obsazenych kvadrati. JednodusSe feceno, ¢im vétsi je zrno kvadratové sité, tim vétsi neurcitost
je spojena s povaZzovanim daného kvadratu za "obsazeny", zvlast pokud kritériem je pouhy jeden

zaznam.

Je-li rozliSeni kvadratové sité dostatecné podrobné, je nicméné mozné kumulativni mnozZstvi
obsazenych kvadrati vynasobenim plochou kvadratu prevést na riist obsazené plochy a tu nasledné
na linearni rtst poloméru této plochy, resp. poloméru kruhové plochy stejné velikosti (Reynolds
1985; Okubo et al. 1989). Tento tidaj pak lze - za pfijeti patficnych predpokladi (viz kapitolu 3.3) -

povazovat za rychlost Sifeni invazni fronty.

3.2 Bodova data

Velmi casto maji data o vyskytu druhu v rznych casech podobu bodovych zaznami (Sharov et
al. 1995; Veit & Lewis 1996; Fustec et al. 2001; Wehtje 2003; Tobin et al. 2007; Aikio, Duncan &
Hulme 2010). Existuji pfitom dva zptisoby, jak z takovych dat odvodit linearni rychlost Sifeni, tj.
bud’ jejich prevedenim na obsazenou plochu (a nasledné jejim prevedenim na polomér), nebo

méfenim vzdalenosti mezi jednotlivymi zaznamy.

Prvni zptsob, tj. pfevedeni bodovych zaznamii na plochu, pouZili napt. Veit a Lewis (1996) a
Wehtje (2003). Ani jedna z téchto studii vSak neuvadi, jakym zplisobem byla bodova data

prevedena na odhad obsazené plochy. Veit & Lewis (1996) pouze jednou vétou konstatuji, Ze



rychlost Sifeni "extrahovali" ze scitacich zdznamt (z ¢lanku tedy ve skuteCnosti neni ani jisté, jakou
povahu ptivodni data maji a zda byla prevedena na plosny odhad, ¢i byla rychlost odhadnuta néjak
jinak a plosné vyjadreni slouZilo jen mapové vizualizaci). Wehtje (2003) je podobné stru¢ny, kdyZ
proces prevedeni bodi na plochu popisuje jako "pomoci ArcView 3.0". S timto pristupem
kontrastuje studie autorti Sharov et al. (1995), ktefi na pripadové studii Sifeni bekyné velkohlavé
(Lymantria dispar) navrhli a otestovali hned tfi rozdilné sofistikované metody, jak z bodovych dat z
feromonovych pasti odhadnout hranici obsazeného tizemi. Dvé z téchto metod jsou pritom zaloZené
na prostoroveé interpolaci bodovych abundanci metodou krigingu a nasledném stanoveni prahové
hodnoty populacni hustoty. Metody se liSi ve zptisobu, jakym je takto zjiSténa hranice - ktera miize
v principu mit velmi komplikovany tvar - zjednoduSena. Tteti metoda vyuZiva sloZitého postupu
zaloZeného na logistické regresi mezi poctem jedinci v daném bodé a vzdalenosti bodu od predem
stanovené linie zhruba soubéZné s predpokladanou hranici obsazeného tizemi. Vysledky vSech tii

metod byly srovnatelné.

Zcela jiny pristup k bodovym datim navrhli Liebhold et al. (1992). Ti namisto odhadu hranice
obsazeného tzemi méfili vzdalenosti od jednotlivych bodovych zdznami k predpokladanému
pocatku Sifeni a pomoci linearni regrese odhadli rychlost riistu této vzdalenosti v Case. Tento pristup
je unikatni zejména v tom, Ze neni zaloZen na predpokladu spojitého, radialné symetrického Siteni.
Predpoklada nicméné jeden bodovy zdroj Sifeni, jehoZ poloha navic musi byt znama ¢i odhadnuta.
Tobin et al. (2007) porovnali tuto metodu z vySe uvedenou metodou zaloZenou na prostorové
interpolaci (Sharov et al. 1995), priCemz obé metody vedli k podobnym vysledkiim, a to jak pri
pouZiti méné presnych prezencné-absencnich dat tak pfi pouZziti husté sité bodovych zaznami z
feromonovych pasti (opét Slo o bekyni velkohlavou). Pristup zaloZeny na méfeni vzdalenosti mezi
body zvolili také Suarez et al. (2001), Fustec et al. (2001) a Aikio et al. (2010), ktefi nicméné
namisto vzdalenosti mezi bodem a pocatkem Sifeni meéfili vzdalenost od daného zaznamu k
predchozimu zaznamu, o némz lze predpokladat, Ze predstavuje zdrojové misto pro dany zaznam.
Tento pristup neni zaloZen na Zadnych predpokladech ohledné pocatku Sifeni (tj. z kolika a jakych

mist Sifeni zacalo), nicméné vyZaduje odhad individualnich disperznich trajektorii.

3.3 Analyza map obsazenych tuzemi

Data v podobé map obsazenych tizemi s jasné vymezenou hranici (tj. invazni frontou) mohou

pochazet bud’ z pfimého pozorovani pohybu fronty nebo z odhadu obsazenych tzemi z prezencné-
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absenc¢nich nebo bodovych dat (viz predchozi kapitoly). Pfimé pozorovani pohybu fronty je
pochopitelné idealni pripad (Hastings et al. 2005), nicméné takova situace je velmi vzacna a v
principu mozna jen u nékterych, zejména rostlinnych druhd (D’ Antonio 1993; Lonsdale 1993) ¢i v

ramci prostorové omezenych experimentt (Erickson 1971; Holway 1998).

Jak jiz bylo vySe zminéno, nejjednodussim zptisobem, jak z ristu obsazeného tizemi odvodit
linearni rychlost postupu invazni fronty, je velikost plochy odmocnit (coZ odpovida prechodu k
poloméru kruhu o stejném obsahu) a rychlost fronty nasledné odhadnout jako sklon regresni primky
v grafu zavislosti odmocnéné plochy na cCase. Tento postup pouzil Skellam (1951) ve své stéZejni
praci o reak¢né difuznich modelech Siteni, pricemZ se na dlouhou dobu stal v kontextu aplikace
difdznich modeli standardem (Shigesada & Kawasaki 1997). Problém této jednoduché metody je v
predpokladu radialné symetrického Siteni. Tento predpoklad nemusi byt splnén jednak z divodu
heterogenity prostiedi (Sifeni probiha v riznych smérech rizné rychle) a jednak v pfipadé zasadnich

fyzikalnich bariér (napr. hranice kontinentu).

V pripadé fyzikalni bariéry je jednoduchym feSenim (Andow et al. 1993) prevod plochy
obsazeného uzemi ne na kruh stejného obsahu, ale pouze na ¢ast kruhu, odpovidajici dané situaci.
Tento pristup pouZzili napf. Veit & Lewis (1996) pfi analyze dat o Sifeni hyla mexického
(Haemorhous mexicanus) v Severni Americe. Vzhledem k tomu, Ze pocatek Sifeni tohoto druhu byl
na pobteZi kontinentu, autofi polomér obsazené plochy neuvazZovali jako polomér kruhu, ale pouze

pulkruhu. Podobny postup je vhodny i v pfipadé, Ze na casti Gizemi data o vyskytu druhu chybi.

V pripadé vyrazné asymetrického Sifeni jsou k dispozici dvé moZnosti, obé navrZené autory
Andow et al. (1993). Prvni spociva v rozdéleni celé oblasti na sektory v podobé kruhovych vyseci a
méfeni rychlosti pouze v ramci téchto vyseCi (podobny pristup pouzili Morin, Liebhold &
Gottschalk 2009). Alternativni postup je zaloZen nikoli na meéfeni celé plochy a jeji prevod na
prisluSnou cast kruhu, ale na lokalnim méfeni vzdalenosti hranice plochy (tj. fronty) od hranice v
predchozim obdobi (zpravidla roce). Tato vzdalenost je pfitom definovana jako nejkratSi mozna
vzdalenost z daného mista na hranici v predchozim obdobi k néjakému mistu na hranici v
nasledujicim obdobi. Andow et al. (1993) doporucuji zprimérovat maximalni a minimalni
vzdalenost mezi hranicemi, pfiCemz uvazuji nejen aritmeticky prameér, ale i primeéry jinych stupid.
Podobny postup, nicméné v mnohem podrobnéjSim prostorovém métitku a za pouZiti

sofistikovanéjsich statistickych metod, pouZili i Sharov, Liebhold a Roberts (1997).
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4. Matematické modely Sifeni

Prehled rtznych pristupti k modelovéani Sifeni a obecnéji pohybu organismt podavaji napr.
Turchin (1998) a Hastings et al. (2005). Jak jiZ bylo zminéno v tivodu, tato prace se zaméfuje na
deterministické, mechanistické modely. Ackoli jsou tyto typy modeli zdaleka nejstudovanéjsi a
ruku v ruce s tim i v praxi modelovani Sifeni populaci nejpouzivanéjsi, je tfeba zminit alespon dva
dalsi, odliSné pristupy, konkrétné modely stochastické a modely empirické, tj. statistické (viz

Hastings et al. 2005).

Statistické modely jsou zaloZené na hledani empirického vztahu mezi vysvétlovanymi (tj. tzv.
"zavislymi") a vysvétlujicimi ("nezavislymi") veli¢inami, aniZ by nutné cilily na jeho mechanistické
pozadi. Nejjednodussim prikladem mutzZe byt prostd linearni regrese odmocniny z plochy
obsazeného tzemi na Case zminéna v kapitole 3. Nalezeny regresni vztah neni jen pouhym
zpusobem, jak rychlost Sifeni zméfit, ale je i modelem, ktery miiZeme pfimo pouZit pro predikci
dalSiho Sifeni, zvlast pokud jej doplnime prisluSnym predikénim intervalem. Platnost takové
predikce je nicméné omezena dvéma podminkami (opét viz kapitolu 3.3): 1) proces Sifeni svou
mechanistickou podstatou skute¢né dava vznik linearné se Sitici invazni fronté (viz kapitolu 4.2) a
nejde tedy jen o nepredvidatelny vysledek shody nahodilych okolnosti (napf. nékteré faktory mohou
vést ke zrychlovani fronty, jiné ke zpomalovani a jejich nahodila kombinace k jeji konstantni
rychlosti) a 2) klicové vlastnosti a parametry prostiedi i procesu Sifeni budou v case, pro ktery
provadime predikci, stejné jako v Case, pro ktery byl model vytvoren. Pokud néktera z uvedenych
podminek neplati, nezbyva, nez se uchylit k mechanistickému popisu procesu. I zde vSak mtiZou
statistické modely hrat délezitou tlohu, nebot' poskytuji kvantifikaci vysledku procesu (napf.
zminénd linearni rychlost Sifeni fronty), kterou lze konfrontovat s predikcemi mechanistickych

modeld.

vvvvvv

aplikovanych na predikci Sifeni populaci uved'me pouZiti analyzy preZivani (Survival analysis;
Jules et al. 2002) a logistické regrese (Havel, Shurin & Jones 2002). V obou pripadech byla
vysvétlovanou proménnou pravdépodobnost, s jakou se dané misto stane "obéti" invaze, a

vysvétlujicimi proménnymi nejriiznéjsi environmentalni charakteristiky. Druha ze zminénych praci
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(Havel et al. 2002) je inspirativni v tom, Ze mezi vysvétlujici proménné zahrnuje i vzdalenost k
ostatnim jiZ invadovanym mistiim a pravdépodobnost, Ze se odtud jedinec na dané misto dostane, tj.
v podstaté se jedna o tzv. disperzni jadro, které je zakladem vétSiny mechanistickych modelt (viz
dale).

Oproti statistickym modeliim je cilem jakéhokoli mechanistického modelu nalezeni pri¢inného
vztahu mezi individualni drovni jedince a chovanim celé populace. Stochastické modely pritom na
rozdil od deterministickych poskytuji nikoli pouze ocekavané (tj. stfedni) chovani systému, ale i
pravdépodobnostni popis fluktuaci kolem tohoto ocekavaného chovani. Tato kvantifikovana
neurcitost predikce je dana kvantifikovanim neurcitosti vstupt, tj. zdkladniho popisu pohybu a
reprodukce jedince, jeZ je pro jeho sloZitost zpravidla nemozZné popsat deterministicky a je tfeba jej
uvazovat jako nahodny proces. Stochastické modely pak tuto zdkladni neurcitost promitaji i do
celkové neurcitosti v chovani celého sytému. Poznamenejme, Ze podobné modely jsou extrémné
sloZité a zpravidla lze analyticky reSit jen velmi zjednoduSené situace (Durrett & Levin 1994). (O

alternativé v podobé stochastickych multiagentnich modeli viz Grimm & Railsback 2005)

I deterministické mechanistické modely jsou nicméné takika vZdy zaloZeny na stochastickém
popisu individualniho pohybu (ackoli reprodukce vétSinou byva popsana deterministicky). Zdanlivy
rozpor mezi stochastickym popisem pohybu a deterministickou povahou predikci spociva v
rozdilném métitku: zatimco stochasticky popis se tyka pohybu jedince, deterministické jsou zavéry
"zprimeérované" pro celou populaci (populace je zde vlastné reprezentovana jakymsi "primérnym
jedincem"; viz Lewis & Pacala 2000; Méndez, Campos, & Bartumeus 2014). Tento vztah mezi

rozdilnymi méritky popisu je podrobnéji pojednan v kapitole 4.1.1.

Jak jiZ bylo naznaceno, spole¢nym rysem vSech mechanistickych modelt Sifeni je, Ze se skladaji
ze dvou, Casto (ale ne vidy) nezavislych casti: modelu pohybu a modelu reprodukce resp. lokalni
populacni dynamiky. Populacni dynamika patfi mezi ucebnicové priklady ekologického
modelovani, proto zde podrobnéjsi kapitolu o téchto modelech nezatazuji. Velmi stru¢ny prehled
nékterych zakladnich popula¢nich modeld uvadim v kapitole 4.2 v souvislosti s jejich vlivem na
chovéani invazni fronty, podrobnéjsi prehled lze nalézt téméf v jakékoli ucebnici teoretické

populacni ekologie (napt. Kot 2001; Renshaw 1991).

Predikce deterministickych mechanistickych modeli jsou dvojiho druhu: 1) popisuji ocekavané
prostorové rozloZeni populacni v hustoty v urcitém case t (vCetné pripadu t->o0) a 2) popisuji

Casoprostorovou dynamiku této hustoty, resp. pohyb tzv. invazni fronty (viz kapitolu 4.2). Z
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hlediska aplikovatelnosti daného modelu pro predikci Sifeni realné populace je pfitom zasadni, zda
existuje explicitni vztah pro rychlost postupu invazni fronty, jehoZ parametry je moZné rozumnym

zpusobem odhadnout z dat o pohybu a rozmnoZovani jedincti daného druhu.

Mo, wewrs

reprodukce), kdy zakladnim modelem je model diftize (kapitola 4.1). Dale v kapitole 4.2 popisuji
vztah mezi empirickou invazni frontou jak je definovana v kapitole 3 a jeji analogii v
matematickych modelech a zaméfuji se na obecné kvalitativni rysy vlivu riiznych typt populacniho
rastu na rychlost jejiho postupu. V kapitolach 4.3, 4.4 a 4.5 probiram jednotlivé modely Sifeni se
zvlastni kapitolou o vysledcich na poli modelovani Sifeni v (ficnich) sitich. U kaZzdého modelu
uvadim FeSeni pro rychlost invazni fronty a shrnuji jeho dosavadni aplikace na readlna data o Sifeni
organismt. Cilem neni podat vyCerpavajici prehled vSech moznych modelti, ale naopak vybrat
pouze ty zakladni a z hlediska zaméreni této prace, tj. modelovani Sifeni bobri podél vodnich tokad,

perspektivni.

4.1 Modely pohybu
4.1.1 T¥i arovné popisu

Jak nazorné vysvétluji Méndez et al. 2014, jakykoli ndhodny proces, tedy i proces pohybu
jedincti v prostoru, Ize popsat vice alternativnimi zptisoby liSicimi se podrobnosti Casového a
prostorového rozliSeni. Lze tak odliSit makroskopickou urovenl popisu od mezoskopické a
mikroskopické, pficemZ kazda ma své vyhody i nevyhody. Dale uvadim strucné shrnuti zminénych
tii urovni popisu, a to na prikladu pohybu jedinci v prostoru. V nasledujici kapitole je koncept
demonstrovan na zdkladnim a nejjednodusSim modelu pohybu, tj. na difuzi. Pro detailnéjsi
pojednani o zminénych trovnich popisu s dalSimi ptiklady odkazuji na zminénou a v tomto sméru

ojedinélou publikaci Méndez et al. (2014), z niZ také tento strucny vytah vychazi.

Mikroskopicka uroven

Nejpodrobnéjsi popis pohybu ziskdame zaméfime-li se na pohyb jednotlivych ¢astic (ackoli je pfi
teoretickém popisu pohybu zvykem mluvit o Casticich, v pripadé aplikace na pohyb organismi se
Castici pochopitelné vZdy mysli jedinec). Idealni model by mél byt schopen predikovat polohu X (t)

castice v libovolném case t, tj. jeji trajektorii. Pohyb individuélni Castice je ovSem vétSinou stézi
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mozné popsat deterministicky, jelikoZ nejsou k dispozici hodnoty vSech faktord, které na néj maji
vliv. V praxi je proto nutné pohyb &astice povazovat za nahodny proces, jinymi slovy polohu X (t)
za nahodnou veli¢inu. (PFipomefime zde, Ze ndhodny proces je mnoZinou ndhodnych veli¢in X (t)
popisujicich stav néjakého systému v case t.) Namisto predikce presné polohy ¢astice X (t) nezbyva
neZ se soustfedit na jeji pravdépodobnostni rozdéleni P(X(t)), coZ je v3ak jiz spiSe makroskopickd
veli¢ina, popisujici stav celého systému. Vynasobime-li totiz P(X(t)) poctem jedincii v celé
populaci N, obdrzime funkci hustoty populace n(X,t). (Zde je zjevné obsaZen implicitni
predpoklad, Ze se vSechny castice pohybuji stejné. Takovy predpoklad 1ze z ekologického hlediska
zcela pravem napadnout, nicméné je diileZité si uvédomit, Ze individudlni proménlivost je skryté

obsaZena v charakteristikach P(X(t)).)

Nejjednodussim modelem nahodného (ve vySe uvedeném smyslu, tj. nedeterministického)
pohybu je tzv. Browntiv pohyb popisujici neusporadany pohyb mikroskopickych ¢astic v kapalném
nebo plynném prostiedi. Langevin (1908, in Méndez et al. 2014) navrhl pro popis Brownova
pohybu vztah

mdV — _ V+oe(t) 4.1)
dt Y ’ ‘

kde m je hmotnost Castice, v = dX/dt je rychlost ¢astice, y je koeficient tfeni, €(t) je tzv.
gaussovsky bily sum (tj. nahodny proces, kde pro libovolné t plati €(t)~ N(0,1) a pro libovolné
dva Casy t,, t,, i#j jsou X(t;), X(t;) nezavislé) a o je koeficient upravujici rozptyl (4. "velikost")
Ssumu. Rovnice tik4, Ze celkova sila ptisobici pohyb castice je souctem zaporné vzaté tieci (Ci
spravnéji odporové) sily a nahodné sloZzky. Tato nahodna sloZka je vétSinou interpretovana jako vliv
nahodnych nérazi okolnich ¢astic, v kontextu pohybu organismi ji vSak Ize také interpretovat jako
vysledek ndhodnych rozhodnuti zménit smér a rychlost pohybu. Pokud je tfeni dostatecné velké,

miiZeme predpokladat m|dv/d | < |-y V| a po dosazeni za rychlost v nahradit vztah (4.1) vztahem

Felo). (4.2)

Tento vztah fika, Ze pri Brownové pohybu je rychlost Castice v Case ¢t nahodna veliCina s
normalnim rozdélenim, nezavisla na rychlosti v jinych casech. Jeji velikost je pritom nepfimo

uameérna velikosti tfeni.
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Vztahy (4.1) a (4.2) jsou prikladem tzv. stochastickych diferencialnich rovnic, jejichZ pouZiti je
pti mikroskopické trovni popisu typické. Zatimco v pripadé deterministické diferencialni rovnice
by feSenim byla funkce X(t) popisujici trajektorii Castice, pritomnost nahodné slozky, jejiz
konkrétni hodnotu pfedem nezname, takové resSeni znemoziiuje. Neni ani Je nicméné mozné

a) rovnici fesit pro konkrétni realizaci sumu (vysledkem je detailni popis trajektorie X (t)),

b) integraci rovnice (4.2) obdrZet charakteristiky pravdépodobnostniho rozdéleni X (t).

Integraci rovnice (4.2) lze ukazat (viz opét Méndez et al. 2014), Ze pro stfedni hodnotu a rozptyl
velicin X(¢t) plati E(X(t))=%(0) a D(X(t))=(c°/y®)t. Prvni z uvedenych vztahii ¥ik4, Ze
stredni poloha Castice pfi Brownové pohybu zlistdva stejnd jako jeji pocatecni poloha. Druhy z
uvedenych vztahti se v kontextu pohybu ¢astic nazyva stredni kvadratickd odchylka polohy (MSD,

mean square displacement) a pti zavedeni veli¢iny

D=—"= (4.3)

ji lze zapsat jako

MSD=2Dt . (4.4)

Tento vztah fika, Ze stfedni kvadraticka odchylka polohy Castice od jeji pocatecni polohy pri
Brownové pohybu v Case linearné roste (coZ lze intuitivné interpretovat tak, Ze linearné roste

velikost plochy "navstivené" castici). Koeficient této pfimé uméry D se nazyva difiizni koeficient.

Mezoskopicka uroven

Pfi mezoskopické udrovni se popis sousttedi na nalezeni primého vztahu mezi
pravdépodobnostnim rozdélenim P(X(t)), tj. vlastné makroskopickou hustotou populace n(X,t),
a mikroskopickym popisem pohybu jednotlivych castic. Tento mikroskopicky popis pohybu se
typicky provadi pomoci tzv. disperzniho jddra (dispersal kernel) k(},g,t,r) , COZ je
pravdépodobnostni hustota popisujici pravdépodobnost, Ze se Castice nachazejici se v Case ¢ na

misté E bude v Case t+T nachazet v misté X (jde tedy vlastné o podminénou pravdépodobnost).
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Pomoci disperzniho jadra lze vyjadrit vztah pro n(X,t+t) jako

-

:E:t’r)dg' (45)

o

n(x,t+t)= J:n(g,t)k(

Tato rovnice ¥ik4, Ze hustota populace v misté X a Case t+T je ddna "sumou" pFispévki ze

vSech mist v prostoru, pricemz prispévek z libovolného mista E je dan soucinem lokalni hustoty v
(néjakém) predchozim case t a pravdépodobnosti, Ze se Castice béhem Casového intervalu t z
tohoto mista pfemisti do mista X . Toto ndsobeni pravdépodobnosti (jak jsme uvedli vySe, hustotu
populace Ize interpretovat jako pravdépodobnost vyskytu Castice) pritom odpovida predpokladu, Ze

je pohyb nezavisly na populacni hustoté.

Oproti mikroskopickému popisu pohybu pomoci veli¢in jako je hmotnost Castice, jeji rychlost ¢i
sila odporu prostredi (viz rovnici (4.1)) je popis pomoci disperzniho jadra znacné zjednoduSeny a
odvozeny, vyjadreny feci pravdépodobnosti. Na druhou stranu vySe uvedené charakteristiky pohybu
Castice odvozené z mikroskopického popisu, tj. jeji stfedni poloha a stfedni kvadraticka odchylka
polohy, jsou vlastné charakteristikami disperzniho jadra (MSD neni nic jiného, neZ jeho druhy
moment). Je tedy mozné Fict, Ze jednotlivym mikroskopickym popistiim odpovidaji riznéa disperzni
jadra, tj. moznost volby jadra zachovava variabilitu mozZnych popisi pohybu. Mezoskopicky popis
tak v jisttm smyslu navazuje tam, kde mikroskopicky popis skonCil, oproti nému vsak jiZ
neumoZiuje realizovat konkrétni trajektorii Castice (jako tomu bylo v pripadé feSeni stochastické

diferencialni rovnice s konkrétni realizaci Sumu).

Disperzni jadro v podobé, jak je uvedené ve vztahu (4.5), je zcela obecné, tj. proménlivé v Case i
v prostoru. V praxi se vétSinou uvazuje jadro ve vSech mistech prostoru stejné, tj. tzv. homogenni
(odpovidd pohybu v homogennim prostfedi), dale rotacné symetrické, odpovidajici pohybu bez
pritomnosti advekce, a dale jadro stacionarni, tj. jehoZ parametry se v Case neméni. Takové jadro Ize

pro konkrétni hodnotu ¢asového kroku t zapsat jako

k, =k, (X), (4.6)

tedy jako hustotu pravdépodobnosti, Ze se Castice v Casovém kroku Tt presune o vzdalenost

odpovidajici vzdélenosti bodu X od poc¢atku soufadnic. Vzhledem k symetrii se nékdy alternativné

disperzni jadro definuje jako funkce disperzni vzdalenosti d = ‘32 - E ‘ (viz obrazek 4.1), tj. jako
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k., =k.(d). (4.7)

Casto pouzivanym jadrem je jadro gaussovské, povazované za jakysi zakladni "nulovy model",
nebot’ odpovidda Brownovu pohybu jak byl popsdn v kapitole 4.1.1. DalSimi ¢asto pouZivanymi
jadry mohou byt jadro negativné mocninné, negativné exponencialni, gama jadro, ¢i jadro
logaritmicko-normélni (viz obrazek 4.1). Alternativou miize byt jadro s tzv. "téZkym chvostem"
("heavy-tailed" ¢i "fat-tailed" distribution), prisuzujici vétSi pravdépodobnosti i relativné delSim
disperznim vzdalenostem a tedy umoZiujici modelovat disperzi na vétsi vzdalenosti (long-distance

dispersal, viz napf. Kot, Lewis & van den Driessche 1996).

Gaussian

== == == == |og-Normal

Probability density

Dispersal distance

Obrdzek4.1: Gaussovské a log-normdlni symetrické disperzni jddro. Zdroj:
vlastni.

Makroskopicka uroven

Makroskopicky popis je typicky realizovan pomoci diferencidlnich rovnic popisujicich vztah
mezi proménnymi charakterizujicimi celou populaci. V pripadé popisu pohybu je klasickym

prikladem rovnice vedeni tepla neboli rovnice diftize, ktera ma ve dvou dimenzich tvar

2 2
a_n_D(@ﬁ_n), s

ot |ox> a8y
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kde n = n(%,t) je hustota populace a X = (x,y) je vektor soufadnic polohy. Tato rovnice je
makroskopickd, nebot’ nepopisuje pohyb jednotlivych ¢astic, ale dynamiku celé populace, resp. jeji
hustoty. Individualni proménlivost pohybu castic je zde zcela zredukovana do jediného, prostorové i

casové konstantniho difuzniho parametru D.

Vysledkem redukce individualnich charakteristik jednotlivych castic na souhrnné parametry
vztahujici se k celé populaci je znacné zjednoduSeni celého systému, z c¢ehoZ vyplyva i relativni
snadnost jeho matematické analyzy. Napt. rovnice (4.8) ma dobfe znamé analytické feSeni v podobé
explicitniho vztahu pro n(%,t)

_ﬁ)
4 Dt

(4.9)

>

kde n, je pocatecni hustota v Case t = 0. Analytickd "schtidnost" makroskopickych rovnic je
zpravidla vykoupena velmi silnymi a nerealistickymi zjednoduSujicimi predpoklady ohledné

chovani jednotlivych castic.

4.1.2 Difaize

Pfi odvozovani rovnice (4.8) lze vychazet z mikro, mezo i makroskopické trovné popisu.
Konkrétné k rovnici (4.8) lze dospét nezavisle z rovnic (4.2) i (4.5), ackoli zejména v prvnim
piipadé za pouZiti znacné pokrocilého matematického aparatu (viz Méndez et al. 2014). Zde
namisto toho uvedu velmi nazorné a jednoduché odvozeni, které zejména s ohledem na ekologické
aplikace navrhl (Turchin 1998). Odvozeni vychazi z mikroskopické drovné, uvazuje vsak extrémné

jednoduchy model pohybu v jednorozmérném diskrétnim prostoru.

UvaZujme Castici, ktera v daném diskrétnim casovém kroku mtize udélat pravé jeden pohyb bud

doleva nebo doprava, a to vZdy pravé o jednu prostorovou jednotku (viz Obrazek 4.2).

1/2 1/2

B @

X -A X X+ A

Obrdzek 4.2: Schéma jednorozmérné ndhodné prochdzky.
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Pravdépodobnost pohybu na tu ¢i onu stranu je navic stejna, tj. 1/2 (popsany model pohybu je
nejjednodussi variantou tzv. ndhodné prochazky). Oznacime-li pravdépodobnost vyskytu castice v
misté x a Case t jako p(x,t), asovy krok T a prostorovy krok A, pak je mozné pravdépodobnost

vyskytu Castice v misté x a Case ¢+t vyjadrit jako

plx,t+1) = %p(x—k,th %p(xm,t) (4.10)

tj. jako soucet pravdépodobnosti, Ze cCastice na misto x dorazila zleva (ta je dana
pravdépodobnosti, Ze se v Case t nachazela o jeden prostorovy krok nalevo od x, nasobenou
pravdépodobnosti pohybu vpravo) a pravdépodobnosti, Ze tam dorazila zprava (ta je analogicky
dana pravdépodobnosti, Ze byla v Case t napravo od x, nasobenou pravdépodobnosti pohybu vlevo).

Odectenim p(x,t) od rovnice (4.10) a jejim podélenim t dostaneme
p(X,t+’l?) —p(x,t) 1

T —E[p(x+7\,t)—2p(x,t)+p(x—7\,t)].

- z z ‘< Moy - 2 2
Déle upravou pravé strany vytknutim 1/2 a rozsifenim vyrazem A.°/A" dostaneme

T 2T N

p(x,t+t)— p(x,t) _ 22 p(x+h,t) =2 p(x,t) + p(x—x,t)
: . (4.11)

Jelikoz

0p(x,t) _ . P(x,t+7) = p(x,t)

8t 20 T

o' p(x,t) _ lim p(x+A,t)—2p(x,t)+ p(x—2,t)
6X2 A0 )\,2

>

je mozZné pri dostatecné malych t a A (v porovnani s celkovym Casovym a prostorovym

méritkem) aproximovat diskrétni diference derivacemi a po zavedeni
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2
D=2 (4.12)

2T
psat
op _ D & p
E = p xz (4.13)

coZ je jednorozmeérna verze diftizni rovnice (4.8).

V uvedeném odvozeni se explicitné priznava, Ze difize je jen spojitou aproximaci jinak
diskrétni nahodné prochazky, pricemz adekvatnost této aproximace stoji a pada s predpokladem
"dostatecné malych" T a A. Timto pfistupem se Turchin elegantné vyhyba problémtim, ke kterym
vede matematicky rigor6znéjsi odvozeni spocivajici v aplikaci limit T=>0 a A= 0 na rovnici (4.11).
Abychom dospéli k rovnici (4.13), je v takovém pripadé tieba definovat diftizni koeficient jako

D= lim A
= m —. 4.14
r-);,)»-)o 2t ( )

Takova definice ma ovSem smysl pouze pokud existuje prislusna limita a je konecna. To nastane,
. . 2 v, “ . v , “ . ;. “ . .
jsou-li T a A" fadové stejné velké. Tento poZadavek pritom nemd jednoznacnou biologickou

interpretaci.

Turchin ovSem uvadi jesté dalSi divody, proc je intuitivni pristup pomoci explicitni aproximace
pro ekologické aplikace vhodnéjsi neZ matematicky limitni prechod. PoZadavek t->0 a A->0 totizZ
vede k paradoxnim jeviim v souvislosti s pohybem individualnich cCastic. Konkrétné jestlize je D z
definice (4.14) konstantni, pak rychlost v = A/t Castice je pfi T=>0 a A= 0 nekonecna, nebot’

’ 1
lim & = lim 2 = Dlim = = oo, 415
A,T=0 T A,Tt20 T)\' A0 )\. ( )

Dale pokud ¢as mezi zménami sméru Castice T jde k nule, pak v libovolném konecném cCasovém
intervalu vykona castice nekonecné mnoho otoceni. Podobné "podivné" chovani mtize byt vhodnym
zpusobem jak popsat Browniiv pohyb velmi malych Castic, u nichZ je v praxi opravdu nemoZzné
urcit charakteristickou rychlost a jejichz trajektorie vykazuje fraktalni povahu, v pfipadé organismu

je ale konecna rychlost pohybu snadno méfitelna a tudiz neslucitelna s predpokladem t,A->0.
K podobnym problémim dospéjeme i v pripadé odvozeni difizni rovnice z mezoskopické
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rovnice (4.5) (Méndez et al. 2014). Prechod k makroskopické trovni je zde realizovan pomoci
aproximace funkce (uvazujeme jednorozmérny p¥ipad) n(x,t) v bodech (rozuméj v mistech a
Casech) x, t+7 a x—A, t jejim Taylorovym rozvojem v misté x a Case t. Limitni pfechod t,A=0
pak zajisti vymizeni ¢lenti vySSich fadd, aby vSak tento prechod skutecné vedl na rovnici (4.8), je
opét tfeba predpokladat, Ze p¥i t,A=0 zlistiva pomér A°/t konecny, tj. Ze jsou T a A° fFadové stejné
velké. (Turchin (1998) tento problém obchazi tim, Ze provadi limitni prechod pouze v Case a
odebrani prostorovych ¢lent vyssich fadt pojednava opét jako explicitni aproximaci. K diftzi (4.8)
tak vede zanedbani vSech ¢lenti pocinaje kubickym, Turchin nicméné diskutuje i pouZiti jemnéjSich
aproximaci zahrnujici Cleny fada vyssich.) Pri aplikaci tohoto pristupu ma difizni koeficient

podobu

1% MSD
-1 )dn = .
T fw 21 (4.16)

Zde je vidét, Ze pri prechodu z mezoskopické urovné na makroskopickou se veSkera detailni
informace o pohybu castic obsaZend v disperznim jadfe redukuje na pouhy diftizni koeficient,
odréazejici pouze druhy moment, tj. variabilitu jadra. Z toho mimo jiné plyne, Ze k diftizni rovnici je
mozné prejit makroskopickym limitnim prechodem z libovolného disperzniho jadra (majiciho

kone¢ny druhy moment).

Pro tdplnost uved'me, Ze difizni rovnici Ize odvodit i Cisté na makroskopické trovni, tj.
uvazovanim pouze velicin popisujicich celou populaci. Pohyb je zde reprezentovan fyzikalni
veli¢inou zvanou populacni tok, ktera je definovana jako vektor jehoZ smér odpovida sméru pohybu
Castic a velikost mnoZstvi Castic které timto smérem "projdou" za jednotkovy cas jednotkou
prostoru. Dale se predpoklada, Ze tok se Fidi tzv. Fickovym zdkonem, ktery Tika, Ze velikost toku
odpovida velikosti gradientu populacni hustoty v piisluSném sméru. Z téchto predpokladd lze
dospét (presné odvozeni viz napt. zde opakované citované knihy Turchin (1998) a Méndez et al.
(2014)) k rovnici tzv. Fickovské diftze, ktera se od diftize (4.8) liSi uvaZovani prostoroveé
proménlivého diftizniho koeficientu. Pfi uvaZovani prostorové konstantniho difizniho koeficientu

pak oba modely splyvaji.
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4.1.3 Ostatni modely

Nasledujici popis alternativnich modelt k modelu diftiznimu opét vychazi z knihy Méndez et al.

(2014), proto na ni nebudu v textu explicitné odkazovat.

Telegrafni model

Model pohybu ¢astic skryty za rovnici diftize, tj. Brownliv pohyb, pfedpoklada, Ze smér pohybu
Castice v daném case je zcela nezavisly na jeji predchozi trajektorii. Diisledkem tohoto predpokladu
jsou vySe uvedené proti-intuitivni vlastnosti jako nekonecna rychlost castic a nekonecné mnoZzstvi
"otoCek" b&hem jednotky casu. Céstice tak vykazuje zcela chaoticky, impulsivni pohyb V pfipadé
molekul jde o pohyb zcela ur¢eny srazkami s okolnimi molekulami, kdy reakce ¢astice na vnéjsi
impulz je okamzita bez jakékoli snahy Castice setrvat v dosavadnim sméru pohybu (viz zanedbani
m|dVv/dt| ve vztahu (4.1); z makroskopického pohledu tomu odpovidé Fickiv zdkon, v ném? je tok
Castic okamzité urCovan gradientem populacni hustoty). Alternativou je uvaZovani pohybu s urcitou
mirou zpoZdéni mezi impulzem a zménou sméru. Takovy model vede na Casovou autokorelaci
smért pohybu, tj. Castice ma snahu po jisty Cas setrvavat v dosavadnim pohybu. Oznacime-li dobu
zpozZdéni reakce t (predstavuje miru autokorelace pohybu), pak ma tento model (v jednorozmérném
pripadé) podobu

d°n . on o°n

T¥+§:Daxz. (4.17)

Jedna se tedy o diftizni rovnici s pfidanym c¢lenem s druhou casovou derivaci. Je-li doba zpoZdéni
velmi mald vzhledem k casovému méfitku v némZ je pohyb popisovan, pak je tento ¢len v
porovnani s ostatnimi zanedbatelny a vysledné chovani systému prechazi v diftizi. Model nicméné
netrpi neprijemnymi vlastnostmi, jakymi trpi diftzi, konkrétné predpokldda konecnou rychlost

castic a diky tomu vede na populacni hustotu rozloZenou v konecné ploSe.

Obecna Markovska disperze

Tento model vychazi z mikroskopického popisu pohybu pomoci nahodné prochazky se spojitym
Casem, tj. procesu, kde Castice vykonava diskrétni "skoky", priCemZ jak jejich délka tak Cas mezi
nimi jsou spojité nahodné veliciny. Budeme-li predpokladat, Ze proces pohybu je Markovsky, pak

délka skoku v urcitém case stejné jako Cas mezi dvéma skoky jsou nezavislé na délkach a casech v
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minulosti, tj. pravdépodobnostni popis vzdalenosti a cast lze oddélit, délky skokt reprezentovat
stacionarnim disperznim jadrem (4.6) a Cas mezi skoky konstantni intenzitou vyskytu skoki A.

Model ma pak v jednorozmérném pripadé podobu

L0 = nix,e)+ . [ nlag o) k(£)aE. (418)

Poznamenejme, Ze model je makroskopicky z hlediska Casu, ale mezoskopicky z hlediska prostoru.
Odvozeni z nekorelované (tj. Markovské) nahodné prochazky z néj navic ¢ini mezoskopickou
analogii diftize, s tim rozdilem, Ze diky mezoskopickému popisu neni pohyb popsan pouze difiznim
koeficientem, ale celym disperznim jadrem, coZ umozZiuje explicitné modelovat vliv rtiznych jader
na vyslednou podobu funkce n(x,t). Navic to, Ze model uvazuje makroskopickou limitu pouze v
Case a nikoli v prostoru, znamena, Ze pohyb ztlistava reprezentovan jako sled vzdjemné oddélenych
disperznich udalosti, popsanych intenzitou jejich vyskytu. To velmi dobfe odpovida povaze

realného pohybu fady organismad.

Uvedeny vycet samoziejmé paletu moznych pristupti k modelovani pohybu nevycerpava, uvadi
pouze modely dtleZité v kontextu praktické Casti této dizertacni prace. Pro prehled dalSich modelt
zahrnujicich napf. chemotaxi, difdzi s atrakci a inhibici mezi Casticemi C€i preruSovanou difuzi

odkazuji opét na knihu Méndeze a jeho spolupracovnikti (Méndez et al. 2014).

4.2 Invazni fronty

V kapitole 3 byla invazni fronta definovdna jako rozhrani mezi jiz invadovanym a jesté
neinvadovanym uzemim. Z pohledu matematickych model tomu odpovida rozhrani mezi oblasti,
kde n(},t) > 0 a oblasti, kde n(},t) = 0. Podobna definice ovSem narazi na problém, Ze nékteré
modely (typicky modely zaloZené na diftizi) predikuji sice velmi malou, presto ale kladnou hustotu
pro libovolné vzdaleny bod v prostoru (viz napf. gaussovské feSeni 4.21). V praxi je tedy

vyhodnéjsi definovat invazni frontu jako rozhrani mezi oblasti, kde je n(X,t) > n, , a oblasti, v niZ
n(X,t) < n,,, kde n,, je zvolend kritickd prahova hodnota hustoty (odpovidajici hustot&, pod kterou

jiz populace neni prakticky zaznamenatelnd). Rychlost fronty je pak definovana jako rychlost

pohybu tohoto rozhrani podél sméru kolmého na rozhrani a sméfujiciho do oblasti n(X,t) < n,,,.

24



Analytické vySetfovani pohybu fronty je z matematického hlediska znacné slozité a je nad
ramec této prace (i matematické schopnosti jejiho autora), pro stru¢ny nastin odkazuji na knihu
Méndez et al. (2014). Zde se omezim na shora uvedené spiSe intuitivni pochopeni pojmu a jeho
demonstraci na prikladu reakcné difizniho modelu (viz 4.19) inspirovanou knihou Shigesada a

Kawasaki 1997.

Obrazek 4.3 znazormuje Casovy vyvoj rozloZeni populacni hustoty pfi pohybu jednorozmérnou
difuzi, tj. jednorozmérnou verzi rovnice (4.9) pro rtizné casy od 0 do 1 (pfipadné jej lze chapat jako
vertikdlni rovinny fez dvourozmérnym feSenim, coZ je pro pochopeni pojmu invazni fronty jesté
nazornéjsi). Predpokladame-li, Ze na zacatku byla populace shromaZdéna v pocatku, pak s
pribyvajicim casem se gaussovské rozloZeni stale vice "zploStuje", populace se "preléva" (tj.
expanduje) do stale vétsi vzdalenosti, ovSem jeji lokalni hustota v kazdém bodé postupné klesa. V
pripadé neomezeného prostoru tak bude postupné klesat aZ pod trovei n,, tj. aZ zcela vymizi.
Jinymi slovy, uvazujeme-li pouze Cisté difizni pohyb, aniZ by dochazelo k rozmnoZovani jedinci,

Zadna invazni fronta se nevytvari.

n(x,t)

X

Obrdzek 4.3: ReSeni difiizni rovnice pro t = 0,01 a7 1.

Pokud k diftiznimu pohybu pfiddme tzv. reakcni clen, tj. budeme uvaZovat rozmnoZovani
jedinct, pak bude-li populacni rtst dostatecné rychly, mtize se stat, Ze "rozptylovani" jedinct do
stale vétSi vzdalenosti vykompenzuje, takZe se soucasné lokalni hustota udrZi na urovni
n(X,t) > n,,. Difize oviem bude stale pokracovat, coZ znamena, Ze se rozhrani mezi n(X,t) >n,

a n(x,t) < n,, bude vzdalovat, tj. vytvori se postupujici fronta. Na obrazcich 4.4 a 4.5 je vidét
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Casovy prubéh hustoty pro jednorozmérnou verzi tzv. Skellamova reakc¢né diftizniho modelu (4.20),
tj. difazniho pohybu doplnéného exponencidlnim popula¢nim réstem (pferuSovand Cara
reprezentuje n, ). Z porovnani obrazkl je navic ziejmé, Ze invazni fronta se vytvari postupné.
Zobrazime-li vyvoj do Casu t=1 (obrazek 4.4), je Casovy vyvoj prakticky shodny s €istou difuzi.
ProdlouZime-li ¢as vyvoje systému aZ do t=20 (obrazek 4.5), je vznik fronty jiZ patrny. Obrazek
4.6 znazoriuje vytvoreni invazni fronty u tzv. Fisherova modelu, tj. difizniho modelu s logistickou

rastovou funkci (rovnice (4.22)).

n(x,t)

X

Obrazek 4.4: Skellamiiv, tj. reakéné difizni model s exponencidlnim
riistem pro c¢asy t = 0,01 aZ 1.
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n(x,t)

0.0

Obrdzek 4.5: Skellamilv, tj. reakéné difiizni model s exponencidlnim
riistem pro ¢asy t = 2 az 20.

Uvedeny, krajné zjednoduSeny vyklad pojmu invazni fronty demonstruje, Ze vznik invazni

fronty je dan zahrnutim populacniho rtstu do modelu Sifeni. Z toho ovSem také plyne (viz Méndez
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et al. 2014), Ze konkrétni podoba ristové funkce a zejména podoba jeji nelinearni zavislosti na
hustoté ma na chovani invazni fronty zasadni vliv. To se tykd zejména ristové dynamiky s tzv.

Alleeho efektem (viz déle u jednotlivych modeli).
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n(x,t)

1.0

0.0

0 40
X

Obrazek 4.6: Fisheriiv model, tj. reakcné difuzni model s logistickym
riistem pro ¢asy t = 6 az 10.

Vd

4.3 Makroskopické modely Sifeni

Makroskopické modely maji typicky podobu parcialnich diferencialnich rovnic popisujicich
dynamiku proménnych vztahujicich se k celé populaci. Na tyto populacni proménné je v nich
redukovana informace o chovani jednotlivych €astic, coZ je moZné zpravidla jen za cenu znacnych
zjednoduSujicich predpokladi ohledné tohoto individudlniho chovani. Makroskopické modely
vétSinou vznikaji kombinaci makroskopického popisu pohybu - typicky napr. diftize - a
makroskopického popisu reprodukce, tj. diferencidlni rovnice popisujici popula¢ni dynamiku. Casto
byva tato kombinace realizovana aditivné, tj. prislusny ¢len reprezentujici v parcialni diferencialni
rovnici populacni dynamiku je jednoduSe pridan (tj. pricten) k rovnici pohybu. Tento aditivni
princip v sobé ve skutecnosti skryva predpoklad, Ze reprodukce a disperze jsou vzajemné
neprovazané a Ze vSechny komponenty modelu jsou Markovské (Méndez et al. 2014). Typickym

prikladem takového modelu je dale uvedeny reak¢né diftizni model.
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4.3.1 Reakcéné difuzni model

Nejjednodussi model Sifeni populace v prostoru lze obdrZet prostym rozsifenim rovnice diftize o
reakcni clen popisujici reprodukci. Vysledkem je tzv. reak¢éné difuzni model, ktery ma ve dvou

dimenzich tvar (viz napf. Shigesada and Kawasaki 1997)

on 0°n_ 9°n
E:D(W.l-a_yz)-bf(n)’ (4.19)

kde n (?, t) je populacni hustota v misté }:(x, y) avcaset, f (n) je funkce popisujici populacni rtist
(tj. reakeni clen) a D je tzv. difdzni koeficient. Prvni €len na pravé strané tak reprezentuje disperzi

jakoZzto difdzi, druhy populacni dynamiku, pficemz populacni ristu mtize byt zavisly na hustoté,.

V modelu (4.19) je za f (n) treba dosadit konkrétni vztah pro populacni rist. Pokud dosadime
f (n):rn , tj. budeme uvazovat konstantni rychlost riistu populace (coZ odpovidéa exponencialnimu

popula¢nimu modelu kde r je tzv. vnitini rychlost ristu populace), je vysledkem model

2 2
Og—?:m+D(%+%). (4.20)
X y

Tuto rovnici navrhl a TeSil ve své pionyrské praci Skellam (1951). Jejim FeSenim (za pocatecni

podminky Sifeni z jednoho bodu) je gaussovsky tvar populacni hustoty n v Case t

5 ) Mo X[
n(%,t)J=—>2—exp =0 | (4.21)

kde n, je po€ate¢ni hustota v bodé pocatku Sifeni a |X| je norma vektoru X (tj. jeho vzdélenost od
pocatku Sifeni). Porovname-li toto feSeni s feSenim prosté difuze , je vidét, Ze (4.21) se od (4.9) lisi
Clenem rt v exponentu. Tento Clen je prfi rostouci populaci kladny a jedna se tak o zminény
kompezacni vliv populac¢niho ristu na pokles populacni hustoty zptisobeny difuzi (viz predchozi

kapitolu).

Pokud budeme wuvazovat hustotné zavisly logisticky populacni rist, tj. dosadime
f (n):rn(l—n/ K ) kde r je opét vnitini rychlost ristu populace a K je tzv. unosnost prostredi

(carrying capacity), prejde rovnice (4.19) v rovnici
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_—t

4.22
ox* oy? (22

a—n:rn(1—£)+D
ot K

o°n azn)

kterou pro jednorozmérny pripad odvodil Fisher (1937) pfi studiu Siteni genetickych mutaci

v populaci obyvajici linearni habitat.

Pozoruhodnym vysledkem praci obou téchto autort je fakt, Ze oba modely (4.20) i (4.22) vedou
ke stejnému vysledku v podobé asymptotické konstantni rychlosti Sitfeni radialni invazni fronty, tj. k

linearnimu rastu poloméru obsazeného tizemi v Case. Konkrétné oznacime-li tuto rychlost c, pak

c=2rD. (4.23)

Fakt, Ze tento vysledek neni zavisly na tom, zda se populace rozmnoZuje exponencialné ci
logisticky, je mozné vysvétlit tim, Ze rychlost Sifeni je ovlivnéna predev§im rlistem populace na
okraji obsazeného uzemi, tj. v oblasti s nizkou populacni hustotou, kde se vliv omezené tinosnosti

prostiedi dosud neprojevuje.

Jiz klasickym prikladem empirického potvrzeni tohoto vysledku je linearni rést poloméru
obsazené plochy v case u Sifeni ptvodné severoamerickych ondater piZzmovych (Ondatra
zibethicus) (Skellam 1951), vypusténych v poc¢tu nékolika kusti v roce 1905 v zameckém parku na
Dobrisi a dnes rozsifenych prakticky v celé Evropé a velké cCasti Asie (Skyriene & Paulauskas

2013).

Ve skutecCnosti se uvedeny vysledek konstantni rychlosti invazni fronty da zobecnit na model (1)

(Shigesada & Kawasaki 1997). Konkrétné pokud jsou splnény predpoklady

1) casové i prostorové konstantniho difizniho koeficientu D,

2) pocatecni populacni hustoty n (32 ,0) distribuované v néjaké konecné ploSe (namisto
bodového zdroje),

3) kladné rychlosti riistu pro n€[0, K) , kde K je konstanta pro kterou f (K )=0 a

4) df/dn<0 pro vSechna n>0,

29



pak je asymptoticka rychlost invazni fronty c¢=2 N W , kde f'(n)=df(n)/d n. Pfedpoklady 3)
a 4) jsou typicky splnéné pravé v piipadé logistického ristu, kde K je tnosnost prostiedi.
Predpoklad 4) pfitom znamend, Ze pri pripadné zavislosti rychlosti riistu na hustoté tato rychlost
s rostouci hustotou klesa. Typickym poruSenim tohoto predpokladu (a tim i konstantni rychlosti
Siteni) je Alleeho efekt, pfi némz v pocatecni fazi populacniho riistu rychlost s hustotou roste.
Vyhodou modelu (4.19) resp. vysledného vztahu (4.23) je skutecCnost, Ze jeho parametry maji
jasnou biologickou interpretaci a jsou odhadnutelné z dat o populacni dynamice a disperzi
organismu (viz kapitolu Chyba: zdroj odkazu nenalezen). VétSina studii aplikujicich tento model na
redlnd data zjistila u nékterych druhii az prekvapivou shodu predpovédi modelu s pozorovanim
(Skellam 1951; Lubina & Levin 1988; Andow et al. 1990; van den Bosch, Metz & Diekmann 1990;
van den Bosch, Hengeveld & Metz 1992; Grosholz 1996; Shigesada & Kawasaki 1997), u jinych se
vSak naopak predpovédi od skutecnosti znacné liSily, pficemz vétSinou model skute¢nou rychlost
vyrazné podhodnocoval (Skellam 1951; Andow et al. 1990; Liebhold et al. 1992). To je davano do
souvislosti se zna¢nym zjednoduSenim, kterého se oproti redlnym procestim reakcné difizni model
modely typu (4.19) vedouci k feSeni (4.23) dopoustéji. Tato zjednoduSeni 1ze formulovat v podobé
implicitnich i explicitnich predpokladi o populacni dynamice a disperzi obsaZenych ve formulaci

modelu:

1) populacni dynamika neptipousti df/dn>0 , tj. napf. Alleeho efekt,

2) reprodukce a umrtnost se predpoklada nezavisla na véku (tj. konstantni béhem celého Zivota
jedince),

3) reprodukce a imrtnost se predpoklada ve vSech mistech prostoru stejna, resp. zavisla pouze
na populacni hustoté a nikoli napf. na faktorech prostfedi (predpoklad homogenniho
prostiedi),

4) disperze je aproximovana nahodnou prochazkou sestavajici z velkého mnoZstvi malych a
zcela ndhodnych kroki (tzv. Brownovym pohybem),

5) disperze neni zavisla na véku, tj. jedinec se pohybuje béhem celého Zivota,

6) disperze neni zavisla na populacni hustotg,

7) disperze neni zavisla na variabilité prostredi (resp. opét predpoklad homogenniho prostredi).

Vliv Alleeho efektu na chovani modelu (4.19) zkoumali Lewis a Kareiva (1993). V populac¢ni

dynamice tzv. silna varianta tohoto efektu znamena existenci prahové populacni hustoty, pod nizZ
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neni populace schopna rist (tj. stagnuje ¢i vymird). Matematicky lze silny Alleho efekt lze
reprezentovat kubickou ristovou funkci ve tvaru f(n) =r(n/A—1)(1—n/K), A je kriticka hustota
potiebna k rlistu populace. Zavedenim ¢lenu (n/A—1) totiZ zjevné pro n<A plati f (n)<0, pro n=A
plati f(n)=0 a pro n>A je f(n)>0. Uvedeni autofi ve své studii ukédzali, Ze nutnad podminka pro
vznik invazni fronty je A<K/2, tj. kriticka hustota (ktera je vlastné mirou sily Alleho efektu) musi
byt mensi neZ polovina maximalni moZné hustoty dané kapacitou prostfedi. Rychlost fronty je
pritom v porovnani z rychlosti bez Alleho efektu nizZsi, navic velmi prudce klesa se zvySujici se
kritickou hustotou. Je-li naopak kriticka hustota vétsSi neZ polovina kapacity prostfedi, vznika tzv.
vymiraci fronta (extinction front, viz téZ Méndez et al. 2014), tj. populace se z dosud obsazeného
tzemi postupné stahuje az do uplného vymieni. Alleeho efekt miZe také vyrazné zpomalovat
proces ustaveni fronty s konstantni rychlosti, tj. na zacatku miiZe byt Sifeni po relativné dlouhou
dobu velmi pomalé a jen pozvolna se zrychlujici smérem k asymptotické konstantni rychlosti. Tento
scénar Sifeni pritom na realnych populacich pozoroval Okubo (1988, in Lewis & Kareiva 1993).

prostoru (Lewis & Kareiva 1993). K vytvoreni invazni fronty zde totiZ nestaci, aby A<K/2 an>A,
ale navic musi populace touto hustotou obsadit dostateCné velké pocatecni uzemi, jinak populacni
rast nestaci vykompenzovat ztratu zptisobenou disperzi. Jak velka tato kriticka oblast je pritom neni
snadné urcit, nebot’ to zavisi nejen na velikosti, ale i na geometrickém tvaru obsazeného tizemi,
resp. na tvaru jeho hranice. Numerickou analyzou modelu pro rtizné pocatecni podminky autori
zjistili, Ze je-li tvar obsazeného tizemi takovy, Ze sestava spiSe z ostrych vybézkii do neobsazeného
uzemi, rychlost fronty je zpomalena. Je-li naopak tvar takovy, Ze do obsazeného Uzemi zasahuji
ostré vybéZzky neobsazeného uzemi, Sifeni se vyrazné zrychluje (viz schematické znazornéni na

obrazku 4.7).

Increased
spread

h

Decreased
spread

v

invaded invaded

not invaded

not invaded

Obrdzek 4.7: Schematické zndzornéni vlivu Alleeho efektu na rychlost Siteni invazni
fronty v reakcné difiiznim modelu.
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4.3.2 ReakEéné telegrafni model

Zahrnutim popula¢ni dynamiky do telegrafniho modelu (4.17) vznikne tzv. reak¢né telegrafni
model, ktery v kontextu ekologického modelovani navrhla Holmes (1993). Model nelze odvodit
prostym pridanim reakcniho c¢lenu, jako tomu bylo v pripadé reakcné-diftizniho modelu, nebot
vysledna rovnice postrada mikroskopickou interpretaci. Lze jej vSak odvodit napt. z mikroskopické
urovné uvazovanim korelované nahodné prochazky (viz Holmes 1993; Méndez et al. 2014). Jeho

vysledna podoba pro jednorozmérny pripad je

2 2

or* Ot dn ot axz+f(”)- (4.24)

(Uvedenad podoba rovnice pouZiva ponékud jinou parametrizaci, neZ jakou pouZila Holmes. Ta
misto parametru T pouZila rychlost pohybu castice a intenzitu zmén smeéru pohybu. Obé
parametrizace jsou nicméné ekvivalentni. Zde se drZim parametrizace uvedené v Méndez et al.
(2014) a Méndez et al. (2010).) Holmes pfi uvaZovani logistické riistové funkce odvodila také
vzorec pro rychlost invazni fronty. Ten ma (opét v parametrizaci pomoci t) podobu

2VrD
1+rt

, prort<1

<
[l

(4.25)

\/D
-, prort>1

Ze vzorce pro rt <1 je na prvni pohled vidét vztah mezi rychlosti telegrafni a difizni fronty
(viz vzorec (4.23)). Telegrafni fronta je vZdy pomalejsi nez fronta diftizni, coZz dobfe odpovida
oCekavani vzhledem k zavedeni korelace do zakladniho modelu pohybu a tim vzniku konecné
rychlosti ¢astic. Stejné tak neni prekvapivé, Ze velikost zpoZdéni telegrafni fronty oproti diftzni je
dana charakteristickou dobou zpoZdéni pohybu t. Vzhledem k rt <1 neni vSak rychlost difizni

fronty nikdy vic jak dvojnasobnéa oproti fronté telegrafni.

Kritérium rt <1 lze interpretovat jako pomér mezi Casovym meéfitkem pohybu a ¢asovym
méfitkem reprodukce. Vnitini rychlost ristu r je totiz definovana jako pocet novych jedinci

vyprodukovanych za jednotku Casu vztaZzeny na jednoho jedince. Jeji prevracenou hodnotu 1/r lze
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tak interpretovat jako Cas, ktery primérny jedinec potiebuje k vyprodukovani jednoho nového
jedince, tj. jako casové mértitko reprodukce. Parametr T mé zase primy vztah k primérné dobé mezi
dvéma zménami sméru pohybu (oznacime-li A intenzitu zmén pohybu, tj. jejich primérné mnozZstvi
na jednotku ¢asu, pak t=1/(2A)). Kritérium rt <1 pak znamend poZadavek, aby relativni

rychlost zmén populacni hustoty nebyla vétsi nez relativni rychlost zmén pohybu.

Jak je vidét ze vztahu (4.23), pro diftizni frontu plati, Ze jeji rychlost neomezené roste s
rostoucim r, tj. ¢im rychleji populace roste, tim rychleji se Siti. Tento vztah neni ni¢cim omezen, coz
opét koresponduje s teoreticky nekonecnou rychlosti ¢astic. Na druhou stranu ze vztahu (4.25)
plyne, Ze v telegrafnim modelu je zavislost rychlosti fronty na r shora omezend, nebot’ pro rt > 1
jiZz na ném nezavisi viibec. Vzorec v D/t neni navic nic jiného nez rychlost pohybu individualni
Castice (Holmes 1993). To znamend, Ze rychlost fronty v telegrafnim modelu je shora omezena
konecnou rychlosti individudlnich ¢astic, coZz odpovidd ocekavani. V pripadé rt >1, tj. pro
organismy rychle se rozmnozujici avsak se silné korelovanym (tj. usmérnénym) pohybem, miiZe byt

rozdil rychlosti difuzniho a telegrafniho modelu velky a neni v principu ni¢im omezen.

Holmes v uvedené praci rozdil v predikcich obou modelii porovnala na realnych datech o Siteni
bélaska zelného (Pieris rapae), bekyné velkohlavé (Lymantria dispar), Spacka obecného (Sturnus
vulgaris), hrdlicky zahradni (Streptopelia decaocto), moru (Yersinia pestis) a vztekliny, tj. na Skale
organismli pokryvajici znaCny rozsah parametrti T i r. U vSech téchto organismt nebyl rozdil v
rychlostech diftizni a telegrafni fronty vétSi neZ 8%. To vedlo autorku k zavéru, Ze pro vétSinu
praktickych aplikaci je krajné zjednoduseny diftiizni model naprosto dostacujici, pficemz tento zaveér
od ni prejala fada dalSich autort casto autoritativnich text ¢i u€ebnic (Shigesada & Kawasaki
1997; Turchin 1998). Turchin ve své knize povaZuje pfipad r Tt > 1 doslova za "biologicky neprilis
zajimavy", jelikoZ podle n€j je rychlost behavioralnich zmén fidicich individualni pohyb fadové
nesrovnatelné vyssi nez populacni zmény spojené s reprodukci. Ze se v tomto ohledu myli a
opomiji fadu druhti zejména vétSich savct ale i ptakii, u nichZ vysoce smérovana disperze probiha
na srovnatelné casové Skale jako reprodukce, Casto pouze jednou za Zivot jedince, pficemZz
reprodukce probihajici nékdy po cely dospély Zivot miZe i silné dominovat, potvrdili Méndez et al.
(2010). Ti pomoci telegrafniho modelu az prekvapivé presné popsali rychlost Sifeni neolitickych
zemédélcti z Predniho vychodu pres Evropu doloZené archeologickymi zaznamy a revidovali i

zminénou analyzu Siteni hrdlicky zahradni. V obou pfipadech dospéli k jednoznac¢nému zavéru, Ze

vvvvvv
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Pres o poznani realistictéjsi predpoklady ohledné pohybu jedinct v porovnani s diftzi ztistava
telegrafni model modelem makroskopickym, tj. predevSim redukuje rozdéleni disperznich

vzdalenosti na jejich druhy moment, tj. diftizni koeficient.

N N

4.4 Mezoskopické modely Sifeni

Mezoskopické modely Sifeni pouZivaji k reprezentaci pohybu disperzni jadro neboli kompletni
pravdépodobnostni rozdéleni disperznich vzdalenosti. Diky tomu disponuji mnohem vétsi
variabilitou v moZnostech popisu pohybu jedinci a nezavisi tolik na zjednoduSujicich
predpokladech jako modely makroskopické. Zasadnim vysledkem studia téchto modelt je pravé

vliv riznych tvart jadra na rychlost invazni fronty.

4.4.1 Integro-diferenéni model

Mezoskopické modely s diskrétnim casem neboli tzv. integro-diferencni modely uvedli do
ekologického modelovani Kot a Schaffer (1986). Tyto modely kombinuji diskrétni model
populacniho riistu (tj. model vhodny zejména pro organismy s neprekryvajicimi se generacemi)
s disperzi explicitné popsanou disperznim jadrem. Pfrehled vyvoje tohoto typu modeld Ize nalézt
v praci autori Neubert & Parker (2004), z nichZ také prebirdm formulaci zdkladniho modelu v
jednorozmeérné verzi.

Model predpoklada jedince s oddélenymi fazemi reprodukce a disperze, priCemZ cas bézi
diskrétné, tj. v oddélenych casovych krocich. V kazdém kroku se jedinec nejprve rozmnoZi a
nasledné se jeho potomci premisti a usadi. V dalSim kroku se tito potomci rozmnoZi a jejich
potomci se opét premisti a usadi atd. Diskrétni reprodukce je popsana diferenc¢ni rovnici
n(x,t+1)=f [n x, t)] vyjadrujici zavislost populacni hustoty (v daném misté x) v casovém kroku
t+1 na hustoté (v témZe misté x) v Case t. Jak jiZ bylo zminéno, disperze je popsdna explicitné
pomoci disperzniho jadra k(x, y), definovaného obecné jako hustota pravdépodobnosti vysledné
polohy x jedince dispergujiciho z mista y. Budeme-li predpokladat homogenni prostredi, pak je
jadro funkci pouze relativni polohy x a y, tj. k (x, y)=k (x— y). Hustotu jedinct, ktefi se v Casovém
kroku mezi ¢ a t+1 presunuli z mista y do mista x Ize pak vyjadfrit jako k(x, y) f [n ( v, t)] (tj. jedna

se o prispévek k celkové hustoté v misté x v Case t+1 od jedincti z mista y). Celkovou hustotu
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v misté x v Case t+ 1 Ize pak vyjadrit integro-diferencni rovnici ve tvaru
n(x,t+1):_fk(x—y)f[n(y,t)]dy. (4.26)

Pii TeSeni obecného chovani modelu (4.26) se zpravidla uvaZuje nékterd forma cCasové
diskrétniho hustotné zavislého populac¢niho ristu s vnitini rychlosti ristu r a Ginosnosti prostiedi K,
tj. bud logistickd diferencni rovnice n(t+1)=(1+ r)n(t)—[n(t)]2r/ K ¢i Rickerova rovnice
n(t+1)=n(t)exp[r(l—n(t)/K)] (Kot & Schaffer 1986; Andersen 1991). Zajimavym vysledkem je
lokalni Casova i prostorova dynamika modelu. Jak ukazal Andersen (1991) numerickou analyzou
nékolika modelti navrZzenych pro popis Sifeni jednoletych rostlin, pfi rostoucim parametru r
prechazi lokalni chovani modelu od stabilizované populacni hustoty pres cyklické chovani az
k deterministickému chaosu. Podobné komplexni chovani logistické verze modelu (4.26) bylo
potvrzeno i na pripadové studii Sifeni bzuc¢ivek Chrysomia albiceps v jizni Africe (Coutinho, Godoy
& Kraenkel 2012), a to v Case (na pevné daném mist€) i v prostoru (v pevné daném case). Toto
chovani neni priliS prekvapivé, nebot odrazi analogickou dynamiku dobfe popsanou u
diskrétnich modelt bez casové slozky (May 1976). Co je mozna prekvapivéjsi je skutecnost, Ze
navzdory této komplexni lokalni dynamice ma hustotné zavisla varianta modelu (4.26) za dosti

obecnych predpokladti opét feSeni v podobé invazni fronty Sifici se konstantni rychlosti (Kot et al.

1996; Neubert & Caswell 2000; Neubert & Parker 2004). Konkrétné pokud plati, Ze
1 f (n) monoténné klesa s rostoucim n (tj. neni pritomen Alleeho efekt),
2) populace roste i v nizkych pocatecnich hustotach (tj. formalné plati f”(0) > 1, coZ, jak se
lze snadno presvédcit, v typickém pripadé logistické i Rickerovy rovnice znamena
snadno splnénou podminku r>0) a

3) disperzni jadro je tzv. exponencialné omezené, tj. jeho ,konce” smérem od stfedu jadra

klesaji tak rychle, Ze je moZné je shora omezit exponencialni funkci,

pak asymptoticka rychlost invazni fronty je
1 .
czmln—ln[f (O)M(s)], (4.27)

s>0 S

kde M (s) je tzv. momentovd vytvorujici funkce disperzniho jadra definovana v tomto piipadé jako
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M (s):f:: k(x)e™dx (tj. jedna se o Laplaceovu transformaci disperzniho jadra).'! Ze vztahu (4.27)

je vidét, Ze rychlost zavisi jednak na tvaru jadra (popsan momentovou vytvorujici funkci) a jednak
na rychlosti popula¢niho rtistu v pocate¢ni fazi f'(0) , tj. vlastné na r. Z toho vyplyva, Ze vysledek
neni zavisly na konkrétni podobé hustotni zavislosti populacniho riistu a je stejny i pro linearni

model (tj. pro geometricky rist).

Vliv riznych jader na rychlost Siteni, vCetné jader nespliujicich podminku 3), zkoumali Kot et
al. (1996). Jejich prace byla motivovana skuteCnosti, Ze ackoli vétSina praktickych studii pracuje
s gaussovskym Ci alesponi exponencialné omezenym jadrem (viz podminku 3)), skutecna empiricka
i mechanisticky odvozena disperzni jadra maji tento tvar jen zfidka. Jednim z mala jader
umoznujicich analytické feSeni rovnice (4.26) je nicméné pravé jadro gaussovské, které vede
k FeSeni (4.23), pricemZ model se celkové chova v podstaté identicky jako prislusny reakcné difizni
model. PFfi dosazeni jiného jadra spliujiciho podminku 3) byly vysledné rychlosti, ziskané
numerickym FeSenim vztahu (4.26), sice konstantni, ale znacné odliSné. Podstatné jiné chovani,
s vyslednou rychlosti rostouci v ¢ase, vykazovaly modely s jadry nespliiujicimi podminku 3).
V praxi se jedna o tzv. "fat-tailed" jadra, neboli jadra s ,,téZkymi konci“, které prisuzuji relativné
velkou pravdépodobnost i dalkové disperzi (viz zminku v kapitole 4.1.1). Zakladnim vysledkem je,
Ze jadra, ktera nejsou exponencialné omezena, vedou na nikoli konstantni, ale zvySujici se rychlost

invazni fronty.

Stejni autori (Kot et al. 1996) také analyzovali variantu modelu (4.26) se zahrnutim Alleeho
efektu pomoci po castech linearizované rychlostni funkce a zavedenim tzv. Alleeho prahové
hodnoty populacni hustoty, nad niZ je populace schopna rist. Pokud byla tato prahova hodnota prilis
vysoka, invaze vZdy skoncila, tj. invazni fronta se obratila smérem do stfedu. P¥i nizZSich hodnotach
kritické hustoty vSak invaze probihala, pfiCemZ v pripadé modelu s konstantni rychlosti fronty byla
tato rychlost sniZena (aZ potud se jedna o analogicky vysledek jako v pripadé reakcné difizniho
modelu, viz Lewis & Kareiva 1993) a v pripadé modelu s rostouci rychlosti fronty byla tato rychlost
zménéna na konstantni (z toho autofi v diskusi vyvozuji problematicnost interpretace konstantnich
rychlosti pozorovanych u redlnych populaci, nebot neni jisté, zda jsou vysledkem diftize ¢i dalkové

disperze v kombinaci s Alleeho efektem). Vysledky na pripadové studii potvrdili Veit a Lewis

1 Momentova vytvorujici funkce je zptsob popisu pravdépodobnostniho rozdéleni alternativni k hustoté. Lze ukazat, Ze
je s hustotou ekvivalentni, tj. Ze pfi transformaci hustoty do M (S) nedochazi ke ztraté informace a hustotu lze z ni
zpétné zrekonstruovat. Tento alternativni zptsob reprezentace pravdépodobnostniho rozdéleni mé urcité matematické
vyhody, zejména pii vypoctu momentt rozdéleni. Integrél vSak musi existovat a byt konecny, tj. ne vSechna rozdélena
vSak maji momentovou vytvorujici funkci.

36



(1996), ktefi integro-diferencnim modelem s Alleeho efektem uspéSné vysvétlili Sifeni pénkav
Haemorhous mexicanus v Severni Americe. Déle byly tyto vysledky rozSifeny pro rtzné typy
rychlostnich kfivek s Alleeho efektem (Wang, Kot & Neubert 2002), pficemZ byla identifikovana
prahova velikost obsazeného uzemi, kterou populace musi dosahnout aby dale rostla. Tato kriticka
plocha navic nezavisela na tvaru disperzniho jadra, ale pouze na tvaru rychlostni krivky. Na tvaru

disperzniho jadra vSak na druhou stranu silné zavisela rychlost nasledné expanze.

Vyznamnym roz$ifenim modelu (4.26) je zahrnuti vékové struktury populace (Neubert &
Caswell 2000). Ve své studii tito autofi formulovali vékové strukturovany model pomoci tzv.
Leslieho matice (jinak také tzv. projek¢ni matice populace, béZné pouZivané v populacni ekologii;
viz napt. Tkadlec 2008, str. 91). Formulace modelu je pak maticovou analogii modelu (4.26) a
analytické feSeni vede na asymptotickou rychlost invazni fronty analogickou vztahu (4.27). Autofi
studii doprovazeji pripadovymi studiemi Sifeni Stétky lesni (Dypsacus sylvestris) a viceleté rostliny
Calathea ovandensis. Zahrnutim vékové struktury se tak model stdva znaCné univerzalnim, diky
diskrétnimu casu a explicitnimu zahrnuti Leslieho matice vSak neumoZiiuje modelovat spojité

vékové strukturovanou populaci (tj. hodi se idealné pro populace strukturované do Zivotnich stadif).

Modely zaloZené na integro-diferencnich rovnicich typu (4.26) se v soucasné invazni ekologii
stejné jako v matematice t€Si velké oblibé, a jsou tak jak dale teoreticky rozvijeny, tak testovany na
konkrétnich datech (viz napf. Jongejans et al. 2008; Coutinho et al. 2012). Z dalSich modifikaci
modelu lze uvést napf. modelovani populacniho vyvoje za podminky posunujiciho se arealu
rozSireni, coZ je aktualni téma zejména vzhledem k v soucasnosti pozorovanym zménam rozsireni
druhti v diisledku globalni zmény klimatu (Zhou & Kot 2010). Rada studii se také zabyva chovanim
modelu v heterogennich podminkach (Neubert, Kot & Lewis 2000; Dewhirst & Lutscher 2009).

4.4.2 Markovsky reak€éné transportni model

Markovsky reak¢né transportni model (nazev i popis prejimam z Méndez et al. 2014), vznikne
rozSifenim Markovského modelu nahodné prochazky se spojitym casem, tj. rovnice (4.18), o
reakcni clen. Vysledny model méa v jedné dimenzi podobu

on(x,t)

Y =—kn(x,t)+kin(x—&,t)k(&)d& + f(n) (4.28)
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kde A intenzita vyskytu krokd v nahodné prochazce a k( x) je disperzni jadro. Vzorec pro rychlost

invazni fronty je (pfi uvaZovani logistického populacniho rtstu)

b= min( KM(MM)—xH)

u>0

(4.29)

kde M(u) je momentova vytvorujici funkce disperzniho jadra a r je jako obvykle vnitini

rychlost riistu populace.

4.4.3 Reprodukéné-disperzni jadro

Fakt, Ze model (1) neumozZiuje alternativni volbu disperzniho jadra, spolu s tim, Ze uvazuje jak
disperzi tak reprodukci jakoZto nezavislou na véku (coZ zjevné u vétSiny alespon zZivociSnych druhti
neplati), vedl van den Bosche a jeho kolegy (van den Bosch, Metz, & Diekmann 1990) k formulaci
modelu zaloZeného na tzv. reprodukcné-disperznim jadru (reproduction-and-dispersal kernel).
Autori definuji reprodukcné-disperzni  jadro B(a,},;f ) jako hustotu novych jedinct
vyprodukovanych za jednotku Casu v misté X jedincem véku a vzniklym (narozenym) v misté _é
Pomoci tohoto jadra tak elegantnim zpisobem kombinuji populacni dynamiku s disperzi jiz na
urovni jedince, a nikoli aZ na trovni celé populace, jak to Cini vétSina ostatnich modeld. jinymi
slovy jak disperze, tak reprodukce jsou posany mezoskopicky. Model pak pouZiva reprodukcné-
disperzni jadro k vyjadreni zavislosti poctu nové vzniklych jedinci v misté X a v Case t na poctu
vSech jedinctd vzniklych ve vSech moznych mistech v minulosti. V nésledujicich odstavcich nejprve
pribliZim model detailnéji, jak je popsan v praci van den Bosch, Metz, & Diekmann (1990), s tim,
Ze se pokusim jej interpretaCné zpristupnit, a posléze uvedu jeho specialni pripad a z néj odvozené
priblizné vztahy pro rychlost invazni fronty, jak jsou shrnuty v praci van den Bosch et al. (1992).

Predpokladame-li homogenni prostfedi, pak je jadro B rotaCné symetrické, tj.
B(a,SE,E ):B (a,|5<’—€|). Jadro je moZné znormovat jeho podélenim ocekdavanym celkovym

mnozstvim potomkd vyprodukovanych jednim jedincem béhem celého jeho Zivota (tzv. net

reproduction) oznacovanym jako R,. V naSem kontextu je R:f0 f o B(a,x)dxda a normované

jadro ma tvar B(a,|3'<—§|)=Rle(a,|3<'—E|). Diky normovani lze jadro B interpretovat jako

pravdépodobnost, Ze jedinec narozeny v misté & zplodi ve véku a potomka v misté X .
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Normované jadro lze dale rozloZit na dvé komponenty odpovidajici obéma marginalnim

hustotam, totiZz na tzv. reprodukéni jadro Bo(a)z f sz(a,x)dx a disperzni jadro
D(x):f:B(a,x)d a, priCemZz se predpokladd jejich statistickd nezavislost, tj. Ze plati

Bla,x)=p’(a)-D(x). Diky tomuto rozkladu lze konkrétni reprodukéné-disperzni jadro formulovat
pomoci jeho dil¢ich jader, tj. zvlast’ definovat disperzni jadro a zvlast’ reprodukcni. Reprodukéni
jadro lze pritom interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti ,,véku otéhotnéni“ jedince, tj. jako
pravdépodobnosti popis vékové zavislé reprodukce, zatimco disperzni jadro je hustotou
pravdépodobnosti mista narozeni priumérného potomka, jehoZz rodi¢ se sam narodil v pocatku

soufadnic.

Oznacime-li poCet nové vzniklych jedinci v misté X a v Case t jako b(t,??), pak lze model

formulovat jako

blt, %)= [ blt—a,E)pla,x—E|dEda. 4.30)

Bude-li jednotkou Casu napf. rok, pak soucin b(t—a,_é),B(a, |5<’—E|) vyjadfuje pocet jedincii
narozenych pred a lety v misté _é nasobeny pravdépodobnosti, Ze takovy jedinec v soucasnosti (tj.
kdyZ mu je a let) zplodi potomka v misté X. Jinymi slovy soucin vyjadfuje pocet novych jedinct
v misté X zplozenych rodi¢i narozenymi pred a lety v misté _é Alternativné 1ze model formulovat

pomoci celkového poctu jedinci N (t ,32) v misté X v Case t jako

Nlex)=] [ ble-a,Z2(a|3-F]dZda @

0 §?

kde L(a,|5<'—§|) je pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku a narozeny v misté _é je dosud Zivy a Zije
v misté X.

Obecné feSeni rovnice (4.30) vede minimalné pro rotacné symetricka jadra (a pravdépodobné i
pro nesymetrickd, viz van den Bosch et al. 1990) opét ke konstantni asymptotické rychlosti invazni
fronty, podobné jako v pripadé modelu (4.19). Konkrétni rychlost je vSak pro kazdé reprodukcné-
disperzni jadro jina a je mozZné ji spocitat (zpravidla numerickym) reSenim soustavy integralnich

rovnic odvozenych ve zminéné praci (van den Bosch et al. 1990). Ackoli podobny postup je pro
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vétsinu prakticky orientovanych biologii neschiidny, ve skutecnosti tak rovnice (4.30) predstavuje
velmi univerzalni model schopny zahrnout nejrtizné€jSi modely vékové strukturované disperze i
reprodukce, vcetné diskrétnich. Navic, ackoli model (4.30) je linearni v tom smyslu, Ze implicitné
predpoklada populacni rist nezavisly na hustoté (tj. exponencialni resp. geometricky), jeho
nelinearni analogie zahrnujici rizné podoby populacniho ristu zavislého na hustoté vedou vzdy ke
stejné asymptotické rychlosti fronty jako prislusna linearni varianta. Tento vysledek je v zasadni
shodé s chovanim modelu (4.26), navic existuje bohatd evidence, Ze podobna aproximace
nelinearnich modeli prisluSnymi linearnimi plati zcela obecné (tzv. linearni domnénka, angl. ,linear

conjecture®, viz van den Bosch et al. 1990; Mollison 1991; Kot et al. 1996 ad.).

Pro praktické ucely navrhli autofi modelu (4.30) jeho specialni pfipad, umoZiujici odvozeni
pribliznych explicitnich vztahti pro rychlost invazni fronty, zahrnujicich biologicky dobre
interpretovatelné parametry (van den Bosch et al. 1990, 1992). V tomto modelu jsou demografické
charakteristiky popsany pomoci vékové specifické preZivaci pravdépodobnosti L(a) (€.
pravdépodobnosti, Ze se jedinec doZije véku a) a vékové specifické fertility m(a) (tj. rychlosti
s jakou jedinec ve véku a produkuje potomky). Disperzni charakteristiky jsou pak popsany pomoci
disperzniho jadra D(a,|5§—€||alive), coZ je podminéna pravdépodobnost, Ze jedinec narozeny

v misté & Zije ve véku a v misté X, za predpokladu, Ze se véku a doZzil. Pomoci téchto charakteristik

1ze reprodukcné-disperzni jadro formulovat jako

B(t,|5<’—€|)=L(a)m(a)D(a,|5<'—§||alive), (4.32)

pri¢emZ rovnice (4.30) a (4.31) pak prechazeji v

b(t’}):f f b(t—a,z)L(a)m(a)D(a,|?<—E||alive)dEda (4.33)
0 mQ
N(t,i):Tfb(t—a,_’)L(a)D(a,|3<'—_€’||alive)dzda (4.34)
0 g2

Charakteristiky L(a) a m(a) maji tu vyhodu, Ze jejich priblizné empirické hodnoty pro rizné véky
resp. Zivotni stadia daného organismu byvaji pro nékteré organismy k dispozici v podobé tzv.

Zivotnich tabulek (life tables).
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Autori uvadéji tfi zjednoduSené varianty modelu (4.33), pro které je mozné nalézt alespon

priblizné explicitni vztahy pro rychlost fronty:

1. Model s gaussovskym dispersnim jadrem (tj. predpokladajici zcela nahodnou disperzi
béhem celého Zivota jedince). Tento model vede na rychlost invazni fronty odpovidajici

reak¢né difiznimu modelu, tj. na vztah (4.23).

2. Model s pomalou reprodukci (tj. pfi R,<1,5). V tomto ptipadé lze rychlost aproximovat

pribliZnym vztahem

v = %ﬁln R, (4.35)

kde 0 je smérodatna odchylka marginalniho disperzniho jadra, coZ je disperzni jadro pro
pohyb meéfeny pouze podél jedné (libovolné) prostorové osy, a u je stfedni hodnota

reprodukc¢niho jadra.

3. Model se stfedné rychlou reprodukci (R,<7) a reprodukénim jadrem s varia¢nim
koeficientem v/u < 0,06. Priblizny vztah pro rychlost fronty nyni zahrnuje i podrobnéjsi

informaci o tvaru reprodukéniho a disperzniho jadra, konkrétné zahrnuje parametry v°, coz
je rozptyl reproduké¢niho jadra, y, coZ je SpiCatost® disperzniho jadra, a B, coZ je parametr
popisujici miru interakce mezi disperzi a rozmnoZovanim (pro organismy, které se po
disperzni fazi v mladém véku usadi a po zbytek Zivota nedisperguji je =0, pro organismy
dispergujici po cely Zivot je f=v*/u’). Vzorec m4 tvar

v = %\/ZIHR (4.36)

[(ﬁ) [3+— ]lnRO

Autori (van den Bosch et al. 1992) dale rozebiraji odhad parametrti z dat a demonstruji pouziti
modelu na prikladu Sifeni hrdlicky zahradni (Streptopelia decaocto) v Evropé, jiZ zminéné ondatry
piZmové (Ondatra zibethicus) rovnéZz v Evropé, Spacka obecného (Sturnus vulgaris) v Severni
Americe, volavky rusohlavé (Bubulcus ibis) v Jizni i Severni Americe a vrabce domaciho (Passer
domesticus) opét v Severni Americe. (Lensink 1997) model tspésné aplikoval na data o Sifeni

velkého mnoZstvi druhd dravct ve Velké Britanii a Nizozemi, kde se tyto druhy béhem druhé

2 Spicatost je jedna z charakteristik funkce hustoty pravdépodobnosti zaloZend na jejich vyssich momentech a
popisujicich (jak nazev napovida) urcity aspekt jeho tvaru.

41



poloviny 20. stoleti, tj. po zahajeni jejich cilené ochrany a sniZeni koncentraci Skodlivin typu DDT

v prostiedi, zacaly rychle navracet do svého piivodniho areélu.

4.5 Modely Sifeni v Fi€nich sitich

Modelovani Sifeni v Fi¢nich sitich pomoci jednoduchych modeld typu diftize pochopitelné v
principu narazi na jejich sloZitost. Z hlediska dvourozmérného prostoru se Siteni probihajici pouze
podél sloZité tvarovanych preferencnich cest jevi jako Sifeni extrémné heterogennim prostfedim
(Campbell, Blackwell & Woodward 2002), pokud naopak chdpeme prostor ficni sité jako
jednorozmérny, nardZime na problém s jeho vétvici se strukturou. Ve skutec¢nosti neni Ficni sit’
mozZné povazovat ani za jednorozmérny, ani za dvourozmérny prostor, ale spiSe za néco mezi tim

(Campbell Grant et al. 2007).

Pres svou sloZitou vétvici se strukturu vSak precijen Fi¢ni sité vykazuji jistou geometrickou
pravidelnost, jiZ dlouhou dobu dobfe znamou hydrologtim v podobé tzv. Hortonovych zdkont. Tato
pravidelnost spocCiva v tzv. sobépodobnosti, neboli vlastnostech invariantnich ke zméné méritka.
Matematicky to lze vyjadrit tak, Ze Ficni sité maji tzv. fraktalni strukturu (resp. maji ji alespon v
jistém rozmezi méfitek; viz Tarboton, Bras & Rodriguez-Iturbe 1988). Fraktalni objekty 1ze oproti
obyCejnym geometrickym objektiim charakterizovat necelociselnou dimenzi (tzv. fraktalni dimenzi,

ktera je zobecnénim dimenze Euklidovské).

Studium transportnich procesti na fraktalnich strukturach, prestoZze ma jiz pomérné dlouhou
tradici zejména ve fyzice, kde se vyuziva k modelovani transportu ¢astic poréznim prostfedim, stale
narazi na uskali spojena se sloZitosti systému, diky cemuZ fada empiricky zjiSténych zakonitosti
dosud postrada teoretické vysvétleni (Méndez et al. 2014). Pro uCely modelovani Sifeni na fi¢nich
sitich vSak ve skutecnosti neni tfeba studovat proces na skutecnych fraktalech, jdoucich v
sobépodobnostnich vlastnostech aZ do nekonecné malych méritek, ale staci se soustfedit na tzv.
hiebenovité (angl. "comb-like") struktury. I na nich je nicméné potfebny matematicky aparat velmi
pokrocily, proto se zde omezim pouze na stru¢nou prezentaci vysledki pfimo aplikovatelnych pro

odhad rychlosti invazni fronty.

Prezentovany pristup uvedli do ekologie Campos et al. (2006). Ti ve svém clanku prezentuji
velmi univerzalni, mezoskopicky pfistup ke studiu transportnich procesii zaloZzeny na modelu

pohybu pomoci nahodné prochazky se spojitym casem a demonstruji, jakym zptisobem lze v ramci
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n€j resit i transport na (nejen Ficnich) sitich (pristup je také podrobné vyloZen v knize Méndez et al.

(2010) vcetné nazornych biologickych a ekologickych aplikaci).

Zakladnimi parametry ndhodné prochazky se spojitym ¢asem jsou pravdépodobnostni rozdéleni
dob mezi jednotlivymi kroky a pravdépodobnostni rozdéleni vzdalenosti kroki (mohou byt kladné i
zaporné), tj. pravdépodobnostni hustoty ¢(t) a k(I) (k neni nic jiného neZ disperzni jadro). Pokud
budeme uvazovat reakcni Clen (tj. populacni dynamiku) v podobé logistického ristu, pak transportni

proces lze vyjadfit pomoci tzv. Hamiltonovy-Jacobiho rovnice ve tvaru

(15) = kip) + %(ﬁ _1)’ (4.37)

kde ¢(s) a k(p) jsou momentové vytvorujici funkce ¢(t) a k(I). Oznacime-li Feeni této rovnice

jako p', pak pro rychlost invazni fronty plati

(4.38)

Pokud tedy zndme ¢(t) a k(1) pro konkrétni populaci resp. druh, lze je dosadit do rovnice
(4.37), tu numericky vyftesit a dosadit do (4.38). V jednodusSich specialnich ptipadech je pak mozné
ziskat i analytické reSeni (prikladem je vztah (4.29) u modelu (4.28)).

Pouziti tohoto pristupu na diftizi v sitovych strukturach vychazi z uvazovani situace, kdy pohyb
siti posuzujeme v urcitém jednom sméru, napt podél néjaké hlavni vétveé sité. Porovname-li rychlost
pohybu castice podél této linie s pohybem podél obycejné pfimé linie bez postrannich vétvi, bude
pohyb siti (méfeny ve sméru "hlavni vétve" sité) oproti pfimému pohybu zpomalen "zachytavanim"
se Castice v postrannich vétvich. Toto zpozdéni pfitom miZeme vyjadfit pomoci
pravdépodobnostniho rozdéleni dob mezi kroky méfenym pouze podél hlavni linie, do néhoZ toto
zpozdéni zakomponujeme. Pokud se ndm podafi toto rozdéleni nalézt, pak miZeme cely problém

reSit jako obycejny jednorozmérny transport dosazenim tohoto rozdéleni do (4.37).

Pro reprezentaci ficnich siti se Casto pouZivaji but’ tzv. OCN sité ("Optimal Channel Network",
viz Rigon et al. 1993), nebo tzv. Peanovy sité, coz je priklad zminéné hifebenové struktury. Oba dva
typy maji podobné geometrické vlastnosti, které se navic podobaji vlastnostem realnych Ficnich siti

(Méndez et al. 2010). Vzhledem k tomu, Ze se oba typy siti projevuji pfi modelovani Sifeni velmi
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podobné, budu zde uvazovat pouze Peanovy sité, které jsou jednak jednodussi, jednak dovoluji

kontrolovat stupen rozvétveni sité.

Peanova sit’ konstruk¢niho stupné Q=1, Q=2 a Q=3 je zobrazena na obrazku 4.8, z néhoz je
princip konstrukce této sité ziejmy. Je vidét, konstrukcni stupeni Q vyjadiuje stupen rozvétveni a Ze

pii Qo0 obdrzime fraktalni strukturu.

T 4t
P

— +H

Q=1 Q=2 Q=3

Obrazek 4.8: Peanovy sité konstrukcnich stsupn 1, 2 a 3. Zdroj: (Méndez et al. 2010).

Jak ukazuji Méndez et al. (2010), pro Peanovu sit, logisticky populacni rtst a nevychylenou
nahodnou prochazku (tj. pravdépodobnost pohybu z daného mista "doleva" i "doprava" jsou stejné)
plati v limitnim pfipadé velmi malych krokt a velmi kratkych dob mezi nimi vztah pro rychlost

fronty

21%r
= ) (4.39)
\/ (t)

kde (t) je stiedni doba mezi kroky podél hlavni linie. Tento vztah neni ni¢im jinym neZ vztahem pro
diftizni rychlost (4.23), kde D=[°/{t). Lze ukazat, Ze pro Peanovu sit Q=1 je (t)=3, kde T je
cekaci doba mezi kroky (tj. uvaZzujeme-li skuteCny pohyb castice vcetné pohybu probihajiciho po

postrannich vétvich). Obdobné pro Q=2 je (t)=9t (stejné lze ziskat vztahy i pro vy3si Q, vypocet

vvvvvv

V pripadé, Ze makroskopicka diftizni limita (tj. zminény ptfedpoklad velmi malych a velmi
Castych krokii) predstavuje priliSné zjednoduSeni, Ize z feSeni Hamiltonovy-Jakobiho rovnice pro
Peanovu sit’ odvodit obecny vztah (opét s uvazovanim nevychylené ndhodné prochazky a

logistického populacniho riistu)
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L (rl,r| (4.40)
o(s)\" s) s

kde r je vnitfni rychlost riistu populace a kde pro Q=1 je ¢(s)=exp(—ts)/(2—exp(—21s)) a
pro Q=2 je ¢(s)=(4 epx(—ts)—3exp(—3ts))/(8—7exp(—21s)).

Campos et al. (2006) demonstrovali pouZiti popsaného pristupu na modelu Siteni
severoamerickych pristéhovalcii z vychodniho pobfeZzi pres kontinent béhem 19. stoleti, kdy
presvédcivé ukazali, Ze uvazovanim Ficnich siti jako preferencnich cest migrace a naslednou

odpovidajicim historickym zaznamam.

Uvedené vysledky dale rozsitili Bertuzzo et al. (2007) uvaZovanim disperze vychylené ve
sméru proudu. Model aplikovali na Peanovy i OCN sité, navic vSak také na redlnou Fi¢ni sit
extrahovanou z digitdlniho modelu terénu. Na v3ech sitich byl model simulovan, u Peanovy sité
bylo odvozeno i analytické feSeni. Z vysledkt plyne, Ze rychlosti invazni fronty velmi silné zavisi
na stupni vychyleni disperze ve sméru toku (tj. na sile ,,advekce®) a na distribuci a poctu reakcnich
mist. Stejnému autorskému kolektivu (Bertuzzo et al. 2008) se také pomoci uvedeného
modelovaciho pristupu podafilo tspéSné rekonstruovat a analyzovat mechanismy Sifeni cholery

béhem epidemie v jiZni Africe v letech 2000 az 2002.

4.6 Odhad parametrii modelu z dat

Riizné pristupy k praktické aplikaci modelt Siteni v zavislosti na typu dat o pohybu jedinci a
ucelu modelovani popisuje Turchin (1998), ktery také navrhuje nasledujici, od jednodussich modeli

o7

ke sloZitéjSim postupujici algoritmus pri modelovani Sifeni invazni fronty:

1. Odhadni parametry Fisherova reak¢né difizniho modelu, tj. vnitini rychlost ristu populace a
diftzni koeficient, z dat o individualnim pohybu jedinct a vypocitej rychlost invazni fronty

dle vzorce (4.23).

2. Ovér, zda pouzZiti néjakého podrobnéjSiho (a tedy i biologicky spravnéjSiho) modelu
zaloZzeného na reprodukcné-disperznim jadie nedava podstatné jiny vysledek. Pokud ano,

pouZzij vysledek podrobnéjSiho modelu.
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3. Prozkoumej tvar disperzniho jadra, zejména jeho konce, nakolik to dovoluji dostupna data o

disperzi na dlouhé vzdalenosti.

4. Porovnej predpovédi vySe uvedenych modelG s pozorovanou rychlosti Sifeni. Pokud se
vyrazné neshoduji, ovér predikce analytickych model pomoci simulaci. Vzhledem k tomu,
Ze analytické formule rychlosti invazni fronty predstavuji asymptotické chovani systému v
Case t->oo, nemusi v praxi dosud nastat. Simulace procesu vzniku invazni fronty napr.
odpovidajicim multiagentnim modelem miiZe tento stav odhalit a navic predpovédét, kdy k

dosaZeni asymptotické rychlosti dojde.

5. V pripadé, Ze se modelové predpovédi stale vyrazné neshoduji s pozorovanim, je mozné, Ze
je v modelu podhodnocena disperze na dlouhé vzdalenosti, ktera typicky chybi v datech
(pozorovani jedinci napr. opustily oblast dosahu pozorovani). V takovém piipadé pouZzij tzv.
inverzni pristup a pouzij pozorovanou rychlost Sifeni k odhadu disperznich parametri (tj.
diftzniho koeficientu ¢i disperzniho jadra). (Inverzni pfistup timto zptisobem pouzili Veit a
Lewis (1996) k odhadu sily Alleeho efektu v modelu Siteni hyla mexického v Severni

Americe.)

6. Pokud ani po kalibraci disperznich parametri neddvd model rozumnou shodu s daty,
pravdépodobné je za Sitfeni zodpovédny jiny mechanismus, neZ jaky je obsaZen v modelu. V
takovém pripadeé je treba mechanismus - a tedy i model - zménit, napt. uvazovanim Alleeho

efektu, heterogenniho prostredi apod.

Pro aplikaci modell je pochopitelné nezbytné odhadnout jeho parametry z dostupnych dat o
zajmovém druhu, tj. o jeho disperzi a reprodukci. VycCerpavajici pojednani o riiznych metodach
odhadu populacnich parametrii z nejriiznéjSich typti dat predstavuje kniha Hamishe McCalluma
(McCallum 2000). Nasledujici prehled se zaméfuje na metody tykajici se modeld probiranych a

aplikovanych v této praci.’

3V celé praci pro jednoduchost nerozliSuji mezi parametry a jejich odhady z dat. Zda se jedna o teoreticky parametr
nebo jeho konkrétni odhad je jasné z kontextu.
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4.6.1 Odhad reprodukénich parametrt

Pro odhad vnitini rychlosti ristu populace r z ¢asové fady populacniho vyvoje doporucuje
McCallum (2000) jeden ze dvou nasledujicich postupi. JelikoZ z exponencidlniho modelu

populacniho ristu vyplyva

In(N(t))=In(N,)+ rt (4.41)

je nasnadé odhadnout r jako sklon regresni pfimky proloZené logaritmovanymi hodnotami velikosti
populace v zavislosti na case. Legitimita tohoto postupu zavisi na typu fluktuaci skute¢ného
pozorovaného populacniho vyvoje kolem teoretického modelu (4.41). Pokud jsou tyto fluktuace
zptusobeny predevS§im chybami méfeni - Casto byva velikost populace pouhym odhadem - lze
predpokladat, Ze jsou v jednotlivych Casech vzajemné nekorelované a uvedena linearni regrese a jeji
statistickd vyznamnost jsou korektni. Pokud jsou vSak fluktuace v casové fadé zplisobené napr.
fluktuacemi v klicovych podminkach prostiedi (napt. klimatické vykyvy, proménliva dostupnost
zdrojt apod.), je velmi pravdépodobné, Ze je v nich obsaZena jistd mira casové autokorelace. V
takovém pripadé doporucuje McCullam prejit od velikosti populace k jejim rozdilim mezi dvéma
nasledujicimi zaznamy, ¢imZ se vétSinou autokorelace sniZzi. Odhad r je pak mozZné provést jako

sklon regresni primky (prochazejici pocatkem)

i

In—/VT;=rv7T, (4.42)

i-1

kde T, je Casovy interval mezi N, a N,_,. At jiZ vSak pouZijeme kterykoli z uvedenych pfistupd, je
treba mit na paméti, Ze oba plati jen za predpokladu platnosti modelu (4.41), tj. u populaci
vykazujicich exponenciédlni rtst. To je ve shodé s definici vnitfni rychlosti riistu populace jako
rastu, kterého by populace v daném prostfedi dosahla bez jakychkoli omezujicich podminek, jako
napt. konecnost plochy a zdroji ¢i interakce s jinymi druhy. V praxi je tak nutné regresni vztah
vySetfovat pouze v té Casti Casové fady populacniho ristu, kde je zjevny exponencialni rist, a to

idealné u mladé populace s nizkou populacni hustotou.

Vnitini rychlost ristu populace lze také odhadnout lokalné pro dany Casovy tsek mezi Casy t a

t—1 jako (Tkadlec 2008)

47



(4.43)

Takovy lokalni odhad je sice pochopitelné zatizen velkou chybou, nicméné jeho vyhodou je, Ze 1ze
obdrZet celou ¢asovou fadu rychlosti a pomoci ni vySetfovat mozné nestandardni zavislosti rychlosti

rastu na populacni hustoté (napr. Alleeho efekt; viz Gregory, Bradshaw, and Brook 2010).

Konecné vnitini rychlost rtstu Ize odhadnout i z Zivotni tabulky populace (McCallum 2000;
Méndez et al. 2014), resp. z funkce prezivani (survival function) L(a), ktera udavé
pravdépodobnost, Ze se jedinec doZije véku a, a vékové specifické fertility m(a) udavajici
oCekavany pocet mlad’at samice ve véku a. Myslenka vychazi z toho, Ze pokud populace s Casem t

exponencidlné roste s konstantou umérnosti r, pak stejnou rychlosti musi rist i pocet nové
narozenych samic. Ozna¢ime-li tento pocet nové narozenych samic B(t), pak B(t)=Ce" kde C je

integracni konstanta. Dosazenim tohoto vztahu do Lotkovy rekurentni integralni rovnice

B(t) = IB(t—u)L(u)m(u)du (4.44)

dostavame vztah

J e L(Om(e)de = 1, (4.45)

coZ je tzv. Lotkova-Eulerova rovnice. Lze ukazat, Ze ma jednoznacCné feSeni, jimZ je pravé r. Odtud
Ize odvodit vztah pro odhad r z Zivotni tabulky udévajici empiricky zjisténé hodnoty L(a) a m(a)

pro dany druh (Méndez et al. 2014):

r = 2 Lla)m(a)(e ™ =), (4.46)
i=1

kde n je poCet zaznami v Zivotni tabulce (odpovidd maximéalnimu uvazovanému véku jedince), a, je
i-ty vék v Zivotni tabulce, pfiCemZ intervaly mezi a; a a,_, obecné nemusi byt stejné. Vzhledem k
tomu, Ze r v tomto vztahu vystupuje na obou stranach, je tfeba rovnici FeSit numericky

(nejjednoduseji metodou "pokus-omyl").

48



Pouziti Zivotnich tabulek k odhadu r v sobé& nicméné skryva tskali. Zivotni tabulky jsou totiz
vétSinou konstruovany k popisu populaci s ustalenou vékovou strukturou. Vékova struktura se
nicméné v pocatecni fazi populacniho vyvoje méni (pro pripad bobrt viz Heidecke 1984), tj. je
neustalena. Parametr r by vSak mél popisovat pravé pocatecni, tj. exponencialni fazi ristu. Presto
tento zptusob odhadu v kontextu modelovani Sifeni prevlada (napf. van den Bosch et al. 1992;

Méndez et al. 2014).

V nékterych modelech se k popisu reprodukce nepouziva vnitini rychlost ristu populace, ale tzv.
mira reprodukce na hlavu, neboli stfedni poCet mlad’at vyprodukovanych za cely Zivot jedince. Lze

ji definovat pomoci L(a) am(a) jako

R, = [L(a)m(a)da. (4.47)
0

Odtud plyne i zptisob odhadu

R, = ZL(ai)m(ai)(ai_ai—l)' (4.48)

Ze vztahi (4.45) a (4.47) je vidét vzajemny vztah mezi r a R,. Jak uvadi Méndez et al. (2014),

pokud je splnéno, Ze reprodukce se v populaci odehrava vidy jednou za generaci a Cas mezi

generacemi T je konstantni, pak lze odvodit vztahy

r = %ln R,, neboli R, = €. (4.49)

Uvedené predpoklady jsou typicky splnény pro integro-diferen¢ni model, z ¢ehozZ plyne, Ze zname-
li r, miZeme v pfipadé tohoto modelu odhadnout R, pomoci vztahu (4.49) namisto nutnosti
zahrnovat do odhadu vékovou strukturu. Odhad Zivotnich tabulek miZze totiZ byt zatiZen relativné
vétsi chybou neZ odhad r z Casové fady populacniho vyvoje. Navic model (4.26) s vékovou

strukturou nepracuje.

49



4.6.2 Disperzni parametry

Disperze ve vétSiné modell reprezentovana difiznim koeficientem D, v nékterych podrobnéji
disperznim jadrem. Ve vztazich pro rychlost invazni fronty vSak nevystupuje pfimo disperzni jadro,
ale jeho momentova vytvorujici funkce. Ackoli samotnd data popisujici disperzi mohou vypadat
rizné, zde budu uvaZovat pouze pripad, kdy maji podobu bud piimo senzmau jednotlivych
namérenych disperznich vzdalenosti (méfenych ve vSech smérech kladné), nebo jejich souhrn v

podobé histogramu.

Disperzni jadro je mozné odhadovat pomoci proloZeni dat néjakou matematickou krivkou, resp.
pravdépodobnostnim rozdélenim (viz kapitolu 4.1.1 a obrazek (4.1)). V takovém pripadé jde o
ulohu odhadu parametri tohoto rozdéleni. Ackoli je tento pristup tradi¢ni (Kot et al. 1996), Méndez
et al. (2014) nazorné demonstruji zasadni vliv pouZitého rozdéleni na vyslednou invazni frontu. Na
redlném piikladu porovnali odhady parametrti dvou parametrickych disperznich jader a z nich
plynouci rychlosti invaznich front, pfiCemz zjistili, Ze prestoZe obé jadra velmi dobfe vystihovala
namérena disperzni data (v praxi je od sebe neslo rozliSit a tudiZ ani rozhodnout, které jadro "sedi"
na data 1épe), rychlost fronty byla u jednoho jadra zhruba dvojnasobna neZ u druhého. Tento efekt je
zjevné zpusoben tim, Ze ackoli jsou obé jadra v dobré shodé s daty, na rychlost fronty ma zasadni
vliv "konec" disperzniho jadra popisujici pravdépodobnost dlouhych disperznich vzdalenosti.
Téchto dlouhych disperznich vzdalenosti vSak v datech vétSinou byva malo, proto pravé odhad
konce jadra byva u parametrickych jader velmi neurcity a mtize jadro od jadra velmi liSit, aniZ by to
ovlivnilo celkovou shodu jadra s daty. Z tohoto diivodu autofi doporucuji pouzit radéji
neparametrické odhady, které navic Casto davaji lepsi shodu s daty neZ jadra parametricka, jak
demonstruji na klasickém pfipadu Sifeni ondatry piZmové. V dalSim textu vychazim z
neparametrickych odhadii uvedenych ve zminéné knize Méndez et al. (2014), vcCetné odhada

difazniho koeficientu.

Odhady disperzniho jadra (resp. jeho momentové vytvorujici funkce) i difuzniho koeficientu se
pochopitelné 1isi podle toho, zda uvaZujeme jednorozmérné ¢i dvourozmérné Siteni. Tomu by
samoziejmé meéla odpovidat i data, tj. v pripadé jednorozmeérného Sifeni se jedna o disperzni
vzdalenosti méfené podél linie Sifeni, v pripadé dvourozmérného Sifeni o disperzni vzdalenosti

mérfené v prostoru jako Euklidovské vzdalenosti mezi mistem zacatku a konce disperze.
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Jednorozmérny diftzni koeficient 1ze odhadnout z disperznich vzdalenosti jako

Y 2. d. (4.50)

kde T je Cas mezi generacemi, N je poCet zaznamenanych disperznich délek a d, jsou samotné

disperzni délky. V pripadé histogramu disperznich délek ma vzorec pro odhad D tvar

L Z,-Lzl fi(di3 - di3—1)
bt ZiL:1 fi(di - di—l)

iD= (4.51)

kde L je pocet tfid histogramu a f, je relativni Cetnost zaznamu s danou disperzni délkou d,.

Pro odhad dvourozmérného diftizniho koeficientu z dat v podobé disperznich délek plati

N

Dyp =7 N - Z (4.52)

v pripadé dat v podobé histogramu

D, =—=rr : (4.53)

Vzorec pro neparametricky odhad jednorozmérné momentové vytvorujici funkce disperzniho

jadra je

N
%Z cosh ptd (4.54)

v pripadé dat v podobé histogramu

’ h(ud,) — sinh(ud
MlD(M)=éZ filsinh(ud;) - sin (u 11)} s

lefd —d._
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Pro dvourozmérnou momentovou vytvorujici funkci pak analogicky plati vztahy

1 N
= ; (4.56)

Y ofldI,(wd)—d_ I (ud~1
Mo (1) = %Z fildiT(wd) —d, 1 (n )]’ o

Z,:l fi di _dil)

kde I,(x) a I,(x) jsou tzv. modifikované Besselovy funkce prvniho druhu fadu O resp. 1.

4.6.3 Parametry reprodukéné-disperzniho jadra

vvvvvv

uvadénym modelem (viz vztah (4.36)), pricemZ jeho parametry jsou oproti ostatnim modeltim do
znacné miry specifické. Jejich vyznam i zptisob odhadu shrnuji (van den Bosch et al. 1992), z nichz

nasledujici prehled cerpa.
Odhad parametru R, byla probran v kapitole 4.6.1.

Pro odhad stfedni hodnoty w a rozptylu v* reprodukéniho jadra plati

1~ a;ta;_,
= — . . 4.58
m R 1; L(a,)m(a,) > (4.58)
n 2
2 1 a+a; 2
= . . — 4.59

Rozptyl ¢* a $picatost y disperzniho jadra lze pro organismy, které disperguji pouze jednou za

Zivot a po zbytek Zivota Ziji usedle, odhadnout pomoci vzorcii

2 1 2

o° = — . d, (4.60)

_ 3 id‘l 3

= anot L= (4.61)
no i=1
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5. Ekologie bobra evropského

Autoritativni monografii shrnujici dosavadni poznatky o biologii a ekologii bobri predstavuje
kniha Dietlanda Miillera-Schwarzeho (Miiller-Schwarze 2011). Je zaméfena jak na bobra
evropského (Castor fiber), tak na bobra kanadského (Castor canadensis), priCemz vzhledem k
autorové védeckému zazemi lehce prevazuje diiraz na bobra kanadského. To je vSak mozné pricist i
faktu, Ze bobr kanadsky je oproti evropskému o néco vice studovan (jak vyplyva z porovnani
zaznami na Web of Science, asi 60% studii zaméfenych pouze na jeden ze zminénych druhii se
zameéruje na bobra kanadského; stejny pomér lze zjistit i z databaze Google Scholar). Oba druhy
jsou nicméné ve vétSiné ohledii velmi podobné (viz uvedena kniha). Nasledujici shrnuti ekologie
bobra evropského se proto opird i o udaje o bobru kanadském, u kaZzdého zdroje vSak explicitné
uvadim, o ktery druh se jedna. Shrnuti pochopitelné neni Gplné, zamétuje se pouze na ty aspekty,
které jsou dulezité z hlediska modelovani Sifeni bobfich populaci. Zakladnim zdrojem pro tuto
kapitolu je uvedena kniha (Miiller-Schwarze 2011), na kterou proto dale nebudu explicitné
odkazovat. Odkazy na jiné, ptivodnéjsi zdroje uvadim pouze u informaci, které bud v této

e

monografii nejsou zminény, pfipadné ne dost podrobné, nebo jsou pro dalSi ¢asti této prace zasadni.

5.1 Socialni struktura

Jak bobr evropsky, tak bobr kanadsky je socialné monogamni. Z hlediska genetické monogamie
je situace komplikovanéjsi. U bobra kanadského zjistila geneticka studie (Crawford et al. 2008), Ze
vic jak polovina vrhti pochazi od dvou a vice otcti. Naproti tomu genetické analyza populace bobra
evropského potvrdila, Ze tento druh je nejen socialné, ale i geneticky monogamni (Syrtickova et al.
2015). U obou druhti je vSak bézné, Ze se rodicovsky svazek po nékolika letech rozpadne a jeden z
rodicti je nahrazen napr. nové prichozim mladSim jedincem. Pfesto je mozZné Fict, Ze bobri Ziji v
ustalenych rodinnych uskupenich, sestavajicich vétSinou z rodiCovského paru a jedné i dvou
generaci potomku. Bobfi maji také dobfe vyvinutou schopnost rozpoznat blizce pribuzného jedince
(napr. vnuka), a to i v pripadé, kdy se s nim dosud nesetkali (Sun & Miiller-Schwarze 1997).

Naopak proti nepfibuznym jedincim bobfi sva teritoria aktivné brani a zna¢i pachovymi znackami.
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5.2 Rozmnozovani

RozmnoZovani je jednim z mala aspektli, v némz se tradi¢né uvadi bobr evropsky jako odlisny
od bobra kanadského, a to predevsim z hlediska reprodukcni schopnosti (tj. velikosti vrhu a véku
pohlavni zralosti). Ani zde vSak rozdil neni prili§ velky. Bobfi se rozmnoZuji pravidelné jednou
rocné, obdobi fije zacind u bobri evropskych koncem prosince a trvat mize aZz do brezna. K

narozeni mlad’at dochazi zhruba v dubnu az ¢ervnu. Pomér pohlavi je u nové narozenych bobrt 1:1.

Samci i samice dosahuji pohlavni zralosti zhruba ve dvou az tfech letech. V podrobné studii
mlad’ata nejpozdé€ji ve véku Ctyr let (Doboszynska & Zurowski 1983; viz tabulku 5.1). V prirodnich
populacich maji zfidka kazdy rok potomky vSechny samice. (Fakt, Ze ve vySe uvedené studii dava
vysledny soucet 100% lze vysvétlit bud’ tim, Ze autofi v téchto tidajich uvaZovali pouze samice,
kterym se podafilo mit potomky, mtiZe to ale i souviset s neprirozenymi podminkami farmy, kde je
vyrazné usnadnéno parovani a sniZena mortalita.) Pomér gravidnich samic daného véku béhem
prvnich nékolika let prudce stoupa a nasledné se drZi na relativné stabilni Grovni, pfinejmensim u
bobrti kanadskych. U novofundlandské populace byl tento pomér u Sestiletych a starSich samic
zhruba 90% (viz tabulku 5.2). Oproti tomu Heidecke (1984) uvadi pro riizné némecké populace
bobra evropského procento gravidnich samic (resp. teritorii s nové narozenymi mladaty - data proto
nemusi zahrnovat postnatalni mortalitu) kolisajici z roku na rok v rozmezi od 50 do 100%, pricemz
za reprezentativni povazuje hodnotu 66%. To je nicméné hodnota zprimérovana pro vsSechny
vékové kategorie (vékové specifické tidaje Heidecke neuvadi). Vyrazné mensi hodnoty, dokonce
pouze kolem 10 - 20%, uvadi u bobra kanadského Dieter (1992), zde se vSak jedna o data z odlovii,

patrné zatiZzena velkou chybou.

Procento
Veék prvni brezosti samic
2 29
3 26
4 35
5 10

Tabulka 5.1: Vék prvni brezosti samic u experimentdlni populace na farmé v polském Popielnu. Zdroj: Doboszynska &
Zurowski (1983).
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Velikost vrhu (méfena jako pocCet embryi pfipadné pocet stop na placenté) je u bobri evropskych
zhruba 3, u bobri kanadskych se uvadi o néco vyssi, zhruba 3,5 az 4. Heidecke (1984) uvadi
primérnou hodnotu u bobra evropského 2,93, na zminéné polské farmé byla namérena hodnota 2,7
a celkovy rozsah 1 az 6 (Doboszynska & Zurowski 1983). Vyssi hodnoty u bobra kanadského
nemusi byt pravidlem, napf. u novofundlandské populace byla zjisténa primérna hodnota 2,84
(Payne 1984a; viz tabulku 5.2). Mezi autory nicméné panuje obecna shoda na tom, Ze velikost vrhu
se s pokraCujicim vékem samic priliS neméni a spiSe klesa celkova fyzicka zdatnost mlad’at a stoupa
jejich mortalita (Doboszynska & Zurowski 1983; Heidecke 1984; Payne 1984; Miiller-Schwarze
2011; Vorel, nepublikovana data; viz také tabulku 6.2). Celkova reprodukcni uspésnost

pfinejmensim u bobrl kanadskych také pozitivné koreluje s kvalitou habitatu (Miiller-Schwarze

2011).

Podil brezich

Vek Velikost vrhu samic (%) Fertilita N
1 2,1 24 0,504 70
2 2,6 32 0,832 38
3 2,8 58 1,624 38
4 2,8 88 2,464 33
5 3 80 2,4 15
6 2,7 93 2,511 15
7 3 100 3 7
8 3,2 92 2,944 13
9 3,5 80 2,8 5
10 3,4 100 3,4 5
11 3,3 87 2,871 8
12 3 100 3 1
13 1,5 100 1,5 2

Tabulka 5.2: Reprodukcéni parametry populace bobra kanadského na Novém Foundlandu. Velikost vrhu mérena jako
pocet stop na placenté. Fertilita je spocitana jako velikost vrhu ndsobend procentem brezich samic. N je velikost
vzorku, tj. pocet sledovanych samic daného veéku. Data pochdzeji z let 1967-68. Zdroj: Payne 1984.

5.3 Disperze

Primdrni disperze, tj. pfemisténi mladych jedinct za icelem zaloZeni nového teritoria, probihd u
bobrl zpravidla ve véku dvou let. Nékdy se primarni disperze objevuje i u jednoletych, pfipadné
tiiletych jedinct. Sun, Miiller-Schwarze a Schulte (2000) zaznamenali u populace bobra
kanadského ve staté New York 28 primarnich disperzi, z nichz 4 (14,3%) nastaly ve véku jednoho

roku, 18 (64,3%) ve véku dvou let a 6 (21,4%) ve véku tii let. V radio-telemetrické studii na
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bobrech kanadskych v jiznim Illinois (McNew, Jr. & Woolf 2005) bylo sledovano 12 jedinci ve
véku 12-24 mésich (angl. "yearlings") a 17 jedincG ve véku 24-36 mésict (angl. "subadults"),
pficemZ z prvné jmenovanych dispergovala polovina, z 2-3letych dispergovalo asi 73% procent.
Saveljev et al. (2002) u bobri evropskych rovnéz zaznamenali disperzi mladSich i starSich jedinci
(v této studii je vSak urcovani véku nejasné). Konecné v radio-telemetrickém sledovani deviti bobrti
evropskych byl vék disperze rovhomérné rozprostten v intervalu 11 az 23 mésict (Hartman 1997).
Co se tyCe primarni disperze starSich jedincli, ta se objevuje zejména pri vySSich populacnich
hustotach z divodu nedostatku volnych mist s odpovidajicim habitatem, kdy mladi jedinci mohou

odchod z matefského teritoria o rok odloZit (Miiller-Schwarze 2011).

Disperze se zpravidla objevuje v obdobi tésné pred narozenim novych mlad’at v rodicovském
teritoriu, tj. brzy na jafe, a muZe trvat aZ kolem tfech mésici. McNew, Jr. a Woolf
(2005) zaznamenali i pfipady rané disperze zacinajici uZ v fijnu (viz také Hartman 1997) a trvajici

az 200 dni.

V naprosté vétSiné pripadt bobri pri disperzi plavou, tj. disperze je omezena na vodni toky. Jsou
nicméné znamy i ojedinélé pripady bobrl prekonavajicich del§i vzdalenosti po sousi (Hartman
1994, 1995; Halley & Rosell 2000, 2002; Saveljev et al. 2002; Vorel, Mokry & Simtinkova 2014).
V takovém pripadé jsou vSak bobfi vystaveni mnohem vétSimu riziku a trpi tak vyrazné vétsi

mortalitou.

V odborné literatuie se obcas objevuje informace, Ze bobfi preferuji pfi migraci smér po proudu
pred smérem proti proudu. Jednoduchym vysvétlenim je minimalizace energetickych nakladd na
pohyb vyuZitim energie proudu. Této hypotéze nasvédcuje i studie distribuce pachovych znacek
uvniti bobrich teritorii, kterd prokazala vétsi koncentraci znacek ve sméru proti proudu, coz mize
svédcit o oCekavani zvySeného prilivu "vetfelcti", tj. jinych bobrti schopnych potencialné teritorium
obsadit (Rosell, Bergan & Parker 1998). Na jinych datech vsak tento trend potvrzen nebyl (Vorel,
nepublikované data). Navic, jedina studie ktera pfimo sledovala smér disperze bobrt byla studie
autori Sun et al. (2000). Ze 46 dispergujicich jedinci (zahrnuje vSak i 18 sekundarnich disperzi) se
17 (37%) usadilo smérem po proudu, 9 (20%) smérem proti proudu, 17 (37%) se nejprve vydalo po
proudu, ale nasledné se vratilo a usadilo smérem proti proudu a 3 (7%) se naopak nejprve vydali
smérem po proudu a nasledné se vratili a usadili ve sméru po proudu. Z toho je ziejmé, Ze ackoli
bobfi na zacatku disperze preferuji smér po proudu, vysledné rozloZeni disperznich smért je dano

predevsim dostupnosti vhodnych habitatti (v pripadé uvedené studie se nakonec 57% bobrt usadilo

56



ve sméru proti proudu.)

Vedle primarni disperze se obcas vyskytuje i disperze sekundarni, spocivajici v opusténi teritoria
dospélym jedincem za tcelem zaloZeni nového. Nejcastéjsi pricinou je vycerpani lokalnich zdrojt
potravy (jsou znamy i pfipady, kdy se nardz presune celd rodina), mtze vSak jit i o jedince
vytlateného z teritoria nové pfichozim jedincem. Cetnost sekundarni disperze je obecné silné
zavisla na kvalité habitatu, mtzZe vSak byt pomérné vysoka (viz zminénych 18 jedinci ze 46

sledovanych, tj. 39%; Sun et al. 2000).

Zdrojem dat o disperznich vzdalenostech bobrii jsou jednak tdaje ze zpétnych odchytl
oznacenych zvifat (Saveljev et al. 2002), pripadné v posledni dobé stale Castéji podrobnéjsi lec¢
méné pocetna data z radio-telemetrického sledovani (Sun et al. 2000; McNew, Jr. & Woolf 2005).
Nékdy byva disperze odhadovana také ze vzdalenosti mezi novymi teritorii od nejblizSiho jizZ
existujiciho osidleni (Heidecke 1984; Fustec et al. 2001; Bartak et al. 2013). Ve srovnani se
zpétnym odchytem ¢i radio-telemetrii je posledné jmenovany zptisob pochopitelné zatiZen relativné

vétsi chybou.

Zdroj:
(McNew, Jr. & Woolf 2005) (Saveljev et al. 2002) (Sun et al. 2000)
Lokalita, druh a typ vzdélenosti:

UCCA, CC, euclid AD, CC, euclid Azas, CF, river ASP, CC, euclid
Vzdalenost Pohlavi Vzdalenost Pohlavi Vzdalenost Pohlavi  Trida vzdalenosti Cetnost Pohlavi
(m) (m) (km) (km)

4144 n 1597 n 85 m 0-5 22 m

2282 n 415 n 4 n 5-10 1 m

20931 n 1036 n 15 m 10-15 2 m

1622 n 2033 n 13 f 15-20 1 m

14156 n 4994 n 2 n > 20 0 m

1028 n 813 n 4 f 0-5 8 f
4 m 5-10 4 f
3 f 10-15 1 f
3,5 m 15-20 0 f
2 f > 20 5 f
2 m

Tabulka 5.3: Publikované disperzni vzddlenosti bobrii. Lokality: Amax Delta, jizni Illinois, USA (AD), Union County
Conservation Area, jizni Illinois, USA (UCCA), povodi feky Azas, Tuva (Azas) a Allegany State Park, stdt New York,
USA (ASP). Druhy: Castor canadensis (CC), Castor fiber (CF). Typ disperzni vzddlenosti: euklidovskd vzddlenost
pocdtecni a koncové polohy jednice (euclid), vzddlenost mérend podél vodniho toku (river). U zdroje McNew & Woolf
2005 pouZity pouze tdaje o jedincich, ktefi uspésné dokoncili disperzi usazenim v novém teritoriu, tj. zdznamy oznacené
v tabulce Table 1. piivodniho zdroje jako "settled". V pripadé lokality ASP jsou hodnoty Cetnosti vizudlné odecCteny z
ptvodniho grafu.
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Vétsina studii se shoduje na tom, Ze bobfi maji tendenci osidlovat predevsim bezprostredni okoli
rodicovskych teritorii, zhruba do 5 - 10 km. Na druhou stranu pfi nevhodném habitatu v okoli jsou
schopni bobfi prekonavat tctyhodné vzdalenosti (i pres 80km, v ojedinélych pripadech dokonce
stovky km; Heidecke 1984; Hartman 1994; Saveljev et al. 2002). P¥i posuzovani naméfenych
vzdalenosti je tfeba rozliSovat situaci, kdy byly vzdalenosti odhadovany jako euklidovské a kdy
byly méfeny podél vodnich tokd, ne vZdy je vSak tento tidaj uveden (viz napf. Fustec et al. 2001).
Nameéfené disperzni vzdalenosti u tfi populaci bobra kanadského a jedné populace bobra
evropského shrnuje tabulka 5.3. Primérné vzdalenosti se v téchto studiich pohybovaly od 1,8 km
(McNew, Jr. & Woolf 2005) do 12,5 km (Saveljev et al. 2002). Fustec et al. (2001) rozliSuji na
zakladé méreni vzdalenosti mezi nové vzniklymi a jiZ existujicimi teritorii u populace bobra
evropského na Fece Loife bimodalni rozdéleni disperznich vzdalenosti, odpovidajici dvéma
disperznim rezimtim: 1) disperze na kratké vzdalenosti, s primérnou disperzni vzdalenosti 3,2 km a
smérodatnou odchylkou 2,14 km, a disperze na dlouhé vzdalenosti, s primérnou vzdalenosti 37,6
km a smérodatnou odchylkou 25,86 km. Pro oba reZimy dohromady byla pak priimérna vzdalenost
8,9 km (smérodatna odchylka 12,89 km). Podobny bimodalni charakter 1ze vysledovat i v datech
autorii Sun et al. (2000) (viz obrazek 5.2). Vyrazné delsi disperzni vzdalenosti odvodil z méreni
vzdalenosti mezi teritorii na labské populaci bobra evropského Heidecke (1984) (viz tabulku 5.4).

Podle néj az 7% dispergujicich jedinci muselo prekonat vzdalenost vétsi nez 100 km.
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Obrdzek 5.1: Rozdéleni disperznich vzddlenosti (m) tfi bobrich populaci. Konkrétni
hodnoty a lokality viz tabulku 5.3.

58



Jak je z uvedenych hodnot patrné, disperzni vzdalenosti se mohou velmi liSit mezi populacemi.
Je tfeba pocitat s tim, Ze studie zaloZené na zpétném odchytu a radio-telemetrii, ackoli jsou sami o
sobé velmi presné, do jisté miry skutecné disperzni vzdalenosti podhodnocuji, nebot’ nezahrnuji
jedince, jejichZ disperze nebyla sledovana aZ do konce. Z nich mohla ¢ast pti disperzi zemfit, ¢ast
ale velmi pravdépodobné opustila studovanou oblast. Velmi dlouhé disperzni vzdalenosti tak mohou
v téchto datech chybét. Rovnéz je u dlouhych disperznich vzdalenosti jista neurcitost u dat ve formeé
histogramu, nebot zde byva posledni tfida vzdalenosti shora neomezena (napt. Heidecke 1984; Sun
et al. 2000).

Ttida disperznich

vzdalenosti (km) Relativni Cetnost
1-10 0,2

11-20 0,22

21-30 0,24

31-40 0,11

41-50 0,09

51-100 0,09

100 a vice 0,07

Tabulka 5.4: Histogram disperznich vzddlenosti bobra evropského odvozenych z méreni vzddlenosti mezi teritorii.
Zdroj: Heidecke (1984)
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Obrdzek 5.2: Histogram disperznich vzddlenosti bobri (Castor canadensis) populace v
Alleganském stdtnim parku, stat New York, USA. Zdroj: Sun, Miiller-Schwarze, and
Schulte 2000. Hodnoty (viz Tabulka 5.3) vizudIné odecteny z ptivodniho grafu.
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5.4 Mortalita

V ramci celého arealu osidleni jsou prirozenymi neprateli bobra zejména vlk (Canis lupus),
medvéd (Ursus sp.), rys (Lynx sp.) ¢i rosomak (Gulo gulo), u bobra kanadského jeSté puma (Felis
concolor) ¢i kojot (Canis latrans). Mensi Selmy jako je liSka (Vulpes vulpes) ¢i vydra (Lutra sp.)
jsou predatory bobfich mlad’at. Z uvedeného vyctu je zfejmé, Ze v naSich podminkach bobr mnoho
prirozenych nepratel nema a hlavnim faktorem umrtnosti se tak stava cloveék, tj. jednak lov a jednak
srazky s dopravnimi prostfedky. Lov, ktery u bobra kanadského redukuje populace fadové o desitky
procent, je u nas aZ na vyjimecné pripady nékterych lokalit zakazan, presto zcela jisté v omezeném
meéfitku ilegalné probiha. Hlavni pfi¢inou damrti dospélych jedincti je vSak pravdépodobné kromé

véku a vnitrodruhové kompetice automobilova doprava.

Vék L(a) Vék L(a) Veék L(a) Vek L(a)
0 1,000 5,5 0,074 11,5 0,014 17,5 0,001
0,5 0,480 6,5 0,055 12,5 0,012 18,5 0,001
1,5 0,460 7,5 0,045 13,5 0,007 19,5 0,000
2,5 0,275 8,5 0,034 14,5 0,006

3,5 0,178 9,5 0,031 15,5 0,002

4,5 0,100 10,5 0,024 16,5 0,002

Tabulka 5.5: Zivotni tabulka bobra kanadského sestavend na zdkladé populace na Novém Foundlandu. L(a) je
pravdépodobnost doZiti se véku a. Zdroj: Payne (1984b).
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Obrdzek 5.3: Empirické kfivky preZivdni. Data viz tabulky 5.5 a 5.6.
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L(a) L(a) L(a)

Veék 1950-1959 1960-1969 1970-1974
0 1,000 1,000 1,000
1 0,530 0,500 0,460
2 0,430 0,360 0,330
3 0,380 0,290 0,260
4 0,350 0,260 0,210
5 0,320 0,230 0,175
6 0,300 0,210 0,145
7 0,280 0,195 0,120
8 0,270 0,180 0,100
9 0,255 0,170 0,080
10 0,240 0,160 0,065
11 0,230 0,150 0,050
12 0,220 0,140 0,040
13 0,200 0,125 0,030
14 0,165 0,105 0,020
15 0,130 0,090 0,010
16 0,090 0,075 0,005
17 0,045 0,030 0,002
18 0,000 0,000 0,000

Tabulka 5.6: Zivotni tabulka sestavend pro riiznd obdobi vyvoje populace bobra evropského na Labi. L(a) je
pravdépodobnost doZiti se véku a. Zdroj: Heidecke (1984).

V pfirodé se bobfi doZivaji v priméru asi deseti azZ dvanacti let, aCkoli v zajeti se aZ zhruba
dvaceti let. Kfivku pfeZivani (s odseparovanym vlivem odlovu) sestavil pro bobra kanadského
Payne (1984b) (viz obrazek 5.3 a tabulku 5.5). Pro bobra evropského sestavil na zakladé
dlouhodobého sledovani piivodni populace na Labi (tzv. labské refugium) tfi rtizné kiivky prezivani
pro rtzné staré populace Heidecke (1984) (viz obrazek 5.3, tabulku 5.6 a prilohu P3). Z kiivek
sestavenych pro bobra evropského je vidét zfejmy vliv populacni hustoty na mortalitu. Data zacinaji
rokem 1950, tj. kratce po vyrazné redukci populaci za druhé svétové valky, je tedy pravdépodobné,
Ze popisuji vyvoj od pomérné mladé populace s malou populacni hustotou azZ po relativné ustalenou
populaci. Krivka sestavena pro bobra kanadského, u néhoz se s velkou pravdépodobnosti jedna o

relativné starou populaci, tuto interpretaci potvrzuje.

5.5 Populaéni dynamika

Datové tfady populacniho vyvoje na deviti rGznych populacich bobra evropského shrnuje

obrazek 5.4, prislusna data jsou uvedena v priloze P2. Vyvoj populaci vykazuje ve vSech pripadech
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exponencialni fazi, v nékterych pfipadech nasledovanou zpomalenim typickym pro logisticky rtst.
Ten je charakteristicky pro populace s absenci vyraznéjSich mezidruhovych interakci (riist zac¢ina
exponencialni fazi a postupné se se zvysujici populacni hustotou zpomaluje z diivodu pribliZovani

se mezni kapacité prostredi).
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Obrazek 5.4: Populacni riist bobra evropského. Lokality a zdroje: Bollwinfliels, Nemecko (Heidecke 1991); Elbe,
Némecko (Heidecke 1984); Estonsko (Halley & Rosell 2002); Irde, Lotyssko (Balodis 1990); LotySsko (Balodis 1990);
Peene, Némecko (Heidecke 1991); Véirmland, Svédsko (Hartman 1994); Voronez, Lotyssko (Balodis 1990).

Hartman (1994) a po ném Halley & Rosell (2002) zmitiuji pocatecni fazi stagnace nasledovanou
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exponencidlnim rtstem, c¢ehoZz moZnym vysvétlenim by mohl byt Alleeho efekt spojeny s
problematickym parovanim pri pocatecnich malych populacnich hustotach. Jedna se vSak patrné
pouze o chybnou interpretaci casové fady (viz fadu Sweden na obrazku 5.4), nebot™ tuto fadu lze
velmi dobfe proloZit exponencialni kiivkou (viz tabulku 7.1 a obrazek 7.3) a zdani dvoufazového
vyvoje je zpisobeno pouze jednim datovym bodem (cca 1965 na obrazku 5.4). Oproti tomu vyrazné
pocatecni stagnace patrné u lotySskych populaci (viz fady Irde, Latvia a Voronez na obrazku 5.4)
jsou snadno vysvétlitelné vlivem druhé svétové valky, béhem niZ a po niZ byly bobfi masivné loveni
jako zdroj masa (AleS Vorel, tstni sdéleni). Zhruba od roku 1960 je i v téchto fadach jasné patrny

exponencialni rist.

5.6 Habitatové naroky

Z hlediska narokii na habitat je pro bobra limitujicim faktorem dostatek potravy a vhodnych
prileZitosti k tukrytu, resp. ke stavbé obydli.
Bobr je vyhradni byloZravec, specializujici se na dreviny, vodni rostliny a byliny rostouci podél

doplnéné dalSimi druhy néleZejicimi do mékkych a tvrdych luht (Fustec et al. 2001; Krojerova-

ProkesSova et al. 2010; Vorel et al. 2015).

Vedle potravy je pro bobra zasadné limitujici vodni prostfedi, na které je mnoha zpisoby
adaptovan. VyZaduje pomalu tekouci nebo stojaté vody, priCemz je schopen obyvat jak velké toky,
mensi feky i potoky, tak i jezera, nadrZe a rozsahlé mokradni systémy. Z hlediska vlastnosti toku
neni dilezita kvalita vody, ale pfedevsim kolisani hladiny, které nesmi byt moc velké a musi byt
celoro¢né nad urcitou minimalni hladinou. Pokud tomu tak neni, bobr je znamy svou tendenci vodni
hladinu stabilizovat stavbou hrazi. Hartman & Tornlov (2006) zjistili, Ze bobr stavi hraze jen v

pripadé, Ze je hloubka vody mensi neZ cca 0,7 - 1 m.

Velikost teritoria se pohybuje zhruba v rozmezi 1 - 5 km vodniho toku (pficemZ bobfi obyvaji
oba biehy), primeér je asi 2,7 km (Nolet & Rosell 1994). Velikost teritorii je nicméné silné zavisla
na kvalité habitatu, zejména mnoZzstvi a kvalité potravnich zdrojt, pficemz se s klesajici kvalitou
habitatu teritoria prodluzuji (Fustec et al. 2001). Nolet a Rosell (1994) také pozorovali vliv
populacni hustoty u uplné nového osidleni, kdy dfive prichozi jedinci méli teritoria vyznamné vétsi

neZ jedinci v naslednych fazich kolonizace.
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5.7 Novodobé Sireni*

Bobr evropsky byl zcela béZnym druhem celé Evropy a znacné Casti Asie, od Britskych ostrovii
po vychodni Sibif, napfi¢ zénou opadavych a jehlicnatych lesi, jeho areal vSak zabihal podél
zalesnénych Ficnich udoli daleko do tundry na severu a stepniho pasma na jihu (Halley & Rosell

2002).

V priibéhu 12. az 19. stoleti byli bobfi v Evropé masivné loveni (Vorel et al. 2012), predevSim
jako zdroj kvalitni koZeSiny, ale i pro maso a kastoreum®, ¢imZ se jejich pivodni areél redukoval na
zhruba 1200 jedincti (to je asi polovina soucasné populace v Ceské republice) roztrousenych v osmi
malych izolovanych refugiich ve Francii, Némecku, Mongolsku a Cing, Norsku, Rusku a na
Ukrajiné (Nolet & Rosell 1998). Na pocatku 20. stoleti byli bobfi na pokraji uplného vyhynuti. To
nicméné v mnoha zemich nastartovalo zachranné programy, které vyustily v dlouhou fadu
reintrodukci, zapocatych ve 20. letech 20. stoleti ve Svédsku, Rusku, Norsku a Loty3sku a nasledné
v fadé dalsich statii ve viech ¢astech Evropy a velké ¢asti Asie (predevsim Mongolsko a Cina; Nolet
& Rosell 1998). V soucasné dobé bobr obyva znacnou cast svého ptivodniho arealu (Halley &

v

Rosell 2002) a proces Sifeni stale pokracuje.

U nas shrnuje pribéh sifeni bobra evropského v novodobé historii Safai (2002), Andéra a
Cerveny (2004) a Vorel et al. (2012). V roce 1977 se objevuji prvni jedinci na nasem tzemi, a to v
oblasti nizinnych luznich lesti mezi fekami Dyji a Moravou na jizni Moravé. Tito jedinci pochazeli
z rakouského reintrodukéniho programu zahajeného v roce 1976 u Vidné. Je tedy ziejmé, Ze se
muselo jednat o disperzi na znacnou vzdalenost. Jihomoravska populace se etablovala a zacala se

rychle Sitit podél fek Moravy, Dyje a Svratky a jejich pritocich.

Nasledovala fizena reintrodukce asi dvaceti jedinci na stfedni Moravé (vojensky djezd Libavé a
CHKO Litovelské Pomoravi) v letech 1990 - 1996. Tato zvirata pochazela z populaci v Polsku a
Litvé. I zdejsSi populace se zacala uspésné Sitit a zhruba koncem 90. let se plynule propojila s

jihomoravskou populaci postupujici proto proudu Moravy.

Jina spontanni koloniza¢ni vlna probihala v zapadnich Cechach jedinci z bavorské populace

masivné reintrodukované v 60. azZ 80. letech 20. stoleti. Na naSe tizemi zacali bobfi pronikat pres

4 Tato kapitola se zaméfuje vyhradné na bobra evropského.
5 Kastoreum je vyméSek analnich pachovych 714z pouZivany bobry ke znaceni teritorii a vyuZivany lidmi k vyrobé
parfémi.
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rozvodnici (coZ indikuje vysokou populacni hustotu zdrojové populace) jiZ nékdy v poloviné 80. let
20. stoleti. Prvni jedinci byli zaznamenani na fece Radbuze, hlavni kolonizacni vlna vSak prisla
nezavisle z nékolika smérti az pocatkem 90. let 20. stoleti a Sifeni dale probihalo po proudu

povodim Berounky a jejich pritoki.

Treti nejstarSi populaci je severoCeska populace na Labi. Ta vznikla spontannim Sifenim z
labského refugia pres Sasko-Anhaltsko a Sasko, prevazné podél feky Labe. Vypady pionyrskych
bobrti jsou na tomto tizemi zaznamenavany jiz od roku 1968, trvalé osidleni labské nivy je vSak
evidovano az od roku 1992 Décina. Sifeni labské populace je na nasem tizemi omezeno pfitomnosti
jezu ve Strekové, ktery pro bobry predstavuje témér neptrekrocitelnou bariéru. To je podpofeno tim,
Ze teka zde protéka udolim s relativné strmymi svahy, takZe zdejsi pritoky Labe jsou pro bobra
prakticky neobyvatelné. Prvni UspéSné pokusy o prekonani jezu jsou znamy aZz z nedavné doby

(Ales Vorel, tstni sdélent).

Vedle uvedenych hlavnich populaci existuji jeSté doklady menSich osidleni, a to zejména v
Orlickych horach (bobfi pochazeji z reintrodukce v jihozapadnim Polsku) a v povodi Odry ve
Slezku (zde se jednd o kombinaci spontanniho pronikani bobrti z Polska a reintrodukce ve
vojenském ujezdu Libava v 90. letech 20. stoleti). Ze zcela soucasnych evidenci je mozZné jeSté

zminit vyskyt bobri na fece Orlici a za¢inajici populaci na Sumavé (Vorel et al. 2012).
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6. Analyza historického Sifeni bobra evropského v
Ceské republice

Metody méfeni rychlosti Siteni populace v prostoru shrnuté v kapitole 3 jsou vSechny navrZené
pro analyzu Sifeni v dvourozmérném, pripadné jednorozmérném prostoru (tj. v ploSe Ci podél linie;
druhy pripad viz napf. Lubina & Levin 1988). Navic vétSina z nich predpoklada radialné symetrické
(tj. izotropni) Sifeni homogennim prostfedim (viz diskuzi v Gilbert & Liebhold 2010). V pripadé
Sifeni po Ficnich sitich v3ak neni ani jeden z téchto pfedpokladi splnén. Ri¢ni sit’ miiZze pro nékteré
druhy predstavovat preferen¢ni disperzni cesty (viz napt. Campbell et al. 2002; Jules et al. 2002) a v
takovém pripadé Sifeni probihd extrémné heterogennim prostfedim. Na druhou stranu pokud
disperze probiha vyhradné ¢i témér vyhradné podél vodnich tokd, jako je tomu u ryb &i pravé u
bobrti, jde sice o Sifeni prostfedim homogennim, ale s komplikovanou geometrii. Diky vétvici se
struktufe pritokii neni mozné Ticni sit povazovat ani za prostiedi jednorozmérné, ani za

dvourozmeérné, ale spiSe za cosi mezi tim.

PrestoZe se Sifeni podél vodnich tokt tyka velkého mnoZstvi druhfi, pocCinaje vodnimi a
bfehovymi druhy rostlin, pfes vodni bezobratlé, ryby, aZz po na vodu vazané savce, adekvatni
metoda pro méreni rychlosti takového Sifeni nebyla aZz do nedavné doby popsana. Tato kapitola
prezentuje vysledky vyzkumu autora této prace a jeho kolegii publikované v ¢lanku Bartdk et al.
(2013), v némzZ jsme takovou metodu navrhli a otestovali na ptikladu Sifeni ¢tyf populaci bobra
evropského v Ceské republice béhem jeho novodobé evropské rekolonizace. S vyjimkou rozsifené
diskuze obsahuje kapitola vyhradné ptivodni vysledky v tomto ¢lanku publikované, z toho divodu

nebudu dale na tento ¢lanek vyslovné odkazovat.

6.1 Data

Data pouZitd pro analyzu sestdvala z historickych z4dznamti shrnuté Safafem (2002) a Andérou a
Cervenym (2004) (viz kapitolu 5.7), doplnénych o vlastni databazi zaloZenou na dlouhodobém
monitoringu vSech ¢tyf studovanych populaci provadéném soustavné od roku 1998 Katedrou

ekologie Fakulty Zivotniho prostfedi Ceské zemédglské univerzity v Praze pod vedenim AleSe
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Vorla. Tyto zdznamy obsahovaly veskeré znamky bobiiho osidleni na tizemi Ceské republiky ve
studovaném obdobi, tj. pfimo pozorovana zvifata, zvirata usmrcena pri srazce s automobilem, bobri
stavby, porazené ¢i okousané stromy, stopy, apod. Z téchto zdznamt dale Moudry (2006) vybral
pouze ty svédcici o prezimovani, tj. zaznamy ukrytd, hrazi, pozorovanou reprodukci a odchov
mlad’at, vétsi izolované shluky poraZenych stromti. Odstranény byly veSkeré neurCité zaznamy
svédcici spiSe o disperzi Ci prechodném pobytu neZ o stabilnim osidleni, jako napf. jednotlivé
poraZené stromy Ci okusy, osamoceni jedinci apod. Dale byly odstranény zaznamy s nedostateCnou
presnosti prostorového ¢i ¢asového urceni, tj. pouzity byly pouze zdznamy, u nichZ bylo mozné

jednoznacné identifikovat misto blizko vodniho toku a rok, kdy byl zdznam pozorovan.

Pro prevedeni zdznamli do podoby digitdlni geodatabaze byla pouZzita aplikace SurveyPro
programu Janitor 1.0 (CENIA GIS Laboratory, http://janitor.cenia.cz, Zd’ar nad Sézavou, Ceské
republika). Nasledné byly v programu ArcGIS 9.2 (ESRI, Redlands, CA, USA) bodové zaznamy
umistény na liniovou vektorovou vrstvu ficni sité poskytovanou Vyzkumnym ustavem
vodohospodarskym T. G. Masaryka v Praze (databaze DIBAVOD dostupna zdarma na
http://heis.vuv.cz)

Vysledna databaze sestavala z nasledujicich ¢tyr populaci (viz obrazek 6.1 a prilohu P6):
1. populace na jizni Moravé, pochazejici z rakouské populace na Dunaji,

2. populace na stfedni Morave, pochazejici z cilené reintrodukce,

3. populace na Berounce a

4. populace na Labi.

Posledni dvé populace pochéazeji ze dvou rtznych populaci v Némecku. Ackoli je na uzemi
Ceské republiky doloZeno je§té n&kolik dalsich menSich populaci, tyto ¢tyfi predstavuji jediné

populace, pro které byly k dispozici dostatecné dlouhé a presné Casové fady zaznamu.

Z obrazku 6.1 (a podrobnéji v priloze P6) je vidét, Ze obé moravské populace se vyskytuji ve
stejném povodi a jejich tizemi se prolina. Pfitom na zakladné pivodnich datovych zadznami nelze
tyto dvé populace oddélit (tj. nelze urcit, do které z nich ten ktery zaznam patfi). Vzhledem k jejich
vyrazné odliSné historii (jihomoravska populace pochdzi z nékolika jedinci spontanné
dispergujicich z relativné vzdalené introdukované populace na Dunaji, kdeZto populace na stfedni
Moravé byla pfimo zaloZena introdukci velké skupiny jedinct v centru oblasti) jsme se rozhodli

povaZovat obé populace za odliSné. Za tim Ucelem jsme jednotlivé zaznamy rozdélili mezi tyto dvé
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populace na zakladé odhadu jejich "zdrojovych" zaznami reprezentujicich "rodicovské" teritorium.
Za zdrojovy zaznam jsme pritom ve shodé s navrhovanou metodou méreni Sifeni (viz kapitolu 6.2)
povazovali nejblizsi jiz existujici osidleni. Timto zpiisobem bylo mozné u kazdého zaznamu
vysledovat posloupnost zdrojovych zaznami az k nékterému z prvnich zdznami s jasnym urcenim

populace.
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Obrdazek 6.1: Prostorové rozmisténi zdznamil o vyskytu bobrii ve Ctyfech populacich: na Labi (Elbe), jizni Moravé
(Morava-south), stfedni Moravé (Morava-central) a Berounce. Data z jednotlivych populaci (v uvedeném poradi)
pokryvaji obdobi 1991-2003, 1977-2003, 1990-2003 a 1980-2011. Populace na jiZzni a stfedni Moravé byly uméle

rozdéleny technikou nejblizsich sousedi, tj. aproximaci nezndmé disperzni trajektorie nejkratsi spojnici mezi danym
zdznamem a nejbliZsim jiZ existujicim zdznamem.

6.2 Metoda méreni rychlosti Sifeni v Fi€nich sitich

Reprezentace ficni sité

Zakladem navrhované metody méreni rychlosti Sifeni je reprezentace ricni sit€ pomoci tzv.
ohodnoceného grafu, coZ je obecné pouZivany matematicky model sité. PouZiti matematické teorie

grafi k popisu a analyze nejriznéjSich sitovych struktur (napf. potravnich siti) ma v ekologii
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dlouhou tradici (viz Bascompte 2007). Grafy k reprezentaci prostorovych vztahti v krajiné pouzili
jako prvni Cantwell a Forman (1993) a po nich zejména Urban a Keitt (2001). V posledni dobé byly
grafy pouZity i k reprezentaci ficnich siti coby prostfedi pro disperzi organismi v kontextu
problematiky konektivity krajiny (Schick & Lindley 2007; Er6s, Schmera & Schick 2011; Eros et
al. 2012).

Zéakladni definice z teorie grafi pouZité v prezentované metodice jsou nasledujici. Graf sestava
z mnoZiny vrcholii (n&kdy té% nazyvanych "uzly") V(G), mnoZiny hran E(G) a zobrazeni, které
kazdé hrané prisuzuje pravé jednu dvojici vrcholi (hrana reprezentuje spojnici, kterd dané dva
vrcholy spojuje). Ohodnoceny graf je graf doplnény o zobrazeni, které kazdé hrané e prisuzuje
realné ¢islo w (e) nazyvané ohodnoceni hrany (nékdy téz "vaha hrany", angl. "weight"). Cesta mezi
vrcholy v, a v, je posloupnost vrcholG a hran v podobé v,e,,v,,e,,v,,...,e,,v,, kde hrana e,
spojuje vrcholy v, a v._, pro vSechna i =1,2,...,n, a kde se Zadny vrchol nevyskytuje vice nez
jednou. Délka cesty v ohodnoceném grafu je soucet vSech ohodnoceni hran této cesty, nejkratsi
cesta mezi danymi dvéma vrcholy je pak takova cesta tyto dva vrcholy spojujici, ktera ma ze vSech
moznych cest nejkratsi délku. Prumér grafu je definovan jako nejdelsi ze vSech nejkratSich cest v
grafu (tj. projdeme-li vS§echny mozné dvojice vrchold a zjistime nejkratSi cestu dané dva vrcholy
spojujici, pak primér grafu je nejdelsi z takto nalezenych cest). Podgraf G ' daného grafu G je graf,

pro ktery plati V(G ')V (G) a E(G')<E(G).
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(@) (b)
Obrdzek 6.2: Ilustrativni priklad reprezentace Ficni sité pomoci vdzeného grafu. (a) Ricni sit’
se tremi zdznamy o vyskytu bobri. (b) Odpovidagjici graf se dvéma typy vrcholi,
reprezentujicimi konce Ficnich tsekii (Cerné body) a bobri vyskyty (Sedé body), propojenych
hranami reprezentujicimi Ficni tseky (Cerné usecky). Vdhy hran (nezndzornéno) odpovidaji
délkam prislusnych tsekil.

Pro reprezentaci Fi¢ni sité jsme pouZili graf, v némzZ vrcholy jsou dvojiho typu, reprezentujici jak
"jedince" (tj. zaznamy o vyskytu bobfiho osidleni), tak konce fi¢nich usekl (tj. prameny, Gsti a
soutoky). Hrany pak reprezentuji samotné Ficni useky, tj. iseky mezi vrcholy obou typd, jejich

ohodnoceni je definovano jako délka prislusSného fi¢niho tseku (viz obrazek 6.2).

Veskeré vypocty na takto zkonstruovaném grafu jsme provadéli pomoci vlastniho
autorizovaného pocitacového programu Spread Analyst, napsaného v jazyce C# a spolu s veSkerymi

zdrojovymi kédy volné dostupného na http:/fzp.czu.cz/~bartakv/spreadanalyst.

Miry rychlosti Sifeni

Prvni, nepfimou mirou rychlosti Sifeni je rast velikosti Sifici se populace. Ackoli sdm o sobé
postrada prostorovou informaci, poskytuje predstavu o mnozstvi dispergujicich jedinci. Z tohoto
divodu jsme jako prvni miru rychlosti Sifeni uvazovali pravé populacni riist, pfiCemz velikost
populace jsme aproximovali jako kumulativni pocet zadznami. jelikoZ tento rist byl ve vétSiné
pripadi alesponi v urcité pocatecni fazi exponencialni, vynesli jsme logaritmované hodnoty
kumulativnich pocti zaznamt jako funkci Casu a identifikovali linearni ¢ast tohoto grafu. Sklon
regresni primky proloZené touto linearni casti pak predstavuje odhad rychlosti populac¢niho ristu.

Identifikaci linedrni faze rastu jsme provedli pouhym vizuadlnim posouzenim. Objektivnéjsi
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metodou by bylo pouZiti metody regrese po castech (angl. "piecewise regression" pripadné
"segmented regression"; viz napf. Toms & Lesperance 2003), ktera umoZiuje statisticky odhad
bodu zlomu. V naSem prfipadé vSak pouZiti této metody nebylo moZné, nebot body zlomu
(tj. zacatek a konec linearni faze) leZely prilis blizko konciim Casové fady, takZe v pocCatecnim a
koncovém tseky nebyl dostatecny pocet bodl pro proloZeni samostatné regresni primky. (Stejné
plati i pro vSechny dalsi linearni regrese v této studii, kde bylo tfeba identifikovat linearni Cast

rastu.)

Dalsi mirou rychlosti Sifeni, tentokrat jiZ explicitné prostorovou, je expanze obsazené oblasti
(angl. range expansion), tj. casova dynamika velikosti obsazeného tizemi. JelikoZ jsme uvazovali
organismy dispergujici podél vodnich tokd a obyvajici jejich nejbliz§i okoli, definovali jsme
obsazenou oblast (angl. range) jako sjednoceni "obsazenych tsekl toku" a velikost obsazené
oblasti (angl. range size) jako délku tohoto sjednoceni. Pritom dany tisek toku (odpovidajici hrané v
grafu) jsme povaZovali za "obsazeny", byl-li pouZit k disperzi nebo byl-li soucasti teritoria. Takova
definice vyZadovala odhad disperznich trajektorii a polohy teritorii. JelikoZ informace o skute¢nych
disperznich trajektoriich pochopitelné nebyla k dispozici, odhadli jsme disperzni trajektorii daného
zaznamu jako nejkratSi cestu spojujici tento zaznam s nejblizSim jiZ existujicim (tj. starSim)
zaznamem. NejkratSi cesty jsme identifikovali pomoci Dijkstrova algoritmu, ktery je v teorii graft
pouzivan k efektivnimu hledani nejkratSich cest v ohodnocenych grafech. Za "teritorium" daného

zaznamu jsme povaZzovali ¢ast toku o délce 2 km kolem daného zaznamu, tj. 1 km na kaZdou stranu.

Dale bylo tfeba identifikovat "zdrojové" ¢i "introdukované" jedince (tj. takové, které nemaji v
datové sadé zZadny zdrojovy Ci rodiCovsky zaznam). Pro tyto zaznamy jsme pochopitelné disperzni
trajektorie neodhadovali. V pfipadé jihomoravské a labské populace jsme za "zdrojové" zaznamy
povazovali zaznamy z prvniho roku v datové sadé. Jinymi slovy jsme predpokladali, Ze tito jedinci
pochazeji ze zdrojovych populaci v Némecku resp. Rakousku. U populace na stfedni Moravé jsme
za "introdukované" jednice povaZzovali vSechny zaznamy reprezentujici Fizenou reintrodukci
¢lovékem, tj. vSech osm zaznami z let 1990 a 1991 a jeden zaznam z roku 1996. Na Berounce byla
prostorové i casové oddélenych infiltraci ze zdrojové populace v Némecku. Zde jsem tedy jako
"zdrojové" oznacili vSechny zaznamy, u nichZ pripadné odhadnuté disperzni trajektorie ptisobily

velmi nerealisticky.

JelikoZ Casovy rtst obsazené oblasti se ve vétSiné pripadi zdal byt zhruba exponencidlni Ci
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logisticky (viz obrazek 6.4), pouZili jsme sklon regresni primky proloZené linearni Casti tohoto
(logaritmicky transformovaného) ristu jako relativni miru rychlosti expanze obsazené oblasti (tj.

jedna se o stejny postup, jaky jsme pouzili v pripadé populacniho rtstu).

Casovy riist velikosti obsazené oblasti (ve vySe uvedené definici) odraZi jak postup populace
podél hlavniho toku, tak i kolonizaci menSich pfitokt. Pro rychlost Sifeni je nicméné zajimavy i
postup populace podél jedné ¢i nékolika hlavnich linii. Pro tyto ticely jsme jako vhodnou miru
navrhly priimér obsazené oblasti, definovany jako primér podgrafu reprezentujiciho obsazenou
oblast. Takova mira je pak grafovou analogii poloméru (resp. priméru) obsazené oblasti, jak jej

pouZzivaji klasické metody (viz kapitolu 3).

V grafu Casové zavislosti priméru obsazené oblasti (viz obrazek 6.5) jsme identifikovali (opét
vizualn€é) zlomovy bod mezi inicialni fazi velmi pomalého rtstu a naslednou féazi rychlého, zhruba
linearniho rtstu, stejné jako pripadny zlomovy bod mezi timto linearnim rdstem a naslednym
zpomalenim. Prostfedni, linearni Casti jsme pak proloZili regresni pfimku a jeji sklon opét
povazovali za odhad rychlosti Siteni (v tomto pripadé v jednotkach km/rok). JelikoZ riist poloméru
obsazeného tzemi ma ocekavatelny "terasovity" charakter (viz obrazek 6.5), a jelikoZ podobna
Casova fada ma typicky silné autokorelované chyby, pouZili jsme k regresi pouze ty body, v nichz

doSlo v porovnani s predchozim rokem ke zméné hodnoty priimeéru.

Ve vSech pripadech pouZiti linedrni regrese jsme porovnali sklony regresnich piimek
jednotlivych populace pomoci analyzy kovariance a postupného F-testu (incremental F-test),
pomoci néhoZ jsme porovnali uplny model (tj. model s odliSnymi sklony i pocatky pro kazdou
populaci) s modelem bez interakci (tj. s modelem s jednim sklonem spolecnym pro vSechny
populace). Pokud byly rozdily mezi sklony statisticky vyznamné, provedli jsme v dalSim kroku
vicenasobné porovnani k odhaleni, mezi kterymi dvéma populacemi lze prokazat rozdil. K tomuto
porovnani jsme pouZili analyzu kovariance a test vyznamnosti interakcniho ¢lenu zvlast pro kaZzdou
dvojici populaci. Kviili pripadné zavislosti testii jsme pouzili Bonferroniho korekci poZadované
hladiny vyznamnosti (tj. v pfipadé Ctyr regresi, tj. Sesti testi pro jednotlivé pary, byla pro dosazeni
celkové hladiny vyznamnosti 0,05 pozadovana P hodnota u jednotlivych testd 0,05/6=0,008, a

podobné v pripadé tii regresi byla poZadovana P hodnota 0,017).

72



Porovnani s klasickymi metodami

Rist priméru obsazené oblasti zaloZzeny na grafové reprezentaci ficni sité jsme porovnali s
ristem prumeéru obsazené oblasti ve smyslu klasickych, dvourozmérnych metod (viz kapitolu 3), tj
spoCitaného jako polomér kruhu o stejné velikosti jakou ma obsazena oblast (opét v klasickém,
dvourozmérném smyslu) a vynasobeny dvéma (pro prechod z poloméru na primér). Velikost
obsazené oblasti (v klasickém smyslu) jsme pritom odhadli jako kumulativni pocet obsazenych
kvadratd vynasobeny velikosti kvadratu. K tomu ticelu jsme pouzili Siroce pouzivanou kvadratovou
sit KFME (Niklfeld 1971). "Klasicky" riist priméru obsazeného uzemi byl pak odhadnut jako sklon
regresni primky v (opét vizualné identifikované) linearni ¢asti grafu zavislosti klasického primeéru

na case.

6.3 Vysledky
Populaéni rlist

Faze exponencialniho populacniho ristu byly vizualné odhadnuty jako (viz obrazek 6.3) 1977-
2002 pro jihomoravskou populaci, 1991-2001 pro populaci na stfedni Moravé a 1980-2011 (tj. cela
Casova fada) pro populaci na Berounce. V pripadé labské populace nebyla exponencialni faze

identifikovana viibec, proto tato populace nebyla zahrnuta do regresni analyzy.
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Obrdzek 6.3: Populacni rtist bobrich populaci na jizni Morave (Morava-south),
stfedni Moravé (Morava-central), Berounce a Labi (Elbe). Sedé symboly oznacuji
datové body pouZité k proloZeni regresni primky. Vzhledem k nepritomnosti
exponencidniho riistu u labské populace zde nebyla linedrni regrese pouZita.

Sklony regresnich primek pro logaritmované velikosti populaci (pouzZit byl dekadicky
logaritmus) se zhruba pohybovaly mezi 0,05 a 0,09, pficemz rozdily mezi vSemi dvojicemi sklonti
byly statisticky vyznamné (viz tabulky 6.1, 6.2 a 6.3). Populace na stfedni Moravé vykazovala
nejrychlejsi populacni rist (regresni sklon 0,088), u nejpomalejsi populace na Berounce byl sklon

cca polovicni (0,048) a rist jihomoravské populace byl zhruba uprostfed mezi nimi (0,068).

Rychlost Sifeni

Linearni ¢asti logaritmicky transformovaného riistu velikosti obsazené oblasti (obrazek 6.4) byly
identifikovany nasledovné: 1997-1999 pro jihomoravskou populaci, 1993-1999 pro populaci na
sttedni Moravé a 1980-2011 (tj. opét cela Casova rada) pro populaci na Berounce. U labské

populace opét nebyl zaznamenan exponencidlni rist a populace byla z regresni analyzy vyfazena.
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Populacni riist

Expanze obsazené
oblasti

Priimér obsazené
oblasti

Priimér obsaz. obl.
(kvadrdtovd metoda)

Populace Sklon R? Sklon R Sklon R? Sklon R?
jiZni
Morava 0,0679 0,9801 0,0954 0,9653 15,4230 0,9648 2,3050 0,8848
stiedni
Morava 0,0880 0,9930 0,0938 0,9115 18,1920 0,9885 3,3860 0,9880
Berounka 0,0475 0,9809 0,0633 0,9477 20,7640 0,8472 1,4510 0,8693
Labe - - - - 0,8190 0,9645 - -

Tabulka 6.1: Vysledky linedrni regrese. VSechny sklony byly statisticky vyznamné rozdilné od nuly. Populace na Labi
byla z linedrni regrese u populacniho riistu a expanze obsazené oblasti vynechdna z diivodu absence exponencidlniho

rustu.

Regresni sklony, tj. rychlosti Sifeni, byly pro obé moravské populace témér totozné (0,095 a

0,094), pricemZz byly vyrazné vétSi neZ rychlost Sifeni populace na Berounce (0,063). Jediny

statisticky vyznamny rozdil (viz tabulku 6.3) byl nicméné prokazan mezi populaci na jizni Moravé

a na Berounce (rozdil 0.032).
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Obrdzek 6.4: Exponencidlni rust velikosti obsazeného tizemi definovaného jako
délka sjednoceni disperznich trajektorii. Sedé symboly oznacuji datové body
poufZité k proloZenti regresni primky.
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Obrazek 6.5: Linedrni rust priiméru obsazené oblasti definovaného jako priimer
prislusného podgrafu. Sedé symboly oznacuji datové body pouzité k prolozeni
regresni primky.

V grafu Casové zavislosti priméru obsazené oblasti (obrazek 6.5) byly identifikovany
nasledujici linearni casti: 1985-1999 pro jihomoravskou populaci, 1990-2000 pro populaci na
stredni Moravé, 2001-2010 pro populaci na Berounce a 1992-2001 pro populaci na Labi. Ackoli byl
prokazan statisticky vyznamny rozdil mezi regresnimi sklony (tabulka 6.2), pri nasledném
mnohonasobném porovnani se jako jediny statisticky vyznamny ukazal rozdil mezi populaci na
Labi a vSemi ostatnimi populacemi (tabulka 6.3). Linearni rychlost Sifeni se u populaci na stfedni a
jizni Moravé a na Berounce statisticky neliSila a pohybovala se zhruba v rozmezi 15-20 km/rok (viz

tabulky 6.1 a 6.3). Rychlost Sifeni na Labi se bliZila stagnaci (0,8 km/rok).

Priimér obsaz. obl.

Populacni rist Expanze obsazené oblasti Priimér obsazené oblasti  (kvadrdtovd metoda)
(MS, MC, BE) (MS, MC, BE) (MS, MC, BE, EL) (MS, MC, BE)
Model DF F DF F DF F DF F
1 42 36 20 37
2 40 396,17 34 154,8™ 17 89,8 35 72,27
3 38 39,4 32 13,4™ 14 10,4™ 33 17,4™

Tabulka 6.2: Vysledky postupnych F-testil. Model 1 je model s jedinou regresi pro vSechny populace, model 2 je model s
riiznymi pocdtky a model 3 je model s riiznymi pocdtky a i sklony. U jednotlivych testii jsou uvedeny pocty stupriti
volnosti (DF) a hodnoty F-statistiky. Hvézdicky u F-statistik se indikuji statistiky vyznamné zlepseni modelu v porovndni
s pFedchozim, ™ odpovidd hladiné vyznamnosti 0,001, ™" hladiné vyznamnost 0,0001. Zkratky MS (jizni Morava), MC
(stfedni Morava), BE (Berounka) a EL (Labe) odkazuji na populace, které byly v daném testu srovndvdny.
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Expanze obsazené Priimér obsazené Priimér obsaz. obl.

Populacni riist oblasti oblasti (kvadrdtovd metoda)
Populace Rozdil P Rozdil P Rozdil P Rozdil P
MS x MC 0,0177 0,0135 0,0121 0,5540 2,769 0,2400 1,424 0,0000
MS x BE 0,0204 0,0000 0,0322 0,0001 5,342 0,2066 2,000 0,0000
MS x EL - - - - 14,604 0,0001 - -
MC x BE 0,0406 0,0000 0,0201 0,3830 2,573 0,6597 0,576 0,0173
MC x EL - - - - 17,373 0,0000 - -
BE x EL - - - - 19,946 0,0077 - -

Tabulka 6.3: Rozdily mezi regresnimi sklony. Populace jsou kédovdny jako MC (stfedni Morava), MS (jizni Morava),
BE (Berounka) a EL (Labe). Sloupce "Rozdil" obsahuji absolutni rozdily mezi regresnimi sklony, sloupce "P" obsahuji
odpovidajici P-hodnoty z analyzy kovariance (tj P-hodnoty pro interakce mezi casem a populaci). Vyznamné hodnoty
jsou zvyrazneny (se zahrnutim Bonferroniho korekce).

Srovnani s klasickymi metodami

Pro linearni regresi klasického primeéru obsazené oblasti zaloZeného na kvadratové metodé jsme
pouzili nasledujici vizualné identifikované linearni Casti rtistu (viz obrazek 6.6): 1992-1999 pro
jihomoravskou populaci, 1998-konec datové fady pro populaci na Berounce na celou datovou fadu
pro populaci na stfedni Moravé. Rist priméru u populace na Labi nebyl v Zadné Casti linearni,
proto tato populace nebyla pro porovnani metod pouZita. Rychlost ristu klasického prtimeéru
obsazené oblasti byl 2,3 km/rok pro jihomoravskou populaci, 3,4 km/rok pro populaci na stfedni
Moravé a 1,5 km/rok pro populaci na Berounce, pficemz tyto hodnoty byly statisticky vyznamné

rozdilné.

6.4 Diskuze
Metoda

Prezentovana metoda je zaloZena na dvou dilezitych predpoklad tykajicich se dat a studovaného
organismu, z ¢ehoZ vyplyvaji i omezeni jeji pouZitelnosti. Za prvé, metoda je navrZena pro druhy
dispergujici vyhradné podél ficnich siti, a to jak po tak proti sméru toku. Za druhé, metoda pracuje

pouze s bodovymi zaznamy.
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K reprezentaci disperze probihajici pouze po (pripadné proti) proudu lze metodu snadno
modifikovat pouZitim tzv. orientovaného grafu, tj. grafu, kde je u kaZzdé hrany definovano, ktery jeji
vrchol je pocatecni a ktery koncovy (hrany tim maji definovany smér). Jinou moZnosti by bylo
zahrnout preferenci pohybu po ¢i proti proudu vaZenim vzdalenosti mezi jedinci béhem odhadu

disperznich trajektorii (tj. vzdalenosti po proudu by mély jinou vahu neZ vzdalenosti proti proudu).
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Obrdzek 6.6: Riist priiméru obsazené oblasti definovany jako priimér kruhu o
obsahu rovnajicimu se plose obsazenych kvadrdtii. PouZita kvadrdtovd sit KFME
(Niklfeld 1971).

Omezeni na pohyb pouze podél ficni sité je v této metodé zasadni, nebot” je zdkladem grafové
reprezentace Ficni sité. V pripadé bobra existuje evidence, Ze obcas dochazi i k disperzi po sousi
(napt. prechod rozvodnice jedinci ze zdrojové némecké populace a nasledné zaloZeni populace na
Berounce), to se nicméné déje prevazné v pripadé plné saturovanych populaci (Hartman 1994,
1995). Navic bobfi trpi pfi pohybu ve vétsi vzdalenosti od toku vyrazné vyssi mortalitou (Halley &
Rosell 2002). Z téchto divodl se domnivame, Ze zanedbanim této formy disperze se pfinejmensim

pri popisu Sifeni v rané fazi popula¢niho vyvoje nedopoustime velké chyby.

Pouziti bodovych dat nepfedstavuje vyraznéjsi omezeni, nebot’ takova data jsou velmi Casta (viz
kapitolu 3.2). Ackoli metoda nevyZaduje znalost disperznich trajektorii, jeji vysledky jsou silné
zavislé na jejich spravném odhadu, resp. na predpokladech ohledné procesu disperze. My jsme
pouZili nejjednodussi pristup, spocivajici v odhadu disperznich trajektorii jakoZto nejkratSich
spojnic s nejblizsimi jiZ existujicim osidlenim. Tento pfistup se zda v pripadé bobri jako relativné

odpovidajici skutecnosti (viz podobny pristup pouZity na francouzské populaci bobra evropského v
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praci Fustec et al. (2001), ¢i odhady disperznich vzdalenosti v praci Heidecke (1984)), ackoli do
jisté miry patrné podhodnocuje disperzni vzdalenosti v pripad€, kdy novy zaznam ve skutecnosti
nepochazi z nejbliZsiho existujiciho zaznamu, ale z nékterého leZiciho dale uvnitf jiZ obsazeného
uzemi. Vzhledem k definici obsazeného tizemi jako sjednoceni disperznich trajektorii tim vSak

nedochézi k vyraznéjsimu podhodnoceni (¢i nadhodnoceni) celkové délky obsazenych toku.

Jinym aspektem téchto disperznich predpokladi je, Ze dany zaznam pochazi vzdy z jednoho
jiného zdznamu. Ve skute¢nosti pochopitelné pochazi ze dvou, tj. z matefského a otcovského. Tato
skutecnost se stava dileZitou zejména v pripadé umélého rozdéleni populaci na jizni a stfedni
Moravé na zakladé predpokladanych disperznich trajektorii. Je totiz docela dobfe mozZné, Ze pri
setkani obou populaci zacalo dochazet k jejich kiiZeni a tedy faktickému spojeni, aniZ by bylo dale
moZné je oddélit. Toto umélé rozdéleni je asi nejslabSim mistem aplikace ndmi navrhované metody
na naSich datech. Na druhou stranu doba, v niZ dochazi k pribliZzeni téchto uméle rozdélenych
populaci (tj. kolem roku 2000), odpovida v grafech populacniho vyvoje i rychlosti Siteni (obrazky
6.3 a 6.4) poklesu rychlosti riistu zhruba odpovidajicimu zavérecné fazi logistické krivky. Navic
pripadna chyba zpiisobena zanedbanim efektu promichavani obou populaci stoupa s casem, tj. s
pribliZovanim se populaci k sobé, a lze ji proto alesponl v prvni Casti vyvoje pokladat za

zanedbatelnou.

Dals$im zjednoduSenim je zanedbani pripadného pfilivu novych dispergujicich jedinct z uzemi
mimo sledovanou oblast, tj. pfedevSim ze zdrojovych populaci. Po identifikaci "zdrojovych" a
"introdukovanych" zaznamii metoda predpoklada, Ze veskeré nové zaznamy pochazeji z nékterého z
jiz existujicich zdznamd. Rozsah pfilivu novych jedinct z okolnich tizemi miZe byt proto velmi
podhodnocen. Vzhledem k neexistence jakychkoli idaji o skutec¢nych disperznich trajektorii nelze
vSak tento rozsah prilivu rozumné odhadnout a nezbyva neZz prijmout zjednodusujici predpoklady.
Na druhou stranu vétSina studovanych populaci byla zaloZena bud pionyrskymi jedinci, ktefi
museli prekonat relativné dlouhou vzdalenost od své matefské populace, nebo se jedna o jedince
fizené introdukované. PfinejmenSim v prvni fazi vyvoje tedy nelze o¢ekavat vyrazny priliv novych
jedinct z okoli, ktery by zasadné zpochybnil nase predpoklady.

Zakladni otazkou spojenou s predkladanou metodou je, zda jeji pouZiti vede opravdu k
podstatné jinym vysledkim neZz pouziti jednodusSich, klasickych jednorozmérnych ci
dvourozmérnych metod, které nevyZaduji informace o poloze Ficni sité. Jak ukazuje nami

provedené srovnani (viz tabulku 6.1), klasické metody vedly k odhadu rychlosti Siteni, ktery byl
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zhruba tfetinovy azZ polovicni v porovnani s odhadem metodou zaloZené na Ficni siti. Je tedy zfejmé,
Ze rozdil obou metod je podstatny a pouZiti té ¢i oné by méklo vychazet z jejich adekvatnosti pro
dany pripad (tj. nakolik je proces Sifeni vazan na Ficni sit).

Ve skutecnosti kazdy z téchto dvou pristupt (tj. klasicky a sitovy) poskytuji odlisSny druh
informace. Vysledek klasické, kvadratové metody poskytuje odhad rychlosti (alesponi pokud plati
jeji predpoklady, viz kapitolu 3), s jakou se populace Sifi napfi¢ plochou, méfeno primo, tj.
Euklidovskou vzdalenosti od pocatku Sifeni. JelikoZ vSak proces ve skutecnosti neprobiha v ploSe,
ale v siti, vysledek klasické metody se bude v rtznych geografickych oblastech liSit podle
specifické geometrie konkrétni sité, a to i presto, plijde-li v zakladu o tentyZ proces (tj. pohyb
jedincti se bude Fidit stejnymi zadkonitostmi a bude stejné rychly). Z toho divodu je tfeba proces
Sifeni méfit zplisobem, jejhoZ vysledky budou ke konkrétni geometrii sité invariantni, tj. ktery bude

geometrii sité brat explicitné v potaz. Takovy zptisob predstavuje pravé nami navrhovana metoda.

Data

Nami pouZita data maji nepochybné velmi specificky charakter, nebot’ se z velké ¢asti nejedna o
cileny monitoring, ale spiSe o zdznamy nihodnych pozorovéani sebrané z nejriznéjSich zdroja.
Ackoli jsme pfi vybéru zaznamt pouzili pomérné prisna kritéria (viz kapitolu 6.1), stale je nutné
vzit v potaz pravdépodobné podhodnoceni hustoty bobfiho osidleni, a to jak v Case tak v prostoru.
Na druhou stranu populacni rist byl u vSech populaci velmi podobny a vykazoval u bobra dobre
popsany typicky vyvoj (viz dale), coZ napovida, Ze pripadné podhodnoceni je v Case rozprostreno
relativné rovnomeérné a nelisi se zasadné mezi populacemi, coZ umozZiiuje jejich relativni porovnani.
Navic velkou vyhodou sledovaného druhu je fakt, Ze jeho pobytové znamky jsou v krajiné velmi
napadné a ve sledovaném obdobi dostatec¢né pozoruhodné, aby byly néjakou formou zaznamenany.
Domnivame se proto, Ze nami pouZita data predstavuji pomérné vérny obraz o tom, jak proces

Sifeni téchto populaci probihal.

Populaéni rlist

Linearni trendy ve vétSiné fad na obrazku 6.3 (viz také tabulku 6.1) ukazuji, Ze bobri populace

(alesponl v urcité fazi) sleduji exponencidlni rist, coZ je v souladu s predchozimi studiemi (viz
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kapitolu 5.5). Neékteré studie (napr. Heidecke 1984, 1991) také zaznamenaly charakteristické
zpomaleni pfichazejici po exponencidlni fazi populac¢niho riistu. To znamend, Ze rlst je ve
skutecnosti logisticky spiSe neZ exponenciadlni, coZ je typické pro jakoukoli populaci bez
vyraznéjSich mezidruhovych interakci a je dobfe zdokumentovano na velkém mnoZzstvi druhti (viz

napt. Krebs 1994; Mduma, Sinclair & Hilborn 1999; a mnoho dalSich).

My jsme zavérecné zpomaleni ristu identifikovali u populaci na stfedni a jizni Moravé v letech
2001 a 2002 (viz obrazek 6.4). Jak jiZ byl zminéno v predeSlém odstavci, podobné nac¢asovani obou
téchto zpomaleni, i kdyZ by mohlo naznacovat i moZzné vykyvy v intenzité pozorovani, odpovida
dobé, kdy se tyto dvé populace navzajem pribliZily, stejné jako Casu, kdy populace na stfedni
Moravé dosédhla hranice povodi Moravy. Proto zpomaleni populacniho ristu lze vysvétlit jako
projev pribliZeni se mezni Unosnosti prostiedi (carrying capacity). U populace na Labi se pocatecni
rast po kratké dobé 4 let zpomalil aZ témér zastavil a poté zlistal neménny. Zde je vysvétleni mezni
kapacitou prostfedi nasnadé, nebot’ jak rist velikosti populace tak riist obsazeného tizemni byly

omezeny fyzickymi a orografickymi bariérami (viz kapitolu 5.7).

Rozdilné rychlosti populacnich ristt u jednotlivych populaci je mozné vysvétlit odliSnostmi v
lokalnich podminkach Sifeni. Zatimco u populaci na jiZzni Moravé a na Berounce mél zacatek
populac¢niho vyvoje podobu spontdnniho pronikani prvnich pionyrskych jedinci, u populace na
sttedni Moravé Slo o narazové vypusténi velké skupiny jedinct (viz kapitolu 5.7). Jak ukazala
nedavna podrobna studie procesu Sifeni na jednotlivych menSich populacich na pritocich Berounky
(Vorel & Simtnkova in press), $ifeni zde probihalo v nékolika vlnach, které Ize zhruba rozdélit na
dvé faze. Prvni fazi zhruba mezi lety 1980 a 1990 lze charakterizovat jako postupné pronikani
pionyrskych jedinct, vlivem malé populacni hustoty a tim ztiZeného parovani se vSak tato populace
prilis nemnozila. To je dobfe patrné v grafu 6.3, kdy pocatecni zdanlivé rychly rtst je zptisoben
nikoli reprodukci, ale pfedevsim pronikanim novych jedinct ze zdrojové populace v Némecku. To
je i vysvétlenim, jak se tento rtst mohl kolem roku 1989 zhruba na deset let zastavit (pokud by se
populace normalné reprodukovala, nebyl by k podobné stagnaci Zadny dtivod). Teprve kolem roku
1998 se s novou vInou jedincti z némecké populace populacni hustota zvysila natolik, Ze populace
zacala rist a Sifit se. Jinymi slovy se zde v pocatecni fazi projevoval Allee efekt. Nicméné i pokud

proloZime regresni pfimkou pouze Cast populacniho vyvoje od roku 1998, dostaneme hodnotu

sklonu 0,0463 (R°=0,977, P<0,0001), tj. témé¥ totoZnou, jako pro celou ¢asovou fadu. Jak vyplyva
z dlouhodobého sledovani vSech studovanych populaci, velikost vrhu je u vSech zhruba stejna

(pocet mlad’at ve vrhu je u vSech tfi populaci po pocatecni fazi postnatalni mortality monitorovan
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jako zhruba 2; Vorel et al., nepublikovana data). Patrné se tedy jedna o zvySenou mortalitu ¢i nizsi
Sance ke sparovani (tedy opét - tentokrat slaby - Alleeho efekt). U populace na jizni Moravé by na
podobny, ackoli méné vyrazny vliv Alleeho efektu mohla poukazovat pocatecni faze stagnace

populacniho ristu mezi lety 1977 a 1985.

Rychlost Sifeni

Jak je moZné vidét na obrazku 6.4, rist obsazené oblasti se rovnéz jevi jako zhruba
exponencialni nebo logisticky. Také zde jsme identifikovali zavérecna zpomaleni po exponencialni
fazi u obou populaci na Moravé, stejné jako analogické zpomaleni u populace na Labi. Ve
skuteCnosti tyto faze zpomaleni byly jeSté zjevnéjSi a trvaly déle neZ ty identifikované u
populacnich rist, coZ naznacuje, Ze uCinek mezni kapacity prostfedi se nejprve projevuje ve
zpomaleni prostorového Sifeni, a teprve pak sniZuje rychlost populacniho ristu (tento vyvoj

dokumentuje u bobfich populaci i Hartman (1995).

Ziejmym a oCekavanym rysem kfivek rtistu priméru obsazené oblasti (obrazek 6.5) je terasovity
rdst, a to zejména u obou populaci na Moravé. To Ize snadno vysvétlit povahou procesu postupu
podél hlavni linie (tj, procesu, ktery je ristem praméru obsazené oblasti popisovan), ktery zahrnuje
i disperzi na delSi vzdalenosti (viz kapitolu 5.3). Pfi hledani optimalniho prostfedi ¢i pripadnych
partnerd mohou nékterd zvirata jednorazové prekonavat i relativné dlouhé vzdélenosti podél
hlavniho toku a tim nahle zvySit primér obsazené oblasti, zatimco ostatni jedinci nasledné
kolonizuji zbyvajici stanovisSté nachazejici se podél této pionyrské disperzni trajektorie, pricemZ
ovsem celkovy primeér obsazené oblasti ziistava nezménén. Jinymi slovy, terasovity charakter riistu
priméru obsazené oblasti odrazi skokovou disperzi v menSim casoprostorovém méritku, zatimco

celkovy linearni trend réstu priméru odrazi spiSe spojitou disperzi pozorovanou na vétSim meéritku.

Faze zpoZdéni nastupu linearniho rtistu patrna na zacatku datovych fad populaci na jizni Moravé
a Berounce (v letech 1977-1985 na jizni Moravé a 1980- 2000 na Berounce; viz obrazek 6.5) zjevné
souvisi s vySe diskutovanym Alleeho efektem. Jak v pripadé populace na jizni Moravé tak v pripadé
populace na Berounce se Cas zacatku rychlé faze linearniho postupu fronty (viz obrazek 6.5)
shoduje s koncem stagnace v populacnim riistu (obrazek 6.3). Ve skutec¢nosti se zda byt linearni rtst
priméru obsazené oblasti mnohem lepSim indikatorem prechodu mezi pocatecni fazi postiZenou

Alleeho efektem a naslednou féazi rychlého ristu nez vyvoj velikosti populace.
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NasSe vysledky nicméné naznacuji, Ze pri nepfitomnosti vétSich fyzickych bariér (jako jsou ty
popsané u populace na Labi) a po prekonani pocatecni stagnace je postup podél hlavniho toku
zhruba linearni s rychlosti pfibliZzné 15-20 km/rok. Bylo by Zadouci toto zjiSténi ovéfit i na jinych

populacich, pripadné pomoci teoretickych a simulacnich modeld.
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7. Aplikace matematickych model{ na Sifeni populaci
bobra evropského

V této kapitole prezentuji aplikaci vybranych matematickych modelti na predikci rychlosti Sifeni
invazni fronty bobra evropského. PrestoZe se tento proces odehrava témér vyhradné podél vodnich
toku, rozhodl jsem se posoudit, nakolik jsou schopny jej aproximovat klasické, tj. jednorozmeérné a
dvourozmérné modely. Teprve pripadna demonstrace jejich neschopnosti proces popsat mtize byt
totiZ dostateCnou motivaci k hledani alternativ. Navic Skellam (1951) sviij dvourozmérny reak¢né
difizni model poprvé GspéSné pouZil na Sifeni ondatry piZmové (Ondatra zibethicus), coZ je
semiakvaticky savec dispergujici vodnimi toky podobné jako bobr. (Je pozoruhodné, Ze ackoli tento
priklad patfi mezi notoricky znamé ucebnicové priklady aplikace reakéné difizniho modelu,

malokdo se nad faktem, Ze ondatra se ve skute¢ni $ifi vodnimi toky, pozastavuje.)

K aplikaci modelti jsem pouzil stejnd data jako v kapitole 6, doplnéna o publikovana data o
bobfi Zivotni historii a populacni dynamice slouZici k nezdvislé parametrizaci modelt. Jako
pozorované rychlosti jsem tedy pouZil rychlosti zjiSténé v kapitole 6, a to jak rychlost zméfenou na
Fi¢ni siti nové navrhovanou metodou (déle tuto metodu nazyvam "sitova metoda"), tak rychlosti
zméfené pomoci scitani kvadrati (dale "kvadratova metoda"). Jednotlivé modely jsem
parametrizoval jednak na zminénych nezavislych datech o disperze a reprodukci bobra publikované
v literatufe (tyto modely dale nazyvam "nezavisle parametrizované"), jednak jsem pouZil odhad
parametrt z dat namérenych na datech analyzovanych v kapitole 6, tj. na stejnych datech, na nichz
byly naméreny pozorované rychlosti Sifeni. Tyto modely dale nazyvam "kalibrované". Pochopitelné
se u kalibrovanych modeli ocekavd mnohem vétSi shoda s daty neZz u modeli nezavisle

parametrizovanych.

7.1 Vybér modell

Vybér modelt vychazel ze snahy porovnat co nejvic moznych pristupd, liSicich se predevsim v
urovni detailu, s jakou popisuji disperzi a reprodukci. Z tohoto divodu jsem jako vychozi model

zvolil nejjednodussi, tj. reakcné difizni model (dale oznacovany jako "R-Diff model”), a jeho o
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néco realisti¢téjsi, ale stdle makroskopickou variantu, tj. reakcné telegrafni model (dale "R-Tel
model"). Reakcné telegrafni model pracuje s konec¢nou rychlosti jedincd, pficemzZ tato rychlost do

néj vstupuje v podobé parametru T zohlediiujiciho stfedni dobu mezi zménami pohybu.

Dale jsem zvolil dvé varianty mezoskopickych modeli pracujicich s disperznim jadrem, ale
pouZivajici makroskopicky popis popula¢ni dynamiky. Jednd se o model integro-diferencni (dale
"Int-D model"), ktery uvaZzuje diskrétni Cas, a model Markovského reakcniho transportu (dale
"MRT model"), ktery pracuje se spojitym casem. Pro posouzeni jaky vliv mad uvaZovani vékové
struktury jsem dale zvolil model s reprodukcné disperznim jadrem (dale oznaCovany jako R&D

model), ktery je mezoskopicky jak z hlediska disperze tak z hlediska reprodukce.

Model (oznaceni) Parametry Vzorec
Reakéné difizni model I ... vnitfni rychlost riistu populace (4.23)
(R-Diff model) D, , ... difzni koeficient jednorozmérného Sifeni

D, ... difazni koeficient dvourozmérného §iteni
Reak¢né telegrafni model I ... vnitfni rychlost réistu populace (4.25)
(R-Tel model) D, , ... difizni koeficient jednorozmérného Siteni

D, , ... difazni koeficient dvourozmeérného §iteni

T ... mira zpoZdéni pohybu
Markovsky reak¢né I ... vnitini rychlost riistu populace (4.29)
transportni model A ... intenzita zmén pohybu
(MRT model) M (S) ... momentova vytvorujici funkce disperzniho jadra
Integro-diferencni model R, ... mira reprodukce na hlavu (4.27)
(Int-D model) M (S) ... momentova vytvorujici funkce disperzniho jadra
Reprodukéné disperzni R,, ... mira reprodukce na hlavu (4.36)
jadro W ... sttedni hodnota reprodukéniho jadra
(R&D model) 2 o s

V" ... rozptyl reprodukéniho jadra

o’ rozptyl disperzniho jadra

Y ... Spicatost disperzniho jadra
Peano reakcné transportni I ... vnitfni rychlost riistu populace (4.40)

model
(Peano model)

T ... sttedni doba mezi generacemi
[ ... stfedni disperzni vzdalenost

Tabulka 7.1: Seznam vybranych modelii aplikovanych na Siteni bobra evropského, parametrii téchto modelii a vzorct
pouZzitych k vypoctu rychlosti invazni fronty.
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Poslednim zvolenym modelem byl model zaloZeny na obecné nahodné prochazce se spojitym
Casem, tj. model (4.37), aplikovany na Peanovu sit konstrukc¢niho stupné 1 a 2. Tento model dale
nazyvam "Peano reak¢né transportni model” pripadné jen "Peano model” a konstruk¢ni stupné

pouZité Peanovy sité oznacuji jako Q1 resp. Q2.

VSechny uvedené modely kromé Peano modelu jsem parametrizoval jak pro pripad
jednorozmérného, tak pro dvourozmérné Siteni, coz se tykalo odhadu disperznich parametri (viz
kapitolu 4.6.2). Prehled pouzitych modelt, jejich parametrd a pfisluSnych vzorcti pouzitych pro

vypocet rychlosti invazni fronty je uveden v tabulce 7.1.

7.2 Odhad parametrii

7.2.1 Parametry reprodukce

Vnitini rychlost ristu populace byla odhadnuta jako sklon regresni pfimky proloZené
logaritmovanymi hodnotami populacniho ristu (viz kapitolu 4.6.1). PouZil jsem pfitom jak casové
fady uvedené v literature (viz obrazek 6.4 a prilohu P2), tak Casové rady zjiSténé na datech o Sifeni

bobra evropského v Ceské republice (viz kapitolu 6, obrazek 6.3 a tabulku 6.1).

U casovych fad publikovanych v literatufe byly nejprve v semi-logaritmickém grafu (za pouZiti
pfirozeného logaritmu) vizuéalné identifikovany faze exponencialniho ristu a nasledné byla touto
Casti proloZena regresni pfimka. Vysledky shrnuje obrazek 7.1 a tabulka 7.2. Hodnoty parametru r
se pohybovaly v rozmezi od 0,0652 rok™ do 0,3102 rok™. Pro dcely modelovani Sifeni jsem se
rozhodl pouZit medidn jako reprezentativni hodnotu a minimum a maximum jako hodnoty

reprezentujici Sifi spektra moznych populacnich vyvoju.

Lokalita r R’ p Zdroj dat

LotySsko 0,2084 0,9972 <0,0001 Balodis (1990)

Irde 0,1901 0,9857 <0,0001 Balodis (1990)
Voronez 0,3102 0,9702 < 0,0001 Balodis (1990)

Labe, Némecko 0,0652 0,9973 < 0,0001 Heidecke 1984

Peene, Némecko 0,2863 0,9986 <0,0001 Heidecke 1991
BollwinflieR, Némecko 0,2796 0,9972 <0,0001 Heidecke 1991
Virmland, Svédsko 0,0721 0,9904 < 0,0001 Hartman 1994
Estonsko 0,1818 0,9931 0,0002 Halley and Rosell 2002

Tabulka 7.2: Vysledky linedrnich regresi logaritmicky transformovanych populacnich ristii, viz obrdzek 7.1. Sklon
regresnich primek r odpovidd vnitfnimu ristu populace.
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Obrdzek 7.1: Semi-logaritmicky graf populacnich risti publikovanych v riznych zdrojich. Vizudlné identifikovanymi
exponencidlnimi éastmi byly proloZeny regresni primky (viz tabulku 7.2). Ndzvy lokalit i zdroje odpovidaji obrdzku 6.3.

Zdroj dat Oznaceni r

JiZni Morava I vs 0,156
Stfedni Morava I mc 0,197
Berounka I'BE 0,109
Literatura (minimum) I min 0,065
Literatura (median) I median 0,190
Literatura (maximum)  Tmax 0,310

Tabulka 7.3: Vnitini rychlosti ristu populace pouZité v modelech Siteni. Prvni tfi radky uvddéji hodnoty z tabulky 6.1
transformované z dekadického na prirozeny logaritmus. Rddky oznacené Literatura se vztahuji k hodnotdm uvedenym v

tabulce 7.2.
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Hodnoty zmérené na Ceskych a moravskych populacich v kapitole 6 (viz tabulku 6.1) bylo tfeba
prevést z dekadickych logaritmi na logaritmy pfirozené. Vysledny seznam vSech pouzitych hodnot

parametru r shrnuje tabulka 7.3.

Parametr R, tj. miru reprodukce na hlavu, jsem pro R&D model odhadl z Zivotnich tabulek
obsahujicich empirickou funkci pteZivani L(a) a v&kové specifickou fertilitu m(a), tj. pomoci

vztahu (4.48), pro integro-diferen¢ni model pomoci vztahu (4.49).

a L(a) Litter P(mature) P(breed) L(a)m(a)
0 1,000 0 0,000 0,660 0,000
1 0,530 0 0,000 0,660 0,000
2 0,430 2,9 0,290 0,660 0,119
3 0,380 2,9 0,550 0,660 0,200
4 0,350 2,9 0,900 0,660 0,301
5 0,320 2,9 1,000 0,660 0,306
6 0,300 2,9 1,000 0,660 0,287
7 0,280 2,9 1,000 0,660 0,268
8 0,270 2,9 1,000 0,660 0,258
9 0,255 2,9 1,000 0,660 0,244
10 0,240 2,9 1,000 0,660 0,230
11 0,230 2,9 1,000 0,660 0,220
12 0,220 2,9 1,000 0,660 0,211
13 0,200 2,9 1,000 0,660 0,191
14 0,165 2,9 1,000 0,660 0,158
15 0,130 2,9 1,000 0,660 0,124
16 0,090 2,9 1,000 0,660 0,086
17 0,045 2,9 1,000 0,660 0,043
18 0,000 0 0,000 0,000 0,000

Tabulka 7.4: Zivotni tabulka bobra evropského. Funkce preZivdni L(a) odvozena pro obdobi 1950-1959. Vyznam
jednotlivych sloupcii a zdroje dat: a: vék, L(a): pravdépodobnost doZiti se véku a (Heidecke 1984), Litter: ocekdvand
velikost vrhu (Heidecke 1984), P(mature): pravdépodobnost, Ze samice ve veku a bude pohlavné zrald (Dobozsynska &
Zurowski 1983), P(breed): pravdépodobnost, Ze pohlavné zrald samice bude mit ve véku a mladata (Heidecke 1984),
m(a): veékové specifickd fertilita  (zahrnujici pouze produkci samic) spocitand jako m(a) =
Litter*0,5*P(mature)*P(breed).

Funkce pfeZivani se podstatné lisi pro bobra evropského a bobra kanadského (viz obrazek 5.3 a
tabulky 5.5 a 5.6), proto jsem se rozhodl pouZit pouze tidaje o bobru evropském. Heidecke (1984)
publikoval rozdilné prezivaci funkce podle stafi populace (viz tabulku 5.6). Rozhodl jsem se pouZit
tyto funkce zvlaSt' a reprezentovat tak vliv stoupajici populacni hustoty na tmrtnost. Parametry

odvozené z téchto krivek dale oznacuji H (krivka z let 1950-1959), H, ;.. (kfivka z let 1960-

young
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1969) a H,, (kfivka z let 1970 - 1974). Udaje o v&kové specifické fertilité nebyly pro bobra

evropského pfimo dostupné, bylo tfeba je proto odvodit ze souvisejicich tdajt. Zakladni informaci
bylo rozdéleni véku pohlavni zralosti publikované autory (Doboszynska & Zurowski 1983) (viz
tabulku 5.1). Tato tabulka byla prevedena na kumulativni pravdépodobnosti a rozsifena na celou
skalu vékovych kategorii (viz sloupec P(mature ) v tabulce 7.4.) Dale bylo tfeba zahrnout informaci
o velikosti vrhu a pravdépodobnosti, Ze bude dana pohlavné zrala samice mit v daném véku
mlad’ata. Obé informace bohuZel nejsou pro bobra evropského k dispozici ve vékové specifické
podobé, proto jsem pouZil konstantni odhady zprtimérované na cely Zivot jedince. Heidecke (1984)
uvadi primérnou velikost vrhu 2,93, Doboszyniska a Zurowski (1983) udavaji hodnotu 2,7.
Vzhledem k tomu, Ze Heidecke popisuje mladou expandujici populaci, zatimco Doboszynska a
Zurowski populaci v neprirozenych podminkach farmy, kde se da ocekavat vysoka populacni
hustota, rozhodl jsem se pouZit odhad Heideckeho a nastavit velikost vrhu jako 2,9 (sloupec Litter v
tabulce 7.4). JelikoZ fertilita by méla zahrnovat pouze produkci samic, byla velikost vrhu ve
vypoctu vynasobena hodnotou 0,5 (odpovida vyrovnanému pomeéru pohlavi). Posledni sloZkou
fertility pak byla pravdépodobnost biezosti (sloupec P(breed) v tabulce 7.4). Ta byla nastavena
podle Heideckeho na hodnotu 0,66. Fertilita byla z téchto hodnot vypocitana jejich vynasobenim, tj.
m(a)=Litter-0,5 -P(mature)-P(breed ). Postup vypoctu a pouZité hodnoty jednotlivych parametrti

pro prvni dekadu vyvoje populace shrnuje tabulka 7.4, pro druhou a tfeti dekadu populacniho

vyvoje viz prilohu P3.

Zdroj dat Oznaceni R,
MO

Jizni Morava Ry 1,716
MS

Stfedni Morava R, 1,597
MC

Berounka R, 1,806

Heidecke 1984 H g 3,248

Heidecke 1984 H,are 2,257

Heidecke 1984 H,q 1,215

Literatura (minimum) Rglm 1,215

B median
Literatura (median) Ry 1,768
Literatura (maximum) Rgmx 2,535

Tabulka 7.5: Prehled odhadii parametru R, z riznych datovych zdroji. Hyoung, Humiaaie @ How jsou odhadnuty z Zivotnich
tabulek pomoci vzorce 4.48, ostatni odhady jsou zaloZeny na odpovidajici hodnoté r a vzorci 4.49.
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Pro integro-diferencni model byl parametr R, odhadnut pomoci vztahu (4.49), tj. na zakladé
znamych hodnot r. Vzhledem k tomu, Ze hodnoty r odhadnuté z literatury jsou tfi, tj. minimum,

maximum a median (viz tabulku 7.3), vznikly obdobné tfi hodnoty pro parametr R,, tj. Ry, Ry“*""

a Ry™. Stejnym zptisobem byly odhadnuty i hodnoty parametru R, z parametru r pro populace v

Ceské republice. Vysledné hodnoty viech odhadii parametru R, shrnuje tabulka 7.5.

Mezi parametry reprodukce dale patfi parametry reprodukcniho jadra pro R&D model, tj.
parametry u a v’. Ty jsem odhadl z vy3e uvedenych Zivotnich tabulek na zékladé vztahti (4.58) a
(4.59). Vysledkem byly opét riizné hodnoty pro riizné staré populace, oznacované dale jako H

young?

H . @ H,4- Hodnoty odhadi shrnuje tabulka 7.6.

Zdroj dat Oznaceni u Na

Heidecke 1984  H young 7,923 15,330
Heidecke 1984  H iddie 7,750 15,858
Heidecke 1984  H gy 5,876 10,114

Tabulka 7.6: Prehled odhadii parametrii reprodukcniho jadra W a v Odhady jsou vypocteny z Zivotnich tabulek
pomoci vzorcti (4.58) a (4.59).

7.2.2 Parametry disperze

Disperzni parametry jsem odhadl jak pro pripad jednorozmérného, tak pro pripad
dvourozmérného Siteni. (U jednotlivych parametri jsou tyto pripady déle odliSeny indexem 1D

resp. 2D.)

Pro odhad diftizniho koeficientu jsem pouZil neparametrické vzorce (4.50) aZ (4.53). Pouzil
jsem pritom vSechna dostupna disperzni data, tj. data pro bobra evropského i bobra kanadského
(tabulky 5.3 a 5.4). V pripadé dat v podobé histogramu nastal problém s posledni vzdalenostni
tiidou, kterd v obou piipadech, tj. jak u dat autorti Sun et al. (2000) tak u dat Heideckeho (1984),
méla podobu otevieného intervalu. V praxi bylo vSak pro vypocet nutné tento interval shora uzavrit
maximalni hodnotou disperzni vzdalenosti. U dat Heideckeho (tj. u populace oznacované jako Elbe)
cely histogram pokryval predpokladany rozsah disperznich vzdalenosti, proto byla posledni tfida, tj.
ptivodné "nad 100 km", nastavena v souladu s predchozi tfidou jako "101 - 150 km". V pripadé dat
autort Sun et al. (2000), tj. u populace oznacované jako ASP, mohla posledni tfida zahrnovat velmi

rozdilné vzdalenosti, nebot’ jeji spodni hranice byla pouhych 20 km. Rozhodl jsem se proto
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uvazovat rtzné velikosti posledni tfidy a zjistit tak miru vlivu, jaky velikost posledni tfidy ma na
odhadované disperzni parametry. Velikost tfidy, ptivodné oznacené jako "20 km a vice", jsem

postupné uvazoval jako "20 - 30 km", "20 - 40 km", "20 - 50 km", "20 - 100 km" a "20 - 150 km".

Déle jsem odhadl diftizni koeficient i na zdkladé dat pro populace v Ceské republice. Disperzni
vzdalenosti jsem z jednotlivych zdznamt o bobiim osidleni odhadl metodou, kterd primo
koresponduje s metodikou pouZitou pro analyzu téchto dat v kapitole 6.2. V uvedené kapitole se
disperzni trajektorie daného zaznamu odhaduje jako nejkratSi cesta mezi danym zdznamem a
nejblizs$im jiz existujicim zdznamem. Délky téchto trajektorii byly extrahovany z dat o vyskytt
bobriho osidleni pomoci v kapitole 6 zminéného programu SpreadAnalyst. Takto ziskané délky
trajektorii jsem povaZoval za odhad disperznich délek pro pfisluSné populace, hodnoty jsou

uvedeny v priiloze P4 a shrnuty v grafu 7.2.
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Obrdzek 7.2: Rozdéleni disperznich vzddlenosti odhadnuté na
zdkladé vzddlenosti mezi bodovymi zdznamy o bobrim osidleni
mérenymi podél vodnich tokii (tj. délky "disperznich trajektorii" ve
smyslu kapitoly 6).

Parametr I, tj. stfedni disperzni vzdalenost, jsem odhadl jako priimér z namérenych disperznich
vzdélenosti. Parametry marginalniho disperzniho jadra ¢” a y jsem odhadl pomoci vzorci 4.60 a
4.61. Vzorec 4.61 pro odhad Spicatosti je vSak v praci autorti van den Bosch et al. (1992) odvozen
jen pro pripad dvourozmérné disperze, tj. predpoklada se, Ze disperzni vzdalenosti odpovidaji

dvourozmérnému radidlnimu Sifeni. Z toho divodu jsem pro jednorozmérny pripad pouZil
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neparametricky odhad Spicatosti pomoci funkce Kurt z balicku DescTools programu R (Signorell et
al. 2015). Vysledné hodnoty difizniho koeficientu, stfedni disperzni vzdélenosti a rozptylu a
Spicatosti marginalniho disperzniho jadra, pro ptipad jednorozmérného i dvourozmérného Sifeni,

shrnuje tabulka 7.7.

D,y D,, [ O'%D Yip GgD Yab
MS 109,824 54,912 13,838 658,945 10,939 329,472 15,933
MC 132,710 66,355 16,485 796,258 5,390 398,129 9,661
BE 224,988 112,494 22,077 1349,928 3,333 674,964 7,265
Castor fiber:
Elbe 873,025 818,325 33,039 2121,500 2,349 1060,750 3,858
Azas 116,670 58,335 13,550 700,023 4,037 350,011 11,548
Castor canadensis:
UCCA 18,460 9,230 7,361 110,761 -1,572 55,381 1,736
AD 0,931 0,466 1,815 5,588 -0,641 2,794 2,181
ASP3 26,049 35,398 6,648 99,290 1,243 49,645 3,390
ASPy 56,474 66,758 7,216 130,540 1,850 65,270 5,470
ASPs, 97,403 105,225 7,784 167,472 2,277 83,736 6,344
ASPigo 464,974 418,971 10,625 437,358 3,154 218,679 8,582
ASPi50 1108,144 940,029 13,466 849,290 3,391 424,645 9,345

Tabulka 7.7: Souhrn disperznich parametrii spocitanych z riiznych datovych zdrojii. Vyznam jednotlivych oznaceni je
ndsledujici. MS: populace na jizni Moravé; MC: populace na stfedni Moravé; BE: populace na Berounce; Elbe: data z
tabulky 5.4; Azas, UCCA, AD, ASP: data z tabulky 5.3. Indexy 30, 40, 50, 100 a 150 u populace ASP odkazuji na
riiznou volbu horni hranice posledni vzddlenostni tridy (km).

Hodnoty disperznich parametrti jsou zjevné velmi odliSné pro rizné zdroje dat, zejména se lisi
pro data o bobru evropském a data o bobru kanadském (viz tabulku 7.7). To zptisobuji vyrazné
menS$i disperzni vzdalenosti naméfené u populaci bobra kanadského, coZ lze vysvétlit velmi
odliSnymi podminkami prostfedi. Zatimco populace UCCA obyvala rozsédhlou sit moktadi a
vodnich tokt v povodi feky Mississippi, populace AD byla omezena na systém vodnich ploch
vzniklych po povrchové téZbé a byla obklopena intenzivné zemédélsky vyuZivanou krajinou
(McNew, Jr. & Woolf 2005). Z disperznich dat je zfejmé, Ze populace AD se prakticky neSiFila.
Populace UCCA vykazovala sice vétsi disperzni vzdalenosti, i ty byly vSak vyrazné mensi nez u
evropskych dat. Zminénd rozsdhla sit mokradt patrné poskytovala mnohem vétSi nabidku
vhodnych habitatli a disperze nebyla omezena pouze na vodni toky. Vysledkem je, Ze se populace
oproti populacim obyvajicim spiSe fi¢ni systém obklopeny pro bobry méné hostinnou krajinou (coz
je pripad jak populaci v Ceské republice, tak pfipad populace Azas (Saveljev et al. 2002) a Elbe
(Heidecke 1984)) vyrazné méné Sitila do svého okoli. Svou roli jisté hraje i fakt, Ze zatimco

evropska data byla mérena podél Ficni sit€, data americka byla mérena euklidovsky.
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Dale je z tabulky 7.7 zfejmy vyrazny vliv horni hranice posledni vzdalenostni tfidy u populace
ASP. U jednorozmérného diftizniho koeficientu se jednalo az o Ctyficetindsobny nartist jeho
hodnoty mezi ASP3; a ASPis. To koresponduje s dobfe popsanym silnym vlivem konce tvaru

disperzniho jadra (Kot et al. 1996; Méndez et al. 2014; a mnoho dalSich) na rychlost Siteni.

Z uvedenych divodi jsem se rozhodl pfi aplikaci modeli Sifeni vychazet pouze z evropskych
dat. I zde je velky rozdil mezi daty publikovanymi Heideckem (1984; populace Elbe) a autory
Saveljev et al. (2002; populace Azas), zde se vSak patrné jednd o vliv neurcitosti pfi odhadu
disperznich vzdalenosti pouze z polohy teritorii u populace Elbe. MtiZe se ale jednat i o pfirozenou

variabilitu procesu Sifeni v zavislosti na lokalnich podminkach.

Momentovou vytvorujici funkci disperzniho jadra jsem odhadl pomoci neparametrickych
odhadi (4.54) az (4.57). Tento odhad je zakomponovéan do skritpi v jazyce R vytvorenych pro
minimalizaci vyrazt (4.27) a (4.29) (viz prilohu P5).

Parametr T ma v pfipadé integro-diferenc¢niho modelu vyznam ¢asu mezi generacemi. Vzhledem
k tomu, Ze bobfi opoustéji rodicovské teritorium zhruba ve dvou letech a nasledné jednu sezénu
travi disperzi a hledanim nového teritoria, odhadl jsem mezigeneracni dobu jako 3 roky. V pripadé
telegrafné difizniho modelu ma parametr t trochu jiny vyznam a lze jej z mezigeneracni doby
odhadnout (viz Méndez et al. 2014) jako jeji polovinu, tj. v tomto pfipadé 1,5 let. Parametr A, tj.
stfedni intenzita zmén pohybu, je v pripadé, kdy disperze probiha jednou za Zivot (coZ je pfi
zanedbani sekundarni disperze i piipad bobrti), pfevracenou hodnotou mezigeneracniho Casu. Tuto

hodnotu jsem proto uvazoval jako 0,3.

Ve

7.3 Pozorované rychlosti Sifeni

Pozorované rychlosti Sifeni jsou prejaty z vysledkt uvedenych v kapitole 6. JelikoZ zde pouzité
modely Sifeni jsou vSechny zaméfené na predikci konstantni rychlosti invazni fronty, je podminkou
jejich dspésné aplikace pritomnost linedrné se Sifici fronty u redlné populace, kterd ma byt
modelovana. V pripadé zde studovanych populaci byla v kapitole 6 jednak identifikovana
konstantni rychlost Sifeni priiméru obsazené oblasti méfeného sitovou metodou, jednak i zhruba
konstantni rtist poloméru obsazené oblasti méfeného kvadratovou metodou. Obé tyto rychlosti proto
lze pouZit pro porovnani s modelovymi predikcemi. JelikoZ rychlost invazni fronty predikovana

modely odpovida (v pfipadé radialné symetrického Sifeni) ristu poloméru plochy, rozhodl jsem se
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za ekvivalentni pozorovanou rychlost povaZovat rovnéz polomér a nikoli primér. Z toho divodu

byly vSechny rychlosti uvedené u primért (jak sitového, tak kvadratového) v tabulce 6.1 vydéleny

dvéma (viz tabulku 7.8).

Uvedené rychlosti jsem se dale pokusil doplnit o dvé dalsi, zaloZené na meéteni euklidovskych
vzdalenosti mezi zaznamy a pocatkem Sifeni. Jedna se o klasicky pristup alternativni ke kvadratové
metodé (viz kapitolu 3). Za pocatek Sifeni jsem povaZoval prvni zdznam v datové fadé. V kaZzdém
roce jsem identifikoval maximalni euklidovskou vzdalenost novych zdznamt od tohoto pocatku a
pokud byla tato vzdalenost vétsi, neZ dosavadni nejvétsi euklidovska vzdalenost starSich zaznami,
tuto vzdalenost jsem spolu s pfisluSnym ¢asem zaznamenal. Vysledny riist maximalni euklidovské

vzdalenosti od pocatku Sifeni je vidét na obrazku 7.3.

Bohuzel zjiStény rist je dosti chaoticky a nevykazuje jednoduchy linearni trend, z néhoz by bylo
mozné odhadnout primérnou rychlost Siteni. Pfipadné linearni regrese pouze v nékterych, linearitu
vykazujicich castech krivek by byly velmi subjektivnim, téZko interpretovatelnym reSenim (napft. u

populace na stfedni Moravé je patrny rychly rist, ktery se nahle po cca ctyrech letech zastavil).
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Obradzek 7.3: Riist maximdlini euklidovské vzddlenosti od pocdtku Sifeni (méreno
od prvniho zdznamu).

Dale mé zajimalo, jak se populace Sifily pouze v jednom prevaZujicim sméru (viz podobny
pristup u Wehtjeho (2003) a Campose et al. (2006)). To by totiz mohlo mit vyznam zejména z

hlediska modelu na Peanové siti, ktera modeluje jednorozmérné Sifeni podél hlavni linie. PFi
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modelovani migrace severoamerickych pristéhovalci Campos et al. (2006) podobnym zptisobem
mérili migracni vzdalenosti pouze v zapadnim sméru. U mnou studovanych bobrich populaci 1ze u
populace na jizni Moravé identifikovat hlavni smér Sifeni jako zhruba severni, u populace na
Berounce smér vychodni a u populace na stfedni Moravé jak jiZni, tak severni smér. Vzdalenosti od
pocatecniho zadznamu jsem méfil vidy jako vzdalenosti mezi projekcemi zdznami na prisluSnou
soufadnicovou osu, tj. v praxi pomoci vZdy pouze jedné, odpovidajici souradnice. Vysledky shrnuji

obrazky 7.4,7.5a 7.6.
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Obrdzek 7.4: Rist maximdIni vzddlenosti od prvniho zdznamu mérené v
severnim sméru u jihomoravské populace. Rychlist Sifeni méfend sklonem
regresni primky je 2,4878 km/rok (R* = 0,9747, P = 0,102).

Ani zde bohuzZel nevedlo toto méfeni k pouZitelnym vysledkiim. Ackoli v nékterych pripadech
byl rlist podobny riistu priiméru obsazené oblasti méfenému sitovou metodou (viz obrazek 7.6), tj.
bylo mozné odliSit linearni fazi rGstu v mistech, kde ji Ize oCekéavat. V ptipadé obou Moravskych
populaci (obrazky 7.4 a 7.5) vSak zjiSténé rychlosti byly jednak velmi rozdilné (od 2,5 do 21
km/rok) a jednak ve vétsiné pripadii nebyl z divodu malého mnoZstvi bodi sklon regresni primky
statisticky vyznamny. Z téchto divodi jsem se rozhodl tyto miry zaloZené na euklidovskych
vzdalenostech nepouZit a vychazet pfi posuzovani modelovych predikci pouze z rychlosti ristu

poloméru obsazené oblasti spocitané jednak sitovou, jednak kvadratovou metodou.
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Obrdzek 7.5: Riist maximdlni vzddlenosti od prvniho zdznamu mérend jiznim a
severnim smérem u populace na stfedni Moravé. Rychlosti Siteni odhadnuté jako
sklon regresni pFimky v linerdni Cdsti grafu jsou 6,8 km/rok (R? = 0,9999, P =
0,0057) pro severni smér a 21,476 km/rok (R? = 0,8564, P = 0,247) pro jiini
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Obrdzek 7.6: Rist maximdlni vzddlenosti od prvniho zdznamu méreny
vychodnim smérem u populace na Berounce. Rychlost Siteni odhadnutd jako
sklon regresni pFimky v linedrni ¢dsti grafu je 8,948 km/rok (R? = 0,9419, P =
0,0295).

U kalibrovanych modelti jsem pozorované rychlosti porovnal s rychlosti predikovanou modelem
pro prislusnou populaci. U nezavisle parametrizovanych model bylo nutné ziskat pouze jednu
reprezentativni pozorovanou rychlost (resp. dvé, jednu méfenou sitovou metodou a jednu
kvadratovou metodou). Tu jsem obdrZel zprimérovanim hodnot pro jednotlivé populace. Pfehled

pouZitych pozorovanych rychlosti uvadi tabulka 7.8.

96



Sitovy polomér Kvadrdtovy

Populace (km/rok) polomér (km/rok)
jizni Morava 7,7 1,2
stfedni Morava 9,1 1,7
Berounka 10,4 0,7
Priimér 9,1 1,2

Tabulka 7.8: Pozorované rychlosti Siteni mérené jako linedrni riist poloméru obsazené oblasti sitovou a kvadrdtovou
metodou.

7.4 Vysledky

7.4.1 Reakéné difuzni model

Rychlosti Sifeni odhadnuté reak¢né diftiznim modelem pro jednotlivé kombinace parametri
shrnuje tabulka 7.9. Z tabulky je jasné patrny vliv jak wvnitini rychlosti ristu, tak diftzniho
koeficientu na vysledné rychlosti Sifeni (stejné plati i pro ostatni modely, ackoli v rizné mire).
V obou ptipadech rychlost vyrazné roste s rostouci hodnotou parametru. U parametru r se rychlost
mezir

ar,, zhruba zdvojnasobila. Difdzni koeficient byl u dat z populace Elbe asi osmkrat vyssi

min max

neZ u dat z populace Azas, coZ vedlo ke zhruba trojndsobnym rychlostem Siteni. Podle ocekavani

byly rychlosti u dvourozmeérného Sifeni o néco mensi neZ u jednorozmeérného Sireni.

Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
r D, D, Vip Vap

Reprodukce  Disperze (rok?) (km*/rok) (km*/rok)  (km/rok)  (km/rok)
I ms MS 0,156 109,824 54,912 8,278 5,854
I'mc MC 0,197 132,710 66,355 10,226 7,231
I'pe BE 0,109 224,988 112,494 9,904 7,003
I min Elbe 0,065 873,025 818,325 15,066 14,586
I median Elbe 0,190 873,025 818,325 25,758 24,938
I max Elbe 0,310 873,025 818,325 32,902 31,855
I min Azas 0,065 116,670 58,335 5,508 3,895
I median Azas 0,190 116,670 58,335 9,416 6,658
I ax Azas 0,310 116,670 58,335 12,028 8,505

Tabulka 7.9: Rychlosti invazni fronty odhadnuté reakcné difiiznim modelem pro jednotlivé kombinace parametrti a pro
jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (vap) Sirent.
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Porovnani predikci kalibrovanych modelt s pozorovanymi rychlostmi ukazuje tabulka 7.10. Z ni
je vidét, Ze velmi dobré shody dosahl jednorozmérny model pfi porovnani s rychlosti méfenou
sitovou metodou. Primérna odchylka® pozorovanych a modelovanych rychlosti zde byla pouhych
0,73 km/rok, ptri¢emZ relativhé nejhorsi shoda nastala u populace na stfedni Moravé, kde byla
pozorovana rychlost o 1,1 km/rok niZsi neZ rychlost predikovana jednorozmérnym modelem.

Naopak u populace na Berounce byla odchylka dokonce jen -0,5 km/rok.

U dvourozmérného modelu byla shoda o néco horsi, s primérnou odchylkou 2,37 km/rok. Pfi
porovnani dvourozmérného modelu s rychlosti mérenou kvadratovou metodou byla shoda daleko

nejhorsi, primérna odchylka byla 5,5 km/rok.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdroj dat Vip Vap Vsit Vivadrdt Vip — Vsir Vap— Vsie V2D — Vivadrdt
MS 8,278 5,854 7,7 1,2 0,578 -1,846 4,654
MC 10,226 7,231 91 1,7 1,126 -1,869 5,531
BE 9,904 7,003 10,4 0,7 -0,496 -3,397 6,303
Priimérnd
odchylka 0,73 2,37 5,50

Tabulka 7.10: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro kalibrovany reakcné difiizni model.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdroje dat Vip Vop Vit Vivadrit Vip — Vst Vap — Vsir VD — Vivadrdt
I'min, Elbe 15,066 14,586 91 1,2 5,966 5,486 13,386
T'median, E1DE 25,758 24,938 91 1,2 16,658 15,838 23,738
I'max, Elbe 32,902 31,855 91 1,2 23,802 22,755 30,655
T'min, AZas 5,508 3,895 91 1,2 -3,592 -5,205 2,695
T'median, AZaS 9,416 6,658 91 1,2 0,316 -2,442 5,458
T'max, AZas 12,028 8,505 91 1,2 2,928 -0,595 7,305
Priimernd
odchylka 8,877 8,72 13,87

Tabulka 7.11: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro reakcné difiizni model a parametry
modelu odhadnuté z nezdvislych dat.

PYi porovnani pozorovanych rychlosti s nezavisle parametrizovanymi modely (viz tabulku 7.11)
byla celkové shoda horsi, ackoli stale byla vyrazné lepsi v pripadé srovnani s rychlosti méfenou
sitovou metodou. V pripadé, kdy byl difuzni koeficient odhadnut z dat populace Elbe, byly
modelované rychlosti vidy vyrazné nadhodnocené oproti pozorovanym rychlostem (v pripadé

vnitfni rychlosti rastu populace r,, byly dokonce az zhruba 20 km/rok, pfi srovnani s rychlosti

6 Dale se "primérnou odchylkou" vZdy mysli primérna absolutni odchylka.
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meérenou kvadratovou metodou aZ 30 km/rok). Naopak u populace Azas byla shoda mnohem lepsi,
nejlepsiho vysledku bylo dosazZeno pfi prostfedni hodnoté vnitini rychlosti riistu populace (r,,,4i.,) @
srovnani jednorozmérného modelu s rychlosti méfenou sitovou metodou (rozdil predikované a

pozorované rychlosti byl pouhych 0,32 km/rok).

7.4.2 Reakéné telegrafni model

Podle ocekavani byly rychlosti odhadnuté reakcné telegrafnim modelem (viz tabulku 7.12) o
néco mensi nez rychlosti reak¢né difuzniho modelu, pricemz relativni rozdily mezi rGznymi
parametrizacemi zistaly zachovany. Pfi porovnani pozorovanych rychlosti s rychlostmi
predikovanymi kalibrovanymi modely (tabulka 7.13) byla shoda nejlepSi opét v pripadé
jednorozmérného modelu a pozorované rychlosti mérené sitovou metodou (primérna odchylka
byla 1,36 km/rok). Pfi porovnani s nezavisle parametrizovanymi modely byla shoda modelti obecné
lepsi ve srovnani s modely reakcné diftiznimi, primérnd odchylka (opét pfi srovnani
jednorozmérného modelu a pozorované rychlosti méfrené sitovou metodou) byla zhruba 6 km/rok (u
reakéné difuzniho modelu byla 9 km/rok). Relativné nejlepSich predikci bylo dosaZeno opét u
jednorozmérného modelu s difdznim koeficientem odhadnutym z dat populace Azas, pfi vnitini

rychlosti ristu r, . (odchylka -0,9 km/rok) a r (odchylka -1,8 km/rok).

max median

Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
r

Reprodukce  Disperze ’(ka) (rok’) D,p (km’*/rok) D, (km’/rok) v, p, (km/rok) v, (km/rok)
I ms MS 1,5 0,156 109,824 54,912 6,709 4,744
' mc MC 1,5 0,197 132,710 66,355 7,894 5,582
I'BE BE 1,5 0,109 224,988 112,494 8,512 6,019
T min Elbe 1,5 0,065 873,025 818,325 13,728 13,291
I median Elbe 1,5 0,190 873,025 818,325 20,046 19,407
L Elbe 1,5 0,310 873,025 818,325 22,459 21,744
T min Azas 1,5 0,065 116,670 58,335 5,018 3,549
I median Azas 1,5 0,190 116,670 58,335 7,328 5,182
I max Azas 1,5 0,310 116,670 58,335 8,210 5,805

Tabulka 7.12: Rychlosti invazni fronty odhadnuté telegrafné difuiznim modelem pro jednotlivé kombinace parametrt,
pro jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (v.p) Siteni.
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Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily

Zdroj dat Vip Vap Vsit Vikvadrdt Vip — Vsit Vap— Vsie V2D — Vivadrdt
MS 6,709 4,744 7,7 1,2 -0,991 -2,956 3,544

MC 7,894 5,582 9,1 1,7 -1,206 -3,518 3,882

BE 8,512 6,019 10,4 0,7 -1,888 -4,381 5,319
Priimérnd

odchylka 1,36 3,62 4,25

Tabulka 7.13: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro reakcéné difiizni model a parametry
modelu odhadnuté ze stejnych dat, z nichZ jsou odhadnuty pozorované rychlosti.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdroje dat Vip Vap Vsic Vivadrit Vip — Vsie Vop— Vsie Vop — Vivadrit
I'min, Elbe 13,728 13,291 9,1 1,2 4,628 4,191 12,091
I'median, E1De 20,046 19,407 91 1,2 10,946 10,307 18,207
I'max, Elbe 22,459 21,744 91 1,2 13,359 12,644 20,544
T'min, AZas 5,018 3,549 91 1,2 -4,082 -5,551 2,349
T'median, AZas 7,328 5,182 91 1,2 -1,772 -3,918 3,982
T'max, Azas 8,210 5,805 91 1,2 -0,89 -3,295 4,605
Priimérnd
odchylka 5,95 6,65 10,30

Tabulka 7.14: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro reakcné difiizni model a parametry
modelu odhadnuté z nezdvislych dat.

7.4.3 Markovsky reak¢éné transportni model

Predikované rychlosti byly u MRT modelu odhadnuty minimalizaci vyrazu (4.29). K tomu tcelu
byl vytvoFen skript v jazyce R’ (viz prilohu P5, skript MRT_model.R). V tomto skriptu bylo tfeba
metodou "pokus-omyl" postupné nastavovat velikost kroku a horni hranici proménné, pres kterou
probihala minimalizace (proménna step ve skriptu MRT_model.R), tak aby v grafu pribéhu

minimalizované funkce bylo jasné zretelné minimum. Pfiklad této funkce ukazuje obrazek 7.7.

Rychlosti predikované MRT modelem (tabulka 7.15) se u kalibrovanych modeli pohybovaly
zhruba od 10 do 12 km/rok pro jednorozmeérné Sifeni a zhruba 8 - 9 km/rok u dvourozmérného
Siteni. Nejlepsi shodu s pozorovanim u kalibrovanych modelt (tabulka 7.16) predstavovaly
dvourozmérné modely pro populace na jizni a stfedni Moravé pfi srovnani s rychlosti méfenou
sitovou metodou. Odchylka téchto modelt byla pouhych 0,06 resp. -0,06 km/rok. Velmi dobrého
vysledku také dosahl kalibrovany jednorozmérny model u populace na Berounce (odchylka 0,3

km/rok).

7 R Development Core Team (2008). Citaci dale neuvadim.
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Obrdzek 7.7: Ukdzka minimalizovaného vyrazu (4.29) pri vypoctu rychlosti invazni fronty v Markovském reakcné
transportnim modelu.

Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
Reprodukce  Disperze r(ok) A (ok')  Vip(km/rok)  V,p (km/rok)
ms MS 0,156 0,3 10,082 7,640
' mc MC 0,197 0,3 12,147 9,160
I'BE BE 0,109 0,3 10,717 7,917
¥ min Elbe 0,065 0,3 14,845 14,331
I median Elbe 0,190 0,3 26,785 25,776
I max Elbe 0,310 0,3 35,600 34,195
F min Azas 0,065 0,3 6,099 4,474
I median Azas 0,190 0,3 11,661 8,761
I max Azas 0,310 0,3 15,985 12,152

Tabulka 7.15: Rychlosti invazni fronty odhadnuté Markovskym reakcné transportnim modelem pro jednotlivé
kombinace parametrti a pro jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (vop) Sireni.

U nezavisle parametrizovanych modelt se predikované rychlosti pohybovaly (tabulka 7.15)
mezi 6 - 16 km/rok pro disperzni data populace Azas a jednorozmérné Sifeni a cca 4 - 12 km/rok pro
stejnou parametrizaci u dvourozmérného modelu. Pro disperzni jadro odhadnuté z populace Elbe se
predikované rychlosti pohybovaly mezi 14 a 36 km/rok. NejlepSi shoda s pozorovanim byla
dosaZena (tabulka 7.17) pfi porovnani dvourozmérného modelu s rychlosti méfenou sitovou

metodou, pfi parametrizaci Azas, I'medgian. Odchylka tohoto modelu byla -0,3 km/rok.
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Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily

Zdroj dat Vip Vap Vsit Vikvadrdt Vip — Vsit Vap— Vsie V2D — Vivadrdt
MS 10,082 7,640 7,7 1,2 2,382 -0,06 6,44

MC 12,147 9,160 9,1 1,7 3,047 0,06 7,46

BE 10,717 7,917 10,4 0,7 0,317 -2,483 7,217
Priimérnd

odchylka 1,92 0,87 7,04

Tabulka 7.16: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro kalibrovany Markovsky reakcné
transportni model.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdroje dat Vip Vop Vsir Vivadrdt Vip — Vsit Vap— Vit V2D — Vivadrdt
I'min, Elbe 14,845 14,331 91 1,2 5,745 5,231 13,131
Tmedian, E1DE 26,785 25,776 9,1 1,2 17,685 16,676 24,576
I'max, Elbe 35,600 34,195 91 1,2 26,5 25,095 32,995
T'min, AZas 6,099 4,474 91 1,2 -3,001 -4,626 3,274
Tmedian, AZaSs 11,661 8,761 91 1,2 2,561 -0,339 7,561
I'max, AZas 15,985 12,152 91 1,2 6,885 3,052 10,952
Priimérnd
odchylka 10,40 9,17 15,41

Tabulka 7.17: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro Markovsky reakcné transportni
model a parametry modelu odhadnuté z nezadvislych dat.

7.4.4 Integro-diferenéni model

Podobné jako u MRT modelu i u integro-diferencniho modelu bylo tfeba frontu vypocitat
numerickou minimalizaci, tentokrat vyrazu 4.27. K tomu ucelu byl vytvoren skript IND_model.R
(viz prilohu P5). Obsluha skriptu je analogicka jako u modelu MRT. Ukazka minimalizace vztahu

4.27 je na obrazku 7.8.

Predikce integro-diferencniho modelu (tabulka 7.18) se u kalibrovanych modeld pohybovaly
mezi 10 - 12 km/rok u jednorozmérnych modelt a 8 - 9 km/rok u dvourozmérnych modelt. U
nezavisle parametrizovanych modeli byly predikované rychlosti v pripadé disperznich dat Azas 6 -
15 km/rok u jednorozmérného modelu a 5 - 12 km/rok u dvourozmérného modelu. P¥i disperznim
jadru odhadnutém z populace Elbe byly rychlosti mezi 14 a 31 km/rok. Nejlepsi shody s
pozorovanim dosahl u kalibrovanych modelt (tabulka 7.19) dvourozmérny model pro populaci na
jiZni Moravé pfi srovnani s rychlosti méfenou sitovou metodou. Odchylka byla u tohoto modelu
-0,1 km/rok. Podobné dobré predikce (odchylka -0,13 km/rok) dosahl i dvourozmérny model pro
populaci na stfedni Moravé. U nezavisle parametrizovanych modeld (tabulka 7.20) byla nejlepsi
shoda s pozorovanim zaznamenana u dvourozmérného modelu pfi parametrizaci Azas, I'median, S

odchylkou -0,5 km/rok.
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Obrdzek 7.8Ukdzka minimalizovaného vyrazu (4.27) pri vypoctu rychlosti invazni fronty v Markovském reakcné
transportnim modelu.

Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
Reprodukce  Disperze R, () T (rok) Vip (km/rok) Vv, (km/rok)
MO
R, MS 1,597 1,5 9,062 7,598
MS
R, MC 1,806 1,5 11,783 8,975
MC
R, BE 1,387 15 10,642 7,902
Ry" Elbe 1215 15 14,912 14,390
median
R, Elbe 1,768 15 25,005 23,985
Ry Elbe 2,535 15 31,277 29,850
Ry Azas 1215 15 6,169 4,535
median
Ry Azas 1,768 15 11,306 8,575
Ry Azas 2,535 15 15,027 11,607

Tabulka 7.18: Rychlosti invazni fronty odhadnuté integro-diferencnim modelem pro jednotlivé kombinace parametrii a
pro jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (v.p) Sifeni.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdr Oj dat Vip Vap Vit Vkvadrdt Vib — Vsir Vaop— Vsir V2D — Vivadrdt
MS 9,962 7,598 7,7 1,2 2,262 -0,102 6,398
MC 11,783 8,975 9,1 1,7 2,683 -0,125 7,275
BE 10,642 7,902 10,4 0,7 0,242 -2,498 7,202
Priimérnd
odchylka 1,73 0,91 6,96

Tabulka 7.19: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro integro-diferencni model a
parametry modelu odhadnuté ze stejnych dat, z nichZ jsou odhadnuty pozorované rychlosti.
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Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdroje dat Vip Vap Vsit Vikvadrdt Vip — Vsit Vap— Vsie V2D — Vivadrdt
I'min, Elbe 14,912 14,390 91 1,2 5,812 5,29 13,19
Tmedian, E1DE 25,005 23,985 91 1,2 15,905 14,885 22,785
T'max, Elbe 31,277 29,850 9,1 1,2 22,177 20,75 28,65
T'min, AZas 6,169 4,535 91 1,2 -2,931 -4,565 3,335
Tmedian, AZaS 11,306 8,575 91 1,2 2,206 -0,525 7,375
I'max, Azas 15,027 11,607 9,1 1,2 5,927 2,507 10,407
Priimérnd
odchylka 9,16 8,09 14,29

Tabulka 7.20: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro integro-diferencni model a
parametry modelu odhadnuté z nezdvislych dat.

7.4.5 R&D model

U R&D modelu bylo kalibrovanych modelt celkem 18, nebot” zde byla pro kazdou populaci k

dispozici parametrizace Hyoung, Hmidgse @ Hoiq. Se staiim populace pouZité k odhadu reprodukéniho

jadra pritom klesaly i predikované rychlosti (viz tabulku 7.21). Nejlepsi shody s pozorovanim (viz

tabulku 7.22) pritom dosahl dvourozmérny model s parametrizaci H,ou,, (primérna odchylka 1

km/rok), srovnatelné tspésny byl i jednorozmérny model s parametrizaci Hpiaae (pramérna odchylka

1,3 km/rok).
Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
2 2
R, w Y O1p ¥Yip Oup ¥Ya2p Vip Vap
Reprod. Disperze (-) (rok) (rok) (km?) ) (km?) ) (km/rok)  (km/rok)
Hyoung MS 3,248 7,923 15,330 658,945 10,939 329,472 15,933 11,743 10,027
Hyoung MC 3,248 7,923 15,330 796,258 5,390 398,129 9,661 9,931 8,643
Hyoung BE 3,248 7,923 15,330  1349,928 3,333 674,964 7,265 11,494 10,069
Hiiddle MS 2,257 7,750 15,858 658,945 10,939 329,472 15,933 8,268 6,859
Huiddie MC 2,257 7,750 15,858 796,258 5,390 398,129 9,661 7,341 6,142
Huidde BE 2,257 7,750 15,858  1349,928 3,333 674,964 7,265 8,715 7,302
Hoia MS 1,215 5,876 10,114 658,945 10,939 329,472 15,933 3,367 2,537
Houa MC 1,215 5,876 10,114 796,258 5,390 398,129 9,661 3,431 2,573
Hou BE 1,215 5,876 10,114  1349,928 3,333 674,964 7,265 4,337 3,243
Hyoung Elbe 3,248 7,923 15,330  2121,500 2,349 1060,75 3,858 13,546 10,513
Hiiddle Elbe 2,257 7,750 15,858  2121,500 2,349 1060,75 3,858 10,419 7,916
Hou Elbe 1,215 5,876 10,114  2121,500 2,349 1060,75 3,858 5,359 3,874
Hyoung Azas 3,248 7,923 15,330 700,023 4,037 350,011 11,548 8,631 8,775
Hiiddle Azas 2,257 7,750 15,858 700,023 4,037 350,011 11,548 6,483 6,153
Houa Azas 1,215 5,876 10,114 700,023 4,037 350,011 11,548 3,155 2,474

Tabulka 7.21: Rychlosti invazni fronty odhadnuté R&D modelem pro jednotlivé

jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (vap) Sirent.
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Pri porovnani kalibrovanych modeli s pozorovanou rychlosti méfenou sitovou metodou

(tabulka 7.22) byly modely s parametrizaci Hyoung @ Hmiqale STOVNatelné tispésné (prameérné odchylky

se pohybovaly od 0,3 do 3 km/rok), pficemzZ pri parametrizaci Hyoung byl 0 néco lepsi dvourozmérny

model a pfi parametrizaci Hpiqge Naopak jednorozmérny model. Odchylky u parametrizace Hoiq byly

v pruméru kolem 5 - 6 km/rok, ackoli pfi srovnani s rychlosti méfenou kvadratovou metodou byla

odchylka pouhych 1,6 km/rok. U nezavisle parametrizovanych modeld (tabulka 7.23) byly u

modell srovnavanych s rychlosti méfenou sitovou metodou primérné odchylky cca 3 km/rok, pri

srovnani s rychlosti zaloZenou na kvadratové metodé byla primérna odchylka 5 km/rok. Nejlepsi

shody pritom dosahla parametrizace Hyoung, Azas, a to jak pro jednorozmeérné (odchylka -0,5 km/rok)

tak pro dvourozmérné Sireni (odchylka -0,3 km/rok).

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdr Oj dat Vip Vaop Vit Vkvadrdt Vib — Vsir Vaop— Vsir V2D — Vivadrdt
Hyoung, MS 11,743 10,027 7,7 1,2 4,043 2,327 8,827
Hyoung, MC 9,931 8,643 9,1 1,7 0,831 -0,457 6,943
Hyoug, BE 11,494 10,069 10,4 0,7 1,094 -0,331 9,369
Priimérnd
odchylka 1,99 1,04 8,38
Hiniddie, MS 8,268 6,859 7,7 1,2 0,568 -0,841 5,659
Hinidaie, MC 7,341 6,142 9,1 1,7 -1,759 -2,958 4,442
Huidaie, BE 8,715 7,302 10,4 0,7 -1,685 -3,098 6,602
Priimérnd
odchylka 1,34 2,30 5,57
Hoiq,, MS 3,367 2,537 7,7 1,2 -4,333 -5,163 1,337
Ho, MC 3,431 2,573 9,1 1,7 -5,669 -6,527 0,873
Ho4, BE 4,337 3,243 10,4 0,7 -6,063 -7,157 2,543
Priimérnd
odchylka 5,36 6,28 1,59

Tabulka 7.22: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro R&D model a parametry modelu

odhadnuté ze stejnych dat, z nichZ jsou odhadnuty pozorované rychlosti.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily

Zdroje dat Vip Vap Vsiv Vivadrdt Vip — Vsir Vop— Vsiv V2p — Vivadrdt
Hyoug, Elbe 13,546 10,513 9,1 1,2 4,446 1,413 9,313
Hiiaale, Elbe 10,419 7,916 91 1,2 1,319 -1,184 6,716
Hou, Elbe 5,359 3,874 91 1,2 -3,741 -5,226 2,674
Hyoung, Azas 8,631 8,775 91 1,2 -0,469 -0,325 7,575
Hiniadle, AZas 6,483 6,153 91 1,2 -2,617 -2,947 4,953
Hou,, Azas 3,155 2,474 91 1,2 -5,945 -6,626 1,274

Priimérnd

odchylka 3,089 2,954 5,418

Tabulka 7.23: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro R&D model a parametry modelu

odhadnuté z nezadvislych dat.



7.4.6 Peano reak¢éné transportni model

Predikce Peano modelu byly podobné jako u modelti MRT a Int-D ziskany minimalizaci vyrazu,

tentokrat 4.40. Ukazka minimalizované funkce je na obrazku 7.9, ptisluSny skript je v pfiloze P5.

Model PRT Q1 Model PRT Q2

1.0+
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Obrdzek 7.9 Ukdzka minimalizovaného vyrazu 4.40 p¥i vypoctu rychlosti invazni fronty v Peano modelu.

Zdroje dat Parametry Rychlost fronty
r T I Vo1 Va2

Reprodukce Disperze (rok?) (rok) (km) (km/rok)  (km/rok)
I ms MS 0,156 109,824 54,912 2,524 2,437
' mc MC 0,197 132,710 66,355 3,320 3,258
I'pe BE 0,109 224,988 112,494 3,419 3,182
I min Elbe 0,065 873,025 818,325 3,985 3,448
I median Elbe 0,190 873,025 818,325 6,555 6,419
I max Elbe 0,310 873,025 818,325 7,843 7,819
I min Azas 0,065 116,670 58,335 1,634 1,414
I median Azas 0,190 116,670 58,335 2,688 2,633
I max Azas 0,310 116,670 58,335 3,217 3,207

Tabulka 7.24: Rychlosti invazni fronty odhadnuté Peano reakcné transportnim modelem pro jednotlivé kombinace
parametrii a pro jednorozmérné (vip) i dvourozmérné (v.p) Sifent.

Predikce kalibrovanych Peano modelt (tabulka 7.24) dosahovaly rychlosti zhruba jen 2 - 3
km/rok. Pro nezavisle parametrizované modely byly predikce o néco vyssi, stale vSak jen cca od 1,4
do 8 km/rok. Témto malym rychlostem odpovidaji také relativné velké odchylky pfi porovnani

predikovanych rychlosti a pozorovanych rychlosti mérenych sitovou metodou (odchylky kolem 6
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km/rok u kalibrovanych modeld (tabulka 7.25) a kolem 5 km/rok u nezavisle parametrizovanych
modelt (tabulka 7.26)). Relativné dobré shody vSak Peano model dosahl pfi porovnani s rychlosti

méfenou kvadratovou metodou u kalibrovanych modeli (priimérna odchylka 1,8 km/rok).

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily
Zdr Oj dat Va1 VqQ2 Vsit Vkvadrat Vo1 — Vsit Vq@2— Vsit V@2 — Vkvadrdt
MS 2,524 2,437 7,7 1,2 -5,176 -5,263 1,237
MC 3,320 3,258 9,1 1,7 -5,78 -5,842 1,558
BE 3,419 3,182 10,4 0,7 -6,981 -7,218 2,482
Priimérnd
odchylka 5,98 6,11 1,76

Tabulka 7.25: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro Peano reakcné transportni model a
parametry modelu odhadnuté ze stejnych dat, z nichZ jsou odhadnuty pozorované rychlosti.

Modelované rychlosti Pozorované rychlosti Rozdily

Zdroje dat Voi Vo2 Vsir Vivadrdt Vo1 — Vsit VQ2— Vsir VQ2 — Vkvadrdt
I'min, ElDE 3,985 3,448 9,1 1,2 -5,115 -5,652 2,248
Tmedian, E1DE 6,555 6,419 91 1,2 -2,545 -2,681 5,219
T'max, Elbe 7,843 7,819 9,1 1,2 -1,257 -1,281 6,619
I'min, AZas 1,634 1,414 9,1 1,2 -7,466 -7,686 0,214
Tmedian, AZaS 2,688 2,633 91 1,2 -6,412 -6,467 1,433
T'max, AZas 3,217 3,207 91 1,2 -5,883 -5,893 2,007
Priimérnd

odchylka 4,78 4,94 2,96

Tabulka 7.26: Srovndni modelovanych a pozorovanych rychlosti invazni fronty pro Peano reakcné transportni model a
parametry modelu odhadnuté z nezdvislych dat.

7.5 Diskuze

7.5.1 Kalibrované modely

Pro posouzeni celkové shody modelti s daty, stejné jako pro porovnani miry shody mezi
jednotlivymi modely jsou zasadni modely kalibrované, tj. parametrizované na stejnych datech, na
nichZ byly méfeny pozorované rychlosti. U nich je totiZ neurcitost spojena s riznymi zdroji dat pro
hodnoty parametri minimalizovana. Porovname-li predikce kalibrovanych modelt s rychlostmi
namérenymi pro jednotlivé populace sitovou metodou (viz obrazek 7.10), je u vétSiny model vidét
az prekvapiva shoda s pozorovanim. Tyka se to zejména Ctvefice modelt R-Diff, R-Tel, MRT a Int-

D a modelu R&D v parametrizacich Hyoung @ Hmigae. U reakcéné diftizniho, reakéné telegrafniho a
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R&D modelu v parametrizaci Hniqae byla shoda nejlepsi v pripad€, kdy se proces Sifeni uvazoval
jako jednorozmérny (primérna odchylka se pohybovala kolem 1 km/rok; viz tabulky 7.10, 7.13 a
7.22), u modeli MRT a Int-D byla shoda u jednorozmérného a dvourozmérného Sifeni podobna,
ackoli v prvnim pfipadé modely naméfenou rychlost spiSe nadhodnocovaly, v druhém ji spiSe
podhodnocovaly (primérna odchylka se pohybovala kolem 2 km/rok; viz tabulky 7.16 a 7.19). U
vSech téchto modelti byla shoda s pozorovanou rychlosti méfenou kvadratovou metodou vyrazné
horsi neZ u sitové metody (viz obrazek 7.11), odchylka zde byla zhruba od 4 do 9 km/rok. Vyjimku
tvori jen Peano model a R&D model s parametrizaci H,q. Oba tyto modely vykazovaly vyrazné
lepSi shodu pfi porovnani s rychlostmi mérenymi kvadratovou metodou neZ pfi porovnani s

rychlostmi méfenymi sitovou metodou. Oba pfipady budou dale diskutovany.
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Obrdzek 7.10: Odchylky jednotlivych modelii od pozorovanych rychlosti méfenych sitovou
metodou. Modely jsou parametrizované na stejnych datech, na kterych byly méreny
pozorované rychlosti.

U R&D modelu se projevoval zietelny vliv parametrizaci z rGznych Zivotnich tabulek (viz
obrazek 7.10). PouZité Zivotni tabulky se pritom 1iSi pouze funkci pteZivani, odhadnutou
Heideckem (1984) zvlast’ pro riizné staré populace (viz kapitolu 5.4). To zprostfedkované umoziuje
posoudit vliv populacni hustoty na rychlost Sifeni. Z obrazku 7.10 je zfejmé, Ze parametrizace Hyoung

a Hpiaae vedly k mnohem lepsi shodé s daty neZ parametrizace H,q, kterd pozorované rychlosti
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vyrazné podhodnocovala. To je, jak ukaZe nasledujici uvaha, ve shodé s ocekavanim. Jak vyplyva z
diskuze v kapitole 6.4, realny zacatek vyvoje populaci je tfeba klast az do okamZiku nastupu
linearniho Sifeni (obrazek 6.5), ktery pravdépodobné indikuje pfekonani pocatecniho vlivu Alleeho
efektu. Pozorované rychlosti Siteni se tedy vztahuji pouze k prvnim zhruba 15ti letim vyvoje
populaci. Populace studovana Heideckem byla sice mnohem starsi (jedna se o jedno z historickych
refugii), nicméné obdobi, pro které jsou kfivky pfeZivani odvozeny, prestavuje vyvoj po zasadni
redukci populace za druhé svétové valky (viz analogicky vyvoj na k¥ivkach populaci v LotySsku,
obrazek 5.4, fady Irde, Latvia a Voronez), jinymi slovy je v podobné fazi vyvoje jako populace nové
vznikajici. To znamena, Ze realné stari zde studovanych populaci (méfené od nastupu linearniho
Sifeni, tj. po prekonani Alleeho efektu) by mohlo odpovidat prvnim deseti aZ patnacti letim vyvoje
populace sledované Heideckem. Tomu by odpovidala parametrizace Hyoung aZ Hpmidgae, COZ jSOU

parametrizace, pti nichZ byla shoda s daty nejlepsi.
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Obrazek 7.11: Odchylky jednotlivych modelti od pozorovanych rychlosti mérenych
kvadrdtovou metodou. Modely jsou parametrizované na stejnych datech, na kterych byly
méfeny pozorované rychlosti.

U R&D modelu je tfeba také vzit v tivahu vysoky koeficient variace reprodukcniho jadra, témér

desetinasobné prevySujici doporuenou hodnotu pro platnost pribliZného vzorce (4.36). Na druhou
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stranu hodnoty parametru R, se pohybovaly pomérné nizko, primérna hodnota byla 1,9, coz je

blizko hodnoté 1,2 uvadéné jako horni hranice pro aplikaci zjednodusSujiciho vzorce (4.35) (van den
Bosch et al. 1992). V tomto jednodusSim vzorci pritom variabilita reprodukéniho jadra (tj. jeho
variacni koeficient) nevystupuje, pfitom jak zminéni autofi uvadéji, pti sniZujicim se R, se vzorec
(4.36) asymptoticky bliZi vzorci (4.35). Je tedy zfejmé, Ze pripadny vliv nesplnéni predpokladu
malého variacniho koeficientu je imérny velikosti parametru R, tj. nemusi byt v naSem ptipadé

velky. Jak velky tento vliv vSak ve skuteCnosti je ziistdva nejasné.

Podstatné horsi shody v porovnani s vySe uvedenymi modely dosahl reakéné transportni model
na Peanové siti. Jeho predikce v podstaté vZdy pozorované rychlosti (alesponi ty méfené sitovou
metodou) podhodnocovaly, a to zhruba o 6 km/rok. NiZ3i rychlosti v porovnani s jednorozmérnymi
difdznimi modely lze u modeli na (nejen) Peanovych sitich ocekavat, nebot’ vliv sité spociva pravé
v tom, Ze Sifeni zpomaluje "zachytdvanim se" jedinci v postrannich pritocich. Zde je nutné mit na
pameéti, Ze model predikuje rychlost Sifeni po hlavnim toku, tj. snaZi se pravé ono zpomaleni do
predikce zakomponovat (viz kapitolu 4.5). Z vysledki na obrazku 7.10 je nicméné zjevné, Ze v
pripadé zde studovanych populaci model vliv sité prehani. Rozdil mezi vétvenim Q1 a Q2 (viz
obrazek 4.8) je z hlediska predikovanych rychlosti zcela nepatrny, ackoli ma ocekavanou podobu o
néco pomalejSich rychlosti u modelu Q2. To, Ze i vétveni Q1 (tj. nejniZsi mozné, QO odpovida
nevétvici se primé linii) zplisobuje priliSné zpomaleni procesu Sifeni v porovnani s pozorovanou
rychlosti, miZze mit dvé pri¢iny. MlZe se jednat o nekompatibilitu pozorované a modelované
rychlosti, nebot’, jak bylo vySe zminéno, model explicitné predikuje jednorozmérné Sifeni, zatimco
pozorovana rychlost méfena sitovou metodou naopak méfi proces Sifeni pfimo na siti, tj. do urcité
miry zohlediiuje i Sifeni po pfitocich. Méfeni rychlosti Sifeni pomoci priméru grafu (viz kapitolu
6.2) by vSak mélo vliv Sifeni do postrannich pritoki z vétsi casti efektivné "odstinit" a méfit spiSe
postup po jednom ¢i nékolika malo hlavnich tocich. V tomto svétle je zajimava zdaleka nejlepsi
shoda modelti na Peanovych sitich s rychlostmi Sifeni méfenymi kvadratovou, tj. klasickou metodou

(odchylka se pohybovala od 1 do 2,5 km/rok; viz obrazek 7.11).

Druhé, pravdépodobnéjsi vysvétleni spociva v tom, Ze proces Sifeni u studovanych populaci ve
skutecnosti priliS na postrannich pritocich neprobihal. Jak znamo (viz kapitolu 5.6), bobfi z diivodu
poZadavku stabilni vodni hladiny preferuji spiSe vétsi toky, coZ by nasvédcovalo tomu, Ze pri Sifeni
preferuji postup po hlavni linii pfed postupem po pfitocich. Pohled na mapu vyskytt (pfiloha P6) se

zda tento predpoklad potvrzovat. Zde je vSak nutné upozornit, Ze zaznamenany proces Sifeni miize
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byt v tomto sméru vychyleny ve prospéch vyskyti na vétSich tocich, nebot zde je i vétsi
pravdépodobnost zaznamendani bobfiho osidleni, zvlast' pokud data z vétSi casti nepochazeji ze
systematického monitoringu, ale jde o do zna¢né miry nahodild pozorovani. V takovém pripadé
hraje velkou roli i prosta frekvence navstév dané lokality clovékem, kterou lze na vétSich tocich
oCekavat relativné vyssi. To mtize mit zejména vliv na odhad disperznich parametrd, proto zde
velkou roli hraje nezavisla parametrizace pomoci dat z cileného monitoringu (nejlépe z

telemetrickych studif).

Porovname-li vysledky kalibrovanych modeli z hlediska rozdilu mezi jednorozmérnym a
dvourozmérnym Sifenim (viz opét obrazek 7.10), jsou rychlosti pfi dvourozmérném Sifeni podle
oCekavani o néco nizZsi neZ prfi jednorozmérném. Pokud stejnou sadu disperznich vzdalenosti
budeme interpretovat jako méfeni radialné symetrického dvourozmérného Siteni (jak to modely
implicitné cini), je pochopitelné vysledna rychlost nizsi, neZ kdyZ stejné disperzni vzdalenosti
interpretujeme jako vysledky jednorozmérného pohybu podél linie. Jak bylo zminéno v uvodu této
prace, pohyb po Ficni siti je moZné vidét jako cosi mezi pohybem jednorozmérnym a
dvourozmérnym (coZ odpovida neceloCiselné fraktalni dimenzi mezi 1 a 2, viz Tarboton et al.
1988). Lze tedy ocekavat, Ze postup fronty méfeny sitovou metodou bude pomalejsi, neZ by pfi
stejnych disperznich vzdalenostech odpovidalo pohybu podél linie, a naopak bude rychlejsi, nez by
pii stejnych disperznich vzdalenostech odpovidalo radialné symetrickému pohybu v plose. Cim je
pritom sit’ jednodussi a "priméjsi", tj. ¢im vice se pohyb po siti odehrava predevsim na hlavnich
liniich, tim bliZ by méla byt rychlost fronty rychlosti pfi jednorozmérném Siteni a naopak. V pripadé
studovanych populaci se zda, Ze pohyb je skutecné spiSe bliZ jednorozmérnému Sifeni nez
dvourozmérnému (viz rozmisténi vyskytd v priloze P6). Tomu odpovida vyrazné lepSi shoda
jednorozmérnych variant modeld R-Diff a R_Tel (obrazek 7.10). Jednorozmérna varianta modelu
R-Diff dosahla zjevné naprosto nejlepsi shody s pozorovanymi rychlostmi, coZz je pozoruhodné,
nebot jde o nejjednodussi mozny model aproximujici pohyb difizi, ¢ili de facto Brownovym
pohybem. Na druhou stranu modely MRT a Int-D diky své mezoskopické povaze vyuZivaji
podstatné vétsi Cast informace obsaZené v pozorovanych disperznich vzdalenostech (prakticky
vyuzivaji tuto informaci celou, nebot’ pracuji s celym disperznim jadrem pomoci jeho momentové
vytvorujici funkce). Oba modely navic zahrnuji generacni dobu, model Int-D pfimo uvaZovanim
diskrétniho Casu s mezigeneracni dobou t, model MRT pomoci stfedni frekvence krokt odhadnuté
zhruba jako 1/t. Predikce téchto modeld by proto mély byt zhruba stejné nebo lepsi v porovnani s

modely R-Diff a R-Tel, coZ na redlném prikladu Sifeni ondatry piZmové (Ondatra zibethicus) a
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vydry morské (Enhydra lutris) ukazuji napf. (Méndez et al. 2014), kapitola 8.3.2. V pripadé zde
provedené analyzy se zda, Ze predikce modeli MRT a Int-D jsou ve srovnani s jednodusSimi
modely R-Diff a R-Tel horsi. Tyto modely (tj. MRT a Int-D) jsou vSak na druhou stranu v
pozoruhodné shodé s uvedenym ocekavanim, Ze jednorozmérna predikovana rychlost nadhodnocuje
a dvourozmérna podhodnocuje skutecnou rychlost méfenou na siti; jejich predikce maji presné tuto
vlastnost (viz obrazek 7.10). Je proto docela dobfe moZné, Ze az zaraZejici presnost modelu R-Diff
je pouze nahodila a modely MRT a R-Tel ve skuteCnosti proces Sifeni po Ficni siti popisuji mnohem

.....

za sloZitost procesu Sifeni a neurcitost spojenou s odhadem parametr.

7.5.2 Nezavisle parametrizované modely

Parametrizace modell na nezavislé sadé dat, tj. na jinych datech, nezZ na kterych byly méfeny
pozorované rychlosti, je zcela zasadni pro dalSi testovani vérohodnosti predikci kalibrovanych
modelt a zejména pro posouzeni, nakolik je model pouZitelny v praxi pro predikci rychlosti Sifeni.
Je-li k dispozici vétSi mnozstvi nezavislych datovych soubord, z nichZ je moZné parametry
odhadnout, poskytuje porovnani na nich zaloZenych predikci i jakousi omezenou formu citlivostni

analyzy, tj. analyzy vlivu rozdilnych hodnot jednotlivych parametrti.

Pokud z predikci jednotlivych modeli vybereme vidy tu, u niZ byla nejlepsi shoda s
pozorovanou rychlosti (viz obrazek 7.12), je u vSech modelt vidét velmi dobra shoda s
pozorovanymi rychlostmi, dosahujici vétSinou podobnych presnosti, jako u modelt kalibrovanych
(primérna odchylka téchto "nejlepSich modeli" byla 2,8 km/rok, ¢asto vSak byla i pod 1 km/rok, v
pripadé modelt R-Diff a MRT dokonce 0,3 km/rok). Ve shodé s vysledky kalibrovanych modelti
bylo u modelti R-Diff a R-Tel dosazeno nejlepsi shody pfi jednorozmérném S§iteni, kdezto u modelt

MRT a Int-D byla nejlepsi shoda dosaZena pfi dvourozmérném Sitreni.

Popsana shoda predikci s daty srovnatelna s vysledky kalibrovanych modeli se zda byt
prekvapiva, nebot’ u nezdavislé parametrizace se logicky ocekava horSi shoda s daty nez u
kalibrovanych modeli. Cinit viak z této dobré shody zavéry by bylo zavadgjici. Je totiz tfeba vzit v
potaz i celkovy rozsah predikovanych hodnot spolu se skuteCnosti, Ze popsané shody s daty

dosahovaly rzné modely pfi riznych parametrizacich (vliv jednotlivych parametrizaci bude
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probran dale, viz obrazky 7.13 a 7.14). Celkovy rozsah predikovanych hodnot byl obzvlast’ velky
pro ¢tverici modelt R-Diff, R-Tel, MRT a Int-D (viz obrazek 7.12). Z obrazkt 7.13 a 7.14 je pfitom
zfejmé, Ze je to zplisobeno zejména vlivem vyrazné vétSich disperznich vzdalenosti zjiSténych u
populace Elbe (tj. publikovanych Heideckem (1984)) v porovnani s disperznimi vzdalenostmi
naméfenymi na populaci Azas (Saveljev et al. 2002). Rozdil v hodnoté diftizniho koeficientu je
mezi témito dvéma datovymi zdroji zhruba osminasobny. Data z populace Azas lze pritom
povazovat za vyrazné spolehlivéjsi, nebot’ na rozdil od data z populace Elbe pochazeji z pfimého
pozorovani dispergujicich jedinci pomoci zpétného odchytu. Tato data jsou také v daleko vétsi
shodé s disperznimi daty odvozenymi na populacich na Moravé a Berounce (srovnej grafy 7.2 a
5.1). I kdyby tedy rozdil v datech mezi populacemi Elbe a Azas odrazZel skutecny rozdil v procesech

Sifeni a nikoli jen rozdilnou kvalitu dat, je populace Azas pro svou podobnost s zde studovanymi

populace k odhadu disperznich parametrt daleko vhodnéjsi.

Vzhledem k vySe uvedenym rozdilim v disperznich datech je zardZejici omezeny rozsah
predikovanych hodnot modelti R&D a Peano (viz obrazek 7.12). Jak dale vysvétlim, domnivam se,
Ze se u Peano modelu jedna o projev jeho zasadni slabiny, kdeZto u R&D modelu naopak o jeho
velkou prednost. U reakcné transportniho modelu na Peanové siti je relativné uzky rozsah
predikovanych hodnot nezavisle na vstupnich disperznich datech zplisoben vlivem extrémné
zjednoduSeného modelu ndhodné prochazky s konstantni délkou kroku. Ackoli je totiZ obecny
model (4.37) mezoskopicky v tom smyslu, Ze pracuje s disperznim jadrem (tj. s rozdélenim délek
krokt) a s rozdélenim dob mezi jednotlivymi kroky, ve skuteCnosti se pri aplikaci na Peanovu sit’
redukuje disperzni jadro na pouhou stfedni disperzni vzdalenost . Pro typicky tvarovana seSikmena
jadra vSak stfedni disperzni vzdalenost miiZe byt relativné mala i pfi velkém rozptylu (a tedy napt. i
difdznim koeficientu nebo "téZkém konci" jadra). Tj. jadro mizZe ve skutecnosti odpovidat dalkové
disperzi, a presto mit relativné malou stfedni vzdalenost. Zamérime-li se na zde pouZita data, pak
diftzni koeficient pro populaci Elbe je cca 873 km?/rok a pro populaci Azas 117 km*/rok, zatimco
sttedni disperzni vzdalenost je u populace Elbe 33 km a u populace Azas 14 km. Osminasobny
difizni koeficient se zde redukuje na pouze cca dvojnasobnou hodnotu stfedni disperzni
vzdalenosti. Toto znacné zjednoduSeni disperzniho procesu u Peano modelu je dan za analytické
feSeni (4.40). Alternativhim zplisobem by bylo dosazeni empiricky odhadnutého disperzniho jadra
pfimo do rovnice (4.37) a jeji numerické feSeni, disperzni jadro by vSak muselo reprezentovat nikoli

skutecné disperzni vzdalenosti, ale disperzni vzdalenosti podél hlavni linie sité.
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Obrazek 7.12: Porovndni '"nejlepSich model(l". U kaZdého typu modelu byla vybrdna
parametrizace dosahujici nejlepsi shody s pozorovanymi rychlostmi. Porovndvdna byla zvldst
shoda 1D a 2D predikci (resp. Q1 a Q2 variant u Peano modelu) s rychlostmi mérenymi
sitovou metodou a 2D (resp. Q2) predikce s rychlosti méfenou kvadrdtovou metodou. Sedé
obdélniky zndzorniuji celkovy rozsah predikovanych hodnot pro jednorozmérné Sireni, prdzdné
obdélniky zndzortiuji rozsah hodnot pro dvourozmérné sireni.

U modelu R&D je relativné maly rozsah predikovanych hodnot navzdory velmi odliSnym
disperznim datim (obrazek 7.12) o néco vice zarazejici. R&D model totiZz podobné jako ostatni
modely (kromé Peano modelu) pracuje i s rozptylem disperzniho jadra. Vysvétleni pravdépodobné
spoCiva v tom, Ze R&D model pracuje nikoli s normalnim, ale s tzv. marginalnim disperznim
jadrem, tj. s jadrem vzdalenosti méfenych pouze podél jedné osy. Pfechodem na marginalni jadro se
relativni rozdil mezi populacemi opét sniZuje: rozptyl marginalniho disperzniho jadra pro populaci
Elbe je pouze cca trojnasobny oproti hodnoté u populace Azas (viz tabulku 7.21). Zde se nicméné
nejedna o zjednodusujici predpoklad, jako v pripadé Peano modelu, ale pouze o jiny zptisob prace s
rozdélenim disperznich vzdalenosti. Vysledkem jsou pritom predikce s velmi dobrou shodou s daty,
které jsou nicméné vyrazné robustnéjsi vzhledem k rozdilnym dattim pouZitym k odhadu parametrt.
Nejlepsi shody s daty (odchylka -0,3 km/rok pro dvourozmérné a -0,5 km/rok pro jednorozmeérné
Sifeni) pritom model R&D dosahl pfi odhadu reprodukénich parametrG Hyoung a disperznich
vzdalenosti odhadnutych z populace Azas, tj. pro parametry, u nichz je relativné nejlepsi predikce -

jak bylo vySe diskutovano - ve shodé s oCekavanim.
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Obrazek 7.13: Shoda predikci jednotlivych modelil pro riizné sady parametrii s pozorovanou
rychlosti mérenou sitovou metodou. Jednorozmérné Ssireni. V pripadé integro-diferencniho
modelu parametr r odkazuje na z néj odvozenou hodnotu parametru R,. Sedé obdélniky
zndzortuji celkovy rozsah predikovanych hodnot pro danou sadu parametrii. (R&D model
neni zahrnut z diivodu odlisnych kombinaci parametril.)

Na obrazcich 7.13 a 7.14 jsou shrnuty vysledky predikci vSech modelt (s vyjimkou modelu
R&D) pro rizné kombinace parametrii, pro jednorozmérné Sifeni (obrazek 7.13) i dvourozmérné
Sifeni (obrazek 7.14). (Model R&D neni zahrnut, nebot’ pouziva odliSny zdroj dat pro odhad
reproduk¢nich parametrti.) Vedle jiz probiraného rozdilu mezi disperznimi parametry odhadnutymi
z populaci Elbe a Azas je zde vidét i vliv rozdilnych hodnot parametru r resp. z néj odvozeného

parametru R,. Ve shodé s ocCekavanim prfitom rostouci hodnota parametru r méla za nasledek

rostouci rychlost Sifeni. U reakcné telegrafniho modelu bylo pfitom patrné zpomalovani tohoto
trendu, coZ je ve shodé s konecnou rychlosti jedincti, kterou tento model zavadi pomoci korelace

mezi jednotlivymi kroky nahodné prochazky (viz kapitolu 4.3.2). Déle je zfejmé, Ze zdaleka

median

nejlepsi shody modely dosahovaly pfi reprodukénim parametru r,,,., (resp. R, ) v kombinaci s
disperznimi parametry odhadnutymi z populace Azas. To enni prekvapujici vzhledem k tomu, Ze

hodnota r (0,19) se nejvic bliZila hodnotam odhadnutym pro populace na Moravé a na

median
Berounce (viz tabulku 7.3). V pripadé dvojrozmérného Sifeni byla situace podobna (tabulka 7.10),
ackoli zde bylo nejvétsi shody (pri srovnani s rychlosti méfenou sitovou metodou) dosazeno pri

I'nox- V Pripadé srovnani s pozorovanou rychlosti méfenou kvadratovou metodou dosahl dobré
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shody pouze model Peano pri parametrizaci r,,, coZ je vSak pravdépodobné vzhledem k vyse

min?

uvedenym omezenim tohoto modelu pouhé nahoda.
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Obrdzek 7.14: Shoda predikci jednotlivych modelii pro riizné sady parametrti s pozorovanymi
rychlostmi (rychlost mérend sitovou metodou 0znacena Vnesork, rychlost mérend kvadrdtovou
metodou Vguara). Dvourozmérné Siteni. V pripadé integro-diferencniho modelu parametr r
odkazuje na z néj odvozenou hodnotu parametru Ry. Sedé obdélniky zndzortiuji celkovy rozsah
predikovanych hodnot pro danou sadu parametrii. (R&D model neni zahrnut z divodu
odlisnych kombinaci parametrti.)

7.5.3 Limity pouZitého pfistupu a smeéry dalSiho vyzkumu

VySe popsana obecné velmi dobréa shoda predikci vétSiny modeld s daty by rozhodné neméla
vést k nekritickému zavéru o bezproblémové pouzitelnosti klasickych modelt pro predikci Siteni v
Ficnich sitich. Shoda nebyla u vSech modelti dosazena pfi téZe kombinaci parametrti, u nékterych
byla dosaZena spiSe pfi uvaZovani jednorozmérného Sifeni (modely R-Diff a R-Tel), u jinych pri
uvazovani dvourozmérného Siteni (modely MRT a Int-D), pfitom vzhledem k tomu, Ze Ficni sit’
predstavuje geometricky objekt na pomezi mezi jednorozmérnym a dvourozmérnym prostorem,

neni v zasadé jak rozhodnout, které modely jsou "pravdivejsi".

Déle je tfeba vzit v potaz mimoradnou sloZitost prostoru, jakou predstavuje pravé ficni sit.
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PrestoZe bobri pravdépodobné sleduji pri Sifeni predevsim vétsi toky, i tak miZe geometrie jejich
trajektorii vypadat velmi odliSné v rznych ficnich systémech. Na druhou stranu zde uvaZované
jednorozmérné i dvourozmeérné Siteni by mélo v jakékoli siti predstavovat jakési limitni pFipady,
pfiCemZ nameéfend rychlost by se méla pohybovat nékde mezi nimi. Z tohoto hlediska je
prekvapujici a nadéjné jak blizko jsou predikce jednorozmérnych a dvourozmérnych modelt (viz

obrazky 7.10, 7.13 a 7.14).

Daéle je na misté opatrnost vzhledem k naméfenym pozorovanym rychlostem. PfestoZe samotna
sitova metoda méfeni rychlosti Siteni v fi¢nich systémech je nepochybné smysluplna (viz diskusi v
kapitole 6.4), omezena zobecnitelnost uvedenych vysledkt tkvi v neurcitosti spojené se zptisobem
porizeni vstupnich dat, tj. zdznamt o bobfim osidleni. Data zcela jisté nejsou kompletni a bez chyb,
miru neurcitosti je vSak nesnadné, ¢i lépe nemozné urcit. Nedavna studie (Vorel & Simtinkova in
press) napr. vyraznym zpisobem aktualizovala dosud publikované zaznamy o osidleni na Berounce,
¢imZ doslo k podstatnym korekcim ohledné predstav o kolonizaci tohoto povodi (nastésti pouze v
detailu neohroZujicim zde prezentované vysledky; viz diskusi v kapitole 6.4). Tato neurcitost v
datech, spolu s vySe popsanou sloZitosti Ficnich systémi, piimo vybizi k dalSim studiim na
podobnych druzich, jejichZ disperze je vazana na Ficni systémy, a na jinych lokalitach, aby se
potvrdilo, Ze zde demonstrovana pouzitelnost klasickych modelt pro Sifeni v sitich (a naopak
prekvapiva nepouZzitelnost modelu navrZeného pro Ficni sité) skuteCné predstavuje obecnou
zakonitost. Dale by bylo vhodné analyzy realnych Sifeni doplnit o simulace modelovych situaci, u

nichZ jsou "pozorované" rychlosti presné znamy.

Relativné Spatny vysledek Peano modelu stoji za srovnani s predchozimi aplikacemi modeli
Sifeni na Ficnich sitich. Ty jsou zatim, pokud je mi znamo, pouze dvé, a to model Sifeni lidského
osidleni na severoamerickém kontinentu v pribéhu 19. stoleti (Campos et al. 2006) a model Siteni
epidemie cholery (Bertuzzo et al. 2007). V obou pripadech Slo o proces Sifeni, které samo o sobé
neni omezeno na Ficni toky, je jimi nicméné vyrazné ovlivnéno. Pouze prvni zminovana studia vSak
pouziva relativné jednoduchou Peanovu sit podobnym zptisobem, jaky je uplatnén v této praci.
samotnych patogenti, ale i jejich hostiteld, tj. lidi. Navic k popisu Ficni sité nepouZiva
zjednoduSenou Peanovu sit, ale namisto toho se snaZzi odvodit charakteristiky realnych siti
pouZitelné pro parametrizaci vychylené nahodné prochazky. Autofi nasledné porovnavaji skutecné
Sifeni epidemie s teoretickou predpovédi takto parametrizovaného modelu. Uspésnost jejich

predikci napovida, Ze podobny pristup by bylo moZné aplikovat i na Sifeni bobra evropského a
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dal$ich druh s disperzi vazanou na vodu.

Zde zvoleny pristup byl spiSe inspirovan zminénou studii Sifeni severoamerickych pristéhovalct
(Campos et al. 2006). Témto autorim se podafilo jednoduchou aplikaci Peanovych siti vyznamné
vylepsit predpovéd rychlosti Sifeni oproti reak¢né difiznimu modelu. Vychodiskem pfitom byl
predpoklad, Ze ackoli Sifeni lidskych komunit neni omezeno na vodni toky, z vétSiho
Casoprostorového méfitka je polohou toki silné ovlivnéno, nebot’ pfitomnost vodniho zdroje je pro
udrZitelné lidské osidleni zasadni. Zatimco skutecna rychlost Sifeni byla na zakladé historickych
udajt odhadnuta jako 13,5 = 0,8 km/rok, predikované rychlosti se pohybovaly od 14 do 19 km/rok
v zavislosti na typu pouZité sité (predikce reak¢né diftizniho modelu byla pfitom cca 40 km/rok). To

lze povaZzovat za velmi dobrou shodu a potvrzeni pouZitelnosti tohoto pfistupu pro realné situace.

To vyvolava otazku, pro¢ model tak uspéSny ve zminéné studii byl v pfipadé zde prezentované
studie Sireni bobra, ackoli jde zjevné o analogickou situaci, spiSe netspéSny. Domnivam se, Ze
odpovéd’ tkvi v odliSném casoprostorovém meéritku a v jiném mechanismu Sifeni. V mé¥itku staleti,
pii primérné disperzni vzdalenosti 810 km (hodnota uvadéna ve zminéné studii) a mezigeneracni
doby 25 let je pri jedné disperzni udalosti typicky navstiveno rfadové vice rozvétveni sité, neZ pri
disperzni vzdalenosti 10 - 30 km (typicka disperzni vzdalenost pro bobra) a mezigeneracni dobé 3
roky. Sance "zachytit" se na postrannich pfitocich a tim zpomalit postup Sifeni je tak v pripadé
Siteni lidskych osadniki mnohonasobné vétsi nez v pripadé Sifeni bobrt Ficnim systémem. Zde
vystupuje do popredi cosi jako "relativni hustota sité vzhledem k typické disperzni vzdalenosti".
Tato relativni hustota sité ma zjevné na proces Siteni zcela zasadni vliv, pfitom Peano model s ni
nijak nepracuje. Ve skutecnosti se ze zakladniho modelu nahodné prochazky zda, Ze Peano model
implicitné predpoklada vzdalenost mezi soutoky odpovidajici typické disperzni vzdalenosti (tj.
hodnoté parametru ). (To by znamenalo, Ze uvedena shoda predikce modelu pfi popisu Sifeni
lidskych osadnik by mohla velmi dobfe predstavovat jen nahodny vysledek kombinace méritek
lidské disperze a vzdalenosti mezi soutoky.) K tomu je tfeba pricist zmifiovanou preferenci bobra k
pohybu po vétSich tocich, coZ opét sniZuje vliv "zachytavani se" v pritocich. Proces Sifeni se tak
velmi dobfe muze spis jevit jako jednorozmérny neZ jako rozvétveny, CemuZz odpovidaji velmi
dobré predikce jednorozmérnych modelt zjisténé v této praci. Naopak u Sifeni lidi v uvedeném
Casoprostorovém meéfitku se podobna preference velkych tokt tolik projevovat nemusi. Paradoxné
tak mtize byt Sifeni lidskych osadnikli ovlivnéno vazbou na vodni toky vyrazné vice nez Sireni
bobrti a Sifeni bobrti miiZze byt velmi uspéSné aproximovano jednorozmérnym reak¢né difiznim

modelem.
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Uspéch jednoduchého reakéné difizni modelu pfi popisu $ifeni natolik nendhodné se
pohybujiciho zvitete jako je bobr nemusi prekvapit, uvazime-li, Ze reak¢né difizni model slavil sviij
prvni velky uspéch pfi popisu Sifeni ondatry piZzmové v Evropé (Skellam 1951). Ondatra je pritom
Zivoc¢ich v mnohém bobrovi podobny, jak télesnou velikosti a zplisobem Zivota, tak predevsim
vazbou na vodni prostfedi. Na druhou stranu Sifeni ondater v Evropé bylo studovano a modelovani
v podstatné vétSim prostorovém méritku, zahrnujicim celou stfedni Evropu. V takovém meéritku je
mozné si sit’ vodnich toki predstavit jako viceméné izotropni prostfedi. Tomu odpovida i radialné
symetricky charakter postupné se zvétSujiciho aredlu rozsiteni. V porovnani s timto méfitkem se
prostorové meéritko pouZité v této praci jevi jako velmi detailni. Vysledky zde prezentované
aplikace matematickych modelt pfitom naznacuji, Ze zatimco v celoevropském méfitku je proces
Sifeni po Ficni siti moZné aproximovat procesem dvourozmérného reakcné difuzniho Sifeni, v
pripadé podrobného méfitka stfedné velkého povodi je naopak moZné proces Sifeni po Ficni siti
aproximovat jednorozmérnym reak¢né difiznim Sifenim, ovSem za predpokladu, Ze rychlost

postupu fronty méfime zde prezentovanou sitovou metodou.

Z dilezitych témat které tato prace otevira a pritom nefesi je nutné zminit pozorovany vliv
Alleeho efektu pfi poc¢ate¢nim (spontannim) vyvoji nové vznikajici populace. Alleeho efekt ptitom
predstavuje v souvislosti s modely Sifeni primo klasické téma (viz (Veit & Lewis 1996; Kot et al.
1996; Taylor & Hastings 2005)), proto by jisté stalo za to pokusit se modely tento efekt zahrnujici
na proces Sireni bobra evropského ficni siti aplikovat. Vedle klasickych matematickych modeli je
problematika vlivu geometrie sité a rozmisténi pocatecnich jedincti na uspéSnost parovani a
nasledny populacni vyvoj idedlni pro aplikaci multiagentnich modelt (viz (Uchmanski & Grimm
1996; Grimm & Railsback 2005)). U nich je diky explicitnimu popisu chovani jednotlivych jedinct
mozné i testovat rizné alternativni mechanismy uplatfiujici se pfi Sifeni pravé na trovni jedinct,
jako je vedle zminéného parovani napf. proces vybéru habitatu, priCemz test lze zaloZit na shodé
modelovych predikci nikoli pouze v jednom, ale v celé fadé rtiznych projevii na drovni populace,
jakym je vedle rychlosti Siteni a populac¢niho rtstu napf. dynamika vékové struktury (Grimm et al.
1996). PredbéZzné vysledky multiagentniho modelovani dynamiky Sifeni bob¥ich populaci dosaZené

autorem této prace (zde neprezentovano) ukazuji tento smér jako velmi perspektivni.
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8. Zaveéry

PredloZena dizertaCni prace predstavuje novou metodu méfeni rychlosti Sifeni navrZzenou pro
pripad Sifeni po Ficnich sitich. Tato metoda, nazyvand zde "sitova metoda", spoCivd v méfeni
nejkratSich vzdalenosti mezi jednotlivymi bodovymi zaznamy a odhadu obsazeného tizemi jako
sjednoceni takto odhadnutych disperznich trajektorii. Metodou byly uspésné analyzovany historické
zaznamy o $ifeni bobra evropského ve tfech populacich v Ceské republice. Metoda pfitom vedla k
podstatné odliSnym rychlostem Sifeni neZ klasicky pristup zaloZeny na scitani kvadratd. Zvlast
pozoruhodného vysledku bylo dosazZeno s tzv. primérem obsazené oblasti, definovaného pomoci
pojmoslovi z matematické teorie grafti a mériciho rychlost Siteni podél jedné ¢i nékolika hlavnich
linii sité. Linearni rist priméru obsazené oblasti byl navzdory odliSnym rychlostem populacniho
rastu napri¢ populacemi pfibliZzné konstantni a dosahoval hodnot 15 - 20 km/rok, coZ je zhruba

trojnasobek rychlosti Sifeni invazni fronty ziskané ze stejnych dat klasickou, kvadratovou metodou.

Vyznam navrZeného zptisobu méteni rychlosti Sifeni na ficnich sitich byl dale podtrZen aplikaci
matematickych modelti na proces Sifeni zminénych bobfich populaci. Zde byl demonstrovan
prekvapivé vysoky potenciél klasickych modell (navrZzenych pro jednorozmérné ¢i dvourozmérné
Sifeni) pro popis Sifeni organisml v Ficnich sitich. Zejména byl-li proces Sifeni modelovan jako
jednorozmérny, dosahovaly predikce velmi dobré shody s pozorovanymi rychlostmi Sifeni, ovSem
pouze za predpokladu, Ze byly tyto pozorované rychlosti méfeny zminénou nové navrzenou sitovou
metodou. U "nejlepSich"” modelt se odchylka predikované a pozorované rychlosti pohybovala do
1 km/rok, a to i u modelti parametrizovanych na nezavislych souborech dat. Pfi pouziti rychlosti

odvozenych klasickou kvadratovou metodou byla shoda modeli s daty podstatné horsi.

Zajimavé a z aplikacniho hlediska perspektivni vysledky poskytla aplikace modelu zaloZeného
na reprodukcné-disperznim jadre (tzv. R&D model). Tento model, uvazZujici vékové strukturovanou
populaci, vedle velmi dobré shody s pozorovanymi rychlostmi navic vykazoval zna¢nou robustnost
vzhledem k velmi rozdilnym disperznim datim. K otestovani zobecnitelnosti tohoto vysledku by

bylo vhodné provést citlivostni analyzu tohoto modelu.

Prekvapujici byl naopak relativné Spatny vysledek reakc¢né transportnich modelt na Peanovych
sitich, tj. modeld specialné navrzenych pro popis Sifeni v Ficnich systémech, coZ ziejmé poukazuje

na slabiny tohoto modelu spocivajici v znacném zjednoduSeni popisu disperze a implicitnich
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predpokladech ohledné hustoty ficni sité.

Uvedené vysledky je nicméné tfeba podrobit dalSimu testovani na jinych populacich, a zejména
na datech pochazejicich z cileného monitoringu. Neurcitost spojena s pouZitymi daty (vCetné
neurcitosti spojené s mirou této neurcitosti) totiZ predstavuje hlavni prekazku v zobecnitelnosti
dosazenych vysledkt. Presto 1ze konstatovat, Ze byla navrZena ispéSna metoda méteni rychlosti na
Ficnich sitich a demonstrovana pouZitelnost klasickych pristupti k matematickému modelovani

Sifeni organismu v Fi¢nich sitich.
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P2. Tabulky publikovanych populacnich rtistu

Rok Populace

Rok Populace

Rok Populace

Rok Populace

Rok Populace

1927 4 1954 76 1962 109 1970 401 1978 2402
1930 13 1955 64 1963 109 1971 475 1980 3629
1932 20 1956 70 1964 126 1972 593 1981 3955
1939 60 1957 58 1965 129 1973 717 1982 4794
1940 59 1958 91 1966 178 1974 855 1983 5932
1948 74 1959 66 1967 200 1975 1228 1984 6973
1950 78 1960 93 1968 249 1976 1184 1985 9823
1953 74 1961 108 1969 321 1977 1836 1986 11125
Tabulka P1: Lokalita: Lotyssko Zdroj: Balodis 1990.

Rok Populace Rok Populace Rok Populace Rok Populace Rok Populace
1927 4 1950 66 1958 59 1964 80 1970 149
1930 13 1953 69 1959 41 1965 66 1971 172
1932 20 1954 62 1960 52 1966 81 1972 217
1939 60 1955 59 1961 66 1967 82 1973 250
1940 49 1956 56 1962 72 1968 94 1974 339
1948 60 1957 40 1963 68 1969 121 1975 412
Tabulka P2: Lokalita: Irde. Zdroj: Balodis 1990.

Rok Populace Rok Populace Rok Populace Rok Populace Rok Populace
1954 4 1959 7 1964 20 1969 117 1974 375
1955 3 1960 12 1965 34 1970 146 1975 431
1956 2 1961 8 1966 41 1971 182
1957 4 1962 6 1967 51 1972 217
1958 12 1963 12 1968 81 1973 281

Tabulka P3: Lokalita: Voronez. Zdroj: Balodis 1990.

Rok Populace

Rok Populace

1950
1955
1960
1961
1962
1963
1964

91

99

118
126
135
145
155

1965
1966
1970
1975
1980
1985

165
173
197
216
222
226

Tabulka P4: Lokalita: Labe. Zdroj: Heidecke 1984.
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Rok Populace

Rok Populace

1976
1977
1978
1979
1980

19
26
34
46
62

1981
1982
1983
1984
1985

84

110
137
163
187

Tabulka P5: Lokalita: Peene. Zdroj: Heidecke 1991.

Rok Populace

Rok Populace

1976
1977
1978
1979
1980

6
8
10
13
17

1981
1982
1983
1984
1985

23
32
43
51
57

Tabulka P6: Lokalita: Bollwinflie8. Zdroj: Heidecke 1991.

Rok Populace

Rok Populace

Rok Populace

1930
1935
1940
1945

1
5
7
11

1950
1955
1960
1965

18
25
30
39

1970
1975
1980
1985

69
94
113
127

Tabulka P7: Lokalita: Sweden. Zdroj: Hartman 1994.

Rok Populace

1970
1980
1992
1998
1999

50
450
4000
9000
10000

Tabulka P8: Lokalita: Estonsko. Zdroj: Halley & Rosell 2002.
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P3. Zivotni tabulky bobra evropského

Age L(a) Litter P(mature) P(breed) L(a)m(a)
0 1,000 0 0,000 0,660 0,000
1 0,500 0 0,000 0,660 0,000
2 0,360 2,9 0,290 0,660 0,100
3 0,290 2,9 0,550 0,660 0,153
4 0,260 29 0,900 0,660 0,224
5 0,230 2,9 1,000 0,660 0,220
6 0,210 2,9 1,000 0,660 0,201
7 0,195 2,9 1,000 0,660 0,187
8 0,180 2,9 1,000 0,660 0,172
9 0,170 2,9 1,000 0,660 0,163
10 0,160 2,9 1,000 0,660 0,153
1 0,150 2,9 1,000 0,660 0,144
12 0,140 2,9 1,000 0,660 0,134
13 0,125 2,9 1,000 0,660 0,120
14 0,105 2,9 1,000 0,660 0,100
15 0,090 2,9 1,000 0,660 0,086
16 0,075 2,9 1,000 0,660 0,072
17 0,030 2,9 1,000 0,660 0,029
18 0,000 29 1,000 0,660 0,000

Tabulka P9: Zivotni tabulka bobra evropského. Funkce preZivini L(a) odvozena pro obdobi 1960-1969. Vyznam
jednotlivych sloupcti a zdroje dat: a: vek, L(a): pravdépodobnost doZiti se veku a (Heidecke 1984), Litter: ocekdvand
velikost vrhu (Heidecke 1984), P(mature): pravdépodobnost, Ze samice ve véku a bude pohlavné zrald (Dobozsynska &
Zurowski 1983), P(breed): pravdépodobnost, Ze pohlavné zrald samice bude mit ve véku a mlddata (Heidecke 1984),
m(a):  veékové specificka fertilita (zahrnujici pouze produkci  samic) spocitand jako m(a) =
Litter*0,5*P(mature)*P(breed).

Age L(a) Litter P(mature) P(breed) L(a)m(a)
0 1,000 0 0,000 0,660 0,000
1 0,460 0 0,000 0,660 0,000
2 0,330 2,9 0,290 0,660 0,092
3 0,260 2,9 0,550 0,660 0,137
4 0,210 2,9 0,900 0,660 0,181
5 0,175 2,9 1,000 0,660 0,167
6 0,145 2,9 1,000 0,660 0,139
7 0,120 2,9 1,000 0,660 0,115
8 0,100 2,9 1,000 0,660 0,096
9 0,080 2,9 1,000 0,660 0,077
10 0,065 2,9 1,000 0,660 0,062
11 0,050 2,9 1,000 0,660 0,048
12 0,040 2,9 1,000 0,660 0,038
13 0,030 2,9 1,000 0,660 0,029
14 0,020 2,9 1,000 0,660 0,019
15 0,010 2,9 1,000 0,660 0,010
16 0,005 2,9 1,000 0,660 0,005
17 0,002 2,9 1,000 0,660 0,002
18 0,000 2,9 1,000 0,660 0,000

Tabulka P10 Zivotni tabulka bobra evropského. Funkce prezivdni L(a) odvozena pro obdobi 1960-1969.
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P4. Tabulky disperznich vzdalenosti odhadnutych z dat

2116,5 4565,1 2864,0 5578,5 3439,0 12537,4 2563,1 1810,6
27168,8 66527,8 62662,2 10115,7 1980,1 1573,7 8387,4 2221,1
38666,4 64362,8 22021,7 15388,7 38978,4 4573,3 6584,1 1171,5
6109,6 5096,5 12793,0 4447,0 76787,1 873,8 4269,1 4832,8

1889,7 4555,9 8576,2 7874,3 2953,5 2939,2 20434,5 1845,7
15010,1 6743,5 13306,7 14979,2 38461,7 18718,9 19218,6 6421,3
13313,1 14933,9 3708,3 2071,1 8647,9 74337,5 8013,5 3142.,4

1244,3 27537,9 3049,3 12733,9 20218,0 20756,8 2996,8 8549,6
120988,2 24326,1 3799,1 5913,2 8165,4 4520,2 48245 3543,3
122025,4 23426,9 5519,9 4679,1 4395,3 1057,4 2508,5 2143,7
4196,1 1682,3 7413,3 2525,5 5984,1 5364,3 2234,0 5674,0
4301,4 5780,3 8243,0 1576,7 7346,9 1779,5 7712,3 8767,1
4501,3 31969,6 4375,9 11887,0 10539,7 44925 2843,6

Tabulka P11: Jizni Morava, tabulka disperznich vzddlenosti (m) odhadnutych metodou Bartdk et al. 2013.

60076,6 3112,2 1218,0 3038,4 4809,1 2711,4 5897,4

34378,6 13180,8 105076,8 3180,9 2502,8 18491,3 1487,0

30615,3 18134,0 3513,0 3890,3 4768,0 20419,8 20168,7

4605,1 4869,4 14964,7 50753,5 7724,3 1518,1

Tabulka P12: Stfedni Morava, tabulka disperznich vzddlenosti (m) odhadnutych metodou Bartdk et al. 2013.

4259,7
4901,8
7902,5
11531,6

3736,0
5407,4
1735,5
42275

27003,2
24327,9
13866,2
2281,9

30075,2
16102,5
52682,5
24424

7536,4
3418,0
29629,7
28276,5

3571,1
1955,4
3493,3

91282,8

93818,7
14122,3
9504,1
7514,8

124114,6
1301,2

37853,6

36575,9

Tabulka P13: Berounka, tabulka disperznich vzddlenosti (m) odhadnutych metodou Bartdk et al. 2013.
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P5. Skripty pouzité k vypoétlim rychlosti invazni fronty

1. Skript MRT_model.R pro vypocet rychlosti 1D a 2D invazni fronty Markovskym reak¢né

transportnim modelem, tj. minimalizaci vyrazu (4.29):

library (ggplot2)
file = "dispersal data.txt"
histogram = FALSE
r.manually = TRUE
last.class.increase = 0
lambda = 0.3
## If r manually:
if (r.manually == TRUE) {
r = 0.065
}
## Distance data:
if (histogram == FALSE) {
dispersal = read.table(file,F,sep="\t") sVl
## If r at first line:
if (r.manually == FALSE) {
r = dispersall[l]
dispersal = dispersal[2:length (dispersal)]

## Histogram data:
if (histogram == TRUE) {

read.table (file, F, sep="\t")

dispersal

dist = c(0,dispersals$Vvl)

frequency = dispersal$V2/sum(dispersals$v2)

dist[length(dist)] = dist[length(dist)] + last.class.increase
distance = dist

}

VMRT.1D = c()

VMRT.2D = c ()

step = 0.0001
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for (i in 0:500) {

mu = mu + step

## Distance data:

if (histogram == FALSE) {
MGF.1D = sum(cosh (dispersal*mu))/length (dispersal)
MGF.2D = sum(bessell (dispersal*mu,0))/length (dispersal)

}

## Histogram data:

if (histogram == TRUE) {
suml = 0; sum2 = 0
sum3 = 0; sumd4 = 0

for (j in l:length(frequency)) {

suml = suml + frequency[j]* (sinh (mu*distance[j+1]) -
sinh (mu*distance[]j]))

sum2 = sum2 + frequency[j]*(distance[j+1l]-distance([]])

sum3 = sum3 +

frequency[j]* (distance[]j+1] *bessell (mu*distance[j+1],1)-
distance[j] *bessell (mu*distance([j],1))

sum4 = sumé4 + frequency[]j]* (distance[]j+1]"2-distance[]j]"2)

MGF.1D = suml/ (mu*sum2)
MGF.2D = 2*sum3/ (mu*sumé)

}

## Speed computation:

vMRT.1D[1i] = (lambda*MGF.1D-lambda+r) /mu
vMRT.2D[1] = (lambda*MGF.2D-lambda+r)/mu
x[1] = mu

}
print (paste ("Markovian Reaction-Transport 1D speed:",min (vMRT.1D)))
print (paste ("Markovian Reaction-Transport 2D speed:",min (VMRT.2D)))
datal = data.frame (x=x,v=vMRT.1D,m="Model MRT 1D")
data?2 = data.frame (x=x,v=vMRT.2D,m="Model MRT 2D")
data = rbind(datal,data?)
ggplot (data, aes (x=x,y=v)) + geom line() + theme bw() +

theme (panel.grid.minor = element blank(),

panel.grid.major = element blank(), legend.position = "none")

+ xlab(~ mu) + ylab("v") + facet wrap (~m)
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2. Skript IND_model.R pro vypocet rychlosti 1D a 2D invazni fronty integro-diferen¢nim
modelem, tj. minimalizaci vyrazu (4.27):

library (ggplot2)

file = "dispersal data.csv"
histogram = FALSE
last.class.increase = 0

lambda = 0.3

## Distance data:
if (histogram == FALSE) {

dispersal = read.table(file,F,sep="\t") sVl

## If r at first line:
if (r.manually == FALSE) {
r = dispersall[l]

dispersal = dispersal[2:length (dispersal)]

## Histogram data:
if (histogram == TRUE) {

dispersal = read.table(file,F,sep="\t")

dist c(0,dispersals$vl)
freq = dispersal$V2/sum(dispersals$Vv2)

dist[length(dist)] = dist[length(dist)] + last.class.increase

<
a
2
O
—
O
Il
Q

step = 0.001
for (i in 1:10000) {

mu = mu + step
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## Distance data:
if (histogram == FALSE) {
MGF.1D = sum(cosh (dispersal*mu))/length (dispersal)

MGF.2D = sum(bessell (dispersal*mu,0))/length (dispersal)

## Histogram data:
if (histogram == TRUE) {

suml =

sum?2

sum3

o o o O

sumé

for (j in l:length(freq)) {

suml = suml + freg[j]*(sinh(mu*dist[j+1]) - sinh (mu*dist[j]))
sum2 = sum2 + freqg[j]l*(dist[j+1] - dist([j])
sum3 = sum3 + freqg[jl*(dist[j+1]*bessell (mu*dist[j+1],1) -

dist[j]*bessell (mu*dist[j],1))

sumd = sum4 + freq[j]*(dist[j+1]72 - dist[3]"2)

MGF.1D suml/ (mu*sum?2)
MGF.2D = 2*sum3/ (mu*sumé)
}

vIND.1D[i] = log(R*MGF.1D)/mu

vIND.2D[1] log (R*MGF.2D) /mu
x[1] = mu
}
print (paste ("Integro-Difference Model 1D speed:",min (vIND.1D) /tau))
print (paste ("Integro-Difference Model 2D speed:",min (vIND.2D) /tau))
datal = data.frame (x=x,v=vIND.1D,m="Model IND 1D")
data2 = data.frame (x=x,v=vIND.2D,m="Model IND 2D")
data = rbind(datal,data?)
ggplot (data,aes (x=x,y=v)) + geom line() + theme bw() +

theme (panel.grid.minor = element blank(), panel.grid.major =
element blank(),

legend.position = "none")+ xlab(~ mu) + ylab("v") + facet wrap(~m)
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3. Skript Peano_model.R pro vypocet rychlosti 1D a 2D invazni fronty Peano modelem, tj.
minimalizaci vyrazu 4.40:

library(ggplot2)
file = "dispersal data.csv"

histogram = TRUE

last.class.increase = 120
r =0.19

tau = 3

d=0

if (histogram == FALSE) {

dispersal = read.table(file,F,sep="\t") sVl

d = mean (dispersal)

if (histogram == TRUE) {
dispersal = read.table(file,F,sep="\t")
distance = c(0,dispersals$Vvl)

distance[length (distance) ] = distance[length (distance) ] +
last.class.increase

frequency = dispersal$V2/sum(dispersals$v2)
for (i in 1l:length(frequency)) {

d = d + frequency[i]* (distance[i+l]+distance[i]) /2

}
phiQl = function (x) exp(-tau*x)/ (2-exp (-2*tau*x))

phiQ2 = function(x) (4*exp(-tau*x)-3*exp(-3*tau*x))/ (8-7*exp(-2*tau*x))
argcosh = function(x) log(x + sgrt(x*x - 1))

fQl = function (x) x/argcosh (r/x + (1/phiQl (x))* (1-r/x))

fQ2 = function (x) x/argcosh (r/x + (1/phiQ2(x))* (1-r/x))

vsQl = c ()

vsQ2 = c()

x = c()

H=r

step = 0.001
for (i in 1:10000) {
H=H + step

vsQl[i] = £Q1 (H)

143



print (d)
print (paste ("Peano-Reaction-Transport Model Q1 speed:",d*min (vsQl)))
print (paste ("Peano-Reaction-Transport Model Q2 speed:",d*min (vsQ2)))
datal = data.frame (x=x,v=vsQl,m="Model PRT Q1")
data2 = data.frame (x=x,v=vsQ2,m="Model PRT Q2")
data = rbind(datal,data?)
ggplot (data,aes (x=x,y=v)) + geom line() + theme bw() +
theme (panel.grid.minor = element blank(),

panel.grid.major

element blank(),
legend.position = "none")+

xlab ("H") + ylab("v") + facet wrap (~m)
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P6. Mapy rozmisténi zaznami o bob¥im osidleni
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Obrdazek P1: Podrobny pohled na rozmisténi bodovych zdznamii bobriho osidleni u populace na Berounce.
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Reintrodukce 1990 - 1996

Z&znamy o vyskytu bobra:
© Stfedni Morava

e Jizni Morava

Vodni toky

Hlavni toky (Jihlava, Svratka, Dyje, Morava) &—— Prvnivyskyt 1977
0 40 km
| | 4

Obrdzek P2: Podrobny pohled na rozmisténi bodovych zdznamii bobriho osidleni u populaci na stfedi a jizni Morave.
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