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Abstrakt

Predkladana bakalaiska prace se zabyva popisem rozlozeni napéti v okoli ostrého vrubu.
V teoretické Casti je popsana historie lomové mechaniky a jeji zédkladni principy. V praktické
casti jsem se zabyval spoctenim exponentd singularity napéti v zavislosti na geometrii
konkrétniho vrubu.

Abstract

This bachelor’s thesis is studying problems of stress distribution near the sharp notch tip. The
theoretical part discloses the history of fracture mechanics and it’s basic principles. The
practical part solves stress singularity exponents for geometry of particular notch.
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1 Uvod

Za poslednich 100 let se svét rozviji velice dynamickym tempem. Tento rozvoj pifinasi
enormni narust pozadavek kladenych na vyrobky ve vsSech primyslovych odvétvich.
Snazime se docilit prodlouzeni trvanlivosti konstrukei, které jsou namahany vic. Rovnéz se
snazime zvysit jejich bezpecnost, predchézet jejich havariim, teda ztratdm na zivotech ¢i
ujme na majetku. Tento rust tedy nuti i védce a inZenyii k vyvoji lepSich materiald, k stavbé
lepsich konstrukci a v neposlednim fad¢ k presnéjSimu predvidani eventudlnich kolapsti.

Lomova mechanika jako védni obor se zabyva porusenim materialt v dasledku trhliny,
respektive koncentratoru napéti, kterym muze byt i obycejni Sroub nebo jiny konstrukéni
prvek, ktery je soucasti bézného strojirenského produktu. Je dillezitym ndstrojem pro
analyzu a dizajn téchto vyrobk, jak z hlediska inzenyrského, tak z hlediska materidlového.
Reseni problémn této védni discipliny kazdodenng pfispiva k pokroku nejen v inzenyrskych
disciplinadch. Pomaha tedy svétu dosahovat vyssich cilt.

V predkladané bakalarské praci se budu zabyvat jednim z nejrozsitenéjSich, no o to
méng predvidatelnych fenomént, zvanym vrub. Vrub je vyznamnym koncentratorem napéti
a soucasti nespocetného mnozstvi konstrukci. Vyznacuje se tim, ze v oblasti jeho kotene se
formuje oblast s vysokymi napétfovymi gradienty, ktera se nazyva napétova singularita.
Tato singularita zna¢né ovliviiuje rozlozeni napéti v okoli takového prvku a komplikuje
zpusoby, kterymi mozno ptredvidat poruseni télesa.

Uvod préce je vénovany opisu nékterych zakladnich principt a koncepci, v kterych se
podrobné;ji rozebira problematika singularity 1 to, jak se ménili pfistupy pro feseni téchto
problémt. Dalsi ¢asti jsou pak vysvétleny a analyticky odvozeny nékteré metody po popis
napéti v okoli vrubu. Na zavér jsem se vénoval numerickému feSeni exponentl singularity
pro urcité geometrie vrubu, kterého vysledkem je popis zavislosti mezi geometrii a velikosti

exponentu singularity.



2 Lomova mechanika

2.1 Selhani pevnych materialu

Deformace pevnych struktur mtze byt riznoroda. Konstrukce miize selhat v dasledku
elastické deformace, jak je to v pfipad¢ ztraty vzpérné stability konstrukce. Tento piipad je vSak
ponékud specidlnim. Dvéma hlavnimi formami selhdni konstrukci jsou plasticka deformace,
ktera je ve své podstaté pokracovanim elastické¢ deformace pti vyvolani napéti za mezi kluzu,
a ktera je oproti elastické deformaci trvala, a lom dané struktury, respektive konstrukce.
Plasticita vSak byla zkouména po vice nez sto let a jsme schopni ji bez vétSich problémut
predvidat. [1]

v

Lom materiald je vS§ak mnohem nédhodnéjsi jev, ktery nelze vzdy urcit se stoprocentni
pravdépodobnosti, jelikoz don vstupuje mnoho faktor, které nejsou vzdy explicitné
ptedvidatelné. Pfi lomu jako takovému dochazi k Gplné ztraté zatézové unosnosti konstrukce
Vv disledku poruseni celistvosti konstrukce a jejimu rozdéleni na dvé nebo vice ¢asti. Na rozdil
od plasticity, pfedpovidani lomové pevnosti material bylo ptfed rozvojem lomové mechaniky
jako védniho oboru zalozeno pouze na fenomenologickych piistupech, kde kritéria selhani
vV disledku namdhani konstrukce byly urCovany pouze porovnanim s experimentalnimi
vysledky. V bézné uzivanych kritériich selhani jako naptiklad teorie maximalnich hlavnich
napéti je oblast selhani konstruovana na zékladé omezeného mnoZstvi experimentdlné
zjisténych dat. Dle této podminky se lom objevuje v ptipad¢€, Ze hlavni napéti prekro¢i napéti
lomov¢ tedy

0y = o [2.1]

kde oy je nejveétsi hlavni napéti a of je napéti lomové, respektive tahova pevnost daného

materidlu. Oblast selhani byla téZ modifikovana pro rozliSeni zaté€zi tahovym a tlakovym
namahanim a pro secteni efektli riznych kombinaci namahani.

Obecné klasické fenomenologické teorie selhani ptredvidaji poruseni materidlti a
struktur pomérné presné pokud se jedna o situace, kde je pole napéti konstantni nebo se meni
jen malo. V pfipadech, Ze jsou piitomné vysoko napétové gradienty, nejsou tyto teorie
spolehlivé. V minulosti jsme se setkali se selhanim konstrukei, kde napéti byly hluboko pod
kritickymi hodnotami reprezentovanymi lomovymi napétimi, které jsou definovany témito
klasickymi pfistupy. Nejcastéji byvaji zminény poruseni nakladnich lodi Liberty, (obrazek ¢.
1.1) které byli postaveny béhem Druhé svétové valky. Z 2700 lodi byla vice nez stovka vazné
poskozena, pficemz 10 se rozlomilo na dvé ¢asti. Iniciace trhlin v daném ptipad¢ nastala ve
svarech, které nebyli pfipraveny na chladné vody Atlantického oceanu a byli vyznamnymi
koncentratory napéti. Tyto lomy vedli ke katastrofalnim havériim a ztratam na lidskych
zivotech. Dalsimi ptipady byli pak selhani trupti dopravnich letadel de Hvilland Comet, kde se
trhliny $ifili v disledku zle navrzenych oken letadla a selhani rotort parnich turbin v padesatych
letech. [1]
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Obr. ¢. 2.1 Selhani konstrukce lode Liberty

VSechny tyto udalosti vedli ke zjiSténi, Ze primarnim diivodem selhani konstrukei jsou
defekty, respektive trhliny a jiné nedostatky, které vedou ke koncentraci napéti v materialu a
dale k jeho lomu. Tyto nedostatky mohou vzniknout jak béhem vyroby dané konstrukce, tak
béhem jeji pouzivani a jejich vznik neni snadno predvidatelny. Napiiklad kaleni Zelenych litin
vede ke vzniku mikrotrhlin v tomto materialu. Cyklické zatézovani rovnéz vede k hromadéni
poskozeni a nasledné iniciaci trhliny, ze které se pak §ifi lom. Napéti v okoli cela trhliny je
mnohem véEtsi nez napéti, které je ptipustné v materidlu, a které je zjiStovano experimentalné
Vv laboratornich podminkéach. Napéti v okoli trhliny pak vede k $ifeni lomu, ktery mize mit
tragické nasledky. [1]

Obr. ¢ 2.2: Letadlo de Havilland Comet
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2.2 Koncepty lomové mechaniky

V soucasnosti se lomova mechanika jako pfedmét inzenyrskych véd zabyva lomem
konstrukci v dasledku iniciace a Sifeni trhliny. Pozname dva hlavni pfistupy pro stanoveni
okrajovych podminek Sifeni lomu. Prvni, posouzeni napéti na cele trhliny, ktery je lokalnim
piistupem; druhym je energeticka bilance, respektive piistup globalni. Pfi posuzovani napéti na
cele trhliny jsou nejdiiv analyzovany pribéhy napéti a posuvi na cele trhliny, pak jsou
zjistovany parametry, které tyto prabehy ovliviiuji. Linedrn¢ elastické analyzy porusenych
vzorki ukazuji, ze napéti v okoli &ela trhliny se méni s r=1/2, kde r je vzdalenost od &ela trhliny.
Napéti pak roste bez omezeni limitn¢ k nekonecnu se zmensujici se vzdalenosti ke koteni
trhliny. Pfitomnost napéti pak zpusobuje, ze klasické pristupy posouzeni pevnosti materialu
jsou nepouzitelné.

Zakladni koncepci lomové mechaniky je pfijmout teoretickou napétovou singularitu
v oblasti kofene trhliny, ale ne pouziti tohoto napéti k ureni Sifeni trhliny. Tato koncepce
predpoklada, ze napéti na kofeni trhliny je limitovano mezi kluzu nebo pfitazlivymi silami mezi
atomy latky a Ze napéti singularity je vysledkem linearni elasticity. [1]

Napéti na v blizkosti kofene trhliny v linearné elastickych materialech jsou nezavislé na
zatizeni a geometrii konstrukce a maji nasledovni formu:

=— —19 (1— i —10 i —39>
* * *
Oxx S cos 5 sin ) sin 5
K, 1 0 (1 1 0 s 3 0)
= * —_ k —_ * —_
Oyy m Ccos ) + sin > Sin ) [2_2]
= — ins 0 : 0 -0
* * *
Oyxy S sin cos ) cos )

kde K; je faktor intenzity napéti, ktery zavisi na modu namahani a geometrii trhliny, ktera je
ur¢ena polarnimi soufadnicemi r a 8 se sttedem v koteni trhliny. Je pfedpokladano, ze zatizeni
a geometrie jsou symetrické v okoli vzniklé trhliny. Rovnice ukazuji, Ze napéti je linedrné
zéavislé na K;, tedy na faktoru intenzity napéti v okoli ¢ela trhliny.

Na zaklad¢ pozorovani, Irwin navrhl lomové kritérium, které stanovuje, ze rist trhliny

se objevuje v piipadé, Ze faktor intenzity napéti dosahne kritické hodnoty:

K; = K. [2.3]

kde K;. je materidlova charakteristika nazyvana lomova houzevnatost a je zjiStovana

experimentalné. Toto lomové kritérium pro tuhé latky je znacné odlisSné od klasickych

lomovych kritérii zaloZenych na napéti. NepouzZiva explicitné napéti, ale adekvatni faktor

rozloZeni napéti v okoli kotfene trhliny. Faktor intenzity napéti K; je sice umérny pouZzitému
1

zatizeni, ale jeho jednotkou je MPa*m z, co znaci vliv rozmérd. K;. jako materidlova

vvvvv
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Kritérium pouzité pro porovnani faktoru intenzity napé€ti a lomové houZevnatosti je
zalozeno na teorii linearni elasticity, kde existuje zaporna odmocnina singularity napéti a faktor
intenzity napéti je tedy jednoznacné urceny. Skutecny proces lomu v kofeni trhliny vSak teorii
linearni elasticity nelze urcit. Pouzitelnost tohoto kritéria je zalozena na podmince, Ze oblast
iniciace (procesni zona) lomu je dostatecné mala na to, aby Se bez potizi vesla do singularity
napéti uréené faktorem intenzity napéti K. [1]

Druhy piistup na stanoveni lomovych kritérii je zalozeny na zhodnoceni celkové
energetické bilance béhem Sifeni lomu. Nejdiiv je ur¢ena potencidlni energie poskozeného
tuhého télesa za dan¢ho zatizeni, pak je vySetfovano Sifeni lomu. Uvazujic rovinng, pruzné
téleso s trhlinou o délce a, celkova potencialni energie systému na jednotku tloustky je zavisla
na délce trhliny. Pro infinitezimalni trhlinu o délce da je ubytek potencialni energie -dW,;.
Griffith pfedpokladal, Ze tento ubytek energie na télese by se projevil jako pfiristek povrchové
energie na nov¢é vzniknutém povrchu trhliny. Oznacime-li jednotkovou povrchovou energii
pismenkem 7, kterou muizeme vypocitat pomoci klasické fyziky pevnych latek, celkova

povrchové energie povrchu trhliny bude rovna 2day . Pak je energeticka bilance rovna:
—dW = 2day nebo —% =2y

Zavedeme-li veli¢inu, kterou nazveme hnaci silou trhliny a oznac¢ime ji G, mizeme ji definovat
jako pokles jednotkové potencialni energie zptisobené Sifenim trhliny za stalého zatiZeni

AWy
"~ da [2.4]

potom kritérium Sifeni trhliny, respektive lomu materialu stanovené timto ptistupem je:
G=G;=2y

Toto kritérium lomu materialu je, podobné jako koncepce faktoru intenzity napéti, velmi
odlisné od klasickych lomovych kritérii. Zahrnuje celkovou energii konstrukce, rovnéz
povrchovou energii tuhého télesa, ktera existuje v ptipadé€, ze uvazujeme o latkach na atomarni
urovni. V analogii slomovou houzevnatosti K;., je pak zavedena dal§i materialova
charakteristika G, ktera ma rozmér J/m?. Tyto kritéria jsou ekvivalentnimi. Avsak
experimentalné zjist€na rychlost uvoliiovani energie pro konstrukéni materidly, zejména oceli,
je mnohonasobné vyssi nez 2y. Je to zptisobené faktem, ze plastické deformace v oblasti kofene
trhliny vyznamné pfispivaji k odporu materialu vici $iteni trhliny. [1]

Lomova mechanika zavadi dvé nové koncepce pro piedpoklad vzniku lomu. Prvni je K-
koncepce, nebo koncepce faktoru intenzity napéti, druhou je potom koncepce rychlosti
uvolfiovani energie, nebo G-koncepce.

P11 uziti faktoru intenzity napéti na pfedvidani lomového chovani musime nejdiiv urcit
tento faktor pro dané zatizeni a danou geometrii. Druhym krokem je urCeni lomové
houzevnatosti daného materidlu a pak nasleduje jejich porovnani, ze kterého miizeme nésledné
spocitat maximalni pfipustné zatizeni konstrukce pro danou geometrii trhliny a dany zptisob
namahani, nebo maximalni délku trhliny pro planované zatizeni. Vyhodou K-koncepce je
nepochybné relativni jednoduchost vypoctu faktoru intenzity za uréitych podminek, a
jednoduchost experimentalniho urceni lomové houzevnatosti daného materialu. Naopak, G-

koncepce, respektive rychlost uvoliiovani energie, je vic rozsifena pro ptipady, kde musime
zapocitat nelinedrni chovani, protoZe tento zpisob je univerzalnéjsi.
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Faktory intenzity napéti a rychlost uvoliiovani energie stoji za zrodem konceptu linearné
elastické lomové mechaniky. Tento koncept povazuje tuhé télesa za linearné elastické, a tvrdi,
ze nelinedrni chovani je minimélni, teda mize byt ignorovano. Kym faktor intenzity napé&ti
muze byt pouzit pro predvidani lomu, pokud jsou plastické deformace malé a vyskytuji se jen
Vv oblasti blizké koteni trhliny, pfistup rychlosti Sifeni energie lze aplikovat, kdyz materidl
podléha velkym plastickym deformacim. Pro chovani lomu za nelinedrnich deformaci bylo
navrzeno nékolik pfistupt, ku ptikladu J-integral, nebo rozevieni trhliny u kotfene, avSak se
nestali tak uspéSnymi jak kritérium faktoru intenzity napéti, nebo rychlost uvoliiovani energie.

2.3 Historie lomové mechaniky

2.3.1 Griffithova lomova teorie
Za vznik lomové mechaniky jako védniho oboru je povazovana prilomova prace Alan
Arnold Griffitha, ktery se zabyval studiem kiehkého lomu skla. Uz pied jeho praci bylo znamo,
ze teoreticka sila potiebna pro lom skla urcena na zéklad¢ preruSeni atomovych vazeb fadové
presahuje tehdejsi laboratorni vybaveni. Véfil ale, Ze tato sila by se mohla né€kolikanasobné
snizit v ptipad¢, ze by sklo obsahovalo mikrotrhliny, které by se rozsifovali pod vlivem této
sily.

Griffith ptijal myslenku pfistupu skrz energetickou bilanci, na ur¢eni lomové sily, ktera
ik4, Ze prace béhem Sifeni trhliny musi byt rovna nérlstu povrchové energie na téchto nové
vzniknutych povrSich. Pro vypocet deformacni energie ve zlomené konstrukci odvodil
napétové pole na nekonecné desce s trhlinou po celé tloust'ce, zatizené biaxidln¢, z feSeni
koncentrace napéti v okoli eliptické diry tak, Ze zredukoval minoritni osu na nulu. Tak byl
Griftith schopny vypocitat celkove potencidlni energie pted a po rozsiteni trhliny. Rozdil téchto
energii byl roven narustu povrchové energie. [1]

Z Griffithovy teorie vyplyva, Ze lomova pevnost tuhé latky s trhlinou je Umérna
odmocniné z podilu povrchové energie a délky trhliny jak je mozné vidét v rovnici €. 2.5:

o o V£ [2.5]
a

piiCemZ oy odpovida zatiZeni pti lomu, y, je povrchova energie, E Younglv modul pruznosti a
a je polovina délky trhliny. Tento vztah ukazuje, specifickou zavislost mezi napétim vyvolanym
zatizenim a charakteristickym rozmérem trhliny. Tato teorie je zlomovou v oblasti lomové
mechaniky, protoZe vysvétluje, pro¢ je rozdil mezi teoretickym a experimentalné¢ zmérenym
zatiZenim soucasti fadovy. Ukazuje fyzikalni mechanizmus, ktery kontroluje proces lomu, ktery
chybi fenomenologickym pfistupim. Jelikoz tyto zjisténi Griffith pozoroval na skle,
Vv pozdégjsich letech byla tato teorie modifikovana Orowanem a Irwinem, ktery navrhli pfidani
konstanty 2 k povrchové energii y,, z davodu, ze pii kovech je nutné zohlednit existenci
plastickych deformaci v okoli trhliny nebo jin€ho koncentratoru napéti, rovn€Zz pak praci y,,
ktera je oznaCovana jako plastickd a je mnohem vétsi v porovnani s povrchovou energii.
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3 RozloZeni napéti v okoli korene ostrého vrubu

Kiehky lom v tuhych latkach je pii svém ristu fizen polem napéti v okoli koiene
koncentratoru napéti a zaroven parametry opisujicimi odpor této tuhé latky vici ristu lomu.
Analyzy napéti v okoli kofene vrubu tvoii neodmyslitelnou ¢ast lomové mechaniky. Pro kiehké
materialy, které¢ vykazuji linearn¢ elastické chovani pouzivame pro vypocet napéti a deformaci
metody elasticity. Témito metodami jsou jak metody analytické, napiiklad funkce komplexnich
potenciali a metoda integralni transformace, tak numerické metody, napiiklad metoda
kone¢nych prvk.

3.1 Moédy zatéZovani a faktor intenzity napéti

Lom v tuhych latkach vznika rozpojenim lomovych ploch. Koncentraci, respektive
spojenim dvou takovych lomovych ploch vznika vyrazné&jsi trhlina. Predpoklada se, ze tyto
plochy lezi pted deformaci materidlu na stejném povrchu. Kdyz tento material pak podlé¢ha
vnéj$imu zatizeni, tyto plochy se pohybuji S ohledem na sebe navzajem, a tyto pohyby mtizeme
V lokélnim kartezianském soufadnicovém systému, ktery ma pocatek pravé v kotfeni prvni
vyrazn€jsi trhliny, popsat jako posuvy uy,u, a u,. Osy soufadnicového systému jsou dany
nasledovné: osa x je kolma na kofen této trhliny, osa y je kolma na celo trhliny a osa z je
rovnob¢zna s kofenem. [1]

Nachazeji se zde tfi nezavislé zpusoby zatéZovani, které koresponduji se zdkladnimi
mody zatézovani podle Irwina. Tyto mody zvykneme nazyvat: mod I (tahovy), mod 11
(smykovy), mod III (smykovy antirovinny). Kazdy zptisob zaté¢zovani mize byt popsan jednim
z téchto troch maodi, nebo jejich kombinaci. [3]

1. Modd I - tahovy, povrchy trhliny vykazuji posuv v smére osy Yy, pfi¢emz posuvy u,, U,
jsou nulové.

2. Mod Il — smykovy, v tomto piipadé nastava posuv v smére osy X, lomové plochy se po
sob¢ klouZou

3. Mod III — smykovy antirovinny, k posuvu dochéazi v smére osy z

Tti zékladni mody namahani mazou byt presnéji popsany pfidruzenymi napétimi pred
kotenem trhliny, které jsou dvourozmérnymi:

K;
Oyy = +0(Vx),04y =0,, =0
AN = (\/_) xy = “yz [3.1]
Ky
Oxy = \/m+ 0(Vx), o,y =0, =0

KIII

Oy =
vz V21X

kde parametry K;, K;; a K;;; jsou faktory intenzity napéti pro piislusny mod zaté€zovani. [2]

+ 0(‘/;)'03/31 =0xy =0

Uvedené rovnice ndm ukazuji, Ze napéti jsou nepfimo iumérné odmocning ze vzdalenosti od
singularity napé&ti v kofeni trhliny, pficemz faktory intenzity napéti méfi velikost vlivu této
singularity. Faktor intenzity napéti je pomérné novym konceptem v mechanice tuhych latek ale
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hraje velkou roli pfi studiu podminek lomu. Opét existuje nekolik metod pro zjisténi tohoto
parametru zahrnujici metody analytické a numerické, nebo metody experimentalni.

3.2 Airyho napétova funkce

Zakladni rovnice elasticity jsou rovnicemi rovnovahy napéti, deformaci v dusledku
téchto napéti a Hookeovho zakonu, ktery spojuje napéti a pretvoieni. V oblasti rovinnych napéti
a rovinnych deformaci tyto rovnice vypadaji nasledovné:

00y, | 00xy

dx dy 0
00y, 00y, o [3.2]
dx ay

kde oy, 0y, @ 0y, jsou napéti, pfi¢emz X, y jsou Kartezidnské soufadnice. Pfetvofeni a
deformace jsou pak ve vztahu:

_du,  0u, 1 (du, ou, [3.3]
A PR A A M R

zatim co ey, €y, @ ey, jsou prvky tenzoru pietvofeni a u,, respektive u, jsou posuvy ve
smérech os x a y. Vztah mezi napétim a pietvorenim je pak:

Oxx = A(exx + €yy) + 2Geyy
Oyy = A'(exx + eyy) + 2Ge,,
Oxy = 2Geyxy

[3.4]

kde G oznacuje modul pruznosti ve smyku a fecké pismeno lambda

_3—K

A * (G

Kk—1
pfi¢emzZ k rozliSujeme pro dva piipady:
Rovinna deformace k = 3 — 4u

., . 3-
Rovinnd napjatost k = —£
1+u

kde v obou ptipadech u znaci Poissonovu konstantu, ktera je pro ocel piiblizné 0,3. Dalsim
dosazenim do rovnice (3.2) a zkracenim posuvt dostavame rovnici pro vztah mezi jednotlivymi
slozkami tenzoru pietvoieni, téZ nazyvany podminka kompatibility:

d%e,, N d%ey, _ 0%eyy
dy? d0x? 0x0y [3.5]
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DalSimi upravami a dosazenim, respektive pouzitim rovnic rovnovahy (3.2), vztahi mezi
napétim a pretvofenim (3.4) a zahrnutim podminky kompatibility mizeme napéti vyjadrit
nasledovné:

VZ(0yx + 0yy) =0 [3.6]

kde Laplaceovsky operator:

, 62 62

=+ —
dx?  0y?

Airyho napétovou funkci ¢p mizeme nasledné definovat skrz vztahy pro vypocet napéti,

respektive slozek tenzoru napéti jak:

_ 0% ¢ 0% ¢ % ¢ [3.7]

Txx =52 % T 5ygy Ty T Gy

Pouzitim takového vztahu jsou rovnice rovnovahy automaticky v potadku, takze zlstava
vyfesit vztahy kompatibility:

Vi = V2V2¢ = 0 [3.8]
4 4 4
O A S
dx* d0x2dy? = ody*

Laplaceovsky operator Nabla se nazyva 1 biharmonicky operator, z ¢ehoZ plyne, Ze jakakoli
funkce ¢, ktera odpovida feSeni funkce (3.6) je funkci biharmonickou. Jakmile je Airyho
napétova funkce znama, jsme schopni vyftesit velikost napéti (3.7) a nasledné dle rovnic (3.3)
a (3.4) mizeme spocitat pietvoreni a deformaci. [1]

Airyho napétovou funkci je za ti¢elem dalSich vypocti popisu rozlozeni napéti
transformovat do polarnich soufadnic. Tuto transformaci provedeme na zaklad¢ vztahu pro
transformaci mezi kartezianskym a poldrnim soufadnicovym systémem:

CT,=CT [3.9]
T,=CTC"
kde C je transformacni matice:
C = [ cos 6 sin6 [3.10]
—sinf cosf

matice T je tenzorem napéti v kartezianském soufadnicovém systému:

Oyex ny] [3.11]

T = [
Oyx Oyy
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amatice T, je tenzorem napéti v polarnim soufadnicovém systému:

_ [0 0o [3.12]
Ty = [Uer 099]

3.3 Williamsove pole v koieni vrubu

Spolecnou charakteristikou metod feSeni problematiky ostrych vrubti je fakt, ze napéti
se Vv blizkosti ostrého vrubu chovaji singularn¢, a ze funkce, kterymi jsou tyto napéti, respektive
deformace v okoli takového mista jednozna¢né popsané, nezavisi na zatizeni ani geometrii
konstrukce. Ku piikladu, napéti v blizkém okoli ostrého vrubu, ktery se nachazi na nekonecné
desce, ktera je zatizena vzdalenou silou je stejné, jak kdyby tato sila ptisobila na cele tohoto
vrubu. Tento fakt tykajici se jedinecné funkce pro popis rozlozeni napéti Ize ovéfit pouzitim
Williamsovi metody rozvoje vlastni funkce pro rizné okrajové podminky, geometrické i silové.

3.4 Napéti a deformace podle Williamse pro méd I a 11

Je dokazano, Ze napéti a posuvy mohou byt vyjadieny pomoci Airyho napétové funkce
¢, které splnuje nasledujici biharmonickou rovnici, kterd se zvykne nazyvat sténovou funkei:
[1]

V2V2h =0
kde operator Nabla V? v polarnim soufadnicovém systému (7, 8) a s pocatkem v kofeni vrubu
je dan jako:
2 10 1 92

2 R
~ Or2 +r6r+r2 062 [3.13]

Airyho napétova funkce v blizkosti kofene ostrého vrubu se rozviji dle:

b = Z rintlE (9) [3.14]

n=0

kde A,, je vlastni hodnotou, ktera ma byt zjisténa a F,(0) jsou odpovidajici vlastni funkce.
Substituci téchto vyrazii do pocatecni biharmonické funkce pak ziskavame rovnici:
d*E,(9) d?E,(6)
do+ d6?

[3.15]

+2(0,%+1) + (1,2 —1)2E(6) =0

Respektive rovnici pro feSeni F, (0):
E,(0) = A, sin(A, + 1)0 + B, cos(4,, + 1)0 + C,, sin(4,, — 1)6 + D, cos(4,, — 1)0

kde A,,, By, C,,, D,, jsou neznamé konstanty. Napéti pak musi jesté spliiovat okrajové podminky
podéln¢ s povrchem vrubu:
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Ogo = Org = 0,0 =

4 Vypocet exponentu singularity

4.1 Analytické FeSeni problému

Jak miizeme vidét z Airyho napét'ové funkce v blizkosti kofene vrubu (3.14), vypocet
exponentu singularity A,, je zakladnim pfedpokladem pro vypocet a popis napéti v okoli
ostrého vrubu. Jedna se o vlastni hodnotu A,, funkce F,, ktera je zavisla na tihlu 6 a je odvozena
z rovnice (3.15)

Otevfeni vrubu je vSeobecné popsano dvéma thly 8, a 6,. Funkci F,(6) musime pro ziskani

feseni derivovat podle thlu 6. Derivace této funkce pak vypada nasledovné:

dF,(6)
do

=A, (A, +1) = cos(@(ln + 1)) — B, * (A, + 1) xsin * (G(An + 1)) +C,
* (Ay — 1) * cos(8(A, — 1)) — Dy * (A, — 1) * sin(8(A, — 1))

Vzhledem Kk tomu, ze uhly 6 zname dva, mame dohromady Ctyfi rovnice, které se rovnaji
nulovému vektoru. Jedna se tedy o soustavu ¢tyt rovnic, ktera obsahuje vSak jesté stale pét
nezndmych parametri — kromé A,,, mame jesté konstanty A,,, B, C,, a D,,.

[ sin(6;(1+ 1) cos(6;(A + 1)) sin(6;(1 — 1) cos(6;,(A — 1))
A= |1+ Dcos(0,(A+1)) —(A+1)sin(0;(A+1) (A—1cos(6;(A—1)) —(A—1)sin(6,;(1—1)]|
| sin(6,(1 + 1)) cos(6,(1 + 1)) sin(6,(1 — 1)) cos(B,(A—1)) |
l(/l + 1)cos(0,(A+ 1)) @A+ Dsin(@,(1+1) (A —1Dcos(,(A—1)) (A—1)sin(0,(1—1)
An
B,
k = C,
Dy,

pficemz dale zapiSeme do maticové rovnice:

Z rovnice 4.1 pak vyplyva, ze vektor k se musi rovnat nule. Tim padem by se vsak stala nulovou
celd rovnice a k feSeni exponentil singularity pro jednotlivé hodnoty ihli otevieni vrubu 6, 6,
bychom nebyli schopni se dopocitat. Uzijeme tedy poznatku z matematiky, ze kdyz se prava
strana rovnice rovnd levé stran¢ rovnice, potom tato rovnice méa nekone¢né mnoho feseni. Toho
docilime tak, ze vypocitame determinant matice A det(A) a polozime ho roven nule. Tim se
dostavame k nelinearni rovnici, kterd mé nekonecné mnoho feSeni, pouze dvé vSak lezi
v intervalu (0, 1). Pravé hodnoty exponentu singularity A,,, které lezi v daném intervalu jsou ty,
které nas budou zajimat, a prostfednictvim kterych mizeme teoreticky spocitat rozlozeni napéti
v okoli vrubu.
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4.2 Numerické FeSeni exponenti singularity

Pro numerické feSeni exponentti singularity pro rizné konfigurace uhlda 6; a 8, jsme
pouzili nastroj Jupyter notebook zaloZen na programovacim jazyku Python, konkrétné na verzi
Python 3.6 a kniznici pro symbolické vypocty v Pythonu, kterd se jmenuje ,,Sympy*. Vysledny
skript je ptilozen v ptiloze, pro vysvétleni postupu numerického feseni budou uvedeny nékteré
casti feseni

4.2.1 Definovani matice a jejiho determinantu
Jak uz bylo zminéno, prvnim krokem feSeni exponentu singularity je sestaveni maticové
rovnice (4.1), které uskuteiiujeme na zékladé funkce F,(0) a jeji derivaci. Reseni pomoci

7w

knihovné ,,sympy*‘ obnasi zavedeni symboli a definovani funkce F,(6):

In [12]: A, B, C, D, t, 1 = sp.symbols(r'A B C D \theta \lambda')
F=A*sp.sin((1+1)*t)+B*sp.cos((1+1)*t)+C*sp.sin((1-1)*t)+D*sp.cos((1l-1)*t)
t1,t2 = sp.symbols( 'thetal,theta2’

F

out[12]: Asin(@(A+ 1))+ Bcos(@(A+ 1))+ Csin(0(A— 1))+ Dcos(@(4— 1))
In [12]: A, B, C, D, t, 1 = sp.symbols(r'A B C D \theta \lambda')
F=A*sp.sin((1+1)*t)+B*sp.cos((1+1)*t)+C*sp.sin((1-1)*t)+D*sp.cos((1l-1)*t)

t1,t2 = sp.symbols('thetal,theta2’
F

out[12]: Asin(@(A+ 1))+ Bcos(B(A+ 1))+ Csin(B(A— 1))+ Dcos((1-1))

Obr. ¢. 4.1 Symbolika a funkce
V nésledujicim kroku pak ptiddme k plivodni funkeci jeste jeji prvni derivaci podle uhlu 6:

In [13]: sigma_tt
sigma_rt

=
sp.diff(F, t)

Obr. ¢. 4.2: Uskutecneéni derivace funkce F,(0)

Na obrazku 4.1 muizeme vidét kromé zavedeni globalnich neznamych navic zavedeni
symbolickych proménnych t1 a t2, které reprezentuji tthly 8, a 6,. Po derivaci, ktera je na
obrazku 4.2 miZeme tedy sestavit soustavu Ctyf rovnic o péti neznamych, které se vSechny
rovnaji nule, zapsat nasledovné:

In [14]: eqnl=sigma_tt.subs(t,t1)
eqn2=sigma_rt.subs(t,t1)
eqn3=sigma_tt.subs(t,-t2)
eqnd=sigma_rt.subs(t,-t2)
eqnl,eqn2,eqn3,eqn4
out[14]: (Asin(@, (A+ 1))+ Bcos (8, (A + 1))+ Csin (8, (A = 1)) + Dcos (@, (4 = 1)),
A(A+ Deos(@ (A+ 1) =B+ Dsin(@, (A+ 1)+ C(A— Dcos (@, (41— 1)) —D(A— Dsin(, (41— 1)),
—Asin (6, (A+ 1))+ Beos (6, (A+ 1)) — Csin (6, (A — 1)) + Dcos (6, (4 — 1)),
AA+Deos(@ A+ 1D)+BA+Dsin(G,(A+1)+C(A=1Dcos(@, (A—=1)+D@A-1)sin(6,(1—1)))

Obr. ¢. 4.3: Vypsani rovnic s dosazenim jednotlivych uhli

Vzhledem k tomu, Ze matici nechceme skladat mechanicky, pouzijeme mezikrok, ktery nam
ptiradi danou ¢ast funkce thla 8 pro kazdy z koeficientt 4,,, B,,, C,, a Dy,
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In [22]: koefeqnl=eqnl.collect((A,B,C,D),evaluate=False)
koefeqn2=eqn2.collect((A,B,C,D),evaluate=False)
koefeqn3=eqn3.collect((A,B,C,D),evaluate=False)
koefeqnd=eqn4.collect((A,B,C,D),evaluate=False)
koefeqnl, koefeqn2, koefeqgn3, koefeqn4

Out[22]: ({1:Asin(@y (A+ 1)), B:cos(@;(A+1)), C:sin(@;(1=1)), D:cos(@(A—=1)}, {1:AA+Dcos(@ (1+1)),
B:—(A+Dsin(@ (A+1), C:(A-1cos(@(A=1)), D:—=@A-=Dsin(@ A=1)}, {l:=Asin(@,(A+1)), B:cos(éh(i+1)),
C:—sin(B,(A—1)), D:cos(@(A—1)}, {1:AQ+Dcos(@G+1), B:(A+Dsin@ A+1), C:(A—1)cos(@ (1-1)),

D:(A—Dsin(@ (- 1)}

Obr. ¢. 4.4: Prirazeni funkce promenné 0 koeficientim A, By, Cp, Dy,

Po tomto kroku uz miizeme bez potizi sestavit matici A, kterd bude mir rozmér 4x4 a bude
obsahovat na jednotlivych pozicich funkce thli 8 spolu s exponentem singularity 4,:

In [16]: A=sp.Matrix([[koefeqnl[A],koefeqnl[B],koefeqnl[C
[koefeqn2[A],koefeqn2[B], koefeqn2[C
[koefeqn3[A],koefeqn3[B],koefeqn3[C
[koefeqna[A], koefeqn4[B], koefeqnd[C

skoefeqn1[D]], \
ykoefeqn2[D]], \
,koefeqn3[D]], \
,koefeqna[D]11)

A
Out[16]: sin(@) (A + 1)) cos () (A + 1)) sin (8 (A — 1)) cos(# (A—1))
(A+1cos(6, (A+1) =G+ Dsin@ A+1) (A-=1Dcos@ (A-1) —=(A-=1)sin(g, (A-1))
—sin(@, (A+1)) cos (6, (A+ 1)) —sin(#, (A —1)) cos(@, (A-1))

(A+Dcos(@ A+ 1)  (A+Dsin(@,(A+1)  (A—-Decos(@,(A-1)) (A—Dsin(d, (A-1))

Obr. ¢. 4.5: Sestaveni matice A
Daéle informac¢né uvedu, jak vypadé determinant této matice, ktery pokladdme roven nule:

In [21]: A.det

out[21]: A% sin® (A6 — By) sin® (A6, + 6,) + A% sin® (A6, — 6)) cos® (A6, + 6,) — 247 sin (48) — @) sin (A0, + 6,) sin (A6, — 6,) sin (16, + 6,) — 247 sin
(A0, — 0,)sin (A0, + 0)) cos (A0, — 0;) cos (A6, + 6,) + 247 sin (A6, — 0,) sin (26, — 6,) cos (A0, + 0;) cos (A0 + 0,) — 247 sin (46, — €)) sin
(A6, + 6,) cos (20, + 6,) cos (A8, — 0,) + 2% sin” (A0, + 0,) sin? (A6, — 6,) + 4% sin’ (26, + 6,) cos® (A6, — 0,) — 227 sin (A0, + @) sin
(16, — 8,) cos (A6, — 6,) cos (A6, + 6,) + 247 sin (19, + 6,) sin (A8, + 6;) cos (A6; — 8,) cos (A8, — 6,) + A% sin” (16, — 8,) cos® (18, + 6,)

— 222 5in (460, — 0,) sin (A0 + 6) cos (A0) — 0)) cos (A0, + 0)) + A% sin® (165 + 0y) cos” (A0 — 0)) + 2% cos® (A0, — 0) cos® (A6, + 6,) — 24° cos
(A6, — 6,) cos (A6, + 0,) cos (A6 — B,) cos (A6, + 6,) + A% cos® (A8, + 6,) cos® (A6, — 6,) — sin® (A6, — B, sin® (46, + 6,) — sin® (16, — #;) cos?
(40> + 6) + 2sin (10, — 8))sin (A6, + 0;) sin (165 — &,) sin (160, + &») — 2 sin (10, — 8,) sin (46, + 8)) cos (46> — &) cos (46, + 0,) — 2sin
(A6) — 0,) sin (A6, — 65) cos (A0) + 0) cos (16, + 6;) — 2sin (A6 — 6)) sin (46, + &) cos (46 + ;) cos (A0, — 6;) — sin’ (460, +6,) sin®
(A6, — 6,) — sin? (A6, + b’l)cos2 (460, — 6) — 2sin (46, + ) sin (A0, — B,) cos (A0, — 6,) cos (A6, + B>) — 2sin (A0 + ;) sin (16> + ;) cos
(48, — 6,) cos (A8, — 6,) — sin” (46, — &) cos® (16, + 6,) — 2 sin (46, — 6) sin (16, + ;) cos (48, — §;) cos (40, + 6,) — sin® (A6, + 6,) cos’
(A8, — 8)) — cos’ (A8) — 0)) cos® (A6, + 6) + 2 cos (A8; — 0;) cos (A0, + 6)) cos (A0, — 6)) cos (A0, + By) — cos” (A6, + 8)) cos® (46, — 6;)

Obr. ¢ 4.6: Determinant matice 4

4.2.2 Numericky vypocet exponentu singularity
Po tom, co jsme vyjadfili determinant matice zistava uz jenom numericky vypocet
koeficientd, kterého prvnim krokem je dosazeni konkrétnich hodnot za thly:

In [24]: # Zavedenti vstupd pro dhly Theta 1 a Theta 2

tl=sp.pi
t2=0.85*sp.pi

Obr. ¢. 4.7: Dosazeni za uhly

Dalsi feSeni uz prechazi v numericky vypocet, kde v prvnim kroku polozim determinant roven
nule, nasledné vyjadiim z funkce 4,,, vSe pomoci ptikazu ,,lambdify,” ktery slouzi pravé pro
zjednodusSeni rovnic pro numericky vypocet. Déle si nechame vykreslit graf, kde se nase funkce
zavisla na thlech 6, a 6, pretina s funkéni hodnotou 0. Na intervalu (0,1) by tyto piipady méli
byt dva. Pokud tomu tak neni, exponent singularity s vysokou pravdépodobnosti nabyva
komplexnich hodnot. Vykresleni grafu probihad s pomoci knihovny ,,matplotlib*.
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In [85]: # Vytvoreni funkce pro numericky vypolet exponenti singularity

detA=sp.lambdify(1,sp.det(A))

In [86]: # Vytvoreni grafu

x_plot=np.linspace(0.4,0.6,100)
y_plot=detA(x_plot)

In [87]: # Vykresleni grafu

fig,ax=plt.subplots()
ax.plot(x_plot,y_plot)
plt.grid(True)

00

0400 0425 0450 0475 0500 0525 0550 0575 0600

Obr. ¢. 4.8: Vyreseni rovnice pro danou konfiguraci uhli

V poslednim kroku uz jen vypocitame dle nastaveni intervalu x-ové soufadnice bodi, kde se
funkce pfetind s nulou, a které jsou tedy hledanym feSenim exponentu singularity. Tyto vypocty
provedeme pro ovéteni, kromé knihovny ,,sympy* i v knihovné ,,scipy* a sice Newtonovou
interpolacni metodou:

In [88]: # Numerické reseni hodnot pro dany interval prostrednictvim nelinedrniho resice knihovny sympy a Newtnové metody z
# knihovny scipy

sol_sympy=sp.nsolve(sp.det(A),0.6)

sol_scipy=newton(detA,0.6)
print(sol_sympy,sol_scipy)

©.586949844227649 0.586949844227727

Obr. ¢. 4.9: Provedeni finalniho numerického reseni

4.3 Vy¢isleni exponentt singularity pro urcité konfigurace

Navrzeny program jsme vyuZili pro vypocet exponentil singularity pro rizné
konfigurace thli 8, 8, a nésledné jsme hledali zavislosti mezi otevienim vrubu popsanym
uhly a exponentem singularity, prostfednictvim kterého, bychom spocitali napéti pro konkrétni
poloméry. Jeden uhel jsme si zadali jako konstantu (ve vSech ptipadech 6,), druhy uhel se ménil
po 0,05 - nasobcich . Tabulka spoctenych hodnot je k dispozici v pfiloze. Déle jsem z téchto
hodnot sestrojil grafy pro posouzeni zavislosti mezi thlem rozevieni a exponentem singularity.
Grafy vypadaji nasledovné:
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Graf ¢. 4.1: Uhel 6, je roven o

THETA 1 = 0,98*Pi
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Graf ¢. 4.2: Uhel 6, je roven i * 0,98
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THETA 1 = 0,75*PI
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Graf ¢ 4.3: Uhel 0, je roven 1 * 0,75

V grafech je moZzné jednoznacné pozorovat, Ze ob¢ feSeni exponentu singularity pro
interval (0,1) se zvétSujicim tthlem otevieni vrubu rostou. | kdyz konkrétni ¢isla pro jednotlivé
ptipady zcela shodni nejsou, pribéh téchto rasti je ptiblizné stejny. Mlizeme pozorovat, ze
feSeni pro dany interval jestvuje prave jedno feseni tehdy, kdyz je celkovy uhel vétsi nez % rad,
nebo kdyz je uhel rozevieni nulovy, jak ukazuje horni bod v grafu 3.1. Pokud vySetfujeme
ptipady pro uhel 8,, ktery se zmenSuje od m smérem dole tak, Ze celkovy uhel rozevieni se
zvétsuje pozorujeme rostouci rozdil mezi jednotlivymi feSenimi pro A,,.
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5 Zavér

Cilem této prace bylo pochopeni nékterych zakladnich principti lomové mechaniky,
obeznameni se s jeji historii, odvozeni analytického popisu rozlozeni napéti v okoli ostrého
vrubu a numericky vypocet exponentu singularity pro vybrané konfigurace geometrie.

V prvni ¢asti jsem se zabyval lomovou mechanikou jako takou, nastudoval jsem si a
zpracoval jeji historicky vyvoj, popsal pfistupy k feSeni problematiky trhlin G — koncepci a K
— koncepci, respektive shrnul jejich vyhody, nevyhody a moznosti aplikovatelnosti. Na
prikladech lodi Liberty, nebo letadel De Havillan Comet jsem demonstroval, pro¢ je nutné se
touto problematikou zabyvat a pro¢ ji nemizeme opominat.

Dalsi cast byla vénovana pojednani o modech zatizeni, které ndm pomahaji popsat a
blize specifikovat napéti, které se vyskytuje v okoli kofene ostrého vrubu. V této ¢asti jsem se
dale vénoval analytickému odvozeni Airyho napétové funkce, kterd je pro popis ndmi
hledané¢ho napéti nezbytna a jeji transformaci do polarnich soufadnic. Nasledn€ jsme analyticky
odvodili tzv. Williamsovu metodu pro zjiSténi napéti na zdkladé poznatkli o Airyho napétové
funkci. Williamsovu metodu jsme nésledné pouzili pro zjisténi exponentl singularity pro rizné
geometrie vrubu.

Ve tieti Casti jsme se zabyvali numerickym feSenim exponentd singularity. Tento
vypocet jsme provadeli pomoci prostiedi Jupyter notebook, ktery funguje na platformé jazyka
Python. Neméné¢ dlileZitou soucasni byly knihovny pro feSeni symbolickych uloh ,,Sympy* a
pro fesSeni slozitych problémil a nelinearit ,,Scipy*. Prostfednictvim postupu popsaného v ¢asti
o analytickém odvozeni jsme vypracovali skript, ktery pfi zadani okrajovych podminek o
velikostech uhli popisujicich geometrii vrubu byl schopny najit feSeni pro exponenty
singularity 4,, nachazejici se v intervalu mezi 0 a 1. Za piedpokladu, Ze jeden thel z dvojice
bude konstantni jsme spocitavali exponenty pro ménici se druhy thel. To jsme ud¢lali pro
nékolik hodnot thlu konstantniho, kde pro kazdou bylo n¢kolik tihlt, které se ménili. Z téchto
udaji jsme sestrojili grafy zavislosti exponentu singularity na thle otevieni vrubu. Tyto
zavislosti jednoznacné prokézali souvislost mezi timto exponentem a thlem. V praci bude dale
mozné pokracovat urCenim velikosti napéti pro nékteré vybrané piipady a detailnimu popisu
vysoko-napétového gradientu v okoli kofene ostrého vrubu.
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7 PFilohy

1. Exponent singularity.html — vyobrazeni programu na vypocet exponentu singularity
pouze pro Cteni

2. Exponent singularity.ipynb — program pro vypocet exponentt singularity ve formate
pro Jupyter notebook

3. BP —vysledky.xlsx — tabulka vypo¢itanych hodnot, zdrojovy soubor pro grafy
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