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Anotace

Teorii diferencialnich rovnic je v souc¢asné dob€ vénovana velka pozornost. Je to zptso-
beno mnozstvim aplikaci v rtznych védnich disciplinach i v technické praxi.

Hlavnim cilem této prace je nalézt postacujici podminky pro existenci feseni singularni
okrajové tlohy druhého radu. K diikazu existence feSeni jsou vyuzity metody teorie di-
ferencialnich rovnic. Jedna se pfedevsim o metodu apriornich odhadi a metodu hornich
a dolnich funkci. Déale jsou vyuzity principy funkcionalni analyzy, a to konkrétné teorie
pevnych bodl v Banachovych prostorech.

V prvni kapitole jsou zavedeny zakladni definice. Jsou zde uvedeny véty, které jsou
v praci vyuzity a dale je nastinén tvod do problematiky.

Druh4 kapitola se zabyva regularnim problémem. Jsou zde dokdzany véty zarucujici
existenci feseni regularniho problému véetné jejich odhad. Tyto véty jsou vyuzity ve tieti
kapitole.

Hlavni vysledky prace jsou obsazeny ve tteti kapitole. Zde jsou nejprve vysloveny dva
obecné existencni principy pro singularni problém a s jejich pomoci dokazany tti aplikace.
V prvni aplikaci je studovan problém bez ¢-Laplacianu. Singularity mtzou byt pouze v pro-
storovych proménnych. Vysledky této aplikace jsou uvedeny v ¢lanku [41]. V druhé aplikaci
je studovan problém s ¢-Laplacidnem. Singularity mizou byt v ¢asové a prvni prostorové
proménné. Tato kapitola je zalozena na praci [42]. V t¥eti aplikaci je opét studovan problém
s ¢-Laplacianem a singularity mohou byt ve vSech tifech proménnych. Dosazené vysledky
se objevi v ¢lanku [43].

Dalsi moznosti zkoumani jsou vidét v ¢lanku [49]. Jsou zde na redlné polopfimce stu-
dovany singularni rovnice, které zobecnuji rovnice zkoumané napiiklad v hydrodynamice
nebo v nelinearni teorii pole.



Annotation

On the differential equations theory is given focus now, because this theory has many
applications in various disciplinary and in technical practice.

The main aim of thesis is to give sufficient conditions for solvability of second order
singular Dirichlet problem for ordinary differential equations. Main tools of investigation
are the method of lower and upper functions, method of apriori estimates for differential
equations and fixed point theory in Banach spaces.

In the first section we focus on basic definitions and theorems, which are used in the
thesis and further on the introduction to the problem is described briefly.

The second section covers the regular problem. Here theorems give existence of solutions
and estimates of solutions too. These results are used in the third section.

The main result of this work is contained in the third section. First we prove two general
existence principles for singular problem and then we use these principles to prove three
applications. In the first application we study problem without ¢-Laplacian. Singularities
can be only in space variables. The results are contained in [41]. In the second application
we consider the problem with ¢-Laplacian and singularities can be in the time and in the
first space variable. This application is based on the paper [42]. In the third application the
problem with ¢-Laplacian is considered again. Singularities can be in all three variables.
Results of this application appear in [43].

The next ways are contained in [49]. This work studies singular equations on the real
half-line, which generalize equations studied for example in hydrodynamics or nonlinear
field theory.
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1 Uvod

1.1 Soucasny stav problematiky

Ve fyzice a jinych védach c¢asto narazime na problém nalezeni feseni diferencidlnich rovnic
typu
WM (t) = f (tu@),u/(t), -, D)

Klasické vysledky se tykaji regularnich problémi kde plati, Ze funkce f spliuje Carathéo-
doryho podminky. V praxi se vSak c¢asto ukazuje, ze funkce f Carathéodoryho podminky
nesplnuje a problém je tedy singularni.

Pro ilustraci uvedme piiklad z hydrodynamiky a z teorie hrani¢nich vrstev viz [16], [17]
a [18]. Jedna se o rovnici druhého fadu

u"(t) + =0, (1.1)

kde A € (0;00), 1 € C'(0;1) avp ¢ L' (0;1). Tato rovnice je zndméa jako zobecnénd Emden-
Fowlerova rovnice. Spolu s Dirichletovymi pocateé¢nimi podminkami ji studoval v roce
1979 Taliaferro viz [55] a poté mnoho jinych autort. Funkce f(t,7) = 1 (¢)z~> nesplituje
Carathéodoryho podminky na intervalu (0;1) x (0;00) a problém najit nezdporné feseni
této rovnice je singularni.

Obecnymi existenénimi principy pro rovnice vyssich fada se singularitami v prosto-
rovych proménnych se zabyvali napiiklad Agarwal, Eloe, Henderson, Lakshmikantham,
O’Regan, Rachiinkova a Stanék.

Obecné existencni principy pro diferencialni rovnice druhého fadu byly studovany Agar-
valem, O’Reganem a Staitkem v ¢lanku [8] nebo Rachtinkovou, Staitkem a Tvrdym v [39].
Nékteré dalsi principy pro regularni rovnice s ¢-Laplacianem pro Dirichletovu tilohu jsou
uvedeny v [32].

Se systematickym studiem Dirichletova problému, ktery ma soucasné ¢asové a prosto-
rové singularity, zacal v roce 1979 Taliaferro v ¢lanku [55]. Nalezl zde nutné a postacujici
podminky pro existenci feSeni rovnice (1.1). V roce 1988 studovali obecnéjsi problém

u"(t) + ftu),d (1) =0, u(0)=u(l)=0, (1.2)

Bobisud, O’Regan a Royalty. Jejich vysledky vysly v ¢lanku [14]. V roce 1989 Gatica,
Oliker a Waltman dokazali vétu o pevném bodé pro klesajici operator na kuzelu a pomoci
této véty ukazali existenci feSeni Dirichletova problému

u"(t) + f(tu(®) =0, u(0)=u(T)=0. (1.3)

V téchto pracich byla funkce f pro velkd x a |y| omezena. Rozsifeni téchto vysledku na
funkce, které mohou mit ve tfeti proménné y linearni rist, publikovali v roce 1991 Baxley
[11] a v roce 1992 Tineo [56]. V roce 1996 v ¢lanku [2] Agarwal a O’'Regan dokazali existenci
kladného feseni pro funkci f, kterd méla superlinearni rist v proménné x. V roce 1999 bylo



poprvé dosazeno nasobnych vysledkii. V ¢lanku [4] Agarwal s O’'Reganem dokézali existenci
dvou riznych kladnych w-feSeni. VSechny vyse uvedené vysledky jsou zalozeny na faktu,
ze nelinearity zkoumané v téchto rovnicich jsou kladné.

Odstranit tento predpoklad pro rovnici (1.3) se podafilo Lomtatidzemu v roce 1987
v ¢lanku [28] nebo v roce 1994 Habetsovi se Zanolinem v [21] a pro rovnici (1.2) v roce
2002 Jiangovi v ¢lanku [24] a v roce 2003 Agarwalovi se Stainkem v ¢lanku [9] a také
Lomtatidzemu s Torresem v [29].

Vysledky zabyvajici se problémem s ¢-Laplacidnem a singularitami ménicimi znaménko
publikovali v roce 1996 Wang s Gaem v praci [59], v roce 2001 v ¢lanku [23] Jiang a v roce
2003 Agarwal, Lii a O'Regan v [1].

Dalsi vysledky pro problémy s kladnymi, ale i znaménko ménicimi singularitami mu-
zeme najit v monografiich Kiguradzeho [25] (1975), Kiguradzeho se Shekhterem [26] (1987),
O’Regana [33] (1994), Agarwala s O’'Reganem [5] (2003) a [6] (2004). Dale existuje velka
skupina ¢lankt, které zkoumaji Dirichletiv problém pouze se singularitami v ¢asové pro-
ménné. Nékteré z vysledkti jsou obsazeny ve vyse uvedenych monografiich.

Prvni vysledky tykajici se Dirichletova problému, ktery miize mit prostorové singularity
prvniho i druhého typu soucasné, vysly v préaci Starika [52] v roce 2001 a v roce 2003 v praci
Rachtiinkové a Staiika [35]. Vysledky tykajici se singuldrnich problémi na kompaktnim
intervalu (0;7) jsou shrnuty v [39] (2006) a také v monografii [40] (2008).

Numerické algoritmy a vypocty feSeni pro singularni Dirichletovy problémy vysly v pra-
cich Baxleyho [12] (1995) a Baxleyho s Thompsonem [13] (2000).

1.2 Cile disertacni prace

Prace se zabyva existenci feSeni singuladrni tlohy druhého faddu. Jedna se o Dirichletiv
problém pro obycejnou diferencialni rovnici s ¢-Laplacianem typu

(B’ (1)) + f(t,ult),u'(t) =0, u(0)=u(T)=0.

Funkce f(t, z,y) mize mit singularity v ¢asové proménné ¢ v bodech 0 a T a v prostorovych
proménnych proz =0 a y = 0.

Cilem je pro urcitou t¥idu funkci f dokéazat existenci feseni tlohy, které je kladné na
intervalu (0; 7). Prace je rozdélena do ¢tyf ¢asti. V prvni ¢asti je nastinén tvod do pro-
blematiky. Je zde zavedeno zakladni oznaceni a jsou vysloveny véty, které potiebujeme
k teseni nasi tlohy. Druha cast se zabyva existenci feSeni pomocné regularni ulohy. Jsou
zde vysloveny véty zarucCujici nejenom existenci feSeni, ale také zarucujici odhady téchto
feSeni. V tfeti casti se dostavame k Teseni nasi singularni tlohy. Nejprve jsou vysloveny
obecné existenc¢ni principy zajistujici existenci FeSeni tlohy. Tyto principy nekladou poza-
davky primo na funkci f a nejsou tedy vhodné pro praktické vyuziti. Dale jsou zkoumany
aplikace téchto principii vedouci k nalezeni feseni kladného na intervalu (0;7), které kla-
dou pozadavky pifimo na funkci f. Ctvrta ¢ast se zabyva singuldrnim problémem na realné
poloptimce.

Analyticky diikaz existence feseni je velmi diilezity pro numerické feseni problému. Po-
kud totiz nemame zarucenu existenci reseni, nevime, zda ma vibec smysl tlohu numericky



fesit. To plati zejména pro singularni tlohy, v okoli jejichz singularit numerické simulace
casto selhavaji.

1.3 Pouzité metody

V préaci jsou pouzity metody teorie diferencialnich rovnic a funkcionalni analyzy.

Prvni z nich je metoda apriornich odhadi feseni. U apriornich odhad@ nemame zaruc¢enu
existenci TeSeni. Ukazeme vSak, ze pokud bude feSeni existovat, pak musi spliiovat tyto
odhady. Apriornich odhadu vyuzijeme v ditkazech aplikacnich vét ke konstrukci omezené
mnoziny €2, ktera spliuje predpoklady obecného principu.

Ve druhé a treti aplikaci je pouzita metoda hornich a dolnich funkci. Hlavni podminkou
aplikace této metody je existence dolni a horni funkce tlohy. Jedna se o funkce spliujici
diferencialni nerovnosti odvozené z diferencialni rovnice dané ulohy a dale spliujici ne-
rovnosti vychézejici z okrajovych podminek tlohy. V nasem pfipadé jsou funkce dobie
uspofddané, tj. horni funkce je vétsi nebo rovna dolni funkci na intervalu (0;7"). Reseni
ulohy potom lezi mezi témito funkcemi.

Dalsim dulezitym nastrojem je teorie pevnych bodd v Banachovych prostorech. Okra-
jovou tlohu prevedeme do operatorového tvaru, problém hledani feseni okrajové tlohy na
tlohu hledani pevného bodu operatoru. V praci je k dikazu existence pevného bodu po-
uzita Schauderova véta o pevném bodé. K tomu, abychom mohli aplikovat Schauderovu
vétu musime ukazat, Ze nas operator je kompaktni a zobrazuje omezenou mnozinu {2 samu
na sebe. Podstatnou cast dikazu tedy tvori apriorni odhady feseni, které je mozné uci-
nit pravé diky vlastnostem dolnich a hornich funkci. K ditkazu kompaktnosti operatoru
se pouziva Arzela - Ascoliho véta, kterd mluvi o existenci konvergentni podposloupnosti
posloupnosti spojitych funkci.

1.4 Vysledky disertac¢ni prace

Hlavni vysledky préace jsou obsazeny v jeji tfeti kapitole. Nejprve jsou vysloveny dva obecné
existencéni principy (véty 3.2 a 3.3) a s jejich pomoci dokazéany tii aplikace (véty 3.6, 3.13
a 3.16) ve formé novych existenc¢nich kritérii.

V prvni aplikaci je studovan problém bez ¢-Laplacianu. Singularity mtzou byt pouze
v prostorovych proménnych. Funkce f(¢,x,y) miZe mit slabou i silnou singularitu v pro-
ménné x a slabou singularitu v proménné y. Hleddme FeSeni kladné na intervalu (0; 7).
Plati tedy, ze f(t,z,y) € Car({0;T) x D), kde D = (0;00) X Ry. Déle ma funkce f(t,z,y)
v proménnych z, y sublinearni riist nebo linearni riist s malymi koeficienty. Vysledek je for-
mulovéan ve vété 3.6 a vysel v ¢lanku [41]. Prvni existen¢ni vysledky pro Dirichlettv problém
se singularitami v obou prostorovych proménnych byly zvefejnény Staitkem v ¢lanku [52].
Predpokladalo se zde, ze funkce f(t,z,y) je kladna a v okoli singuldrniho bodu z = 0 je
kontrolovana integrovatelnou funkei wo(x) (jednalo se tedy o slabou singularitu). V prvni
aplikaci je tento vysledek zobecnén.

V druhé aplikaci je studovan problém s ¢-Laplacianem. Singularity miizou byt v ¢asové
proménné ¢ a prvni prostorové proménné x. Funkce f(¢,z,y) miZe mit v proménné x
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libovolny a v proménné y kvadraticky rtst. Tato kapitola je zalozena na préci [42] a vysledek
je obsazen ve vété 3.13. Véta zobecnuje vétu 3.6 a také diivéjsi vysledky Agarwala, Liia
s O'Reganem [1], Jianga [23], Staiika [53] a Wanga s Gaoem [59].

Ve treti aplikaci je opét studovan problém s ¢-Laplacianem. Singularity mohou byt ve
v8ech tfech proménnych. Funkce f(¢,x,y) mize mit ¢asové singularity prot =0at =T
a dale mize mit silné i slabé singularity v nule v prostorovych proménnych x i y. Navic,
narozdil od predchozi aplikace, mize mit funkce f v proménnych z a y libovolny rust.
Dosazené vysledky jsou uvedeny ve vété 3.16 a objevi se v ¢lanku [43].

Vsechny tii ¢lanky jsou rovnéZz obsazeny v monografii [40] v kapitole 7, Dirichletiv
problém.

Ve ¢tvrté casti je fesen singularni problém na realné poloptimce. Je zde zkouména nejen
existence feseni, ale také jeho chovani pro t — oo.

1.5 Oznacdeni a zakladni definice

Symbolem N oznac¢ujeme mnozinu vsech prirozenych ¢isel, symbolem R znac¢ime mnozinu
vSech redlnych cisel. Pro vSechna n € N rozumime symbolem R" n-tou kartézskou mocninu
mnoziny R. Na R uvazujeme o-algebru vsech lebesgueovsky métitelnych mnozin a na tomto
systému definovanou Lebesgueovu miru.

Je-li A C R lebesgueovsky méfitelna mnozina, fikame, Ze néjaké tvrzeni plati pro skoro
v8echna z € A (pro s. v. z € A, skoro vSude v A), existuje-li mnozina nulové miry B C A
tak, Ze tvrzeni plati pro vSechna = € A\ B.

V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici oznaceni:

() - prazdnd mnozina; Ry = R\ {0}; J C R; M C R? measJ - Lebesgueova mira
mnoziny J; min A - minimum mnoziny A; max A - maximum mnoziny A; inf A - infimum
mnoziny A; sup A - supremum mnoziny A; sgn x - funkce signum.

e (' (a;b) - Banachiv prostor funkci spojitych na intervalu (a;b) s normou

[fllotp = max{[f()]: ¢ € (a;b)} .

C™ (a; b) - Banachtiv prostor funkci spojitych se spojitymi derivacemi az do fadu m
na intervalu (a;b) s normou

I lemaen = D N e -
=0

C'(a;b) - mnozina funkci spojitych na intervalu (a;b).

C™ (a;b) - mnozina funkei spojitych se spojitymi derivacemi az do fadu m na inter-
valu (a;b).

e AC (a;b) - mnozina absolutné spojitych funkei na intervalu (a;b).
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AC)c(J) - mnozina absolutné spojitych funkei f € AC (a;b) pro vSechny (a;b) C J.
AC! (a;b) - mnozina funkei s absolutné spojitou derivaci na intervalu (a;b).

L {a;b) - Banachtiv prostor funkci lebesgueovsky integrovatelnych na intervalu {(a; b)
S normou

b
Il = [ 1701
Lioe(J) - mnozina lebesgueovsky integrovatelnych funkei f € L (a;b) pro vSechny
(a;b) C J.

Lip (a;b) - mnozina funkci spriujicich na intervalu (a;b) Lipchitzovu podminku, tj.
f € Lip{(a;b) kdyz existuje konstanta L > 0 tak, ze pro vSechna t,ty € (a;b) plati

|f(t1) — f(t2)] < Lty — o] .

Lipioe(J) - mnozina funkei f € Lip (a;b) pro vSechny (a;b) C J.

Car({a;b) x M) - mnozina funkeci f : (a;b) x M — R spliiujicich Carathéodoryho
podminky na (a;b) x M, tj.

1. f(-,z,y): {(a;b) = R je méfitelnd pro vSechna [x,y] € M;

2. f(t,-,-): M — R je spojita pro s. v. t € (a;b);

3. pro kazdou kompaktni mnozinu K C M existuje funkce my € L (a;b) takova,
ze
|f(t,x,y)| < mg(t) pros. v. t € (a;b) a vSechna [z,y] € K .

Car((a;b) x M) - mnozina funkci f € Car({c;d) x M) pro vSechna (c;d) C (a;b).

Posloupnost funkei { f,,} C C (a;b) nazveme stejné spojitou na intervalu (a; b), jestlize
pro libovolné € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro v8echna t1,ty € (a;b) plati

|ty — to| <6 = |fult) — fult2) < e
pro vSechna n € N.

Necht X je Banachiiv prostor. Rekneme, %e mnozina Q C X je relativné kompaktns,
jestlize z kazdé posloupnosti {z, } C {2 mizeme vybrat konvergentni podposloupnost
(limita nemusi lezet v mnoziné §2).

Necht X je Banachtiv prostor. Rekneme, 7e mnozina Q C X je kompaktni, jestlize
z kazdé posloupnosti {z,} C 2 mtzeme vybrat konvergentni podposloupnost, jejiz
limita lezi v Q.
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e Necht X,Y jsou Banachovy prostory,  C X. Rekneme, Ze operdtor F : Q — Y
je spojity v bodé xy € 2, jestlize pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro
viechna z € Q, ||z — zo]] < § plati | F(z) — F(xo)|| < e. Rekneme, 7e operator
F Q=Y je spojity v (), pokud je spojity pro vSechna z € ().

e Necht X, Y jsou Banachovy prostory, @ C X. Rekneme, Ze operator F : Q — Y je
kompaktni, jestlize je F spojity a mnozina F(€2) je relativné kompaktni.

1.6 Véty pouzité v praci

Véta 1.1 (Absolutni spojitost Lebesgueova integralu, [54] str. 119) Necht f je
funkce integrovatelnd na mnoziné X. Pak k libovolnému redlnému cislu ¢ > 0 existuje
redlné 0 > 0 tak, Ze pro kaZdou méritelnou mnozinu E C X s mirou vyhovujici nerovnosti
meas(FE) < ¢ plati odhad

/|f(t)|dt<5.

Véta 1.2 (Arzela - Ascoli véta, [40] str. 244) Zvolme m € N a predpoklddejme, Ze
{fu} € C™{(a;b). Necht’{ ,(Lm)} je posloupnost stejné spojityjch funkci na intervalu {(a;b)

a necht existuje kladnd konstanta K > 0 takovd, Ze
1o S K ¥neN, 0<i<m.
Potom existuji podposloupnost { fr, } vybrand z {f.} a funkce f € C™ (a;b) takové, Ze

i {| fy, = fllom@n =0,
n—oo

tj. lim f,gi) (t) = fO(t) stejnomérné na (a;b) pro 0 <i < m.
n—oo "
Véta 1.3 (Bolzanova - Weierstrassova véta, [15] str. 63) Z kaZdé omezené po-

sloupnosti redlnych cisel lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Véta 1.4 (Cantorova véta, [15] str. 148) Je-li funkce f spojitd na intervalu (a;b),
pak je na tomto intervalu spojitd stejnomérné.

Véta 1.5 (Fatouovo lemma, [54] str. 42) Jestlize f,, € L {a;b) pro vSechna pf¥iro-
zend n, jestlize vztah lim f,(t) = f(t) je splnén s. v. na (a;b) a jestlize konecné existuje
n—oo

konstanta K tak, Ze pro vsechna prirozend n plati

b
/ (0]t < K |

pak |f| € L{a;b), fab|f(t)|dt < K a tedy také f € L{a;b).
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Véta 1.6 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté, [50] str. 375) Necht f(t) je
spojitda v {a;b) a ma deriaci (vlastni nebo nevlastni) v (a;b). Pak existuje alesporni jeden
bod ty € (a;b) tak, Ze

_ IO =@ i r0) — Fla) = (b a)f'(t) .

f'(to) b—a

Véta 1.7 (Lebesgueova véta, [40] str. 242) Necht f,,m € L{0;T) splriugi
|fu(t)] < m(t) pro s. v. t € (0;T) a vSechnan € N |
lim f,(t) = f(t) pros. v. t € (0;T) .
Potom f € L{0;T) a plati

lim fn t)dt = /f

n—oo

Véta 1.8 (Limitni pfechod za znakem integralu, [50] str. 610) Necht {f,} je
posloupnost funkci definovangch na intervalu {a;b). Necht je tato posloupnost stejnomérné
konvergentni v {a;b) a necht funkce f(t), fn(t) jsou integrovatelné v {a;b). Pak

/tf(s) ds = nh_}r& /t fn(s)ds pro kazdé t € (a;b) ,
1. . .
[l u(s)ds = Jim [ fe)as:

n—o0 n—o0

- / fu(s)ds

Véta 1.9 (Rolleova véta, [50] str. 375) Necht f(t) je v (a;b) spojitd a md v (a;b)
derivaci (vlastni nebo nevlastni). Necht ddle f(a) = f(b). Pak existuje aspon jeden takovy
bod ty € (a;b), Ze f'(to) =0 (v ty je tedy tecna grafu rovnobéind s osou x).

pritom posloupnost funkci

je stejnomérné konvergentni v (a;b).

Véta 1.10 (Schauderova véta o pevném bodé, [40] str. 246) Necht X je Bana-
chiwv prostor, 2 C X je neprdzdnd, uzaviend a konverni mnozina a F : Q — Q je kompakini
operdtor. Potom md operdtor F pevny bod, tj. existuje xy € Q) tak, Ze F(x¢) = xo.

Véta 1.11 ([50] str. 356) Funkce sloZend ze spojitych funkci je spojitd. Podrobnéji:
Je-li f(t) spojitd v a, g(s) spojitd v odpovidajicim bodé sy = g(a), pak funkce y = g(f(t))
je spojita v bode a.
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Véta 1.12 ([50] str. 359) Je-li f(t) absolutné spojita v intervalu (a;b), pak je v tomto
intervalu spojitd a ma tam konecnou variaci.

Véta 1.13 ([27] str. 313) Necht a,b € R, a < b, f : (a;b) — R, to € (a;b), c € R.
Necht ezistuge f;f(t) dt a je f; f(t)dt € R. Polozme g(t) = ¢ + fti f(s)ds prot € {(a;b).
Potom funkce g(t) je absolutné spojitd a f(t) je derivace funkce g(t) v bodé t pro skoro
vsechna t.

1.7 Uvod do problematiky
V teorii parcialnich diferencialnich rovnic je zkoumana p-Laplaceova rovnice
div (| 7 o2 7 v) = h(|al,v) |

kde div je divergence, v/ je gradient, p > 1 a |z| je Eukleidovskd norma v R". Radialné
symetrickd FeSeni této rovnice (to jsou FeSeni, kterd zavisi pouze na proménné r = |x|)
splnuji obycejnou diferencialni rovnici

rin (r”_1|v'|p_2v')/ = h(r,v)

(derivace jsou podle proménné r).
Jestlize p = n, substituci ¢ = Inr dostaneme rovnici

(|u'|p_2u’)/ = e"h(e', u)

. , p—n ..
a pro p # n substituci ¢ = rr=1 rovnici

J— p —n _
(|u'|p_2u')l = 'p 1 tpt=m b (tﬁjll,u>
p—n

(derivace jsou podle proménné t).
Operator u — (|u/[P~2u')’ se nazjvé jednodimenzionalni p-Laplacian a jeho zobecnénim
je ¢-Laplacian
u— (o(u))"
kde ¢ : R — R je rostouci homeomorfismus s ¢(R) = R. Uziti obecného ¢-Laplacianu
casto umozni jasnéjsi vyklad a lepsi pochopeni metod, které nezavisi na konkrétnim tvaru
¢-Laplacianu, ale pouze na nékterych jeho typickych vlastnostech.

1.7.1 Singularity

Predpokladejme, ze T' € (0;00), D = (25 \ {0}) x (A2 \ {0}), kde 2;,As C R jsou uzaviené
intervaly obsahujici 0 a dale ze f € Car((0;T) x D).

Definice 1.14 Funkce (¢, z,y) ma singularitu v ¢asové proménné v bodét = 0, jestlize
existuje bod [z, y] € D takovy, Ze pro libovolné ¢ > 0 plati

/O F(t 2| dE = oo .
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Definice 1.15 Funkce f(t, z,y) mé singularitu v ¢asové proménné v bodét = T, jestlize
existuje bod [z, y] € D takovy, Ze pro libovolné ¢ > 0 plati

T
/ |f(t,x,y)|dt = oo .

T—e

Priklad 1.16 Nasledujici funkce méa singularitu v ¢asové proménné v bodé t = 0 pro
a>lavbodét=T pro[>1.
+ 22+ 9.

f(t,x,y):m

Definice 1.17 Funkce f(t,x,y) ma singularitu v prostorové proménné x pro z = 0,
jestlize existuje mnozina nenulové miry J C (0;7) takovd, ze pro s. v. t € J a néjaké
y € Ay \ {0} plati

limsup | f (¢, z,y)| = oo .

z—0

Tuto singularitu nazveme slabou singularitou v x, jestlize existuji kladna konstanta
¢ > 0 a funkce m € L (0;c) tak, ze pro viechna z € (0;¢), vSechna y € 2, \ {0} a pro s. v.
t € (0;T) plati
|f @tz y)] < m(x) .

Singularitu v proménné x nazveme silnou singularitou v x, pokud neni slabou singula-
ritou v z.

Definice 1.18 Funkce f(¢,z,y) mé singularitu v prostorové proménné y pro y = 0,
jestlize existuje mnozina nenulové miry J C (0;7T) takové, ze pro s. v. t € J a néjaké
x € A \ {0} plati

limsup |f(t, z,y)| = oo .
y—0

Tuto singularitu nazveme slabou singularitou v y, jestlize existuji kladna konstanta
¢ > 0 a funkce m € L (0; ¢) tak, ze pro v8echna y € (0;c¢), vSechna x € 2, \ {0} a pro s. v.
t € (0;T) plati

|f(t 2, y)] < m(y) -

Singularitu v proménné y nazveme silnou singularitou v y, pokud neni slabou singula-
ritou v y.

Priklad 1.19 Funkce

1 1
f(t7x7y):t+x2+y2+_a+_ﬁ7 Oé,/8>0
|yl
mé singularitu v prostorové proménné x v bodé xr = 0. Tato singularita je slaba pro
a € (0;1) a silnd pro a > 1. Dale m4 singularitu v prostorové proménné y pro y = 0. Tato
singularita je slaba pro 5 € (0;1) a silnd pro g > 1.
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1.7.2 Formulace problému

V préci budeme zkoumat existenci feseni Dirichletovy singularni ilohy druhého radu s ¢-
Laplacianem typu

(o' (1)) + f(t,u(t),w/(t) =0, w(0) =u(T) =0, (1.4)

kde T € (0;00), ¢ je rostouci lichy homeomorfismus s ¢ (R) = R, f € Car((0;T) x D),
= (2, \ {0}) x (A2 \ {0}). 24,2 C R jsou uzaviené intervaly obsahujici nulu. Budeme
dokazovat existenci feseni pro které plati u(t) € 20y, u/(t) € Ay, t € (0; 7).
Funkce f(¢,z,y) mize mit singularity v ¢asové proménné ¢ v bodech 0 a T" a v prosto-
rovych proménnych pro z =0 a y = 0.

Definice 1.20 Necht f € Car((0;T) x ; x Ay), potom Fekneme, Ze uloha (1.4) je
requldrni, a pokud f ¢ Car({(0;T) x 2y x 2s), je uloha singuldrni.

Abychom ukézali existenci FeSeni singularni tlohy (1.4), nadefinujeme nejprve posloup-
nost regularnich tloh

(6 (1) + falt,u(®),w' (1) =0, u(0) =u(T) =0, (1.5)

kde f,, € Car({0;T) x R?), n € N. Déle ukdZeme, Ze jednotlivé regularni alohy maji feseni
Uy, Ze posloupnost feSeni u, regularnich tloh konverguje a Ze limitni funkce u je feSenim
singularni tlohy (1.4).

1.7.3 ResSeni
Definice 1.21 Resenim tlohy (1.4) nazveme funkci u : (0;7) — R s ¢(u') € AC(0;T)

splnujici rovnici
/
(O(u'(£))) + f(t,u(t), () = 0
s. v. na intervalu (0; 7") a spliiujici poc¢atecéni podminky u(0) = u(7") = 0.

Poznamka 1.22 Pro ¢(u') € AC (0;T') podle véty 1.12 plati, ze ¢(u’) € C (0 T} Dale
protoZe ¢ je homeomorfismus, je zobrazeni ¢! spojité a dle véty 1.11 je ¢~ (o (v)) =
C (0; T). Vidime, Ze pro feseni tlohy (1.4) plati u € C* (0;T).
Priklad 1.23 Okrajova tloha
intcost 1
B(#)) + 2 L Bu(tu(t) — — =0, u(0) = u(2r) =0
(D) + St + 3ul() — 1 = 0. ul0) = u(2n)

je singuldrni. Mdme T = 27. Jedn4 se o tlohu s ¢-Laplacidnem, kde ¢(z) = 3. Funkce

sintcost

1
t SR )Y P —
[t @,y) T

ma casovou singularitu v ¢ = 0 a také silné prostorové singularity pro =,y = 0. Navic je
v proménnych z a y neomezena.
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u(t) = sint

Wy = — —

Obrazek 1: Reseni u.

Resenim této tlohy je funkce
u(t) =sint , te€ (0;2n)

(viz obrazek 1).
Funkce u spliiuje okrajové podminky. Déle dostavame

u/'(t) = cost , u”(t) =cos’t, (u’3(t))’ = —3sintcos’t .
Vidime, Ze plati ¢(u'(t)) = u?(t) = cos®t. Tato funkce je na intervalu (0;2m) spojita
a podle véty 1.4 (Cantorova véta) je ¢(u’) € AC (0;27). Po dosazeni do rovnice mame

sintcost

1
—3sintcos®t + —|—3Sint0032t—¥20.

tsintcost

Rovnice je splnéna pro s. v. t € (0;27).

V literatufe neni definice feSeni jednotna. V nékterych pracich (napiiklad [6], [25] nebo
[26]) nemusi ¢(u') patfit do AC (0;T"). Zavedme tedy pojem w-FeSeni.

Definice 1.24 Funkci v € C(0;7T) nazveme w-resenim tulohy (1.4), jestlize existuje
kone¢ny pocet bodi t; € (0;7T), i = 1,---,p tak, ze pokud oznac¢ime J = (0;7T) \ {t;}\_;,
potom ¢(u') € AC),e(J), u splituje rovnici

(o' (1)) + f(t,u(t), w'(t)) = 0
pro s. v. t € (0;T) a spliluje také poc¢ateéni podminky u(0) = u(7) = 0.
Poznamka 1.25 Kazdé feseni tlohy (1.4) je w-feSenim tulohy (1.4).
Priklad 1.26 Uvazujme tlohu

4T?
t(T —tu(t)

Tato uloha je singularni. Funkce

u"(t) +

f(t,%y)zm
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Y

Obréazek 2: Reseni u.

ma singularity v ¢asové proménné pro t = 0, t = T a v prvni prostorové proménné ma
silnou singularitu pro x = 0.
Funkce
u(t) =4\/t(T —t), te{0;T)

(viz obrazek 2) je w-feSenim této ulohy. Plati, ze u € C' (0;T),

) 2T — 4t ") T
U(t) = —— , U(t) = — — ——
VT —t) V(T —1t)3
. / o . / _
tgr(gru(t)—m, tgrjr}iu(t)— o0 .

V bodech 0 a 7' nema u prvni, a tedy ani druhou derivaci. Mdme u € C?(0;T) a z toho
dostavame u' € AC),. (0;T). Funkce u spliiuje okrajové podminky a po dosazeni je rov-
nice splnéna na intervalu (0; 7). ProtoZe neplati, Ze je «’ absolutné spojita na uzavieném
intervalu (0;7"), neni funkce u FeSenim nasi tlohy.

Priklad 1.27 Okrajova tloha

() + 28 +t22)“(t) - 2“;(” ~ 0, u(0)=u(1)=0

je opét singularni. Funkce
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Obrazek 3: Reseni u.

mé singularitu v ¢ = 0.
w-TeSenim této tlohy je funkce
0 prot =20
u(t) = (1.6)
2 . T
tsinZ prot e (0;1)
(viz obrazek 3). Plati
2

2
u'(t):2tsinﬁ—7rcosz, u’(t) = R Sinz——ﬂcosz,
t t 12 t t t

a tedy th%fr u/(t) neexistuje. V bodé t = 0 neexistuje v’ a dostavame v € C%(0;1) a v’ €
%

AC),e (0;1). Funkce u splituje okrajové podminky a po dosazeni do rovnice dostaneme

2 2 2\42 o3y T T ™
2 2t° + m)tsin T 2(2tsinT —mwcos T
2 T i T 2y Ty BEETIsing | 2(2sing —meosF)
12 t t t t4 t
T w . on 2 T T w2 T T 27 T

=2sin— — —sin— — —cos— +2sin— + —sin— —4sin— + —cos— =0 .
t 12 t t t t 12 t t t t
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Rovnice je splnéna pro s. v. t € (0;1), « neni absolutné spojitd na uzavieném intervalu
(0;1) a w neni FeSenim nasi ulohy.

Piiklad 1.28 Funkce (1.6) je w-feSenim také slozitéjsi ulohy

4% 4 272 2rt? + 73 t 2
U~<t)+(l- T 2ttt W) wh T s 20

sin — cos —
13 / t4 t ) w() t
u(0) =u(l)=0.
Funkce
42 4272 w224+ wm\«w T 2T T
f(t2,y) 4 +
r,y)=|—>—sin— — ————cos— | = —4sin — + — cos —
Y IE / Iz t)y ¢ %

méa opét singularitu v ¢ = 0, a navic také silnou singularitu v y = 0. Pfimym dosazenim
do rovnice miZeme opét ovértit, Ze je splnéna pro s. v. t € (0; 1).

( 7T2> ooT 27 T (4t2+27r2 T 2t 4+t 7T> tQSin%
2——|sin——-—cos—+ | ——F—sin— — —————COs — -

0
12 t t t 3 t 4 t) 2tsinf —mcos T
Asi 7T+2’/T T
—4sin — + —cos — =
t t t
™\ o7 A2 + 212w 2t 4+ ¢ s tQSin%
=(-2—-—=)sin—+——-—sin— — ——cos — - — =
12 t t3 t 4 t) 2tsinf —mcos T
. om  m . m\ 2tsinT —mcos
= —-2sin— — —sin — — —+
t 12 t) 2tsinf —mcos T
4152—‘,—27r2 2T o2nt2 43 oo s
+Tsm T — T =sinfcos § _

2tsin§ —WCOS%

. 2 . . 3 .
—4tsin® T — Z-sin® T + 27sin T cos T + Ty sin T cos T
— - _ +
2tsin § — wcos §

2 2 . 2 3 .
N AL sin? & — 2T sin T cos T 0
2tsin7t—r — WCOS%

Priklad 1.29 Singularni okrajova tloha se slabou singularitou v x = 0

3
u’(t) — =0, u0)=u(2)=0
0= o =0 10 =)
ma w-Teseni
Vi3 pro t € (0;1)

u(t) =

V(2—=1)? prote(1;2)
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0 2t
Obrézek 4: Reseni w.
(viz obrazek 4). Toto w-FfeSeni opét neni FeSenim tlohy.
Plati
3\/5 te (01 3 prot € (0;1)
5 prot € < ) ) 4\/2_5 ’
u'(t) = u’(t) =
3 3
——V2—-t prote(l;2) , rote(1;2)
VI prote (1:2) T Pote(1i2)
3

3
] / —_ - ] / _ — —
thrln_u (t) = 5 thrln u'(t) = 5

Méme u € C(0;2), u € C?(0;1), u € C*(1;2), v € ACi,e(J), kde J = (0;1) U (1;2)
au ¢ AC (0;2).

Priklad 1.30 Méjme tlohu

By B—30)u({t)
WO + 35 e ~

Jedn4 se o tlohu s ¢-Laplacidnem, kde ¢(z) = 2. Uloha je singulérni, funkce

(3 -3ty

f(ta%fl/):m

ma singularitu v ¢asové proménné pro ¢t = 0, t = 2 a silnou singularitu v prvni prostorové
proménné pro x = 0.
Funkce
u(t) =t(2—-1t), te(0;2)
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Obrazek 5: Reseni u.

(viz obrazek 5) je w-feSenim, ale neni feSenim tlohy.
Plati u € C'(0;2),

iy 1=t W3 () = (1- t>3 W3 ) = —3(1 - t)2
=T "V ey Y= mamg
tl_i)r& u'(t) = oo, tl_l)rzn_ u'(t) = —o0 .

Dale plati u € C?(0;2), ¢(u') € ACj. (0;2), ¢(v') ¢ AC (0;2). Funkce u splituje okrajové
podminky a po dosazeni mame
-3(1—t)? (3-3t) 1-t 1
B52—t)5 t2-1t)/t2-1t)t2—1)

Rovnice je splnéna na intervalu (0;2).

=0.

1.7.4 Singularni body

Definice 1.31 Necht f mé singularitu v proménné z resp. y v bodé 0 a u je feSeni tilohy
(1.4). Bod to resp. t; nazveme singularni bod prislusny reseni u, pokud u(ty) = 0 resp.

W (t) = 0.

Poznamka 1.32 Rozlisujeme dva typy singuldrnich bodu. U singuldrnich bodi I. typu
znéme jejich umisténi v intervalu (0;7) a u singuldrnich bodi II. typu jejich umisténi
v intervalu (0; 7") nezname.

Priklad 1.33 Uvazujme tlohu

" t2(1 _ t)Z _ _ _
t)+1+ O 0, w0)=u(l)=0. (1.7)
Vidime, ze T =1, ¢(x) = z,
ftzy) =1+ altid)s
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Protoze u” je zaporna, kazdé feeni tlohy je kladné na intervalu (0;1). Vzhledem k poca-
tecnim podminkdm mame singuldrni body ¢ = 0 at = 1. Jedné se o singularni body I. typu.
Funkce f mé singularitu pouze v proménné x a zadny jiny bod nemize byt singularni.

Priklad 1.34 Uvazujme tlohu

(u°(t)) + (1 — (1)) < =0, u0)=u(1)=0. (1.8)

Méme T = 1, ¢(z) = 25,
1 1
flt,zy) = (1 —9?) (p + ?> :

Funkce f ma singularity va =0ay =0.

Vzhledem k pocateénim podminkam maé libovolné feseni u této tlohy singuldrni body
L. typu v bodech 0 a 1. Dale protoze u € C* (0;1) existuje dle véty 1.9 (Rolleova véta)
alespon jeden bod g € (0;1), v/ (t9) = 0. Bod ¢y je singularni bod II. typu.

1.7.5 Horni a dolni funkce

Pti vySetfovani regularnich i singularnich okrajovych problému je Casto pouzita metoda
hornich a dolnich funkei viz napiiklad De Coster, Habets [19], Kiguradze, Shekhter [26]
nebo Vasiljev, Klokov [58]. V nékterych pracech jsou horni a dolni funkce nazjvény horni
a dolni FeSeni. Existuje vice typu definic. Uvedme zde definice pro Dirichletovu tlohu (1.4)
vhodné pro nase ucely.

Definice 1.35 Funkce o € C (0;T) se nazyva horni funkce ulohy (1.4), jestlize existuje
konecnd mnozina S C (0;T) takovd, ze ¢(0’) € AC,((0;T)\ S),

o'(s+):= lim o'(t) e R, o¢'(s—):= lim ¢'(t) € R pro vechna s € S,

t—s+ t—s—

(p(a’' (1)) + f(t,o(t),0'(t)) <0 pros. v. t € (0;T) ,
d(0)>0, o(T)>0, o'(s—)>0'(s+) pro viechna s € S .

Definice 1.36 Funkce o € C (0;T) se nazyva dolni funkce ulohy (1.4), jestlize existuje
kone¢na mnozina S C (0;T) takova, ze ¢p(0’) € AC),((0;T)\ 5),

o'(s+):= lim o'(t) e R, o'(s—):= lim o¢'(t) € R pro véechna s € S,

t—s+ t—s—

(p(a’ (1)) + f(t,o(t),d'(t)) >0 pros. v. t € (0;T) ,
0(0) <0, o(T)<0, o(s—)<o'(s+) pro vSechna s € S .

Poznamka 1.37 Z ¢(0’) € AC1,.((0;T) \ S) dostaneme o’ € AC,,.((0;7T) \ S).
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Mt OQ(t):,LL\/lftQ

o1(t) = vsin(nt)

|
\
|
l
0 1 1 t
2
Obrazek 6: Dolni a horni funkce tlohy.

Priklad 1.38 Uvazujme problém

" o« b csin(2nt) = u(0) = u(l) =
u(t)+u2(t) u(t)+ (27t) =0, wu(0) (1)=0,

kde a,b,c > 0. Vidime, Ze ¢(z) = x a ze funkce

a b
t,r,y) = — — — + csin(2nt
flhay) =— -~ (2mt)
ma singularitu v z = 0.

Zvolme

o1(t) = vsin(nt) , o9(t) = pvV1—12, te€(0;1)
(viz obrazek 6).
Ukéazeme, ze funkce o; je pro dostatecné malé v > 0 dolni funkci tlohy. Ovéfime
podminky z definice 1.36. Plati 01(0) = 01(1) = 0,

oy (t) = vmcos(mt) , of(t) = —vr?

sin(wt) , t€(0;1) .
Mnozina S je prazdna, o € C?(0;1), a tedy o7 € AC (0;1). Zbyva ukazat, ze funkce o,
spliiuje nerovnost odvozenou z nasi rovnice. Dosadime-li do levé strany nerovnice dosta-

neme

a
—vr?sin(t) +

- — + csin(27t) =
v2sin?(rt)  vsin(mt) (2)

—372sin®(7t) + a — b sin(rt) + cv? sin®(7t) sin(27t)
v2sin?(t) '

Chceme ukazat, Ze tento zlomek je nezdporny pro s. v. t € (0;1). Jmenovatel je kladny pro
t € (0;1), funkce sinus je omezena a staci ukazat, ze

—m2—at—bv+a>0.
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Po tapravé mame
a>m P+ e+ b

Na pravé strané nerovnice je polynom tretiho stupné pro proménnou v, ktery ma jeden
z kofend nulovy. Zvolime-li v dostatecné malé, je nerovnost splnéna. Funkce o; spliuje
vSechny podminky definice a je dolni funkci nasi ulohy.

Funkce o5 je pro dostatecné velké p > 0 horni funkci nasi tlohy. Ovérime podminky
definice 1.35. Plati oy € C'(0;1), 02(0) = u > 0, 02(1) = 0,

t M
oyt :—'u—, oy(t) = ——————, te(0;1) .
2( ) m 2( ) (1 ~ t2)3 < )
Mnozina S je opét prazdna, tlirln oy(t) = —00, 09 € C?(0;1), a tedy oy € AC,.(0;1).
rowl
Zbyvé ukazat, Ze pro s. v. t € (0;1) plati
a

b
(1-12)° =) /112

+ csin(27t) <0 .

Levou stranu nerovnice prevedeme na jeden zlomek

— 4 avT =12 —bu (1 — 1) + cp®\/ (1 — 12)® sin(2nt)

2\ - )

<0.

Jmenovatel je pro t € (0;1) kladny, funkce v/1 — 2, 1—t2, /(1 — t2)3 a | sin(27t)| nabyvaji
na intervalu (0; 1) hodnoty mezi nulou a jednic¢kou. Zvolme libovolné ¢, € (0;1). Mame

—pPtay/1— g —bu (1 —t5) +cp®y /(1 — £2)* sin(2ntg) < —p® + e +a < 0

pro u dostatecné velké. VSechny podminky definice 1.35 jsou splnény a funkce o9 je horni
funkeci tlohy.

Priklad 1.39 Mé&jme tlohu
c 1

UZ—(t)—bu(t)—l—uQ—(t)‘l'ﬁ

kde a,b,c > 0. Jedn4 se o ulohu s ¢-Laplacidnem, kde ¢(z) = 2. Funkce
1

(u3(t)) + =0, u(0)=u(l)=0,

a C
f(taﬂﬁ,y):;—bfL’JrEﬂL?

ma singularitu v ¢asové proménné pro ¢ = 0 a dale silné singularity v prostorovych pro-
ménnych prox =0ay = 0.
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Obrazek 7: Horni a dolni funkce tlohy.

Zvolme
or(t) =vt(1—t), oo(t) = u/t, te(0;1)

(viz obrazek 7).
Pro dostate¢né malé v > 0 je funkce oy dolni funkei nasi tlohy. Plati o4(0) = 04(1) =0
a

o) = (1-20), Bol(0) = oB(t) = AU-20F , (BB = —64 1202, 1€ (0;1)
Proto ¢(0]) € AC (0;1) a déle

c 1
>
A—202 B~

—63(1 — 2t)% + —bvt(l —t) +

a
V2t2(1 —t)?

- —60°t2(1 — £)2(1 — 20)* + a(1 — 2t)? — b33 (1 — £)3(1 — 2t)% + ct?(1 — t)?
= V22(1 — t)2(1 — 2t)2 ‘

Jmenovatel zlomku je pro ¢ € (0;2) U (%;1) kladny, funkce a(1—2t)? + ct*(1—t)? je kladna
na intervalu (0; 1), a tedy existuje konstanta € > 0 takova, ze a(1 — 2t)? + ct*(1 — t)? > ¢

pro t € (0;1).
—60° (1 —t)*(1—2t)* +a(1—2t)> = b3 (1 —)* (1 = 2t)* + ct*(1 —1)* > —60° — b+ > 0

pro v dostatecné malé, a tedy i citatel zlomku je kladny. Pro dostatecné malé v spliuje
funkce oy vSechny predpoklady definice 1.36.

Pro dostate¢né velké p > 0 je funkce o9 horni funkci tlohy. Plati 02(0) = 0, 02(1) =
©w>0a

3 33
NY — I
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Proto o3 € C'(0;1), ¢(ah) € AC,. (0;1), a déle pro t € (0;1)

3’ a 4ct 1
“JovE T I et e
_ =3p° + 16aty/t — 16bpt? 4 64ct®\/t + 16p%t
B 16152\/f,u2
- —3u® + 16at/t + 64ct>\/t + 16>t - —3p° + 16a + 64c + 16
- 1662/t u? - 1612/t 2 '
Jmenovatel zlomku je pro ¢t € (0;1) kladny a v ¢itateli mame polynom patého stupné pro

proménnou p, ktery méa zaporny prvni koeficient. Pro i dostatecné velké je zlomek zaporny
a funkce oy spliuje vSechny predpoklady definice 1.35.

<

2 Regularni problém

K diikazu existence feseni singularni tilohy potfebujeme zkonstruovat posloupnost regular-
nich tloh. Proto v této kapitole dokazeme dvé existenc¢ni véty pro regularni problém

(@' () + gt ut),d' () =0, u(0)=u(T)=0, (2.1)
kde g € Car((0;T) x R?).

2.1 Existen¢ni véta Fredholmova typu

Prvni existenéni véta se tyka regularni tlohy (2.1) s omezenou nelinearitou. Uloha (2.1)
pro ¢(z) = z je vySetfovana napiiklad v [58]. Zde ukazeme existenci feSeni pro obecnéjsi
¢. Predpokladame, ze ¢ je rostouci lichy homeomorfismus s ¢ (R) = R. Nejprve dokazeme
dvé pomocna lemmata.

Lemma 2.1 Necht f, € C{a;b) pro vSechna n € N, necht posloupnost {f,} stejno-
mérné konverguje k funkci f na intervalu (a;b) a necht g : R — R je spojita funkce. Potom
posloupnost {g(f.)} stejnomérné konverguje k funkci g(f) na intervalu (a;b).

Dikaz: Existuje kladna konstanta K > 0 takova, ze |f,(t)| < K pro vSechna t € (a;b)
a vSechna n € N. Ozna¢me K; = 2K + 1. Funkce g je na intervalu (—Kj; K;) spojita a je
tedy dle véty 1.4 (Cantorova véta) na tomto intervalu stejnomérné spojita tj. pro libovolné
e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna x,x9 € (—Ky; K1), |1 — 29| < 0 plati

lg(z1) — g(x2)| <& .

Déle posloupnost {f,} stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu (a;b), tj. pro
libovolné £; > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna n € N, n > ng a pro vSechna t € (a;b)
plati

[fu(t) = F(O)] <1 -
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Navic
|fu(t) = F(O] < K7 .

Pokud zvolime €; < ¢ a oznacime z1 = f,(t), zo = f(t) dostavame, Ze posloupnost
{9(f.)} stejnomérné konverguje k funkci g(f) v intervalu (a;b). O

Lemma 2.2 Necht f, € C {a;b) pro vSechna n € N, necht je posloupnost {f,} stejné
spojitd na intervalu (a;b), necht existuje konstanta K > 0 takovd, Ze |f.(t)] < K pro
vSechna n € N a viechna t € (a;b), a necht je funkce g : R — R spojita. Potom je
posloupnost {g(f,)} stejné spojitd na intervalu {a;b).

Dikaz: Ozna¢me K; = 2K + 1. Funkce g je na intervalu (—K75; K1) spojité a je tedy dle
véty 1.4 (Cantorova véta) na tomto intervalu stejnomérné spojita tj. pro libovolné ¢ > 0
existuje 0; > 0 tak, Ze pro vSechna x1, x5 € (—Ky; K7), |71 — 22| < 01 plati

lg(z1) — g(x2)| < €.

Posloupnost {f,} je stejné spojita na intervalu (a;b), tj. pro libovolné £; > 0 existuje
d > 0 tak, Ze pro vSechna n € N a vSechna ¢,y € (a;b), |t; — t2| < § plati

|fu(t) — fult2)| <e1 .

Ozna¢me x; = f,(t1), xa = fu(t2). Potom |77 — 25| < K; a pokud zvolime €1 < d;
dostaneme, Ze posloupnost {g(f,)} je stejné spojité v intervalu (a;b). O

Véta 2.3 (Existenéni véta Fredholmova typu) Nechf g € Car({0;T) x R?), ¢
je rostouct lichy homeomorfismus s ¢ (R) = R. Predpoklddejme, Ze existuje funkce m €
L{0;T) tak, Ze

lg(t,z,y)| < m(t) pros. v. t € (0;T) a vSechna x,y € R . (2.2)

Potom md dloha (2.1) Tesend.

Dikaz:
1. krok - reseni pomocné ulohy.
Uvazujme pomocnou ulohu

(e('(t) =b(t) . u(0)=u(T)=0, (2.3)

kde b € L(0;T). Potom u je Feseni tlohy (2.3) pravé kdyz u € C* (0; T) spliiuje rovnice

u(t) = /Ot ¢t (¢(u'(0)) + /08 b(z) dz) ds (2.4)

/O e <¢(u'(0)) + /O Cb(2) dz) ds— 0. (2.5)
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MiiZzeme to ovéiit pifmym vypocétem. Integrujme rovnici (¢(u'(t)))" = b(t) od 0 do s a do-
staneme 5
o0(5) = ow'(0) = [ be)dz
0

s

() =07 (o) + [ 1))

0
Dalsi integraci od 0 do ¢t mame

u(t) = u(t) — u(0) = /Ot o (gb(u'(O)) + /08 b(2) dz) ds .

Protoze u(T") = 0 plati
[ o (seon+ [Tu1a:) as=o.

2. krok - definice funkciondlu ~y.
Pro vSechna ¢ € C (0; T") definujme funkci

Yo R—=R, y(z) = /OTqb_l(x—l—f(s))ds :

Vzhledem k piedpokladfim, Ze ¢ je rostouci lichy homeomorfismus s ¢(R) = R, je také ¢+
rostouci a ¢! (R) = R. Funkce 1, je spojita, rostouci s 1,(R) = R. Tedy rovnice (x) = 0
ma jediny kofen z = v(¢) € R a mizeme definovat funkcional

OO T) =R, hu(y(€)) =0

3. krok - funkcional v zobrazuje omezené mnoZiny na omezené mnoziny.

Sporem ukazeme, ze funkcional v zobrazuje omezené mnoziny na omezené mnoziny.
Predpokladejme, ze Q C C'(0;7), K € (0,00) a také ze |||,y < K pro vSechna ¢ € €.
Dostavame

v(0) = K <min{y(¢) + £(s) : s € (0;T)} <max{y({)+{(s): s€(0;T)} <~(l)+ K .
Déle predpokladejme, Ze existuje posloupnost {/,} C € takova, ze
lim ~ (¢,) = oo nebo lim v (¢,) = —occ .
n—00 n—00

Necht plati prvni moznost. Potom plati

0= lim ¢y, (7 (£,)) = lim ¢ (7 (n) + lu(s)) ds >

n—oo n—o0 0

T
> lim [ 67 (7(6) = K) ds = lim T~ (3 (£) — K) = oo |

n—0o0 0 n—oo

COZ je Spor.
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Nyni pfedpokladejme, ze lim v (¢,,) = —oo. Potom
n—oo

0= lim ¢y, (7(£,)) = lim ¢ (7 (n) + la(s)) ds <

n—oo n—o0 0

T
< lim [ ¢7 (v (6n) + K) ds = lim T~ (v (0n) + K) = —
n—oo 0 n—oo
Dostavame opét spor.
Tedy ~(£2) je omezend mnozZina.
4. krok - funkciondl v je spojity.
Uvazujme posloupnost {¢,} C C(0;7T) a predpoklddejme, ze lim ¢, = ¢y v C(0;T),

n—oo
tj. posloupnost {/,,} stejnomérné konverguje k funkci ¢y na intervalu (0; 7).
Podle ttetiho kroku dtikazu je posloupnost {7 (¢,)} C R omezena a dle véty 1.3 (Bolza-

nova - Weierstrassova véta) mtzeme vybrat podposloupnost tak, ze lim v (¢,) = zo € R.
n—oo

Dostéavame, ze soucet posloupnosti {v (¢,) + lk,(t)} stejnomérné konverguje k funkci
zo+1o(t) na intervalu (0; T'). ¢! je zobrazeni spojité na R a dle lemmatu 2.1 je posloupnost
{67 (v (by,) + Ly, (1))} stejnomérné konvergentni na intervalu (0; T'). Dale

0 = ¢gk gkn / ¢ gkn +€kn( )) dS N

coZ pro n — 0o uzitim véty 1.8 (Limitni piechod za znakem integralu) dava

T
0=1lim [ ¢~ (y(l,)+ b, (s)) ds =

n—oo 0

_ / lim 67 (7 (6) + Cu (5)) ds = / 61 (20 + Lo(s)) ds = g, (o)

n—o0

Vzhledem k druhému kroku dikazu dostaneme xy = = (fy). Z toho plyne Ze libovolna
konvergentni podposloupnost { (¢,)} ma stejnou limitu 7 (¢). Protoze {~ (¢,)} je omezena
mnozina, dostavame vy ({y) = lim v (¢,).

n—oo

5. krok - definice operdtoru F.
Definujme operatory N : C* (0; T) — C(0; T) a F : C* (0; T) — C* (0; T) takto

- / 6L (YN () + (M(w))(s)) ds .

Spojitost (N (u)) (t) je zarucena splnénim Carathéodoryho podminek pro funkei g.
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V prvnim kroku ditkazu jsme ukézali, ze u € C* (0;T) je feSenim ulohy (2.3), pravé
kdyz spliiuje rovnice (2.4) a (2.5). Zvolme b(t) = —g(t, u(t),u(t)), potom

N (w)) (s) = —/Osg(%U(Z),U’(Z))dZ = /0 b(2)dz

)= [ 67000+ W )() ds.
Daéle .
/0 6 @+ () ds = 0 2 = (1) ,
a tedy

/0 ¢~ (e(u'(0)) + (N (w))(s)) ds = 0 & ¢(u'(0)) = (N (w)) -

Vidime, ze u € C*' (0; T) je feseni tilohy (2.1), pravé kdyz spliiuje rovnice

U(t)z/o ¢~ (o(u/(0)) + N (w))(s))ds . d(u'(0) = (N (u))

a proto je operatorova rovnice u = F(u) ekvivalentni s tlohou (2.1). Déle staci ukazat, ze
operator F ma pevny bod.

6. krok - spojitost operdtoru F.

Nejprve ukazeme, Ze operator N je spojity. Protoze funkce g(t, x,y) spliiuje Carathéo-
doryho podminky na (0; T') x R? je ve své druhé a tfeti proménné spojita. Zvolme libovolné
wy € C1(0; T) a libovolné & > 0. Potom existuje § > 0 tak, Ze pro viechna w € C* (0;T),
|lw — wollc10my < 9, s € (0;T) plati

(s 0(s), /() = 95, wols) (9] <

Pro t € (0;T) dostaneme

(N (w))(t) — (M (o)) ()] = \— / 9(s,w(s),w'(s)) ds + / o(s, wo(s), wi(s)) ds| =

t
= / g(s,wo(s),wy(s)) — g(s,w(s),w'(s))ds| < e .
0

Vidime, ze ||[N(w) — N (wo)||cox) < €, a tedy operdtor N je spojity ve wy. Protoze wg
byla libovolnd funkce z prostoru C* (0;T'), je operator N spojity na C* (0; 7).

Nyni ukéZeme, Ze operator F je spojity. Zvolme libovolné w; € C*(0;T) a libovolné
g1 > 0. ProtoZe funkcional ~y i operator N jsou spojité, pro libovolné £, > 0 existuje do > 0
tak, ze pro s € (0;7) a pro vSechna w € C* (0;T), ||w — w1 ||c1(o;1) < d2 plati

YN (W) + N (w))(s) = 7N (w)) + (N (wn))(s)] < &2 -
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Déle existuje konstanta K; > 0 takova, ze |y(N(w)) + (NM(w))(s)] < K;. Funkce ¢~ :
R — R je spojita a podle véty 1.4 (Cantorova véta) je na intervalu (—Kj; K;) stejnomérné
spojita. Existuje tedy d; > 0 tak, Ze pro vSechna x1, x5 € (—Ky; K1), |r1 — 2| < d; plati

€1
T+1°

|¢71($1) - <Z571(CC2)’ <

Ozna¢me z1 = y(N(w)) + (N (w))(s), 12 = y(N(w1)) + (M (w1))(s) a zvolme 9 < d;. Pro
t € (0;T) dostaneme

= | [ 07 G ) + W) e) = 67 V) + W) e) ds| < 5
Dale
[(F(w) (@) = (F(w)®)] =
= o7 (YW (w)) + (N (w)) (1)) = ¢~ (YN (w1)) + (N (wn))(1))] < Ti 1

Dohromady méme, %e pro w; € C* (0; T) a libovolné ¢, existuje d, tak, Ze prow € C* (0;T),
w —willer o) < 02 plati

< T€1 i S .
T+1 T+1

[F(w) = Fwi)lleroir) €1 -
Operédtor F je spojity v w; € C'(0;T), a protoZe w; byl libovolny prvek C*(0;T), je
spojity na C* (0; T').

7. krok - pevny bod operatoru F.

Zvolme libovolnou posloupnost {u,} € C*(0;T) a ozna¢me v, = F (u,) pro n € N.
Abychom mohli pouzit Schauderovu vétu o pevném bodé ukazeme, ze z {v,} lze vybrat
podposloupnost konvergentni v C* (0; T').

va(t) = ¢~ (Y WV (un)) + (N (un)) (8))  prot € (0;T) , neN.

Podminka (2.2) zajistuje, Ze existuje konstanta Ky > 0 tak, ze [|N (u,) ||ciory < Ko.
Funkcional v zobrazuje omezené mnoziny na omezené mnoziny a dostavame tedy, Ze po-
sloupnosti {v,} a {v],} jsou omezené na intervalu (0; 7).

Z podminky (2.2) a véty 1.1 (Absolutni spojitost Lebesgueova integralu) plyne, Ze pro
libovolné €3 > 0 existuje 63 > 0 tak, ze pro vSechna t,ts € (0;7T), |[t; — t2| < 03 a pro

vSechna n € N plati
[NV (un)) (1) — (N (1)) (£2)] < /tz m(s) ds

< €3 .
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Posloupnosti {NV (u,) } 1 {v(N (un))+N (u,)} jsou stejné spojité a existuje konstanta K3 > 0
tak, Ze |[Y(N(un)) + (N (un))(t)] < Kz, ¢! je spojité zobrazeni a uzitim lemmatu 2.2
dostavame, Ze posloupnost {v/,} je stejné spojita na intervalu (0; 7).

Dle véty 1.2 (Arzela - Ascoli véta) mtizeme najit podposloupnost {vy, } konvergentni
v CH{0;T).

Dokézali jsme, Ze operdtor F je kompaktni na C' (0; 7). Podle véty 1.10 (Schauderova
véta o pevném bodé) méa operator F pevny bod, ktery je feSenim tlohy (2.1). O

2.2 Metoda hornich a dolnich funkeci

Druh4d i treti existencni véta jsou zalozeny na metodé hornich a dolnich funkci. Nejprve
vyslovime pomocné lemma.

Lemma 2.4 ([44] str. 529) Necht g € Car((0;T) x R?), 01,02 jsou dolni a horni
funkce ulohy (2.1), které maji konecné derivace v bodech 0 a T. Pro ¢ € (0;1) a s. v.
t € (0;T) definujme funkce

wi(t,e) = sup{lg(t, 0:(t), oi(t)) — g(t,0:(t), y)| = ly —oi() <}, i=12.
Potom funkce w; splriugi Carathéodoryho podminky na (0;T) x (0;1) proi=1,2.

Véta 2.5 (Metoda hornich a dolnich funkci) Necht g € Car({0;T) x R?), ¢ je
rostouct lichy homeomorfismus s ¢ (R) = R. Necht 01 a o9 jsou dolni funkce a horni funkce
ulohy (2.1) majici konecné derivace v bodech 0 a T a necht o1(t) < oo(t) pro t € (0;T).
Predpoklddejme, Ze existuje funkce m € L (0;T) takovd, Ze

lg(t,z,y)| < m(t) pros. v. t € (0;T) a vsechna x € (o1(t);02(t)), y € R .
Potom md iloha (2.1) TeSeni u pro které plati

o1(t) <wu(t) < oo(t) prot € (0;T) . (2.6)

Dikaz:
1. krok - konstrukce pomocné ulohy.
Pros. v.t € (0;7T) a vSechny z,y € R, ¢ € (0;1) definujme

o) — @ >+ o) — @

(

g(t,o1(t),y) +w (t, pro x < oy(t)

o1(t) —x+1 (t)—z+1
g(ta €, y) = g(t7 Z, y) pro r <01 (t)7 UZ(t»
\ g(t,02(t),y) — wo (t, . i;;(ftz)(ti 1) — i;;;(t_l)_ ] proz> oa(t),
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kde

wi(t,€) = sup{lg(t,0i(t), o3(t)) — g(t, 03 (1), y)| : |y —oy(D)| <&}, i=1,2.

Podle lemmatu 2.4 jsou funkce w; € Car({0;T) x (0;1)) pro i = 1,2. Déle jsou nezaporné,
neklesajici ve své druhé proménné a w;(t,0) = 0 pro s. v. t € (0;T), i = 1,2. Plati
g € Car({(0; T) x R?) a existuje m € L (0;T) tak, Ze

lg(t,z,y)| < m(t) pros. v.t € (0;T) avsechna z,y € R .

Tedy podle véty 2.3 ma pomocnéa tloha

(6@ (1)) +g(t,ut),d' () =0, u(0)=u(T)=0

feseni u.

2. krok - reseni u pomocné ulohy lezi mezi funkcemi oy a 0.

Sporem ukazeme, Ze plati odhad (2.6).

Oznaéme v1(t) = o1(t) — u(t) pro t € (0;T) a predpokladejme, ze max{vi(t) : t €
(0;7)} = vi(to) > 0. Protoze u(0) = w(T) = 0 a 01(0) < 0, 01(7) < 0, dostavame
to € (0;T). w € C*(0;T), a navic dle definice 1.36 mame o, € C (0;T) a pro s € S plati
o1(s—) < o1(s+). Dostavame v (s—) = o1(s—) — v/(s), vi(s+) = o1(s+) — u/(s), a tedy
vi(s—) < vi(s+) pro s € S. Vidime, ze bod ty € (0;7) \ S a v/'(tg) = 0. To zarucuje
existenci t € (to; 1) tak, ze (to;t1) NS =10,

U1 (t)

n(t) > 0a (o) < 2t

< 1 prot € (to;t1) .

Potom

= (@) + ot (0) e (1) 4 O
> G (0)) + gt (0,0 (0) + 1 (1[40 2
> (6(4(1)) + 918, 1 (0), (1)) + 908, (01, 4(6)) = 91 0, (1)) =
= (G40 + 9(t,01(1),04(1) 20

pro s. v. t € (to;t1).

0 = vi(to) = 0 (to) — u'(to) = ¢(o1(t0)) — o(u'(t0))
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¢ je rostouci, a tedy v§ = o] —u' > 0 na (to;t1), coz je spor s predpokladem, Ze v; ma své
maximum v bodé ¢,.

Druhou nerovnost dokdzeme podobné. Oznacme vq(t) = u(t) — oa(t) pro t € (0;7)
a predpokladejme, ze max{vs(t) : t € (0;T)} = vo(ta) > 0. Protoze u(0) = u(T) = 0
ad3(0) >0, 09(T) > 0, dostdvame to € (0; 7). u € C* (0; T), a navic dle definice 1.35 mame
gy € C(0;T) a pro s € S plati o)(s—) > o4(s+). Dostavame v)(s—) = u'(s) — ah(s—),
vh(s+) = u/(s) — oh(s+), a tedy vh(s—) < vh(s+) pro s € S. Vidime, ze bod t5 € (0;7)\ S
a vh(t2) = 0. To zaruuje existenci t3 € (to; 1) tak, ze (t2;t3) NS = 0,

(1)
_l’_

va(t) > 0 a |[vh(t)| < () + 1

< 1prote (tyts) .

Potom

> —g(t,oq(t),u' (1)) + we (¢,
> —g(t, OZ(t)v u/(t)) + g(tv 02(t)7 ul(t» - g(ta 02(t
= (1, o(t), (1)) — (H(4H)) > 0
pros. v. t € (ta;t3).
0 = vh(ta) = o3(ta) — U (t2) = ¢(oh(t2)) — P(u'(t2)) ,

a proto

I
-
—~

IS
~
~—~
~
~—
~—
|
-
—
Q
N~
—~
~
~—
~—

t e (t27t3> .

0< / (6 (5))) — (60 (s))) ds

to

¢ je rostouci, a tedy vy, = u' — o > 0 na (t3;t3), coz je spor s predpokladem, Ze funkce v,
mé své maximum v bodé ¢,.
Funkce u spliiuje odhad (2.6) a vzhledem k definici funkce g je feSenim tlohy (2.1). O

3 Singularni problém

Nejprve vyslovime dva obecné existen¢ni principy zarucujici existenci feseni singularni
ulohy. Tyto principy nekladou pozadavky pfimo na funkci f a nejsou vhodné pro aplikace.
Ve druhé c¢asti této kapitoly budeme tyto principy aplikovat a vyslovime véty, které kladou
pozadavky piimo na funkci f a které zajistuji existenci feSeni singuldrni tlohy.
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3.1 Existen¢ni principy

Existenc¢ni principy uvedené ve vétach 3.2 a 3.3 kladou pozadavky na aproximujici regu-
larni funkce f,, a na feSeni u,, regularnich tloh (1.5) pro n € N. UkdZeme, Ze za danych
predpokladi feseni téchto regularnich tloh konverguji k feseni nebo w-teSeni u singularni
ulohy (1.4). Nejprve dokdzeme pomocné lemma.

Lemma 3.1 Necht f, € C' (a;b) pro vsechna n € N. Necht existuje kladnd konstanta
K > 0 takovd, Ze || [, ||cap < K pro vsechna n € N. Potom je posloupnost {f,} stejné
spojitd v intervalu {(a;b).

Diikaz: Zvolme libovolné e > 0. Necht § < =, t1,ty € (a;b), t1 <ty, to—1; < 9, ng € N.
Potom existuje dle véty 1.6 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté) to € (t1;t2) tak, ze plati

| fao (1) = Fuo(t2)] < | fh (to)|(t2 — 1) < K§ < € .

Protoze ng je libovolné prirozené cislo, plati nerovnost

|fn(t1) - fn(t2)| <e

pro vSechna n € N a posloupnost {f,} je stejné spojita v intervalu (a;b). O
Necht 2y, s C R jsou uzaviené intervaly obsahujici nulu, D = (2 \ {0}) x (23 \ {0}).

Véta 3.2 (Prvni existenéni princip) Necht f € Car((0;T) x D), D = (2; \ {0}) x
A2\ {0}), fn € Car({0;T) x R?), &, >0, 1, >0 pron € N a lim ¢, =0, lim n, = 0.
n—oo

n—oo
Ddle pro n > % oznacme A, = <%, T— %> Predpoklddejme, Ze

(1) fu(t,z,y) = f(t,z,y) pro s. v. t € A, a viechna [x,y] € Ay X As, || > €4, |y| > N,
n > 2.
T7

(2) ezistuje omezend mnoZina Q C C'(0;T) takovd, Ze pro vechna n > 2 md tloha

(1.5) Feseni u,, € Q a ddle, Ze [u,(t),u, (t)] € Ay X Ay prot € (0;T).

2
’ T
/!
(i) Potom ezistuje funkce u € C'(0;T) a podposloupnost {us} C {u,} tak, Ze

lim uy(t) = u(t) stejnomérné na (0;7T) . (3.1)

l—00

(3) Pokud navic existuje konecnd mnozina S = {s1,---,s,} C (0;T) takovd, Ze na kaz-
dém intervalu (a;b) C (0;T) \ S je posloupnost {p(u))} stejné spojitd,

(it) paku € CH((0;T)\ S) a existuje podposloupnost {us} C {us} tak, Ze

lim w () = u'(t) lokdlné stejnomérné na (0,7)\ S . (3.2)

k—o0
(4) Dale predpokladejme, Ze mnoZina S ma tvar

S={s€(0;T): u(s) =0 nebo u'(s) =0 nebo u'(s) neexistuje} .
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(13i) Potom ¢(u') € AC1.((0;T)\ S) a funkce u je w-reSent ulohy (1.4).

(5) Oznacme sy =0, 5,41 = T. Jestlize existujin € (0; %), A0s 103 ATy f1s 5 Apt1s Upt1 €
{—1,1}, kg €N, ko > 2 ap € L{0;T) tak, e

T

Aifi (G un(t), up(t) = 9(t) pros. v t € (s; —n,s) N(0;T) |
wi fie(t, ug(t), up(t)) > (t) pros. v.t e (s,s+n)N0;7T) , (3.3)
pro vdechna i € {0,---,p+1}, keN, k>ky,

(1v) pak p(u') € AC(0;T) a funkce u je tesent ulohy (1.4) spliiugict [u(t),u'(t)] € Ay x Ay
prot e (0;7).

Dikaz:

1. krok - steynomeérna konvergence posloupnosti resent.

Podle pfedpokladu (2) existuje konstanta K > 0 a posloupnost {u,} fesSeni uloh (1.5)
tak, ze

2
|tn||c1(0;ry < K pro vSechna n > T (3.4)

Tedy posloupnost {u,} je omezena v C (0;T). Navic plati
|y, |0y < K pro viechna n > T

Podle lemmatu 3.1 je posloupnost {u,} stejné spojita na intervalu (0; T) a podle véty 1.2
(Arzela - Ascoli véta) mizeme vybrat podposloupnost {u,} tak, ze
elim u,(t) = u(t) stejnomérné na (0;7) , we C(0;T) .
—00
2. krok - lokdlni stejnomernd konvergence posloupnosti derivact resent.
Nyni pfedpokladejme, Ze plati také predpoklad (3). Zvolme libovolny interval (a;;by) C
(0; T')\'S. Posloupnost {¢(u})} je stejné spojita na intervalu (aq; b1). Dle (3.4) je posloupnost
{u;} omezend v C'(ay;by). Protoze ¢ je homeomorfismus, je v C (a;;b;) omezend také
posloupnost {¢(u))}. Podle véty 1.2 (Arzela - Ascoli véta) mizeme vybrat podposloupnost

{(uk,)} € {p(ur)} takovou, ze
lim ¢(uy, (t)) = ¢(u'(t)) stejnomérné na (ay;bi) .

k1~>00
¢! je spojité zobrazeni a dle lemmatu 2.1 plati

klim uy,, (t) = u'(t) stejnomérné na (a;;by) .

1—00

Nyni vyberme (as;be) C (0;7) \ S. Opakovanim piedchoziho postupu mizeme z posloup-
nosti {ug, } vybrat podposloupnost {ug,} stejnomérné konvergentni na (as;by). Opako-
vanim tohoto postupu dostaneme posloupnost {uy, }, pro jednoduchost ji oznac¢me {uy},
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ktera spliuje (3.2). Protoze {uy} je vybrana z posloupnosti {us}, vzhledem k (3.1), mame
ue CH(0;T)\ 9).

3. krok - existence w-resent singularni ulohy.

Dale predpokladejme, zZe plati predpoklad (4). Definujme mnoziny

V={te(0,T): f(t,-,-) : D — R neni spojita} ,

U=(0:;T)\(SUV).

Protoze funkce f spliiuje Catathéodoryho podminky, mame
meas(SUV) =0 . (3.5)
Zvolme libovolné ¢y € U. Potom existuje k; > % tak, ze pro kazdé k € N, k > k; plati
to€ Ay, Jup(to)| >en,  |u(to)] > -
Dle piredpokladu (1) méme
Tr(t un(t), up () = f(t, up(t), up(t)) pros. v. t € Ay
a podle (3.1), (3.2) a (3.5) dostavame

lm fi(t, uk(t), up(t)) = f(t,u(t),u'(t)) pros. v. t € (0;T) . (3.6)

k—o0

ProtoZe uy jsou FesSeni tloh (1.5), plati
—(p(up(t)) = fult,ur(t),up(t)) pros. v. t € (0;T) , VkeN. (3.7)

Nyni vyberme libovolny interval (¢;d) C (0;7) \ S a integrujme rovnici (3.7). Dostdvame

—d(ug(t)) + o(uy(c)) = /t fr(s,up(s), up(s)) ds pro vsechna t € (c;d) . (3.8)
Navic existuje ky € N tak, ze pro vSechna k € N, k > ks
| (t, ue (), up, (1) < m(t) pros. v. t € (¢;d) ,
kde
m(t) =sup {|f(t,x,y)| : ep, < x| < K; e, < |y| < K; 2 €Ay; yeU} € Lc;d)y .
Mame m € L {c;d) a uzitim véty 1.7 (Lebesgueova véta) na intervalu (c;d) dostaneme

f(u(),w'(+)) € L{c;dy. Navic

k—o0

lim / Fuls, (), 1 (5)) ds = / £(s,u(s),u!(s)) ds . (3.9)
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Podle (3.1), (3.2), (3.8) a (3.9) mame

—o(u'(t)) + (v (c)) = / f(s,u(s),u'(s))ds pro viechna ¢ € (¢;d) . (3.10)

Dle véty 1.13 dostavame ¢(u') € AC {(c; d), a protoze (c; d) je libovolny uzavieny podinterval
(0;7) \ S, mame ¢(v') € AC,.((0; )\ S).

Derivovanim (3.10) dostavame, Ze funkce u spliiuje rovnici (1.4) pros. v. t € (0; 7).

Protoze funkce uy, jsou feSeni regularnich aloh (1.5), plati, Ze ux(0) = ux(T") = 0, a proto
podle (3.1) splituje funkce u okrajové podminky u(0) = u(T") = 0, a je tedy w-feSenim tlohy
(1.4).

4. krok - existence Tesent singuldrni ulohy.

Zbyva ukazat, ze ¢p(u') € AC (0;T).

Necht plati také predpoklad (5). Zvolme ¢ € {0,---,p + 1} a oznacme (¢;,d;) = (s; —
1,8:) N (0;T). Déle pro k > 2 a pros. v. t € (¢;,d;) ozna¢me

hie(t) = X fi(t, un(t), ug (1)) + [ (0)]
h(t) = Nif (&, u(t), o' (1) + [(1)] -
Potom hy € L (c¢;;d;) a vzhledem k (3.6) mame
lim hy(t) = h(t) pros. v. t € (c;;d;) .

k—o0

Integraci (3.7) na intervalu (¢;; d;) dostavame

0 (d)) + D) = [ fuls, (). ui(s)) ds

Tedy dle (3.3) a (3.4) méme pro k > ko

d; d; d;
/v |hi(s)|ds = / hi(s)ds = A / Te(s, ur(s), up(s)) ds+

d; d;
+ [ 1] ds < 0@ + oG] + [ 1)l ds < K
kde K1 = 2¢(K) + [|¢|| Lo;ry- Uzitim véty 1.5 (Fatouovo lemma) dostaneme h € L (c;; d;)
a mame tedy f(-,u(-),u/(+)) € L{c;d;).

Jestlize (¢;, d;) = (s4, s +mn) N (0;T) postupujeme obdobné.

Mame f(-,u(-),u'(-)) € L(0;T) a rovnice v (3.10) je splnéna pro ¢ € (0; 7). Podle véty
1.13 dostédvame ¢(u') € AC (0;T). Ukazali jsme, ze funkce u je feSeni tlohy (1.4).

Vzhledem k ptedpokladu (2), (3.1), (3.2) a tomu, ze 20,2 jsou uzaviené intervaly
dostavame [u(t),u/(t)] € Ay x A pro t € (0; 7). O

Druhy existenéni princip (véta 3.3) se od prvniho (véta 3.2) 1isi pouze v pfedpokladu

(5)-
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Véta 3.3 (Druhy existenéni princip) Necht f € Car((0;T) x D), D = (243 \ {0}) x
(3 \ {0}), fn € Car({0;T) x R?), ¢, > 0,71, >0pron €N a lim &, =0, lim 7, = 0.
n—oo n—oo
1.

T'L’

Ddle pro n > % oznacme A, = < > Predpokladejme, Ze

(1) fult,x,y) = f(t,z,y) pro s. v. t € A, a vSechna [x,y] € Ay X Aa, || > €n, Y| > 1,
n> g
(2) ezistuje omezend mnoZina Q C C*(0;T) takovd, Ze pro vSechna n > 2 md tloha
(1.5) Teseni u,, € Q a ddle, Ze [u,(t),u, (t)] € Ay X Ay prot € (0;T).
(i) Potom ezistuje funkce u € C'(0;T) a podposloupnost {us} C {u,} tak, Ze
élim ue(t) = u(t) stejnomerné na (0;7T) .
—00
(3) Pokud navic existuje koneénd mnozina S = {s1,---,s,} C (0;T) takovd, Ze na kaz-

dém intervalu (a;b) C (0;T) \ S je posloupnost {p(u))} stejné spojitd,
(it) paku € C'((0;T)\ S) a existuje podposloupnost {us} C {us} tak, Ze

lim wy(t) = u'(t) lokdlné stejnomérné na (0,T)\ S .

k—o0
(4) Dadle predpokladejme, Ze mnoZina S md tvar
S={s€(0;T): u(s) =0 nebo u'(s) =0 nebo u'(s) neexistuje} .

(7i1) Potom ¢(u') € AC1.((0;T)\ S) a funkce u je w-resent ulohy (1.4).

(ba) Oznacme sy =0, sp41 = T'. Jestlize existujin € (O; %), A0y 405 A1s 415+ 5 Aptds fpt1 €
{-1,1}, ko €N, kg > 2 a¢p € L(0;T) tak, e

Aifr (8, ug(t), uy, (1)) sgnuy (t) > ¥(t) pro s. v. t € (s; —n,s) N (0;T)
i fr(t, ug(t), up(t)) sgnu(t) > () pro s. v. t € (si,si +1)N(0;T) , (3.11)
pro vdechnai € {0,---,p+1}, keN, k>ko,

(1v) pak p(u') € AC(0;T) a funkce u je tesent ulohy (1.4) spliugict [u(t),u'(t)] € Ay x Ay
prot e (0;7).

Diikaz: Prvni tfi kroky dikazu jsou shodné s diikazem véty 3.2. Uvedeme zde tedy
pouze ¢tvrty krok diukazu.
4. krok - existence Tesent singuldrni ulohy.

Opét chceme ukézat, ze ¢p(u') € AC(0;T).
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Necht plati predpoklad (5a). Zvolme ¢ € {0,---,p+1} a oznaéme (¢;, d;) = (s; —n, s;) N
(0;T). Déle pro k > % a pro s. v. t € (¢;, d;) ozna¢me

he(t) = Aifi(t, un(2), uy (£)) sgnug () + [$(2)]

h(t) = Aif (&, ult), o' (t)) sgn g () + [ (1)] -
Vzhledem k predpokladu (4) mame «'(¢) # 0, dale hy, € L (¢;;d;) a vzhledem k (3.1), (3.2)
a (3.6) dostavame
lim hy(t) = h(t) pros. v. t € (c;;d;) .

k—o0

Vynéasobenim rovnice (3.7) sgnuj(t) a naslednou integraci na intervalu (c¢;; d;) dostavame
pro k > kg

d;
/_ (s, un(s), uy(s)) sgnug(s) ds| < o(|uy(d)]) + o(|ug(ci)]) -

Dle (3.4) je posloupnost {¢(u})} omezena a podle (3.3) pro k > ko plati

d; d; d;
/_ ]hk(s)|ds:/. hk(s)dsg)\i/‘ Fo(5, (), 1 (5)) sen il (s) ds-+

s [ ) ds < o) + ouite)) + [ o) ds < Ky

kde K1 = 2¢(K) + ||[¥||Lo;ry- UZitim véty 1.5 (Fatouovo lemma) dostaneme h € L (c;; d;)
a mame tedy f(-,u(-),u/(-)) € L{c;;d;).

Jestlize (¢;,d;) = (84,8 +n) N (0;T) postupujeme obdobné.

Mame f(-,u(-),u(-)) € L{0;T) a rovnice v (3.10) je splnéna pro ¢ € (0; 7). Podle véty
1.13 dostavame ¢(u') € AC (0;T'). Ukazali jsme, ze funkce u je feSeni tlohy (1.4).

Vzhledem k ptfedpokladu (2), (3.1), (3.2) a tomu, ze 2,2y jsou uzaviené intervaly
dostavame [u(t), v (t)] € Ay x Ay pro t € (0; 7). O

3.2 Prvni aplikace

V této prvni aplikaci budeme studovat problém bez ¢-Laplacianu. Predpokladame, ze
¢(z) = x. Uloha (1.4) piejde na tilohu

u’'(t) + f(tu(t),u'(t) =0, u(0)=u(T)=0. (3.12)

Budeme dokazovat existenci feseni kladného na intervalu (0; 7"). Funkce f(t, z,y) mtze mit
slabou i silnou singularitu v proménné x a slabou singularitu v proménné y. Plati tedy, ze
f(t,z,y) € Car({0; T) x D), kde D = (0; 00) x Ry. Dale mé funkce f(¢,z,y) v proménnych
x,y sublinearni rist nebo linearni riist s malymi koeficienty. Diikaz aplikacni véty 3.6 je
zaloZen na vété 3.2 (Prvni existenéni princip). Abychom mohli tuto vétu aplikovat, potie-
bujeme zkonstruovat omezenou mnozinu 2. Ke konstrukci této mnoziny uzijeme metodu
apriornich odhadt. Nyni vyslovime dvé pomocné lemmata.
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Lemma 3.4 Necht ¢ > 0. Potom existuje n > 0 takové, Ze pro vSechny funkce u €
ACY{0;T) splriugici podminky
c < —u"(t) pros.v. t€(0;T) , w(0)=u(T)=0 (3.13)

plati odhad ||| ciory > -
Dikaz: Necht G(t, s) je Greenova funkce ulohy (viz napiiklad [51] str. 86 - 91)

—u"(t)=0, u(0)=u(T)=0. (3.14)
Potom T
% pro0<t<s<T
G(t,s) =
M pro0<s<t<T.
T
Definujme
G(t,s)
= T T .
(t, s) W —1) pro [t,s] € (0;T) x (0;7)

Pro libovolné s € (0;7) dostaneme

T— T—
lim ®(¢,s) = lim { s) = i :

=0+ t—0+ t(T — )T T2
. . s('—t) s
i @5) = M s e =
®(t, s) mlizeme spojité rozsitit na interval (0;7") a pro vSechna s € (0;7") mame ®(t,s) > 0
pro t € (0;T).
Definujme

F(t) :/()T@(t,s)ds prot e (0;T) .

Pro vSechna t € (0;T') existuje dy > 0 tak, ze dy < cF(t). G(t, s) je Greenova funkce tlohy
(3.14), a tedy z rovnice —u” = —u” dostaneme (viz napiiklad [51] str. 89)

u(t) == [ Gt (s)ds > /0 G(t, s)eds =

T — t)c/ B(t, 5) ds = (T — )cF () > (T — 1)dy

T\ _ T2d,
lullcory >u| =) > =1.

2 4



43

Obrazek 8: Reseni u.

Lemma 3.5 Necht ¢,v,d € (0;00), o, 5 € (0;1). Predpokladejme, Ze existuji kladné,
nerostouct funkce wg,wy € C(0;00) a nezdporné funkce hg, hy, ho € L{0;T) spliiugici

T T

/ (7" + 1) wo(t) dt < oo , / wi(t)dt < oo . (3.15)
0 0

THh1||L<0;T) <1 pro o« = 1, 6 <1,

|\ h2llomy <1 proa<l, =1, (3.16)

T||Pal[Liosry + h2lleomy <1 proa=p5=1.
Potom existuje r > 1 takové, Ze pro vsechna u € AC* (0;T) spliugici (3.13) a

" (t) < (1) + wo(u(t)] £1(T — 1)° + (1) + wn([u/ (1)) + ho(t)+ (3.17)
(1) [(u(®)° + 1]+ ha(t) [/ (1) + 1] |

plati odhad ||u|c1m) < 7.

Dikaz: Z podminky (3.13) dostdvame, Ze u je nezaporna, konkavni a Ze existuje ty €
(0;T) tak, ze u'(ty) = 0 (viz obréazek 8). Podle lemmatu 3.4 existuje n > 0 tak, Ze

t ot
N < n— < u(t) prot € (0;) , (3.18)
T = "t
T—t T-—t
N S S u(t) prot € (to; T) . (3.19)

Protoze wy je nerostouci funkce, mame

/T (T — t)°wo(u(t)) dt < /to (T — t)°wo(u(t)) dt + /T (T — t)°wo(u(t))dt <

to
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to T

to t r T—t
§T5/ 7w (”—) dt+T7/ (T — t)°wy (M) dt .
0 T to T

Bez Gjmy na obecnosti ptedpokladejme, ze n < min{1,7'}. Podle (3.15) uZitim substituce
2 =1 v prvnim integralu a z = 2T v druhém integralu dostavé
= % v prvnim integralu a z = 75— v druhém integralu dostavame

< /Oto (T — t)°wy (77%) dt+/Tt7(T—t)5w0 (M) dt <

/T (T — t)°wp(u(t)) dt <

T[T (T2 T [° T2\’
§T‘5—/T <—Z> wo(z)dz—T”—/ (—Z) wo(z)dz <
nJo n n JaT—to)

n

To+1 /N7 ot T+ /T s pnT—to)
< (—) /T 2wo(2)dz + <—> / : Zwp(z) dz <
n n 0 n n 0

T y+5+1 T
< <Z) / (27 +2°) wo(z)de = A < o0,
0

kde konstanta A nezavisi na funkci u. Integraci nerovnice ¢ < —u” méame

c(to —t) < U/ (t) = [u/(t)] pro t € (0;tq) , (3.20)

c(t —to) < —u/'(t) = |u/'(t)| pro t € (to; T) . (3.21)
Protoze je wy nerostouci funkce, mame

/0 wr(je(8)]) dt = / "l ()]) dt + / wr(je (1)) dt <

to

< /to wn ety — 1) dt + /T wn (et — to)) dt

to
Bez ztraty na obecnosti pfedpokladejme, Ze ¢ < 1, a tedy dle (3.15) substituci z = ¢(ty —t)
v prvinim integralu a z = ¢(t — tg) v druhém integralu dostédvame

/O wl(]u’(t)|)dt§/oow1 (c(to — 1)) dt+/ wn (et — to)) dt =

to
1 0 1 c(T—to)
:——/ W1(2>d2+_/ wi(z)dz =B < 0,
& cto ¢ Jo
kde konstanta B je nezavisla na u. Polozme

max{[u'(t)] : t € (0;T)} = max{|u'(0)], [/ (T} = |u'(70)| = p -
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Potom
—pT < u(t) < pT prot e (0;T) .

Oznacme

C = wy(1) /OT (T —t)° dt 4+ w ()T .

Integraci nerovnosti (3.17) od 79 do ¢y dostavame

/ " (T — 8o (u(s)) ds

70

[ (ra(s) (o) ()" + 1)+ (o) [ (5) + 1]) s

70

[t as

70

W (10)] = p < C+ + +

+

p<A+B+C+ / 0 (ho(s) + ha(s) [Ju(s)|* + 1] + ha(s) [|u/(s)|” +1]) ds

70

Protoze |u(s)|* < |pT|%, [v/(s)]® < p® mame

p<A+B+C+

)

[ 606) 4 (o) [T + 114 hate) [0 +1]) as

70

a tedy
p < A+ B+C+|holleor + ((pT)* + 1) ||| oy + (07 + 1) el Loy

A+B+C h . h . h : T||h . h .
1< + B+ C + [[hol Loy + [Pl zioiry + 1Rzl Lioir) n Pl [lhellzosr) . (3.22)
P p(l_o‘) p(l_ﬁ)
Sporem ukazeme, ze existuje konstanta r* > 0 takova, ze p < r* pro libovolné u splnujici
(3.13) a (3.17). Pfedpokladejme, zZe existuje posloupnost {u, } spliujici (3.13) a (3.17) a ze
odpovidajici posloupnost {p,} je neomezena.
e Nechf a, f < 1, potom z (3.22) dostavame

cATBHCOH holl sy + [Pl Lioiry + NP2l Liosr) N TPl Liosr) N |2l Lo:r)

l—« 1—
o =) )

1

a pro n — oo mame
1<0

Y

cO%Z je spor.
e Necht a =1, 8 < 1, potom z (3.22) méame

A+ B+ C+ |hollzory + 1l nory + [[hallor hallzor
| < holl 2.0 >p ]l zoir) + [lR2llz, & Tl oy + I (|1|_<ﬂ) )
n Pn

Pro n — oo dostavame
1< Tl oy -

Podle (3.16) je T'||h1| Loy < 1, coZ je spor.



46

e Necht a < 1, f = 1, potom pro n — oo z nerovnosti (3.22) mame

A+ B+ C + |hollnor + 1P llom + A2l Lo TN byl s o
| < | 0HL<0,T>p 11l ooy + 1hall Lo N | (11|_\5)<0,T> T sl o
n Pn

coz pro n — oo dava
L < |lha|Losr) -

Dle (3.16) dostavame ||hsl|L0;ry < 1 a také dostavame spor.
e Necht o = 5 =1, potom

| < AT BFCH hollnon + [1Pllnom + 2]l om)

p + TPl oy + P2l Loy -

Podle (3.16) mame T'||h1]| Lo,y + [|P2l| Lo,y < 1, & tedy pro n — oo plati
1< Tl ey + bl <1
Znovu dostavame spor.

Vidime, Ze existuje 7* > 0 tak, Ze p < r* pro viechna u splitujici (3.13) a (3.17). Protoze
HUHC'1<O;T) < pT + p, polozime r = r*T + r* 4+ 1. g

Véta 3.6 Necht f(t,z,y) € Car((0;T) x (0;00) x Ry), necht ¢,v,6 € (0;00), o, 5 €
(0;1). Predpokladejme, Ze existuji kladné nerostouct funkce wy,w; € C (0;00) a nezaporné
funkce hg, hy, hy € L{0;T) splriujici (3.15), (3.16), a necht ddle plati odhad

¢ < f(t.z,y) ST —t)°wol@) + willyl) + ho(t) + ha(t)z* + ha(t)|y)”
(3.23)
pro s. v. t € (0;T) a vSechna x € (0;0), y € Ry .

Potom md iloha (3.12) tesent kladné na intervalu (0;7T).

Dikaz:

1. krok - konstrukce pomocné singuldrni ulohy.

Dle lemmatu 3.5 pro vsechny funkce u € AC" (0; T') splitujici pfedpoklady (3.13), (3.17)
existuje konstanta r € (1;00) takova, Ze ||ul|croy < 7. Pros. v. t € (0;7) a vSechna
x,y, 2 € R definujme pomocné funkce

z pro |z| <r
o(z) =
rsgnz pro |z| >r

(viz obrazek 9) a

g(t,x,y) = f(t’ |U($)|70(y)) :
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|
3
[an]
N
w

Obrazek 9: Funkce o.

Budeme aplikovat vétu 3.2 na pomocnou singularni alohu
u"(t) + g(t,u(t),u'(t)) =0, u(0)=u(T)=0 (3.24)
a ukdzeme, ze uloha (3.24) ma FeSeni u takové, Ze
0<u(t)<rprote (0;T) alu|comr <. (3.25)
Vzhledem k definici funkce g diky témto odhadtim plati
F@tu(t), /() = g(t,u(t),u'(t)) pro t € (0;T)

a funkce u bude také fesenim tlohy (3.12).
2. krok - konstrukce aproximugjicich reguldarnich tuloh.
Zvolme libovolné n € N, pro s. v. t € (0;T) a vSechna z,y € R polozme

1
g(t,|z|,y)  pro|z] > -
1 1
gl(t,—y| prolz| < —
n n
1

gn(t, 2, y) pro |y| > "

n 1 1 1 1 1
sl e, =) ly+=)—gnltiz,— ) (y—=]| prolyl<—.
2 n n n n n

Nyni uvazujme pomocné tlohy

u'(t) + fult,u(®), v’ (t) =0, u(0)=u(T)=0. (3.26)

gn<t) ZU, y) -

fn(ta T, y) =

Ovéfime, Ze jsou splnény vSechny predpoklady véty 3.2. pro ulohu (3.24).



3. krok - konvergence posloupnosti aproximugicich resent.

Protoze funkce f(t,z,y) nemé ¢asové singularity plati, ze g € Car({0;T) x D), A; =
(0;00) a Ay = R. Vidime, ze f, € Car((0;T) x R?). Dale zvolme ¢, = * a n, = i
Z konstrukce funkei f, plyne, ze

falt,z,y) = g(t, 2,y) pros. v. t € (0;T)
(3.27)
a vSechna = € (g,;00) , |y| € (n,;00)

a predpoklad (1) véty 3.2 je splnén.
Déle dostavame

n n

¢ < fult,z,y) < (T —t)°wy <l) + wy <1) + ho(t) + hi(B)r™ + ha(t)r® = m,(t)

pros.v.t € (0;T). Protoze m,, € L{0;T), véta 2.3 zajistuje existenci feseni u,, € AC* (0; T)
uloh (3.26) pro vSechna n € N. Podle (3.23) a (3.27) mame

¢ < —uy(t) < (T =) [wolun(t)) + wo(1)] + wi(1) + wi (Juy, ()]) +

+ho(t) + ha(t) [un(t)* + 1] + ha(t) [Jul, ()] + 1]

pros. v. t € (0;T) a vSechna n € N. Funkce u, tedy spliuji (3.13), (3.17) a dle lemmatu
3.5 plati
l|n||c1 0y < 7 pro véechnan € N . (3.28)

Definujme mnozinu

Q= {v e Ct 0;7) : [Jvlleromy < r} )

Déle mame u,(0) = u,(T) =0 a u/(t) <0 pros. v.t € (0;T), a tedy u,, > 0 na intervalu
(0; 7). Vidime, Ze [u,(t),ul,(t)] € A; x Ay pro t € (0;T) a ze predpoklad (2) véty 3.2 je
splnén.

Podle véty 3.2 existuje u € C (0;T) a podposloupnost {u,} C {u,} tak, ze plati (3.1).

4. krok - lokalni stejnomérnd konvergence derivaci aproximugicich Tesent.

Plati, ze u,(t) > 0 na intervalu (0; T"), funkce wu,, maji maxima t, € (0;7") a u, (t,) = 0.
Podle lemmatu 3.4 existuje dostatecné malé n € (0, %) tak, ze

t
% pro t € (0;t,)
un(tn) >n, up(t) > (3.29)

T—1
% pro t € (t,;T)

(viz obrazek 10). Integraci nerovnosti ¢ < —u/ mame pro vSechna n € N

c(t,—t) <ul(t) prote(0;t,) ,
(3.30)
c(t—t,) < —ul(t) prote (t,;T) .
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Ntn

n(T—tn) |
T

Obrazek 10: Nerovnosti (3.29).

Zvolme libovolné ny € N. Podle véty 1.6 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté) pro funkci
U, na intervalech (0;¢,,) a (t,,;7T) existuji & € (0;t,,) a & € (tny; 1) tak, ze plati

Ung (tng) — Uny (0) ' U (T') = Uny ()

= - ! .
tno _ 0 u’no (51) ) T o tno uno (52)
Uzitim (3.28) mame
n tn
l<UO< O):u;0(§1)<r,
tno no
a tedy * < t,,. Déle
Ui Ung (tno) /
_ _ — > —
o1, > Tt Uwel)>r
a dostdvame —1 < T —t, a t,, <T — 1. Dohromady méame
n n
0<=-<t,<T—-—=<T, neN. (3.31)
r r

Podle véty 1.3 (Bolzanova - Weierstrassova véta) existuje konvergentni podposloupnost
posloupnosti {t,}. Diky odhadim (3.31) lezi limita této podposloupnosti v otevieném
intervalu (0;7") a podposloupnost {us} C {u,} mizeme vybrat takovym zptusobem, aby
spliiovala (3.1) a aby platilo élgglo te =ty € (0;7). Potom

t
% pro t € (0; 1)
u(t) > (3.32)

T—1
% prot € (ty;T) .

Polozme S = {to} a vyberme libovolny interval (a;b) C (0;7)\ S.
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1. Necht nejprve (a;b) C (0;to). Potom existuje ¢; € N takové, Ze pro ¢ > {1 dostavame
1 1
te —to] < 5(150 —b), () C 7ite)

w(t) > = =:1c1, uyt) >clty—1t)>c(ty—0) > =(to—b) =&

N O

pro t € (a; ).

2. Nyni necht (a;b) C (t9; T'). Potom existuje ¢, € N takové, ze pro ¢ > {5 dostavame

1 1
[te — to] < §(a—t0) . {a;b) C (tg;T— z) ,

N —b) (a—ty) =: Gy

=:cy, —uy(t) >c(t—ty) > cla—ty) >

N O

pro t € (a;b).

Vidime, Ze pro libovolné (a; by C (0;7)\ S existuje pfirozené ¢islo £* = max{ly, [} a kladné
konstanty ¢* = min{c;, o}, ¢ = min{cy, &2} tak, ze u,(t) > ¢*, |uy| > ¢ pro t € (a;b),
¢ > (*. Tedy pro s. v. t € (a;b) plati

[ folt, ue(t), we(t))] < (t) € L(a;b)

kde
Y(t) =sup{|f(t,z,y)|: "<z <r; <[y <r}.

Dokazali jsme, Ze na kazdém intervalu (a;b) C (0;7) \ S existuje nezaporna funkce ¢ €
L {a;b) takova, ze

lug (t)] < (t) pros. v. t € (a;b) avSechna f € N, (> (*.

Uzitim véty 1.1 (Absolutni spojitost Lebesgueova integralu) dostaneme, Ze pro libovolné
e > 0 existuje 6* > 0 tak, Ze pro vSechna 1,1y € (a;b), |t1 — t2| < 0* plati

Jup(tr) — wp(t2)| =

to to
/ u”(t) dt‘ < / Y(t)dt < € pro vSechna ¢ > (* .
t1 t1

Protoze u; € ACY(0;T) pro i € N, podle véty 1.12 plati u; € C (0;T) a podle véty 1.4
(Cantorova véta) jsou funkce u; na intervalu (0;7), a tedy také na (a;b) C (0;7) \ S
stejnomérné spojité. Existuji tedy konstanty d;, ¢ = 1,---,¢* — 1 takové, Ze pro vSechna
ti1,to € <a,b>, |t1 — tgl < 51 plati

[ui(t) — ui(ta)] < e .

Zvolme & = min{d, -+, dp_1,0*}. Dohromady dostavame, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje
d > 0 tak, 7Ze pro vSechna tq,ts € (a;b), |t1 — ta| < 0 plati

lug(t1) — uy(t2)| < € pro vechna ¢ € N .
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Vidime, Ze posloupnost {u}} je na intervalu (a;b) stejné spojita.

Je tedy splnén predpoklad (3) véty 3.2 a plati, ze u € C* ((0;7) \ S) a existuje podpo-
sloupnost {u,} C {u,} tak, Ze plati (3.2).

5. krok - funkce u je w-resenim ulohy (3.12).

Zvolme libovolné t3 € (0;ty). Protoze plati ]}Ln; t, =to € (0;7T), existuje k3 € N tak, ze

pro v8echna k > ks je t3 € (0;t;). Podle (3.30) dostavame
ety — t3) < up(ts) .
Z podminky (3.2) a toho, zZe t3 byl libovolny prvek intervalu (0;ty) plyne
c(to—1t) <u/'(t) prot € (0;tp) .
Podobné postupujeme na intervalu (¢y; 7’) a dostaneme
c(t—to) < —u'(t)prot e (to; T) .

Dale mame
lim o'(t) > lim u'(t) < —¢(T — :
t_l)%iu(t)_cto>0, tir%l_u(t)_ (T —t) <0
Protoze u}, je klesajici na (0;T") pro vSechna k € N, plati dle (3.2), Ze v’ je nerostouci na
(0;t9) a na (to; T'). Tedy existuji limity

. ’ . /
tggl_ u'(t) tEglJr u'(t) .

Dohromady «/(t) > 0 na (0;¢y) av/(t) < 0 na (to; 7). Tedy ¢ je jediny bod, kde u/(to) = 0,
nebo u/(ty) neexistuje. Podle (3.32) plati, Ze u je kladné na (0; 7). Tedy S = {to} spliluje
predpoklad (4) véty 3.2 a funkce v’ € AC,.((0;T)\ S). Funkce u je w-feseni tlohy (3.24).

ProtoZe u(t) > 0 na intervalu (0;7") a protoze plati odhad (3.28), podle (3.1) a (3.2) je
splnén odhad (3.25) a funkce u je soucasné w-fesenim tlohy (3.12).

6. krok - funkce u je tesSenim tlohy (3.12).

Podle (3.23) méme f(t, ux(t),u)(t)) > 0 pros. v. t € (0;T) a v8echna k € N. Pfedpo-
klad (5) véty 3.2 je splnén, u' € C (a;b), funkce u je feSenim tlohy (3.24) a diky odhadu
(3.25) soucasné také Fesenim tulohy (3.12). O

Priklad 3.7 Uvazujme tlohu (1.7) z prikladu 1.33. Funkce f ma singularitu v proménné
x. Navic funkce f spliiuje pfedpoklady véty 3.6, nebot f € Car((0;1) x Ry x R), ¢ = 1,
y=6=2a=0=0w) =%, wx) =0 h(t) =1, h(t) = ha(t) = 0 a je tedy
zarucena existence feseni nasi ulohy.

Piiklad 3.8 Pros. v. t € (0;T) a vSechna x € (0;00), y € Ry definujme funkci

1 B3(T — t)°
ﬂww=—+—%rl+ﬂﬁ+

Vit

1

VIl

(1+ |y|arctgt) .
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Druhy c¢len funkce f mé prostorovou singularitu v bodé = 0 a posledni ¢len v bodé
y=0.
Miuizeme ovérit, ze funkce f spliiuje predpoklady véty 3.6 pro ¢ = \/LT’ a == %,
_5_3 _ 1 _ 1 _ 1 _ 410 _
Y= 5 = 5 (J.Jo(iL') = 72 wl(\y]) = W’ ho(t) = 71;/, hl(t) =1 a hg(t) = arctgt.

Funkce wg,w; € C(0;00) jsou kladné a nerostouci. Funkce hg, hy, he € L{0;7T) jsou
nezaporné.

/OT(t’y—i-té)wO() /(\/_+\/_>—dt—4\/_<oo

0

/OTwl(t)dt:/OTﬁdt:2\/T<oo

a (3.15) plati. « = 8 =1 a (3.16) je splnéna také. Dale mame

flt,z,y) = L +—t3<T_t)3+t1°\/_+—1 (1 + |y| arctgt)
c:— X,y x y|arctgt) =
vT ~ Vi a? V1]

= (T — t)°wo() +wi(ly]) + ho(t) + ha () + ha(t)]y|”
pros. v. t € (0;T) a vSechna x € (0;00), y € Ry a je tedy splnéna také (3.23).
Piiklad 3.9 Nechf T'=1. Pro t € (0;1) a v8echna x,y € Ry definujme funkci

t2 3 1
f(t,x,y):vl—t(l—i—;) +W+m($+‘y’) )

Prvni ¢len funkce f(t,z,y) mé prostorovou singularitu v bodé z = 0 a druhy v bodé y = 0.
V ¢asové proménné t funkce f(t,z,y) singularitu nema.

Vidime, Ze f splnuje predpoklady véty 3.6, jestlize poloiime c= 3 ,a=0=1v=2,
0 =73, wo(z) =3, willyl) = ﬁa ho(t) = VI—1, i(t) = 57, ha(t) = ﬁ

Funkce wy,w; € C(0;00) jsou kladné a nerostouci. Funkce hg, hy, hy € L(0;1) jsou

nezaporné.
1 1 1 5
/ (ﬂ+t5)w0(t)dt:/ (#+ Vi) 7t =2 <0,
0 0

1 1
/ wl(t)dt:/ 5 dt:g<oo
0 o |t 2

1
Il = Il = | fozdt = 5

1
Hh1HL<O;1) + thHL(O;D = Z_L <1

a (3.15) plati. a = 5 =1,
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a (3.16) je splnéna. Protoze funkce g(y) = % + ;=¥ mé na intervalu (0;00) minimum
v bodé 8 a jeho hodnota je 2, mame
3 3 1 t 3 1
c=- < —— 4 —yl < flta,y) =VI—t(1+ =)+ ——=+——=(z+|y)) =
S < g gl S S (1 5)+ 50

= t7(T — t)°wo(x) + wily]) + ho(t) + ha()z* + ha(t)]y|’
pros. v. t € (0;1) a vSechna = € (0;00), y € Ry. Vidime, Ze (3.23) je splnéna.

Piiklad 3.10 Necht 7' = 27. Definujme funkci f(¢,x,y) pro t € (0;27) a vSechna
x € (0;00), y € Ry.

I (2m —t)4 e 5t* + 2t
t = V/t8 10 ( 3 :
f(t,z,y) <e+ " + - m + 3 Vr + 0000 !

Funkce f mé prostorové singularity v.x = 0 a y = 0. Mzeme ovétit, ze f spliiuje pied-
poklady véty 3.6 pro ¢ = %, o= %, =1 ~= %, 0 = %, wo(x) = ;—2, wi(ly]) = <%=

lyl’
ho(t) = et V8, In(t) = £, ha(t) = S
Funkce wg,w; € C(0;00) jsou kladné a nerostouci. Funkce hg, hy, he € L{(0;27) jsou
nezaporné.

2m 2m 1
/ (£ + 1) wo(t) dt = / <\/t_8 + %74) t_S dt = %\/5 83 +30V/2m < o0,
0 0

2m 2m
e o€ 5
wl(t)dt:/ —dt = —V1671* < o0
/0 o It 4

a (3.15) plati. o = é, B =1,

Il B /2” St 42t 3210 +dm?
211 £40;2m) 10000 10000 ’

a tedy (3.16) je splnéna. Protoze funkce g(y) = % + 535 M4 na intervalu (0; 00) minimum

v bodé 32 a jeho hodnota je %, mame

1 1 e 5(2m)* + 47

— <
o320 = T T 10000

Y (2m —t)* 5t + 2t
= Vi3 | e+10 (Wz L I Y
v ol 10000
= (T — t)°wo() +wi(ly]) + ho(t) + ha () + ha(t)]y|”
pro s. v. t € (0;27) a vSechna = € (0;00), y € Ry. Vidime, Ze (3.23) je splnéna.

< lyl < f(t,z,y) =
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3.3 Druha aplikace

Nyni aplikujeme druhy existenéni princip (vétu 3.3) na singularni tlohu s ¢-Laplacidnem,
kde funkce f(t,z,y) mizZe mit singularity pouze v proménnych ¢ a . Budeme hledat fesSeni
kladné na intervalu (0;7") a predpokladat, ze f € Car((0;T) x D), kde D = (0;00) x R.
Diikaz aplika¢ni véty 3.13 je zaloZen na vété 3.3 (Druhy existenc¢ni princip). Potfebujeme
tedy omezenou mnozinu Q C C* (0; T'). Nejprve dokdZeme pomocna lemmata.

Lemma 3.11 Necht f, € AC (a;b) pro vSechna n € N. Necht existuje nezapornd
funkce m € L{a;b) takovd, Ze |f!(t)| < m(t) pro s. v. t € (a;b) a vSechna n € N. Potom
je posloupnost { f,} stejné spojitda v intervalu {(a;b).

Diikaz: Zvolme libovolné £ > 0. Potom podle véty 1.1 (Absolutni spojitost Lebesgueova
integralu) existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna tq,ty € (a;b), t; < ta, ty — t; < 9 plati

to
/ m(t)dt < e .
t1

Zvolme libovolné ny € N. Dostavame
to

oo (1) — fuo(t2)] < / L 0]dt < / m(t)dt < e .

t1 t1

ng je libovolné pfirozené ¢islo, nerovnost

|fn(t1) - fn(t2)’ <e

plati pro vSechna n € N a posloupnost {f,} je stejné spojita v intervalu (a; b). O

Lemma 3.12 Necht ay,a2 € (0;T), a1 < ag, ro,k € (0;00). Necht hg € L{0;T) je
nezapornd funkce a necht w je funkce kladnd na intervalu (0;00) splriugici

/Ooo%:oo. (3.33)

Potom existuje r > 0 takové, Ze pro kazZdou funkci u splnugici podminky

o) € AC(T) . Jullewr) <o,
(o' (£))) sgn'(t) = —reo(j6(u (1)) (ho(t) + W/ (D)) pro s. v. t € (O;az) , p (3.34)

(o(u'(t))) sgnu'(t) < rw(|o(w'(1))])(ho(t) + [w/(B)])  pro s. v. t € {ar;T)
plati odhad ||u'||com) < 7.

Diikaz: Zvolme libovolnou funkei u splitujici podminky (3.34). Plati ¢(u') € AC (0;T)
a podle poznamky 1.22 je u € C'(0;T). Uzitim véty 1.6 (Lagrangeova véta o stfedni
hodnoté) mizeme najit £ € (ay;az) tak, ze
|u(az) —ulaa)| _  2ro

W' ()] = < =:co

a2 —aq a2 — g
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Polozme v(t) = ¢(u/(t)) pro t € (0;T). ¢ je rostouci lichy homeomorfismus s ¢(R) — R,
a tedy [v(&)| = |0/ (£))] < d(co) a sgnu/(t) = sgno(t) pro t € (0;T). Podminka (3.33)

zajistuje, Ze existuje konstanta p > ¢(co) tak, ze
[ o > #Whollsn + 20 (3.9
—— - KU[|"o||L{o;T) To) - .
¢(co) w(s)

Ukazeme, ze |¢(u'(t))| < p pro t € (0;T'). Dkaz provedeme sporem.

e Predpokladejme, ze max{|v(t)| : t € (0;&)} = |v(ay)| > p. Protoze p > ¢(co) > w(§)
mame a; < & a existuje /1 € (aq;&) tak, ze |v(B1)| = (o), |v(t)] > (o) pro
t € {aq; B1). Z nerovnosti v podmince (3.34) platici na intervalu (0; az) dostaneme

o (1)) sen (1) |
Slloa = )+l

a tedy @ "
v'(t) sgno(t
(o) =

Integraci této nerovnosti pres interval (aq;5;) a uzitim substituce s = |v(t)| dosté-
vame

_/Of%dt /¢|<(?)| wc(lj) S/i(/jl ho(t)dt+/:l |u’(t)|dt> - (3.36)

Protoze |v(t)| = |o(u/'(t))| > ¢(co) pro t € (au; f1), vidime, ze v’ neméni znaménko

|
na intervalu (ag; 51), a tedy
B1
/ (1) dt‘ <orp .
ail

B1
| wwla-
a1
Nerovnost (3.36) vede na

P ds lv(a)l g

| < < wlhlluo +2n)

ole0) W(5)  Joier)  w(s)

coZ je ve sporu s nerovnosti (3.35). Tedy |v(aq)| < p a tim jsme ukazali, Ze

|p(u'(t))] = [v(t)] < p prot € (0;€) .

ho(t) + |u/'(t)]) pros. v. t € {ay; 1) .

e Nyni predpokladdejme, ze max{|v(t)| : t € ({;T)} = |v(ag)| > p. Protoze p > ¢(cg) >
w(§) méme ap > £ a existuje f € (§;az) tak, Ze [v(B2)| = ¢(co), [v(?)] = ¢(co) pro

t € (B2; a2). Z nerovnosti v podmince (3.34) platici na intervalu (a;;7) dostaneme
¢(u'(t)) sgn /()

S D))

< K(ho(t) + [/ (1)]) ,
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a tedy
v'(t) sgno(t)
w(lv(®)])

Integraci této nerovnosti pres interval (fs; ) a uzitim substituce s = |v(t)| dosta-

< k(ho(t) + |u/(t)]) pros. v. t € (Ba; ) .

vame
az (¢ ¢ lv(a2)| d az az
/ v(t)sgno(t) o :/ iy (/ ho(t) dt+/ yu'(t)ydt) . (3.37)
. w(v@®)) blcr)  W(s) 2 b
Protoze |v(t)| = |¢p(u'(t))| > ¢(co) pro t € (fa; ), vidime, Ze u' neméni znaménko

na intervalu (y; ), a tedy

a2 a2
/ ()] dt = ’/ 0 dt‘ <.
B2 2

Nerovnost (3.37) vede na

P ds lv(a2)l g
| <] < ol +2r0)
o(eo) W(8)  Joe)  w(s)

coz je opét ve sporu s nerovnosti (3.35). Tedy |v(ag)| < p a
|o(u'(£))] = [o(t)] < pprot € (&T) .
Dohromady dostavame, ze
(' (t))] < p pro t € (0;T)

a odhad ||v/||cry < r plati, jestlize polozime r = ¢~*(p). d

Véta 3.13 Necht f(t,z,y) € Car((0;T) x (0;00) xR). Necht o1 a 05 jsou dolni a horni
funkce lohy (1.4) magici konecné derivace v bodech 0 a T a necht

0 < o1(t) <oy(t) prot € (0;T) . (3.38)

Predpoklddejme, Ze existuji konstanty ay,ay € (0;T), a3 < ag, b* € (0,00), nezapornd
funkce h € L{0;T) a funkce w* € C (0;00) spliugici

/000 wf(i) =00, w'(s)>b"prose(0;00) . (3.39)
Ddle necht
f(t z,y)sgny < w*(o(y)])(h(E) + [yl) (3.40)

pro s. v. t € (0;as) a viechna x € (o1(t);02(t)), y € R,

ftz,y)sgny = —w([o(y)) (A (t) + |y]) (3.41)
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Obréazek 11: Funkce «(t, x) pro pevné zvolené t.
pro s. v. t € {a1;T) a viechna x € (o1(t); 02(t)), y € R.
Potom mad dloha (1.4) teSent spliiujici odhad (2.6).

Diikaz:
1. krok - konstrukce pomocnych regularnich tloh.
Zvolme libovolné n € N, n > 2 Rozdélime interval (0;7) na tii mnoziny. Ozna¢me

1 1
n n

Definujme funkci
o1(t) pro z < oy(t)

alt,z) =< x pro o1(t) < ax <rg
o pro x > rg
(viz obrazek 11) pro vSechna t € (0;7T), = € R, kde
To = maX{HO'IHC(O;T)a HU2||C(0;T>} .
Dale polozme kK =1 + bi a
ho(t) = h(t) + [(#(01 (1)) + [(#(03(2)))] -

Protoze funkce w* splituje podminku (3.39), existuje neklesajici funkce w € C (0;00) také
spliiujici podminku (3.39), takové ze

w*(t) <w(t) prot € (0;00) .
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Obréazek 12: Funkce .

Plati, ze hg € L({0;T) je nezaporné funkce, funkce w je kladna a spliiuje podminku
(3.33), a tedy podle lemmatu 3.12 existuje konstanta r > 0 takova, Ze pro kazdou funkci
v splitujici podminky (3.34) plati odhad ||u'||co;r) < 7. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokla-
dejme, ze

r>sup{|oi(t)|: t € (0;T)} +sup{|oy(t)|: t € (0;T)} .

Definujme funkce

y pro [y| <
By) =
rsgny pro |yl >r
(viz obrazek 12) pro y € R,
[ (¢(05(1)) pro & > a(t)
(z — 01(1))(¢(05(1)))" + (02(t) — 2)(d(01(2)))’
gn(t,z) = Ty p——ry pro o1(t) < x < o9(t)
[ (@(01(1))) pro ¥ < oy (t)

(viz obrazek 13) pros. v. t € A,, a vSechna x € R a

[t alt, z),B(y)) prot €A,
futzy) = ¢ —(¢(01(1)) prot € Ay,
—gn(t, x) prot e A,
pro s. v. t € (0;T) a vSechna x,y € R.
Nyni uvazujme regularni tlohy (1.5). Abychom mohli aplikovat vétu 3.3 (Druhy exis-

ten¢ni princip), potfebujeme ukazat, Zze reguldrni tlohy maji feSeni, a déle tyto feSeni
omezit, abychom mohli zkonstruovat mnozinu {2.
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gn(t, )

0 Jl(t) O'Q(t) :IZ’

Obréazek 13: Graf funkce g, (¢, x) pro pevné zvolené t.

2. krok - existence Teseni requldrnich tuloh a jejich odhady.
Funkce f,, € Car({0;T) x R?) a déle f, spliiuji nerovnosti

fult,x,y) sgny < sw(|o(y)]) (ho(t) + |yl)
(3.42)

pros. v. t € (0;as) a vsechna z € (o1(t);02(t)), y € R,

fn(t,2,y) seny > —rw(|o(y)]) (ho(t) + [y])
(3.43)
pros. v. t € {a;;T) a vSechna x € (01(t);02(t)), y e R .

Vidime, Ze 01 a 09 jsou dolni a horni funkce tloh (1.5). Navic existuji funkce m,, € L (0;T)
takové, ze
|fu(t,z,y)| < my(t) pros. v.t € (0;T) .

Tedy pro vSechnan € N, n > % nam véta 2.5 (Metoda hornich a dolnich funkei) zarucuje
existenci FeSeni u,, tloh (1.5) spliujici odhady

o1(t) < uy(t) < oo(t) prot € (0;7T) . (3.44)

Navic u, spliuji podminky (3.34) pro x = 1 + bl a podle lemmatu 3.12 plati odhady
lunllcom <7

3. krok - existence Tesent singularni ulohy.

Nyni ovéfime, Ze jsou splnény predpoklady véty 3.3. Polozme 21, = (0; r), Ay = (—r;7),
En :max{01 (%) , 01 (T— %)}, Nn = % pron € N.

Definujme mnozinu

Q={veC (0;T): o1(t) <v(t) <os(t) prot € (0;T) , ||V'lcom <7} -

Potom jsou splnény podminky (1) a (2) véty 3.3 a mtzeme vybrat podposloupnost {u,} C
{u,} stejnomérné konvergentni na (0;7") k funkci u € C (0;T). Protoze funkce u,, spliiuji
odhady (3.44) spliiuje funkce u odhad (2.6).
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Zvolme (a;b) C (0;T) a polozme
r. = min{o1(t) : t € (a;b)} .

Dle (3.38) je 7. > 0. Potom existuje £y € N, £y > 2 tak, Ze pro { > {, dostavame (a;b) C A,
a
| fo(t, ue(t), uy(t))| < m(t) pros. v. t € (a;b)
kde
m(t) = sup{[f(t,z,y)| - r. <@ <oa(t); |yl <7}
Protoze wu,(t) > 0 na intervalu (0;7) a protoze funkce f(t,z,y) nema singularitu v pro-
ménné y plati, ze m € L (a;b). Podle lemmatu 3.11 dostavame, Ze posloupnost {¢(u))} je
stejné spojitd na intervalu (a;b). Mnozina S je prazdnéd a predpoklady (3) a (4) véty 3.3
jsou splnény. Tedy ¢(u') € AC),. (0;T") a funkce u je w-FeSeni tlohy (1.4).
Oznacme
wo = max{w(s) : s € (0;(r))} ,
Y(t) = —kwo(ho(t) + 1) .

Z nerovnosti (3.42) dostavame, ze

—fult, we(t), uy(t)) sgnuy(t) = ()

pro s. v. t € (0;aq) a vSechna ¢ > ¢, a podobné nerovnost(3.43) nam dava

Felt, ue(t), u(t)) sgnug(t) = (1)

pro s. v. t € {(ay;T) a v8echna ¢ > /.
Pokud polozime p = 0, ug = —1, s =0, sy = T, Ay = 1, n = min{as, T —a; } dostavame
(3.11). Tedy dle véty 3.3 mame ¢(u') € AC(0;T) a funkce u je feSeni tlohy (1.4). O

Piiklad 3.14 Necht o, 8 € (1;00),a € R, b € (0;\%), c € (0;00), d € (O;%—Zb).
Uvazujme tlohu (1.4) kde ¢(y) =y a

1 1

f(t,l’,y): (m_t_o‘+a> (ZE—bt(T—t))y+cy2_d_|_t(T_t)

T

pros. v. t € (0;T) a vSechna = € Ry, y € R. Prvni ¢len funkce f mé Casové singularity
vt=0,t="T aposledni ¢len funkce f ma prostorovou singularitu pro z = 0.
Polozme a; = %, ag = %, b*=c+1,

T (1
o1(t) =bt(T —t), o9(t) =1y > . <a —l—b) :

woma{((2) o) b (3) e}
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T2

bT?

Obrazek 14: Funkce o1, 0s.

ht)y=K, w'(s)=(s+1)(c+1)

(funkce o1, 09 jsou zobrazeny na obrazku 14).
Ovérime predpoklady véty 3.13.
Plati, ze f(t,z,y) € Car((0;T) x (0;00) x R).
Déale 01(0) = 01(T) = 0, o}(t) = bT — 2bt, o{(t) = —2b, a protoze d € (0;+ — 2b),
b < % (tj. § —2b > 0), mame
ol (t) + f(t,01(t), 01 (1)) =

1

= —2b+ <m — tia + a) (bt(T —t) — bt(T —t)) (—2b) +c(bT —2bt)* — d+ UT —1)

bt(T —t) —
1
2—2b—|—c(bt—26t)2—d+5 >0

a o1 je dolni funkce nasi ulohy. Navic plati 01(0) = b7 € R, 0{(T) = —bT € R.
Plati 02(0) = 09(T) = ry > TTZ (1 +0b) > 0, o)(t) = o4(t) = 0. Protoze mé funkce
g(t) = ¢(T — t) maximum na intervalu (0;7") v bodé T a jeho hodnota je TTQ a protoze na

intervalu (0; T") plati

T2 /1 T2 (T —t
oo(t) =19 > (a+b)2—2( )7

dostavame
0y (t) + f(t,02(t), 05(t)) =

1 1 (T —1t)
_ - BT —1))-04c-0—d _
0+<(T—t)f3 ta+a (& ( ))-04+¢-0 + -

t(T —1)

T2

= —d + <0

a funkce o3 je horni funkce nasi tlohy, pficemz o4(0) = o4(T) = 0 € R.
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Protoze na intervalu (0;7) je

T2
bt(T—t) sz <79,

aw*(s) >c+1=10"pro s € (0;00) a predpoklad (3.39) je také splnén.
Zbyva ovérit, ze (3.40) plati pro s. v. t € (0; 1) a vSechna z € (01(t);72), y € R a Ze
nerovnost (3.41) plati pro s. v. t € (£;T) a viechna z € (01(t);72), y € R.
Predpokladejme, Ze © € (01(t);72), a tedy plati x > —bt(T — t).

plati odhad (3.38).
Dale

e Necht y = 0. Potom sgny = 0 a obé podminky jsou splnény.

e Necht y > 0. Pros. v.t € <O; %> dostavame,

f(t,z,y)sgny = (ﬁ —tia—i-a) (z =0T —t)y+cy’ —d+ t(Tx_ ) <
2\’ 2 1 2
< <T> +a|ry+cy +5§Ky+cy + K <
< (y+1D)(e+ DK +y) = (o)) (At) + |y])
apros.v.te <§;T> plati,
—f(t,x,y)sgny = — (ﬁ —tia—i-a) (x—bt(T —t))y —cy* +d — t(TT_t) <

< tiarzy+ d < (%) roy +d < Ky + K < w (o)) (h(t) + y]) -

e Necht y < 0, potom pros. v. t € <O; %> plati,
1 1 T —t)

f(t,z,y)sgny = — (m—t—a—ka) (w—bt(T—t))y—cy2+d—T <

< ((2) +a) racy) +d < K(ep) +d < o (6D + o)
= T

apros.v.te <%;T> dostavame,

A 1 , HT — 1)
_f(t,x,y)sgny—(m—t—a—l—a) (l'—bt(T—t))y+Cy —d+ - <
st e (3 Vet le
Sty Ty s \r yrTy=

< K(-y)+ey’ + K < (1=y)(c+ 1)K —y) = (o)) (h(t) + [yl) -
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Vidime, ze vSechny predpoklady véty 3.13 jsou splnény a nase lloha ma feseni v spliiujici
odhad (2.6).

Priklad 3.15 Uvazujme singularni ilohu

(W (1) + (ﬁ - %3) (u(t) - t(TQ_ t)) u'(t) + % +3u(t) — % =0,

u(0) =u(T)=0.
Jedna se o tilohu s ¢-Laplacidnem, kde ¢(y) = y>. Funkce

)
ft,z,y) = (ﬁ - %) (x - t(Tz_ t)) y+ t(Tx_ D g2 %

ma casové singularity v ¢t = 0, t =T a prostorovou singularitu pro x = 0.
Polozme a; = %, as = %, b* =4,
t(T —t) 27

oy(t) = 5 oa(t) =17, h(t)zl—i—T, w'(s) =4(/s+1) .

Ovérime predpoklady véty 3.13.
Plati, ze f(t,z,y) € Car((0;T) x (0;00) x R).
Nejprve ovéfime, Ze 01,09 jsou dolni a horni funkce nasi tlohy a ze plati (3.38).

A=t sy =et 0= (5 1) . oo =-3(3-1)

Plati, ze 01(0) = 01(T) =0, 01 € C(0;T), ¢(07) € AC(0;T),

(6(01(1))) + f (¢, 01 (1), 01(2)) =

- () )

+t<T_t)+3(z—t>2—

t(T—t) 2
2

a 07 je dolni funkce nasi lohy. Navic plati ¢/ (0) = % eR, o|(T) = —% eR

Plati 02(0) = 02(T) = T? > 0, o4(t) = d§(t) = 0, 03 € C(0;T), ¢(c})
Protoze mé funkce ¢(t) = t(T" — t) maximum na intervalu (0;7") v bod
je TTZ dostavame

Con (D) () 0 M0y

—t)2 T
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—t(T_t)—l<1—l<0,
T2 374 3~
funkce o3 je horni funkce nasi tlohy a 04(0) = 04(T) =0 € R.
Na intervalu (0;7') je
_ 2
tH(T —1t) < T T
2 8

a odhad (3.38) plati.
Dale

/ Tds / Tl -
o wis) Jo AVs+1)
aw*(s) >4 =>b"pro s € (0;00) a predpoklad (3.39) je také splnén.
Jests zbyvé oveéiit, Ze (3.40) plati pro s. v. t € (0;2) a viechna z € (01(t); T?), y € R
a Ze nerovnost (3.41) plati pro s. v. t € (£;T) a vechna z € (01(t); T%), y € R.
Predpoklédejme, 7e € (04(t); T?), a tedy « — 22 > 0.

e Necht y = 0. Potom sgny = 0 a obé podminky jsou splnény.

e Necht y > 0, potom pros. v. t € <O; %> plati,

f(t,z,y)sgny = <<Tit)2 —tlg) (as— t(TZ_t)>y+Q+3y2—%§

1 t(T —t
Qxy—i— ( )

=T

4
+3y2§ﬁT2y+2+3y2:3y2+4y+2§

<yt sy =+ 02 < a1 (143 4 5) = oD + )

a (3.40) je splnéna.
Pros.v.t € <§;T> plati,

—f(t,,y)sgny = — (ﬁ—%) <x— t(T_t))y—@—i%y”

2

1127,

a (3.41) je splnéna.

3= Tty <40 (142 +0) = (0D +i)

e Necht y < 0, potom pros. v. t € <O; %> plati,

1 1 HT —t) Hr—t ., 1
f(t @, y)sgny <(T_t)2 tg) (x 5 )y . vy s
< ! +1< 4T2+1 4+1< 4y +4 <
—_— X — _—— —_ = — — —
=TTy Tt YTy T Ty TR
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ey 1) (1457 - ) = QoD + o)

a opét je splnéna (3.40).
Pros. v.t € <%;T> plati,

—f(t,z,y)sgny = (ﬁ - tl?,) (:r— t(Tz_ t)) y+ t(Tx_ 2 + 3y — % <

1 27
S—t—ga:y+3y2+2§—ﬁT2y+3y2+2:
27 27 27
=3P+ y+2<pP—4(24+4= 414+ =) =
vy T2<dy (+T)y+<+T)

— o+ 1) (145 ) = (8GR0 + 1)

(3.41) je splnéna i v tomto piipadé.
VsSechny predpoklady véty 3.13 jsou splnény a nase tiloha ma feSeni u splitujici odhad
(2.6).
3.4 Treti aplikace

V této tieti aplikaci mame opét tlohu s ¢-Laplacidnem. Funkce f(t,z,y) miZze mit ¢asové
singularity prot = 0 at =T a dale mtize mit silné i slabé singularity v nule v prostorovych
proménnych = i y. Navic mtize mit funkce f(¢,2,y) v proménnych x a y libovolny rist.
Predpokladejme, ze f € Car((0;7)xD), kde D = (0; 00) X ((—c1; ¢2)\{0}). Dtikaz aplika¢ni
véty 3.16 je zaloZen na vété 3.2 (Prvni existencni princip).

Véta 3.16 Nechfv € (0;1), e € <0; @), c1, ¢ € (v;00), f(t,z,y) € Car((0;T) x D),
kde D = (0;00) x ({(—c1;¢2) \ {0}). Oznacme o3(t) = min{cat, 1 (T —t)} pro t € (0;7T)
a predpokladejme, Ze

f(t,o9(t),05(t)) =0 pro s. v. t € (0;T) , (3.45)

0< f(t,x,y) pros. v.t € (0;T) , Vre(0;02(t)) , ye(—c;e2)\{0}, (3.46)

e < f(t,x,y) pro s. v. t € (0;T) , Va e (0;02(t)) , ye{—v;v)\{0}. (3.47)

Potom md tloha (1.4) Teseni u, které spliuje odhady

0<u(t)<oy(t), —c<u{t)<cyprote(0;T) . (3.48)
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\
0 En T

Obrazek 15: Funkce «,.

Dtikaz:

1. krok - konstrukce pomocniych uloh.

Necht n € N, L < v, n > 2. Polozme ¢, = min {03 (1), 02 (T = )}, n, =
o1(t) = 0 na intervalu (0; 7). Pro z,y € R definujme funkce

r proe, <

an(r) =
En Proxr < g,
(viz obrazek 15),
Co pro y > co
Bly)=3 v pro —aa<y<c

—c1 proy < —c;

(viz obrazek 16),

Cc2 — — —

—c1

Obréazek 16: Funkce .
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\ \
\ \
\ \ 7(y)
\ \
\ \
\ \
\ \
—c1 —V 0 v c2 Y
Obrazek 17: Funkce .
(¢ pro |y| < v
0 pro y < —cy nebo pro y > co
= C p—
") g2 Y prov <y < c
Co — UV
1+
e Y pro —c <y < —v
\ Ci — VUV

(viz obrazek 17).
Oznaéme A,, = <
funkce

L. %>, pros. v. t € (0;T) a vSechna z,y € R definujme pomocné

_ 7(y) prot € (0;T)\ A,
fn(ta%y) =
f(t,on(2),B(y)) prote A,

~ 1
fu(t,z,y) pro |y| > -

[ (o) (23] e ()] i<

Funkce f,(t,z,y) pro pevné t,z linedrné spojuje hodnoty funkce ﬁ(t,x,y) v bodech
y=—=ay=1 (viz obrazek 18).
Funkce f € Car((0;T)xD), kde D = (0; 00) X ({(—c1; o) \{0}), a tedy f,, € Car({0;T) x
R?) apron € N, n > % dostavame posloupnost pomocnych tloh (1.5).
2. krok - existence Tesent uloh (1.5).
Pros. v. t € (0;T) definujme funkci

mn(t) = sup{fu(t,z,y) : © € (0;02(t)) ; yER}.

Potom m,, € L{0;T) a |f.(t,z,y)] < m,(t) pros. v. t € (0;T), vSechna x € (0;02(t))
a vsechna y € R.

fn(ta T, y) =
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|
\
1
Obréazek 18: Funkce f,(¢,z,y) pro pevné ¢, z.

Abychom mohli pouzit vétu 2.5 (Metoda hornich a dolnich funkci), musime ukazat, ze
funkce oy a 09 jsou dolni a horni funkce tlohy (1.5). Plati,

(@(a1(1)) + fult, 01(t), 01(1)) = fu(t,0,0) =
Hfeeo2) ) ()
Afrod) ko)

>0 prot e (0;T)\ A,

)1 1 1
— {f (t,sn,—>—|—f(t,5n,——)} >0 pros.v.te A, ,
2 n n

a tedy o1 = 0 je dolni funkce tlohy (1.5), kterd ma v bodech 0 a T" kone¢né derivace.
Déle ay,(02(t)) = 02(t) pro t € A,,. Protoze na intervalu (0; 7") bud o}(t) = —c; nebo
ob(t) = ¢, dostavame (¢(oh(t)))’ = 0 na intervalu (0; T) a podle (3.45) mame

(0(03(1))" + fu(t, 02(1), 05(1)) = ful(t, 02(1), 05(t)) =

Y(o3(t)) =0 pro t € (0; 1) \ A,

f(t,o2(t),04(t)) =0 pros.v.t €A, .

Vidime, Ze 02(t) je horni funkce tlohy (1.5), kterda ma v bodech 0 a T" kone¢né derivace.
Funkce f,,, 01, 02, m,, spliiuji pfedpoklady véty 2.5 (Metoda hornich a dolnich funkef)
a tedy existuje feSeni u,, tlohy (1.5) spliujici odhad 0 < w,(t) < 09(t) pro t € (0; 7).
3. krok - odhady Tesent uloh (1.5).
Podle (3.46) a z konstrukce funkci f,, dostavame (¢(u)))” < 0 pro s. v. t € (0;7T)

a slozené funkce ¢(u!,) jsou nerostouci. Jelikoz ¢ je rostouci homeomorfismus, jsou také
funkce u!, nerostouci. Protoze u,(0) = 02(0) = 0, 0 < w,(t) < o0a(t) a 04(t) < c2 na
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intervalu (0;7), plati nerovnost u/ (0) < ¢y. Funkce u, jsou nerostouci a pro t € (0;7)
dostavame u/, (t) < co. Déle u) (T') > —cy, a tedy u,(t) > —c; na (0; 7). Dohromady méame
odhad

—c1 <u(t) <ecyprot e (0;7T) . (3.49)

Necht mé funkce u,, maximum v bodé ¢, € (0;7). Potom u/ (¢,) = 0, u,(t) > 0 pro
t € (0;t,) au,(t) <0prot€ (t,;T).
1. Necht ¢, — v > 0. Potom existuje a, € (0;t,) tak, ze u, (t) < v pro t € (an;t,).

(a) Nejprve necht a,, < t, — v (viz obrazek 19). Integraci nerovnosti (3.47) dosta-
neme
e(t, —t) < ¢(ul,(t)) pro t € {t, —v;t,) . (3.50)

Obrazek 19: a,, < t, — v.

(b) Nyni predpokladejme a,, > t, — v (viz obrazek 20). Pro t € (a,;t,) opét mame

e(tn — 1) < o(u,(t)) -

0 th—v Gn £, T
Obrazek 20: a,, > t,, — v.

Necht w),(t) > v pro t € (0;a,). Pro t € (t, — v;a,) plati ¢, —t < v a protoze
€€ (0;M> mame

ety —t) Sev < ¢(v) < Pluy(t)) -
Odhad (3.50) dostavame i v tomto piipadé.
Z nerovnosti (3.50) mame
¢ ety — 1)) <l (t) prot € (t, —vity,) .

Integraci této nerovnosti pfes interval (t, — v;t,) a uZitim substituce s = t, — t
dostaneme

tn(t) > tn(tn) — tn (b — 1) = /t _ 4 (1) dt >



70

> /t:ny ¢ (e(t, —t))dt = /OV ¢ (es)ds =11y >0,

tj. plati
Up(tn) > 19> 0. (3.51)

2. Necht ¢, — v < 0. Potom t,, + v < T a existuje b, € (t,;T) tak, ze —u,(t) < v pro
t € (tn;bn).

(a) Predpokladejme, ze b, > t,, + v (viz obrazek 21). Integraci (3.47) dostaneme

e(t —t,) < —o(ul (t)) pro t € {tp;t, +v) . (3.52)

0 s thtv by T
Obrazek 21: b, > t,, + v.

(b) Necht b, < t, + v (viz obrazek 22). Pro t € (t,;b,) plati

e(t —tn) < —o(uy (1)) -

0 tn by tantv T

Obrazek 22: b, < t,, + v.

Necht —u),(t) > v pro t € (b,;T'), potom pro t € (b,;t, + v) plati
(t— ) < v < B(v) < —p(ul(1)) -
Znovu dostavame odhad (3.52).
Protoze homeomorfismus ¢ je lichy, z (3.52) mame
¢ He(t, — 1)) < —ul(t) prot € (tp;t, +V) .

Integraci této nerovnosti pfes interval (t,;t, + v) a uzitim substituce s = t — ¢,
dostaneme

tn+v
tn(t) > tn(tn) — tin(tn + 1) = — / W () dt >
tn

> /tﬁy ¢ et —t,))dt = /V ¢ t(es)ds =15 > 0.
tn 0

Vidime, 7Ze odhad (3.51) plati i v tomto druhém ptipadé.
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nWwW+r——=—7— — — — — — —————‘

votn

‘ * vo(T—t
vo(T—tn) | O‘n(t) = 0<T :
T

Obrézek 23: Funkce a,.

Protoze funkce u/, je nerostouci na intervalu (0;7"), podle (3.51) plati

ar(t) < un(t) < oot) prot € (0;T) |

n

?t pro t € (0;t,)

a,(t) =
%(T —t) prote (t,;T)

(viz obrazek 23).

4. krok - existence teseni singuldrni dlohy (1.4).

K dikazu existence feseni tlohy (1.4) uzijeme vétu 3.2 (Prvni existen¢ni princip). Nyni
ovérime, ze jsou splnény vSechny predpoklady této véty.

Plati, ze f € Car((0;T) x D), kde D = (2 \ {0}) x (/s \ {0}) a A; = (0;00),
Ay = (—cy;09), fn € Car({(0;T) x R?). Vidime, Ze €,, 1, a f, spliiuji podminku (1) véty
3.2.

Uvazujme posloupnost feseni {u,}, n > :% a definujme mnozinu

Q={vel (0;T): 0<v(t)<oa(t); —c1 <V (t) <cama (0;T)} .

Potom také podminka (2) véty 3.2 plati a miZeme vybrat podposloupnost {u,} C {u,},
ktera stejnomérné konverguje na intervalu (0;7") k funkci u € C (0;T').
Podle odhadi (3.49) a (3.51) mame pro £ € N

t 1 174 ty
0<@§W(e)__/ u;(t)dtgf dt =t ,
0 0

Co C2 C2
¢ 1 (T T
gty 1 u;(t)dtg/ dt=T —t,.
1 C1 C1 J¢, te



72

ue(t)
nWrH——=— ——  — — — — — e —‘
|
wtey . __ |
T
‘ * vo(T—t
vo(T—te) | - = o (t) = O(T :
T _TM - [ * __ vot
0 T Qyp (t) - T ‘
‘ |
0 % a b tu te T t

Obrazek 24: t, > t,.

Dohromady dostavame

14 14
0<2<t,<T-2<T.
Co C1

Posloupnost {t,} je omezena a podle véty 1.3 (Bolzanova - Weierstrassova véta) existuje

konvergentni podposloupnost. Vyberme tedy posloupnost {u,} takovym zpisobem, aby
platilo Zlim tr=1t,€(0;T) a
—00

a;(t) <wu(t) < oo(t) prot € (0;T) (3.53)
kde y
Tot pro t € (0;t,)
a,(t) =
Yo
T(T—t) prote (t,;T) .

Polozme S = {t,}.
Nyni zvolme libovolny interval (a; b)
dostaneme

(0;t,). Potom existuje ko € N tak, ze pro £ > kg

C
1 t,—b
(a, b> C (Z,t5> , ‘ng —tu‘ < 2 .

Pro t € (a;b) mame

Necht ¢, > t, (viz obréazek 24), potom plati

ty —
2
Necht ¢, < t,, (viz obrazek 25), potom

b
<t,—b<t;—tprote (a;b) . (3.54)

ty—0b ty,

ty —ty <
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ue(t)
nWrH——=— ——  — — — — — e —‘
|
wtey . __ |
T
‘ * vo(T—t
vo(T—te) | __ - = o (t) = O(T :
T _TM - [ * __ vot
0 T Qyp (t) - T ‘
‘ |,
0 % a b te tu T t

Obrazek 25: t, < t,,.

a opét dostavame (3.54).
UZitim nerovnosti (3.54) a (3.47) mame

174
§€(tg—t):/ eds <
2 ¢

- /t (6uy(5))) ds = — (B(u(te)) — Blup(t))) = Sui() -

Tedy pro s. v. t € (a;b) plati

| folt, we(t), ug(t))] < m(t) € L{a;b) ,

kde
m(t) = sup{|f(t,z,y)| : 7o <w <oa(t); ¢ () <y< o}

Jestlize vybereme (a;b) C (t,;7T), postupujeme podobné a dostaneme také lebesgueov-
sky integrabilni majorantu pro funkce f;, £ > ko na intervalu (a;b).

Posloupnost {(¢(u}))'} ma lebesgueovsky integrabilni majorantu na libovolném inter-
valu (a;b) C (0;7)\ S a podle lemmatu 3.11 je na tomto intervalu posloupnost {¢(u})}
stejné spojitd. Ukazali jsme, Ze podminka (3) véty 3.2 plati. Tedy mame v € C*((0;7)\ 5)
a existuje podposloupnost {u;} C {u,} takova, Ze k:h—>nélo uy(t) = u'(t) lokdlné stejnomérné
na (0;7)\ S.

Protoze funkce uj, jsou nerostouci na intervalu (0; 7) pro k > ko, je funkce ' nerostouci
na intervalech (0;t,) a (t,; 7).

Necht existuje t. € (0;t,) tak, ze u'(t.) < 0. Potom klgg@ uy,(ty) = /() < 0. Na druhou

stranu existuje k. € N tak, ze t, < t; pro k > k, a dostavame spor s tim, ze uj(t) > 0 pro
t € (0;tx). Mame u/(t) > 0 pro (0;t, ). Podobné ukazeme, Ze u/(t) < 0 na intervalu (¢,; 7).
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Vzhledem k (3.49) plati odhady
0<u(t)<cy prote(0;t,),

(3.55)
—c; <U(t) <0 prote (t,;T)
a existuji limity lim «/(¢) > 0a lim «/(¢) <O0.
by — t—tut
Nyni ukazeme, ze
u'(t) > 0 pro t € (0;t,) . (3.56)

1. Necht li%rn u'(t) > 0. Protoze u’ je nerostouci, dostavame u'(t) > 0 pro ¢ € (0;¢,).
—ty—

2. Necht lim «/(t) = 0. Sporem ukazeme, ze (3.56) opét plati. Predpokladejme, Ze

(
t—rty—

existuje t* € (0;¢,) tak, ze u/(t*) = 0. Potom «'(t) = 0 pro t € (t*;t,). Na druhou

stranu podle (3.47) dostavame pro t € (t*;t,)

St 1) < — / "6 () ds < S (1))

0< ¢ He(ty — 1)) <U(t) .
Dostavame spor.

Plati tedy, Ze u/(t) > 0 na intervalu (0;t,).
Podobné z toho, ze lim «/(t) < 0 dostaneme '(t) < 0 pro t € (t,;7T).

t—tu+
Tedy t, je jediny bod intervalu (0;7T") ve kterém bud u/(t,) = 0 nebo u'(t,) neexistuje.
Podle odhadu (3.53) je u kladné na intervalu (0; 7"). Pfedpoklad (4) véty 3.2 plati. Konecné
podle (3.46) a podle definice fr, mame fi (¢, ux(t),u,(t)) > 0 pros. v. t € (0;T), k € N,
k > ko a i podminka (5) véty 3.2 je splnéna. Funkce u je FeSenim tlohy (1.4).
Odhady (3.48) plynou z (3.53) a (3.55). O

Piiklad 3.17 UvaZzujme tlohu (1.8) z pfikladu 1.34. Funkce f m4 singularity v x =0
a y = 0. Dale jsou splnény predpoklady véty 3.16, nebot f(¢,z,y) € Car ((0;T) x R3)

aprov = —i,5<—1 =co =1,
t prot € 0—1
ro ;
"2

2567 €1
1
1—t prote <§;l>

plati, ze |05(t)] = 1 pro s. v. t € (0;T) a jsou splnény ptredpoklady (3.45), (3.46). Déle
oa(t) < 3 prot € (0;1) a pro z € (0;02(t)), |y| € (0;v) plati odhad

T (-()) (G ap) =0 () = e

1
2 4

oa(t) =
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Vidime, ze také predpoklad (3.47) je splnén. Existuje tedy FeSeni w nasi tlohy spliiujici
odhady
0<u(t) <oy(t), —-1<d(t)<1lprote(0;1).

Piiklad 3.18 Pfedpokladejme, Ze oy, as, 1, P2 € (0;00), a ze funkce h; € Lo (0; 00)
jsou pro ¢ = 1,2, 3,4 nezaporné. Polozme

ft,zy) = (1-y?) (ﬁ

+ ha(£)z +
(3.57)
1 1
ho(0)|y|*? + hg(t)— + hy(t)——
Ha(Ol™ + ha(0) 5 + 1) )

pros. v. t € (0; T) a vSechna = € (0;00), y € R\ {0}. Potom funkce f spliiuje pfedpoklady
véty 3.16 pro ¢ = co = 1, V—mln{z; %}

Skutecné vidime, ze f € Car((0;T)x D), kde D = (0;00) x ({(—1;1)\{0}), a ze f(t,z,v)
ma singularity vi=0,t =T,z =0, y = 0.

Polozme o3(t) = min {¢, (T —t)} pro t € (0;T). Jelikoz |o5(t)| = 1 pros. v. t € (0;T),

plati (3.45) a (3.46). Protoze funkce ¢(t) = ﬁ ma na intervalu (0; 7") minimum v bodé
2

£ a jeho hodnota je %, pro s. v. t € (0;T), vSechna = € (0;02(t)) a vSechna |y| € (0;v)
plati odhad
1—v? 2(1 —v?)

>
=T —t) = T2

[t z,y) >

)2
Zvolme kladné ¢ < min { 2027) olv) } Vidime, Ze nerovnost (3.47) plati a véta 3.16 nam

zarucuje existenci FeSeni v tlohy (1.4) pro funkci f danou (3.57). Navic FeSeni u spliiuje
odhady

0<ut) <oy(t), —-1<d({t)<1lprote(0;T) .

4 Zavér

Tato diserta¢ni prace je vénovana singularnim problémiim na kompaktnim intervalu (0; T').
Takovéto problémy jiz byly zkoumany v mnoha pracich a vysledky jsou shrnuty naptiklad
v praci [39] nebo také v monografii [40].

Dalsi vyzkum planujeme zamérit na singularni problémy na nekone¢nych intervalech,
zejména na redlné poloptimce (0;00). K takovymto problémim se dostavame napiiklad
v teorii tenkych membran , v hydrodynamice nebo v terorii nelinearnich poli. Problém
tohoto typu je zkouman v ¢lanku [49]. Tento ¢lanek navazuje na predchozi vyzkum prvnich
dvou autort a zabyva se nejenom existenci feSeni, ale také chovanim feseni pro ¢t — oo.

Je zde zkoumana diferencialni rovnice

(p(t)u' (1) = p(t) f(u(t), te (0500) (4.1)
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za pocatecnich podminek

O funkcich p, f predpokladame,
f € Lipe(R) , peC(0;00)NC(0;00) , (4.3)

/
¢
p(0)=0, p(t)>0prot>0, limp()

Jim = =0 (4.4)

Plati,

a pokud zvolime

P(t)

g(t,z,y) = oL f(z)

ma funkce ¢(t, x,y) ¢asovou singularitu v bodé t = 0.

Resenfm nazveme funkci u € C* (0; 00)NC? (0; 00) splitujici rovnici (4.1) pro t € (0;00)
a spliiujici po¢atecni podminky (4.2).

V ¢lanku [49] jsou uvedeny podminky pro funkce p, f, za nichz ma uloha (4.1), (4.2)
jediné teseni.

Véta 4.1 (Existence a jednoznacnost, [49] str. 3) Necht plati (4.3), (4.4), necht
existuji konstanty Ly < 0 (Lo se muze rovnat —oc0), L > 0, Cp, > 0 tak, Ze

xf(x) <0 prox € (Ly;0) U (0; L) , (4.5)

0< f(x)<Cpprox>1L, (4.6)

a necht B € (Ly;0).
Potom mad iloha (4.1), (4.2) jediné teseni u. Navic toto feseni splriuje odhad

u(t) > B prot € (0;00) .

Dale jsou v ¢lanku zkoumany asymptotické vlastnosti feseni. Rozdélme nyni TreSeni
podle jejich asymptotickych vlastnosti. Oznac¢me

Usap = sup{u(t) : t € (0;00)} .
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Reseni nazveme tlumené, jestlize ug,, < L, homoklinické, jestlize us, = L, a tnikové,
jestliZe ug,, > L. Tlumené feseni nazveme oscilatorické, jestlize ma neomezenou mnozinu
izolovanych nulovych bodf.

Déle oznac¢me

F(:v):—/oxf(z)dzproxeR.

Funkce F' je spojitda na R, klesajici a kladnd na intervalu (Lo;0) a rostouci a kladna na
intervalu (0; L). Definujme

B =inf{By € (Ly;0): F(B) < F(L)VB € (By;0)} (4.7)

(B se miize rovnat —o0).

Véta 4.2 (Existence tlumeného feseni, [49] str. 5) Necht plati (4.3), (4.4), (4.5)
a (4.6). Necht B je ddno vztahem (4.7). Predpokldadejme, Ze u je feseni tlohy (4.1), (4.2)
pro B € (B; 0). Potom je u tlumené reseni.

Pridanim dalsich podminek na funkce p, f lze zajistit existenci oscilatorického feseni.

Véta 4.3 (Existence oscilatorického FeSeni, [49] str. 12) Necht plati (4.3), (4.4),
(4.5) a (4.6). Necht
f(x) f(x)

lim <0, lim <0,
z—0— I z—0+ T
) p// (t) '
€ C?(0;00) , limsu <00 .
p (05 00) msup |

Ddle necht B je ddno vztahem (4.7). Predpoklddejme, Ze u je fesend tlohy (4.1), (4.2) pro
B e (B; 0). Potom je u oscilatorické reseni se zmensujici se amplitudou.

Podminky kladené na funkce p, f pokryvaji pouze uréitou t¥idu rovnic (4.1) a nasim
cilem bude vyzkum a charakteristika asymptotického chovani vSech feseni rovnice (4.1) pro
rizné typy funkci p a f, pripadné pro obecnéjsi rovnice tvaru

(p)u'(t) = at)f(t) . () (t)) = f(t,u(t) .
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