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Mravenci kolonie a dalSi heuristiky pro reSeni problému

obchodniho cestujiciho

Abstrakt

Prace je zamétfend na porovnani algoritmi pro feSeni problému obchodniho cestujiciho
z hlediska optimality nalezeného feSeni a vypocetniho ¢asu. Zkouman je exaktni algoritmus
a heuristické metody, kterymi jsou optimalizace mraven¢imi koloniemi, metoda nejbliz§iho
souseda, hladovy algoritmus a metoda zlepSujici feSeni 2-opt. Algoritmy jsou
implementovany ve webové aplikaci a odzkouSeny na testovacich ptikladech, kterymi jsou
Ctyfi varianty cesty po hlavnich méstech padesati statli Evropy. V praci je popsdna vypocetni
sloZitost, teorie grafl, inteligence hejna s dirazem na mravenci kolonie a jednotlivé metody

pro feseni problému obchodniho cestujiciho, zejména ty pouzité ve vlastnim programu.

Kli¢ova slova: Problém obchodniho cestujiciho, Mravenci kolonie, Inteligence hejna,
Vypocetni slozitost, Teorie grafii, Heuristiky, Metoda nejblizSiho souseda, Hladovy

algoritmus, Lin—Kernighanova metoda, Optimalizace okruzni trasy



Ant colonies and other heuristics for solving the traveling

salesman problem

Abstract

This work focuses on comparing algorithms for solving the traveling salesman
problem in terms of the optimality of the solution and computational time. The exact
algorithm and heuristic methods such as the ant colony optimization, the nearest neighbor
method, the greedy algorithm and the 2-opt method, which improves the solution, are
investigated. The algorithms are implemented in a web application and tested on examples,
which are four variants of travel across fifty European capital cities. Computational
complexity, graph theory, swarm intelligence with emphasis on ant colonies, and the
different methods for solving the traveling salesman problem, especially those used in the

actual program, are described.

Keywords: Traveling salesman problem, Ant colony optimization, Swarm intelligence,
Computational complexity, Graph theory, Heuristics methods, Nearest neighbor method,

Greedy algorithm, Lin-Kernighan method
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1 Uvod

Problém obchodniho cestujiciho mé své kouzlo v jednoduchosti definice problému
a naproti tomu ve slozitosti problém vyfiesit. Byl jiz zkouman matematiky po dlouhou dobu
a stale neni znamé zadné efektivni feSeni zarucujici presné vysledky v polynomidlnim Case
vypoctu.

Problém obchodniho cestujiciho je velmi Casto pouzivan jako ptiklad NP-uplnych tiloh
a patfi k nejslavnéjSim optimalizacnim tloham. Lze ho popsat nésledujicim zplisobem:
Naleznéte nejkratsi cestu pro navstiveni vSech mést na daném seznamu s tim, ze kazdé mésto
smite navstivit pouze jednou a musite se vratit zpét tam, kde jste za€inali. Cilem je tedy
vytvotit okruh pfes vSechna mésta tak, aby cesta byla co nejkratsi.

Ackoli samotna formulace problému zni jednoduse, vypocet uz tak jednoduchy neni.
Pokud napftiklad chcete vyjet z jednoho mésta a navstivit 20 dalSich mést, tak moznosti, jaky
okruh zvolite, je 20!/2, to je piesn¢ 1 216 451 004 088 320 000 moznych okruht, ze kterych
potiebujete vybrat ten nejkratsi. Ud¢€lat presny vypocet tak velké tlohy je naro¢né nejen pro
¢lovéka, ale 1 pro stroj. Nejveétsi uskali tkvi v tom, Ze s kazdym dalsim méstem, které chcete
navstivit, pocet pifipustnych feSeni velmi rychle roste a to pfimo faktoridlovou rychlosti.
Doba potiebna k vypoctu se tedy stava netinosnd uz pii fadoveé desitkach mést. (Cook, 2012)

Takova uloha je cCasto feSena naptiklad v logistice, ale vyfeSenim problému
obchodniho cestujiciho by mélo mnohem dalekosahlejsi dopad nez jen na okruh obord, kde
je tato uloha pfimo feSena. Kdyz bychom vyfesili jednu NP-tuplnou ulohu, tak bychom tim
nasli feSeni 1 na dal$i takové ulohy, jako je naptiklad prolomeni kli¢l, které slouzi
pro bezpecnost komunikace ptes internet.

Zdali je mozné najit feSeni problému obchodniho cestujiciho jinym zplisobem nez
provéfenim vSech moznych okruhti, zatim neni znadmo. Jsou ale znamé algoritmy, které
funguji v pfijatelném case, nicmén¢ k optimalnimu feSeni se jen piiblizuji. Tyto algoritmy
mohou byt inspirované samotnou piirodou, naptiklad mravenci hledajici nejkratsi cestu pfi
prenosu jidla do mravenisté. Inspiraci pro hledani takovych algoritmt je ale mozné najit
1V teorii grafil, neuronovych sitich a dalSich odvétvich.

Soucasti této prace je vytvoreni programu, ve kterém budou implementovany

algoritmy pfiblizujici se feSeni, které jsou inspirované chovanim mravenct a teorii grafl.
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Je vytvoren 1 algoritmus, ktery projde vSechna feSeni. Jako vzorova uloha, na které budou

jednotliva feSeni testovana, je cesta po hlavnich méstech padesati statli Evropy.
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2 Cil prace a metodika

2.1 Cil prace

Cilem prace je zhodnoceni vybranych metod pro feSeni tézkého optimaliza¢niho
problému znamého jako problém obchodniho cestujiciho. Vybrané metody, kterymi jsou
mravenci kolonie, heuristiky z oblasti teorie grafii a exaktni algoritmus, budou zkoumany
z hlediska ¢asové narocnosti vypoctu a délky nalezené trasy pomoci vlastniho programu
s implementaci t&chto algoritmil. Uloha by méla byt dostate¢né velka, aby byly znatelné
rozdily mezi metodami, ale zaroven by méla byt zahrnuta i tiloha, kde bude mozné pouZzit

i exaktni algoritmus.

2.2 Metodika

Diplomova prace navazuje na bakalafskou praci zpracovanou na téma porovnani
heuristik problému obchodniho cestujiciho a optimalizace tras, kterou dale rozsifuje
o optimalizaci mraven¢imi koloniemi a exaktni algoritmus.

Teoreticka cast diplomové prace bude zaloZzena na studiu odbornych informacénich
zdroji na téma problému obchodniho cestujiciho se zaméfenim na vybrané algoritmy
a témata s tim souvisejici, jako je naptiklad inteligence hejna, vypocetni slozitost a teorie
grafii, coz bude slouzit jako vychodisko pro zpracovani praktické Casti prace.

V praktické ¢asti bude upraven program naimplementovany v ramci bakalafské prace,
na kterou tato prace navazuje. Program je naimplementovany v jazyce C# a umoZnuje
na riznych ulohdch spustit vybrané metody a spocitat ¢as vypoctu a délku nalezené trasy.
V programu budou nové implementovany mravenci kolonie a exaktni algoritmus. Vysledky
budou srovnany i s metodou nejblizSitho souseda, hladovym algoritmem a zlepSujici
Lin-Kernighanovou metodou 2-opt. Ulohou, na které budou algoritmy testovany, bude
okruZzni cesta ptes vSechna hlavni mésta v Evropé, kterych je 50. Déle bude vybrana i vhodna
uloha, kde bude mozné v realném case dokoncit exaktni algoritmus, aby bylo mozné tento

algoritmus Iépe srovnat s ostatnimi.
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3 Teoreticka vychodiska

Problém obchodniho cestujiciho se dotyka rtiznych oblasti, jako je vypocetni slozitost,
teorie grafl, heuristické algoritmy a pro feSeni pomoci mravencich kolonii i naptiklad teorie

hejna. (Cook, 2012)

3.1 Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho je optimalizacni problém, kde cestujici potiebuje
projit pfes vSechna mésta pravée jednou tak, aby se vratil do vychoziho mésta a aby celkova
délka cesty byla co nejkratsi. Proslavil se zejména pro svou jednoduchou, lehce
pochopitelnou definici, ale naproti tomu slozitému vypoctu. (Cook, 2012)

Tento problém lze formalné popsat pomoci teorie grafii jako hledani hamiltonovské
kruznice v uplném neorientovaném grafu s kladné¢ ohodnocenymi hranami. Tato kruznice
musi obsahovat vS§echna mésta a soucet cen hran musi byt co nejmensi. Pocet mést musi byt

V&t ne tii. (Cook, 2012)

3.1.1 Uplatnéni

Jedna se o typicky problém, ktery je vysoce relevantni v Sirokém okruhu praktickych uloh.
Naptiklad v oblasti planovani pocitacovych siti mize problém obchodniho cestujiciho
pomoci optimalizovat trasovani datovych paketti, minimalizovat zpozdéni a maximalizovat
propustnost sit¢. Umisténi senzorit v prumyslovych prostfedich ¢asto vyzaduje efektivni
pokryti dané oblasti, coz lze dosdhnout pomoci algoritmii zalozenych na problému
obchodniho cestujiciho. (Du, Liu, Zhang, & Lu, 2021) (Lawler, Lenstra, Rinnooy, & B.,
1991)

V oblasti logistiky a distribuce miize byt tento problém vyuzit k planovani optimalnich
tras dodavek, snizovani nakladli na dopravu a zkracovéani Casu doruceni zbozi. Pti vrtani
a pajeni desek s plosSnymi spoji miize byt pouzit k minimalizaci pohybu vrtadku nebo pajky,
coz vede k efektivné&jsi vyrobé. Inteligentni dopravni systémy mohou vyuzit algoritmy fesici
problém obchodniho cestujictho k optimalizaci tras a Cast piijezdu vozidel. Problém
obchodniho cestujiciho ma také uplatnéni ve smétovani teleskopti, rentgenovych paprskil
a laser v oblastech jako astronomie, l1€katstvi a primysl. (Du, Liu, Zhang, & Lu, 2021)

(Lawler, Lenstra, Rinnooy, & B., 1991)
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3.2 Vypocdetni sloZitost

Slozitosti lohy se obvykle mysli naroky na ¢as a pamét pti vypoctu algoritmu pomoci
pocitace. Algoritmus je pfesny navod ¢i postup, kterym lze vyfeSit dany typ ulohy.
Vypocetni slozitost se déli na ¢asovou a pamétovou slozitost, které se fika 1 prostorova
slozitost. Pamét'ova slozitost vyjadiuje pocet bitli potiebnych k ulozeni dat béhem vypoctu.
V dnesni dobé uz pamétova slozitost nehraje tak vyznamnou roli, protoze pocitate maji
obvykle pamét’ dostatecnou. Na ¢asovou slozitost je kladeny diiraz vzhledem ke zvySujicim
se narokiim na rychlou odezvu programu. (Savicky, 2016)

Ve vypocCetni slozitosti tedy nejsou brana v uavahu konkrétni softwarové
ani hardwarové zatizeni, pomoci nichz mize byt algoritmus spoustén. Kromé zkouméni
slozitosti algoritmu jako takového, mizeme zkoumat i slozitost t¢ dané tulohy, ¢imz
si vytvofime odhad slozitosti algoritmu, ktery je pro danou ulohu nejlepsi. Slozitost ulohy

je pak slozitost nejlepsiho algoritmu, ktery tlohu fesi. (Savicky, 2016)

3.2.1 Asymptoticka ¢asova slozitost

Casova slozitost se mé&fi poétem krokil algoritmu. Plati, e s rostoucim poétem kroki
algoritmu roste i Cas, ktery pocitac potiebuje k vypoctu. Zaroven plati, ze ¢im vykonngjsi
pocitac je, tim krat$i dobu vypocet potrva. Vypocetni slozitost ma ale obvykle na ¢as vypoctu
podstatné vétsi vliv nez vykon pocitace, a to obzvlasté pii vétSich vstupech, protoze
u slozitych algoritmi se mlize doba vypoctu prodluzovat exponencialné. (Tesat & Mares)

Castym zpusobem, jak klasifikovat sloZitost algoritmi, je asymptotickd &asova
slozitost. Pro klasifikaci algoritmu zjistujeme, jak bude rhst pocet krokt algoritmu
v zavislosti na velikosti vstupnich dat. Horni asymptoticka slozitost je slozitost v nejhor§im
mozném piipad¢, zapisuje se pomoci Landauovy notace funkci jako O(f (n)), kde n je
velikost vstupu. Zajimé nas hlavné, jak se slozitost projevuje na vétSich vstupech, protoze

na malych vstupech je rychly témét kazdy algoritmus. (Tesat & Mares)
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Priklady nejcastéjsi klasifikace:

0(1) — konstantni

0(n) — linearni

O (log, n) — logaritmicka

0O(nlog, n) — linearn¢-logaritmicka

0(n?) — kvadraticka

0(n?) — kubicka

0 (k") — exponencialni, pro k > 0, dosud nejlepsi nalezeny exaktni algoritmus
pro feSeni problému obchodniho cestujiciho b&zi v éase 0(n?2M), n zde
predstavuje pocet vrcholt grafu neboli mést. (Cook, 2012)

0 (n!) — faktoridlova, naptiklad problém obchodniho cestujiciho feseny hrubou

silou, ktery ma slozitost O((n — 1)!/2). (Cook, 2012)

Mezi polynomidlni charakteristiky patii naptiklad lineérni, logaritmické a kvadratické,

u téchto uloh miZeme pifipadné¢ dobu vypoctu zrychlit vykonnéjSim pocitacem.

U nepolynomidlnich tloh, jako jsou exponencialni a faktoridlové, roste slozitost velmi

rychle, coz je znazornéno v tabulce nize, kde n udava velikost vstupu. Jako jednu operaci

uvazujeme jednu ns, takze se vykond 1 miliarda operaci za vtefinu, coz piiblizn¢ odpovida

rychlosti béznych procesori. Pro lepsi porozuméni tadi cisel v nasledujici tabulce

10° sekund odpovida piiblizné 31 let, 10'® sekund odpovida pfiblizné stafi vesmiru a 1078 je

priblizn€ pocet Castic ve vesmiru. Z tabulky je patrné, Ze exponencialni a faktoridlové tilohy

nejsou pouzitelné uz pro ulohy v fadu stovek nebo 1 desitek jednotek na vstupu. V tabulce

jsou také zahrnuty slozitosti nékterych znamych exaktnich algoritml pro feseni problému

obchodniho cestujiciho. Muzete si v§Simnout, Ze exaktni algoritmy pfestavaji davat smysl

uz priblizné od 20 mést. (Tesai & Mares)
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Tabulka 1 - Rychlost vypoctu, kdy jedna operace trva jednu ns a n je velikost vstupu. (Tesaf & MareS)

o

10
Oo(n) 10 ns
O(log, n) 3.3ns
O(nlog, n) 33 ns
o(n? 100 ns
ond) 1us
o(2" 1 s
o(n*2m) 102 ps

O(n—1)!/2) 181ups
o(n!) 3 ms

20
20 ns
4.3 ns
86 ns
400 ns
8 us
1 ms
419 ms
107s
10%s

3.2.2 Zakladni tridy sloZitosti

50
50 ns
4.9 ns
282 ns
900 ns
27 pus

1s
10%s
1053 s

1055 s

n

100
100 ns
6.6 ns
664 ns
100 ps

1 ms
1021s
10%5s
10146 g

10148 g

1000
1000 ns
10.0 ns

10 ps

1 ms

1s

10292 g
10298 g
102555 g

102558 g

106
106 ns
199 ns
20 ms
1000s
109 s

U mnohych uloh lze slozitost charakterizovat jen nepfimo, to znamend naptiklad

odkazem na soubor tloh podobné slozitosti. K tomuto tcelu byly vytvoteny tiidy slozitosti.

Skute¢nost, Ze mizeme Ulohu zafadit do urcité tfidy, miZe pomoci odhalit spolecné

vlastnosti s jinymi tlohami a na zakladé toho mizeme vyuZzit zndmych postupt pro feSeni

dané ulohy. Cilem je zaradit danou ulohu do co nejnizsi tiidy slozitosti. (Savicky, 2016)

3.2.2.1 Tiida P

Ttida P je tfidou uloh, které 1ze feSit v Case, ktery je omezen polynomem v zavislosti

na velikosti vstupnich dat s moznosti vyuzivat neomezené mnozstvi paméti. Pokud uloha

spada do této tiidy, miizeme ji ve vétSing piipadi oznacit za efektivné feSitelnou, nicméné

z praktického hlediska je tieba slozitost rozliSovat i jinak neZ pouze na zékladé toho, zdali

ma polynomidlni sloZitost. Naptiklad algoritmus sloZitosti n1°°, kde n je velikost vstupu,

nelze pouzit pro vstupy s jiz relativné malou velikosti. (Savicky, 2016)
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3.2.2.2 Trida NP

Ttida NP obsahuje ulohy, pro které neni zndm zadny efektivni algoritmus, ale je
mozné, ze néjaky takovy algoritmus existuje. Spravnost vysledku algoritmu je ale mozné
v polynomidlnim ¢ase ovéfit. U téchto tloh neni dokdzéno, Ze skutecné¢ maji vysokou

vypocetni sloZitost, stejné tak neni dokazan dolni odhad jejich sloZitosti. (Savicky, 2016)

3.2.2.2.1 NP-uplné problémy

vvvvvv

cestujiciho do této tidy spada. NP-uplné problémy jsou takové problémy, na ktery jsou
polynomialn¢ redukovatelné vSechny ostatni problémy z NP. To znamena, ze jakykoli
problém z NP lze v polynomidlnim cCase pievést na problém obchodniho cestujiciho.
(Savicky, 2016)

Pravé jedno z kouzel tohoto a vSech NP-tuplnych problémt je, Ze neni prokazano,
ze pro n¢ neexistuje efektivni neboli dobry algoritmus. Tuto Gplnost ukazali Karp a Cook,
ktefi popsali tyto problémy, o kterych se nevi, jestli maji efektivni feSeni, ale maji
tu vlastnost, ze kdyZ pro n€ktery z nich bude nalezeno efektivni feSeni, tak pro velké
mnozstvi nezavisle zaméfenych problémi bude také existovat efektivni algoritmus.
Cookova véta presnéji tvrdi, Ze existuji problémy, pro které kdyz se najde efektivni
algoritmus, tak zarucuje, Ze existuje efektivni algoritmus 1 pro vSechny ostatni problémy
ve tfidé NP, coz by znamenalo, Ze tfida NP se rovna P. Takovym problémim se tika
NP-uplny a problém obchodniho cestujiciho je pravé jednim z nich. Nalezeni efektivniho
feSeni problému obchodniho cestujiciho tedy sahé daleko za tento problém. Zaroven jakykoli
dikaz o netesitelnosti téchto problémi pravdépodobné piida nebo zméni zaklady toho,
jakym zptisobem tyto problémy chapeme a feSime. (Cook, 2012)

Vseobecné se spoléha na to, ze NP se nerovna P, z teoretického hlediska pro to ale neni
diivod. Soucasné Sifrovaci systémy dokonce stoji na ptedpokladu, Zze pro né efektivni
algoritmus neexistuje. Lance Fortnow v roce 2009 napsal:

., Mnoho lidi se zabyva negativnimi dusledky, napr. Ze P = NP by znemoznilo technicky
Sifrovani zalozené na verejném klici. To je pravda, ale kdyby platilo P = NP, pak by cely

3

internet vypadal jen jako zanedbatelna polozka pred zrodem mnohem bohatsi historie.

(Lance, 2009) (Cook, 2012)
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3.2.2.3 Tridy PSPACE a NPSPACE

Tyto tfidy jsou feSeny za pouziti polynomidlni velikosti paméti, vypocet piislusnych
uloh tedy nemé vysoké naroky na pamét. Zatazenim ulohy do této tiidy je vyjadiena

prostorova slozitost, ale ne Casova. (Savicky, 2016)

3.2.2.4 Tridy EXPTIME a EXPSPACE

Jedna se o tiidy, které maji exponencidlni slozitost a neni pro né¢ zndm polynomialni
algoritmus. To znamena, ze Cas potiebny k nalezeni feSeni roste exponencialné s velikosti
vstupu. To nicméné neznamena, zZe neexistuji lepsi feSeni dané tlohy, nebo Ze problémy
Casové slozitosti téchto problémt. Pfikladem jsou naptiklad hry Sachy, dama nebo GO.
Problém obchodniho cestujiciho ma horsi nez exponencialni slozitost, protoze jeho slozitost

je faktoridlova. (Cook, 2012) (Savicky, 2016)

3.2.3 Slozitost problému obchodniho cestujiciho

Jedna se o NP-uplny problém, jehoz feSeni neboli vystup lze v polynomialnim ¢ase
zkontrolovat, to znamenda, ze dokdzeme snadno spocitat, jak dlouha je nejkratsi cesta,
ale nalézt tu nejkratsi cestu neni mozné v polynomialnim ¢ase. Pfi nalezeni feseni za pomoci
projiti vSech moznosti je Casova slozitost faktoridlova. S kazdym dal$im zahrnutym méstem
do okruhu se Cas potfebny pro vypocet zvétsi mnohokrat, konkrétné kdyz je zahrnuto
do feSeni patnacté mésto, Cas potiebny pro vypocet se zvysi patnactkrat oproti dob¢ potiebné
pro ¢trnact mést. Z toho plyne, ze ¢im vice je mést na vstupu, tim vicekrat se se prodlouzi
vypocet pii zahrnuti jednoho dal§iho mésta. Zatim zadny efektivni algoritmus pro problém
obchodniho cestujictho nezname, bylo vSak vyvinuto mnoho ¢asoveé efektivnich
aproximacnich neboli heuristickych metod, které maji rychlejsi vypocet, ale nalezené feSeni
nemusi byt optimalni. (Karp & Thatcher, 2009)

Jako dosavadni rekord byla vyfeSena instance problému obchodniho cestujiciho
s neuveétitelnymi 85 900 mésty v roce 2006 vyzkumnym tymem ve slozeni: D. Applegate,

R. Bixby, V. Chvatal, W. Cook, D. Espinoza, M. Goycoolea, K. Helsgaun. (Cook, 2012)
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3.3 Teorie grafii

Mnoho situaci nejen v matematice a informatice 1ze charakterizovat pomoci mnoZziny
bodl a spojnic mezi témito body. Matematickou abstrakei takovych situaci je graf.
(Matousek, 2000)

Problém obchodniho cestujiciho patii k uloze, kterou 1ze také zndzornit pomoci teorie
grafli, konkrétné neorientovanym Uplnym grafem, ktery je hranové ohodnoceny. Predmétem
ulohy je v tomto grafu najit minimalni hamiltonovskou kruznici, kde jsou vSechny vrcholy
grafu prave jednou tak, aby soucet ocenéni vSech hran kruznice byl minimalni. (Cook, 2012)

Obycdejny neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je mnozZina, jejiZz prvky
se nazyvaji vrcholy nebo uzly grafu. E je mnozina neuspoiadanych dvojic {u, v}, kde
u, v jsou dva rizné prvky mnoziny V. Prvky mnoziny E nazyvame hranami grafu. Dva
vrcholy spojené hranou jsou sousedni. Vrchol, ktery nalezi k hran¢, je s hranou incidentni.
Mnozinu vrchold zna¢ime V(G). Obdobné mnozinu hran zapisujeme jako E(G). (Kucera,
1989)

Orientovany graf je dvojice (V, E), kde V nazyvame jako mnozinu vrcholi
orientované¢ho grafu a E je mnoZina uspotfddanych dvojic vrcholli z mnoziny V. Prvky
mnoziny E nazyvame orientované hrany. Neorientovany graf mizeme chapat jako specialni
pripad orientovaného grafu, kdy hrana {v, w} v neorientovaném grafu predstavuje
orientované hrany {v, w} a {w, v}. Uvahy platné pro orientovany graf jsou tedy obecng&jsi,
protoze zahrnuji i neorientovany ptistup. (Kucera, 1989)

Stupeni vrcholu u neorientovaného grafu je pocet hran, které z vrcholu vychazeji.
U orientovaného grafu se poctu hran, které z vrcholu vychazeji, fika vystupni stupeni vrcholu
a poctu hran, které do vrcholu vchazi, fikame vstupni stupeii vrcholu. (Hlinény, 2010)

Kazda hrana grafu mtze byt ohodnocena, této hodnoté¢ budeme tikat cena nebo vaha.
Cena/vaha muze znazorfiovat napiiklad vzdalenost, kapacitu propustnosti, dobu trvani,
rychlost pfenosu a tak dale. (Hlinény, 2010)

Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrcholt
V(H) € V(G) , ktery ma za hrany libovolnou podmnozinu hran E(G), pro kterou plati,
Ze jsou v8echny vrcholy hran ve V(H). Podgraf zna¢ime jako H € G. (Hlinény, 2010)

Grafy je mozné vizualizovat kreslenim do roviny, kdy se vrcholiim pfifadi body roviny

a hrany se vyjadii spojenim piislusnych vrcholt. U orientovaného grafu vyjadiujeme

20



orientaci hrany Sipkou. Graf je také mozné zadat vyctem vrcholi a vyctem hran. (Hlinény,
2010)

Pomoci grafii je tedy mozné vizualizovat mnoho tloh z redlného svéta, které se daji
vyjadfit matematicky i bez pouziti graft, ale diky moznosti vizualniho znazornéni se grafy
stavaji jednodusSe citelné pro kazdého. Pomoci grafii Ize vyjadfit navaznosti, spojeni,
zavislosti, vztahy, toky mezi objekty (uzly/vrcholy) atd. Z toho divodu a také pro jejich
jednoduchou datovou reprezentaci, si grafy nasly své misto také v informatice. (Matousek,
2000) (Hlinény, 2010)

Grafy miizeme implementovat matici sousednosti pomoci dvourozmérného pole g[, |,
ve kterém g[i, j] = 1 znamena hranu mezi vrcholy i a j s cenou 1. Ptipadné je mozné
pouzit takzvany vycet sousedu tak, ze k dvourozmérnému poli pridame i jednorozmérné pole
stupnit vrchold. (Hlinény, 2010)

V Uplném grafu jsou viechny jeho dvojice vrcholii sousedni neboli mnozina E(G)
obsahuje vSechny kombinace vrcholti v mnozing V (G). Uplny graf je idealni pro testovani
efektivity algoritmt, protoze obsahuje nejvyssi mozny pocet hran. Prochazeni tiplného grafu
zabira nejvice Casu ze vSech typd grafl. Je-li pocet vrchold v grafu |V (G)| a pocet hran

vgrafu |E(G)|, tak vuUplném neorientovaném grafu vypoclitame pocet hran
jako |E(G)| = V@®FV@IZ) - 1, znamena, ze¢ skazdym dal§im vrcholem piibyde

2
|[V(G)| — 1 hran. Naopak z po¢tu hran zjistime pocet vrcholi jako |V (G)| = Eus'Euic G “1+§*|E(G)I.

Problém obchodniho cestujiciho je obvykle feSen nad uplnym grafem. (Hlinény, 2010)

Obrazek 1 - Uplny graf K5, zdroj: vlastni zpracovani
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V souvislém grafu vede z kazdého vrcholu V(G) cesta do jakéhokoli jiného vrcholu
v mnoziné V(G). V souvislém grafu jsou tedy vSechny vrcholy propojené cestou. Souvislost
nas zajima hlavné v grafech reprezentujici néjakou sit,, napiiklad internetovou, pocitacovou,
dopravni, nebo potrubni, protoze byva nezadouci, aby takova sit’ byla pierusena. (Hlinény,

2010)

Souvisly graf Nesouvisly graf

Obrazek 2 - Souvisly a nesouvisly graf, zdroj: vlastni zpracoviani

Sled v grafu G je takova posloupnost vrcholt v; = 1,2,...,n a hran, Ze {v; — 1, v;}
je hranou pro vSechna i = 1,2,...,n. Jednad se tedy o posloupnost sousednich vrchol
za sebou, kde se mohou opakovat vrcholy 1 hrany. (Kucera, 1989)

Tah je sled, ve kterém se nevyskytuje vice stejnych hran. Cesta je sled, ve kterém
se nevyskytuje vice stejnych vrchold. Eulertiv tah je uzaviena cesta, ktera prochéazi kazdou
hranou pravé jednou. (Kucera, 1989)

KruzZnice obsahujen > 3 hranan > 3 vrchold, které jsou sousedni a zdroven zadna
hrana ani vrchol se v kruznici neopakuji. Jednd se tedy o uzavienou posloupnost
propojenych vrcholl, kde hrany vedou mezi sousednimi vrcholy a také mezi prvnim
a poslednim vrcholem. Pocet hran i pocet vrcholti je v kruznici totozny. (Kucera, 1989)

Hamiltonovska kruZnice je uzaviena cesta v grafu, ktera prochazi kazdym vrcholem
pravé jednou. Minimélni / maximalni hamiltonovska kruznice je takovd hamiltonovska
kruZznice, jejiZ soucet ocenéni hran je minimalni / maximalni. Cilem problému obchodniho
cestujiciho je praveé nalezeni hamiltonovské kruznice. (Kucera, 1989)

Vzdalenost dG (u, v) dvou vrcholl u, v v grafu G je dana sumaci cen hran nejkratsi
cesty mezi u a v. Pro vypocet vzdalenosti je mozné pouzit Dijkstriv algoritmus, ktery

je efektivni a exaktni. (Hlinény, 2010)
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Strom je jednoduchy souvisly graf bez kruznic. Pocet hran ve stromu je vZdy mensi
o jednu jednotku, nez je pocet vrchold. Jedna se o graf, ktery je vhodny pro znazornéni
hierarchie. UpIné nejstar§im pouZitim stromu jsou rodokmeny, jejichZ pivod sah4 daleko

pred vznik teorie grafii. (Hlinény, 2010)

Obrazek 3 - Strom, zdroj: vlastni zpracovani

3.4 Inteligence hejna

Inteligence hejna spolu s genetickymi algoritmy a neuronovymi sit€émi spada do oboru
umélé inteligence. Problém obchodniho cestujiciho je mozné feSit vSemi témito pfistupy,
které je mozné navzijem kombinovat. (Wirsansky, 2020) (Meshram, a dalsi, 2019)

Genetické algoritmy jsou inspirovany evolu¢nimi procesy piirody, zejména principy
dédicnosti genti a ptirozeného vybéru/selekce. Pouzivaji se k optimalizaci a hledani feSeni
problémt prostfednictvim procest, jako je selekce, kiizeni a mutace. (Wirsansky, 2020)

Neuronové sité jsou naproti tomu inspirovany strukturou a fungovanim mozku. Tyto
modely se snazi napodobit zpisob, jakym neurony v mozku komunikuji a jak se dokazi ucit.
Jsou pouzivany pro ukoly, jako je rozpoznavani obrazu, zpracovani ptirozeného jazyka
a predikce. (Meshram, a dalsi, 2019)

Inteligence hejna se inspiruje chovadnim a interakcemi organismi v ptirodég, jako jsou
hejna ryb a ptdkd anebo kolektivni organismy jako naptfiklad vcely a mravenci. Tento
koncept vychazi z pozorovani skupinového chovani téchto organismi a aplikuje je
na problémy v informatice. Zabyva se tedy vytvafenim algoritmi, které simuluji chovani
hejna a vyuzivaji jeho principy k feSeni riznorodych ukoli. Tyto algoritmy si nasly své

vyuziti v optimalizaci jako naptiklad hledani globalniho extrému v nelinedrnich funkcich,
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nalezeni optimalni cesty v sitich, shlukovani dat do homogennich skupin, kooperativni
chovani autonomnich roboti a v dalSich oblastech. Inteligence hejna je zaloZena na
myslence, Ze prostd interakce jednoduchych jednotek muze vést k emergentnimu

a komplexnimu chovani celku. (Ying, 2018)

3.4.1 Zakladni principy inteligence hejna

Emergence je princip, ktery vyjadifuje, Ze komplexni chovani hejna vychézi
z jednoduchych interakci mezi jednotlivymi jednotkami. Emergence obecné znamena vznik
struktur slozitych systémd, které neni snadné odvodit z vlastnosti jednotlivych jednotek
systému. Napiiklad chovani mravencich kolonii neni snadné odvodit ze znalosti vlastnosti
jednoho mravence. (Ying, 2018)

Sebeorganizace znamena, Ze hejno se samo organizuje na zakladé lokélnich pravidel
a bez centralniho fizeni. Naptiklad mravenci se fidi pomoci zanechdvani feromont. (Ying,
2018)

Adaptabilita hejna je, Ze jednotlivé jednotky hejna jsou schopny reagovat
a prizpusobovat se zméndm v prostiedi. Napiiklad mravenec dokaze reagovat na intenzitu

feromont na cesté. (Ying, 2018)

3.4.2 Umélé vceli kolonie

Umeélé vceli kolonie jsou inspirovany chovanim vcel pii sbéru nektaru. Véely jsou
rozdéleny do tii roli, a to na délnice, vyckavajici véely a na prizkumnice. Kazda délnice
opracovava jeden zdroj jidla, ale zaroven pravidelné navstévuje i dalsi zdroje jidla v okoli.
Pokud zjisti, Ze je na zdroji v okoli jidlo kvalitnéjsi, nahradi sviij zdroj za tento novy
kvalitnéjsi. Nasledn¢€ se vSechny dé€lnice sejdou, piic¢emz si vyméni informace o kvalité
zdrojii a vyckavajici véely si vyberou pomoci ruletové selekce néktery z téchto zdroja.
D¢lnice si zarovenn pamatuji, jak dlouho jiz opracovavaji dany zdroj a pokud tato doba
prekro¢i urcity limit, tak se zni stane prizkumnice. Prizkumnice prohledavaji prostor

nahodn¢ a hledaji nové zdroje potravy. (Pilat, 2016)

3.4.3 Optimalizace hejnem ¢astic

Optimalizace hejnem castic je inspirovana chovanim hejna ryb nebo ptaki. SlouZzi

k hledani optimalniho feSeni spojitych optimaliza¢nich problému. Princip algoritmu spoc¢iva
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v tom, ze kazda Castice v hejnu je reprezentovana jako dvojice vektorti v prostoru, kde
jednim vektorem je jeji pozice a druhym je jeji rychlost. Kazd4 ¢éstice si pamatuje svoji
dosud nejlepsi nalezenou pozici. Hejno si zaroveil pamatuje dosud nejlepsi dosazenou
globalni pozici v celém hejnu. Castice se pohybuji v prostoru a jsou piitahovany k mistim,
kde uz nasly své nejlepsi feSeni a také k mistu nejlepsi globalni pozice. V kazdé iteraci

algoritmus aktualizuje rychlosti a pozice vSech ¢astic. (Pilat, 2016) (Ying, 2018)

3.4.4 Optimalizace mraven¢i kolonii

Optimalizace mravenci kolonii simuluje chovani mravenci kolonie ptfi hledani cesty
k potravé. Mravenci komunikuji pomoci feromona a piizptisobuji svou trasu na zaklade

informaci ziskanych z okoli. (Ying, 2018)

3.4.4.1 Chovani mravencu

Vyssi druhy zvitat obvykle pouzivaji jako své hlavni smysly zrak a sluch, ale mravenci
maji zrak velmi omezené vyvinuty a jsou dokonce druhy mravenct, kteti jsou kompletné
slepi. VétSina druhit mravencti namisto zraku pouziva specifické stopovaci feromony. Tyto
feromony jsou naptiklad typické pro mravence obecného (Lacius niger), ktery je v Ceské
republice nejrozsifenéjsi, nebo pro mravence argentinského (Linepithema humile), ktery
je pivodem z Argentiny, ale nyni je rozSifeny po celém jihu Evropy. (Dorigo & Stiitzle,
2004)

Mravenci maji komplexni socidlni chovani, které zajima lidi jiZ od nepaméti. Jedna
z nejpatrn€jSich forem jejich chovani je vytvaieni cest, kterymi se pohybuji. Mravenci
kolonie mé jednu velmi uzite¢nou schopnost, kterou je nalézt nejkratsi cestu v prostoru. Tuto
schopnost mravenci ziskali diky komunikaci pomoci feromont neboli pachovych stop, které
za sebou zanechavaji a dokazi je vnimat. Pfestoze mravenec, jako jednotlivec, je jednoduchy
tvor, mravenci spoleCenstvi pfedstavuje vysoce organizovanou socialni strukturu. Diky této
organizaci jsou mravenci, jako spolecenstvi, schopni zvladnout tkony, které by samotny
mravenec nedokézal splnit. Odvétvi mravencich algoritmi se zabyva modely inspirovanymi
skuteénym chovanim mravencli a pouziva tyto modely jako inspiraci pro navrhovani

algoritmt pro feSeni optimalizacnich a distribu¢nich uloh. (Dorigo & Stiitzle, 2004)
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Mnoho aspekti chovani mravenct slouzi jako inspirace pro algoritmické feSeni
ruznych tloh jako naptiklad rozdélovani prace, hledani potravy, tfidéni, kooperativni
pfeprava a dal$i. Ve vSech téchto pifipadech mravenci koordinuji své chovani pomoci
stigmergie, coz je forma nepiimé komunikace fizené modifikaci prostiedi. Naptiklad
mravenec, ktery hledd potravu, zanechdva na cesté chemické stopy, které zvysuji
pravdépodobnost, Ze 1 ostatni mravenci se rozhodnou nasledovat tu stejnou trasu. Stigmergie
se tedy ukézala jako efektivni zplsob, jak socidlni hmyz mtze dosdhnout sebeorganizace.
Pointa za mravenc¢imi algoritmy je potom vytvoieni virtudlni stigmergie za ucelem
koordinace virtualnich agentii (zde mravenct) jako souc¢ast pocitacového programu. (Dorigo
& Stiitzle, 2004)

Kdyz mravenec musi ujit velkou vzdalenost pro jidlo tam a zpét, tak intenzita
feromont na této cesté nebude tak velka, jako na cest¢, kde mravenec ujde pro jidlo kratsi
vzdalenost. To je dano tim, ze feromony vyprchévaji a mravenec stihne po kratsi cesté projit

tam a zp¢t vicekrat za stejny Casovy usek. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

3.4.4.1.1 Experiment s dvéma mosty

Pro pozorovani a porozuméni chovani mravenct pii hledani jidla byl historicky
vyznamny experiment, ktery navrhl Eric Bonabeau a jeho kolegové v roce 1995. Mravenci
totiz hledaji potravu, kterou nasledné nosi do své zdkladny. Takto tedy cestuji mezi potravou
a svoji zdkladnou tam a zpét. Experiment s dvéma mosty spoc¢iva v tom, Ze se mravenciim
ze zakladny k jidlu postavi dv¢ alternativni cesty a sleduje se jejich chovani pii vybéru, jakou
z nabizenych cest si zvoli. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

V prvnim ptipad€ jsou mravencim nabidnuty dvé cesty, které jsou stejné dlouhé.
Mravenci zprvu pouzivaji obé cesty rovnomérné, ale vzhledem k tomu, ze kazdy mravenec
se rozhoduje 1 na zdkladé¢ nahody, jestli pujde jednou, nebo druhou cestou, Casem
se koncentrace feromont u jedné z cest stane intenzivnéj$i a mravenci zacnou pouZzivat
prevazné jen jednu z cest i ptes to, ze ob¢ jsou stejné dlouhé. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

V druhém ptipad¢ je mravencim nabidnuta cesta, kde je jedna z cest dvojnasobné delsi
nez druhd. Zprvu mravenci opét pouzivaji obé cesty, ale vzhledem k tomu, Ze se feromony
u kratsi cesty rychleji hromadi a nestihaji vyprchat, tak mravenci brzy zacinaji pfevazné
pouzivat kratsi cestu. Je zajimavé, ze i pfes to, Ze jedna cesta ma po Case vyrazné veétsi

koncentraci feromont, tak je malé procento mravencu, kteti se rozhodnou jit delsi cestou.
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Nikdy se tedy nestane, ze by vSichni mravenci zvolili tu nejkrat$i cestu. Toto chovani

by se dalo povazovat za prozkoumavani okoli. (Dorigo & Stiitzle, 2004)
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Obrazek 4: Experiment s dvéma mosty (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Dalsi zkoumanou situaci bylo pfidani kratsi cesty az po ptl hodin€ trvani experimentu.
V tomto piipadé i pies to, ze malé procento mravenci prozkoumava nové cesty,
tak mravenci jiz nebyli schopni svou cestu zménit z delsi na kratsi, a tak ztstali uvéznéni
na delsi cesté. Je to dano tim, ze feromony na delsi cesté jsou jiz velmi koncentrované
a také pomalym vyprchavanim feromont z cesty. Vyprchani feromonit by mohlo umoznit
prilezitostné najit nové feSeni, ale v tomto ptipadé je ptiliS pomalé na to, aby mravenci

kolonie mohla zapomenou na delsi cestu a zacit pouzivat kratsi. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

3.4.4.2 ReSeni TSP mravenéimi koloniemi

Optimalizace mravencimi koloniemi, anglicky Ant colony optimization algorithm
zkracené¢ ACO, byla poprvé popsana Marcem Dorigem v roce 1992. Mravenci kolonie
se v té dob¢ ukazaly jako velmi Usp&Sny piistup. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Fungovéani algoritmu lze popsat tak, ze z kazdého mésta jsou vyslani mravenci, odkud
kazdy mravenec ud¢la vlastni okruh. Pti rozhodovani, jakou cestou se vydat, se mravenec
fidi na zaklad¢ intenzity feromont na cestach, vzdalenosti sousednich mést a na zaklade

nahody. (Dorigo & Stiitzle, 2004) (Soofastaei, 2022)
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V moment, kdy vSichni mravenci najdou svlij okruh, se aktualizuji feromony

na cestach, ptes které mravenci prosli. Takto se postup opakuje do daného poctu iteraci. Jako

vvvvvv

2004) (Soofastaei, 2022)

Vzhledem k tomu, Ze uloha ma rizny charakter, nejsou vSichni mravenci vyslani jen
z jednoho pocatecniho mésta, ale kazdy mravenec je vyslan z odliSného mésta jako vychozi
bod. Je to dano tim, ze krom feromonli se mravenec rozhoduje i na zékladé¢ vzdalenosti
daného mésta od mista, kde se nachazi. Kdyby kazdy mravenec vychazel ze stejného mésta,
mohlo by se stat, ze n¢které vhodné moznosti nalezeni okruhu by ziistaly neprozkoumany.
Obzvlast negativni efekt by mohl nastat v ptipad¢ ulohy s odlehlymi mésty. (Dorigo &
Stiitzle, 2004)

Pocet vyslanych mravenct je mozné udat jako x nasobek poctu mést v feseni. Pocet
vyslanych mravencti ma pfimy vliv na rychlost programu. Cim vice mravencti je vyslano,
tim delsi dobu trva vypocet, to stejné plati i u celkového poctu iteraci. Po¢et mravencti udava,
jak cCasto se aktualizuje intenzita feromont na cestach. Snizime-1i pocet mravenct, je mozné
zvysit pocet iteraci pii zachovani stejné doby vypoctu, timto by bylo docileno cCastéjsi

aktualizace intenzity feromont na cestach. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

3.4.4.2.1 Rozhodovani mravence, kam se vyda

Mravenec, ktery je vyslan na cestu, se pravé nachazi ve vychozim mésté a jeho ukolem
je udélat okruh pres vSechna mésta a vratit se. Nyni se mravenec musi rozhodnout, do jakého
sousedniho mésta se vyda. Protoze jesté¢ zddné mésto nenavstivil, mize se vydat kamkoli.
U kazdé z moZnosti je zndma intenzita feromonil na cesté (hrané grafu) a aproximovana
vzdalenost cesty. Aproximovana vzdalenost se vypocita jako konstanta vydélend skute¢nou
vzdalenosti mezi mésty. Z toho plyne, Ze ¢im vyssi je aproximovana vzdalenost, tim je cesta
ve skute¢nosti kratsi, tedy lepsi stejné jako tomu je u hodnoty intenzity feromoni. (Dorigo
& Stiitzle, 2004)

Pro vypoCet pravdépodobnosti P;;, Zze se mravenec vyda zaktudlniho mésta

i do jednoho ze sousednich mést j, vydélime touhu mravence ‘rl-“jng. jit do tohoto

konkrétniho mésta j souctem vSech tuh mravence jit do vSech volnych okolnich mést. Jinymi

slovy pravdépodobnost, ze mravenec pujde v dalsim kroku do mésta j se rovna touze
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mravence se tam premistit vydélenou souctem vsech tuh. Takto je tedy mozné vypocitat
pravdépodobnost pro vSechna jesSt€¢ nenavStivend mésta. Kdyz vSechny tyto
pravdépodobnosti se¢teme, vysledek bude roven jedné. (Blum, 2005) (Dorigo & Stiitzle,
2004)

a
Tijij

B
Z Tic’f”nnim

Obrazek 5: Vzorec pro vypocet pravdépodobnosti, kam se mravenec vyda. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Pij =

Touha mravence Tl-“jng. jit z aktualniho mésta i do j je nasobek hodnoty intenzity

@

feromont ;]

na cest¢ a hodnoty aproximované vzdalenosti nfj Empirické konstanty a a 8

urcuji, jestli se ma mravenec spiSe rozhodovat na zaklad¢ feromonti anebo aproximované
vzdalenosti. Pokud jsou oba koeficienty a a § nastaveny na hodnotu jedna, mravenec nedava
pii rozhodovani vétsi prednost ani feromontiim, ani vzdalenosti. Pokud je @ > [ rozhoduje
se mravenec vice na zaklad¢ intenzity feromond, a naopak pokud je a < f3, tak se mravenec

rozhoduje spise na zaklad¢ aproximované vzdalenosti. (Dorigo & Stiitzle, 2004)
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Obrazek 6: Mravenec se rozhoduje na zakladé touhy. (Dorigo & Stiitzle, 2004)
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Pro kone¢né rozhodnuti mravence, kam se vyda, slouzi generator ndhodnych cisel.
Jednotlivé pravdépodobnosti se uspotadaji do ¢iselné osy od 0 do 1. Poté je vygenerovano
nahodné Cislo od 0 do 1, které se ptifadi na ¢iselnou osu. Mravenec se vyda do toho meésta,
které je zvoleno ndhodnym ¢islem na ¢iselné ose. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Naptiklad pokud se mravenec rozhoduje, kam se vydd mezi Ctyfmi mésty,
tak se vypocitd pravdépodobnost pro navstiveni kazdého mésta zvIast. Kazda z téchto
pravdépodobnosti zaujima urcity interval na ose, kdy potadi uspofaddni na ose neni
relevantni. Pomoci vygenerovani nahodného ¢isla napiiklad 0,83 je urceno, do jakého mésta

se mravenec vyda. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

0,83

L Y
0

Obrazek 7: Rozhodnuti mravence na ziakladé pravdépodobnosti a nahody, zdroj: vlastni zpracovani

V nésledujicich krocich se mravenec opét rozhoduje stejnym zplsobem, piicemz
se nevraci do mést, kam se jiz vydal, to znamena, Ze pro jiz navstivenad mésta neni spoctena
pravdépodobnost navstiveni. Timto zptasobem se kroky opakuji, dokud uz nezbyvaji zadna
nenavstivend mésta. Nasledné se mravenec vrati do vychoziho mésta a tim uzavie okruh.

(Dorigo & Stiitzle, 2004)

3.4.4.2.2 Aktualizace feromonu

Pted prvnim vyslanim mravenci jsou vSechny feromony na vSech cestach nastaveny
na urcitou jednotnou hladinu. Nésledn€ pokazdé po tom, co vSichni mravenci projdou svijj
okruh, dojde k aktualizaci intenzity feromont na cestach mezi mésty. To zpusobi, ze dalsi
mravenci uz budou pii rozhodovani ovlivnéni tim, kudy $li pfedchozi mravenci.
(Mavrovouniotis, Muller, & Yang, 2017) (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Vzhledem k tomu, Ze feromony, které za sebou mravenci v piirod¢ zanechévaji
po Case vyprchavaji, tak i pfi aktualizaci feromont je jako prvni provedeno snizeni intenzity
feromoni o nékolik procent. Cim vétsi je intenzita vyprchavani feromond, tim vice se rozsii

okruh cest, které mravenci prozkoumaji ptfed tim, nez se upnou kjednomu feSeni.
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Bez vyprchavani feromont by dochazelo k tomu, ze uz béhem prvnich par opakovani bude
preferovano jedno feSeni, kde je jednozna¢né vice feromont a mravenci kolonie toto feSenti
jiz neopusti. Spusténi algoritmu ve vice opakovani by v tomto ptipadé nemélo piilisny efekt.
Diky vyprchavani feromonti maji uméeli mravenci lepsi schopnost zapomenout na predchozi
horsi feSeni v pripadé, ze najdou lepsi. Vyprchavani feromont je tedy velmi dilezité a jeho
nastaveni ma znacny vliv na vysledky algoritmu. U uloh, které nejsou tak komplexni jako
problém obchodniho cestujiciho, nema sniZzovani intenzity feromontl tak velky vyznam,
dokonce ani v pfirod¢ pro mravence vyprchdvani feromonl nema vyznamny vliv
na optimalizaci cesty za potravou. (Dorigo & Stiitzle, 2004)

Po snizeni hladiny intenzity feromont dojde k pticitani feromont na cesty, po kterych
mravenci prosli. Mravenci, ktefi nasli krats$i okruh, za sebou zanechavaji vice feromond.
Prvné je vypocitana délka okruhu kazdého mravence. Nasledné se vypocita piesny pocet
zanechanych feromont mravence na kazdé cesté (hrané¢ grafu), ktery je vypocitan jako
konstanta Q vydélena délkou okruhu mravence. (Mavrovouniotis, Muller, & Yang, 2017)

(Dorigo & Stiitzle, 2004)

Modifikace aktualizace feromonu

Bylo vymysleno nékolik modifikaci aktualizace feromont za ticelem snahy zefektivnit
algoritmus. Jednim ptikladem je, Ze mravenec, ktery naSel zatim doposud nejlepsi feseni,
bude za sebou zanechéavat vice feromonti nez bézni mravenci. Tento piistup se nakonec
ukazal jako méné efektivni, protoze dochazi k ptili§ brzkému uchyleni se k jednomu feSeni,
které nemusi byt vzhledem k ndhod¢ dostatecné optimalni. Jinymi slovy pii pokusech, kdy
byl algoritmus spoustén mnohokrat za sebou, bylo mnoho ptipadd, kdy vysledek byl
znatelné horsi, tzn. vysledek algoritmu byl obc¢as dobry a obcas ne. Zdali budou mravenci
dosahovat lepsich, nebo horsich vysledk po této upravé, mize byt dané typem ulohy,
vyznamny vliv mize mit naptiklad to, jak jsou v loze rozprostiena mésta. (Birattari, a dalsi,
2004)

DalSim piikladem optimalizace je ur€eni dolni a horni hladiny intenzity feromond,
kterou neni mozné prekrocit. Tento pfistup naopak rozsiti okruh, do kterého se mravenci
vydaji a tim se tedy zvySuje pravdépodobnost, Ze 1 po mnohych iteracich bude nalezeno nové

lepsi feSeni. Tato optimalizace, nazyvana jako MAX-MIN mravenci systém, se ukazala

v mnohych piipadech jako GspéSna. (Birattari, a dalsi, 2004)
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3.5 Exaktni algoritmy

Exaktni metody funguji pouze pro maly pocet mést, maji ale ptesny vysledek. Zatim
neni zndm Zzadny exaktni algoritmus s vypoctem v polynomidlnim case a ani neni stale
potvrzeno, ze takovy algoritmus neexistuje. (Cook, 2012)

Tyto algoritmy tvoii zdklady pro nejvice efektivni algoritmy, které se dnes pouzivaji.
Za jeden z dnes nejlepSich dostupnych programi pro exaktni vypocet problému obchodniho
cestujiciho je povazovan program s nazvem Concorde TSP, ktery byl ve svych rannych
fazich vroce 2003 oznacen jako Dantzig-Fulkerson-Johnsoniiv algoritmus pro velky
problém obchodniho cestujiciho. (Cook, 2012) (Applegate, Bixby, Chvatal, & Cook, 2003)

Concorde TSP vyuziva linearniho programovani pro hledani minima, tedy hodnoty
udavajici, jak kratky je nejkratsi mozny okruh dané ulohy. To znamen4, Ze program dokaze
urCit, zdali okruh, ktery naSel je optimalni. Toto ovéfeni neni vypocetné narocné.
Pro nalezeni okruhu Concorde TSP vyuZiva kombinaci riznych heuristickych algoritmd,
které mohou slouzit jako vstup pro exaktni vypocet, ktery je provadén metodami jako jsou
metoda feznych rovin a metoda vétvi a mezi. Concorde TSP jiz dokéze nalézt optimalni
cestu pro ulohy s poctem mést vramci tisicli, nicméné vypocet trva roky a provadi
se na velmi vykonnych pocitacich ur€enych k vyzkumu. Rozhodnuti, zdali feSit ulohu
pomoci exaktniho algoritmu, nebo pomoci heuristik, tedy zavisi na velikosti a typu ulohy,
narokil na ¢as vypoctu v kombinaci s tim, jak vykonny je pocitac, na kterém bude algoritmus

spoustén. (Hoos & Stiitzle, 2014) (Cook, 2012) (Applegate, Bixby, Chvatal, & Cook, 2003)

3.5.1 Metoda hrubou silou

Jedna se o nejméné efektivni metodu. Metoda spociva v tom, Ze vyzkousi vSechny
mozné piipustné feSeni a vybere z nich to nejkratsi. (Cook, 2012)

e L YNt i oy o« -1)! NSV
Pocet ptipustnych feSeni si miizeme vypocitat vztahem x = %, kde n je pocet mést.

Predstavme si, ze mame deset mést, které potfebujeme navstivit s tim, ze budeme zacinat
a koncit ve stejném meste. Na prvni pozici v poradi vSech moznosti tedy vzdy navstivime
stejné mésto, pak mame devEét moznosti, jak zvolit druhé mésto k navstiveni, osm moznosti,

jak zvolit tfeti mésto a tak déle, proto je v Ciniteli zlomku (n - 1)!. Zarovei je jedno, jakym
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smérem okruh pojedeme, proto cely vysledek jesté vydélime dvéma. V piipadé deseti mest
mame tedy 181 440 moznych okruhil kudy se vydat a chceme z nich vybrat ten nejkratsi.

Pro vytvoteni piedstavy o rychlosti tohoto postupu by vyfeseni problému o 33 méstech
trvalo 28 biliont let, coz je dvakrat déle, nez je stari vesmiru, a to jen v ptipad¢, kdy by
provéfeni jedné cesty zabralo jen jednu aritmetickou operaci a k vypoctu bychom pouzili
pocita¢ IBM Roadrunner se 129 600 procesory s vykonem 1457 bilionli aritmetickych
operaci za sekundu. (Cook, 2012)

3.5.2 Metoda reznych rovin

Jedna se o metodu inspirovanou celo¢iselnym linedrnim programovanim, vyvinutou
védeckym tymem v zastoupeni Dantzig, Fulkerson a Johnson. Jejich metoda nema za cil
fesit celou ulohu najednou, namisto toho generuje a pocita Casti podle toho, jak jsou
piifeSeni potfeba. Tento piistup ma pifinos nejen pro problém obchodniho cestujiciho.
Pozd¢ji se tato metoda zaCala kombinovat i s metodou vétvi a mezi. (Applegate, Bixby,

Chvatal, & Cook, 2003) (Hladik, 2023) (Cook, 2012)

3.5.3 Metoda vétvi a mezi

Tato metoda vyvinuta ve spolupraci s Dantzigem také vyuziva znalosti z linedrniho
celociselného programovani. Funguje na principu rozdéleni ulohy na dvé jednodussi
podulohy, ¢emuz se tikd vétveni. Pokud jsou jednotlivé podulohy stile pfili§ obtizné
k feSeni, tak se dale vétvi na jednodussi podulohy. Vznika tak strom feseni. Podtloha nikdy
Aby se zbyte¢né neprochazely vétve vypoctu, které prokazatelné¢ neobsahuji optimalni
feseni, tak béhem vétveni dochazi k profezavani poduloh za Gfelem snizeni exponencialni
obtiznosti celé ulohy. (Applegate, Bixby, Chvatal, & Cook, 2003) (Hladik, 2023) (Cook,
2012)

Jedna se o viceucelovy pristup, nejprve byl formulovan pravé v kontextu problému
obchodniho cestujiciho. Metoda vétvi a mezi spolecné s metodou feznych rovin dokézou
feSit Ulohy stisici mésty, coz je velmi dobry vysledek. V modernich programech
pro problém obchodniho cestujiciho se pravé tato kombinace pouziva. (Applegate, Bixby,

Chvatal, & Cook, 2003) (Hladik, 2023) (Cook, 2012)
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3.6 Heuristiky zaloZené na teorii grafa

Heuristicky algoritmus je implementovan pro specificky problém pomoci setu pravidel
nebo strategii. Strategie miZe vychdzet napiiklad z néjaké intuitivni myslenky, ndhody nebo
zkuSenosti. Zménou v téchto pravidlech vznikne dalsi heuristika, je tedy mozné heuristiky
rizn¢ modifikovat. V porovnéni s tradi¢nimi algoritmy heuristiky negarantuji optimalni
feSeni, ale mohou nabidnout uspokojivé feSeni v kratkém case. Zaroven jsou velmi adaptivni
na druh problému a pouzivany skoro ve vSech védeckych odvétvich a inZenyrskych
aplikacich. (Du, Liu, Zhang, & Lu, 2021)

Protoze tradi¢ni optimalizacni algoritmy problému obchodniho cestujiciho nejsou
efektivni, jsou k feSeni Casto pouzivané heuristické nebo sofistikované metaheuristické
algoritmy pro optimalizaci. Problém obchodniho cestujiciho je také casto pouzivany jako
benchmark neboli testovaci tiloha pro srovnani efektivity téchto algoritmi. Vystupem je bud’
nov¢é feSeni problému anebo vylepSeni uz hotového feSeni. Heuristiky jsou na rozdil
od exaktnich algoritmt vzdy rychlé a robustni, coz v tomto kontextu znamena, ze nejsou

tak citlivé na velikost vstupu. (Du, Liu, Zhang, & Lu, 2021)

3.6.1 Metoda nejbliz§iho souseda

Metoda nejblizsiho souseda ma asymptotickou ¢asovou sloZitost O(n?).

Nalezeny vysledek je vzdy mensi nez (1 + % log n)nasobek délky optimdlni cesty.
Naptiklad mame-li 50 mést, tak nalezend cesta metodou nejblizSiho souseda bude
maximalné Ctytikrat dels$i nez optimalni. (Cook, 2012)

Vstupem je matice cen hran, kde indexy matice udavajici fadek a sloupec znazornuji
vrcholy. Vystupem je seznam sefazenych vrchola. (Cook, 2012)

Kdyby se obchodni cestujici fidil metodou nejbliz§iho souseda, vydal by se vzdy
z mista, kde se nachdzi, do dalsiho mésta, které mu je nejbliz a zaroven ho jesté nenavstivil.
Takto by se tedy posouval vzdy k nejbliz§imu méstu, dokud by mu nezbyvalo jen vychozi
meésto, do kterého by se vratil. Je zde nebezpeci, ze by vzdalenost mezi vychozim
a poslednim méstem byla zbytecné velika. Metoda nejbliz§iho souseda totiz bézné nepodava
dobré vysledky, pokud se v seznamu vyskytuji mésta, které jsou od ostatnich nepfimérene

daleko. Metoda mtze dosahovat rtiznych vysledkli podle toho, jaké mésto zvolime jako
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vychozi. Je tedy potieba vyzkousSet vSech n moznosti, kde n je pocet mést a okruh vzdy

zaciname v jiném mésté. Z téchto moznosti potom vybereme tu nejkratsi. (Cook, 2012)

3.6.2 Hladovy algoritmus

Hladovy algoritmus mé asymptotickou ¢asovou slozitost O(n log, n).

Nalezeny vysledek je vzdy mensi nez (% + % log n)nasobek délky optimalni cesty,
to je o néco lepsi nez u metody nejblizsiho souseda. (Cook, 2012)

Vstupem je matice nebo mnozina hran a vystupem je mnozina hran. Hladovy
algoritmus na rozdil od metody nejbliZ§iho souseda stavi cestu po ¢astech. (Cook, 2012)

Algoritmus je pojmenovany hladovy, protoze se snazi vzdy nenasytné snist neboli
pojmout hrany, které maji nejlepsi ceny. (Cook, 2012)

Postupujeme tak, ze v§echny ohodnocené hrany v E (G) sefadime podle cen vzestupné.
Postupné si bereme hrany popotad€ od nejmensi a pokousime se je zaradit do feSeni. Hranu
muzeme zafadit do feSeni jen pokud pfidanim hrany nebudou jeho vrcholy vétSiho stupné
nez 2. Zaroven piidanim hrany nesmi vzniknout kruznice, vyjma ptipadu, kdy uz mame
v feSeni o jedna méné hran, nez je celkovy pocet vrcholl. V moment, kdy jsme zatadili
n hran, kde n je pocet vrcholl, skon¢ime. (Cook, 2012)

Na zacatku vypoctu vypadd metoda slibné€, ale ke konci mize byt nucena zaradit

1 n¢které zbytecné dlouhé hrany. (Cook, 2012)

3.6.3 Lin-Kerninghanovy metody zlepSujici FeSeni

Tyto metody maji jako vstup uz hotové feSeni spocitané néjakou heuristickou metodou
anebo ndhodné vybrany okruh. Vystupem je také hamiltonovska kruznice, ale se stejnou
nebo lepsi celkovou délkou cesty nez vstup. Cilem téchto metod je tedy navrzené feSeni
zlepsit. ZlepSeni se provadi pomoci vymény hran za nové, které maji v souctu cen hran mensi
hodnotu. Vychozi hrany, které se maji nahrazovat a alternativni hrany, kterymi se miiZzou
nahradit vychozi hrany, jsou vybirany tak, aby se po vymén¢ nenarusila souvislost grafu
a graf stale tvofil hamiltonovskou kruznici. (Keld, 2006)

Lin-Kerninghantv algoritmus funguje na takzvanych r-opt vyménach hran, r zde
urcuje pocet vymenovanych hran. Lin a Kerninghan vynalezli algoritmus, ktery si v prubéhu

voli, kolik hran bude zaménovat podle toho, co je zrovna vyhodné. Jedna se o metodu, ktera
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miZe najit optimélni feseni do 145 vrcholti v ¢ase pod 30n° psekund, kde n je podet vrchold.
Touto metodou jsme tedy schopni dosahovat dobrych vysledkti v kratkém case.
Za poslednich 50 let se pivodni metoda stale vyvijela a zlepSovala, nyni umoznuje najit
dobr¢ feSeni pro ulohy s vice nez deseti miliony body. (Du, Liu, Zhang, & Lu, 2021) (Keld,
2006) (Lin, 1965)

Metodu vymén nejde pouzit na uloze o tfech vrcholech, protoze takovy graf nema
k dispozici zadné hrany k vymeéné, vylepSeni takového okruhu ani nedava smysl. Maximalni

mozny pocet zamén je omezeny poctem vrchold, plati zde vztah r < ?, kdy n je liché

¢islo predstavujici pocet vrcholi, nebo r < 2 pro suda n, plati, Zze r € N. (Misevicius,
2011)

Algoritmus prochézi a porovndva kombinace hran tak dlouho dokola, dokud nachazi
hrany k vyméné.

Cim vice se rozhodneme vymeénit hran, tim vice mame moznosti, kde vSude hrany
vymeénovat. Pfi vyméné tii a vice hran je i1 vice voleb, jaké hrany nabidnout za hrany piivodni.
Plati, Ze pro r hran k vyméné mame na vybér (r — 1)! 2"! alternativnich moZnosti pro
vyménu za puvodni hrany. Ze vztahu je ziejmé, Ze pouziti r-opt ma své hranice pro hodnotu
r, a to pomérn¢ nizko. Obtiznost tedy rychle stoupa s rostoucim poctem vymeénovanych
hran. Vypocetni slozitost ¢ini O (n"). Prakticky je vyuzitelny spiSe jen 2-opt a 3-opt, to jsou

algoritmy, které vymeéiuji dvé nebo tii hrany. (Misevicius, 2011)
3.6.3.1 Metoda 2-opt

Misevicius (2011) uvedl, ze metoda metoda 2-opt ma asymptotickou ¢asovou sloZitost
0(n?).

Tato vylepSujici metoda, jak ndzev napovida, vzdy vyméiuje dvé hrany za jiné dvé
hrany. 2-opt miizeme pouzit na graf uz od ¢tyt vrcholii. Pro vypocet budeme postupovat
vybérem dvojice hran a zmétime je, zmétime i dvojici hran, kterd se nabizi pro vyménu
a pokud je nova dvojice kratsi, hrany vyménime. (Keld, 2006)

Na obrazku je zndzornény piiklad vymény dvou hran. Nalevo je pivodni graf. Modrte

jsou zvyraznéné hrany plvodniho grafu, nad kterymi se uvazuje vymeéna. Sed¢ jsou
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oznaceny hrany, které jsou alternativni k vybranym hranam. Protoze Sedé hrany jsou zde

v souctu krat$i nez modré, doslo k jejich vymeén¢ a napravo je uz optimalizovany graf.

Obrazek 8 - Princip metody 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani

M v ; 1o x o v vr . n(n-3
Pocet moznosti pro vybér dvou hran v grafu mizeme spocitat jako x = %,

kde uvazujeme n jako pocet mést. U sudého i lichého poctu vrcholil (tedy 1 hran) je vzorec
pro vypocet poctu moznosti totozny. (Misevicius, 2011) (Cook, 2012)

Dv¢ hrany pro optimalizaci spolu nesmi sousedit, pro takové dveé hrany neni mozné
nalézt jiné¢ dv¢ alternativni hrany. Nésledné vybirdme dvojice tak, Ze vybereme vSechny
dvojice hran, které jsou od sebe vzdalené jednu hranu, pak vSechny dvojice, které jsou
od sebe vzdalené dv¢ hrany a takto pfidavdme o jednu hranu, dokud poc¢et hran mezi vrcholy
nedosdhne maximalnimu moznému poctu hran pro dany graf. Maximalni pocet hran mezi
dvéma vybranymi hranami pro 2-opt je mozné u grafu s lichym poctem vrcholl vyjadrit jako
%3 a u grafu se sudym poctem vrcholi jako nT_Z Pocet dvojic pro kazdy mozny pocet hran
odpovidéa poctu mést, naptiklad u grafu s Sesti vrcholy bude pocet dvojic vzdalenych od sebe
o jednu hranu roven Sesti. U grafu se sudym poctem vrcholil je tfeba pfi vybéru dvojic
se svou maximalni vzdalenosti vybrat jen polovinu moznosti, protoze zde nastane situace,
kdy vybirame hrany, které maji mezi sebou na obou stranach stejny pocet vrcholi.
Pti zakresleni grafu do pravidelného n-thelniku by se jednalo o hrany, které jsou naproti
sobg, jak je znazornéno na obrazku nize. Napiiklad u grafu s Sesti vrcholy je totozné, jestli
vybereme prvni a ¢tvrtou hranu anebo ¢tvrtou a prvni. U grafu s lichym poc¢tem vrchol
k této symetrii nedochazi. To znamena, Ze pro tlohy se sudym po¢tem mést je uloha nepatrné
méné narocna, ale jedna se o zanedbatelné piilepSeni. Na obrazku nize je znazornény vyber
hran v grafu se sudym poctem mést, kdy jsou ve vybéru jen varianty s dvojicemi vzdalenymi
od sebe maximalnim moznym poétem hran dle vzorce. Cervené je oznadena varianta, kterou

jiz neni tfeba vybrat pro vypocet, protoze tato kombinace jiz byla vybrana. U ulohy s Sesti
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mésty je tedy vybrano Sest dvojic, které jsou od sebe vzdalené jednu hranu a tfi dvojice, které
jsou od sebe vzdalené tfi hrany, to je v souctu devét. U tilohy se sedmi mésty by bylo vybrano
sedm dvojic vzdalenych od sebe jednu hranu a sedm dvojic od sebe vzdalenych dvé hrany,

to je v souctu Ctrnact. (Misevicius, 2011) (Cook, 2012)

({0

Obrazek 9 - Vybér hran v sudém grafu u 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani

Pro vyménu hran je mozné prohodit vrcholy v posloupnosti vrcholl tvofici cestu.
K prohozeni volime libovolné dva vrcholy, které nejsou incidentni s piivodnimi hranami,
ani s alternativnimi neboli novymi hranami. Mame tedy vzdy dvé moZznosti na vybeér.
Obrazek znazoriiuje vyménu dvou vrchold tak, aby vznikla cesta s prohozenymi hranami.
Na prikladu z obrazku je mozné prohodit vrchol A s F, nebo vrchol B s E, ale neni mozné

navzajem prohodit vrcholy F s B, nebo tieba F s E. (Misevicius, 2011)

AEDCBFG AEDCBFG FEDCBAG
B B B

A C A C A C

Obrazek 10 - Prohozeni vrcholii u 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani

Pokud se chystame prohodit vrcholy, které jsou od sebe vzdalené tii nebo vice hran,
je tfeba vuseku mezi témito vrcholy otocit potfadi vrcholi. Je to potieba proto,
aby vyménéné hrany navazovaly na hrany, na které pivodné navazovaly. Na obrazku
je znazornéna situace, kdy je tfeba zménit poradi vrcholll v urcitém tuseku. Pivodné byla

cesta vrchola v pofadi AEDCBFG, po vyméné vrcholi je cesta ABCDEFG, to znamena,

38



ze doslo k prohozeni vrcholll E s B, nésledné bylo oto¢ené potadi vrcholli v tiseku mezi

B a E, coz jsou v tomto pfipad¢ jen dva vrcholy D a C. (Misevicius, 2011)

AEDCBFG ABDCEFG ABCDEFG
B B B

A Cc A C A C

F E F E F

Obrazek 11 - Zména poradi vrcholi u 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani

Algoritmus iteruje, dokud uz nema co vylepsSovat. Po tom, co tedy projde vSechny
dvojice a prohodi né&jaké vrcholy, tak na vylepseném grafu projde zase vSechny dvojice
a kdyz uz v dané iteraci nevyméni zadné hrany, tak se ukonc¢i. Téméi vzdy nalezne lepsi

feSeni nez plivodni, je rychly a efektivni. (Cook, 2012)
3.6.3.2 Metoda 3-opt

Misevicius (2011) uvedl, Ze metoda 3-opt méa asymptotickou ¢asovou slozitost O (n?).

Tato metoda funguje obdobn¢ jako 2-opt. Namisto dvou hran, ale vZdy vyménujeme
tfti hrany. Pokud vybereme tfi hrany v grafu, mame vzdy osm moznosti, jak vybrat
alternativni tfi hrany, kterymi se pfipadné nahradi ptivodni hrany tak, aby vysledny graf byl
po zaméné hran souvisly a tvoril hamiltonovskou kruznici. 3-opt tedy v sobé obsahuje
1 vSechny mozné vymeény, které se nabizeji ve 2-opt, spoustét 3-opt zaroven s 2-opt
by nepfineslo lepsi vysledky oproti samotnému 3-opt. Na obrdzku je zndzornéno vSech osm
moznosti, respektive alternativ, které mohou tvofit okruh namisto vychoziho ptivodniho
okruhu pro jednu trojici hran. Mezi osm variant se zapoc€itavaji i vychozi vybrané tii hrany.

24

byly jen dvé moznosti. (Misevicius, 2011) (Cook, 2012)
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E E

Obrazek 12 - MoZnosti vymén hran ve 3-opt, zdroj: vlastni zpracovani

Aby byl algoritmus 3-opt rychlejsi, je naptiklad mozné ze zmiflovanych osmi variant
vybrat jen ty, kde se zaménuji vSechny tii hrany. Timto zplisobem vzdy zmenSime pocet
alternativnich moznosti k vyméné za pivodni hrany na polovinu. U 3-opt je to sice
jen z osmi na Ctyfi, ale naptiklad u 4-opt je to ze 48 na 25. U takto modifikovaného algoritmu
se neda fict, Ze vysledek je r-optimalni, ale takovato nebo podobné modifikace mohou velmi

urychlit ¢as vypoctu. Je dokonce mozné sloZitost O (n") sniZit az na O (n). (Misevicius, 2011)

B B B B
A C A ; ~oC A C A C
G D G D G DG D
L~
E E E E
F B F B F B

Obrazek 13 - Vybér vSech tii hran pro 3-opt, zdroj: vlastni zpracovani
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4 Vlastni prace

Pro porovnani algoritml je naprogramovany program ve formé webové aplikace
vjazyce C# suzivatelskym rozhranim. Tento program je rozSifenim programu
implementovaného v ramci bakalaifské prace zpracované na téma porovnani heuristik
problému obchodniho cestujiciho a optimalizace tras, ktera je dale rozSifena o metodu
mravencich kolonii a o exaktni algoritmus. VSechny implementované algoritmy jsou metoda
nejbliz§iho souseda, hladovy algoritmus, optimalizace mravenc¢imi koloniemi, exaktni
algoritmus, ndhodné vygenerovany okruh a metoda zlepSujici feSeni 2-opt. Program
je ptizptisoben pro tlohu okruzni cesty po hlavnich méstech vSech stati Evropy, kterych

je padesat.

4.1 Implementace programu

Program je implementovan jako webova aplikace pro snadnou dostupnost
pro uzivatele a jednoduchost ovladani. Je vytvofen pomoci jazyka C#. Finalni aplikace
se sklada z nékolika knihoven na platformé .NET Standard a webové aplikace typu
ASP.NET Core Web App. Architektura webové aplikace je tvofena pomoci navrhového
vzoru MVC (Model/View/Controller), pro tvorbu HTML Sablon je pouzit Sablonovy systém
Razor. Data jsou uchovavana v souboru ve formatu JSON. (Anderson, Brock, & Larkin,

2011)

4.1.1 Architektura aplikace

Diagram znazoriiuje zévislosti mezi jednotlivymi komponentami celé aplikace
nazvané Optiroute. Knihovna Datal.oader.Google obsahuje metody pro volani Google API.
V knihovné TSPAlgorthm jsou implementovany algoritmy pro feSeni problému obchodniho
cestujiciho. Knihovna Db obsahuje datovy model pro ulozeni informaci o adreséach a cestach
mezi nimi a jejich vzdalenostech. Projekt Tests obsahuje testy pro volani Google API, také
je zde metoda pro vygenerovani vzdalenosti mezi v§emi mésty do formatu JSON za vyuziti
struktury tfid a kolekci v projektu Db. Projekt Web je webova aplikace spustitelna
na serveru, obsahuje vSechny nezbytné struktury a soubory pro fungovani webové aplikace.

Pro vypocitani trasy jsou naimplementovany rtizné algoritmy (napiiklad mravenci kolonie)
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z TSPAIlgorthm. Web také vyuziva knihovnu Db pro praci s datovym modelem, napiiklad

nacitani pojmenovani mésta/adresy dle ID mista.

Dataloader.Google TSPAlgorithm

Obrazek 14 - Diagram zavislosti v projektu, zdroj: vlastni zpracovani

4.1.2 Google API

Pro ziskani vzdalenosti mezi mésty je vyuzivano API od Google, konkrétné Geocoding
API pro ziskani id adresy a Distance Matrix API pro ziskani vSech vzdalenosti mést mezi
sebou. Jednotlivé vzdalenosti jsou ziskany v rtiznych rezimech dopravy a to autem, vetejnou
hromadnou dopravou a pésky. U varianty vefejnou hromadnou dopravou nebylo nalezeno
spojeni pro kazdé mésto, na uloze o vSech padesati statech Evropy ji tedy nelze pouzit.
Vzdalenosti jsou méteny jak v metrickych, tak v asovych jednotkach. K ziskani pottebnych
vzdalenosti a ¢ast bylo pouzito API z toho diivodu, ze pro padesat mést by muselo byt ru¢né
provadéno 7 350 méteni, vhledem k tomu, Ze je kazda trasa méfena v ¢asovych i metrickych
jednotkéch a je zde pocitano se tiemi zpiisoby dopravy. Dalsi vyhodou je, Ze je diky vyuziti
API mozZné udaje jednoduse upravit a aktualizovat. Déle by diky API bylo pfipadné¢ mozné
aplikaci rozsifit tak, aby hledand trasa vzdy odpovidala aktudlni dopravni situaci. (Google,
2023)

4.1.3 Uzivatelské rozhrani aplikace

Aplikace byla pojmenovana Optiroute. UZivatel si pomoci grafického uzivatelského
rozhrani webové aplikace voli jednotlivdi mésta pomoci zaskrtavacich poli. Nasledné
si je mozné piepinaci zvolit zptisob dopravy, zdali se jedna o jizdu autem, chtizi pésky anebo
piepravu vetejnou dopravni obsluhou. Zdali uzivatel pottebuje najit co nejrychlejsi trasu

anebo co nejkratsi trasu, si voli také za pomoci prepinacii.
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Na obrazku nize je screenshot webové aplikace, pocet mést je zde pro ilustraci mensi

nez ve skute¢nosti.

Optiroute

Kristyna Bartosova

Vyberte mesta Vzdalenosti Mésta

(m] Bern, Svycarsko
(] Ankara, Turecko
(m] Kyjev, Ukrajina
]

Vatikan

Vyberte zpUsob cesty

@ & Autem
(@ & Verejnou dopravou

(@] * Péiky

Potfebujete usetfit:

(0] @® Cas, potiebuji co nejrychlejsi cestu

C) o Kilomety, potiebuji co nejkratéi cestu

Vyhledat trasu

Obrazek 15 - Rozhrani titulni stranky aplikace, zdroj: vlastni zpracovani

Po tom, co si uzivatel vSe navoli, tak si mize nechat vyhledat trasu, kdy se provedou
vSechny algoritmy pro vypocet optimalni trasy. Na dalsi strance se zobrazi nejlepsi nalezena
trasa vybranych pobocek a jeji délka. Pro zobrazeni podrobnych vysledkt riznych algoritmt
si je mozné rozkliknout detailni vystup tlacitkem s popiskem Zobrazit vice. Na obrazku

je stranka s nejkratsi nalezenou trasou.
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Optiroute

Kristyna Bartosova

Nejkratsi nalezena cesta & Zobrazit vice ¥

Trasa:

Praha, Cesko — Viden, Rakousko — Bratislava, Slovensko — Budapest, Madarsko — Bukurest, Rumunsko — KiSinév, Moldavsko — Kyjev, Ukrajina —
Variava, Polsko — Berlin, Némecko — Kodaf, Dénsko — Reykjavik, Island — Oslo, Norsko — Stockholm, Svédsko — Helsinki, Finsko — Tallinn,
Estonsko — Riga, Lotyssko — Vilnius, Litva —= Minsk, Bélorusko — Moskva, Rusko — Nur-Sultan, Kazachstan — Baku, Azerbajdzan — Tbilisi, Gruzie —
Jerevan, Arménie — Nikésie, Kypr — Ankara, Turecko — Sofie, Bulharsko — Skopje, Severni Makedonie — Atény, Recko — Tirana, Albanie —
Podgorica, Cemna Hora — Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Bélehrad, Srbsko — Zahfeb, Chorvatsko = Lublan, Slovinsko = San Marino, San Marino
- Valletta, Malta = Rim, Italie = Vatikdn = Monaco-Ville, Monako = Andorra la Vella, Andorra = Madrid, Spanélsko = Lisabon, Portugalsko —
PafiZ, Francie — Dublin, Irsko — Londyn, Velké Britanie — Amsterdam, Nizozemsko — Bruselas, Belgie — Lucemburk, Lucembursko — Bern,
Swycarsko — Vaduz, Lichtenstejnsko — Praha, Cesko

Délka trasy:
22d 20 h 46 min

Obrazek 16 - Rozhrani stranky s nalezenou trasou, zdroj: vlastni zpracovani

Pro vice informaci si je mozné zobrazit seznam vsech mést, kde jsou zobrazené presné

adresy danych mist, v tomto pfipad¢ padesati evropskych mést.

Optiroute

Kristyna BartoSova

Mésta

Praha, Cesko - (vychozi pobocka)
Praha, Cesko

Prague

Tirana, Albanie

Tirana, Albanie

Tirana, Albania

Andorra la Vella, Andorra
Andorra la Vella, Andorra

AD500 Andorra la Vella, Andorra
Jerevan, Arménie

Jerevan, Arménie
Yerevan, Armenia

Obrazek 17 - Seznam mést ve webové aplikaci, zdroj: vlastni zpracovani

Pro ptehled, jak daleko jsou jednotliva mésta od sebe vzdalend, si je mozné zobrazit
tabulku, kde je zobrazena jak metricka, tak casové vzdalenost mezi vSemi mésty, a to vSemi
dopravnimi prostfedky. Na tlloze o padesati mést se jedna o tii tabulky, kdy kazda z nich

obsahuje 1 275 tadka.
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Optiroute

Kristyna Bartosova

Vzdalenosti mist Autem &

Z mista Do mista Cas (min) Vzdalenost (m)

Praha, Cesko Tirana, Albanie 17 h 17 min 1620,4 km
Praha, Cesko Andorra la Vella, Andorra 17 h 14 min 1691,3 km
Praha, Cesko Jerevan, Arménie 1d 15 h 25 min 3602,1 km
Praha, Cesko Baku, Azerbajdzan 1d 20 h 41 min 35489 km
Praha, Cesko Bruselas, Belgie 9h 13 min 899,0 km
Praha, Cesko Minsk, Bélorusko 12 h 46 min 1218,4 km
Praha, Cesko Sarajevo, Bosna a Hercegovina 11 h 5 min 1040,4 km
Praha, Cesko Sofie, Bulharsko 12 h 47 min 1283,7 km
Draha Facka Dadnnrica Carni Hara 18 h 21 min 12200 Lm

Obrazek 18 — Tabulka vzdalenosti mezi mésty v aplikaci, zdroj: vlastni zpracovani

4.2 Implementace algoritmii pro reSeni problému obchodniho cestujiciho

V programu jsou implementovany heuristické algoritmy, a to metoda nejblizSiho
souseda, hladovy algoritmus a mravenéi kolonie. Cesta ziskand témito heuristikami
se nasledn¢ jesté vylepSuje pomoci algoritmu 2-opt. Dale je soucasti programu exaktni
algoritmus, ktery projde vSechny moznosti. Také byl implementovan algoritmus
pro nahodné vybranou cestu, ktery je také nasledné vylepSen pomoci metody 2-opt.

Vsechny algoritmy maji na vstupu matici reprezentovanou jako dvourozmérné
celociselné pole, kde jednotlivé indexy reprezentuji mista a hodnota na zvolenych indexech
reprezentuje vzdalenost mist mezi sebou. Matice je symetrickd, to znamena, Ze na pozici
[i, j] je stejna hodnota jako na pozici [j, i], reprezentuje tedy neorientovany graf.
Dale je na vstupu kolekce, kterd ma na svych indexech ulozené jednoznac¢né identifikatory
(ID) mist tak, jak jsou ulozené v souboru JSON. Tato kolekce ndm umoziuje zjistit podle
hodnoty indexu, reprezentujici néjaké mesto, ID tohoto mésta a diky tomu naptiklad vypsat
uzivateli nazvy mést v nalezené cesté. DalSim vstupnim udajem je ID mésta, které
je vychozi, coz je v tomto piipadé nastavené na Prahu.

ZlepsSujici metoda 2-opt ma jest€ navic na vstupu trasu pro zlepSeni, tato trasa

je reprezentovana posloupnosti jednotlivych ID mist.
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Vystupem je vzdy posloupnost ID mist, celkova délka trasy a ¢as vypoctu algoritmu.
Cas vypodtu je poéitan véetné veskerych &teni a zapisi do kolekci, po¢itani délek,
preskupovani potadi ID mist, tak aby se vzdy zacinalo ve vychozi pobocce a tak dale.
U optimaliza¢nich algoritmii neni do celkového ¢asu vypoctu pocitan vypocet vstupni cesty

k vylepSeni.

4.2.1 Implementace exaktniho algoritmu

Na zacatku je deklarovany list obsahujici seznam mést, nad kterym se tloha pocita.
Dale je deklarovana proménna pro uchovani posloupnosti mést, které zatim tvori nejkratsi
okruh a ¢iselna proménna pro uchovavani jeji vzdalenosti.

Pomoci rekurzivniho volani jsou postupné prohleddny vsSechny existujici okruhy
v grafu a pokud je nove nalezena cesta krat$i nez doposud nalezena trasa, tak se ulozi véetné

jeji délky. Algoritmus skonci pro projiti vSech moznosti.

List<int> placeIDs = matrixRoute.placeIDs.Where(d => !(d ==
matrixRoute.DefaultPlaceID)).ToList();
List<int> currentBestRoute = new List<int>();
int currentBestlengthOfRoute = int.MaxValue;
CalculateAllvVariants(new List<int>(), placelDs);
void CalculateAllVariants(List<int> currentPartialRoute, List<int>
placeIDsLeft)
{

if (placeIDsLeft.Count == 0)

var currentRoute = new List<int>();
currentRoute.Add(matrixRoute.DefaultPlaceID);
currentRoute.AddRange(currentPartialRoute);
currentRoute.Add(matrixRoute.DefaultPlaceID);
var length = CalculateRouteLength(matrixRoute, currentRoute);
if (currentBestlengthOfRoute > length)
{
currentBestlengthOfRoute = length;
currentBestRoute = currentRoute;
}
return;
}
for (int i = 0; i < placeIDsLeft.Count; i++)
{
var newCurrentPartialRoute = currentPartialRoute.TolList();
newCurrentPartialRoute.Add(placeIDsLeft[i]);
var newPlaceIDsLeft = placelIDsLeft.ToList();
newPlaceIDsLeft.RemoveAt(i);
CalculateAllVariants(newCurrentPartialRoute, newPlaceIDslLeft);

Obriazek 19 - Implementace exaktniho algoritmu, zdroj: vlastni zpracovani

46



4.2.2 Implementace optimalizace mravenc¢imi koloniemi

V algoritmu mravencich kolonii jsou na zacatku deklarovany matice aproximace
a matice feromontl. Do matice feromonti je nastavena vychozi hladina na 300. Pro naplnéni
matice aproximace je pouzit vypocet, kdy se kazda vzdalenost mezi mésty vydéli hodnotou
1 500 000. Tato hodnota byla vybrana tak, aby se pramér vysledku ptiblizoval tomu, jakou
hladinu ma vétSinou po dobu vypoctu hladina feromonti. Matice feromonli se nadéle
v algoritmu priibézné aktualizuje, ale matice aproximace se jiz neméni. Déle je vytvofena
proménnd pro uklddani doposud nejlepsi nalezené cesty. Ve zdrojovém kodu nize
je implementovana iterace, kterd ma pocet opakovani nastaven na 2 000, toto ¢islo uvadi
kolikrat jsou mravenci vyslani a také kolikrat dojde k aktualizaci matice feromonti. Pocet
mravenci je nastaveny jako dvojnasobek poctu mest. Mravenci jsou po jednom vyslani
metodou SendTheAnt, aby kazdy z nich udélal okruh. Z kazdého mésta zacinaji svou trasu
dva mravenci. Pro zrychleni vypoc¢tu jsou mravenci vysilani paralelné¢, to znamena,
ze je vyslano nékolik mravenct najednou a pocitac, na kterém je algoritmus spustén, vyuziva
pro vypocet vSechny dostupna vldkna procesoru. Tato uprava zrychlila vypocet ptiblizné
o tfetinu, nicméné zrychleni je zavislé na pocitaci, na kterém je algoritmus spoustén.

Cesta/okruh kazdého mravence je ulozena pro pozdéjsi pouziti k aktualizaci feromontl.
V ptipadé, ze vyslany mravenec Sel cestou, jejiz celkova délka je mensi, nez je doposud
nalezend nejkratsi cesta, je tato cesta uloZena jako nejlepsi, dokud dal§i mravenec nenajde
lepsi teSeni. Po tom, co kazdy mravenec udélal sviij okruh, se zavold metoda

RecalculateFheromons pro aktualizaci feromoni.
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//Pocet iteraci.
int numberOfIterations = 2000;
for (int x = 0; X < numberOfIterations; x++)
{
//V$echny cesty, kudy mravenec Sel.
var antPaths = new ConcurrentBag<List<int>>();
Parallel.For(0, NumberOfCities, (int i) =>
{
Parallel.For(®, 2, (int iteration) =>
{
//PoSle se mravenec a jeho cesta se ulozi.
List<int> antPath = SendTheAnt(matrixRoute, feromonMatrix,
approximationMatrix, i);
antPaths.Add(antPath);
//Ulozeni cesty, pokud je lepsi neZ dosud nejlepsi.
int lenghtOfAntRoute = GetFullRoutelLength(antPath,
matrixRoute.matrixRoute);
if (currentBestlengthOfRoute > lenghtOfAntRoute)
{
lock (lockObject)
{
if (currentBestlengthOfRoute > lenghtOfAntRoute)
{
currentBestRoute = antPath;
currentBestlengthOfRoute = lenghtOfAntRoute;
}
}
}
}
1
B;
//Prepocitani feromoni
RecalculateFheromons(matrixRoute, feromonMatrix, antPaths.ToList(),
currentBestlengthOfRoute);

Obrazek 20 - Implementace mravenc¢ich kolonii, zdroj: vlastni zpracovani

Metoda SendTheAnt vraci list obsahujici posloupnost mést za sebou, kterd znazoriuje

okruh, kudy mravenec Sel. Pfes vstupni parametr je poslané vychozi mésto, odkud

je mravenec vyslan. List, ve kterém se tvoii okruh, je tedy nejdiive naplnény timto méstem.

Pro vypocet, kam se mravenec vyda dal, je potieba znat hodnotu vSech tuh do okolnich

mést, k tomu slouzi cyklus, ktery vypocita touhy pro vSechna okolni neobsazend mésta

a seCte je. Touha mravence jit do konkrétniho sousedniho mésta je implementovéna jako

nasobek intenzity feromontll na cest€¢ mezi mésty a aproximované vzdalenosti na druhou.

To znamena, Ze parametr § je vétsi nez a, tim padem se mravenec v tomto algoritmu spise

rozhoduje na zékladé¢ vzdalenosti mést nez na zéklad¢ intenzity feromoni. Nastavenim

B na?2aanal dosahuji mravenci kolonie nejlepsich vysledkt v ptipadé této ulohy.
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Abychom znali pravdépodobnost navstiveni kazdého jesté nenavstiveného sousedniho
meésta, je provedeny opét cyklus, ktery ziskd pravdépodobnost vydélenim touhy mravence
jit do mésta se souctem vsech tuh.

Nasledné je vygenerovano pseudondhodné Cislo vintervalu od 0 do 1. Také
je stanovena uroven, ktera zaCind na hodnoté 0. Postupné je khladiné pficitdna
pravdépodobnost navStiveni mést. Jakmile je hladina vétSi nez pseudondhodné
vygenerované Cislo, pfidé se do listu tvotici okruh mravence mésto, kterému nalezi posledni
prictena touha. Z tohoto ptidaného mésta do listu se mravenec opét rozhoduje, kam ptijde
dal tim stejnym zptisobem. Cely proces se opakuje a postupné je takto vytvoreny cely okruh,
kudy mravenec jde a metoda vrati vysledek.

Metoda RecalculateFheromons se vola vkazdé iteraci programu. Na vstupu
ma pocatecni matici intenzity feromonil, seznam vsech cest mravenct, kterych je v ptipadé
cesty pres staty Evropy 100, protoze statii je 50 a v kazd¢ iteraci jsou poslany dvé sady
mravencli. Na vystupu metoda vraci aktualizovanou matici feromonti. Matice
je reprezentovand jako dvojrozmérné pole.

Hned zprvu  metody  RecalculateFheromons je  zavoland  metoda
EvaporationOfFeromons, kterd snizi hladinu feromont a simuluje tim vyprchavani
feromonil na cestach, jako tomu je u skute¢nych mravenct. Je deklarovana ¢iselnd proménna
nazvana feromonEvaporation, kterd urcuje kolik procent feromonii po vyprchani zlstane
z pivodni hodnoty. Tato proménna je nastavend na 0,36, tedy 36 %. To znamend, ze veEtsi
¢ast pavodnich feromonti vyprchd, nez zlstane. Tato hladina umoziiuje mravenciim
zapomenout na prvni nalezené feSeni v prvni nebo v prvnich iteracich a mravenci kolonie
tedy dokéazi jesté¢ v pribéhu vypoctu svou cestu vylepSit. Pro vylepSeni algoritmu
je nastaveno, ze hladina feromont u Zadné cesty nemuze byt niz§i nez 0,00001, coz je nizka
hodnota, protoze u cest, které jsou velmi pouzivané se hodnota intenzity feromont dokaze
vySplhat az k tisicim. Nastaveni spodni hranice intenzity feromonti mtize pomoci rozsitit
okruh prohledéani grafu, nicméné pii nastavené hladin€ na vys$i hodnotu ma algoritmus
na této uloze horsi vysledky. Nastaveni této hladiny slouzi k tomu, aby se po mnohych
iteracich hladina feromoni u nepouzivanych cest nedostala na tak malé ¢islo, Ze ho program

za¢ne povazovat za nulu. To by mohlo zptsobit komplikace u vypoctu pravdépodobnosti,
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do jakého meésta se mravenec vyda, protoze suma vSech tuh by se mohla v nékterych
ptipadech rovnat nule a déleni nulou neni povoleno.

Po vyprchani feromonii program pokracuje v téle metody RecalculateFheromons,
kde nacte jeden z okruhti mravenct a celkovou délku tohoto okruhu. Celkova délka okruhu
ma hlavni vliv na néslednou produkci feromoni na cestich tohoto okruhu. Produkce
feromont je vypoctena jako podil konstanty Q a délky okruhu, kde konstanta Q je nastavena
na hodnotu 5 000 000.

U produkce feromont jsou implementovana zlepseni. Vysledky produkce feromonii
si byly ¢asto podobné, naptiklad u jednoho mravence se jednalo o produkci 2,01 a u dalsiho
2,05 atd. Pro zvétSeni rozdili mezi uspéSnymi a neuspéSnymi mravenci
je naimplementované zlepSeni, kdy produkce feromoni je umocnéna na tfeti. Dale
je nasobné zvétsend produkce feromont u mravenct, ktefi nasli v pozdéjsi fazi algoritmu
lepsi feseni, nez bylo do té¢ doby zndmé, tento krok by mohl pomoci mravenciim se rychleji
adaptovat na nov¢ lepsi nalezené feSeni.

Nésledné je pomoci for cyklu pfictena na kazdou spojnici dvou mést, kudy mravenec
Sel, vypoctena hodnota produkce feromont mravence. Poté se nacte dalsi okruh mravence.
Opét se spocita produkce feromont, ktera se do matice feromont pfi¢te na misto cesty, kudy
mravenec Sel. AZ se do matice feromont pfi¢tou feromony od vSech mravenct, je metoda

ukonéena.

4.2.3 Implementace metody nejblizSiho souseda

Algoritmus pomoci rekurzivniho volani postupné najde potencionalni nejlepsi trasu
z kazdého mista zaslaného na vstupu. Jednotlivé nalezené trasy jsou piidany do kolekce,
kde jsou ulozeny v podobé posloupnosti mést reprezentovanou indexy ze vstupni matice
a dale je zde rovnou uloZena délka cesty, ktera se s€itd jiz v ramci zafazovani jednotlivych
mist do vysledné cesty.

V kazdé¢ iteraci for cyklu se deklaruje zdsobnik, do kterého se vzdy zatadi pobocka,
kterd je pro tu danou iteraci vychozi. Dale je zavolana metoda FindNextCity, které se jako
parametr pieda jiz deklarovany zasobnik a dalsi parametry potfebné k vypoctu. V momentg,
kdy jsou vSechny cesty spocitany, se vybere ta nejkratsi, ktera je feSenim metody nejblizsiho

souseda. Pfesné feseni je vidét v C# kddu nize.
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public override RouteTSPResult ComputeTSPRoute(MatrixRoute matrixRoute)

{
Stopwatch stopwatch = new Stopwatch();

stopwatch.Start();
List<NSRoute> variousNSRoutes = new List<NSRoute>();

for (int i = @; i < matrixRoute.placeIDs.Count(); i++)

{
int routelLength = 0;
Stack<int> indexRoute = new Stack<int>(matrixRoute.placeIDs.Count());
indexRoute.Push(i);
FindNextCity(indexRoute, routelLength, variousNSRoutes, matrixRoute);
}

var finallLenght = variousNSRoutes.Min(d => d.NSRoutelLenght);

var finalNSRoute = variousNSRoutes.FirstOrDefault(d => d.NSRoutelLenght ==
finalLenght).IndexNSRoute;

stopwatch.Stop();

return new RouteTSPResult(){/*----- */3};

}

public class NSRoute

{
public List<int> IndexNSRoute { get; set; } = new List<int>();
public int NSRoutelLenght { get; set; }

}

Obrazek 21 - Implementace metody nejbliZ§iho souseda, cyklus pro vytvoreni cesty z kazdé pobo¢ky, zdroj:
vlastni zpracovani

224

Metoda FindNextCity jiz naléza trasu pomoci metody nejbliz§iho souseda. Nejprve
je nalezena mnozina mést, které jesté nejsou soucasti doposud nalezené cesty a zdroven kam
je cesta z posledniho navstiveného mista nejkratsi. Kazdé misto z mnoziny nejblizSich mést
je postupné zatazeno do feSeni. Pro zjisténi nésledujiciho nejbliz§iho mésta je metoda opét
rekurzivné zavolana. Pokud trasa jiz obsahuje vSechna meésta, ulozi se do kolekce

s nalezenymi trasami i s hodnotou své délky. Nize je ukazka rekurzivni metody.
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private void FindNextCity(Stack<int> indexRoute, int routelLength, List<NSRoute>
variousNSRoutes, MatrixRoute matrixRoute)

List<int> minIndexes = new List<int>();
int minLength = int.MaxValue;

for (int j = @; j < matrixRoute.placeIDs.Count(); Jj++)

foreach (var a in minIndexes)

{
{
¥
{
}
}

if (indexRoute.Any(d => d == j)) continue;
int length = matrixRoute.matrixRoute[indexRoute.Peek(),j];

if (length < minLength)

{

else if (length == minLength) minIndexes.Add(j);

indexRoute.Push(a);

if (indexRoute.Count() == matrixRoute.placeIDs.Count())

{

}

else FindNextCity(indexRoute, routeLength + minLength, variousNSRoutes,
matrixRoute);

indexRoute.Pop();

minLength = length;
minIndexes = new List<int>() { j };

variousNSRoutes.Add(new NSRoute() { IndexNSRoute =
indexRoute.ToList(), NSRouteLenght = routeLength + minLength +
matrixRoute.matrixRoute[indexRoute.Peek(), indexRoute.Last()]

1)

Obrazek 22 - Rekurzivni metoda metody nejbliZ§iho souseda, zdroj: vlastni zpracovani

4.2.4 Implementace hladového algoritmu

Pro hladovy algoritmus potiebujeme sefazeny seznam vzdalenosti mezi v§emi mésty

a tyto cesty se vzdalenostmi postupné ptiddvame do feSeni. Na zacatku algoritmu je tedy

ze vstupni matice vytvoren seznam cest, kde je ke kazdé cesté ulozena vzdalenost a ob¢

mista, mezi kteryma byla dand vzdalenost namétena. Tento seznam je nasledné sefazen

vzestupné podle vzdalenosti. V metodé je také deklarovana kolekce, do které se v prubéhu

zafazovani cest do feSeni zaznamenavaji stupné vrcholii neboli mést. Kontrolou stupiiii

vrcholl se zabrani tomu, aby se zjednoho mésta vybraly vice nez dvé cesty, kruznice

ma totiz vSechny vrcholy pravé druhého stupné. Aby se zabranilo tvofeni vice menSich
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kruznic namisto jedné pies vSechny vrcholy, je zde vytvotena kolekce, kde se zaznamenavaji
skupiny vrcholt. Tato kolekce reprezentuje komponenty souvislosti grafu pii tvofeni feseni.
V ramci while cyklu je vzdy vybrana nasledujici nejkratsi cesta z kolekce sefazenych cest.
Zkontroluje se, jestli by zatazenim cesty do feSeni nevznikly vrcholy vétsiho stupné nez dva,
nebo jestli by nevznikla kruznice délky mensi, nez je pocet vrcholti na vstupu. Pokud jsou
podminky splnény, je cesta zafazena do feSeni. Ze seznamu cest je nasledné potieba vytvorit
sefazenou posloupnost mést tvorici vyslednou kruznici. Nize je ¢ast kddu metody hladového

algoritmu.

List<RouteIndex> orderedIndexRoutes = indexRoutes.OrderBy(d =>
d.RouteLentght).ToList();
int[] citiesGoups = new int[matrixRoute.placeIDs.Count()];
int[] citiesDeg = new int[matrixRoute.placeIDs.Count()];
List<RouteIndex> greedyRoutes = new List<RouteIndex>();
int counter = 0;
while (greedyRoutes.Count < matrixRoute.placeIDs.Count())
{
int fromRouteIndex = orderedIndexRoutes[counter].FromIndex;
int toRouteIndex = orderedIndexRoutes[counter].ToIndex;
int fromGroup = citiesGoups[fromRouteIndex];
int toGroup = citiesGoups[toRouteIndex];
if(/*Vrati true, kdyz do resSeni potrebujeme zaradit posledni cestu.*/) {}
else if (((fromGroup == toGroup && fromGroup != @) && greedyRoutes.Count !=
matrixRoute.placeIDs.Count() - 1) || (citiesDeg[fromRouteIndex] + 1 > 2 ||
citiesDeg[toRouteIndex] + 1 > 2))
{ counter++; continue; }
greedyRoutes.Add(orderedIndexRoutes[counter]);
citiesDeg[fromRouteIndex]++;
citiesDeg[toRouteIndex]++;
//Vypocet skupiny mist
counter++;

Obrazek 23 - Implementace hladového algoritmu, zdroj: vlastni zpracovani

4.2.5 Implementace algoritmu 2-opt

Pro optimalizaci pomoci algoritmu 2-opt je tfeba urcit, jaké vSechny kombinace
vybéru dvou hran mohou nastat. Jako definici jedné kombinace je vytvorena tiida, ktera
ma definované ¢tyii vrcholy reprezentujici dvé hrany v grafu. V instanci tfidy nejsou vrcholy
definovany pomoci ID mist, ale jsou reprezentovany indexy v kolekci posloupnosti vrcholil
urcujici trasu. MoZnosti, jak vybrat dvé hrany, mame v grafu mnoho, proto byla vytvoiena

kolekce téchto instanci tiid. Nize je ukazana implementace této tfidy a kolekce.
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List<TwoRoutes> cobinationsOFTwoRoutes = new List<TwoRoutes>();

private class TwoRoutes

{
public int FromRoutel { get; set; }
public int ToRoutel { get; set; }
public int FromRoute2 { get; set; }
public int ToRoute2 { get; set; }

}

Obrazek 24 - Implementace kolekce kombinaci vybéru dvou hran pro 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani

Mozné kombinace toho, jak vybrat dvé hrany, na kterych je mozné provést vyménu
za jiné dv¢€ hrany, se odviji od poctu vrcholl. V programu jsou kombinace nalézany pomoci
for cyklu, ktery iteruje tolikrat, kolik je maximalni pocet hran mezi libovolnyma dvéma
hranama v grafu s tim, Ze vzdy vybereme ten mensi pocet. V tomto for cyklu je vnoteny
for cyklus, kde ve vétsing ptipadl iteruje nad kazdym vrcholem (pfesnéji indexem vrcholu),
k tomuto vrcholu se pro utvofeni hrany vybere vzdy nasledujici vrchol, coz je vrchol
s indexem o jedna vétsi. Jako druhd hrana kté prvni je vybrana takova hrana, kterd
je vzdalena od té prvni hrany o tolik hran, kolikrat jiz prob¢hl prvni cyklus. Vybrané hrany

se ulozi do zminéné kolekce kombinaci vybéru dvou hran. Nize je uvedena piesna

implementace.
int maxSkipRoute = Convert.ToInt32(Math.Floor((matrixRoute.placeIDs.Count() - 2) /
2d));
if (matrixRoute.placeIDs.Count() == 3) maxSkipRoute = ©;
for (int i = 1; i <= maxSkipRoute; i++)
{
int combinationNumber = matrixRoute.placeIDs.Count();
if (combinationNumber % 2 == © & i == maxSkipRoute) combinationNumber =
combinationNumber / 2;
for (int j = @; j < combinationNumber; j++)
{
cobinationsOFTwoRoutes.Add(new TwoRoutes()
{
FromRoutel = j,
ToRoutel = (j + 1) % matrixRoute.placeIDs.Count(),
FromRoute2 = (j + 1 + i) % matrixRoute.placeIDs.Count(),
ToRoute2 = (j + 1 + 1 + 1) % matrixRoute.placeIDs.Count()
1)
}
}

Obrazek 25 - Implementace zjiSt'ovani v§ech moZnosti vybéru dvou hran pro 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani
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Zbyva projit ulozené kombinace na konkrétni cesté. Tato cesta k optimalizaci musi byt
tvofena posloupnosti indexti pro ziskani vzdalenosti mezi dvéma vrcholy v matici
vzdalenosti. Algoritmus 2-opt zde prochdzi a prohazuje vSechny mozné dvojice hran,
tak dlouho, dokud uzZ neni co vylepsSovat, to je zde rozpoznano tak, ze v posledni iteraci pies
vSechny kombinace se nenaSly zddné dvé hrany k prohozeni. Jestli se maji dvé hrany
prohodit se zjist'uje tak, Ze se secte vzdalenost vybranych hran a vzdéalenost hran k nim
alternativnich. Pokud maji alternativni hrany dohromady krats$i vzdalenost, dojde k jejich
prohozeni. Takto se tedy cesta vylepsuje tak dlouho, dokud prohazovanim dvou hran

jiz feSeni nelze vylepsit. Déle je konkrétni implementace.

List<int> indexRoute = GetIndexRouteFromIdsRoute(inputRoute.AddressisRoute,
matrixRoute.placeIDs).ToList();

bool processing = true;
while(processing)
{
processing = false;
foreach (var a in cobinationsOFTwoRoutes)
{
int oldTwoRoutesLength =
matrixRoute.matrixRoute[indexRoute[a.FromRoutel],
indexRoute[a.ToRoutel]] +
matrixRoute.matrixRoute[indexRoute[a.FromRoute2],
indexRoute[a.ToRoute2]];
int newTwoRotesLength =
matrixRoute.matrixRoute[indexRoute[a.FromRoutel],
indexRoute[a.FromRoute2]] +
matrixRoute.matrixRoute[indexRoute[a.ToRoutel],
indexRoute[a.ToRoute2]];
if (newTwoRotesLength < oldTwoRoutesLength)
{
int xchangeFromRoute2 = indexRoute[a.FromRoute2];
int xchangeToRoutel = indexRoute[a.ToRoutel];
indexRoute[a.ToRoutel] = xchangeFromRoute2;
indexRoute[a.FromRoute2] = xchangeToRoutel;
int skippedCities = ((a.FromRoute2 + indexRoute.Count() -
a.ToRoutel) % indexRoute.Count()) - 1;
if (skippedCities >= 2)indexRoute = ReversePartial(indexRoute,
a.ToRoutel + 1, skippedCities);
processing = true;

Obrazek 26 - Implementace prohazovani dvou hran metodou 2-opt, zdroj: vlastni zpracovani
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5 Vysledky a diskuse

Jednotlivé algoritmy, kterymi jsou ndhodné vygenerovana cesta (Oznacena jako
Random.), hladovy algoritmus (zkracené¢ HA), metoda nejbliz§iho souseda (NS), mravenci
kolonie (ACO) a metoda zlepSujici feSeni 2-opt, jsou spoustény na tloze okruzni cesty po
hlavnich méstech viech evropskych stati, kterych je padesat. Cesta za¢ina a konéi v Ceské
republice v Praze. Metoda 2-opt optimalizuje feSeni nalezena pfedchozimi algoritmy. Cesta
je zkoumana ve Ctyfech variantich, kterymi jsou jizda autem, nebo chiize pésky, obé
moznosti jsou vyzkouSeny jak v ptipadé¢, kdy ma byt cesta co nejkratsi, tak co nejrychlejsi.

Kvalita algoritmt je posouzena na zaklad¢ délky okruhu nalezeného feSeni a rychlosti
vypoctu.

Mravenci kolonie jsou specifické tim, ze pii kazdém spusténi dosahuji odliSnych
vysledkl. Pro posouzeni, jak casto se mravenci kolonie uchylily k lepSimu nebo hor§imu
suboptimalnimu feSeni, jsou spustény alesponi patnactkrat. Pfi porovnavani s ostatnimi
algoritmy je z téchto patnacti spusténi vybran ten nejuspeésné;jsi.

Exaktni algoritmus neni mozné spustit na tloze o padesati méstech, protoze by vypocet
mohl trvat ptiblizn& 9,6x10% let. Je zde zkouméno, jak dlouho vypocet realné trva vzhledem
k mnozstvi mést zatazenych do tlohy. U tuloh spocitané exaktnim algoritmem jsou jeho

vysledky porovnany s vysledky heuristickych metod.

5.1 Cesta autem po Evropé

Algoritmy jsou zkoumdny na okruhu po hlavnich méstech padesati stati Evropy,

kde je hledany co nejrychlejsi a co nejkratsi okruh pésky nebo jizdou autem.

5.1.1 Co nejkratsi cesta autem po Evropé

Tabulka niZe je vystupem webové aplikace, je v ni zaznamendno, jak dlouhy okruh
kazdy v algoritmt naSel a jak dlouho trval jeho vypocet.

Pted optimalizaci pomoci metody 2-opt nasla nejkratsi cestu jednoznac¢né metoda
mravencich kolonii (ACO). O pftiblizné¢ 7 000 km delSi okruh nasla metoda nejblizsiho
souseda (NS), hladovy algoritmus (HA) nalezl okruh jesté o dalSich cca 4 500 km delsi.
Mravenc¢i kolonie nalezly trasu lepsi pfiblizné o jednu Sestinu nez metoda nejbliz§iho

souseda.
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Mraven¢im koloniim vypocet trval vice nez pul minuty, coZ uz neni vhodna doba
vypoctu pro systémy, kdy je Zadouci znat vysledek téméf hned. Pro takovou situaci by bylo
mozné snizit pocet iteraci a mravenct, nicméné to by mélo za nasledek o néco horsi
vysledky. Je mozné i zvysit poCet mravencii nebo iteraci, ale na této uloze pii této
konfiguraci mravenci uz své nalezené feSeni pii vice iteraci nedokazi opustit a nalezeny
okruh neni lepsi, nebo jen nepatrné. Metoda nejblizsiho souseda je v porovnani s hladovym
algoritmem pomald, ale obé metody maji vypocet témét okamzity.

Néahodn¢ vygenerovany okruh dosahuje jednozna¢né nejhorSich vysledki v délce
okruhu.

Zlepsujici metoda 2-opt vylepSila vSechny trasy na podobnou hladinu a to téméf
nezavisle na kvalité vstupniho feSeni. Napiiklad u vylepSeni ndhodného okruhu je vysledek
lep$i nez u vylepSeni vystupu hladového algoritmu. Vypocet trval v kazdém piipadé méné
nez jednu milisekundu.

Kombinace metody nejblizsiho souseda s 2-opt nalezla o necely kilometr krats$i okruh
nez samotné mravenci kolonie a vypocet metody nejblizSiho souseda trval v porovnani
s mraven¢im koloniemi tisicinu Casu. Sila této kombinace miize byt dana tim, Ze metoda
nejbliz§iho souseda ma obecné slabinu v tom, ze prochazi graf po nejblizsich uzlech
a v poslednich fazich vypoctu zbydou jen ty uzly, které jsou nejvice vzdalené od vsech
ostatnich, tyto odlehlé uzly jsou tedy ptidany do feSeni az v tento moment. Timto zpiisobem
casto u metody nejbliz§iho souseda dochézi ke kiizZeni cest. ZlepSujici metoda 2-opt naopak
ve svém principu fungovani nachazi a odstranuje kiizici se cesty a tim miize nedostatky
metody nejbliz§iho souseda ¢astecné kompenzovat. Je mozné se domnivat, ze pi nasledném

pouziti metody 3-opt nebo 1 k-opt by vysledky byly jesté lepsi.
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Tabulka 2 - Vysledky algoritmii na uloze nejkratsi cesty po Evropé autem, zdroj: vlastni zpracovani

e Délka (m) Vypocet ms

Random 104 446 584 <1
2-opt: Random 35 803 550 <1
HA 47 045 208 <1
2-opt: HA 36 135 043 <1
NS 42 717 561 33
2-opt: NS 35/57.9780 <1
ACO 35 656 403 33 691
2-opt: ACO 34 946 004 <1

Uplné nejlepsiho feseni doséhla kombinace metody 2-opt a mravenéich kolonii i pies
to, ze zlepSeni metodou 2-opt neni tak vyrazné jako u ostatnich metod. Nalezeny okruh
po Evropé je dlouhy 34 946 km a vede v tomto potadi:

Praha, Cesko —  Vaduz, Lichtenitejnsko —  Bern,  Svycarsko
— Lucemburk, Lucembursko — Bruselas, Belgie — Amsterdam, Nizozemsko
— Dublin, Irsko — Londyn, Velkd Britanie — Pafiz, Francie — Lisabon, Portugalsko
— Madrid, gpanélsko — Andorra la Vella, Andorra — Monaco-Ville, Monako
— San Marino, San Marino — Vatikan — Rim, Itdlie — Valletta, Malta — Atény, Recko
— Nikésie, Kypr — Ankara, Turecko — Tbilisi, Gruzie — Jerevan, Arménie
— Baku, Azerbajdzan — Nur-Sultan, Kazachstin — Moskva, Rusko — Kyjev, Ukrajina
— KiSinév, Moldavsko @ —  Bukurest, Rumunsko —  Sofie, Bulharsko
— Skopje, Severni Makedonie —  Tirana, Albanie — Podgorica, Cernd Hora
— Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Bélehrad, Srbsko — Zahieb, Chorvatsko
— Lublan, Slovinsko —  Budapest, @ Madarsko = —  Bratislava,  Slovensko
— Viden, Rakousko — VarSava, Polsko — Minsk, Bélorusko — Vilnius, Litva
— Riga, Loty§sko — Tallinn, Estonsko — Helsinki, Finsko — Stockholm, Svédsko
— Oslo, Norsko — Reykjavik, Island — Kodan, Dansko — Berlin, Némecko

— Praha, Cesko
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Algoritmus mravencich kolonii sice nedosahuje vyrazné lepsich vysledk jeli spustény
ve vice iteracich, ale pro dosaZeni nejlepSiho vysledku bylo potieba mravenci kolonie spustit
vicekrat, protoze pokazdé ulohu vyfesi odlisn€. Tabulka nize obsahuje vysledky patnacti
instanci mravencich kolonii. Nejhorsi nalezend trasa je o necelych tisic kilometra del§i nez
ta nejlepsi, coz neni pfili§ velké variani rozpéti, ale dostatecné velké na to, aby mélo

vyznam mravenci kolonie spustit vicekrat.

Tabulka 3 - Vysledky mravencich kolonii nejkratsi cesty autem, zdroj: vlastni zpracovani

v R Délka (m) Vypocet ms

ACO 36 530 698 34 391
ACO 36 308 055 31503
ACO 36 039 103 29 846
ACO 36 145 807 30733
ACO 35 656 403 33691
ACO 35 939 485 30177
ACO 35 960 746 30 880
ACO 36 262 463 29588
ACO 36 396 456 35925
ACO 35961619 38 504
ACO 35818 066 33 555
ACO 36171170 32 689
ACO 35773177 37 427
ACO 36 263 649 32358
ACO 36 300 809 30801
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5.1.2 Co nejrychlejsi cesta autem po Evropé

V ptipad€ porovnani metod pted optimalizaci 2-opt dosahuje u co nejrychlejsi cesty
autem po Evrop¢ nejlepsich vysledkl opét algoritmus mravencich kolonii, ktery nasel okruh
0 40,85 hodin rychlejsi nez metoda nejbliz§iho souseda a o 78,7 hodin rychlejsi nez hladovy
algoritmus.

Ptestoze mravenci kolonie dosahly lepSich vysledkli nez metoda nejbliz§iho souseda,
po optimalizaci 2-opt je nalezeno lepsi feSeni u metody nejbliz§iho souseda o pfiblizné
hodinu a pil. I vtomto pfipadé¢ se ukazuje kombinace metody nejblizsiho souseda
s optimalizaci 2-opt jako tspésSna kombinace.

Doba vypoctu je srovnatelnd s pfedchozim piikladem co nejkratS$i cesty autem
po Evropé, nyni je jen nepatrné rychle;jsi.

Nahodn¢ vygenerovany okruh nasel ptiblizné dvakrat delsi cestu nez ostatni algoritmy.

Tabulka 4 - Vysledky algoritmi na iloze nejrychlejsi cesty po Evropé autem, zdroj: vlastni zpracovani

(O] Délka (min) Vypocet ms

Random 75483 <1
2-opt: Random 32 881 <1
HA 38 194 <1
2-opt: HA 33 594 <1
NS 35923 31
2-opt: NS 32972 <1
ACO 33472 33576
2-opt: ACO 33 065 <1

Nejlepsi trasa byla nalezena pomoci kombinace ndhodné vygenerované trasy
a optimalizace 2-opt. Tim se ukazuje, ze u metody 2-opt skuteéné vyrazné nezalezi na tom,
jak optimalni je cesta na vstupu. NejhorSich vysledkli optimalizace 2-opt dosahla
u hladového algoritmu. Nejrychlejsi nalezeny okruh trvé projet autem dvacet dva dni, dvacet

hodin a jednu minutu, vede pfes mésta v tomto potradi:
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Praha, Cesko — Var$ava, Polsko — Kyjev, Ukrajina — Kisindv, Moldavsko
— Bukurest, Rumunsko — Sofie, Bulharsko — Ankara, Turecko — Nikosie, Kypr
— Jerevan, Arménie — Thbilisi, Gruzie — Baku, Azerbéjdién — Nur-Sultan, Kazachstan
— Moskva, Rusko — Minsk, Bé¢lorusko — Vilnius, Litva — Riga, LotySsko
— Tallinn, Estonsko — Helsinki, Finsko — Stockholm, Svédsko — Oslo, Norsko
— Reykjavik, Island — Kodan, Dansko — Berlin, Némecko — Vaduz, Lichtenstejnsko
— Bern, gvycarsko —  Lucemburk, Lucembursko —  Bruselas, Belgie
— Amsterdam, Nizozemsko — Londyn, Velké Britanie — Dublin, Irsko — Pafiz, Francie
— Lisabon, Portugalsko — Madrid, gpanélsko — Andorra la Vella, Andorra
— Monaco-Ville, Monako — Vatikin — Rim, Itdlie — Valletta, Malta
— San Marino, San Marino —  Lublan, Slovinsko —  Zahieb, Chorvatsko
— Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Podgorica, Cerna Hora — Tirana, Albanie
— Atény, Recko —  Skopje, Severni Makedonie = —  Bélehrad, Srbsko

— Budapest, Mad’arsko — Bratislava, Slovensko — Viden, Rakousko — Praha, Cesko

Mravenci kolonie byly opét spoustény patnactkrat s tim, ze pro porovnani s ostatnimi
uspesnym feSenim je Sest hodin. I nejhorsi vysledek je lepsi, nez trasa nalezend metodou
nejbliz§iho souseda a hladovym algoritmem. Vzhledem k riznym vysledkiim mravencich
kolonii se vyplati, pokud to ¢as dovoli, algoritmus spustit vicekrat a vybrat to nejlepsi feseni.
Doba vypoctu je také v kazdém piipad¢ jina, rozdil mezi nejrychlejsi a nejpomalejsi dobou
vypoctu je osm vtefin, kdy vypocet primérné trva piiblizné tficet tii vtefin. Je mozné
se domnivat, Ze tento rozdil je zpusoben logikou pfepocitavani feromonil, kde dochézi
k mocnéni na tfeti, coz by u velmi velkych ¢isel anebo u velmi malych ¢isel s pohyblivou

desetinnou ¢arkou mohlo byt pomalejsi.
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Tabulka 5 - Vysledky mraven¢ich kolonii nejrychlejsi cesty autem, zdroj: vlastni zpracovani

o= Délka (min) Vypocet ms

ACO 33 803 36 087
ACO 33 849 30924
ACO 33 604 31349
ACO 33 836 33034
ACO 33 782 31457
ACO 33492 35494
ACO 33 523 38 766
ACO 33 553 35178
ACO 33779 33 340
ACO 33 510 33793
ACO 33472 33 576
ACO 33820 31 800
ACO 33 595 32 495
ACO 33790 35736
ACO 33501 31167

5.1.3 Co nejkratsi cesta péSky po Evropé

Mravenci kolonie maji 1 na uloze nejkrats$i cesty péSky kolem Evropy nejlepsi
vysledky, jsou kratsi o vice nez 5 000 km oproti metod¢ nejbliz§iho souseda a hladovému
algoritmu. Metoda nejblizsiho souseda a hladovy algoritmus mezi sebou nemaji vyrazny
rozdil, tento rozdil je necelych 1000 km. ReSeni mravenéimi koloniemi je pfiblizné
o 14 % lepsi nez feSeni metody nejblizsiho souseda.

Trvani vypoctu je nepatrné del$i nez na tloze s jizdou autem.

Kombinace 2-opt s metodou nejbliz§tho souseda nedosahla lepSich vysledkt
nez kombinace hladového algoritmu s 2-opt, zatimco u jizdy autem méla vysledky lepsi.
Pro tuto ulohu se tedy kombinace metody nejblizSitho souseda s 2-opt neprokdzala

jako tak silna dvojice.
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Tabulka 6 - Vysledky algoritmi na uloze nejkratsi cesty pésky po Evropé, zdroj: vlastni zpracovani

o3 Délka (m) Vypoéet ms

Random 108 973 495 <1
2-opt: Random 35030673 <1
HA 40 942 329 <1
2-opt: HA 34 484 864 <1
NS 40 051 177 B2
2-opt: NS 34 898 107 <1
ACO 34 459 288 36 399
2-opt: ACO 33 986 335 <1

Mraven¢i kolonie spole¢né s optimalizaci 2-opt nalezly nejkrat$i feseni, které
je dlouhé 33 986,3 km. Tento okruh pésky je v nésledujicim potadi:

Praha, Cesko — Berlin, Némecko — Kodan, Déansko — Reykjavik, Island
— Oslo, Norsko — Stockholm, Svédsko — Helsinki, Finsko — Tallinn, Estonsko
— Riga, Loty§sko — Vilnius, Litva — Minsk, Be¢lorusko — Moskva, Rusko
— Nur-Sultan, Kazachstan — Thbilisi, Gruzie — Baku, Azerbéjdién — Jerevan, Arménie
— Ankara, Turecko — Nikédsie, Kypr — Atény, Recko — Valletta, Malta — Rim, Italie
— Vatikin — San  Marino, San Marino —  Monaco-Ville, Monako
— Andorra la Vella, Andorra —  Madrid, Spanélsko — Lisabon, Portugalsko
— Patiz, Francie — Londyn, Velkd Britdnie — Dublin, Irsko — Amsterdam, Nizozemsko
—  Bruselas, Belgie — Lucemburk, Lucembursko — Bern, gvycarsko
— Vaduz, Lichtenstejnsko  —  Lublafi, Slovinsko —  Zahieb, Chorvatsko
— Viden, Rakousko — Bratislava, Slovensko — Budapest, Mad’arsko — B¢lehrad, Srbsko
— Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Podgorica, Cerndi Hora — Tirana, Albanie
— Skopje, Severni Makedonie —  Sofie, Bulharsko —  Bukurest, Rumunsko

— Kisinév, Moldavsko — Kyjev, Ukrajina — VarSava, Polsko — Praha, Cesko
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Ve vSech patnacti spusténi mravencich kolonii bylo docileno lepSich vysledki
nez u metody nejbliz§iho souseda a hladového algoritmu. Pomérné ¢asto bylo nalezeno
stejné fesSeni, naptiklad vysledek 34 730 800 byl nalezen Ctytikrat a pokazdé mé¢l jinou délku
vypoctu, to miize znamenat, ze ke stejnému vysledku bylo pokazdé docileno jinymi zpasoby.
Obdobn¢ vysledek 34 728 337 je zaznamenany tfikrat. Ostatni vysledky se jiz neopakuji.
V ptedposlednim méteni byla nalezena trasa 35 377 670 metri dlouhd, coz je vyrazné delsi
okruh neZ ve vSech ostatnich métenich. Rozdil mezi nejkrat§im okruhem a druhym nejdel§im
okruhem je 328 km, ale rozdil mezi nejdelsim a druhym nejdel§im okruhem je 591 km.
V tloze nejkratsi cesty po Evropé pésky tedy Casto dochazi k naméieni stejnych hodnot
vicekrat za sebou a zaroven se zde obCas vyskytuji nepomérné velka méteni.

Doba vypoctu je nepatrné delSi nez u tloh s jizdou autem a neni zavisla na kvalité

nalezeného feSeni.
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Tabulka 7 - Vysledky mraven¢ich kolonii nejkratsi cesty pésky, zdroj: vlastni zpracovani

W 3 Délka (m) Vypodet ms

ACO 34 786 943 32 113
ACO 34 524 307 31989
ACO 34 680 811 42 525
ACO 34 730 800 31129
ACO 34 732 341 30 831
ACO 34 728 337 30 696
ACO 34 730 800 35 060
ACO 34 459 288 36 399
ACO 34 730 800 34 985
ACO 34 564 251 33 063
ACO 34 728 337 36 545
ACO 34 728 337 31612
ACO 34 730 800 34 575
ACO 35 377 670 35419
ACO 34 645 253 31159

5.1.4 Co nejrychlejsi cesta pésky po Evropé

Pied optimalizaci 2-opt byla nalezena nejrychlejsi trasa pomoci mravencich kolonii,
které nalezly cestu témét o Ctyficet dni rychlejsi, nez hladovy algoritmus, coz je o ¢trnact
procent mén¢. Oproti predchozim variantdm cesty kolem Evropy, kdy metoda nejblizsiho
souseda naSla lepSi vysledek nez hladovy algoritmus, je zde situace opacnd, hladovy
algoritmus nasSel cestu o dvanact dni krat$i nez metoda nejbliz§iho souseda.

Néhodn¢ nalezend trasa je vice nez trikrat del$i oproti ostatnim vysledkiim a byla
optimalizaci 2-opt zlepSena o sedmdesat procent.

Metoda 2-opt vylepsila vSechny trasy tak, ze ¢im kratsi byla trasa na vstupu, tak tim

kratsi je 1 trasa na vystupu. Tento vztah nicméné nebyl potvrzen v ptedchozich tlohéach cesty
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kolem Evropy. Kombinace metody 2-opt s hladovym algoritmem nebo metodou nejblizsiho
souseda dosahuje lepsich vysledkll nez mravenci kolonie bez optimalizace.

Doba vypoctu je srovnatelnd s tlohou co nejkratsi cesty pésky, nicméné je velmi
podobna u vsech tloh, kde je stejny pocet mést. Nejdéle trva v kazdém piipadé vypocet

mravencéimi koloniemi.

Tabulka 8 - Vysledky algoritmii na wiloze nejrychlejsi cesty péSky po Evropé, zdroj: vlastni zpracovani

[OF3 Délka (min) Vypoéet ms

Random 1250283 <1
2-opt: Random 364 541 <1
HA 411764 <1
2-opt: HA 352 218 <1
NS 429 266 39
2-opt: NS 352 471 <1
ACO 354 606 34 607
2-opt: ACO 351793 <1

Nejrychlejsi okruh byl nalezen za pouziti kombinace mravencich kolonii
a optimalizace 2-opt, ktera piivodni trasu vylepsila o dalsi dva dny s tim, ze celkové trvani
projiti optimalizované¢ho okruhu pésky trva 244 dni, 7 hodin a 13 minut bez pfestavek.
Konec¢ny optimalizovany okruh vede postupné témito meésty:

Praha, Cesko — VarSava, Polsko — Vilnius, Litva — Minsk, Bé&lorusko
— Kyjev, Ukrajina — KiSinév, Moldavsko — Bukurest, Rumunsko — Sofie, Bulharsko
— Skopje, Severni Makedonie — Tirana, Albanie — Podgorica, Cernd Hora
— Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Bélehrad, Srbsko — Budapest, Madarsko
— Bratislava, Slovensko — Viden, Rakousko — Zahteb, Chorvatsko — Lublan, Slovinsko
— San Marino, San Marino — Rim, Itdlie — Vatikin — Monaco-Ville, Monako
— Valletta, Malta — Madrid, Spanélsko — Lisabon, Portugalsko

— Andorra la Vella, Andorra — Pafiz, Francie — Londyn, Velka Britanie — Dublin, Irsko
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— Amsterdam, Nizozemsko — Bruselas, Belgie — Lucemburk, Lucembursko
— Bern, Svycarsko — Vaduz, Lichtenstejnsko — Atény, Recko — Nikésie, Kypr
— Ankara, Turecko — Jerevan, Arménie — Tbilisi, Gruzie — Baku, Azerbéjdién
— Nur-Sultan, Kazachstin — Moskva, Rusko — Riga, LotySsko — Helsinki, Finsko
— Tallinn, Estonsko — Stockholm, Svédsko — Oslo, Norsko — Reykjavik, Island

— Kodati, Dansko — Berlin, Némecko — Praha, Cesko

Ve vysledcich vSech patnacti vypoctli mravenc¢imi koloniemi se nevyskytuje zadné
meéfeni, které by bylo vyrazné nizsi nebo vyssi nez zbylé méfeni. Absolutni rozdil mezi
nejnizsi a nejvyssi namérenou hodnotou je 3 840 minut, coz odpovida 2,7 dnim. Nejlepsi
vysledek je oproti nejhorSimu lepsi o jedno procento, z toho plyne, Ze mezi méfenimi nejsou
vyrazné rozdily. Hodnota 354 709 byla namétena dvakrat, je tedy mozné, ze k tomuto feseni
mraven¢i kolonie dojdou castéji nez k jinym, toto jedno feSeni ma lepsi vysledek,
nez je pramer.

Ve vSech métenich dosdhly mravenci kolonie lepsich vysledki nez metoda nejbliz§iho

souseda a hladovy algoritmus pfed optimalizaci pomoci 2-opt.
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Tabulka 9 - Vysledky mraven¢ich kolonii nejrychlejsi cesty pésky, zdroj: vlastni zpracovani

(CF Délka (min) Vypocet ms

ACO 354 606 34 607
ACO 357 677 30 701
ACO 355019 30515
ACO 356 098 30833
ACO 356 090 30 455
ACO 357733 35427
ACO 355 921 36 296
ACO 358 142 33928
ACO 354 709 30 695
ACO 354 608 34173
ACO 354 289 35505
ACO 357 257 36 036
ACO 358 446 31297
ACO 355 170 31755
ACO 354 709 331351

5.2 Reseni s exaktnim algoritmem

Reseni pomoci exaktniho algoritmu je porovnano s vysledky heuristickych metod
s ohledem na rychlost vypoctu a na to, jestli ostatni metody také dokézaly pro danou ulohu
najit nejlepsi feseni, nebo zdali selhaly.

Prvni tloha je o velkosti deseti mést, dalsi ulohy jsou vzdy o jedno mésto rozsitené.
Pro zptehlednéni je zde vyfazend ndhodn€ vygenerovana trasa. VSechny ulohy jsou

zkouSené na varianté co nejrychlejsi cesty autem.
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5.2.1 Uloha o deseti mé&stech

Na uloze o velikosti deseti mést v§echny metody kromé hladového algoritmu nasly
optimalni okruh, ale po jeho optimalizaci 2-opt je i tento okruh optimalni. Nejpomale;jsi
vypocet maji mravenci kolonie, a to ptes pet vtetin. Exaktnimu algoritmu vypocet nezabral
ani pul vtefiny. Mraven¢i kolonie maji stanoveny piesny pocCet opakovani nezavisle
na velikosti ulohy, tedy uz pfi malém poctu mést je jejich vypocet pomérné pomaly,

zde dokonce o mnoho pomalej$i nez u exaktniho algoritmu.

Tabulka 10 — Uloha o deseti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

O Délka (min) Vypoéet ms

HA 9793 <1
2-opt: HA 8437 <1
NS 8 437 <1
2-opt: NS 8 437 =i
ACO 8 437 5442
2-opt: ACO 8 437 <1
EX 8 437 357
2-opt: EX 8437 <1
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5.2.2 Uloha o jedenacti méstech

Pti vypoctu nad jedendcti mésty uz je Cas potfebny pro vypocet podobny u mravencich
kolonii i exaktniho algoritmu. Exaktni algoritmus potfeboval k vypoctu tii a pul vtefiny
amravenci kolonie pét vtefin. Hladovy algoritmus ani metoda nejblizSiho souseda
nedokazaly najit optimalni feSeni. U metody nejblizSiho souseda ani optimalizace 2-opt
feSeni nevylepSila natolik, aby feSeni bylo optimalni. Mravenci kolonie dokéazaly najit
optimalni feSeni stejn¢ jako hladovy algoritmus v kombinaci s vylepSujici metodou 2-opt.

Na uloze o jedenacti méstech je exaktni algoritmus stale dobfe pouzitelny a zarucuje

jako jediny optimalni vysledek.

Tabulka 11 - Uloha o jedenscti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

o= Délka (min) Vypoéet ms

HA 10 606 <1
2-opt: HA 9108 <1
NS 10 606 <1
2-opt: NS 9 175 <1
ACO 9 108 4992
2-opt: ACO 9 108 <1
EX 9 108 3465
2-opt: EX 9 108 <1
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5.2.3 Uloha o dvanacti méstech

Metoda nejbliz8§iho souseda i1 hladovy algoritmus na tloze o dvanacti méstech nenasel
optimalni feSeni. Optimalizace 2-opt v kombinaci s hladovym algoritmem ale optimalni
feSeni nasly stejn¢ jako u tlohy s jedenacti mésty.

Mravenci kolonie 1 tomto ptipadé naSly optimalni feSeni a jejich vypocet je devétkrat
rychlej$i nez v piipad¢ exaktniho algoritmu, ktery pro sviij vypocet vyzaduje 42 vtefin,

coz je dvanactkrat del$i doba nez u ulohy o jedenacti méstech.

Tabulka 12 - Uloha o dvanacti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

o= Délka (min) Vypoéet ms

HA 10 060 <1
2-opt: HA 9 899 <1
NS 11533 <1
2-opt: NS 9 966 <1
ACO 9 899 4643
2-opt: ACO 9 899 <1
EX 9 899 42 827
2-opt: EX 9 899 <1
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5.2.4 Uloha o tFinacti méstech

Metoda nejblizs§iho souseda ani hladovy algoritmus i v kombinaci s optimalizaci 2-opt
nenalezly optimalni feSeni. Mravenci kolonie jsou jediné z heuristickych metod, které
optimalni feSeni nalezly a doba potifebna pro vypocet s pfidanim mésta nestoupla.

Exaktni algoritmus sviij vypocet provadél témeéf osm a pil minuty, to je priblizné

dvanactkrat déle, nez u ulohy s velikosti mensi o jedno mésto.

Tabulka 13 - Uloha o t¥inacti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

(O} Délka (min) Vypoéet ms

HA 10 258 <1
2-opt: HA 10 098 <1
NS 10 095 <1
2-opt: NS 10 095 <1
ACO 10 001 4432
2-opt: ACO 10 001 <1
EX 10 001 505 081
2-opt: EX 10 001 <
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5.2.5 Uloha o &trnéacti méstech

Vypocet exaktnim algoritmem trval 116 minut, tedy témét dvé hodiny, to je skoro
¢trnéctkrat vice nez v uloze o tfinacti méstech, kde bylo jen o jedno mésto méné.
Mravenci kolonie opét dokazaly najit optimalni feSeni a jsou mezi heuristikami jediné.

Jejich vypocet trval pét vtetin.

Tabulka 14 -Uloha o étrnacti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

®© = Délka (min) Vypoéet ms

HA 10 289 <1
2-opt: HA 10 128 <1
NS 10 125 <1
2-opt: NS 1025 <1
ACO 10031 4997
2-opt: ACO 10 031 <1
EX 10031 6 954 653
2-opt: EX 10 031 <

5.2.6 Uloha o patnacti méstech

U patnacti mést jiz vypocet pomoci exaktniho algoritmu trval pies 27 hodin, to je
Ctrnactkrat pomalejsi vypocet oproti uloze o Ctrnacti méstech. Je zde patrna faktoridlova
obtiznost vypoctu, kdy s kazdym dal$im méstem je Cas potiebny na vypocet delsi ptiblizné
tolikrat, kolik je pocet mést v feseni.

Mravencim koloniim se i zde povedlo najit optimalni feSeni, a to opét jako jedinym
z heuristik s tim, Ze ani jakékoliv kombinace zbylych heuristik s metodou 2-opt nedosahla
optimalniho vysledku. Vypocet trval mravenc¢im koloniim jen 7 sekund, coz je oproti
exaktnimu algoritmu vyznamné krat$i doba.

Metoda 2-opt nezlepsila feseni nalezené metodou nejblizs§iho souseda, bylo tomu

tak 1 u ulohy o tfinécti a ¢trnacti mestech.
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K vylepseni mravenc¢ich kolonii pomoci metody 2-opt dojde poprvé na uloze

o velikosti dvaceti mést.

Tabulka 15 - Uloha o patnacti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

O Délka (min) Vypocet ms

HA 10 504 1
2-opt: HA 10 343 <1
NS 10 340 2
2-opt: NS 10 340 <1
ACO 10 246 7 025
2-opt: ACO 10 246 £ |
EX 10 246 97 570 319
2-opt: EX 10 246 <1

Trasa, kterou nasly mravenci kolonie a exaktni algoritmus je dlouhd 7 dni, 2 hodiny
a 46 minut a vede v daném potadi pies tyto mésta:

Praha, Cesko — Sarajevo, Bosna a Hercegovina — Podgorica, Cerna Hora
— Tirana, Albanie — Sofie, Bulharsko — Jerevan, Arménie — Tbilisi, Gruzie
— Baku, Azerbéjdién — Minsk, Bélorusko — Tallinn, Estonsko — Helsinki, Finsko
— Kodan, Dansko — Bruselas, Belgie — Patiz, Francie — Andorra la Vella, Andorra

— Praha, Cesko
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6 Zavér

Metoda mravencich kolonii naléza tfeSeni, které¢ je obvykle lepsi o vice nez deset
procent, nez vysledky metody nejbliz§iho souseda a hladového algoritmu.

U ulohy s padesati mésty je kombinace metody 2-opt s metodou nejblizsiho souseda
nebo hladového algoritmu uspésna srovnatelné jako optimalizace mraven¢imi koloniemi,
nicmén¢ mravenci kolonie maji vyrazné vyssi pozadavky na dobu vypoctu. U mensiho poctu
mest mravenci kolonie nalézaji optimélni feSeni, zatimco zbylé heuristiky nikoliv, to bylo
potvrzeno na uloze o tfincti, Ctrnacti a patnacti méstech.

Mraven¢im koloniim na tiloze o padesati méstech trval vypocet pfiblizné ptl minuty.
Pocet iteraci je nastaven na 2 000 a pocet mravencti na 100, pii zvySeni po¢tu mravencii
nebo iteraci algoritmus nedosahuje lepSich vysledki. Pro ziskani kvalitniho vysledku
je vhodné mravenci kolonie spustit opakované, protoze mravenci se rozhoduji i na zaklade
nahody a dosahuji tedy témét pokazdé odlisnych vysledkd. Tento fakt dobu vypoctu jesté
vice prodluzuje. Doba vypoctu algoritmu mravencich kolonii je zavisla na tom, jaky
je nastaven pocet iteraci a mravencu. Pii sniZzeni poctu iteraci nebo mravencu by vysledky
byly méné kvalitni, ale je mozné jejich sniZeni, pokud by bylo potifeba vypocet zrychlit.
V takovém piipadé¢ by bylo vhodné upravit dal$i parametry, které maji vliv na kvalitu feSeni,
jako je mnozstvi feromoni zanechavané na cestach nebo piipadné koeficient o nebo 3. Dale
by bylo vhodné ptizpiisobit optimalizace, jako je minimalni hladina feromont a zanechavani

Zvoleni vhodného algoritmu zavisi na pozadavcich. V pfipadé¢ pozadavku
na co nejrychlejsi vypocet by mohla byt vhodnd kombinace hladového algoritmu
s optimalizaci 2-opt, protoze vypocet 1 na tloze o padesati méstech trval méné nez jednu
milisekundu a zéroven vysledek u jedné ulohy (nejrychlejsi cesty pésky kolem Evropy)
dosahoval vysledki lepsich, nez samotné mravenci kolonie bez optimalizace 2-opt. Hladovy
algoritmus je zaroven i nejjednodussi na implementaci. Kombinace metody nejbliz§iho
souseda a optimalizace 2-opt dosahovala jesté lepSich vysledkt a stale byla velmi rychla.

V ptipad¢ pozadavku na co nejkvalitnéjsi feSeni, kde neni dilezité¢ znat vysledek
okamzité, by mravenc¢i kolonie byly vhodnou volbou, dokonce u mensSiho poctu mést
do patnacti instanci vzdy nalezly stejné optimalni feSeni jako exaktni algoritmus. Vzhledem

k tomu, Ze teprve u ulohy s dvaceti mésty bylo feSeni poprvé vylepSeno pomoci 2-opt,
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je mozné se domnivat, ze do velikosti ulohy o devatenacti méstech samotné mravenci

kolonie naleznou optimalni feSeni. V kombinaci s optimalizaci 2-opt byly mravenci kolonie

vvvvvv

i u tlohy s vice nez dvaceti mésty.

Exaktni algoritmus je vhodny pro vypocet na tlohach do velikosti jedenacti mést,

kdy vypocet trvd maximalné tfi a pal vtetiny.
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Tabulka 10 — Uloha o deseti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani

Tabulka 11 - Uloha o jedenicti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni
ZPTACOVAIN Leiieiiiieeeiiie ettt ettt e ettt e ettt e ettt e s bt e e sabeeesabeeesteeesbeeennseesnsseesasteesnseeennseeenns 70
Tabulka 12 - Uloha o dvanicti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni
40 € L0 ) 211 ) PSPPSR 71
Tabulka 13 - Uloha o tiinacti méstech sexaktnim algoritmem, zdroj: vlastni
ZPTACOVAIN Leiieiiiieeeiiie ettt ettt e ettt e ettt e ettt e s bt e e sabeeesabeeesteeesbeeennseesnsseesasteesnseeennseeenns 72

Tabulka 14 -Uloha o &trnacti méstech s exaktnim algoritmem, zdroj: vlastni zpracovani



8.3 Seznam pouzitych zkratek

TSP Problém obchodniho cestujiciho (Traveling salesman problem)
ACO Optimalizace mraven¢imi koloniemi (Ant colony optimalization)
EX Exaktni algoritmus

HA Hladovy algoritmus

NS Metoda nejblizsiho souseda

Random Néhodna trasa

ACO: 2-opt  Optimalizace mravencich kolonii pomoci metody 2-opt

EX: 2-opt Optimalizace exaktniho algoritmu pomoci metody 2-opt

HA: 2-opt Optimalizace trasy ziskané hladovym algoritmem pomoci metody
2-opt

NS: 2-opt Optimalizace trasy ziskané metodou nejbliz§iho souseda pomoci

metody 2-opt

Random: 2-opt Optimalizace ndhodné trasy pomoci metody 2-opt
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