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Uvod

Rucni vypocet soustav linedrnich rovnic je zdlouhavy, a proto si pomahame
vypocetnimi softwary. Doposud v zadném dostupném matematickém softwaru
nejsou implicitné nastaveny piikazy, potazmo kédy, pro ruzné metody vypocétu
inverznich a pseudoinverznich matic. Tyto matice jsou zapotiebi pii vypoctech
soustav linedrnich rovnic. Vhledem k tomu jsme se rozhodli, ze takové kédy sami
vytvoiime.

Veskeré kody v této praci jsou zpracovany ve vypocetnim softwaru R. Nékteri
lidé vnimaji R jen jako 18. pismeno v abecedé. Pro nas to vsSak také je jeden
z nejznaméjsich volné sifitelnych matematicko-statistickych softwart, ktery po-
prvé spatril svétlo svéta roku 1996. Jelikoz je tento software volné sititelny, tudiz
bezplatny, nachazi si stale vétsi oblibu u uzivatelu, a v posledni dobé jejich poctem
predéil i takové komeréni programy jako jsou SAS, nebo MATLAB.

Prvni kapitola pojednéva o zakladnich pojmech. A to jak teoretickych, zejména
z teorie matic, tak také praktickych, zabyvajici se vypocetnim softwarem R.

Ve druhé kapitole, kterd je zaroven jadrem této prace, ukazeme devét ruznych
postupu, kterymi lze spocitat pseudoinverzi matice. Zaroven jsme ke kazdému
vytvorili kéd, kterym muzeme pseudoinverzi spocitat.

Ve treti kapitole ukdzeme teSeni soustav rovnic ve vSech moznych piipadech.
Navazeme tim tak na druhou kapitolu, kde jsme si predptipravili matematicky
aparat a kody pro vypocet pseudoinverzi matic.

Radi bychom také zde v uvodu predestreli, ze ve vypocetnim softwaru R
neni definovand nula. Pti pocitani proto musime nastavit presnost jako ¢islo eps
rovnajici se témér nule. Tuto problematiku si predstavime v posledni kapitole této
prace zabyvajici se stabilitou a rychlosti nasich kédu pro vypocet pseudoinverzi

matic.

,Pouze dve véci jsou nekonecné. Vesmir a lidskd hloupost. U té pruni

si tim vsak nejsem tak jist.“ A. Einstein



1. Pripravna kapitola

V prvni podkapitole si ukazeme zakladni pojmy teoretické. Nékteré zakladni
pojmy, a to napiiklad z teorie matic, jsme do této prace zamérné nezahrno-
vali. Tyto zdkladni pojmy muzete nalézt napiiklad v [3], nebo jinych knihach
zabyvajicich se linealni algebru jako takovou. Délame tak z toho duvodu, jelikoz
predpokladéame alespon zakladni ¢tendifovu znalost v oblasti linearni algebry.

Ve druhé podkapitole si vysvétlime zaklady pro praci se softwarem R. Jestlize

v e~/

tury, naptiklad do [7].

1.1. Pripravna kapitola teoreticka

V této kapitole si pripomeneme zakladni véty a definice souvisejici s feSenim
soustav linearnich rovnic. Napiiklad si nadefinujeme, co je soustava linearnich
rovnic, jakym zpusobem ji muzeme prevést na maticovy tvar, anebo jak vypada

Moore—Penroseova pseudoinverze.

Definice 1.1 Soubor prvka

@11 Q12 ... Aip
A=y)=| M
m1 Am2 - - . Gmn
nazyvame matici typu m x n. Vektor (a;1, a2, . .., a;,) nazyvame i-tym fadkem
matice A a vektor (a1, agj, ..., am;)’ nazyvame j-tym sloupcem matice A.

Definice 1.2 Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych rozumime sou-

stavu rovnic ve tvaru

1121 + a12%9 + . .. + a1 T, = by

a2121 + Q999 + ... + Qopx, = bg (2)

Am1T1 + A2l + ...+ Qpp®y = bm )
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kde redlnd cisla a;;, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, nazyvame koeficienty

levé strany a redlnd ¢isla b;, ¢ € {1,2,...,m}, nazyvame koeficienty pravé strany
soustavy rovnic. Proménné x1, xo, ..., x, nazyvame neznamé. ReSenim soustavy
rovnic rozumime takovou uspotfadanou n-tici redlnych éfsel x = (21, za, ..., z,)7,

ze po jejim dosazeni do soustavy jsou vSechny rovnice splnény.

Definice 1.3 Matice A = (a;;) typu m x n se nazyva matice soustavy (2),

matici
ajl1 a12 ... Qip bl
91 A22 ... Q9pn b2
A= 7T (3)
Am1 Gm2 - -+ Qo Om

nazyvéme rozsifenou matici soustavy ([2).

Poznamka 1.1 Soustavu lze ekvivalentné prepsat do maticového tvaru

pomoci maticového soucinu

a1; Q12 ... Aip £y by

G21 Q22 ... Agp X2 by
= 7 (4)

m1 Am2 - - - G Tn b,

nebo zkracené
Ax = b, (5)
kde A je matici soustavy, x = (z1,T9,...,7,)" je vektor feSeni soustavy a
b = (by,bs,...,b,)T je vektor pravé strany soustavy rovnic.

Definice 1.4 Necht A je matice typu m x n. Hodnost matice A je rovna
maximalnimu poctu jejich linedarné nezavislych radku. Hodnost matice znacime

r(A).



Véta 1.1 (Frobeniova véta) Soustava (@ je resitelnd pravé tehdy, kdyz jeji
matice soustavy a rozsirend matice soustavy (@ maji stejnou hodnost, tj.

r(A)=r(A,).
Dukaz: viz [3].

Definice 1.5 Necht je matice A ¢tvercové a regularni (nemd linedrné z4vislé
adky), pak k matici A existuje matice inverzni A™!, takova, ze plati nasledujici

rovnice:
AATT=ATTA =T, (6)
kde I znaci jednotkovou matici.

Definice 1.6 Vektorova norma na R” je funkce [|.|| : R™ — R s nésledujicimi

vlastnostmi:

L. ||x[|[ >0 VxeR"
2. x| = el Ix|| VxeR",VeceR
3. ||x]| = 0 & x = o, kde o je nulovy vektor

4 [x+yl < x|+ llyll  vVxeR" VyeR"

Poznamka 1.3 Pii vypoctu Moore-Penroseovy pseudoinverze v této praci

pouzivame tzv. eukleidovskou normu, kterou definujeme nasledovné:

||X||2 =

Tato norma udavéa vzdalenost bodu x od pocatku soustavy souradnic, coz je

dusledek Pythagorovy véty.
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Definice 1.7 Nechf A je dand matice. Matice A" se nazyva Moore-Penroseova

pseudoinverze matice k matici A, jestlize plati:

AATA = A (8)
ATAAT = AT (9)
(ATA)T = ATA (10)
(AAN)T = AAT (11)

Poznamka 1.2 Z definice 1.5 vyplyva, ze jestlize A je Ctvercova regularni
matice, pak existuje inverzni matice A ™!, kterd rovnéz spliiuje vyse uvedené étyfi

axiomy z definice 1.7, a tedy A™' je také pseudoinverzni matici k matici A.

Definice 1.8 Matice A typu m x n se nazyva matice plné fadkové hodnosti,
jestlize hodnost matice A je rovna poctu fadku, tedy r(A) = m.
Matice A typu m x n se nazyva matice plné sloupcové hodnosti, jestlize

hodnost matice A je rovna poctu sloupcu, tedy r(A) = n.

Poznamka 1.3 Pro nékteré specialni typy matic vychazeji pseudoinverze

velice jednoduse:

1. Pro ¢tvercovou reguldrni matici A je

At =A1 (12)

2. Je-li matice A skalar, tedy matice typu 1 x 1, pak

1/A pokud A #0
+ o )
A= { 0 pokud A =0. (13)
3. Je-li matice A diagondlni, tedy matice typu A = diag(ay, ..., a,), pak
At =diag(af,...,a}), (14)

kde
11



1

o — 1/a; pokud a; #0,
0 pokud a; = 0.

4. Je-li ¢tvercova matice A symetrickd, pak existuje ortogonalni matice T a

diagonalni matice D takové, ze A = TDT”. Potom

AT =TD 'TT. (15)

5. Pro matici A plné tadkové hodnosti, tj. matici typu r x n a hodnosti r je

AT = AT(AAT) (16)

6. Pro matici A plné sloupcové hodnosti, tj. matici typu m x r a hodnosti r

je

AT = (ATA)TAT, (17)

Definice 1.9 Skalarni sou¢in dvou vektoru u = (uy, us), v = (v1,v2) v roviné

je ¢islo uyv1 + ugvy. Skaldrni soucin vektoru u a v zapisujeme jako (u,v).

Definice 1.10 Stopou ¢tvercové matice fadu n nazyvame soucet jejich prvku
na hlavni diagonéle. Znac¢ime ji trace(A). Spocitame ji jako trace(A) = aj; +

a9 + ... + Qpnp-

12



1.2. Pripravna kapitola pro praci se softwarem R

Samotna instalace softwaru R je pro uzivatele nenarocna a jeho instalacni
soubor je volné k dispozici na strankéach distributora https://cran.r-project.
org/. Na této strance lze rovnéz nalézt v sekci ” Manuals” veskeré navody potiebné
pii praci se softwarem R.

Pro uzivatelsky prijemnéjsi praci se softwarem R doporucujeme doinstalovat
program RStudio, jehoz instalac¢ni soubor je volné k dispozici na strankach dis-
tributora https://www.rstudio.com/.

V zakladni nabidce softwaru R nejsou kédy pro feseni pseudoinverznich matic.
Avsak nékteré jsou jiz zpracovany v doplikovych knihovnach, oznac¢ovanych jako
balicky (packages). Naptiklad v balicku ,MASS“ nalezneme piikaz ,ginv“, ktery
vypocita pseudoinverzi matice za pomoci singularniho rozkladu.

V nasledujici kapitole si predstavime devét metod pro vypocet pseudoinverze
matice. Pro kazdou z téchto metod jsme vytvotili kod, ktery nam pseudoinverzi
podle dané metody vypocita.

Pro usnadnéni nacteni téchto kédu do softwaru R, jsme vytvotili doplikovy
balicek s ndzvem , pseudoinverze®, ktery naleznete na ptilozeném CD. Nez zacnete
zkouset nase kédy pro vypocet pseudoinverzi, nainstalujte a nactéte si nas dopln-
kovy balicek podle prikazu nize, které staci zadat do konzole v softwaru R. Je vsak
nutné si zadat cestu k souboru dle Vaseho pocitace. Nize uvedeny piikaz je proto

pouze ilustracni.

install.packages("E:/pseudoinverze.zip",
repos = NULL, type = "win.binary")

library(pseudoinverze)

Pro préaci s kédy v nasledujich kapitolach ¢tenéfi postaci, pokud bude mit
software R nainstalovan, a to véetné vyse zminéného doplinkového balicku ,pseu-
doinverze®. Zaroven musi umét zvladnout zadat vstupni matice.

Ty lze zadat vice zpusoby, které muzeme, mimo jiné, nalézt v navodech

zminénych vyse. Zde si vSak uvedeme pouze zékladni piikaz "matrix”.

13
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Priklad 1.1

Zadej do Rka matici A = (i g 2)

Resent:

Abychom mohli zadat matici, musime Rku fict, jak to ma udélat. Prvnim
parametrem piikazu matrix je vektor cisel, ktery dand matice obsahuje. Druhym
je pocet radku, tretim pocet sloupcu a ¢tvrty nam udéava, jestli se maji ¢isla sazet
podle tadku, anebo podle sloupcu. Nize uvedeny piikaz je mozné také zkratit,

o Cemz se muzete presvedcit v navodech k Rku.

> matrix(c(1, 4, 2, 5, 3, 6), nrow=2, ncol=3, byrow = FALSE)
(11 [,2] [,3]

[1,] 1 2 3

[2,] 4 5 6

Je zapotiebi si uvédomit, ze danou matici si musime ulozit do tzv. ,globalni
proménné“. To udélame tak, ze pred matici, kterou chceme ulozit, dame jeji
nazev a rovnitko. Jestlize chceme matici nésledné zobrazit, jeji nazev vepiseme

do konzole a stiskneme tlacitko enter.

> A = matrix(c(1, 4, 2, 5, 3, 6), 2, 3)
> A
(11 [,2] [,3]
[1,] 1 2 3
[2,] 4 5 6

Analogicky si muzeme ulozit i vystupni matici. Nize uvedenym piikazem
si ulozime matici B, kterd je pseudoinverzi matice A pocitanou za pomoci ske-
letniho rozkladu. Kéd ,,pinv_skeletni_rozklad®, ktery nam takovou pseudoinverzi
spocita je vysvétlen v podkapitole 2.1. Zde si proto pouze uvedeme, jak si matici

ulozime.

> B = pinv_skeletni_rozklad(A)

14



2. Vypocty pseudoinverznich matic

Zde si ukdzeme devét ruznych postupu, kterymi lze spocitat pseudoinverzi
matice. V kazdé podkapitole si nejprve ukazeme potfebny matematicky aparat
potiebny k jeho vypoctu. Nésledné si predstavime vypocetni kéd v softwaru R.
Jako posledni vzdy ukazeme ptiklad daného postupu. Spocitame jej rucné a také

si ukdzeme, jak ndm jej vypocita Rko.

2.1. Skeletni rozklad

Prvnim postupem, pro vypocet pseudoinverznich matic, ktery si zde ukazeme,
bude vypocet za pomoci skeletniho rozkladu. Jadrem této metody je rozklad
matice A na usporddanou dvojici matic (B, C), pro které plati, Ze matice B
je plné sloupcové hodnosti a matice C plné fadkové hodnosti. Pro takové typy

matic se pseudoinverze nalezne jednoduse.

Definice 2.1 Necht A je nenulovd matice typu m x n s hodnosti r. Ske-
letnim rozkladem matice A nazyvame kazdou usporddanou dvojici matic (B, C),

pro kterou plati:

1. B je typu m x r,
2. Cjetypurxn,kder=r(B)=r(C) a
3. A =BC.

Poznamka 2.1 7 definice 2.1 vyplyva, ze je-li matice A typu m x n plné
radkové, respektive plné sloupcové hodnosti, pak jeji skeletni rozklad muze byt

tvofen matici jednotkovou a matici A.

Veéta 2.1 Ke kazdé matici A typu m x n existuje alespon jeden skeletni
rozklad.

Dikaz: Takovéto matice B a C vzdy existuji. Matice A ma r linearné
nezavislych sloupct. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze prvnich r sloupcu

matice A je linearné nezavislych. Pokud tomu tak neni, jisté existuje permutacni

15



matice P takova, ze prvnich r sloupcu matice AP je r linedarné nezavislych

sloupcu matice A. Matici AP poté uréime nasledovneé:

AP = BC, hodnost (B) = r(C) = r, pak A = BC, kde C = CP!
ar =r(C)=r(C), protoze P je reguldrni matice.

Tedy vezmeme-li za B matici typu m x r skladajici se z prvnich r sloupcu
matice A, zbyvajicich n —r sloupct jsou linearnimi kombinacemi sloupcti matice
B tvaru BQ; pro néjaky r x 1 vektor Q; Polozime-li Q = (Q,...,Q,,_,), typu
r x (n —r). Tedy matice A = (B BQ). Polozime-li C = (I Q), kde I
je jednotkova matice fadu r, dostaneme A = B(I Q) =BC ar(B)=1r(C) =r.

Poznamka 2.2 V dukazu véty 2.1 je zaroven uveden i postup, kterym lze
k libovolné matici A najit jeji skeletni rozklad. Déle z néj vyplyva, ze skeletni

rozklad matice vzdy existuje, ale neni urcen jednoznacné.

Véta 2.2 Jestlize A = BC je skeletni rozklad matice A, pak
At =(BC)" = C'B*,

kde matice BT a Ct vypoéitdme pomoci vijse uvedengjch vztahi (16) a (17).

Dikaz: Tvrzeni lze snadno dokézat provéfenim Penroseovych axiomu.

R-file 2.1 (pinv_skeletni_rozklad.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdete na ptilozeném
CD pod nazvem ,2_1_pinv_skeletni_rozklad.R*.

Tento kéd obsahuje vnorenou funkei ,skeletni_rozklad“, kterd, jak jiz nazev
napovida, vypocita skeletni rozklad zadané matice A. Spocitame jej tak, ze v prvni
fadé oveéiime, zda nami zadand matice A neni plné radkové, pripadné plné sloup-
cové hodnosti. Jestlize tomu tak je, pak skeletni rozklad tvori matice A s matici
jednotkovou. Pokud ani jedna z téchto moznosti nenastala, hleddme matici B,
ktera bude tvorena linedrné nezavislymi sloupci matice A. Jakmile ji nalezneme,
matici C dopocteme podle dukazu véty 2.1.

Vystupem jsou matice B a C, které spolu tvoii skeletni rozklad matice A.

Nésledné vypocita pseudoinverzi matic B a C podle vztahu (16) a (17).
16



Vystupem je matice AT, kterd je pseudoinverzi matice A.

Priklad 2.1
Vypocitejte za pomoci skeletniho rozkladu matice pseudoinverzni matici A™

1-3 1 5 7
k ndmi zadané matici A = 1-1-1 1 1],kder(A)=2.
-1 1 1 1-1

1. Ruéni vypocet:

V prvé tadeé je zapotiebi nalézt skeletni rozklad matice A. Uvazujme matici

L=3 —2 —1 -2
B = 1 -1 |, pak Q= , a konecné tedy
11 -1 -2 -3

1 0 —-2-1-2
C_(o 1 -1 —2—3)'
Matice B je plné sloupcové a matice C plné fadkové hodnosti a proto podle

vztahu (16) a (17) je

BT = (B'B)"'B7,

ct=c’(cch).
Déle tedy
o [ 3 =5 T (11/8 5/8
BB—(_5 11>’<B B)" =58 38)

cor-(1918). e (Y )

1 0
01 3/10 —2/10 [ 11/8 5/8 1 1-1
At =CBf=| —2 -1 :
|y | \=2/10 2/10)\ 5/8 3/8)\ -3 -1 1
2 -3
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—1/20 7/40 7/40

0 —1/10 1/10

At =| 1/10 —=1/4 1/4
1/20  1/40 —1/40

1/10 =1/20 1/20

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,-1,-3,-1,1,1,-1,1,5,1,-1,7,1,-1),3,5)
> skeletni_rozklad(A)
[,1] [,2] [,3]
[1,] -5.000000e-02 0.175 -0.175
[2,] -1.387779e-17 -0.100 0.100
[3,] 1.000000e-01 -0.250 0.250
[4,] 5.000000e-02 0.025 -0.025
[5,] 1.000000e-01 -0.050 0.050
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2.2. Grevilluv algoritmus

Rekurzivn{] metodu vedouci k nalezeni pseudoinverzni matice dokézal jiz
v roce 1960 vyznamny matematik Thomas N. E. Grevill. Jedna se o metodu,
ktera je zalozena na postupném pridavani sloupctu k prvnimu sloupci nasi ma-
tice A, ktery oznac¢ime a;. Tuto metodu ocenime hlavné v ptipadé, ze mame
spocitanou pseudoinverzi A1 k matici A, a potfebujeme spocitat pseudoinverzi
k matici (A a;), tj. k matici A, ke které jsme pridali dalsi sloupec, a nebo
vice sloupcu. Muzeme tedy plynule navazat v algoritmu a nemusime tak celou

pseudoinverzi pocitat znovu.

Véta 2.3 Necht A je matice typu m x n. Pro k = 1,...,n oznacime ay k-ty
sloupec matice A a Ay submatici tvorenou pronimi k-sloupci matice A. Potom
prok >2 je Ap = (Ax_1 ag).

Vypocet pseudoinverzni matice provanime ndsledovné:

1. Je-li ay = o, polozime A} = o (nulovyj vektor).

Je-li a; # o, vypocitime AT = (al a;)™' al.

2. Pro k =2,3,...,n vypocitdime postupneé:
(a) dk = A,j_lak,
Cr = Qi — Ak—ldk~
(b) Je-li ¢k # o, polozime by, = ¢, coz je podle (5) rovno (cfex)™t ¢,

je-li ¢y = o, vypocitame by, = (14 dj dy) " d} A} _,.

+ —
(c) Vypocitame AT = (Ak—1b dk;bk>'
k

Pro k =n je A} = A" hledand pseudoinverzni matice k dané matici A.
Dukaz: viz [2].

Poznamka 2.3 V piipadech, kdy ma nami zadana matice vice sloupciu, nez

radku, je vyhodnéjsi provést vypocet pro matici transponovanou a vyslednou

Termin ,rekurzivni“ je pravdépodobné odvozen z latinského slovesa recurro (vratit se).
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pseudoinverzi taktéz transponovat. Délame tak proto, aby byl rychlejsi vypocet,

coz je patrné z povahy samotného algoritmu, a protoze plati (A7)* = (A™)T,

R-file 2.2 (grevilluv_algoritmus.R)
Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdete na ptilozeném
CD pod nazvem ,,2_2_grevilluv_algoritmus.R*“. Tento kéd vypocte pseudoinverzni

matici AT ze zadané matice A pomoci grevillova algoritmu.

Priklad 2.2
Vypoéitejte za pomoci Grevillova algoritmu pseudoinverzni matici A* k ndmi

10
10
11
11

zadané matici A =

1. Ru¢ni vypocet:

(a) a; = a Af =(al a;)tal = (1/4,1/4,1/4,1/4).

—_ = = =

(b) Pro k = 2 dostavéame

1. d2 = Ai’—az = 1/2,

~1/2
~1/2
1/2
1/2

cy=a;— Aid; =

ii. by=c5 = (c} o)t el = (-1/2, -1/2,1/2,1/2).

+_
i Vot a5 < (AT ) (12 L2 00

b, ~1/2 -1/2 1/2 1/2
1/2 —1/2

(c) Hledana pseudoinverze matice A je AT = 1(/)2 _}g
0 1/2
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2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)

> pinv_grevilluv_algoritmus(A)
(,1] [,2]

[1,] 0.5 -0.5

[2,] 0.5 -0.5

[3,] 0.0 0.5

[4,] 0.0 0.5
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2.3. Prikaz PINV

Ve vypocetnim softwaru MATLAB nalezneme piikaz ,PINV“  ktery dokéze
pomoci singularniho rozkladu matice spocitat pseudoinverzi. V R-ku se nam ta-
kova moznost nenaskyta. Proto jsme vytvorili prikaz, ktery pocita pseudoinverzi
za pomoci singularniho rozkladu matice, analogicky jako MATLABovsky piikaz

,PINV*.

Véta 2.4 Necht A je matice typu m x n a hodnosti r. Pak existuji unitdrni

matice U a V 7ddi m a n, takové, e A = UDV?, kde D = (131 g) je typu

m x n a Dy = diag (dy, ...,d,) je requldrni matice 7adu r.
Dukaz: viz [4].

Véta 2.5 Necht A = UDV?, kde U, V a D maji vlastnosti z vijse uvedené

véty, tj. tvori singuldrni rozklad matice A.

1
Potom A" = VD" U", pricemz DT = (DO1 g)

. . . . (Do :
Dikaz: Vypocétem lze ukazat, ze matice ( 6 0) typu n x m je D', Zbytek
dukazu spociva v provéreni Penroseovych axiomii pro vypocet pseudoinverzni

matice.

Samotny postup vypoctu singuldrniho rozkladu by netimérné zvétsil rozsah

této préce, a proto jej zde neuvadime. Muzete jej vsak nalézt napiiklad v [6].

R-file 2.3 (analogie_prikazu_pinv.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdete na prilozeném CD
pod nazvem ,2 3 analogie_prikazu_pinv.R“. Tento kéd vypocte pseudoinverzni
matici AT ze zadané matice A pomoci singuldrniho rozkladu matice.

Dany kéd je prevzat a poupraven z doplikového balicku ,,pracma‘, ze stranek

https://cran.r-project.org/web/packages/pracma/pracma.pdf.
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Priklad 2.3

Vypoéitejte za pomoci analogie piikazu ,,PINV“ pseudoinverzni matici A™

.. , .o (11 1-1
k ndmi zadané matici A = (0 01 1).

1. Ruéni vypocet:

A =UDV?, kde

10 2000
U= (0 1)’D: (0\/50 0>’
1/2 1/2 1/2 ~1/2
vT — 0 0 1/v2 1/v/2

2/3 0 —1/V6 1//6
~1/(2v3) V3/2 —1/(2V3) 1/(2V3)

Tedy
D — 20 roto ie D! — 1/2 0
1= Oﬂ,apOOJe =0 e
Potom je
1/4 0 1/2 0
1/4 0 0 1/V2
+_ +117 — + _
AT=VD'U" = /4 1/2 , kde D™ = 0 0
—1/4 1/2 0 0

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,-1,1),2,4)
> analogie_prikazu_pinv(A)
[,1] [,2]
[1,] 0.256 0.0
[2,] 0.25 0.0
[3,] 0.25 0.5
[4,]1 -0.25 0.5
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2.4. Zhukovskii - Liptserova metoda

Tato metoda vznikla zobecnénim vypoctu inverzni matice. Je zalozena na feseni
maticové rovnice AX = P, kde P = AA™ se najde rekurzivné.
Necht je ddna matice A. Doplnime ji nulami na ¢tvercovou matici Ag. Oznaéme

ay k-ty fadek matice Ay a by k-ty sloupec matice Ay.
Vypocet provadime podle nasledujiciho algoritmu:
1. Pro £k =0,1,...,n — 1 konstruujeme ¢tvercové matice M radu n takto:

(a) My =1, kde I je jednotkova matice fadu n,

(b) My = My — Mybyyi (bl Mybyy1) ™ by, M.
2. Polozime

(a) C =1-M,, kde I je jednotkova matice tddu n a oznacime c;, k-ty

radek matice C.
3. Pocitame postupné matice Nj a X fadu n pro kK =0,1,...,n — 1 takto:

a

(a)

(b)

(c) Xo =aj,
(d) vektor X, doplnime nulami na ¢tvercovou matici fadu n, a dalsi matice
dopocitame nasledovné:

Xis1 = Xp + Nyaj (e Neap, ) T (e — ap Xy
Pro k = n je X,, = AT, ovSem s vynechdnim pfidanych sloupct a fadkii.

R-file 2.4 (zhukovskii_liptserova_metoda.R)
Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdete na ptilozeném CD
pod nazvem ,,2_4 zhukovskii_liptserova_metoda.R*. Tento kéd vypocte pseudoin-

verzni matici AT ze zadané matice A pomoci Zhukovskii — Liptserovy metody.
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Priklad 2.4

Vypocitejte za pomoci Zhukovskii — Liptserovy metody pseudoinverzni matici

1111
+ ’ . ’ o« . _
A7 k ndmi zadané matici A = (O 01 1).

1. Ruéni vypocet:

1111
0011
0000
0000

Matici A doplnime nulami na ¢tvercovou matici Ay =

(a) Polozme M, = I tédu 4.
Pro k= 0,1, 2,3 vypocitdme matice My, .

Ptipomenme, ze vyraz bgﬂMkka je skalar a proto

1/(by1Mybyy1)  pokud by Mybyyy # 0,

T +
(by 1 Mybyia)" = {0 pokud bzﬂMkka =0.

0000
0100
0010
0001

Tedy podle vyse uvedenych vzorcu je M; =

0000
0000
0010
0001

Déle Mg = Ml, nebot’ bngbQ =0a M3 =

A koneéné My = Mg, nebot bl Msb, = 0.

1000
0100
0000
0000

(b) Polozime C=1—-M, =

1000
1000
1000
1000

(c¢) Polozime Ng =T a Xq =
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Pro k£ = 0,1,2,3 vypocitdame podle vyse uvedenych vzorcu matice

N1 a Xgp1. Mame tedy

3/4 —1/4 —1/4 —1/4 1/4000

N | VA A —ya—ya ) [ 1/4000

VT e 214 374174 [ T L 1/4000

—1/4 —1/4 —1/4 3/4 1/4000

Déle

1/2-1/2 0 0 1/2-1/2 0 0
=12 12 0 o0 | 1/2-1/2 0 0
Nz = 0 0 1/2-1/2|d%= 0 1/2 0 0
0 0 —1/2 1/2 0 1/2 0 0

Matice N3 = Ny, nebot azNyal = 0. Podobné X3 = Xy, Ny = Nj.
A konec¢né X, = X3, AaL = X,.

1/2 —1/2
1/2 —1/2
0 1/2
0 1/2

AT =

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)

> zhukovskii_liptserova_metoda(A)
[,11 [,2]

[1,] 0.5 -0.5

[2,] 0.5 -0.5

[3,] 0.0 0.5

[4,] 0.0 0.5
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2.5. Biortogonalizaéni metoda

Biortogonaliza¢ni metoda je zalozena na nasledujicim principu:

Jsou dany dvé usporadané n-tice linedrné nezavislych vektoru u; a v;, kde
1 = 1,...,n. Pak n-tici vy, ..., v, transformujeme postupné v n krocich tak, aby
vislednd n-tice vektortt vi", ..., v\"” tvoiila s vektory uj,...,u, biortogonln{
systém.

Necht je ddna matice A typu m x n. K matici A piipojime p fadku, které
jsou ortogonalni ke vsem radkum matice A a jejichz pripojenim vznikne matice
U s hodnosti n. Tuto matici budeme upravovat tak, abychom dostali matici v,
jejiz radky tvori se sloupci matice U biortogonalni systém. Prvnich m sloupcu
matice V(™ tvorf pak hledanou pseudoinverzi matice A.

Posloupnost matic, které pritom vytvorime, budeme znacit V®) pro k =

0,1,...,n. Ozna¢me u; j-ty sloupec matice U a v¥ i-ty fadek matice vk,
Algoritmus vypoctu:
1. Z matice A utvotfime matici U.
2. Polozime VI = UT.
3. Pro k=1,...,n provadime kroky:

(a) Vytvorime matici C® s prvky cl(-f) takto:

k k—1 _
cl(ck) = (Vé )7uk) 17
Cfﬁ) = _<V§k_1)7uk>c](§lz) prot=1,...,n a 1#k,
CZ(';C):@J" proi=1,..,n a j=1,..,n a ]#k

(b) vF) — k) E=1)
Pro k = n pak plati VWU =1.

Matice A% je tvofena prvnimi m sloupci matice V™.
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Poznamka 2.4 V pripadech, kdy ma nami zadana matice vice sloupcu, nez
radku, je vyhodnéjsi provést vypocet pro matici transponovanou a vyslednou
pseudoinverzi taktéz transponovat. Délame tak proto, aby byl rychlejsi vypocet,

coz je patrné z povahy samotného algoritmu, a protoze plati (A1)* = (A1),

R-file 2.5 (biortogonalizacni_metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdete na ptilozeném
CD pod nézvem ,2 5 biortogonalizacni_metoda.R“. Tento kéd vypocte pseudo-
inverzni matici AT ze zadané matice A pomoci biortogonaliza¢ni metody.

Piikaz samotny obsahuje dvé vnorené funkce. Prvni s ndzvem ,,ortodoplnek*
nam vytvoii z matice A matici U s hodnosti n, coz je biortogonalni systém. Dany
kéd je prevzat a poupraven z doplnkového baliku ,MASS“ze stranek https:
//cran.r-project.org/web/packages/MASS/MASS . pdf.

Druhé, s nazvem ,biortogonalizacni®, obsahuje samotny algoritmus biortogo-
naliza¢ni metody. Piikaz samotny zastifesuje obé zminéné funkce a jeho tlohou
je zjistit u vstupni matice A jeji rozméry a hodnost a néasledné s vyuzitim obou

vyse zminénych funkei vypocitat jeji pseudoinverzi A™.

Priklad 2.5
Vypoéitejte za pomoci Biortogonalizaéni metody pseudoinverzni matici A™

- . (1111 B
k ndmi zadané matici A = (O 01 1), r(A) = 2.

1. Ru¢ni vypocet:

Dle poznamky 2.4 bude vyhodnéjsi provést vypocet pro matici transpono-

10
10
11
11

vanou. Polozme tedy B = AT =

Déle pokracujeme podle algoritmu:

(a) Protoze r(B) =r(A)=2je U=B.

0011
28

(b) Polozme V@ = UT = (1 L1 1).
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Prok=1jecY =1/4acl) =-1/2.

()

b_coyo _( V4 14 14 1
V():C()V():(—l/Q—l/Q 1/2 1/2>'

A tedy matice

Prok=2jecy =1ac?=-1/2.

A tedy matice

1-1/2
(2 _
=4 77)

@ _ ~ovo (/2 1/2 0 0
ve=otv _(—1/2—1/2 1/2 1/2)

Protoze jsme k matici B nepiipojili zadny fddek je BT = V@ a tedy

1/2 —1/2
1/2 —1/2
0 1/2
0 1/2

AT = (BT)+ — (B+)T —

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)
> biortogonalizacni_metoda(A)
[,11 [,2]
[1,] 0.5 -0.5
[2,] 0.5 -0.5
[3,] 0.0 0.5
[4,] 0.0 0.5
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2.6. Metoda gradientnich projekci

Dalsi postup, ktery si predstavime, je metoda gradientnich projekci. Cela tato

metoda je zalozena na nésledujici véteé:

Véta 2.6 Necht matice A je typu m x n. Oznaéme ay, ..., @, sloupce matice
AT Tedy A" = (ay, ..., ay,). Ddle necht b = (Bi,..., Bn)T € R(A), kde R(A)

znaci mnoZinu obrazu matice A, tedy mnoZinu vektori
R(A) ={z: z= Az pro néjaké x € R"}.
Pak soustava rovnic Ax = b md reseni z,, = ATb takové, ze x,, € R(A), kde

xo = o (nulovy vektor)

T, = a1 +aph prok=1,...,m,

kde

o — {0 pokud hy, = o,
Tl B — alm_y) / (hrap)  pokud hy # o,

a {hy, ..., hy,} jsou vektory ziskané ortogonalizaci vektori {ay, ..., ay}.
Pokud ale b ¢ R(A), polozime d = A™b, C = AT A. Potom d € R(A) =
R(C). Vise uvedeny algoritmus nyni aplikujeme na vypocet C*d.

Dukaz: viz [1].

Tuto vétu nyni pouzijeme pro vypocet A™:
Uzitim ortonormalizace sloupcu matice A ziskame vektory dy, ..., d,. Jelikoz

sloupce matice A a vektory dy,...,d, generuji tentyz podprostor, plati, ze:
+ r T
AAT = 2j:1 d;d;.

Ozna¢me nyn{ by, ..., b,, sloupce matice AA*. Pro kazdé j = 1,....,m je b; €
R(A). Nyni lze pouzit vyse uvedeny m-krokovy algoritmus pro vypocet A*b;
pro kazdé j =1, ..., m. Pak plati, ze:

(‘A+l)17 ceey A+bm> = A+(b17 sy bm) - A+(AA+) = A+'
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R-file 2.6 (metoda_gradientnich_projekci.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdeme na ptilozeném
CD pod nazvem ,,2_6_metoda_gradientnich_projekci“. Tento kéd vypocte pseudo-
inverzni matici AT ze zadané matice A za pomoci metody gradientnich projekei.

Piikaz samotny obsahuje vnofenou funkci s nazvem ,gramschmidt®, ktera
nam, pomoci Gramovy — Schmidtovy ortogonalizace, vytvori matici ortogonalni,

¢i ortonormélni. Samotny vypocet je popséan jiz na predchazejici strané.

Priklad 2.6

Vypocitejte za pomoci metody gradientnich projekci pseudoinverzni matici

11 11
A" k ndmi zadané matici A= [ =1 0 -1 0 |, r(A)=2.
01 01

1. Rucni vypocet:

Ortonormalizaci sloupcu matice A ziskdme sloupce:

1/2 1/v6 0 0
d=|-1/vV2|,d=|1/V6]|,ds=[0],ds=
0 2//6 0 0

)

2/3 —1/3 1/3
Potom AAT =d,df +d.d} = | -1/3 2/3 1/3
1/3 1/3 2/3

Ortogonalizaci sloupcii matice AT ziskdme vektory:

~1/2
1/2
~1/2
1/2

=
oy
I
— =
=
[N}
I
=
w
I
O O OO
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Vypocet ATb:

1/6 1/6
;= ]./6, X1 = i?g , Qg = 0, X9 = 1;2 y kde X9 = A+b1.
1/6 1/6
Vypocet ATby:
~1/12 ~1/3
aq :—1/12, X1 = :1?}; , Qg = ]_/2, X9 = _1;2 s kde X9 :A+b1.
~1/12 1/6
Vypocet AT bs:
1/12 ~1/6
a1 = 1/12, X1 = 1?1; , Qig = ]./2, X9 = _1?2 s kde X9 = A+b3.
1/12 1/3

Celkem tedy je AT = (A*by, ATby, A*bs), kde

1/6 —1/3 —1/6
1/6 1/6 1/3
1/6 —1/3 —1/6
1/6 1/6 1/3

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,-1,0,1,0,1,1,-1,0,1,0,1),3,4)
> metoda_gradientnich_projekci(A)
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667
[2,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333
[3,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667
[4,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333
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2.7. Gramm — Schmidtova ortogonaliza¢ni metoda

Je ddna matice A typu m x n a hodnosti r. Bez jmy na obecnosti lze
predpokladat, ze matice A ma prvnich r sloupcu linedrné nezavislych. Pokud

tomu tak neni, jisté existuje permutacni matice P, takova, ze
AP =R 8),

kde R je matice typu m x r hodnosti r a sloupce matice S jsou linedrnimi kombi-
nacemi sloupcu matice R, tj. S = RU pro néjakou matici U. Vzhledem k tomu,

ze permutacni matice P je ortogonalni, je

APP"=A =R S)P"=(R RU)P”

At =PRI U)*.

Déle [R(I U)]* = (I U)*R", nebof matice R a (I U) tvoif skeletn{ rozklad
matice AP. Matice (I U) je plné fadkové hodnosti a podle (16) je:

I U)t=1 U)XI+uuh),
tedy

AT=P(I U)’1+UU"'R".
Vypocet:

1. Provedeme ortogonalizaci sloupcu matice A = (ay,...,a,) a najdeme per-

mutacni matici P. Obdrzime tedy vektory cy, ..., ¢, takové, ze

e, || = >0 proj=1,..r
M= 1=0 proj=r+1,..n.

2. Nenulové vektory c; znormalizujeme a polozime

Q= (ﬁug_ﬂ) .
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Existuje tedy matice B takova, ze RB = Q. Vynasobime-li tuto rovnost

zleva matici R” obdrzime
R'RB =R”Q.
Pak
B = (R'R)"'R'Q.
Matice Q je ortonormélni, tj. Q7 Q = I, B je reguldrni a proto
I=Q"Q=Q"RB=R=QB .

Nyni pouzijeme nasledujictho tvrzeni (Dukaz: viz [1].):
Rovnost (AB)* = BTA™ plati, jestlize ATA = 1.

Odtud a z (15) tedy dostavame, ze
R* = BQ" = B(Q'Q)'Q" = BQ".

. Ozna¢me R = (ry,...,r,) a S = (s1,...,8,_,). Vektory cq, ..., c, jsou orto-

gonalni, ziskané ortogonalizaci vektoru ry, ..., 1., S1, ..., S, _, tj.:

C =1I7y,

o p. _NYOLIIG :
€ =1 Zz’:l [c2¢ Proj= 2,...,1,

T

sTc;
— L —g. — § " i . e —
O=crj=8—>., GEC  Proj = 1,...,m—r

Odtud dostavame, ze

_ N -
Cj =4Vt proj=1,..r

kde

34



0 pokud 7> 7,
1 pokud i =7,

i1 r’c, . .
— Y e Vi Pokud i < j,

Yij =

-
Sj = D imq WijTis
kde w;; uréime z toho, Ze
sTc sT¢c
J— r Jj e @ ) — r rooogiTe .. .
S = Za:1 [Call? (Zi:1 %arz) = 21‘:1 (Za:i HC&”z%a)ru

sTc
e r J % A
ij - Za:i ||Ca||27’“1’

prot=1..,raj=1...,n—r.

Prvky matice B jsou tvaru

a matice U md prvky w;;.
4. Vypocet (I+UUT)~! se provede podle nasledujici véty:
- ; : : ; ‘ | %}
Véta 2.7 Necht U je matice typu k x r, a necht matice tvaru v
2

je matice ziskand Gramm — Schmidtovou ortonormalizaci sloupcu matice

( ?) , kde I je jednotkova matice 7ddu r. Pak plati:

V,Vy =(I+ U0,

I-v,vi =1+ uvuuhH).

Dukaz: viz [I].
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R-file 2.7 (gramm_schmidtova_ortogonalizacni_metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdeme na ptilozeném
CD pod nazvem ,2_7_gramm schmidtova_ortogonalizacni_metoda“. Tento koéd
vypoéte pseudoinverzni matici AT ze zadané matice A za pomoci Gramm —
Schmidtovy ortogonaliza¢ni metody.

Pitkaz samotny obsahuje vnofenou funkci s nazvem ,gramschmidt®, ktera
nam, pomoci Gramovy — Schmidtovy ortogonalizace, vytvori matici ortogonalni,
¢i ortonormdlni.

Déle obsahuje vnotrenou funkci s nazvem ,,muj_vypocet_vektoru_q“, ktera setadi
sloupce matice A do takového tvaru, ze jako prvni jsou sloupce nezavislé a az za
nimi jsou vSechny zavislé sloupce (mysleno ve sméru zleva doprava).

S pomoci téchto dvou vnorenych funkei jiz jsme schopni spocitat pseudoinverzi

presné podle postupu této metody.

Priklad 2.7

Vypocitejte za pomoci Gramm — Schmidtovy ortogonalizaéni metody pseu-

11 11
doinverzni matici A" k ndmi zadané matici A= [ =1 0 -1 0 |, r(A) = 2.
01 01

1. Ruéni vypocet:

(a) Ortogonalizaci sloupcu matice A dostaneme vektory:

1 1/2 0 0
Cp = -1 , Cog = 1/2 , C3 = 0 , C4 = 0
0 1 0 0

Permutacéni matice P = 1.

(b) Polozme
11 11
R=|-10],S=[-10
01 01
Nyni pocitame prvky matic B a U podle vyse uvedenych vzorct:
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1 =1, Y2 = —1/2, Y21 =0, Y2 =1,
wi = 1, wig = 0, w1 = 0, wog = 1,

Bu=1/vV2, Pi=-1/V/6, fn=0, Bay = 1/6/3.

Tedy

B:<1/\/§ —1/%)7Q

0  6/3 —V2/2 1/V6

V32 1B
( 0 z/\/a)'

(c) Ortonormalizaci sloupcu matice

10
Uy (01
I/ |10
01
ziskame matici
1/vV2 0
v | 0 V2| _ (Vs
V20 S\ )
0 1/v2
Odtud poté dostavame:
_ r  (1/2 0\ TN 1
I V1V1—(O 1/2)—(I—i-UU) ,
_ 1/6 —1/3 —1/6
T\-1pOT —
(I+UU)"BQ _(1/6 1/6 1/3>'
Celkové tedy mame:
1/6 —1/3 —1/6

1/6 1/6 1/3
1/6 —1/3 —1/6
1/6 1/6 1/3

AT _(UIT)(I +UUT)'BQT =
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2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,-1,0,1,0,1,1,-1,0,1,0,1),3,4)

> gramm_schmidtova_ortogonalizacni_metoda(A)
[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[2,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333

[3,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[4,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333

38



2.8. Cayley — Hamiltonova metoda

V nésledujicich dvou vétach uvadime navod na prakticky vypocet pseudoin-

verze pomoci Cayley — Hamiltonovy metody.

Véta 2.8 Necht H je symetrickd matice 7ddu n. Oznacme H;, = H a pro

k=1,...n—1 oznacme

Y& = (trace(Hy))/k,
B, = H, — .1,
H, ., = HB,.

Oznacme ddle

M- proni k <n takové, Ze HBj = 0 pokud takové k existuje,
S ln ginak,

a necht r je nejétsi éislo k < M, takové, Ze ;. # 0.

Potom
pN) = det (H—AI) = (=1)" 5, "7 (I = p(N),
kde
P = ()7 [V = Sy ]
Dukaz: viz [1].

Véta 2.9 Necht H= AT A, kde A je libovolnd matice typu m z n. Podle
predchozi véty vypocteme Hy, By, M a r. Pak

A+ - (’YT)_lBr—lATz
kde r je hodnost matice A.
Dukaz: viz [1].
Poznamka 2.5 V piipadé, ze ma matice H hodnost rovnu 1, matice B =1
radu n.

39



R-file 2.8 (cayley_hamiltonova_metoda.R)
Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdeme na ptilozeném
CD pod nézvem ,,2_8 cayley_hamiltonova_metoda.R*. Tento kéd vypocte pseudo-

inverzni matici A1 ze zadané matice A za pomoci Cayley — Hamiltonovy metody.

Priklad 2.8 Vypocitejte za pomoci Cayley — Hamiltonovy metody pseudo-

11 1
) , oA .. , .. 1 0-1
inverzni matici A" k ndmi zadané matici A = 91 0
11 1
1. Ru¢ni vypocet:
Oznac¢me
741
H =H=ATA =432
123
Podle predchozi véty pocitame:
"1 = 137
-6 4 1
B1:H1—13I 4—]_0 2 y
1 2 —10
—-25-10 5
HQ = HB1 —10 —10 —10 y
5 —10 —25
T2 = _307
5 —10 5
B,=H,+30I | —10 20 —10 |,
5 —10 5
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000
H;=HB, | 000
000

Tedy M=r=2,a

1/30  7/30 8/30 1/30
At =B H" = [ 4/30 —2/30  2/30 4/30
7/30 —11/30 —4/30 7/30

2. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,2,1,1,0,1,1,1,-1,0,1),4,3)
> cayley_hamiltonova_metoda(A)

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.03333333 0.23333333 0.26666667 0.03333333
[2,] 0.13333333 -0.06666667 0.06666667 0.13333333
[3,] 0.23333333 -0.36666667 -0.13333333 0.23333333
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2.9. Gauss — Jordanova metoda

Necht A je matice typu m x n a hodnosti r. Vidy existuje regularni matice

E a ortogonalni matice P takové, ze

i (IL
EAAP_<OO ,

kde L je néjaka matice typu r x (n —r) a I je jednotkova matice fadu r. Redlné

existuje mnoho takovych matic E a P.

Véta 2.10 Necht E je requldrni a P ortogondlni matice takové, Ze spliugi

predchazejici rovnost. Pak
A" = P(EATAP)"EA".
Dikaz: viz [1].

Disledek 2.1 Necht E je reguldrni a P ortogonalni matice takové, Ze matici

EATAP lze psit ve tvaru

Potom
AT =PH'0)EA”.
Dukaz: viz [1].

Vypocet pseudoinverzni matice spociva v tom, ze provadime Gaussovu elimi-
naci matice ATA a pFitom tytéz operace, které provadime s fadky této matice,

proviadime také s matici AT. Tim ziskdme matici tvaru
IL:
" EAT |
00:

42

Matice



a tedy podle dusledku
(EATAP)" = (H" 0) = (I L)* 0).

Matice (I L) je plné rddkové hodnosti a proto podle (16) je jeji pseudoinverze
rovna

I L*=@0L" 1+ 1L
Matici (I + LLT)_l lze vypocitat podle jiz uvedené véty ¢. 2.7, kterou jsme

vyuzili v Gramm — Schmidtové ortogonalizacni metodeé.

R-file 2.9 (gauss_jordanova_metoda.R)
Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdeme na ptilozeném
CD pod néazvem ,2_9_gauss_jordanova_metoda.R*“. Tento kdéd vypocte pseudoin-

verzni matici AT ze zadané matice A za pomoci Gauss — Jordanovy metody.

Priklad 2.9 Vypocitejte za pomoci Gauss — Jordanovy metody pseudoin-

1-1 01
1 011
verzni matici AT k ndmi zadané matici A = 1 _é (1J 1
1-101
1 011

1. Ru¢ni vypocet:

Nechf A je ndmi zadans matice. Pak

6 -3 3 6: 11 11 11
-3 3 0-3:-10-10-10
30 3 3: 01 01 01
6 -3 3 6: 11 11 11

(ATA  AT) =
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Po provedeni Gaussovy eliminace dostaneme:

1011 0 1/3 0 1/3 0 1/3
0110 -1/31/3 —1/3 1/3 —1/3 1/3
0000:' 0 O 0O 0 0 0
0000: 0 O 0O 0 0 0

= (EATAP EA").

Permutacni matice P je tedy rovna jednotkové matici tadu 4. Podle dusledku

je tedy matice

Déle tedy

(11 r (31
Lo (0) e (01

Proto nésledné

(I+LLT)1:( 2/5 _1/5).

~1/5 3/5
10 2/5 —1/5
s . o oty o2 —1ys ~1/5 3/5
HY = L)F (L™ = | (—1/5 3/5): 1/5  2/5
10 2/5 —1/5

44



A koneéné, podle disledku, je AT =P (HT 0) E A7, tedy

1/15 1/15 1/15 1/15
~1/5 2/15 —1/5
—2/15  1/5 —2/15

1/15 1/15

1/15 1/15
2/15 —1/5 2/15
1/5 —2/15 1/5
1/15 1/15 1/15 1/15

AT =

. Vypocet pomoci softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,1,1,1,1,-1,0,-1,0,-1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1,

1,1,1),6,4)

> gauss_jordanova_metoda(A)

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.06666667 0.06666667 0.06666667 0.06666667
[2,] -0.20000000 0.13333333 -0.20000000 0.13333333
[3,] -0.13333333 0.20000000 -0.13333333 0.20000000
[4,]1 0.06666667 0.06666667 0.06666667 0.06666667
[,5] [,6]
[1,] 0.06666667 0.06666667
[2,] -0.20000000 0.13333333
[3,] -0.13333333 0.20000000
[4,] 0.06666667 0.06666667
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3. ReSeni soustav linearnich rovnic

Samotné teseni soustav linedrnich rovnic je jednim z nejstarsich problému
matematiky. Jiz pted asi 4000 lety lidé z Babylonu védéli, jak vytesit jednoduchy
systém dvou linearnich rovnic se dvéma nezndmymi. Kolem roku 200 pf. n. L
Cinané v knize ,Nine Chapters of the Mathematical Art® ukdzali fesen{ systému
t1 linearnich rovnic se tfemi neznamymi. Na prelomu 19. stoleti Gauss predstavil
postup, ktery tesil soustavy linedrnich rovnic vétsich rozméru. V té dobé vsak
neexistoval termin ,matice”, i proto pozdéji vzniklo celé odvétvi matematiky —
teorie matic. Ve 20. stoleti byl vznesen pozadavek na to, aby pocitace mohly
rychle a presné vyresit velké systémy rovnic jakychkoliv typu. Proto se s rozvo-
jem technologii mnoho matematiku snazilo tento problém vyfesit. Technologie
se neustale vylepsuji, a proto dnes umime fesit i pseudoinverze matic. Nicméné
historie linearni algebry nam poskytuje pevny zaklad, ktery se neméni. A ackoliv
vsichni aktualizuji své ucebni materidly, zaklady zustavaji vzdy stejné.

V této kapitole si ukazeme vSechny tii moznosti, které mohou pfi feSeni sou-
stav linearnich rovnic nastat. Bud bude mit soustava jedno FeSeni, nekonecéné
mnoho feSeni, anebo zadné Teseni.

Ve vsech ptipadech vsak muzeme nalézt ,feSeni“ za pomoci pseudoinverzni
matice. V ptipadé, kdy ma soustava jedno feSeni, to bude prave toto feseni. Pokud
ma soustava nekonecné mnoho teseni, pseudoinverze nalezne takové feseni, které
je v normé nejmensi. Jestlize nastane posledni mozna situace, a to, ze soustava
nema feSeni, pseudoinverze nalezne nejlepsi priblizné feseni.

Vsechny tyto vySe zminéné piipady si podrobné rozebereme v nasledujicich
podkapitolach.

Zde je zapotiebi pripomenout, ze pocitame soustavu m linearnich rovnic o n

neznamych (2), kterou lze ekvivalentné piepsat do maticového tvaru (4), nebo

zkrécené

Ax =D,
kde A je matici soustavy linedrnich rovnic, x = (1, s, ..., 2,)T je vektor feseni
soustavy a b = by, by, ..., b,)T je vektor pravé strany soustavy rovnic.
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3.1. ResSeni soustav linearnich rovnic v pripadé, je-li mnozina
vSech reSeni tohoto systému jednoprvkova

Tato situace nastane v piipadé, kdy r(A) = r(A,) = n, kde n znaci pocet
neznamych. Reseni takové soustavy rovnic je jediné — méme tedy pravé jedno
feSeni dané soustavy rovnic.

Jestlize navic je matice A Gtvercova, lze feseni nalézt vypoétem x* = A™'b. V
Rku Ize totéz jednoduse vypocitat prikazem ,,solve“. Tento typ soustavy linearnich

rovnic je nejjednodussi, jaky vubec muzeme fesit.

Priklad 3.1

Vyfteste za pomoci vypocetniho softwaru R danou soustavu linearnich rovnic:

I +2[L‘2:3
—T1 — I3 :1,

kde r(A) =2 ar(A,) =2.

> A = matrix(c(1, -1, 2, -1), 2, 2)
> b = matrix(c(3, 1), 2, 1)
> x = solve(A, b)
> X
[,1]
[1,] -5
[2,] 4

Pokud ale matice A ¢tvercova neni, je zapotiebi rozsitenou matici soustavy A,
fadkovymi upravami (napiiklad za pomoci Gaussovy eliminaéni metody) prevést
do tvaru, kdy se pod hlavni diagondlou nachézi pouze nuly. Nulové radky poté
vyskrtnout a A, opét rozdélit na matici Ay a vektor feSeni b,. Timto se matice
A a vektor feSeni b dostanou do tvaru, ktery jsme vyse zminili.

Takovy postup je vSak zdlouhavy a pracny. Daleko efektivnéjsi je pouzit,

namisto klasické inverze, pseudoinverzi matice A.
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V pripadé, je-li mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic jednoprvkova,
ndm vypocet x* = A'b, kde AT je pseudoinverzni matice matice A, nalezne
presné Teseni soustavy rovnic, stejné jako vypocet uzitim klasické inverze, a to
x* = A 'b.

Priklad 3.2

Vyfteste za pomoci vypocetniho softwaru R danou soustavu linearnich rovnic:

r, + QIQ =3
—T1 — Ty = 1
21’1 + 41'2 = 6,

kde r(A) =2 ar(A,) =2.

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)
> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)
> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)
> x = Apinv %x% Db
> X
[,1]
(1,1 -5
[2,] 4

V pripadé uziti prikazu ,solve® v této situaci Rko vypise chybovou hlasku,

ze vstupni matice A musi byt ¢tvercova.

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)

> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)

> x = solve(A, b)

> Error in solve.default(A, b) : ’a’ (3 x 2) must be square
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3.2. Reseni soustav linearnich rovnic v pripadé, je-li mnozina
vSech reSeni tohoto systému nekonecna

Tato situace nastane v piipadé, kdy r(A) = r(A,) = k < n, kde n znaé¢i pocet
neznamych. V piipadé, kdy méa ndmi zadana soustava rovnic nekonecné mnoho
feSeni, hleddme takové feseni soustavy rovnic, které je v normé nejmensi. Jinymi

slovy hledame takové x* € R", ze pro néj plati:
|x*]| < ||x|| Vx € R": Ax =D.
Kde x* spocitame jako:
x* = A"b, kde AT je pseudoinverzni matice matice A.

Priklad 3.3

Vyfteste za pomoci vypocetniho softwaru R danou soustavu linearnich rovnic:

r1 + 29 =4
2x1+2x2:8,

kde h(A) =1 a h(A,) = 1.

> A = matrix(c(1, 2, 1, 2), 2, 2)
> b = matrix(c(4, 8), 2, 1)
> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)

> x = Apinv %x% Db
> x
[,1]
[1,] 2
[2,] 2
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3.3. Reseni soustav linearnich rovnic v pripadé, je-li mnozina
vSech teSeni tohoto systému prazdna

Tato situace nastane v piipadé, kdy r(A) # r(A,). Jestlize ndmi zadana
soustava rovnic nema zadné feSeni, hledame nejlepsi priblizné feseni x*. Tedy

takové x* € R", ze plati:
||[Ax* — b|| < ||[Ax —Db|| Vxe€R™
Kde x* spocitame jako:
x* = ATb, kde AT je pseudoinverze matice A.

Priklad 3.4

Vyfteste za pomoci vypocetniho softwaru R danou soustavu linearnich rovnic:

I —|—[L’2 :4
21’1-’-21’2:1,

kde h(A) =1 a h(A,) = 2.

> A = matrix(c(1, 2, 1, 2), 2, 2)
> b = matrix(c(4, 1), 2, 1)
> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)
> x = Apinv %x% Db
> X
[,1]
[1,] 0.6
[2,] 0.6
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3.4. Uceleny kdéd pro reseni soustav linearnich rovnic

Jako posledni kéd v Rku jsme vytvorili tzv. ,uceleny kod“, ktery obsahuje
vSechny kédy pro vypocet pseudoinverznich matic. Muzeme tedy vyftesit sou-
stavu linearnich rovnic jakymkoliv z deviti postupi, které jsme si uvedli ve druhé

kapitole.

R-file 3.1 (uceleny _kod.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvorili kéd, ktery najdeme na ptilozeném
CD pod nazvem ,,3_1_uceleny_kod.R“. Tento kéd vytesi soustavu linedrnich rovnic
jakymkoliv z ndmi uvedenych zpusobu. V prvé fadé musime zadat vstupni matici
A a vektor feseni b. Poté vybereme metodu, kterou budeme chtit pouzit podle
¢isla, které nasledné pouzijeme dle ptikladu nize:

Skeletni rozklad

Grevilluv algoritmus

Piikaz PINV

Zhukovskii - Liptserova metoda
Biortogonaliza¢ni metoda

Metoda gradientnich projekei

Gramm - Schmidtova ortogonalizaéni metoda

Cayley - Hamiltonova metoda

R -

Gauss - Jordanova metoda
Priklad 3.5
Vyfteste za pomoci vypocetniho softwaru R soustavu linedrnich rovnic z prikladu

3.4 za pomoci pitkazu PINV. (*za pomoci skeletniho rozkladu: metoda=1, atd.)

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)
> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)
> x = uceleny_kod(A, b, metoda=3)
> X
[,1]
[1,] -5
[2,] 4
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4. Stabilita a rychlost kéda pro vypocet pseudo-
inverzich matic

Na stabilitu a rychlost vypoctu se v praxi klade nejvétsi duraz. A proto ¢tvrtou

kapitolu vénujeme pravé stabilité a rychlosti vypoctu pseudoinverznich matic.

Nasledujici vypocty byly provadény na notebooku HP ProBook 4540s s pro-
cesorem Intel(R) Core(TM) i5-3230M CPU @2.60GHz, 4.00GB RAM.

Oznacme nyni A; pseudoinverzni matici matice A ziskanou i-tou metodou.

Potradi metod je stejné, jako poradi podkapitol, tj.:

Skeletni rozklad

Grevilluv algoritmus

Piikaz PINV

Zhukovskii - Liptserova metoda
Biortogonalizacni metoda

Metoda gradientnich projekeci

Gramm - Schmidtova ortogonalizaéni metoda

Cayley - Hamiltonova metoda

R A B

Gauss - Jordanova metoda

Pii ovérovani Moore — Penroseovych axiomu pro pseudoinverzi dostavame,
7e tato pseudoinverze je stanovena s urcitou chybou. Nyni budeme zjistovat,
u které metody jsou tyto odchylky v normé nejmensi. Pro kazdou matici A;

vypocitame vektor
dh; = (dh},dh?,dh?, dh})”,

jehoz slozky jsou rezidua v Moore — Penroseovych axiomech, tedy

1-t4 metoda vektor dh;

IlIAAA — A dh;
[AAA; — A dh?
IA7A” — AA;| | db}
|ATAT — AA|| dhy
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a normu ||dh;|| = y/dh;dh].

V tabulkach nize jsme uvazovali matice uvedenych rozmeéru a hodnosti. Prvky
matic tvorili vzdy ¢isla od 0 do 1. Pokud bychom zvolili jina ¢isla, naptiklad
z normalniho rozdéleni, doba vypocti i odchylky se zvysily, a to z duvodu podminé-
nosti tloh. Tento fakt vSak neni predmétem naseho zkoumaéni.

V tabulkdch la, 2a jsou ||dh;|| pro ruzné typy matic. Nejmensi z hodnot
|ldh;|| ukazuje metodu, pii které je chyba nejmensi, naopak nejvétsi hodnota
ukazuje na nejméné stabilni metodu. Z vysledku je ziejmé, ze z hlediska presnosti
je nejlepsi prikaz ,PINV*, ktery vyuziva singularni rozklad matice.

Tabulky 1b, 2b nam shrnuji potfebné doby vypoctu ve vterinach. Jak muzeme
vidét, nejrychlejsi je opét piikaz ,PINV“. U matic malych rozméru je v dnesni
dobé doba vypoctu zanedbatelnd. Cim jsou rozméry matice vétsi, tim je vypoéet

Vypocet pseudoinverze za pomoci Cayley—Hamiltonovy metody je velmi ne-
presny. U matic vétsich rozmeérta dokonce software R tyto odchylky ani nedokaze
spocitat, jelikoz presahuji jeho vypocetni moznosti. Proto nam Rko vrati pouze
hodnoty neznamé (NA). Tento vypocet je vhodny proto pouze pro matice malych
rozmeru.

Ptresnost je ve vypocetnim softwaru R vyjadiena cislem eps = 2.220446e — 16.
Z duvodu siteni chyb v nasich kédech jsme ji vSak cilené u nékterych kédu snizili.

Nize uvedené tabulky je nutné brat s rezervou. Doby vypocétu a piesnost tzce
souvisi s tim, jak jsou napsany vypocetni kody. Vzhledem k rozsahu této prace
jsme se snazili tyto kédy vytvorit tak, aby fungovaly, byt s mensi pfesnosti.
Je proto pravdépodobné, ze nami vytvorené kédy se daji zrychlit, a zaroven lze
zvysit jejich presnost.

V praxi se pii feSeni soustav linearnich rovnic nebere v potaz, ktera ze tii
moznych situaci nastane. Ukazali jsme si, jakd feseni v téchto tfech pripadech
dostaneme. Jestlize bychom vsak chtéli zjistit, kterd ze situaci nastala, je to mozné

pres hodnost matice. Postupovali bychom analogicky jako ve tieti kapitole.
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TABULKA 1a

Metoda

mxn r 1 2 3
5x5 5 8.212153e-14 1.129851e-13 1.237583e-14
5x 10 5 1.419663e-13 2.881142e-14 1.964872¢-14
10 x 10 5 6.449862¢e-14 1.647483e-14 1.077076e-14
15 x 10 5 6.465422e-14 8.865648e-14 1.029248e-14
20 x 10 5 1.392065e-13 6.292297e-14 1.047911e-14
25 x 10 5 2.022504e-13 5.201062e-14 1.377924e-14

prumeérné odch.

1.157829e-13

6.031021e-14

1.289102e-14

Metoda

mxn r 4 5 6
5x5 5 3.591247e-14 5.453816e-15 1.028708e-13
5x 10 5 2.634672e-14 6.671929¢-15 8.136771e-14
10 x 10 5 2.158793e-14 7.329576e-15 6.005922e-14
15 x 10 5 7.879034e-14 8.103031e-15 6.282614e-14
20 x 10 5 9.019455e-14 6.370539¢-15 7.529085e-14
25 x 10 5 2.679672e-13 6.216882e-15 1.184639¢e-13

prumeérné odch.

8.679986e-14

6.690962e-15

8.347976e-14

Metoda

mxn r 7 8 9
5x5 5 6.384362¢-14 1.04946 5.120228e-14
5x 10 5 3.086404e-14 668.78481 4.198224e-14
10 x 10 5 1.544044e-14 124.86332 3.643911e-14
15 x 10 5 2.433243e-14 58.98749 4.423919e-14
20 x 10 5 3.667496¢-14 66.69287 1.064499¢-13
25 x 10 5 6.995323e-14 69.39335 1.677721e-13
prumeérné odch. | 4.018479e-14 164.96191 7.46808e-14

Tabulka la: Pramérné ||dh;|| pro ruzné typy matic
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TABULKA 1b

Metoda
mxn r 1 2 3
5x5 5 0.02 0.02 0.01
5x 10 5 0.02 0.03 0.02
10 x 10 5 0.04 0.02 0.03
15 x 10 5 0.07 0.02 0.03
20 x 10 5 0.08 0.03 0.03
25 x 10 5 0.08 0.04 0.03
pramérné doby 0.0517 0.0267 0.0250
Metoda
mxn r 4 5 6
5x5 5 0.02 0.01 0.03
5x 10 5 0.02 0.01 0.03
10 x 10 5 0.02 0.02 0.03
15 x 10 5 0.02 0.03 0.02
20 x 10 5 0.03 0.05 0.05
25 x 10 5 0.03 0.06 0.11
prumérné doby 0.0233 0.0300 0.0450
Metoda
mxn r 7 8 9
5x5 5 0.01 0.02 0.01
5x 10 5 0.03 0.02 0.02
10 x 10 5 0.04 0.03 0.03
15 x 10 5 0.02 0.03 0.02
20 x 10 5 0.03 0.02 0.02
25 x 10 5 0.05 0.03 0.04
pramérné doby 0.0300 0.0250 0.0233

Tabulka 1b: Prumérné doby vypoctu ve vtefinach pro ruzné typy matic
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TABULKA 2a

Metoda

mxn r

1

2

3

50 x 50 50

2.299822¢-10

6.381746e-10

7.875812e-13

50 x 100 50

6.620814e-10

2.548953e-10

6.414034e-13

75 x 100 50

7.819199e-10

3.095571e-10

6.724949e-13

100 x 100 | 50

4.087051e-10

1.479305e-10

0.615352¢-13

125 x 100 | 50

6.087025e-10

5.898947e-10

4.940294e-13

150 x 100 | 50

7.746208e-10

2.252173e-10

6.268997e-13

175 x 100 | 50

6.723722e-10

1.939012e-09

7.947023e-13

200 x 100 | 50

8.182534e-10

1.938129¢-10

5.981222e-13

250 x 100 | 50

7.869336¢-10

4.151867e-10

6.981554e-13

prumeérné odch.

6.381746e-10

4.986542e-10

6.527693e-13

Metoda

mxn r

4

5

6

50 x 50 50

3.397931e-11

1.898712e-11

3.041169e-10

50 x 100 50

3.786256e-11

6.427621e-11

2.460951e-10

75 x 100 50

1.033612¢-10

1.518707e-11

3.318881e-10

100 x 100 | 50

7.837038e-11

3.514121e-11

2.062702e-10

125 x 100 | 50

6.786811e-11

5.349159e-11

1.735763e-10

150 x 100 | 50

1.222738e-10

6.130897e-11

1.867163e-10

175 x 100 | 50

2.140342e-10

5.776159e-11

4.352949e-10

200 x 100 | 50

6.666576e-11

2.406394e-11

5.091226e-10

250 x 100 | 50

1.125697e-10

5.480025e-11

3.502216e-10

prumeérné odch.

9.299831e-11

4.277977e-11

3.048113e-10

Metoda
mxn r 7 8 9

50 x 50 50 2.187203e-10 4979.78852 7.032385e-10
50 x 100 50 1.232812e-10 5968.78771 4.99569e-10
75 x 100 50 1.902359e-10 9961.94614 2.696588e-10
100 x 100 50 9.267146e-11 NA 3.131771e-10
125 x 100 50 9.203614e-11 NA 3.611364e-10
150 x 100 50 1.063129e-10 NA 2.573381e-10
175 x 100 50 2.738702e-10 NA 4.291846e-10
200 x 100 50 3.174906e-10 NA 6.888951e-10
250 x 100 50 2.232844e-10 NA 6.538341e-10
pramérné odch. | 1.819892e-10 NA 4.640035e-10

Tabulka 2a: Prumérné ||dh;|| pro ruzné typy matic

26




TABULKA 2b

Metoda
mxn r 1 2 3
50 x 50 50 0.08 0.11 0.11
50 x 100 50 0.16 0.19 0.17
75 x 100 50 1.18 0.28 0.25
100 x 100 | 50 1.36 0.34 0.33
125 x 100 | 50 1.38 0.36 0.34
150 x 100 | 50 1.45 0.39 0.35
175 x 100 | 50 1.52 0.36 0.33
200 x 100 | 50 1.60 0.42 0.38
250 x 100 | 50 1.69 0.45 0.35
prumérné doby 1.16 0.32 0.29
Metoda
mxn r 4 5 6
50 x 50 50 0.11 0.41 0.20
50 x 100 50 0.31 0.51 0.27
75 x 100 50 0.41 1.36 0.45
100 x 100 | 50 0.50 2.75 0.64
125 x 100 | 50 0.69 2.83 0.78
150 x 100 | 50 1.00 2.81 0.90
175 x 100 | 50 1.48 2.90 1.11
200 x 100 | 50 2.08 2.84 1.37
250 x 100 | 50 4.11 2.92 1.93
prumérné doby 1.19 2.15 0.85
Metoda
mxn r 7 8 9
50 x 50 50 0.69 0.09 0.10
50 x 100 50 3.09 0.23 0.22
75 x 100 50 3.36 0.32 0.33
100 x 100 | 50 3.53 0.96 0.36
125 x 100 | 50 3.71 1.26 0.39
150 x 100 | 50 3.76 1.53 0.41
175 x 100 | 50 4.01 1.83 0.43
200 x 100 | 50 4.19 2.10 0.41
250 x 100 | 50 4.46 2.46 0.49
prumérné doby 3.42 1.20 0.35

Tabulka 2b: Prumérné doby vypoctu ve vtefinach pro ruzné typy matic
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Zaver

Cilem této bakalarské prace je poskytnuti ucelenych informaci tykajicich se pro-
blematiky feSeni soustav linedrnich rovnic s obdélnikovymi maticemi. K této
problematice jsme museli pridat zejména feSeni pseudoinverznich matic, kterym
je vénovana prevazna ¢ast této prace.

Dale jsme vytvorili kédy v softwaru R, kterymi lze vypocitat pseudoinverzni
matice, ¢i vyfesit soustavy linedrnich rovnic. Diky tomu jsme se naucili pracovat
se softwarem R, cemuz klademe nejvétsi piinos této prace. Prace s timto soft-
warem byla pro nas, hlavné v zacatcich, slozita, nicméné postupem casu se stavala
denni rutinou.

V neposledni fadé jsme se naucili ovladat program TeX, coz je sazeci systém
pro tvorbu knih. Obzvlasté pak takovych, které obsahuji spoustu matematickych
symbolu a vzorcu.

Zavérem pouze dodavame, ze celd tvorba této prace nas donutila nahlédnout
do takovych zakouti matematiky, do kterych bychom se v béznych hodinach ba-
kalarského studia nedostali.

Vérim, ze tato prace bude piinosem nejen pro nas, ale i pro vSechny dalsi

ctenare, kteri se budou chtit néco o této problematice dozvédét.
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