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Studijńı program: B1103 Aplikovaná matematika
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Kĺıčová slova: soustava lineárńıch rovnic, pseudoinverze matice, software R
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řešeńı tohoto systému prázdná . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Úvod

Ručńı výpočet soustav lineárńıch rovnic je zdlouhavý, a proto si pomáháme

výpočetńımi softwary. Doposud v žádném dostupném matematickém softwaru

nejsou implicitně nastaveny př́ıkazy, potažmo kódy, pro r̊uzné metody výpočt̊u

inverzńıch a pseudoinverzńıch matic. Tyto matice jsou zapotřeb́ı při výpočtech

soustav lineárńıch rovnic. Vhledem k tomu jsme se rozhodli, že takové kódy sami

vytvoř́ıme.

Veškeré kódy v této práci jsou zpracovány ve výpočetńım softwaru R. Někteř́ı

lidé vńımaj́ı R jen jako 18. ṕısmeno v abecedě. Pro nás to však také je jeden

z nejznáměǰśıch volně š́ı̌ritelných matematicko-statistických softwar̊u, který po-

prvé spatřil světlo světa roku 1996. Jelikož je tento software volně š́ı̌ritelný, tud́ıž

bezplatný, nacháźı si stále větš́ı oblibu u uživatel̊u, a v posledńı době jejich počtem

předčil i takové komerčńı programy jako jsou SAS, nebo MATLAB.

Prvńı kapitola pojednává o základńıch pojmech. A to jak teoretických, zejména

z teorie matic, tak také praktických, zabývaj́ıćı se výpočetńım softwarem R.

Ve druhé kapitole, která je zároveň jádrem této práce, ukážeme devět r̊uzných

postup̊u, kterými lze spoč́ıtat pseudoinverzi matice. Zároveň jsme ke každému

vytvořili kód, kterým můžeme pseudoinverzi spoč́ıtat.

Ve třet́ı kapitole ukážeme řešeńı soustav rovnic ve všech možných př́ıpadech.

Navážeme t́ım tak na druhou kapitolu, kde jsme si předpřipravili matematický

aparát a kódy pro výpočet pseudoinverźı matic.

Rádi bychom také zde v úvodu předestřeli, že ve výpočetńım softwaru R

neńı definovaná nula. Při poč́ıtáńı proto muśıme nastavit přesnost jako č́ıslo eps

rovnaj́ıćı se téměř nule. Tuto problematiku si představ́ıme v posledńı kapitole této

práce zabývaj́ıćı se stabilitou a rychlost́ı našich kód̊u pro výpočet pseudoinverźı

matic.

”
Pouze dvě věci jsou nekonečné. Vesmı́r a lidská hloupost. U té prvńı

si t́ım však nejsem tak jist.“ A. Einstein
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1. Př́ıpravná kapitola

V prvńı podkapitole si ukážeme základńı pojmy teoretické. Některé základńı

pojmy, a to např́ıklad z teorie matic, jsme do této práce záměrně nezahrno-

vali. Tyto základńı pojmy můžete nalézt např́ıklad v [3], nebo jiných knihách

zabývaj́ıćıch se lineálńı algebru jako takovou. Děláme tak z toho d̊uvodu, jelikož

předpokládáme alespoň základńı čtenářovu znalost v oblasti lineárńı algebry.

Ve druhé podkapitole si vysvětĺıme základy pro práci se softwarem R. Jestliže

by nám tyto základy nestačily, je možné se rovněž pod́ıvat do podrobněǰśı litera-

tury, např́ıklad do [7].

1.1. Př́ıpravná kapitola teoretická

V této kapitole si připomeneme základńı věty a definice souvisej́ıćı s řešeńım

soustav lineárńıch rovnic. Např́ıklad si nadefinujeme, co je soustava lineárńıch

rovnic, jakým zp̊usobem ji můžeme převést na maticový tvar, anebo jak vypadá

Moore–Penroseova pseudoinverze.

Definice 1.1 Soubor prvk̊u

A = (aij) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 (1)

nazýváme matićı typu m x n. Vektor (ai1, ai2, . . . , ain) nazýváme i-tým řádkem

matice A a vektor (a1j, a2j, . . . , amj)
T nazýváme j-tým sloupcem matice A.

Definice 1.2 Soustavou m lineárńıch rovnic o n neznámých rozumı́me sou-

stavu rovnic ve tvaru

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2 (2)

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm ,
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kde reálná č́ısla aij, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . , n}, nazýváme koeficienty

levé strany a reálná č́ısla bi, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, nazýváme koeficienty pravé strany

soustavy rovnic. Proměnné x1, x2, . . . , xn nazýváme neznámé. Řešeńım soustavy

rovnic rozumı́me takovou uspořádanou n-tici reálných č́ısel x = (x1, x2, . . . , xn)T ,

že po jej́ım dosazeńı do soustavy jsou všechny rovnice splněny.

Definice 1.3 Matice A = (aij) typu m x n se nazývá matice soustavy (2),

matici

Ar =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 (3)

nazýváme rozš́ı̌renou matićı soustavy (2).

Poznámka 1.1 Soustavu (2) lze ekvivalentně přepsat do maticového tvaru

pomoćı maticového součinu


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn

 , (4)

nebo zkráceně

Ax = b, (5)

kde A je matićı soustavy, x = (x1, x2, . . . , xn)T je vektor řešeńı soustavy a

b = (b1, b2, . . . , bn)T je vektor pravé strany soustavy rovnic.

Definice 1.4 Necht’ A je matice typu m x n. Hodnost matice A je rovna

maximálńımu počtu jej́ıch lineárně nezávislých řádk̊u. Hodnost matice znač́ıme

r(A).
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Věta 1.1 (Frobeniova věta) Soustava (2) je řešitelná právě tehdy, když jej́ı

matice soustavy (1) a rozš́ıřená matice soustavy (3) maj́ı stejnou hodnost, tj.

r(A)= r(Ar).

Důkaz: viz [3].

Definice 1.5 Necht’ je matice A čtvercová a regulárńı (nemá lineárně závislé

řádky), pak k matici A existuje matice inverzńı A−1, taková, že plat́ı následuj́ıćı

rovnice:

AA−1 = A−1A = I, (6)

kde I znač́ı jednotkovou matici.

Definice 1.6 Vektorová norma na Rn je funkce ‖.‖ : Rn → R s následuj́ıćımi

vlastnostmi:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∀ x ∈ Rn

2. ‖cx‖ = |c| ‖x‖ ∀ x ∈ Rn, ∀ c ∈ R

3. ‖x‖ = 0 ⇔ x = o, kde o je nulový vektor

4. ‖x+y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀ x ∈ Rn, ∀ y ∈ Rn

Poznámka 1.3 Při výpočtu Moore-Penroseovy pseudoinverze v této práci

použ́ıváme tzv. eukleidovskou normu, kterou definujeme následovně:

‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 (7)

Tato norma udává vzdálenost bodu x od počátku soustavy souřadnic, což je

d̊usledek Pythagorovy věty.
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Definice 1.7 Necht’ A je daná matice. Matice A+ se nazývá Moore–Penroseova

pseudoinverze matice k matici A, jestliže plat́ı:

AA+A = A (8)

A+AA+ = A+ (9)

(A+A)T = A+A (10)

(AA+)T = AA+ (11)

Poznámka 1.2 Z definice 1.5 vyplývá, že jestliže A je čtvercová regulárńı

matice, pak existuje inverzńı matice A−1, která rovněž splňuje výše uvedené čtyři

axiomy z definice 1.7, a tedy A−1 je také pseudoinverzńı matićı k matici A.

Definice 1.8 Matice A typu m x n se nazývá matice plné řádkové hodnosti,

jestliže hodnost matice A je rovna počtu řádk̊u, tedy r(A) = m.

Matice A typu m x n se nazývá matice plné sloupcové hodnosti, jestliže

hodnost matice A je rovna počtu sloupc̊u, tedy r(A) = n.

Poznámka 1.3 Pro některé speciálńı typy matic vycházej́ı pseudoinverze

velice jednoduše:

1. Pro čtvercovou regulárńı matici A je

A+ = A−1. (12)

2. Je-li matice A skalár, tedy matice typu 1 x 1, pak

A+ =

{
1/A pokud A 6= 0,
0 pokud A = 0.

(13)

3. Je-li matice A diagonálńı, tedy matice typu A = diag(a1, ..., an), pak

A+ = diag(a+1 , ..., a
+
n ), (14)

kde
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a+i =

{
1/ai pokud ai 6= 0,
0 pokud ai = 0.

4. Je-li čtvercová matice A symetrická, pak existuje ortogonálńı matice T a

diagonálńı matice D takové, že A = TDTT . Potom

A+ = TD−1TT . (15)

5. Pro matici A plné řádkové hodnosti, tj. matici typu r x n a hodnosti r je

A+ = AT (AAT )−1. (16)

6. Pro matici A plné sloupcové hodnosti, tj. matici typu m x r a hodnosti r

je

A+ = (ATA)−1AT . (17)

Definice 1.9 Skalárńı součin dvou vektor̊u u = (u1, u2),v = (v1, v2) v rovině

je č́ıslo u1v1 + u2v2. Skalárńı součin vektor̊u u a v zapisujeme jako (u,v).

Definice 1.10 Stopou čtvercové matice řádu n nazýváme součet jejich prvk̊u

na hlavńı diagonále. Znač́ıme ji trace(A). Spoč́ıtáme ji jako trace(A) = a11 +

a22 + ...+ ann.

.
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1.2. Př́ıpravná kapitola pro práci se softwarem R

Samotná instalace softwaru R je pro uživatele nenáročná a jeho instalačńı

soubor je volně k dispozici na stránkách distributora https://cran.r-project.

org/. Na této stránce lze rovněž nalézt v sekci ”Manuals” veškeré návody potřebné

při práci se softwarem R.

Pro uživatelsky př́ıjemněǰśı práci se softwarem R doporučujeme doinstalovat

program RStudio, jehož instalačńı soubor je volně k dispozici na stránkách dis-

tributora https://www.rstudio.com/.

V základńı nab́ıdce softwaru R nejsou kódy pro řešeńı pseudoinverzńıch matic.

Avšak některé jsou již zpracovány v doplňkových knihovnách, označovaných jako

baĺıčky (packages). Např́ıklad v baĺıčku
”
MASS“ nalezneme př́ıkaz

”
ginv“, který

vypoč́ıtá pseudoinverzi matice za pomoci singulárńıho rozkladu.

V následuj́ıćı kapitole si představ́ıme devět metod pro výpočet pseudoinverze

matice. Pro každou z těchto metod jsme vytvořili kód, který nám pseudoinverzi

podle dané metody vypoč́ıtá.

Pro usnadněńı načteńı těchto kód̊u do softwaru R, jsme vytvořili doplňkový

baĺıček s názvem
”
pseudoinverze“, který naleznete na přiloženém CD. Než začnete

zkoušet naše kódy pro výpočet pseudoinverźı, nainstalujte a načtěte si náš doplň-

kový baĺıček podle př́ıkaz̊u ńıže, které stač́ı zadat do konzole v softwaru R. Je však

nutné si zadat cestu k souboru dle Vašeho poč́ıtače. Nı́že uvedený př́ıkaz je proto

pouze ilustračńı.

install.packages("E:/pseudoinverze.zip",

repos = NULL, type = "win.binary")

library(pseudoinverze)

Pro práci s kódy v následuj́ıch kapitolách čtenáři postač́ı, pokud bude mı́t

software R nainstalován, a to včetně výše zmı́něného doplňkového baĺıčku
”
pseu-

doinverze“. Zároveň muśı umět zvládnout zadat vstupńı matice.

Ty lze zadat v́ıce zp̊usoby, které můžeme, mimo jiné, nalézt v návodech

zmı́něných výše. Zde si však uvedeme pouze základńı př́ıkaz ”matrix”.
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Př́ıklad 1.1

Zadej do Rka matici A =

(
1 2 3
4 5 6

)
.

Řešeńı:

Abychom mohli zadat matici, muśıme Rku ř́ıct, jak to má udělat. Prvńım

parametrem př́ıkazu matrix je vektor č́ısel, který daná matice obsahuje. Druhým

je počet řádk̊u, třet́ım počet sloupc̊u a čtvrtý nám udává, jestli se maj́ı č́ısla sázet

podle řádk̊u, anebo podle sloupc̊u. Nı́že uvedený př́ıkaz je možné také zkrátit,

o čemž se můžete přesvědčit v návodech k Rku.

> matrix(c(1, 4, 2, 5, 3, 6), nrow=2, ncol=3, byrow = FALSE)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1 2 3

[2,] 4 5 6

Je zapotřeb́ı si uvědomit, že danou matici si muśıme uložit do tzv.
”
globálńı

proměnné“. To uděláme tak, že před matici, kterou chceme uložit, dáme jej́ı

název a rovńıtko. Jestliže chceme matici následně zobrazit, jej́ı název veṕı̌seme

do konzole a stiskneme tlač́ıtko enter.

> A = matrix(c(1, 4, 2, 5, 3, 6), 2, 3)

> A

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1 2 3

[2,] 4 5 6

Analogicky si můžeme uložit i výstupńı matici. Nı́že uvedeným př́ıkazem

si ulož́ıme matici B, která je pseudoinverźı matice A poč́ıtanou za pomoci ske-

letńıho rozkladu. Kód
”
pinv skeletni rozklad“, který nám takovou pseudoinverzi

spoč́ıtá je vysvětlen v podkapitole 2.1. Zde si proto pouze uvedeme, jak si matici

ulož́ıme.

> B = pinv_skeletni_rozklad(A)

14



2. Výpočty pseudoinverzńıch matic

Zde si ukážeme devět r̊uzných postup̊u, kterými lze spoč́ıtat pseudoinverzi

matice. V každé podkapitole si nejprve ukážeme potřebný matematický aparát

potřebný k jeho výpočtu. Následně si představ́ıme výpočetńı kód v softwaru R.

Jako posledńı vždy ukážeme př́ıklad daného postupu. Spoč́ıtáme jej ručně a také

si ukážeme, jak nám jej vypoč́ıtá Rko.

2.1. Skeletńı rozklad

Prvńım postupem, pro výpočet pseudoinverzńıch matic, který si zde ukážeme,

bude výpočet za pomoci skeletńıho rozkladu. Jádrem této metody je rozklad

matice A na uspořádanou dvojici matic (B, C), pro které plat́ı, že matice B

je plné sloupcové hodnosti a matice C plné řádkové hodnosti. Pro takové typy

matic se pseudoinverze nalezne jednoduše.

Definice 2.1 Necht’ A je nenulová matice typu m x n s hodnost́ı r. Ske-

letńım rozkladem matice A nazýváme každou uspořádanou dvojici matic (B, C),

pro kterou plat́ı:

1. B je typu m x r,

2. C je typu r x n, kde r = r(B) = r(C) a

3. A = BC.

Poznámka 2.1 Z definice 2.1 vyplývá, že je-li matice A typu m x n plné

řádkové, respektive plné sloupcové hodnosti, pak jej́ı skeletńı rozklad může být

tvořen matićı jednotkovou a matićı A.

Věta 2.1 Ke každé matici A typu m x n existuje alespoň jeden skeletńı

rozklad.

Důkaz: Takovéto matice B a C vždy existuj́ı. Matice A má r lineárně

nezávislých sloupc̊u. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že prvńıch r sloupc̊u

matice A je lineárně nezávislých. Pokud tomu tak neńı, jistě existuje permutačńı
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matice P taková, že prvńıch r sloupc̊u matice AP je r lineárně nezávislých

sloupc̊u matice A. Matici AP poté urč́ıme následovně:

AP = BC, hodnost r(B) = r(C) = r, pak A = BC, kde C = CP−1

a r = r(C) = r(C), protože P je regulárńı matice.

Tedy vezmeme-li za B matici typu m x r skládaj́ıćı se z prvńıch r sloupc̊u

matice A, zbývaj́ıćıch n− r sloupc̊u jsou lineárńımi kombinacemi sloupc̊u matice

B tvaru BQj pro nějaký r x 1 vektor Qj Polož́ıme-li Q = (Q1, ...,Qn−r), typu

r x (n − r). Tedy matice A = (B BQ). Polož́ıme-li C = (I Q), kde I

je jednotková matice řádu r, dostaneme A = B(I Q) = BC a r(B) = r(C) = r.

Poznámka 2.2 V d̊ukazu věty 2.1 je zároveň uveden i postup, kterým lze

k libovolné matici A naj́ıt jej́ı skeletńı rozklad. Dále z něj vyplývá, že skeletńı

rozklad matice vždy existuje, ale neńı určen jednoznačně.

Věta 2.2 Jestlǐze A = BC je skeletńı rozklad matice A, pak

A+ = (BC)+ = C+B+,

kde matice B+ a C+ vypoč́ıtáme pomoćı výše uvedených vztah̊u (16) a (17).

Důkaz: Tvrzeńı lze snadno dokázat prověřeńım Penroseových axiomů.

R-file 2.1 (pinv skeletni rozklad.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdete na přiloženém

CD pod názvem
”
2 1 pinv skeletni rozklad.R“.

Tento kód obsahuje vnořenou funkci
”
skeletni rozklad“, která, jak již název

napov́ıdá, vypoč́ıtá skeletńı rozklad zadané matice A. Spoč́ıtáme jej tak, že v prvńı

řadě ověř́ıme, zda námi zadaná matice A neńı plné řádkové, př́ıpadně plné sloup-

cové hodnosti. Jestliže tomu tak je, pak skeletńı rozklad tvoř́ı matice A s matićı

jednotkovou. Pokud ani jedna z těchto možnost́ı nenastala, hledáme matici B,

která bude tvořena lineárně nezávislými sloupci matice A. Jakmile ji nalezneme,

matici C dopočteme podle d̊ukazu věty 2.1.

Výstupem jsou matice B a C, které spolu tvoř́ı skeletńı rozklad matice A.

Následně vypoč́ıtá pseudoinverzi matic B a C podle vztah̊u (16) a (17).
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Výstupem je matice A+, která je pseudoinverźı matice A.

Př́ıklad 2.1

Vypoč́ıtejte za pomoci skeletńıho rozkladu matice pseudoinverzńı matici A+

k námi zadané matici A =

 1 −3 1 5 7
1 −1 −1 1 1
−1 1 1 1 −1

, kde r(A) = 2.

1. Ručńı výpočet:

V prvé řadě je zapotřeb́ı nalézt skeletńı rozklad matice A. Uvažujme matici

B =

 1 −3
1 −1
−1 1

, pak Q =

(
−2 −1 −2
−1 −2 −3

)
, a konečně tedy

C =

(
1 0 −2 −1 −2
0 1 −1 −2 −3

)
.

Matice B je plné sloupcové a matice C plné řádkové hodnosti a proto podle

vztah̊u (16) a (17) je

B+ = (BTB)−1 BT ,

C+ = CT (CCT )−1.

Dále tedy

BTB =

(
3 −5
−5 11

)
, (BTB)−1 =

(
11/8 5/8
5/8 3/8

)
,

CCT =

(
10 10
10 15

)
, (CCT )−1 =

(
3/10 −2/10
−2/10 2/10

)
,

A+ = C+B+ =


1 0
0 1
−2 −1
−1 −2
−2 −3


(

3/10 −2/10
−2/10 2/10

)(
11/8 5/8
5/8 3/8

)(
1 1 −1
−3 −1 1

)
,
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A+ =


−1/20 7/40 7/40

0 −1/10 1/10
1/10 −1/4 1/4
1/20 1/40 −1/40
1/10 −1/20 1/20

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,-1,-3,-1,1,1,-1,1,5,1,-1,7,1,-1),3,5)

> skeletni_rozklad(A)

[,1] [,2] [,3]

[1,] -5.000000e-02 0.175 -0.175

[2,] -1.387779e-17 -0.100 0.100

[3,] 1.000000e-01 -0.250 0.250

[4,] 5.000000e-02 0.025 -0.025

[5,] 1.000000e-01 -0.050 0.050
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2.2. Grevill̊uv algoritmus

Rekurzivńı1 metodu vedoućı k nalezeńı pseudoinverzńı matice dokázal již

v roce 1960 významný matematik Thomas N. E. Grevill. Jedná se o metodu,

která je založena na postupném přidáváńı sloupc̊u k prvńımu sloupci naš́ı ma-

tice A, který označ́ıme a1. Tuto metodu oceńıme hlavně v př́ıpadě, že máme

spoč́ıtanou pseudoinverzi A+ k matici A, a potřebujeme spoč́ıtat pseudoinverzi

k matici (A ai), tj. k matici A, ke které jsme přidali daľśı sloupec, a nebo

v́ıce sloupc̊u. Můžeme tedy plynule navázat v algoritmu a nemuśıme tak celou

pseudoinverzi poč́ıtat znovu.

Věta 2.3 Necht’ A je matice typu m x n. Pro k = 1, ..., n označ́ıme ak k-tý

sloupec matice A a Ak submatici tvořenou prvńımi k-sloupci matice A. Potom

pro k > 2 je Ak = (Ak−1 ak).

Výpočet pseudoinverzńı matice prováńıme následovně:

1. Je-li a1 = o, polož́ıme A+
1 = o (nulový vektor).

Je-li a1 6= o, vypoč́ıtáme A+
1 = (aT1 a1)

−1 aT1 .

2. Pro k = 2, 3, ..., n vypoč́ıtáme postupně:

(a) dk = A+
k−1ak,

ck = ak −Ak−1dk.

(b) Je-li ck 6= o, polož́ıme bk = c+k , což je podle (5) rovno (cTk ck)
−1 cTk ,

je-li ck = o, vypoč́ıtáme bk = (1 + dTk dk)
−1dTkA

+
k−1.

(c) Vypoč́ıtáme A+
k =

(
A+
k−1 − dkbk

bk

)
.

Pro k = n je A+
n = A+ hledaná pseudoinverzńı matice k dané matici A.

Důkaz: viz [2].

Poznámka 2.3 V př́ıpadech, kdy má námi zadaná matice v́ıce sloupc̊u, než

řádk̊u, je výhodněǰśı provést výpočet pro matici transponovanou a výslednou

1Termı́n
”
rekurzivńı“ je pravděpodobně odvozen z latinského slovesa recurrō (vrátit se).
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pseudoinverzi taktéž transponovat. Děláme tak proto, aby byl rychleǰśı výpočet,

což je patrné z povahy samotného algoritmu, a protože plat́ı (AT )+ = (A+)T .

R-file 2.2 (grevilluv algoritmus.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdete na přiloženém

CD pod názvem
”
2 2 grevilluv algoritmus.R“. Tento kód vypočte pseudoinverzńı

matici A+ ze zadané matice A pomoćı grevillova algoritmu.

Př́ıklad 2.2

Vypoč́ıtejte za pomoci Grevillova algoritmu pseudoinverzńı matici A+ k námi

zadané matici A =


1 0
1 0
1 1
1 1

.

1. Ručńı výpočet:

(a) a1 =


1
1
1
1

 a A+
1 = (aT1 a1)

−1 aT1 =
(

1/4, 1/4, 1/4, 1/4
)
.

(b) Pro k = 2 dostáváme

i. d2 = A+
1 a2 = 1/2,

c2 = a2 −A1d2 =


−1/2
−1/2

1/2
1/2

.

ii. b2 = c+
2 = (cT2 c2)

−1 cT2 =
(
−1/2, −1/2, 1/2, 1/2

)
.

iii. Vypoč́ıtáme A+
2 =

(
A+

1 − d2b2

b2

)
=

(
1/2 1/2 0 0
−1/2 −1/2 1/2 1/2

)
.

(c) Hledaná pseudoinverze matice A je A+ =


1/2 −1/2
1/2 −1/2
0 1/2
0 1/2

 .
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2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)

> pinv_grevilluv_algoritmus(A)

[,1] [,2]

[1,] 0.5 -0.5

[2,] 0.5 -0.5

[3,] 0.0 0.5

[4,] 0.0 0.5
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2.3. Př́ıkaz PINV

Ve výpočetńım softwaru MATLAB nalezneme př́ıkaz
”
PINV“, který dokáže

pomoćı singulárńıho rozkladu matice spoč́ıtat pseudoinverzi. V R-ku se nám ta-

ková možnost nenaskýtá. Proto jsme vytvořili př́ıkaz, který poč́ıtá pseudoinverzi

za pomoćı singulárńıho rozkladu matice, analogicky jako MATLABovský př́ıkaz

”
PINV“.

Věta 2.4 Necht’ A je matice typu m x n a hodnosti r. Pak existuj́ı unitárńı

matice U a V řád̊u m a n, takové, že A = UDVT , kde D =

(
D1 0
0 0

)
je typu

m x n a D1 = diag (d1, ..., dr) je regulárńı matice řádu r.

Důkaz: viz [4].

Věta 2.5 Necht’ A = UDVT , kde U,V a D maj́ı vlastnosti z výše uvedené

věty, tj. tvoř́ı singulárńı rozklad matice A.

Potom A+ = VD+UT , přičemž D+ =

(
D−11 0
0 0

)
.

Důkaz: Výpočtem lze ukázat, že matice

(
D−11 0
0 0

)
typu n x m je D+. Zbytek

d̊ukazu spoč́ıvá v prověřeńı Penroseových axiomů pro výpočet pseudoinverzńı

matice.

Samotný postup výpočtu singulárńıho rozkladu by neúměrně zvětšil rozsah

této práce, a proto jej zde neuvád́ıme. Můžete jej však nalézt např́ıklad v [6].

R-file 2.3 (analogie prikazu pinv.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdete na přiloženém CD

pod názvem
”
2 3 analogie prikazu pinv.R“. Tento kód vypočte pseudoinverzńı

matici A+ ze zadané matice A pomoćı singulárńıho rozkladu matice.

Daný kód je převzat a poupraven z doplňkového baĺıčku
”
pracma“, ze stránek

https://cran.r-project.org/web/packages/pracma/pracma.pdf.
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Př́ıklad 2.3

Vypoč́ıtejte za pomoci analogie př́ıkazu
”
PINV“ pseudoinverzńı matici A+

k námi zadané matici A =

(
1 1 1 −1
0 0 1 1

)
.

1. Ručńı výpočet:

A = UDVT , kde

U =

(
1 0
0 1

)
, D =

(
2 0 0 0

0
√

2 0 0

)
,

VT =


1/2 1/2 1/2 −1/2

0 0 1/
√

2 1/
√

2√
2/3 0 −1/

√
6 1/

√
6

−1/(2
√

3)
√

3/2 −1/(2
√

3) 1/(2
√

3)

.

Tedy

D1 =

(
2 0

0
√

2

)
, a proto je D−11 =

(
1/2 0

0 1/
√

2

)
.

Potom je

A+ = VD+UT =


1/4 0
1/4 0
1/4 1/2
−1/4 1/2

, kde D+ =


1/2 0

0 1/
√

2
0 0
0 0

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,-1,1),2,4)

> analogie_prikazu_pinv(A)

[,1] [,2]

[1,] 0.25 0.0

[2,] 0.25 0.0

[3,] 0.25 0.5

[4,] -0.25 0.5
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2.4. Zhukovskii - Liptserova metoda

Tato metoda vznikla zobecněńım výpočtu inverzńı matice. Je založena na řešeńı

maticové rovnice AX = P, kde P = AA+ se najde rekurzivně.

Necht’ je dána matice A. Doplńıme ji nulami na čtvercovou matici A0. Označme

ak k-tý řádek matice A0 a bk k-tý sloupec matice A0.

Výpočet provád́ıme podle následuj́ıćıho algoritmu:

1. Pro k = 0, 1, ..., n− 1 konstruujeme čtvercové matice Mk řádu n takto:

(a) M0 = I, kde I je jednotková matice řádu n,

(b) Mk+1 = Mk −Mkbk+1(b
T
k+1Mkbk+1)

+ bTk+1Mk.

2. Polož́ıme

(a) C = I −Mn, kde I je jednotková matice řádu n a označ́ıme ck k-tý

řádek matice C.

3. Poč́ıtáme postupně matice Nk a Xk řádu n pro k = 0, 1, ..., n− 1 takto:

(a) N0 = I,

(b) Nk+1 = Nk −Nka
T
k+1(ak+1Nka

T
k+1)

+ak+1Nk,

(c) X0 = aT1 ,

(d) vektor X0 doplńıme nulami na čtvercovou matici řádu n, a daľśı matice

dopoč́ıtáme následovně:

Xk+1 = Xk + Nka
T
k+1(ak+1Nka

T
k+1)

+(ck+1 − ak+1Xk).

Pro k = n je Xn = A+, ovšem s vynecháńım přidaných sloupc̊u a řádk̊u.

R-file 2.4 (zhukovskii liptserova metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdete na přiloženém CD

pod názvem
”
2 4 zhukovskii liptserova metoda.R“. Tento kód vypočte pseudoin-

verzńı matici A+ ze zadané matice A pomoćı Zhukovskii – Liptserovy metody.
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Př́ıklad 2.4

Vypoč́ıtejte za pomoci Zhukovskii – Liptserovy metody pseudoinverzńı matici

A+ k námi zadané matici A =

(
1 1 1 1
0 0 1 1

)
.

1. Ručńı výpočet:

Matici A doplńıme nulami na čtvercovou matici A0 =


1 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

.

(a) Položme M0 = I řádu 4.

Pro k = 0, 1, 2, 3 vypoč́ıtáme matice Mk+1.

Připomeňme, že výraz bTk+1Mkbk+1 je skalár a proto

(bTk+1Mkbk+1)
+ =

{
1/(bTk+1Mkbk+1) pokud bTk+1Mkbk+1 6= 0,
0 pokud bTk+1Mkbk+1 = 0.

Tedy podle výše uvedených vzorc̊u je M1 =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Dále M2 = M1, nebot’ bT2 M1b2 = 0 a M3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

A konečně M4 = M3, nebot’ bT4 M3b4 = 0.

(b) Polož́ıme C = I−M4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

.

(c) Polož́ıme N0 = I a X0 =


1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

.

25



Pro k = 0, 1, 2, 3 vypoč́ıtáme podle výše uvedených vzorc̊u matice

Nk+1 a Xk+1. Máme tedy

N1 =


3/4 −1/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 −1/4 3/4

 a X0 =


1/4 0 0 0
1/4 0 0 0
1/4 0 0 0
1/4 0 0 0

.

Dále

N2 =


1/2 −1/2 0 0
−1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 −1/2
0 0 −1/2 1/2

 a X2 =


1/2 −1/2 0 0
1/2 −1/2 0 0
0 1/2 0 0
0 1/2 0 0

.

Matice N3 = N2, nebot’ a3N2a
T
3 = 0. Podobně X3 = X2, N4 = N3.

A konečně X4 = X3,A
+
0 = X4.

A+ =


1/2 −1/2
1/2 −1/2
0 1/2
0 1/2

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)

> zhukovskii_liptserova_metoda(A)

[,1] [,2]

[1,] 0.5 -0.5

[2,] 0.5 -0.5

[3,] 0.0 0.5

[4,] 0.0 0.5
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2.5. Biortogonalizačńı metoda

Biortogonalizačńı metoda je založena na následuj́ıćım principu:

Jsou dány dvě uspořádané n-tice lineárně nezávislých vektor̊u ui a vi, kde

i = 1, ..., n. Pak n-tici v1, ...,vn transformujeme postupně v n kroćıch tak, aby

výsledná n-tice vektor̊u v
(n)
1 , ...,v

(n)
n tvořila s vektory u1, ...,un biortogonálńı

systém.

Necht’ je dána matice A typu m x n. K matici A připoj́ıme p řádk̊u, které

jsou ortogonálńı ke všem řádk̊um matice A a jejichž připojeńım vznikne matice

U s hodnost́ı n. Tuto matici budeme upravovat tak, abychom dostali matici V(n),

jej́ıž řádky tvoř́ı se sloupci matice U biortogonálńı systém. Prvńıch m sloupc̊u

matice V(n) tvoř́ı pak hledanou pseudoinverzi matice A.

Posloupnost matic, které přitom vytvoř́ıme, budeme značit V(k) pro k =

0, 1, ..., n. Označme uj j-tý sloupec matice U a vki i-tý řádek matice V(k).

Algoritmus výpočtu:

1. Z matice A utvoř́ıme matici U.

2. Polož́ıme V(0) = UT .

3. Pro k = 1, ..., n provád́ıme kroky:

(a) Vytvoř́ıme matici C(k) s prvky c
(k)
ij takto:

c
(k)
kk = (v

(k−1)
k ,uk)

−1,

c
(k)
ik = −(v

(k−1)
i ,uk)c

(k)
kk pro i = 1, ..., n a i 6= k,

c
(k)
ij = δij, pro i = 1, ..., n a j = 1, ..., n a j 6= k.

(b) V(k) = C(k)V(k−1).

Pro k = n pak plat́ı V(n)U = I.

Matice A+ je tvořena prvńımi m sloupci matice V(n).
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Poznámka 2.4 V př́ıpadech, kdy má námi zadaná matice v́ıce sloupc̊u, než

řádk̊u, je výhodněǰśı provést výpočet pro matici transponovanou a výslednou

pseudoinverzi taktéž transponovat. Děláme tak proto, aby byl rychleǰśı výpočet,

což je patrné z povahy samotného algoritmu, a protože plat́ı (AT )+ = (A+)T .

R-file 2.5 (biortogonalizacni metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdete na přiloženém

CD pod názvem
”
2 5 biortogonalizacni metoda.R“. Tento kód vypočte pseudo-

inverzńı matici A+ ze zadané matice A pomoćı biortogonalizačńı metody.

Př́ıkaz samotný obsahuje dvě vnořené funkce. Prvńı s názvem
”
ortodoplnek“

nám vytvoř́ı z matice A matici U s hodnost́ı n, což je biortogonálńı systém. Daný

kód je převzat a poupraven z doplňkového baĺıku
”
MASS“ze stránek https:

//cran.r-project.org/web/packages/MASS/MASS.pdf.

Druhá, s názvem
”
biortogonalizacni“, obsahuje samotný algoritmus biortogo-

nalizačńı metody. Př́ıkaz samotný zastřešuje obě zmı́něné funkce a jeho úlohou

je zjistit u vstupńı matice A jej́ı rozměry a hodnost a následně s využit́ım obou

výše zmı́něných funkćı vypoč́ıtat jej́ı pseudoinverzi A+.

Př́ıklad 2.5

Vypoč́ıtejte za pomoci Biortogonalizačńı metody pseudoinverzńı matici A+

k námi zadané matici A =

(
1 1 1 1
0 0 1 1

)
, r(A) = 2.

1. Ručńı výpočet:

Dle poznámky 2.4 bude výhodněǰśı provést výpočet pro matici transpono-

vanou. Položme tedy B = AT =


1 0
1 0
1 1
1 1

.

Dále pokračujeme podle algoritmu:

(a) Protože r(B) = r(A) = 2 je U = B.

(b) Položme V(0) = UT =

(
1 1 1 1
0 0 1 1

)
.
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Pro k = 1 je c
(1)
11 = 1/4 a c

(1)
21 = −1/2.

A tedy matice

C(1) =

(
1/4 0
−1/2 1

)
,

V(1) = C(1)V(0) =

(
1/4 1/4 1/4 1/4
−1/2 −1/2 1/2 1/2

)
.

Pro k = 2 je c
(2)
22 = 1 a c

(2)
12 = −1/2.

A tedy matice

C(2) =

(
1 −1/2
0 1

)
,

V(2) = C(2)V(1) =

(
1/2 1/2 0 0
−1/2 −1/2 1/2 1/2

)
.

Protože jsme k matici B nepřipojili žádný řádek je B+ = V(2), a tedy

A+ = (BT )+ = (B+)T =


1/2 −1/2
1/2 −1/2
0 1/2
0 1/2

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,0,1,0,1,1,1,1),2,4)

> biortogonalizacni_metoda(A)

[,1] [,2]

[1,] 0.5 -0.5

[2,] 0.5 -0.5

[3,] 0.0 0.5

[4,] 0.0 0.5
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2.6. Metoda gradientńıch projekćı

Daľśı postup, který si představ́ıme, je metoda gradientńıch projekćı. Celá tato

metoda je založena na následuj́ıćı větě:

Věta 2.6 Necht’ matice A je typu m x n. Označme a1, ...,am sloupce matice

AT . Tedy AT = (a1, ...,am). Dále necht’ b = (β1, ..., βm)T ∈ <(A), kde <(A)

znač́ı množinu obraz̊u matice A, tedy množinu vektor̊u

<(A) = {z : z = Ax pro nějaké x ∈ Rn}.

Pak soustava rovnic Ax = b má řešeńı xm = A+b takové, že xm ∈ <(A), kde

x0 = o (nulový vektor)

xk = xk−1 + αkhk pro k = 1, ...,m,

kde

αk =

{
0 pokud hk = o,
(βk − aTk xk−1) / (hTk ak) pokud hk 6= o,

a {h1, ...,hm} jsou vektory źıskané ortogonalizaćı vektor̊u {a1, ...,am}.

Pokud ale b /∈ <(A), polož́ıme d = ATb, C = ATA. Potom d ∈ <(A) =

<(C). Výše uvedený algoritmus nyńı aplikujeme na výpočet C+d.

Důkaz: viz [1].

Tuto větu nyńı použijeme pro výpočet A+:

Užit́ım ortonormalizace sloupc̊u matice A źıskáme vektory d1, ...,dr. Jelikož

sloupce matice A a vektory d1, ...,dr generuj́ı tentýž podprostor, plat́ı, že:

AA+ =
∑r

j=1 djd
T
j .

Označme nyńı b1, ...,bm sloupce matice AA+. Pro každé j = 1, ...,m je bj ∈

<(A). Nyńı lze použ́ıt výše uvedený m-krokový algoritmus pro výpočet A+bj

pro každé j = 1, ...,m. Pak plat́ı, že:

(A+b1, ...,A
+bm) = A+(b1, ...,bm) = A+(AA+) = A+.
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R-file 2.6 (metoda gradientnich projekci.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdeme na přiloženém

CD pod názvem
”
2 6 metoda gradientnich projekci“. Tento kód vypočte pseudo-

inverzńı matici A+ ze zadané matice A za pomoci metody gradientńıch projekćı.

Př́ıkaz samotný obsahuje vnořenou funkci s názvem
”
gramschmidt“, která

nám, pomoćı Gramovy – Schmidtovy ortogonalizace, vytvoř́ı matici ortogonálńı,

či ortonormálńı. Samotný výpočet je popsán již na předcházej́ıćı straně.

Př́ıklad 2.6

Vypoč́ıtejte za pomoci metody gradientńıch projekćı pseudoinverzńı matici

A+ k námi zadané matici A =

 1 1 1 1
−1 0 −1 0

0 1 0 1

, r(A) = 2.

1. Ručńı výpočet:

Ortonormalizaćı sloupc̊u matice A źıskáme sloupce:

d1 =

 1/
√

2

−1/
√

2
0

, d2 =

 1/
√

6

1/
√

6

2/
√

6

, d3 =

 0
0
0

, d4 =

 0
0
0

.

Potom AA+ = d1d
T
1 + d2d

T
2 =

 2/3 −1/3 1/3
−1/3 2/3 1/3

1/3 1/3 2/3

.

Ortogonalizaćı sloupc̊u matice AT źıskáme vektory:

h1 =


1
1
1
1

, h2 =


−1/2

1/2
−1/2

1/2

, h3 =


0
0
0
0

.

31



Výpočet A+b1:

α1 = 1/6, x1 =


1/6
1/6
1/6
1/6

, α2 = 0, x2 =


1/6
1/6
1/6
1/6

, kde x2 = A+b1.

Výpočet A+b2:

α1 = −1/12, x1 =


−1/12
−1/12
−1/12
−1/12

, α2 = 1/2, x2 =


−1/3

1/6
−1/3

1/6

, kde x2 = A+b1.

Výpočet A+b3:

α1 = 1/12, x1 =


1/12
1/12
1/12
1/12

, α2 = 1/2, x2 =


−1/6

1/3
−1/6

1/3

, kde x2 = A+b3.

Celkem tedy je A+ = (A+b1,A
+b2,A

+b3), kde

A+ =


1/6 −1/3 −1/6
1/6 1/6 1/3
1/6 −1/3 −1/6
1/6 1/6 1/3

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,-1,0,1,0,1,1,-1,0,1,0,1),3,4)

> metoda_gradientnich_projekci(A)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[2,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333

[3,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[4,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333
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2.7. Gramm – Schmidtova ortogonalizačńı metoda

Je dána matice A typu m x n a hodnosti r. Bez újmy na obecnosti lze

předpokládat, že matice A má prvńıch r sloupc̊u lineárně nezávislých. Pokud

tomu tak neńı, jistě existuje permutačńı matice P, taková, že

AP = (R S),

kde R je matice typu m x r hodnosti r a sloupce matice S jsou lineárńımi kombi-

nacemi sloupc̊u matice R, tj. S = RU pro nějakou matici U. Vzhledem k tomu,

že permutačńı matice P je ortogonálńı, je

APPT = A = (R S)PT = (R RU)PT

a

A+ = P[R(I U)]+.

Dále [R(I U)]+ = (I U)+R+, nebot’ matice R a (I U) tvoř́ı skeletńı rozklad

matice AP. Matice (I U) je plné řádkové hodnosti a podle (16) je:

(I U)+ = (I U)T (I + UUT )−1,

tedy

A+ = P(I U)T (I + UUT )−1R+.

Výpočet:

1. Provedeme ortogonalizaci sloupc̊u matice A = (a1, ..., an) a najdeme per-

mutačńı matici P. Obdrž́ıme tedy vektory c1, ..., cn takové, že

‖cj‖ =

{
> 0 pro j = 1, ..., r,
= 0 pro j = r + 1, ..., n.

2. Nenulové vektory ci znormalizujeme a polož́ıme

Q =
(

c1

‖c1‖ , ...,
cr
‖cr‖

)
.
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Existuje tedy matice B taková, že RB = Q. Vynásob́ıme-li tuto rovnost

zleva matićı RT obdrž́ıme

RTRB = RTQ.

Pak

B = (RTR)−1RTQ.

Matice Q je ortonormálńı, tj. QTQ = I, B je regulárńı a proto

I = QTQ = QTRB⇒ R = QB−1.

Nyńı použijeme následuj́ıćıho tvrzeńı (Důkaz: viz [1].):

Rovnost (AB)+ = B+A+ plat́ı, jestliže ATA = I.

Odtud a z (15) tedy dostáváme, že

R+ = BQT = B(QTQ)−1QT = BQT .

3. Označme R = (r1, ..., rr) a S = (s1, ..., sn−r). Vektory c1, ..., cn jsou orto-

gonálńı, źıskané ortogonalizaćı vektor̊u r1, ..., rr, s1, ..., sn−r, tj.:

c1 = r1,

cj = rj −
∑j−1

i=1
rTi cj
‖ci‖2 ci pro j = 2, ..., r,

0 = cr+j = sj −
∑r

i=1

sTj ci
‖ci‖2 ci pro j = 1, ...,m− r.

Odtud dostáváme, že

cj =
∑j

i=1 γijri pro j = 1, ..., r,

kde
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γij =


0 pokud i > j,
1 pokud i = j,

−
∑j−1

α=i

rTj cα
‖cα‖2 γiα pokud i < j,

a

sj =
∑r

i=1 ωijri,

kde ωij urč́ıme z toho, že

sj =
∑r

α=1

sTj cα
‖cα‖2 (

∑α
i=1 γiαri) =

∑r
i=1

(∑r
α=i

sTj cα
‖cα‖2γiα

)
ri,

ωij =
∑r

α=i

sTj cα
‖cα‖2γiα,

pro i = 1, ..., r a j = 1, ..., n− r.

Prvky matice B jsou tvaru

βij =
γij
‖cj‖ ,

a matice U má prvky ωij.

4. Výpočet (I + UUT )−1 se provede podle následuj́ıćı věty:

Věta 2.7 Necht’ U je matice typu k x r, a necht’ matice tvaru

(
V1

V2

)
je matice źıskaná Gramm – Schmidtovou ortonormalizaćı sloupc̊u matice(
U
I

)
, kde I je jednotková matice řádu r. Pak plat́ı:

V2V
T
2 = (I + UTU)−1,

I−V1V
T
1 = (I + UUT )−1.

Důkaz: viz [1].
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R-file 2.7 (gramm schmidtova ortogonalizacni metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdeme na přiloženém

CD pod názvem
”
2 7 gramm schmidtova ortogonalizacni metoda“. Tento kód

vypočte pseudoinverzńı matici A+ ze zadané matice A za pomoci Gramm –

Schmidtovy ortogonalizačńı metody.

Př́ıkaz samotný obsahuje vnořenou funkci s názvem
”
gramschmidt“, která

nám, pomoćı Gramovy – Schmidtovy ortogonalizace, vytvoř́ı matici ortogonálńı,

či ortonormálńı.

Dále obsahuje vnořenou funkci s názvem
”
muj vypocet vektoru q“, která seřad́ı

sloupce matice A do takového tvaru, že jako prvńı jsou sloupce nezávislé a až za

nimi jsou všechny závislé sloupce (myšleno ve směru zleva doprava).

S pomoćı těchto dvou vnořených funkćı již jsme schopni spoč́ıtat pseudoinverzi

přesně podle postupu této metody.

Př́ıklad 2.7

Vypoč́ıtejte za pomoci Gramm – Schmidtovy ortogonalizačńı metody pseu-

doinverzńı matici A+ k námi zadané matici A =

 1 1 1 1
−1 0 −1 0

0 1 0 1

, r(A) = 2.

1. Ručńı výpočet:

(a) Ortogonalizaćı sloupc̊u matice A dostaneme vektory:

c1 =

 1
−1

0

, c2 =

 1/2
1/2
1

, c3 =

 0
0
0

, c4 =

 0
0
0

.

Permutačńı matice P = I.

(b) Položme

R =

 1 1
−1 0

0 1

, S =

 1 1
−1 0

0 1

.

Nyńı poč́ıtáme prvky matic B a U podle výše uvedených vzorc̊u:
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γ11 = 1, γ12 = −1/2, γ21 = 0, γ22 = 1,
ω11 = 1, ω12 = 0, ω21 = 0, ω22 = 1,

β11 = 1/
√

2, β12 = −1/
√

6, β21 = 0, β22 =
√

6/3.

Tedy

B =

(
1/
√

2 −1/
√

6

0
√

6/3

)
, Q =

 √
2/2 1/

√
6

−
√

2/2 1/
√

6

0 2/
√

6

.

(c) Ortonormalizaćı sloupc̊u matice

(
U
I

)
=


1 0
0 1
1 0
0 1


źıskáme matici

V =


1/
√

2 0

0 1/
√

2

1/
√

2 0

0 1/
√

2

 =

(
V1

V2

)
.

Odtud poté dostáváme:

I−V1V
T
1 =

(
1/2 0
0 1/2

)
= (I + UUT )−1,

(I + UUT )−1BQT =

(
1/6 −1/3 −1/6
1/6 1/6 1/3

)
.

Celkově tedy máme:

A+ =

(
I

UT

)
(I + UUT )−1BQT =


1/6 −1/3 −1/6
1/6 1/6 1/3
1/6 −1/3 −1/6
1/6 1/6 1/3

.

37



2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,-1,0,1,0,1,1,-1,0,1,0,1),3,4)

> gramm_schmidtova_ortogonalizacni_metoda(A)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[2,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333

[3,] 0.1666667 -0.3333333 -0.1666667

[4,] 0.1666667 0.1666667 0.3333333
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2.8. Cayley – Hamiltonova metoda

V následuj́ıćıch dvou větách uvád́ıme návod na praktický výpočet pseudoin-

verze pomoćı Cayley – Hamiltonovy metody.

Věta 2.8 Necht’ H je symetrická matice řádu n. Označme H1 = H a pro

k = 1, ..., n− 1 označme

γk = (trace(Hk))/k,

Bk = Hk − γkI,

Hk+1 = HBk.

Označme dále

M =

{
prvńı k ≤ n takové, že HBk = 0 pokud takové k existuje,
n jinak,

a necht’ r je nejvěťśı č́ıslo k ≤M, takové, že γk 6= 0.

Potom

p(λ) = det (H− λI) = (−1)n γr λ
n−r (I− ϕ(λ)),

kde

ϕ(λ) = (γr)
−1
[
λr−1 −

∑r−1
j=1 γj λ

r−1−j
]
.

Důkaz: viz [1].

Věta 2.9 Necht’ H = ATA, kde A je libovolná matice typu m x n. Podle

předchoźı věty vypočteme Hk,Bk,M a r. Pak

A+ = (γr)
−1Br−1A

T ,

kde r je hodnost matice A.

Důkaz: viz [1].

Poznámka 2.5 V př́ıpadě, že má matice H hodnost rovnu 1, matice B = I

řádu n.
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R-file 2.8 (cayley hamiltonova metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdeme na přiloženém

CD pod názvem
”
2 8 cayley hamiltonova metoda.R“. Tento kód vypočte pseudo-

inverzńı matici A+ ze zadané matice A za pomoci Cayley – Hamiltonovy metody.

Př́ıklad 2.8 Vypoč́ıtejte za pomoci Cayley – Hamiltonovy metody pseudo-

inverzńı matici A+ k námi zadané matici A =


1 1 1
1 0 −1
2 1 0
1 1 1

.

1. Ručńı výpočet:

Označme

H1 = H = ATA =

 7 4 1
4 3 2
1 2 3

.

Podle předchoźı věty poč́ıtáme:

γ1 = 13,

B1 = H1 − 13 I

−6 4 1
4 −10 2
1 2 −10

,

H2 = HB1

−25 −10 5
−10 −10 −10

5 −10 −25

,

γ2 = −30,

B2 = H2 + 30 I

 5 −10 5
−10 20 −10

5 −10 5

,
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H3 = HB2

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

.

Tedy M = r = 2, a

A+ = 1
γ2

B1H
T =

 1/30 7/30 8/30 1/30
4/30 −2/30 2/30 4/30
7/30 −11/30 −4/30 7/30

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,2,1,1,0,1,1,1,-1,0,1),4,3)

> cayley_hamiltonova_metoda(A)

[,1] [,2] [,3] [,4]

[1,] 0.03333333 0.23333333 0.26666667 0.03333333

[2,] 0.13333333 -0.06666667 0.06666667 0.13333333

[3,] 0.23333333 -0.36666667 -0.13333333 0.23333333
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2.9. Gauss – Jordanova metoda

Necht’ A je matice typu m x n a hodnosti r. Vždy existuje regulárńı matice

E a ortogonálńı matice P takové, že

EATAP =

(
I L
0 0

)
,

kde L je nějaká matice typu r x (n− r) a I je jednotková matice řádu r. Reálně

existuje mnoho takových matic E a P.

Věta 2.10 Necht’ E je regulárńı a P ortogonálńı matice takové, že splňuj́ı

předcházej́ıćı rovnost. Pak

A+ = P(EATAP)+EAT .

Důkaz: viz [1].

Důsledek 2.1 Necht’ E je regulárńı a P ortogonálńı matice takové, že matici

EATAP lze psát ve tvaru (
H
0

)
.

Potom

A+ = P(H+0)EAT .

Důkaz: viz [1].

Výpočet pseudoinverzńı matice spoč́ıvá v tom, že provád́ıme Gaussovu elimi-

naci matice ATA a přitom tytéž operace, které provád́ıme s řádky této matice,

provád́ıme také s matićı AT . T́ım źıskáme matici tvaru(
I L

...

0 0
...

EAT

)
.

Matice
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EATAP =

(
I L
0 0

)
,

a tedy podle d̊usledku(
EATAP

)+
=
(
H+ 0

)
= ((I L)+ 0).

Matice (I L) je plné řádkové hodnosti a proto podle (16) je jej́ı pseudoinverze

rovna

(I L)+ = (I L)T
(
I + LLT

)−1
.

Matici
(
I + LLT

)−1
lze vypoč́ıtat podle již uvedené věty č. 2.7, kterou jsme

využili v Gramm – Schmidtově ortogonalizačńı metodě.

R-file 2.9 (gauss jordanova metoda.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdeme na přiloženém

CD pod názvem
”
2 9 gauss jordanova metoda.R“. Tento kód vypočte pseudoin-

verzńı matici A+ ze zadané matice A za pomoci Gauss – Jordanovy metody.

Př́ıklad 2.9 Vypoč́ıtejte za pomoci Gauss – Jordanovy metody pseudoin-

verzńı matici A+ k námi zadané matici A =


1 −1 0 1
1 0 1 1
1 −1 0 1
1 0 1 1
1 −1 0 1
1 0 1 1

.

1. Ručńı výpočet:

Necht’ A je námi zadaná matice. Pak

(
ATA AT

)
=


6 −3 3 6

... 1 1 1 1 1 1

−3 3 0 −3
... −1 0 −1 0 −1 0

3 0 3 3
... 0 1 0 1 0 1

6 −3 3 6
... 1 1 1 1 1 1

.
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Po provedeńı Gaussovy eliminace dostaneme:


1 0 1 1

... 0 1/3 0 1/3 0 1/3

0 1 1 0
... −1/3 1/3 −1/3 1/3 −1/3 1/3

0 0 0 0
... 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
... 0 0 0 0 0 0

 =

=
(

EATAP EAT
)
.

Permutačńı matice P je tedy rovna jednotkové matici řádu 4. Podle d̊usledku

je tedy matice

EATAP =

(
H
0

)
=


1 0

... 1 1

0 1
... 1 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0

.

Dále tedy

L =

(
1 1
1 0

)
, I + LLT =

(
3 1
1 2

)
.

Proto následně

(I + LLT )−1 =

(
2/5 −1/5
−1/5 3/5

)
.

H+ = (I L)T (I+LLT )−1 =


1 0
0 1
1 1
1 0

( 2/5 −1/5
−1/5 3/5

)
=


2/5 −1/5
−1/5 3/5

1/5 2/5
2/5 −1/5

.
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A konečně, podle d̊usledku, je A+ = P (H+ 0) E AT , tedy

A+ =


1/15 1/15 1/15 1/15 1/15 1/15
−1/5 2/15 −1/5 2/15 −1/5 2/15
−2/15 1/5 −2/15 1/5 −2/15 1/5

1/15 1/15 1/15 1/15 1/15 1/15

.

2. Výpočet pomoćı softwaru R:

> A=matrix(c(1,1,1,1,1,1,-1,0,-1,0,-1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1,

1,1,1),6,4)

> gauss_jordanova_metoda(A)

[,1] [,2] [,3] [,4]

[1,] 0.06666667 0.06666667 0.06666667 0.06666667

[2,] -0.20000000 0.13333333 -0.20000000 0.13333333

[3,] -0.13333333 0.20000000 -0.13333333 0.20000000

[4,] 0.06666667 0.06666667 0.06666667 0.06666667

[,5] [,6]

[1,] 0.06666667 0.06666667

[2,] -0.20000000 0.13333333

[3,] -0.13333333 0.20000000

[4,] 0.06666667 0.06666667
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3. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Samotné řešeńı soustav lineárńıch rovnic je jedńım z nejstarš́ıch problémů

matematiky. Již před asi 4000 lety lidé z Babylonu věděli, jak vyřešit jednoduchý

systém dvou lineárńıch rovnic se dvěma neznámými. Kolem roku 200 př. n. l.

Č́ıňané v knize
”
Nine Chapters of the Mathematical Art“ ukázali řešeńı systémů

tř́ı lineárńıch rovnic se třemi neznámými. Na přelomu 19. stolet́ı Gauss představil

postup, který řešil soustavy lineárńıch rovnic větš́ıch rozměr̊u. V té době však

neexistoval termı́n
”
matice“, i proto později vzniklo celé odvětv́ı matematiky –

teorie matic. Ve 20. stolet́ı byl vznesen požadavek na to, aby poč́ıtače mohly

rychle a přesně vyřešit velké systémy rovnic jakýchkoliv typ̊u. Proto se s rozvo-

jem technologíı mnoho matematik̊u snažilo tento problém vyřešit. Technologie

se neustále vylepšuj́ı, a proto dnes umı́me řešit i pseudoinverze matic. Nicméně

historie lineárńı algebry nám poskytuje pevný základ, který se neměńı. A ačkoliv

všichni aktualizuj́ı své učebńı materiály, základy z̊ustavaj́ı vždy stejné.

V této kapitole si ukážeme všechny tři možnosti, které mohou při řešeńı sou-

stav lineárńıch rovnic nastat. Bud’ bude mı́t soustava jedno řešeńı, nekonečně

mnoho řešeńı, anebo žádné řešeńı.

Ve všech př́ıpadech však můžeme nalézt
”
řešeńı“ za pomoci pseudoinverzńı

matice. V př́ıpadě, kdy má soustava jedno řešeńı, to bude právě toto řešeńı. Pokud

má soustava nekonečně mnoho řešeńı, pseudoinverze nalezne takové řešeńı, které

je v normě nejmenš́ı. Jestliže nastane posledńı možná situace, a to, že soustava

nemá řešeńı, pseudoinverze nalezne nejlepš́ı přibližné řešeńı.

Všechny tyto výše zmı́něné př́ıpady si podrobně rozebereme v následuj́ıćıch

podkapitolách.

Zde je zapotřeb́ı připomenout, že poč́ıtáme soustavu m lineárńıch rovnic o n

neznámých (2), kterou lze ekvivalentně přepsat do maticového tvaru (4), nebo

zkráceně

Ax = b,

kde A je matićı soustavy lineárńıch rovnic, x = (x1, x2, . . . , xn)T je vektor řešeńı

soustavy a b = b1, b2, . . . , bn)T je vektor pravé strany soustavy rovnic.
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3.1. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic v př́ıpadě, je-li množina

všech řešeńı tohoto systému jednoprvková

Tato situace nastane v př́ıpadě, kdy r(A) = r(Ar) = n, kde n znač́ı počet

neznámých. Řešeńı takové soustavy rovnic je jediné – máme tedy právě jedno

řešeńı dané soustavy rovnic.

Jestliže nav́ıc je matice A čtvercová, lze řešeńı nalézt výpočtem x∗ = A−1b. V

Rku lze totéž jednoduše vypoč́ıtat př́ıkazem
”
solve“. Tento typ soustavy lineárńıch

rovnic je nejjednodušš́ı, jaký v̊ubec můžeme řešit.

Př́ıklad 3.1

Vyřešte za pomoci výpočetńıho softwaru R danou soustavu lineárńıch rovnic:

x1 + 2x2 = 3
−x1 − x2 = 1,

kde r(A) = 2 a r(Ar) = 2.

> A = matrix(c(1, -1, 2, -1), 2, 2)

> b = matrix(c(3, 1), 2, 1)

> x = solve(A, b)

> x

[,1]

[1,] -5

[2,] 4

Pokud ale matice A čtvercová neńı, je zapotřeb́ı rozš́ı̌renou matici soustavy Ar

řádkovými úpravami (např́ıklad za pomoci Gaussovy eliminačńı metody) převést

do tvaru, kdy se pod hlavńı diagonálou nacháźı pouze nuly. Nulové řádky poté

vyškrtnout a Ar opět rozdělit na matici A2 a vektor řešeńı b2. T́ımto se matice

A a vektor řešeńı b dostanou do tvaru, který jsme výše zmı́nili.

Takový postup je však zdlouhavý a pracný. Daleko efektivněǰśı je použ́ıt,

namı́sto klasické inverze, pseudoinverzi matice A.

47



V př́ıpadě, je-li množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic jednoprvková,

nám výpočet x∗ = A+b, kde A+ je pseudoinverzńı matice matice A, nalezne

přesné řešeńı soustavy rovnic, stejně jako výpočet užit́ım klasické inverze, a to

x∗ = A−1b.

Př́ıklad 3.2

Vyřešte za pomoci výpočetńıho softwaru R danou soustavu lineárńıch rovnic:

x1 + 2x2 = 3
−x1 − x2 = 1
2x1 + 4x2 = 6,

kde r(A) = 2 a r(Ar) = 2.

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)

> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)

> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)

> x = Apinv %*% b

> x

[,1]

[1,] -5

[2,] 4

V př́ıpadě užit́ı př́ıkazu
”
solve“ v této situaci Rko vyṕı̌se chybovou hlášku,

že vstupńı matice A muśı být čtvercová.

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)

> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)

> x = solve(A, b)

> Error in solve.default(A, b) : ’a’ (3 x 2) must be square
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3.2. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic v př́ıpadě, je-li množina

všech řešeńı tohoto systému nekonečná

Tato situace nastane v př́ıpadě, kdy r(A) = r(Ar) = k < n, kde n znač́ı počet

neznámých. V př́ıpadě, kdy má námi zadaná soustava rovnic nekonečně mnoho

řešeńı, hledáme takové řešeńı soustavy rovnic, které je v normě nejmenš́ı. Jinými

slovy hledáme takové x∗ ∈ Rn, že pro něj plat́ı:

||x∗|| ≤ ||x̄|| ∀x̄ ∈ Rn : Ax̄ = b.

Kde x∗ spoč́ıtáme jako:

x∗ = A+b, kde A+ je pseudoinverzńı matice matice A.

Př́ıklad 3.3

Vyřešte za pomoci výpočetńıho softwaru R danou soustavu lineárńıch rovnic:

x1 + x2 = 4
2x1 + 2x2 = 8,

kde h(A) = 1 a h(Ar) = 1.

> A = matrix(c(1, 2, 1, 2), 2, 2)

> b = matrix(c(4, 8), 2, 1)

> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)

> x = Apinv %*% b

> x

[,1]

[1,] 2

[2,] 2
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3.3. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic v př́ıpadě, je-li množina

všech řešeńı tohoto systému prázdná

Tato situace nastane v př́ıpadě, kdy r(A) 6= r(Ar). Jestliže námi zadaná

soustava rovnic nemá žádné řešeńı, hledáme nejlepš́ı přibližné řešeńı x∗. Tedy

takové x∗ ∈ Rn, že plat́ı:

||Ax∗ − b|| ≤ ||Ax− b|| ∀x ∈ Rn.

Kde x∗ spoč́ıtáme jako:

x∗ = A+b, kde A+ je pseudoinverze matice A.

Př́ıklad 3.4

Vyřešte za pomoci výpočetńıho softwaru R danou soustavu lineárńıch rovnic:

x1 + x2 = 4
2x1 + 2x2 = 1,

kde h(A) = 1 a h(Ar) = 2.

> A = matrix(c(1, 2, 1, 2), 2, 2)

> b = matrix(c(4, 1), 2, 1)

> Apinv = pinv_skeletni_rozklad(A)

> x = Apinv %*% b

> x

[,1]

[1,] 0.6

[2,] 0.6
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3.4. Ucelený kód pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Jako posledńı kód v Rku jsme vytvořili tzv.
”
ucelený kód“, který obsahuje

všechny kódy pro výpočet pseudoinverzńıch matic. Můžeme tedy vyřešit sou-

stavu lineárńıch rovnic jakýmkoliv z dev́ıti postup̊u, které jsme si uvedli ve druhé

kapitole.

R-file 3.1 (uceleny kod.R)

Ve statistickém softwaru R jsme vytvořili kód, který najdeme na přiloženém

CD pod názvem
”
3 1 uceleny kod.R“. Tento kód vyřeš́ı soustavu lineárńıch rovnic

jakýmkoliv z námi uvedených zp̊usob̊u. V prvé řadě muśıme zadat vstupńı matici

A a vektor řešeńı b. Poté vybereme metodu, kterou budeme cht́ıt použ́ıt podle

č́ısla, které následně použijeme dle př́ıkladu ńıže:

1. Skeletńı rozklad

2. Grevill̊uv algoritmus

3. Př́ıkaz PINV

4. Zhukovskii - Liptserova metoda

5. Biortogonalizačńı metoda

6. Metoda gradientńıch projekćı

7. Gramm - Schmidtova ortogonalizačńı metoda

8. Cayley - Hamiltonova metoda

9. Gauss - Jordanova metoda

Př́ıklad 3.5

Vyřešte za pomoci výpočetńıho softwaru R soustavu lineárńıch rovnic z př́ıkladu

3.4 za pomoci př́ıkazu PINV. (*za pomoci skeletniho rozkladu: metoda=1, atd.)

> A = matrix(c(1, -1, 2, 2, -1, 4), 3, 2)

> b = matrix(c(3, 1, 6), 3, 1)

> x = uceleny_kod(A, b, metoda=3)

> x

[,1]

[1,] -5

[2,] 4

51



4. Stabilita a rychlost kód̊u pro výpočet pseudo-

inverźıch matic

Na stabilitu a rychlost výpočtu se v praxi klade největš́ı d̊uraz. A proto čtvrtou

kapitolu věnujeme právě stabilitě a rychlosti výpočt̊u pseudoinverzńıch matic.

Následuj́ıćı výpočty byly prováděny na notebooku HP ProBook 4540s s pro-

cesorem Intel(R) Core(TM) i5-3230M CPU @2.60GHz, 4.00GB RAM.

Označme nyńı Ai pseudoinverzńı matici matice A źıskanou i-tou metodou.

Pořad́ı metod je stejné, jako pořad́ı podkapitol, tj.:

1. Skeletńı rozklad

2. Grevill̊uv algoritmus

3. Př́ıkaz PINV

4. Zhukovskii - Liptserova metoda

5. Biortogonalizačńı metoda

6. Metoda gradientńıch projekćı

7. Gramm - Schmidtova ortogonalizačńı metoda

8. Cayley - Hamiltonova metoda

9. Gauss - Jordanova metoda

Při ověřováńı Moore – Penroseových axiomů pro pseudoinverzi dostáváme,

že tato pseudoinverze je stanovena s určitou chybou. Nyńı budeme zjǐst’ovat,

u které metody jsou tyto odchylky v normě nejmenš́ı. Pro každou matici Ai

vypoč́ıtáme vektor

dhi = (dh1
i ,dh2

i ,dh3
i ,dh4

i )
T ,

jehož složky jsou rezidua v Moore – Penroseových axiomech, tedy

i-tá metoda vektor dhi
‖AAiA−A‖ dh1

i

‖AiAAi −Ai‖ dh2
i

‖AT
i AT −AAi‖ dh3

i

‖ATAT
i −AiA‖ dh4

i
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a normu ‖dhi‖ =
√

dhidhTi .

V tabulkách ńıže jsme uvažovali matice uvedených rozměr̊u a hodnost́ı. Prvky

matic tvořili vždy č́ısla od 0 do 1. Pokud bychom zvolili jiná č́ısla, např́ıklad

z normálńıho rozděleńı, doba výpočt̊u i odchylky se zvýšily, a to z d̊uvodu podmı́ně-

nosti úloh. Tento fakt však neńı předmětem našeho zkoumáńı.

V tabulkách 1a, 2a jsou ‖dhi‖ pro r̊uzné typy matic. Nejmenš́ı z hodnot

‖dhi‖ ukazuje metodu, při které je chyba nejmenš́ı, naopak největš́ı hodnota

ukazuje na nejméně stabilńı metodu. Z výsledk̊u je zřejmé, že z hlediska přesnosti

je nejlepš́ı př́ıkaz
”
PINV“, který využ́ıvá singulárńı rozklad matice.

Tabulky 1b, 2b nám shrnuj́ı potřebné doby výpočt̊u ve vteřinách. Jak můžeme

vidět, nejrychleǰśı je opět př́ıkaz
”
PINV“. U matic malých rozměr̊u je v dnešńı

době doba výpočtu zanedbatelná. Č́ım jsou rozměry matice větš́ı, t́ım je výpočet

náročněǰśı a samozřejmě také déle trvá.

Výpočet pseudoinverze za pomoci Cayley–Hamiltonovy metody je velmi ne-

přesný. U matic větš́ıch rozměr̊u dokonce software R tyto odchylky ani nedokáže

spoč́ıtat, jelikož přesahuj́ı jeho výpočetńı možnosti. Proto nám Rko vrát́ı pouze

hodnoty neznámé (NA). Tento výpočet je vhodný proto pouze pro matice malých

rozměr̊u.

Přesnost je ve výpočetńım softwaru R vyjádřena č́ıslem eps = 2.220446e−16.

Z d̊uvodu š́ı̌reńı chyb v našich kódech jsme ji však ćıleně u některých kód̊u sńıžili.

Nı́že uvedené tabulky je nutné brát s rezervou. Doby výpočt̊u a přesnost úzce

souviśı s t́ım, jak jsou napsány výpočetńı kódy. Vzhledem k rozsahu této práce

jsme se snažili tyto kódy vytvořit tak, aby fungovaly, byt’ s menš́ı přesnost́ı.

Je proto pravděpodobné, že námi vytvořené kódy se daj́ı zrychlit, a zároveň lze

zvýšit jejich přesnost.

V praxi se při řešeńı soustav lineárńıch rovnic nebere v potaz, která ze tř́ı

možných situaćı nastane. Ukázali jsme si, jaká řešeńı v těchto třech př́ıpadech

dostaneme. Jestliže bychom však chtěli zjistit, která ze situaćı nastala, je to možné

přes hodnost matice. Postupovali bychom analogicky jako ve třet́ı kapitole.
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TABULKA 1a

Metoda
m x n r 1 2 3
5 x 5 5 8.212153e-14 1.129851e-13 1.237583e-14
5 x 10 5 1.419663e-13 2.881142e-14 1.964872e-14
10 x 10 5 6.449862e-14 1.647483e-14 1.077076e-14
15 x 10 5 6.465422e-14 8.865648e-14 1.029248e-14
20 x 10 5 1.392065e-13 6.292297e-14 1.047911e-14
25 x 10 5 2.022504e-13 5.201062e-14 1.377924e-14
pr̊uměrné odch. 1.157829e-13 6.031021e-14 1.289102e-14

Metoda
m x n r 4 5 6
5 x 5 5 3.591247e-14 5.453816e-15 1.028708e-13
5 x 10 5 2.634672e-14 6.671929e-15 8.136771e-14
10 x 10 5 2.158793e-14 7.329576e-15 6.005922e-14
15 x 10 5 7.879034e-14 8.103031e-15 6.282614e-14
20 x 10 5 9.019455e-14 6.370539e-15 7.529085e-14
25 x 10 5 2.679672e-13 6.216882e-15 1.184639e-13
pr̊uměrné odch. 8.679986e-14 6.690962e-15 8.347976e-14

Metoda
m x n r 7 8 9
5 x 5 5 6.384362e-14 1.04946 5.120228e-14
5 x 10 5 3.086404e-14 668.78481 4.198224e-14
10 x 10 5 1.544044e-14 124.86332 3.643911e-14
15 x 10 5 2.433243e-14 58.98749 4.423919e-14
20 x 10 5 3.667496e-14 66.69287 1.064499e-13
25 x 10 5 6.995323e-14 69.39335 1.677721e-13
pr̊uměrné odch. 4.018479e-14 164.96191 7.46808e-14

Tabulka 1a: Pr̊uměrné ‖dhi‖ pro r̊uzné typy matic
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TABULKA 1b

Metoda
m x n r 1 2 3
5 x 5 5 0.02 0.02 0.01
5 x 10 5 0.02 0.03 0.02
10 x 10 5 0.04 0.02 0.03
15 x 10 5 0.07 0.02 0.03
20 x 10 5 0.08 0.03 0.03
25 x 10 5 0.08 0.04 0.03
pr̊uměrné doby 0.0517 0.0267 0.0250

Metoda
m x n r 4 5 6
5 x 5 5 0.02 0.01 0.03
5 x 10 5 0.02 0.01 0.03
10 x 10 5 0.02 0.02 0.03
15 x 10 5 0.02 0.03 0.02
20 x 10 5 0.03 0.05 0.05
25 x 10 5 0.03 0.06 0.11
pr̊uměrné doby 0.0233 0.0300 0.0450

Metoda
m x n r 7 8 9
5 x 5 5 0.01 0.02 0.01
5 x 10 5 0.03 0.02 0.02
10 x 10 5 0.04 0.03 0.03
15 x 10 5 0.02 0.03 0.02
20 x 10 5 0.03 0.02 0.02
25 x 10 5 0.05 0.03 0.04
pr̊uměrné doby 0.0300 0.0250 0.0233

Tabulka 1b: Pr̊uměrné doby výpočt̊u ve vteřinách pro r̊uzné typy matic
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TABULKA 2a

Metoda
m x n r 1 2 3

50 x 50 50 2.299822e-10 6.381746e-10 7.875812e-13
50 x 100 50 6.620814e-10 2.548953e-10 6.414034e-13
75 x 100 50 7.819199e-10 3.095571e-10 6.724949e-13
100 x 100 50 4.087051e-10 1.479305e-10 5.615352e-13
125 x 100 50 6.087025e-10 5.898947e-10 4.940294e-13
150 x 100 50 7.746208e-10 2.252173e-10 6.268997e-13
175 x 100 50 6.723722e-10 1.939012e-09 7.947023e-13
200 x 100 50 8.182534e-10 1.938129e-10 5.981222e-13
250 x 100 50 7.869336e-10 4.151867e-10 6.981554e-13
pr̊uměrné odch. 6.381746e-10 4.986542e-10 6.527693e-13

Metoda
m x n r 4 5 6

50 x 50 50 3.397931e-11 1.898712e-11 3.041169e-10
50 x 100 50 3.786256e-11 6.427621e-11 2.460951e-10
75 x 100 50 1.033612e-10 1.518707e-11 3.318881e-10
100 x 100 50 7.837038e-11 3.514121e-11 2.062702e-10
125 x 100 50 6.786811e-11 5.349159e-11 1.735763e-10
150 x 100 50 1.222738e-10 6.130897e-11 1.867163e-10
175 x 100 50 2.140342e-10 5.776159e-11 4.352949e-10
200 x 100 50 6.666576e-11 2.406394e-11 5.091226e-10
250 x 100 50 1.125697e-10 5.480025e-11 3.502216e-10
pr̊uměrné odch. 9.299831e-11 4.277977e-11 3.048113e-10

Metoda
m x n r 7 8 9

50 x 50 50 2.187203e-10 4979.78852 7.032385e-10
50 x 100 50 1.232812e-10 5968.78771 4.99569e-10
75 x 100 50 1.902359e-10 9961.94614 2.696588e-10
100 x 100 50 9.267146e-11 NA 3.131771e-10
125 x 100 50 9.203614e-11 NA 3.611364e-10
150 x 100 50 1.063129e-10 NA 2.573381e-10
175 x 100 50 2.738702e-10 NA 4.291846e-10
200 x 100 50 3.174906e-10 NA 6.888951e-10
250 x 100 50 2.232844e-10 NA 6.538341e-10
pr̊uměrné odch. 1.819892e-10 NA 4.640035e-10

Tabulka 2a: Pr̊uměrné ‖dhi‖ pro r̊uzné typy matic
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TABULKA 2b

Metoda
m x n r 1 2 3

50 x 50 50 0.08 0.11 0.11
50 x 100 50 0.16 0.19 0.17
75 x 100 50 1.18 0.28 0.25
100 x 100 50 1.36 0.34 0.33
125 x 100 50 1.38 0.36 0.34
150 x 100 50 1.45 0.39 0.35
175 x 100 50 1.52 0.36 0.33
200 x 100 50 1.60 0.42 0.38
250 x 100 50 1.69 0.45 0.35
pr̊uměrné doby 1.16 0.32 0.29

Metoda
m x n r 4 5 6

50 x 50 50 0.11 0.41 0.20
50 x 100 50 0.31 0.51 0.27
75 x 100 50 0.41 1.36 0.45
100 x 100 50 0.50 2.75 0.64
125 x 100 50 0.69 2.83 0.78
150 x 100 50 1.00 2.81 0.90
175 x 100 50 1.48 2.90 1.11
200 x 100 50 2.08 2.84 1.37
250 x 100 50 4.11 2.92 1.93
pr̊uměrné doby 1.19 2.15 0.85

Metoda
m x n r 7 8 9

50 x 50 50 0.69 0.09 0.10
50 x 100 50 3.09 0.23 0.22
75 x 100 50 3.36 0.32 0.33
100 x 100 50 3.53 0.96 0.36
125 x 100 50 3.71 1.26 0.39
150 x 100 50 3.76 1.53 0.41
175 x 100 50 4.01 1.83 0.43
200 x 100 50 4.19 2.10 0.41
250 x 100 50 4.46 2.46 0.49
pr̊uměrné doby 3.42 1.20 0.35

Tabulka 2b: Pr̊uměrné doby výpočt̊u ve vteřinách pro r̊uzné typy matic
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce je poskytnut́ı ucelených informaćı týkaj́ıćıch se pro-

blematiky řešeńı soustav lineárńıch rovnic s obdélńıkovými maticemi. K této

problematice jsme museli přidat zejména řešeńı pseudoinverzńıch matic, kterým

je věnována převážná část této práce.

Dále jsme vytvořili kódy v softwaru R, kterými lze vypoč́ıtat pseudoinverzńı

matice, či vyřešit soustavy lineárńıch rovnic. Dı́ky tomu jsme se naučili pracovat

se softwarem R, čemuž klademe největš́ı př́ınos této práce. Práce s t́ımto soft-

warem byla pro nás, hlavně v začátćıch, složitá, nicméně postupem času se stávala

denńı rutinou.

V neposledńı řadě jsme se naučili ovládat program TeX, což je sázećı systém

pro tvorbu knih. Obzvláště pak takových, které obsahuj́ı spoustu matematických

symbol̊u a vzorc̊u.

Závěrem pouze dodáváme, že celá tvorba této práce nás donutila nahlédnout

do takových zákout́ı matematiky, do kterých bychom se v běžných hodinách ba-

kalářského studia nedostali.

Věř́ım, že tato práce bude př́ınosem nejen pro nás, ale i pro všechny daľśı

čtenáře, kteř́ı se budou cht́ıt něco o této problematice dozvědět.
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[3] BICAN, L.: Lineárńı algebra a geometrie. Academia, Praha, 2009.

[4] DAVIS, P. J.: Circulant matrices. John Wiley and Sons, New York, 1979.

[5] GANTMACHER, F. R.: The theory of Matrices. Chelsea publishing com-
pany, New York, 1959.

[6] GOLUB, H. a Charles F. VAN LOAN: Matrix computations. Johns Hopkins
University Press, Baltimore, 1996.
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