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Abstrakt

Tato diplomové prace se zabyva implementaci numerickych metod
tomografie pro nehomogenni materialy, zejména se potom prace
zabyva Radonovou transformaci obrazu a jeho rekonstrukei.

V prvni ¢asti textu se seznamime s principy Radonovy transfor-
mace. Déle se seznamime s metodami rekonstrukce obrazu, jako
jsou zpétna projekce a filtrovand zpétna projekce, které jsou in-
verznimi metodami k Radonové transformaci. Déale se seznamime s
vybranymi dalsimi rekonstrukénimi metodami, jako jsou Projekéni
teorém a Algebraicka rekonstrukéni metoda.

V druhé kapitole se seznamime s tomografii pro nehomogenni ma-
teridly. Sezndmime se zdkladni rovnici geometrické optiky tzv. Ei-
konélovou rovnici pomoci niz odvodime §iteni viny v opticky ne-
homogennim prostiedi a pomoci které odvodime Snelluv zakon.
Poté odvodime zobecnénou Radonovu transformaci pro nehomo-
genni materidly a rekonstrukéni metody.

V treti kapitole potom implementujeme v prostiedi programu
Matlab klasickou a zobecnénou Radonovu transformaci a také re-
konstrukéni metody a sice zpétnou projekei, filtrovanou zpétnou
projekci, Projekéni teorém a Algebraickou rekonstrukéni metodu
pro klasickou tomografii a pro tomografii nehomogennich materialu.
Zaroven u rekonstrukcénich metod testujeme vypocetni cas a jejich
presnost rekonstrukce obrazu vzhledem k origindlnimu obrazu.

V zavéru potom diskutujeme ziskané vysledky jednotlivych rekon-
strukénich metod. Soucasti prace jsou také skripty implemento-
vanych metod uvedené v piiloze.

Kli¢ova slova:

Radonova transformace; Zpétna projekce; Filtrovana zpétné pro-
jekce; Algebraicka rekonstrukéni metoda; Projekéni teorém; Kla-
sicka tomografie; Tomografie nehomogennich materialu
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Abstract

This diploma thesis deals with the implementation of numerical
tomographic methods for inhomogeneous materials, especially with
Radon transform of the image and its reconstruction.

In the first part of the text we get to know about the principles
of Radon transform. We will also talk about image reconstruction
methods such as Backprojection and Filtered Backprojection, which
are inverse methods to Radon transform. We will also get to know
other selected reconstruction methods such as Fourier slice theorem
and Algebraic reconstruction technique.

In the second chapter inform about tomography of inhomogeneous
materials. We will have a look at the basic equation of geometric
optics so-called Eikonal equation from which we can deduce wave
distribution an optically inhomoheneous enviroment and also Snells
law. Then we derive the generalized Radon transform for inhomo-
geneous materials and reconstruction methods.

In the third chapter, we implement the classical and generalized Ra-
don transform in the Matlab program as well as the reconstruction
methods, namely Backprojection, Filtered Backprojection, Fourier
slice theorem and Algebraic reconstruction technique for classical
tomography and for tomography of inhomogeneous materials. At
the same time, for the reconstruction methods we test the calcu-
lation time and their accuracy of image reconstruction in relation
to the original image.

Finally, we discuss the obtained results of each reconstruction me-
thods. Part of the thesis are also the scripts of implemented methods
mentioned in the attached documents.

Keywords:

Radon transform; Backprojection; Filtered Backprojection (FBP);
Algebraic recostruction technique; Fourier slice theorem; classical
tomography; tomography of inhomogeneous materials
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Uvod

Zaklad toho, ¢emu dnes fikdme Radonova transformace, polozil v roce 1917 ve své
préaci (6) rakousky matematik Johann Radon (1887-1956). Jednd se o vyznamnou
metodu v oblasti rekonstrukce obrazu, ktera se dnes vyuziva v fadé odveétvi, jako
jsou naptiklad medicina, astronomie, elektronova mikroskopie nebo optika. Princi-
pem transformace je ziskani projekci transformovaného objektu. Jednotlivé projekce
jsou ziskany integraci objektu podél paprski, které objektem prochazeji ve smérech
urcenych thly projekci. Nasledna rekonstrukce obrazu je provedena jako inverze
transformace, tedy integrace projekci pres ihly pod kterymi projekce vznikly. Prace
J. Radona zustala bez vétsiho povsimnuti jednak z duvodu toho, ze byla psana
némecky a predev§im proto, ze v té dobé nenasla vyuziti. V padesatych letech R.
Bracewell zabyvajici se radio astronomii odvodil bez znalosti Radonovy transformace
vztah mezi Fourierovou transformaci a Radonovou transformaci, ktery je dnes znam
pod ruznymi nazvy, jako jsou naptiklad Projekéni teorém, Centralni fezovy teorém
nebo Fourieruv fezovy teorém. I tato prace nenasla ve své dobé vyuziti z duvodu
velmi vysoké vypocetni naroc¢nosti, protoze metoda obsahuje vypocet dvourozmérné
inverzni Fourierovy transformace. Préace ziskala na vyznamu az s prichodem algo-
ritmu rychlé fourierovy transformace v prubéhu Sedesatych let. V sedmdesétych
letech s nastupem pocitacové tomografie, kterda se stala revoluci v mediciné pro
jejil moznost prohlizeni vnitinich orgdnu se znac¢nou pfesnosti a minimalnimi ri-
ziky pro pacienta, se vyraznéji zvysil zdjem o rekonstrukéni metody. Principem
pocitacové tomografie je pod zvolenymi tihly vyslani paprsku rentgenového zéarent,
které prochazeji objektem a dopadaji s jistou intenzitou na detektor, tak vznikaji
jednotlivé profily daného objektu. Tomografie je tedy zalozena na stejném principu
jako Radonova transformace. Rekonstrukéni problém je urceni vnitini struktury ob-
jektu, ¢i 1épe teceno, je to urceni nékterych vlastnosti vnitini struktury objektu
bez jeho poskozeni. Radonova transformace se stala stfedobodem Siroké skély re-
konstrukénich metod, které jsou obecné déleny do dvou zakladnich skupin. Prvni
skupinu tvori analytické metody, jako je napiiklad inverzni Radonova transformace
znama spise jako Zpétna projekce, respektive Filtrovana zpétna projekce nebo jiz
zminény Projekéni teorém. Druhou skupinu tvoii itera¢ni metody, které se déle
deli na algebraické metody, kam patii napiiklad Algebraicka rekonstrukéni metoda
nebo Simultanni algebraicka rekonstrukéni metoda a na statistické metody, jako
jsou napiiklad metody OSEM, MLEM ¢i metoda nejmensich ¢tvercu.



Cile diplomové prace

Cilem diplomové prace je seznameni se s Radonovou transformaci a vybranymi re-
konstrukénimi metodami, jako je Zpétna projekce, Filtrovana zpétna projekce, Pro-
jekéni teorém a Algebraicka rekonstrukéni metoda. Déle implementace téchto metod
pro klasickou tomografii a pro tomografii nehomogennich materialu a nasledné tes-
tovani implementovani metod.

Struktura diplomové prace

Diplomova préce je tvorena tfemi kapitolami. Kapitola 1 je vénovana klasické tomo-
grafii, respektive seznameni se s Radonovou transformaci a nasledné sezndmeni se s
vybranymi rekonstrukénimi metodami. V Kapitole 2 jsou odvozeny nutné zmény
transformace a rekonstrukénich metod pro tomografii nehomogennich materialu.
Kapitola 3 poté obsahuje numerické simulace, kde simulujeme klasickou tomogra-
fii transformaci a naslednou rekonstrukei obrazu snimku mozku. Déle simulujeme
tomografii krystalu, ktery ma odlisné latkové vlastnosti, nez jeho okoli. Na zavér
kapitoly potom rekonstruujeme obraz krystalu z projekci ziskanych digitalni ho-
lografickou tomografii. V zavéru prace potom diskutujeme vysledky numerickych
simulaci pro jednotlivé metody.



1 Principy tomografie

V této kapitole definujeme Radonovu transformaci v jejim integralnim tvaru. Déle se
budeme v této kapitole zabyvat zpétnou rekonstrukci puvodniho obrazu. Uvedeme
zde nékolik metod pro rekonstrukei a sice Zpétnou projekei, Filtrovanou zpétnou pro-
jekei, Projekéni teorém zalozeny na vztahu mezi Radonovou a Fourierovou transfor-
maci a také jednu ze zakladnich itera¢nich metod a sice Algebraickou rekonstrukéni
metodu.

1.1 Radonova transformace

Necht funkce f(z,y) definuje plochu na %2, potom Radonova transformace této
funkce je definovana jako paprskovy integral pres vSechny paprsky z. Tedy

fz/ijWMa

kde r je smérovy vektor bodu o souradnicich (x,y). Piepisme smérovy vektor r podle
obrézku (1.1) do tvaru

r=s&+ z¢,

kde ¢ je jednotkovy vektor definovany jako
& = (cosf,sinh)

a &' je jednotkovy vektor kolmy na & a je tvaru
¢ = (—sinf,cosb).

Potom transformaci muzeme piepsat do tvaru
Fo.0)= [ r(st+ 5z (1)

kde dvojice (s,#) tvoii souradnice v Radonové doméné. Ptes vSechna s a fixovany
tihel 0 je potom dvojice (s,#) projekeci obrazu f (x,y). Uvedme ekvivalentni zépis
transformace (1.1) s pomoci Diracovy ¢ funkce, ktery je vhodny pro praci ve vyssich
dimenzich a ktery vyuzijeme pii dokazovani nékterych vlastnosti transformace

ﬂaoz/ff@ww—ﬁMf (1.2)



(xy)
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Obrazek 1.1: Schéma pro definovani souradnic Radonovy tranformace.

Dalsim moznym zpusobem zapisu transformace je pomoci maticového nasobeni

G)-+l1)

kde A je matice rotace definovana jako

Ay = [cos@ —sin } '

sinf  cos6
Po roznasobeni ziskame

x = scosf — zsinf (1.4)

y = ssinf + zcos#. (1.5)

Potom muzeme transformaci zapsat ve tvaru
f(s,0) = / f(scosf — zsin6, ssinf + zcosf) dz. (1.6)

Definice 1 (Radonova transformace). Necht f(z,y) je spojitd funkce definovand
na R? a 7 je smérovy vektor bodu o souradnicich (x,y). Jestlize existuje f (s,0) pro
vSechny dvojice (s,0), potom

Fo)= [ s

je Radonova transformace funkce f(z,y) .



Vystupem Radonovy transformace je matice projekei pod jednotlivymi thly 6,
kde data z transformace se zobrazuji jako mnozstvi rozmazanych sinusovych vin s
ruznou amplitudou a fazi a proto se také tento vystup nazyva sinogram. Pozname-
nejme, ze existence, respektive jednoznacnost transformace zavisi na vlastnostech
funkce f (z,y). J. Radon ve své praci (6) ukézal, ze pro spojitou funkei s kom-
paktnim nosicem je transformace urcena jednoznacné integraci pres vSechny pa-
prsky s. Zaroven limity integrace v transformaci (1.1), (1.6) mohou byt koneéné v
zévislosti na omezenosti funkce f(x,y). Poznamenejme jesté, ze transformaci ob-
razu staci poc¢itat pouze pro thly € v intervalu (0, ), respektive pies libovolnou
polovinu kruhu, protoze projekce (s,6) a (s,0 + ) jsou shodné.

1.1.1 Vlastnosti transformace

Uved'me nékteré vlastnosti Radonovy transformace.

Homogenita

Pro libovolné k € R — {0} plati

Flske) = [ @ ks~ kemydr =K [ (@5 (s - 6o
a tedy

f ks, k&) = k|7 f (s,€).

Linearita

Necht Rf je Radonova transformace funkce f. Necht existuji funkce f a g a libovolné
konstanty ¢; a ¢o. Potom plati

[e.9]

R(aif +cag) = / [c1f + cag] 6 (s — £7) dif = le +cg=cRf +c2Ryg.

—00

Posun

~

Méjme transformaci Rf (x,y) = f (z,y) . Potom pro libovolné a a b plati
Rf (x—a,y—b) =/ / f(x—a,y—b)5(8—:v51—y€§> dady

a tedy

Rf(z—a,y—b) = f(s—a& —b&,€).



1.2 Zpétna rekonstrukce obrazu

V této sekci se budeme zabyvat rekonstrukci obrazu funkce f (z,y) z projekei
ziskanych Radonovou transformaci. V zavéru minulé sekce byla uvedena existence
jednoznacnosti transformace funkce f (z,y) za predpokladu, ze funkce je spojitd a
mé kompaktni nosi¢. Je tfeba poznamenat ¢lanek R. Marra (5), kde autor upo-
zornuje na dulezity fakt, ze k jednozna¢nosti transformace je navic zapotiebi
nekonec¢ného poctu projekci. Tedy pti aplikaci této metody pro feseni realného
problému je tfeba obétovat jednoznaénost transformace funkce f(x,y). Je ziejmé,
ze dobré aproximace transformace muze byt nalezena s vyuzitim stéle vétsiho poétu
projekci, zaroven pro rekonstrukci obrazu je pomoci znalost puvodniho obrazu,
tedy funkce f (x,y). Dale poznamenejme, Ze inverzni Radonova transformace, tedy
zpétna projekce, je Spatné podminény problém a tedy mala chyba v sinogramu zna-
mena velkou chybu v rekonstrukci. Protoze sinogram je castéji vysledkem méreni a
nikoli vypoctu je potieba co nejvyssi mozné dosazené presnosti méfeni pro zisk co
nejlepsi rekonstrukce obrazu. Pro rekonstrukci obrazu existuje fada ruznych metod.
V této sekci se budeme zabyvat metodou klasické zpétné projekce a filtrované zpétné
projekce s pouzitim filtrace pomoci konvoluce signalu nebo frekvenéni filtraci pro
zlepseni a k potlaceni nezadoucich vliva na vysledek rekonstrukce. Déle uvedeme
metodu Projekéniho teorému v anglicky psané literatufe pod nézvem projection
slice theorem nebo central slice theorem, kterd vychézi ze vztahu mezi Radonovou
a Fourierovou transformaci. Na zavér uvedeme jesté jednu ze zakladnich iteraéni
metod a sice Algebraickou rekonstrukéni metodu.

1.2.1 Fourierova transformace

V tomto odstavci struéné zavedeme Fourierovu transformaci a jeji diskrétni tvar,
ktery lze vyuzit v rekonstrukénich metodéach a sice ve Filtrované zpétné projekci,
respektive v Projekénim teorému. Pro po ¢astech spojitou a integrovatelnou funkci
f (t) je Fourierova transformace tvaru

F(s) = /_ T @)t

Jeji inverzni transformace je tvaru

f() ! /00 F (s)e™tds.

:% N

Nevyhodou této transformace je stejné jako u ostatnich integralnich transformaci
nutnost znalosti predpisu funkce F'(s), kterd neni vzdy zndma. Proto se v praxi
vyuziva diskrétni Fourierova transformace, ktera je ve tvaru

=

-1

D (S) _ d (t) 67i5t271'/N,

~+
Il
()



kde n =0,..., N — 1 a inverzni transformace je ve tvaru
N—

1
N

s=|

—_

d (t) — D (8) 6ist27r/N.

1.2.2 Zpétna projekce

Zpétné projekee, tedy rekonstrukce funkce f (z,y), je inverzni Radonovou transfor-
maci ve tvaru

g(2,y) = / " f(s.0) do. (1.7)

kde f (s,0) je funkce definujici projekce ziskané pri transformaci. Zpétna projekce
je tedy potom integral z funkce projekci pres vSechny thly 6, pod kterymi projekce
vznikly. Odvod'me z rovnic (1.4) a (1.5) soufadnice s a z. Nejprve vyjadifme z rovnice
(1.4)

—_

= (— 0 1.8
z = x+scos)sin9 (1.8)
a dosadime do rovnice (1.5). Tim ziskdme
7
Y= C_OS (—z + scosf) + ssinf.
sin 0
Potom soutadnice s je tvaru
s =xcost + ysind. (1.9)

Po dosazeni s do (1.8) je potom soutadnice z ve tvaru
z=—xsinf + ycosb.

Nyni dosadme v (1.7) za soutadnici s a z{skdvdme zpétnou projekci ve tvaru

g(x,y) :/ f (zcosd+ysinb, 0) de. (1.10)
0

Jak jiz bylo zminéno vystupem transformace je sinogram, ktery je obecné ve tvaru
matice, kde kazdy sloupec nebo tadek je tvoren souborem hodnot jedné projekce.
Tedy v praxi neni znam tvar funkce f a tedy nelze provést zpétnou projekci inte-
graci. V algoritmu pro zpétnou projekci se integrace funkce f nahrazuje pomoci tzv.
zpétného promitani. Algoritmus zpétného promitani vyplni podprostor kazdou jed-
notlivou projekci pod thlem, pod kterym byla projekce vytvorena a nésledné tyto
podprostory secte. Neboli pro fixovany uhel 6 je prirustek do zpétné projekce v bodé
(2,y) prosta hodnota funkce f (s,6), kde do s ve tvaru (1.9) dosadime soufadnice
bodu (z,y) . Tedy

1<~ ;
xr,y) = — xcosl; +ysinb;, 0;), 1.11
g(w.y) =~ Zl f( y ) (1.11)
kde n je pocet thlu # neboli pocet projekci. Poznamenejme, ze souétem podpro-
stortu vyplnénych projekcemi dochézi ke zkresleni v dusledku superpozice paprsku,
vznikd tzv. hvézdicovity efekt. Rekonstruovany obraz g (x,y) je navic neostry a malo
kontrastni. Tyto nedostatky obrazu lze potlacit ¢i odstranit vhodnou filtraci.



1.2.3 Filtrovana zpétna projekce

V této sekci popiseme moznosti, jak potlacit nebo odstranit vady zrekonstruovaného
obrazu g (z,y) , které vznikaji pfi zpétné projekci. Jak jiz bylo zminéno v zavéru mi-
nulé sekce, tyto vady lze potlac¢it vhodnou filtraci. Pro metodu zpétné projekce
postupné uvedeme dva pristupy filtraci a sice filtrovani projekci pred zpétnym
promitanim a filtraci po zpétném promitani. V praxi se dnes vice vyuziva prvni
pristup, tedy filtrovani projekci. Déle pro kazdy z pristupu zkracené odvodime
dvé metody provedeni filtrace a sice pomoci Fourierovy transformace a naslednym
nasobenim filtrem a pomoci konvoluce s filtrem.

Konvoluéni teorém

F(fxg)=[FN-[F9l=F-G,

kde F' (f) je Fourierova transformace funkce f, respektive g. Nyni dokazme teorém.
Transformace konvoluce funkei f a g je

F(f*g) :/_Z [/_Zf(x)g(z—x)dx] exp {—i2nwz} dz.

Zavedme substituci y = 2 — x, potom dy = dz. Nyn{ pfepisme piedchozi vztah do
tvaru

Firsa = [ 1] [ awe (-imo o dr
A tedy
F(fx*g)= /_Z f () exp {—i2nrwz} dx - /_Zg (y)exp{—i2nwy}dy = F - G.

Filtrovana zpétna projekce

~

Tento piistup nejprve filtruje kazdou jednotlivou projekei f(s,6) a teprve potom
se provadi zpétné promitani. K filtraci dochdzi bud'to ve frekvenéni oblasti a tedy
projekci je treba pred filtraci transformovat pomoci Fourierovy transformace nebo
v prostorové oblasti konvoluci projekce s filtrem. Nejprve uvedme zpétné promitani
odvozené v minulé sekci ve tvaru

g(x,y) = BF{'Fif (s,0), (1.12)

kde B je zpétné projekce, F je jednorozmérnd Fourierova transformace a F; ' je
inverzni Fourierova transformace. Definujme

f(w,0)=Fif (s,6).



Tedy f (w, 0) je Fourierova transformace projekee f (s,0). Dosazenim do predchoziho
vztahu (1.12) ziskdme zpétnou projekci ve tvaru

g(x,y) = BF{ ' f (w,0)

Nyni funkci f (w, ) ziskanou transformaci projekce nasobime korekénim faktorem
|k| . Zapisme
fr=FELf (w.0), (1.13)

potom po dosazeni do vztahu (1.12) dostaneme filtrovanou zpétnou projekei ve tvaru

g(z,y)=Bf" = /7r f*(xcosb + ysind, ) db,
0
kde nyni
g(x.y) = f(zy).
Ptepisme nyni korekéni faktor |k| do tvaru
|k = Fie(t),

kde ¢(t) je funkce jejiz Fourierova transformace je rovna faktoru |k|. Vratme se k
tvaru (1.13) a dosad'me za faktor |k|

fr=F [(Flc(t)) (Flf(w,e)ﬂ .
7 konvolucniho teorému pak plati, ze
Jr=cxlf,

respektive

= [ iwets-n.

o0

Po dosazeni za s = x cos 6 4 y sin 6 dostaneme filtrovanou zpétnou projekci ve tvaru

f(x,y):/Oﬂ/_oof(t,&)c(mcos@+ysin6,9)dtd6.

Lepsim pristupem je na misto hledani funkce ¢, jejiz Fourierova transformace je
rovna faktoru |k| hledani funkce 7 pro kterou bude platit 7 ~ |k| pro |k| < &, tedy
funkce 7 je aproximaci faktoru |k| pro oblast specifikovanou k. Obecné se 7 definuje
jako transformace filtrové funkce r (s)

(k) = Fir (s) = [k[w (k)
kde w (k) je okenni funkce. Upravme nyni (1.13) do tvaru

fo=Fr K w (k) £ (w,6), (1.14)



respektive

~

[r=FFRr(s) f(w,9).
Vyuzijeme opét na predchozi vztah konvolucni teorém a dostavame
F*(,6) =7 (s) % f (5.6). (1.15)

Nésledné filtrovana zpétna projekce je ve tvaru

floy) = /Oﬂ F (5.0) do, (1.16)

kde za f*(s,f) muzeme dosadit z (1.14), potom je filtrace fesena ve Fourierové
doméné pomoci ndsobeni nebo muzeme dosadit (1.15) a filtrace je Fesena konvo-
luci projekce s filtrem. Poznamenejme, ze vyhodou filtrované zpétné projekce podle
(1.15) je, ze neni zapotiebi fourierovsky transformovat projekce. Nicméné Fourierovée
transformaci se uplné nevyhneme, protoze filtr 7 je tfeba urcit z rovnice

= Fy k| w (k)]

Ramp filtr

V tomto odstavci zkracené odvodime filtr, ktery je nazyvan Ramp filtr nebo také
podle jeho autoru Ramachandrana a Lakshminarayana Ram-Lak filtr. Tento filtr je
jednou z moznosti jak nahradit funkei 7 v (1.15). Nejprve je tieba prevést spojity
filtr na diskrétni. Projekce f (s,0) jsou diskretizovany vzorkovanim se vzorkovaci
frekvenci 1. Nésledné muze byt s projekcemi nakladéano jako s omezenymi s $itkou
pasma 0, 5. Jak jiz bylo diive uvedeno filtr, respektive funkce 7 je tfeba omezit x,
protoze projekce jsou omezeny Sitkou pasu 0,5 lze Ramp filtr ve Fourierové doméné
definovat jako

w, |w|l<0,5
R“mp(“):{ 0 IWI>05

Do prostorové domény dostaneme Ramp filtr inverzni Fourierovou transformaci filtru
Ramp (w), tedy

oo o0

ramp (n) = / Ramp (w) exp {i2rwn} dw = 2/ w cos 2mndw
lsinmn 1 (sin** 2
= — - — . 1.17
ramp () = 3522~ £ (S ) (117)
Potom diskrétni tvar Ramp filtru (1.17) je
%, n=>0

ramp (n) = 0, n jesudé

ﬁ, n je liché

Zmifime jesté, ze jestlize projekce f (s,0) ma délku N, respektive pocet souradnic
s v projekci je N a také Ramp filtr je délky N, potom konvoluci projekce s filtrem
dostaneme konvolucni jadro o délce 2N — 1. Protoze do zpétného promitani je tieba
pouze N prvku z konvoluéniho jadra, vezmeme pouze N centrélnich prvku.
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Filtrovani po zpétné projekci

Jak nazev napovida, jako prvni se v tomto pristupu provede zpétné promitani, kdy
ziskdme rekonstruovany obraz g (x,y) , ktery obsahuje vSechny diive uvedené chyby,
jako je neostrost nebo hvézdicovity efekt. Teprve po zpétném promitani je provedena
filtrace bud'to ndsobenim filtrem ve Fourierové doméné nebo konvoluci s filtrem
v prostorové doméné. Nyni strué¢né ukazme obé moznosti. Vyjdeme ze zpétného
promiténi podle rovnice (1.10) a nasledné budeme obraz g (x,y) transformovat

G (u,v) = Fy[g (2, 9)],

kde F3 je dvourozmeérna Fourierova transformace. Nyni transformovany obraz ve
Fourierové doméné filtrujme faktorem |k|

G (u,v) = |k| G (u,v),

kde faktor |k| je tvaru |k| = vu? + v2. Na zdvér provedeme inverzni dvourozmérnou
Fourierovu transformaci G (u,v) a ziskdme

glr.y) = Fy'[G(uv)]
= Fy ([ G (u,0)]
= Fy ' k| Falg (=, y)]] (1.18)
= f(zy).

Nyni obdobné jako u zpétné projekce filtrovanych projekei definujeme filtrovou
funkci 7 (u, v) = |k|w (u,v) . Poznamenejme, ze tentokrat jsou 7 a w funkcemi dvou
proménnych. Dosadme za |k| v rovnici (1.18)

fx,y) = Fy [7Fy [g (z,y)]],

potom

f(z,y) =r(z,y)**g(x,y),

kde #* je dvourozmérna konvoluce a r (x,y) = F, ' [f] . Jesté poznamenejme znaénou
nevyhodu tohoto postupu. Obraz g (z,y), ktery je obvykle matice s rozméry n x n
konvoluci s filtraéni matici 7 (z,y) o stejnych rozmérech, ziskdme konvoluéni jadro
matice o rozmérech (2N — 1) x (2N — 1), tedy filtrovana matice g bude podstatné
vétsich rozmeéru nez origindlni obraz f (z,y). Zavérem jesté zminme, tak jako v
predeslé sekci vypocet zpétné projekce vyuzivajici zpétného promitani. Pro rekon-
strukei filtrovanych projekci bude tvaru

f(z,y) Zf xcosb; + ysinb;). (1.19)

Pro metodu filtrovani po zpétné projekei plati tvar (1.11).

11



1.2.4 Projekéni teorém

Lze se setkat i s dalsimi moznymi nézvy pro tuto metodu jako Projekéni fezovy
teorém, Centralni fezovy teorém nebo Fourieruv fezovy teorém. Metoda je zalozena
na vztahu mezi jednorozmérnou Fourierovou transformaci projekce f (s,0) a dvou-
rozmérnou Fourierovou transformaci puvodniho obrazu f (z,y). Nejprve definujme
teorém.

Definice 2 (Projekéni teorém). Necht pro thel 6 a vsechna s existuje projekce

A~

f(s,0). Potom plati, ze

SiFof (v,y) = F1f<57‘9)7

kde Fy,Fy jsou jedno-, respektive dvourozmérnd Fourierova transformace a Sy je
Tez dvourozmeérné Fourierovy transformace obrazu f (x,y) pod ihlem 0 prochdzejici
pocatkem.

Uvedenou definici jednoduchym odvozenim dokazme. Fourierova transformace
projekece f (s,0) je ve tvaru

F(w) = /f(s, 0) exp {—i2rws} ds.
Dosadme za f (s,0) z (1.6) a dostaneme
F(w) = / / f(scosf — zsinf, ssin @ + z cos 0) exp { —i2nws} dzds.

Nyni provedeme substituci souradnice (s, z), nahradime (x,y). Nejprve spoctéme
jakobian

ds 0Os

‘8(5,2) —det | 22 a_y‘
- Jz 0z
9 (z,y) o oy

O(x cos 0+y sin 0) O(z cos 04y sin 0)

_ ox dy
= det O(—zsinO+ycosh)  I(—zsinb+ycosb)

ox dy

cosf) sinf

= det —sinf cosf ‘

= 1.

Potom

(s,2)

drdz = dxdy = dxdy.
(z,y)

Transformaci potom muzeme piepsat do tvaru

Fi (w) = /_ Z /_ Z F (2, y) exp { —i2mws} dady.
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Dosadme za s z (1.9)
F (w) :/ / f(x,y)exp{—i2nw (x cos O + ysin )} dedy = F» (wcosf,wsinb),

kde F» je dvourozmérnd Fourierova transformace obrazu f (z,y). Poznamenejme,
ze tato metoda obsahuje jisté nedostatky, pro které dnes neni prilis vyuzivana.
Pred inverzni dvourozmérnou Fourierovou transformaci je nutna transformace z
polarnich soufadnic (w,#) na kartézské (u,v), kterou jsme naznacili u = wcosé
a wsinf. Zaroven, jak muzeme vidét na obrazku (1.2), vétsina transformovanych
hodnot ziskanych projekcemi je soustiedéno kolem stiedu otdceni, neboli mnozstvi
hodnot je soustiedéno v nizkych frekvencich a se zvysujicimi se frekvencemi pocty
hodnot ubyva. Coz vede k problému, protoze vysoké frekvence zduraznuji detaily, o
které tedy prichazime. To tedy znamend, ze pred inverzni Fourierovou transformaci
je tieba jesté provést interpolaci.

Obrazek 1.2: Transformované projekce pod jednotlivymi thly.

1.2.5 Iteraéni metoda

Algebraické rekonstrukéni metoda patii do skupiny iteracnich metod, které zvlaste
v poslednich letech ziskaly na oblibé pii rekonstrukci obrazu. Iteraéni metody rekon-
strukce obrazu z projekci vychézeji z feSeni linedrnich algebraickych rovnic tvaru

Axr = b,

kde matice A se obecné nazyva matice tuhosti, b je vektor namérenych hodnot a x je
vektor neznamych. Piekryjme origindlni obraz definovany funkei f (z,y) ¢tvercovou
siti. V kazdé buiice, respektive pixelu f;; definujeme obraz f (x,y) konstantou, tedy
origindlni obraz je aproximovan N konstantami f;;. Nyni budeme vyzadovat, aby
paprsky projekce mély urcitou tloustku 7, viz. obrdzek (1.3). Potom integral podél
paprsku projekce f(s, 0), ktery jsme definovali v predchozim textu (1.1), (1.2), (1.6),
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Obrazek 1.3: Schéma iteraéni metody.

nyni budeme definovat jako sumu konstant F;; podél jednotlivych paprsku a pres
vSechny thly

PE0;) = ww(i,60;) Fi, (1.20)
k=1 I=1
kde i =1,...,m, j =1,...,n a wyg (i,0) je vahovy faktor jehoz hodnotu muzeme

definovat jako obsah, ktery vyplni v bunce Fj; prochazejici paprsek. Tim ziskdvame
soustavu rovnic, kde matice A je

[ w11 (1,1) w12 (171) Wmm (1,1) T
A= | wyy(m,1) wiz(m,1) ... Wy (m,1) |,
| wip (myn) wig (m,n) ... Wy (M,n)

tedy matici A naplnime vahovymi funkcemi. Vektor pravé strany b je
Fi

b= :
an

Poznamenejme, ze matice A je tidkd, protoze vétsina vahovych faktoru wy, (i, 60) je
rovna nule. Za piedpokladu, Ze sit, kterou jsme piekryli obraz f (x,y), bude ob-
sahovat pouze nékolik pixeli a bude naméreno pouze nékolik projekci, potom lze
soustavu Ax = b Tesit standardnimi metodami jako naptiklad Gaussova eliminace ¢i
LU rozklad. Jak jiz jsme psali, presnost aproximace transformace je pfimo imérna
poctu projekci. Déle také redlny feseny problém ma alespon 256 x 256 pixelu a
tedy matice A ma obecné rozméry v desitkach tisic hodnot, a tedy systém je prilis
velky na feseni pomoci standardnich metod. Déle pocet rovnic (1.20) muze byt
mensi nez pocet neznamych ve vektoru x. Potom tedy dostaneme nekonecné mnoho
feseni. Navic jesté dodejme, ze vektor namérenych hodnot b obsahuje chyby méfeni,
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které by se projevily v feSeni. Existuje fada iteracnich metod jako napriklad Al-
gebraicka rekonstrukéni metoda nebo Bayesianova metoda. Ideou iteracnich metod
je zvolit poc¢atecni odhad obrazu F}). Obvykle je po¢atecnim odhadem matice nul,
pripadné se za pocateéni odhad bere vysledek ziskany filtrovanou zpétnou projekei.
Pro tento pocdtecni odhad FJY) se spocitaji projekce ¢ podle (1.20). Nésledné jsou
tyto spoctené projekce ¢ porovnany s namérenymi projekcemi p. Timto porovnanim
ziskame korekéni faktory pro spoctené projekce, které o tyto faktory opravime a
nasledné provedeme zpétnou projekci a tim ziskdme novy odhad obrazu F},. Poté
znovu pocitame projekce ¢ a porovnavame s p. Takto postupujeme, dokud neni
dosazeno pozadované presnosti rekonstruovaného obrazu, respektive dokud nejsou
korekeni faktory mensi nez zvolena mez, poptipadé dokud neni dosazeno zvoleného
poctu iteraci. Matematicky tento postup muzeme zapsat ve tvaru

F]?lwkl (Z7 0) — P (la 9)
W (i,0) - Wy (i, 0)

Fkll = Fl?l - Wy (4,0) (1.21)
kde @y (i,0) = (w11 (3,0), ..., w1, (1,0), ... W (1,0)) a jmenovatel Wy (i,0) -
Wy (1,0) je skaldrni souc¢in vektoru vah @y (i,60) sdm se sebou. Prepisme (1.21)
do tvaru, ktery se jiz obecné vyuziva v implementacich

p(i,e) B Q(ive)

SR —wy (4,0) ,
Zk:l Zk:lwil (4,0) .

Fy=Fy'+

kde
q(i,0) = F 'wi (6,0) =Y > wi (6,60) Fy

k=1 I=1

Neboli korekce bunky, respektive pixelu je

. . 1,0) —q (2,60 )
AFy=Fj - Fit = 20O 000 g (1.22)

D ket Dkt Wiy (4,0)
Tedy oprava kazdého pixelu je ziskdana z rozdilu mezi namérenou projekci p a
vypoctenou projekel ¢, ktery je normalizovan Y0 > wi, (i,6) a kazdd korekee
jesté nasobena piislusnou vahou wy, (i, 6) .

Algebraicka rekonstrukéni metoda

Také se muzeme setkat s anglickym nazvem metody Algebraic reconstruction tech-
niques (ART). V implementaci této metody se obecné v rovnici (1.22) aproximuji
véhové faktory wy, (i,0) konstantami 0 a 1 v zavislosti na paprscich projekce. Pokud
paprsek projekce prochézi danou bunkou, potom je vahovy faktor wy, (¢,6) aproxi-
movan jednickou, v opa¢ném piipadé nulou. Ve jmenovateli rovnice (1.22) potom
dojde ke zjednodusent Y ;" > wi, (i,0) = N, kde N je pocet pixelu jimiz paprsek
projekce projde. Potom rovnici (1.22) muzeme piepsat do tvaru
p (iv 9) —q (iv 9)

AFy=F,— F'= N : (1.23)
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Tento krok vyrazné zjednodusuje implementaci metody, ale zaroven muze byt zdro-
jem chyb, kdyz N neni dobrou aproximaci jmenovatele rovnice (1.23). Tento zdroj
chyb muzeme omezit, kdyz rovnici (1.23) prepiSeme do tvaru

p(i,0) q(i.0)

AFy =Fj,— F' = TN (1.24)

kde L je vzdalenost, kterou paprsek urazi rekonstruovanou oblasti. Tato metoda
nabizi pomérné snadnou implementaci, ale obsahuje také nedostatky v podobé apro-
ximaci vdhovych faktoru wy, (i, 0) a také suma projekei ¢ (6) neni nejlepsi aproximaci
odpovidajici méfenym projekeim p. Sum vznikajici z téchto nedostatki je mozné re-
dukovat pomoci relaxa¢niho parametru a tak, ze jim vyndsobime opravu pixelu
AFy;. Tedy oprava pixelu bude tvaru aAFj;, kde a < 1. Velikost relaxa¢niho para-
metru « se obvykle snizuje se zvysujicim se poctem iteraci.
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2 Tomografie refraktivnich materialia

V této kapitole se budeme zabyvat omezenim klasické tomografie, kdy paprsek
prochézi mezi zdrojem zareni a detektorem prostredim o ruznych optickych vlast-
nostech, jejiz vlivem dochdazi k lomu paprsku. Dusledkem toho, poloha paprsku do-
padajictho na detektor neodpovida mistu, odkud byl paprsek vyslan. V této kapitole
odvodime $ifeni paprsku v nehomogennim prostiedi.

2.1 Eikonalova rovnice a Snelluv zakon

Pied odvozenim eikondlové rovnice uvedme Maxwellovy rovnice, které pii odvo-
zovani vyuzijeme.

Maxwellovy rovnice

. 9B
L 9D
VxH= —%t (2.2)

2.1.1 Odvozeni Eikonalové rovnice

V tomto odstavci odvodime jednu ze zakladnich rovnic geometrické optiky a sice
Eikondlovou rovnici. Rovnici ziskdme odvozenim z Maxwellovych rovnic. Necht in-
tenzita harmonické viny je tvaru

—

E (7,t) = Ey (7) exp {ikoS (7) — iwt} (2.3)

kde Ej je amplituda intenzity pole, kq je vlnovy vektor, S je eikonal a w je frekvence.
Stejné zaved me magnetickou intenzitu pole.

—

H (7,t) = Hy (7) exp {ikoS () — iwt} (2.4)
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kde H, je amplituda intenzity pole. Nyni vyuzijeme materialovy vztah pro indukci

D
D =¢€F, (2.5)

kde € je permitivita materidlu. Dosadme do Maxwellovy rovnice (2.2) za intenzitu
H 7z rovnice (2.4) a za indukci D z (2.5) a vyuzijme vztah pro rotaci soucinu vektoru
a skalaru

V x (ta) = a(V x 0) + (Va x 7),,
potom ziskdme
(V X h?()) exp {ikoS} + ikg (VS X I—fo) exp {ikoS} +iweEy exp {ikoS} = 0. (2.6)

Z definice vlnového vektoru kycy = w upravme (2.6) do tvaru

Vox Hy) =4 (VS x Hy) +icocEy = 0. (2.7)
(Vo) 75+ (75 1)

Prvni ¢len rovnice (2.7) muzeme zanedbat, protoze uvazujeme A jdouci limitné k
nule a potom tedy

(vs X ﬁo) +cocEy = 0. (2.8)

Stejnym postupem muzeme z Maxwellovy rovnice (2.1) a z materidlového vztahu
B = puH odvodit rovnici

<VS X E@) — C(),u]'jo =0. (29)
Nyni z (2.9) vyjadiime H, a dosadime do (2.8) a ziskdme

(vs x E)
Copt

VS x + coeEy = 0. (2.10)

Vyuzijme vektorové identity
@& — 5(@*- E)

na prvai ¢len rovnice (2.10) a ziskdme

S

dXbxc=

VS (vs - EO) — By (VS-VS) + EepBy = 0. (2.11)

Prvni élen rovnice (2.11) je roven nule, protoze VS - Ey = 0. Potom rovnice (2.11)
prejde do tvaru

[(VS)2 — cep] Ey = 0.

2

Polozme n? = c3eu, potom Eikondlovou rovnici miZeme zapsat ve zndmém tvaru

(VS)* =n?. (2.12)
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Obrazek 2.1: Schéma Snellova zdkona.

2.1.2 Klasické odvozeni Snellova zakona

Snelluv zédkon popisuje siteni vinéni, které prochazi pres rozhrani dvou prostredi s
odlisnymi optickymi vlastnostmi. Ke klasickému odvozeni Snellova zédkona vyuzijeme
schématu pruchodu paprsku prostiedimi na obrazku (2.1). V misté dopadu paprsku
A vztycme kolmici k rozhrani, také nazyvanou kolmice dopadu. Uhel dopadu mezi
dopadajici vinou a kolmici dopadu oznac¢me a. Uhel mezi prochézejici vinou a kolmici
dopadu je tihel lomu a oznac¢me ho 3. Cas potfebny k urazen{ vzdalenosti mezi body
A a B podle obrazku (2.1) je
51 52

t= + —,
U1 V2

kde s = Va? + x2, s = /0> + (I — x)2 jsou dréhy v prostiedi 1, respektive 2 a vy a
vy jsou rychlosti siteni paprsku v prostiedich. Podle Fermatova principu se paprsek
Sit1 po extremdlni draze, neboli hleddme drahu s minimadlni ¢ (z) . Tedy

dt T

l—x
Rah— — =0.
dr  viva? + 22 Vs /62+(l—x)2

T l—x

7, obrazku (21) plyne, Ze sin o = Nl a sinﬂ = m, tedy

sina sinf

U1 V2

Za rychlosti dosadme podle definice v = =, potom ziskame Snelltiv zakon ve znamém
tvaru

ny sin a = ng sin S.
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2.1.3 Odvozeni Snellova zakona pomoci Eikonalové rovnice

Definujme smér §ifeni vlny pomoci obecného vektoru (k,, k,). Zaroven definujme
konstantu k tak, ze k (k,, k,) je vlnovy vektor. V prostfedi 1 musi vlnovy vektor
k (k:;z, k:;y) spliiovat eikonalovou rovnici ve tvaru

Ox Ay '
Dosad'me do eikondlové rovnice vinovy vektor v prostiedi 1 a dostaneme
2 1)2 1)2 2
2 (k) + (6)7) = i
Potom konstanta k je

ni

N

Rovinna vlna v prostiedi 2 ve tvaru (k‘f}L ka) musi spliiovat eikonalovou rovnici,

k| =

ale také musi byt spojité s vlnou z prostiedi 1 na rozhrani. Dosad me vinu (kim, kiy)
do eikondlové rovnice

((2)"+ (12)") = n3 (2.13)

Podminka na rozhrani prosttedi je

kx = kklz,
potom
k2 = kk..

Dosadme za k2 v rovnici (2.13)

k2| = \/nd — (kKL)%

Obecné je index lomu kladny a zaroven uvazujme kladné slozky vektoru vin v
prostredich, potom muzeme odstranit absolutni hodnoty pro k a k;; Pomoci sinové
véty definujme thel dopadu «, respektive thel lomu

. ok k!
Sin & = = 2 12 )
(0 ) (7 ()

2 1

Sinﬂ _ k’x _ Tllk’z

027+ 027 magf (2 + 1))
Potom pro podil thli a a g dostavame Snelluv zédkon v klasickém tvaru

sinae no

sinf ng
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2.2 Radonova transformace pro refraktivni material

V této sekci odvodime chovani paprsku, respektive siteni paprsku prochazejiciho
prosttedim, ve kterém se méni index lomu. K tomu vyuzijeme z predeslé sekce uve-
deného Snellova zdkona. Uvazujme prostiedi, jako je na schématu (2.2), kde mezi
vrstvy vzduchu 1 a 3 s indexem lomu n; vlozime krystal s indexem lomu ns. Paprsek
rozdélime do tii casti a sice pred krystalem, uvniti krystalu a za krystalem. Hra-
nici mezi prostiedimi 1 a 2 bude hrani¢ni podminka 2, a hranici mezi prostiedimi 2
a 3 bude hrani¢ni podminka z;. V odvozeni jednotlivych parametru budeme c¢asto

N

Obréazek 2.2: Schéma modelu tomografie nehomogenniho materialu.

vyuzivat sinovou vétu a schéma modelu na obrdzku (2.2).Nejprve odvodme para-
metr AS, ktery vyuzijeme pii vypoctu dalsich hodnot a ktery je zaroven posunem
paprsku ve sméru osy s mezi prostedimi 1 a 3.

AS d

sin (0 —a)  sinm/2’

kde 6 je tihel pod kterym vznika projekce nebo také ze Snellova zakona 1ihel dopadu,
« je thel lomu definovany jako o = arcsin <Z—; sin a) a d je vzdalenost, kterou urazi
paprsek v prostredi 2 a je roven

21
cosa’

kde [ je polovina §itky prostiedi 2. Potom parametr AS je

AS — 2lsm(9—a).

COS &

Nyni definujme podminky zy a z;, které pro kazdy paprsek projekce f (s,0), neboli
pro kazdé s definuje dvojici soutadnic z, ve kterych paprsek prechazi z prostiedi 1 do
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prostiedi 2, respektive z prostiedi 2 do prostiedi 3. Parametr z; nejprve odvodime

pro paprsek f (0,0) , ktery prochazi sttedem otaceni. Parametr zo v s = 0 je
—1

20 = —,

07 cosd

poznamenejme zaporné znaménko pred zlomkem, hodnota parametru se nachazi v
zapornych hodnotach osy z. Nyni k zy pricteme posun Az, ktery predstavuje posun
ve smeéru osy z mezi paprskem prochézejicim pocatkem a libovolnym jinym.

in 6
Azy = oSy stand,
cos
potom z; je
2o = — stand. 2.14
07 cosf * ( )
Parametr z; je
21 = 2o+ AZl, (215)

kde Az je vzdélenost, kterou urazi paprsek v prostiedi 2 ve sméru osy z a je tvaru

2 . 2
A21:\/( 2 ) _(QJSm(e—a))
COS (x COS &

Potom z; je

\/( 91 )2 (2[3111((9—04))2
2 =2+ e
COS (¥ COS (¥

Pivodni vipocet projekee f (s, ) napiiklad podle vzorce (1.6) je nyni tieba rozdélit
na soucet tii projekci

~

f(S,@) = fl (579) +f2 (579) +f3 (379)7

kde ﬁ (s,0) jsou projekce v jednotlivych prostiedich a jsou piirustkem do celkové
projekee f (s,0) modelu. Nyni v jednotlivych prostiedich odvodime rovnice pro pa-
prsky projekci ﬁ (s,0) . Pro rovnici paprsku vyuzijeme diive uvedeny maticovy tvar
(1.3), respektive rovnice (1.4),(1.5).

Pted krystalem

V prostiedi 1 pred krystalem plati pro soutadnici z podminka z < zy. Zde plati stejné
rovnice (1.4) a (1.5) jako v klasické tomografii, tedy projekci Radonovy transformace
lze psat ve tvaru

~

20
fl(s,Q):/ f(scosh — zsinf, ssinf + zcosh) dz.
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Uvnit¥ krystalu

Uvnitt krystalu, tedy v prostredi 2 plati pro souradnici z podminka zy < z < z;.
Soutadnice s je zde definovana jako linedrni funkce soutradnice z ve tvaru s = Az+ B.
Konstanty A a B urc¢ime z jednoduché soustavy rovnic

Azg+ B =3s
Az + B =s+ AS.
Potom
AS
A— (2.16)
Z1 — R0
a
AS
B=s— 2270 (2.17)
Z1 — 20
Soufadnice s je potom ve tvaru s = ZfTSjO +s— QSTZZ%. Rovnice (1.4) a (1.5) budou
nyni tvaru
AS AS
x = ( S 0 ) cosf) — zsin#, (2.18)
Z1 — 20 Z1 — 20

S_
21 — 20 21 — 20

A A
= ( 5z + 5 ) sin + z cos 6. (2.19)

Potom projekce Radonovy transformace uvnitt krystalu je

5 =t A A 0 A
fals,0) = / f< 52 4Bt g B L
20 Z1 — 20 21 — 20 21 — 20
Z1 — 20

Za krystalem

V prostiedi 3 za krystalem plati pro z podminka z > z;. Oproti prostiedi 1 dojde
v rovnicich (1.4) a (1.5) pouze k posunu v soufadnici s, tedy s = s + AS a potom
rovnice (1.4) a (1.5) jsou tvaru

x=(s+ AS)cosf — zsinb, (2.20)

y=(s+ AS)sinf + zcos¥. (2.21)

Tedy projekce transformace je

~

f3(s,0) = / f((s+ AS)cos@ — zsinf, (s + AS)sin € + z cos ) dz.
Poznamenejme piipad kdy projekce vznikd pod thlem ¢ = 0 nebo || = 7/2. V

téchto pripadech nedochazi k lomu paprsku a tedy pro projekce plati rovnice odvo-
zené v predchozi kapitole o klasické tomografii.
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2.3 Zpétnad rekonstrukce obrazu refraktivniho ma-
terialu

V této sekci upravime rekonstrukéni metody, které jsme jiz diive odvodili. Tak
jako v minulé kapitole i nyni potfebujeme ze soufadnic (z,y) odvodit souradnice
(s,2z). Souradnice (s,z) budeme odvozovat stejné jako v minulé sekci (z,y) pro
kazdé prosttredi, tedy pred krystalem, uvnitt krystalu a za krystalem. Nyni budou
okrajovymi podminkami mezi prostfedimi pevné zvolené soutadnice yy a y;. Jejich
volba zavisi na puvodnim origindlnim obrazu a na rozdil od parametru zy a z; se
neméni v zavislosti na souradnici x nebo y.

Prostredi pred krystalem

Zde plati pro soutadnici y podminka y < yo. V tomto prostiedi plati pro souradnice
(s,2) rovnice (1.9) a (1.8) odvozené v minulé kapitole v sekci vénované Zpétné
projekci.

Prostiedi uvniti krystalu

Uvniti krystalu plati pro y podminka yp < y < y;. Pro toto prostiedi odvodime
soufadnice (s, z) z maticového tvaru

A
M
Y z
Nyni obé strany rovnice vynasobme zleva matici A_4, ktera je tvaru

A9:|: cos 6 smﬂ}.

—sinf cosf
Tim ziskame
x Az+0b
A_y =
Y z
a po roznasobeni ziskdme rovnice

xcosf +ysinh = Az+ B (2.22)

—xsinf +ycosf = z. (2.23)

Do rovnice (2.22) dosadme za soufadnici z z (2.23) a za A a B z (2.16),(2.17) a
dostavame

(2.24)

[ AS sin 6’} { . AS cos 91 ASzy
s=ux |cos + ———| +y |sinf — +

21 — 20 21 — 20 21 — 20
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Prostiedi za krystalem

Pro prostied{ za krystalem plati podminka y > y;. Soutradnice (s, z) odvodme opét
z maticového tvaru

][]

potom
{s—l—AS}:A_g{x}
z y
a tedy
s=—AS+xcosf + ysinf (2.25)
a
z = —xsinf + ycosb.

2.3.1 Zpétna projekce a filtrovana zpétna projekce s refrakci

Pro rekonstrukci pomoci Zpétné projekce, respektive Filtrované zpétné projekce
vyuzijeme jiz znamych vzorcu (1.10), (1.16), tedy

g(x,w:/oﬁf“(s,e)de

a
gle)= [ f (s.0)ds
0
kde 5 je
xcosf 4+ ysind, y < Yo
S=1¢ x |:COS€ + —Ajfiznoe} +y [Sin@ — Ajf‘;ze] + ﬁi‘;, Yo<y<u

—AS + xcosf+ ysind, y1 <y

2.3.2 Algebraicka rekonstrukéni metoda s refrakci

Pro metodu plati vzorce (1.23),(1.24) odvozené v piedchozi kapitole. Rovnice pro
vypocet projekei (1.20) zustava také v platnosti, ale pro paprsky prochézejici
prostiedim plati, ze v prosttedi 1 pred krystalem plati rovnice (1.4) a (1.5). V
prostfedi 2 uvniti krystalu pro soutradnice x a y plati rovnice (2.18) a (2.19). V
prostiedi 3 za krystalem pak plati pro paprsky rovnice (2.20) a (2.21).
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3 Numerické simulace

V této kapitole provedeme simulace metod, které jsme v predchozich kapitolach od-
vodili, tedy Radonova transformace obrazu s refrakci i bez a néasledné rekonstrukci
obrazu pomoci Zpétné projekce s i bez filtrace, Projekéni teorém a Algebraickou re-
konstrukéni metodu. Tomu jsou vénovany prvni dvé sekce kapitoly. Nésledné ve tieti
sekci budeme rekonstruovat obraz ze sinogramu, ktery byl ziskan digitalni hologra-
fickou interferometrii. Implementace metod probéhla v prostiedi programu Matlab.
V jednotlivych sekcich strucné popiseme vytvorené skripty pro metody v matlabu.
Kompletni vytvorené skripty metod jsou k nahlédnuti v ptiloze této prace.

3.0.1 Zmény nutné pro matlabovské skripty oproti teorii

K reprezentaci sinogramu originalnitho obrazu budeme vyuzivat v matlabu matice.
Matlab ma pocatek c¢islovani prvki matice v levém hornim rohu. Jednotlivé prvky
matice potom ¢isluje od levého horniho rohu smérem k pravému spodnimu rohu viz
schéma matice (3.1).

(1,1) ... (L,m)
: : (3.1)

(m,1) ... (m,m)

To ma za dusledek prohozeni kladné a zaporné osy y oproti klasickému souradnému

systému, ve kterém jsme odvozovali vzorce. To nasledné vede k problému, kdy
dochazi k otaceni o tihel # proti obvyklému sméru. Je tedy tieba transformace hlu
0 na thel —0. Zaroven zminme, ze prohozeni kladné a zaporné osy y ma vliv na smeér
paprsku, které se budou pohybovat opa¢né, nez jak jsme uvedli v teorii, jak muzeme
vidét na schématu (3.1). Zména sméru pohybu paprsku znamend, Ze posun paprsku
mezi prostfedimi 1 a 3 ve sméru osy s bude zaporny, tedy ve vzorcich dosadime
—AS. V nasledujicim odstavci popiseme struéné funkei index XY, kterd v matlabu
bude pocitat ze soufadnic (s, z) souradnice (z,y) na zakladé rovnic odvozenych v
sekci 2.3 a upravenych o zmény uvedené v tomto odstavci.
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Obrazek 3.1: Schéma modelu tomografie nehomogenniho materialu pro Matlab.

3.0.2 Funkce a konstanty pro implementaci skriptii metod

Funkce indexXY

V tomto odstavci popiSseme funkci indexXY jejimiz vstupnimi parametry bu-
dou thel 0, souradnice v prostoru (s, z), soufadnice stredu otaceni (Z,id, Ymid) s
soutadnice ve sméru osy y stfedu origindlniho obrazu imad, relativni index lomu N
a polovina sitky krystalu [. Vystupem potom budou soutadnice (z,y). Vyjdéme z
maticového tvaru

HESNEEAE

kde jsme oproti (1.3) do rovnice ptidali posun (T4, Ymia), ktery definuje stred
otaceni a kde matice rotace A_gy je tvaru

cosf sind }

—sinf@ cos0

|

Nyni obdobné, jako v sekci 2.3, napiSeme rovnice pro soufadnice (x,y) pro jednot-
liva prostiedi a zahrneme do nich také nové éleny (4, Ymia) a také nutné zmeény
uvedené v predeslé sekci, tedy —6, ktery jsme jiz ilustrovali v maticovém tvaru a z
této zmény vyplyvajici zménu znaménka pro AS. Potom muzeme funkci index XY
definovat nésledujicim zpusobem

Tmig +scos + zsinb, 0] =5V0=0Vz <z

T = xmid—i—(—%—i—s—i—%)cosﬁ%—zsinﬁ, 2> 20Nz < 2z (3.2)
Tmia + (s — AS) cos + zsin 0, z >z

Ymid — §sinf 4+ zcost, || =5VO=0Vz<z

Y =21 Ymid — (;ﬁig—l-s—i-%) sin @ + z cos 6, 2>z Nz2<zn (3.3)
Ymia — (s — AS)sin @ + z cos 6, 2>
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Protoze jsme do funkce indexXY pridali volbu polohy sttedu otaceni, je nutné opravit
parametr zg, ktery jsme puvodné odvozovali pro stfed otdceni ve stiedu obrazu. V
rovnici (2.14) doplnime ¢itatel zlomku o zménu polohy stfedu otaceni v souradnici
y, tedy

—Ymid + tmaed + [

+ stané.
cos

20 = —
Funkci budeme v matlabu volat predpisem

[z, y] = index XY (0, s, 2, Ymid, Tmid, imid, N, ).

Rmax

Jak jsme uvedli v prvni kapitole, limity integrace Radonovy transformace nemusi
byt nutné nekonecné. Zalezi na transformovaném obraze f (z,y) . My budeme trans-
formovat obrazy, které budou diskretizovany a popsany matici. Parametrem Rmazx
definujeme limity integrace a tedy transformace bude tvaru

Rmax
feo = [ fwyds

—Rmax

Parametr definujme jako
rmax = ceil ( 2(a+ AS)* + 1> :

kde ceil je matlabovské zaokrouhlovani smérem nahoru, AS je posun paprsku ve
sméru osy s a a je tvaru

a = max {l]- - xmid| ) |1 - ymzd| ) |l6ngth (fx (ZE, y)) - xmid| ) |length (fy (Jf,y)) - ymid|}

definujici nejvétsi vzdalenost obrazového bodu funkce f (z,y) od stfedu otaceni
(Tmids Ymia) Ve sméru osy x, respektive y.

3.1 Kilasicka tomografie mozku

V této sekci budeme simulovat metody, které jsme odvodili v prvni kapitole. Simulace
provedeme na vygenerovaném obrazu scanu mozku, ktery v matlabu ziskame pomoci
funkce phantom(n), kde n je rozmér obrazu, ktery jsme zvolili n = 201. Funkce
vytvori Sedoténovy obraz (3.2), respektive vytvoif matici o 201? prvcich, ve kterych
je funkce definovana konstantou. Ve skriptu pro Radonovu transformaci, ale i ve
skriptech metod rekonstrukce, vyuzijeme funkci indexXY a také parametr Rmaz.
Byt jsme oboje odvodili na zacatku této kapitoly pro tomografii s refrakei, staci si
uveédomit, ze pro klasickou tomografii bude platit, ze relativni index N = ™ =

Potom 1hel a nebo také tihel lomu ze Snellova zékona bude roven 6 a tedy 2 toho
plyne, ze posun paprsku AS je roven nule, potom i hodnotu parametru [ muzeme
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Obrazek 3.2: Scan mozku vygenerovany funkci phantom.

zvolit libovolné. Tedy ve funkci indexXY se v prostiedich 2 a 3 rovnice pro souradnice
x a y upravi na znamy tvar (1.4),(1.5), odvozeny v prvni kapitole. Transformace
a nasledné rekonstrukce probéhnou pro thly 6 € [—g, %} . Uhly 0 jsme linearné
rozlozili mezi koncové hodnoty intervalu pomoci prikazu linspace a jejich pocet

stanovili na 80. Souradnice stfedu otaceni jsou x,,;,0 = 101 a ¥, = 101.

3.1.1 Transformace obrazu scanu mozku

V této simulaci budeme porovnavat nami navrzenou funkci Radonovy transformace
radont s matlabovskou funkci radon. Struéné popiseme skript funkce radont. Na
uvod poznamenejme, ze integraci v definovani transformace jsme aproximovali po-
moci doprednych projekci, tedy

. 00 1 2Rmaz+1
f(s,@):/ f(m,y)dz%m Z fXY), (3.4)
— i=1

kde souradnice X a Y jsou vystupem z indexXY. Pro souradnice (X,Y’) plati
podminka X < n, respektive Y < n. Tedy soutadnice jsou uvniti obrazu jesté
dodejme, Ze obecné vystupem indexXY jsou realné soutradnice a je tedy treba
soufadnice zaokrouhlit pomoci prikazu round. Funkce si nejprve spocte pomocné
parametry a, AS a Rmax, pomoci kterych se nasledné definuji hodnoty soutadnic
(s, z) tak, ze

s =—Rmax,...,0,..., Rmax

z=—Rmax,...,0,..., Rmazx.

Nyni pomoci tii do sebe vnotenych for cyklu a pomoci vyse uvedené aproximace
(3.4) bude funkce pocitat projekce. Vnéjsi for cyklus bude postupné dosazovat thly
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0;. Do néj vnoreny cyklus dosazuje do doptedné projekce (3.4) postupné souradnice
s a do néj vnoreny cyklus dosazuje souradnice z. Pruchodem pies vsechna z ziskdame
jeden paprsek transformace prochazejici obrazem, tedy jednu hodnotu v projekci.
Potom prichodem pres vSechna s ziskame celou projekei a nakonec pruchodem pres
v8echny dhly € dostaneme celou transformaci obrazu. Na obrazku (3.3) jsou sino-
gramy obrazu (3.2) pro vytvofenou funkci radont a pro matlabovskou funkeci radon.
Byt vizudlné vypadaji sinogramy na obrazku (3.3) stejné, tak odchylka mezi sino-

Sinogram funkce radont Sinogram funkce matlabu

018
016 00
014

042

0.08
008 50
004

002

Brad) Hdeg)

Obrazek 3.3: Porovnani sinogramu vytvorenych implementovanou funkci radont a funkci
matlabu radon.

gramy méfenou euklidovskou normou je
|radont — radon||, = 2.3778e + 03.

Poznamenejme, ze zdsadnim rozdilem mezi sinogramy je jejich intenzita. Jak si
muzeme vsimnout na meéritkach jednotlivych sinogramu pro normované sinogramy,
je jejich odchylka rovna 1,0384. Funkci radont pro Radonovu transformaci budeme
volat prikazem

(X, Y] = radont (obraz, 0, Tmid, Ymia, N, 1) .

3.1.2 Rekonstrukce scanu mozku

V této sekci budeme rekonstruovat obraz (3.2) z dat (3.3) ziskanych funkci radont.
Pro rekonstrukeci je vyhodou znalost puvodniho obrazu, zejména jeho rozmeéry.
Zvétseni rekonstruovaného obrazu oproti originalu vede k vzniku neptesnosti. V nasi
simulaci budou rozmeéry rekonstruovaného obrazu xpoints = 201 a ypoints = 201.
V rekonstrukei opét vyuzijeme funkei indexXY.
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Klasicka zpétna projekce

Pti rekonstrukci obrazu nelze postupovat podle uvedené definice pro inverzi transfor-
mace, protoze nezndme funkci f (s,0), kterd popisuje sinogram (3.3). V rekonstrukei
vyuzijeme zpétného promitani, které je zalozeno na vyplnéni podprostoru projekcemi
pod tuhly 6, pod kterymi vznikly a nasledné jsou podprostory secteny. Nyni strucné
popiseme funkci iradont, kde vstupnimi hodnotami pro funkci jsou sinogram, thly
0, souradnice stredu otaceni (Z,miq, Ymia) , N, | a rozméry rekonstruovaného obrazu
rpoints a ypoints. Vystupem je potom rekonstruovany obraz. Funkce nejprve urci
parametry imid, ktery je zapotiebi do indexXY. A ddle urci rmax, ktery definuje
rozsah hodnot soutadnic s a z. Nyni skript provede zpétné promitani pomoci tii do
sebe vnotenych for cykliu. Vnitini for cykly definuji uvniti rekonstruovaného ob-
razu prochazejici paprsky pomoci funkce indexXY, kde kazdy paprsek reprezentuje
hodnotu z projekce a tuto hodnotu pricte do kazdé bunky, respektive pixelu, kterym
projde v obraze. Na zavér kazdého jednoho promitani je rekonstruovany obraz jesté
prumérovan tak, ze

(=19 () + f(5.6)

9(z,y) =

)

kde g (x,y) je soucasnd hodnota bunky, f (s,0;) je prirustek z projekce i a souradnice
s pro kterou plati, ze po dosazeni do funkce indexXY ziskdme soutadnice (zx,y).
Tim ziskdvame jedno zpétné promitani. Vnéjsim for cyklem pres uhly 6 zpétné
promitneme vSechny projekce. Funkci iradont pro Zpétnou projekci obrazu budeme
volat prikazem

obraz = iradont (sinogram, 0, xpoints, ypoints, Ymid, Tmid, N, 1) .

Na obrazku (3.4) je rekonstruovany obraz pomoci Zpétné projekce a muzeme po-
rovnat s obrazem ziskany Filtrovanou zpétnou projekei.

Zpétna projekce Filtrovana zpétna projekce

Obrazek 3.4: Porovnani rekonstruovanych obrazu pomoci Zpétné projekce iradont a Filtrované
zpétné projekce iradontf.
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Klasicka filtrovana zpétna projekce

Metoda ma velmi podobny postup jako metoda Zpétna projekce uvedend v minulém
odstavci. Filtrovat projekce budeme pomoci konvoluce s Ramp filtrem odvozenym
v kapitole 1. V matlabu konvoluci projekce s filtrem provedeme pomoci piitkazu
konv s parametrem funkce ’same’, ktery do konvolu¢niho jadra vezme pouze to-
lik prostifednich hodnot konvoluce, jako je velikosti projekce. Jak jsme zminili v
predchozim textu, obecné ma konvolucni jadro velikost 2N — 1, kde N je velikost
projekce. Skript funkce iradontf, kterda bude pocitat Filtrovanou zpétnou projekei,
je témeér totozny se skriptem funkce iradont. V popisu skriptu uvedeme pouze
cast koédu, ktery je navic, respektive odlisny. Pred zpétnym promitanim je vy-
tvoren Ramp filtr podle jeho odvozeni v kapitole 1. Pro sudé, respektive liché indexy
vyuzivame funkci mod. Ve zpétném promitani uvniti rekonstruovaného obrazu nyni
paprsky nereprezentuji hodnoty z projekce, ale hodnoty ziskané konvoluci projekce
s filtrem, které jsou nascitavany do prislusnych bunék. Na obrazku (3.4) muzeme
porovnat rekonstruovany obraz z filtrované zpétné projekce a nefiltrované zpétné
projekce. Zavérem jesté poznamenejme, ze pired zobrazenim vysledného rekonstru-
ovaného obrazu byl obraz normovan maximalni hodnotou v obraze. Normovan byl
obraz v obou metodach a to z duvodu velmi nizkych hodnot v pixelech obrazu, kvuli
kterym by se obrazy jevily jako celé cerné. K velmi malym hodnotam v pixelech doslo
z duvodu, ze intenzity v sinogramu jsou velmi malé.

Algebraicka rekonstrukéni metoda (ART)

Metoda pracuje se vzorcem (1.23), ktery jsme odvodili v prvni kapitole. Myslenkou
metody je ziskat opravu aproximace obrazu porovnanim naméfenych projekei s
doptednymi projekcemi vypoctenymi z aproximace obrazu. Dopredné projekce jsou
ve tvaru

0(0)= =3 g (XY),

kde g (X,Y’) je aproximace obrazu, souradnice (X,Y) jsou spocteny funkei indexXY
a n je pocet bunék ¢ (X,Y), kterymi projde paprsek a jsou tedy zapocitany do
projekce. Jako pocatecéni aproximaci obrazu jsme zvolili matici nul. Nyni struéné
popiseme funkci ART, jejimiz vstupnimi hodnotami jsou sinogram, pocatecni aproxi-
mace obrazu, uhly 6, souradnice sttedu otdceni (54, Ymia) , N, [ a pocet iteraci. Nej-
prve jsou urceny parametry imid a rmaz, ze kterych je definovan rozsah soutadnic s
a z. Nasledné zacnou probihat jednotlivé iterace. V kazdé iteraci probéhne k subite-
raci, kde k je pocet ihlu 6. V kazdém subiteracnim kroku je dosazen jeden z ihlu 0
a pro néj je spoctena doprednd projekce pres vSechny paprsky. Porovnanim spoctené
doptedné projekce s mérenou projekci ziskame opravu kazdého spocteného paprsku,
kterou nasledné aplikujeme na odpovidajici bunky aproximovaného obrazu. Dalsi
subiterace poc¢ita dopredné projekce z jiz nové aproximace obrazu. Jedna iterace je
ukoncena po k subiteracnich krocich a tedy po jedné iteraci projde aproximovany
obraz k opravami. Tento postup vychazi z Gauss-Seidlovy itera¢ni metody. Funkci
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Algebraické rekonstrukéni metody budeme volat prikazem
obraz = ART (sinogram, obraz0, 0, Ymiq, Tmid, iter, N, 1) .

Obecné se pro iterac¢ni rekonstrukéni metody voli jako ukoncovaci kritérium pocet
iteraci. Na obrazku (3.4) jsou porovnany vysledky rekonstruovaného obrazu s
pocatecni aproximaci nulovou matici pro pocet iteraci roven 1, 3, 6 a 10. V grafu
(3.6) je zobrazen vyvoj presnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k puvodnimu
obrazu pro zvysujici se pocet iteraci. Presnost mezi obrazy byla mérena euklidov-
skou normou rozdilu obrazu ||f (z,y) — ¢ (z,9)||,. Vzhledem k oscilacim, které se

iterace

Obrazek 3.6: Vyvoj presnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k poctu iteraci.

objevily v grafu (3.6), jsme v metodé zkusili nahradit rovnici (1.23) rovnici (1.24),
kde v prvnim ¢lenu ve jmenovateli jsme za L dosadili pocet soutadnic s, tedy hod-
notu 2Rmax + 1. V grafu (3.7) jsou potom porovnany vyvoje presnosti pro metodu
s rovnici (1.23), v grafu oznacené jako datal a metodu s rovnici (1.24), v grafu
oznacenou jako data2. Jak si muzeme vSimnout, druhy postup je pro nizsi pocet
iteraci presnéjsi, ale se zvySujicim se poctem iteraci jeho presnost roste pomaleji nez
u prvého postupu, navic i zde doslo k oscilacim.
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pocet interaci

Obrazek 3.7: Porovnani vyvoje pfesnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k poctu iteraci pro
ART podle vzorce (1.23) a podle (1.24).

Projekéni teorém

Pro metodu vyuzijeme matlabovské funkce fftshift a jeji inverzi ifftshift.
Tyto funkce posouvaji ve Fourierovské doméné nizké frekvence do stiedu spektra.
Déle vyuzijeme funkci fft a jeji inverzi ifft, které provadeéji rychlou fourierovu
transformaci, respektive jeji inverzi. Stru¢né popisme funkci slicet, jejiz vystupem
je rekonstruovany obraz pomoci Projekéniho teorému. Vstupem pro funkei jsou
sinogram, uhly #, rozmeéry rekonstruovaného obrazu xpoints a ypoints. Funkce
opét nejprve urc¢i parametry imid a rmaz. Nésledné vytvoii Ramp filtr stejnym
zpusobem jako pro funkci iradonf, poté skript bere jednotlivé projekce a dochézi
ke konvoluci projekce s filtrem. Déle je na jiz filtrovanou projekci aplikovan po-
sun ifftshift a nasledné je posunuta filtrovana projekce transformovana rychlou
fourierovou transfromaci fft. Po transformaci je filtrovana projekce zpét posunuta
pomoci fftshift a dosazena do pomocné matice obraz. Dosazeni do pomocné
matice obraz probiha transformaci poldarnich soutadnic, ve kterych je projekce na
kartézské souradnice pomoci transformacnich vzorcu x = scosf a y = ssiné.
Po dosazeni vSech transformovanych filtrovanych projekci do pomocné matice je
matice frekvencéné posunuta pomoci iffshift, nasledné je provedena zpétna dvou-
rozmeérnd rychla fourierova transformace ifft2 a nakonec je transformovana matice
zpét posunuta prikazem ffshift.
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Obrazek 3.8: Rekonstrukce obrazu pomoci Projekéniho teorému.

Porovnani metod klasické tomografie

Na zaveér sekce porovnejme jednotlivé metody podle presnosti vzhledem k puvodnimu
obrazu a podle vypocetniho ¢asu. Pfesnost metod jsme méfili euklidovskou normou
rozdilu originalniho obrazu a rekonstruovaného obrazu a vypocetni cas jsme mérili
pomoci piikazu tic a toc. Hodnoty presnosti a vypocetnich ¢ast metod vidime v
tabulce (3.1). Navic pro zajimavost jsme provedli jesté rekonstrukei obrazu pomoci
matlabovské funkce pro inverzni radonovu transformaci iradon, kterou muzeme
vidét na obrézku (3.9). Jenom poznamenejme, ze zatimco implementované funkce
funguji pro uhly 6 zadané v radidanech, funkce iradon pracuje s tithly ve stupnich.

Obrazek 3.9: Rekonstrukce obrazu pomoci matlabovské funkce iradon.
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Tabulka 3.1: Porovnani metod klasické tomografie

Metoda Piesnost metody | Vypocetni ¢as metody
Zpétna projekce 101,8229 3,70 s
Filtrovana zpétna projekce 9,4983 3,70 s
ART, 13,5229 5,18 s
ARTqy 6,8001 51,99 s
Projekéni teorém 27,4773 0,023 s
iradon 6,1697 0,019 s

3.2 Simulovana tomografie refraktivniho materialu

V této sekci budeme simulovat paprsek transformace, ktery prochézi prostfedimi o
ruznych optickych vlastnostech. Vyjdeme ze schématu (3.1), kde do prostoru vy-
plnénym vzduchem prostiedi 2 a 3 vlozime krystal prostfedi 2 o tloustce 2I. Pro
tento model plati index lomu prostiedi 1 a 3 je ny = ng = 1, index lomu prostredi
2 je my = 2,3. Model disktretizujeme matici o rozméru 2012 boda. Sitka krystalu
je 21 = 80 bodu. Funkce, které vyuzijeme k simulacim v této sekci jsou shodné s
funkcemi, které jsme popsali v minulé sekci. Rozdil oproti minulé sekci je ve funkci
indexXY, kde se nyni projevi hodnota relativniho indexu lomu N = 74 = 0, 4348
a pii pruchodu paprsku rozhranimi prostiedi dojde k refrakci a tedy predpisy pro
soutfadnice x a y se budou ménit v zavislosti na poloze paprsku v modelu, tak jak
jsme odvodili v (3.2) a (3.3).

3.2.1 Transformace krystalu

Model budeme opét transformovat pod thly 6 v rozmezi 6 € [ 5 5] Pocet uhlua ¢
bude opét 80 a pro jejich vytvoreni pouzijeme funkci matlabu 1inspace. Soutadnice
sttedu otaceni budou ve sttedu obrazu, tedy z,,,0 = 101 a y,,.,q = 101. Jak jiz
bylo fec¢eno, skript funkce radont je totozny s popisem skriptu, ktery jsme uvedli v
minulé sekci a nebudeme ho tedy znovu popisovat. Sinogram transformace modelu
je na obrazku (3.10). V sinogramu (3.10) si muzeme vsimnout nespojitosti v tthlech
¢ blizkych hodnoté —7, respektive 7. Tato nespojitost je zptisobena malym poctem
paprsku, které prochazep krystalem jak muzeme vidét na schéma (3.11), kde jsou
zobrazeny paprsky projekce pod tdhlem 65 = —1,4117 a pro lepsi viditelnost je
zobrazen pouze kazdy desaty paprsek.

3.2.2 Rekonstrukce krystalu

Nyni budeme rekonstruovat obraz ze sinogramu (3.10). Rozmeéry rekonstruovaného
obrazu jsou xpoints = 201 a ypoints = 201. Uhly pouzijeme stejné jako pfi trans-
formaci stejné jako souradnice stfedu otéceni.
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Obrazek 3.10: Sinogram Radonovy transformace modelu.

Obrazek 3.11: Pruchod paprsku projekce modelem.

Zpétna projekce a Filtrovana zpétna projekce

Pro metody opét pouzivame zpétného promitani a pouzivame funkce iradont
pro Zpétnou projekci, respektive iradontf pro Filtrovanou zpétnou projekci. Jako
pocétecni aproximaci obrazu pouzijeme matici nul. Na obrazku (3.12) jsou potom
zobrazeny rekonstruované obrazy. Jak si muzeme vsSimnout, stejné jako v klasické
tomografii je velky rozdil v kontrastu obrazu.

ART

Metoda opét bude pracovat se vzorcem (1.23) a s funkei ART. Rekonstrukce obrazu
ze sinogramu (3.10) pro ART po jedné iteraci, respektive po deseti iteracich, je na
obrazku (3.13). Na grafu (3.14) muzeme sledovat vyvoj pfesnosti rekonstruovaného
obrazu k originalu vzhledem k poctu iteraci. Piresnost byla opét mérena euklidov-
skou normou rozdilu obrazu. V grafu je vyvoj presnosti pro ART podle rovnice
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Zpétna projekce Filtrovana zpétna projekce

Obrazek 3.12: Rekonstrukce modelu ze sinogramu pro Zpétnou projekci a Filtrovanou zpétnou
projekci.

iter=1 iter=10

Obrazek 3.13: Rekonstrukce modelu ze sinogramu pomoci ART pro pocet iteraci 1 a 10.

(1.23) zobrazen jako datal a vyvoj pfesnosti pro ART podle rovnice (1.24) zobrazen
jako data2. Muzeme si vS§imnout, ze oscilace pro datal jsou opét pritomny, ale se
zvysujicim se poctem iteraci roste presnost rekonstruovaného obrazu. Pro data2 na-
opak dochazi se zvysujicim se poctem iteraci k narustani chyby a tedy tento postup
je nevhodny pro rekonstrukci obrazu tohoto typu.
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Obrazek 3.14: Vyvoj presnosti rekonstruovaného obraz vzhledem k poctu iteraci pro ART podle
vzorce (1.23) a (1.24).

Porovnani metod tomografie refraktivnich materiali

Opét na zaver sekce v tabulce (3.2) je porovnani metod z hlediska presnosti a
vypocetniho casu. Opét je presnost mérena v euklidovské normé a vypocetni cas
dvojici prikazu tic a toc. Pro sinogram (3.10) jsme také zkusili rekonstrukei po-

moci matlabovské funkce iradon a jeji rekonstrukce je na obrazku (3.15).

Obréazek 3.15: Rekonstrukce obrazu ze sinogramu (3.10) pomoci funkce matlabu iradon.

Tabulka 3.2: Porovnani metod tomografie refraktivnich materidla

Metoda Presnost metody | Vypocetni cas metody
Zpétna projekce 102,4977 3,68 s
Filtrovana zpétna projekce 79,4915 3,68 s
ART, 28,7840 4,86 s
ARTqy 10,8571 48,65 s
iradon 83,6448 0,02 s
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3.3 Rekonstrukce krystalu z méreni digitalni hologra-
fickou rekonstrukci

Na zaver kapitoly numerickych simulaci budeme rekonstruovat obraz doménové
struktury krystalu LiNbOj ze sinogramu ziskaného pomoci 3D digitalni holografické
tomografie (DHT'). Méteni probihalo pro krystal Li NbO3 o rozmérech 5mm x 5mm a
tloustce 0, 5mm. Hologramy byly zaznamendvany na kameru s rozlisenim 2560 x 1920
pixelu s velikosti pixelu 638nm. Jednotlivé projekce byly méteny pod thly v roz-
mezi —65° az 62°, celkem bylo naméreno 128 projekci. Protoze se jednalo o 3D
DHT, kazda projekce byla tvorena matici, ze kterych byl zvolen fadek o soutfadnici
z = 897um tak, aby se projekce staly vektory o 2560 hodnotach. Na obrazku (3.16)
je sinogram ziskany fezem maticemi projekci.

-1000

-500

1000

Obrazek 3.16: Sinogram doménové struktury krystalu ziskany z DHT.

3.3.1 St¥ed otaceni projekci

Na sinogramu (3.16) si muzeme vsimnout jistého natoceni doménové struktury krys-
talu. Toto natoceni struktury bylo zpusobeno posunem stiedu otdceni. Zaroven si
muzeme vsimnout chyby mérteni pro thel § = 58°. Tento tihel byl ze sinogramu od-
stranén a zaroven byly vhodnou maskou odstranény nékteré dalsi ¢asti sinogramu,
které neposkytovaly vhodné informace pro rekonstrukei obrazu. Upraveny sinogram
je na obrézku (3.17). Zéroven bylo zapotiebi nalezeni ptiblizného stfedu otéacent,
ktery jsme nalezli pocitdnim funkce radont pro model (3.1) o rozmérech 201 x 201
bodu pro ruzné dvojice souradnic sttedu otaceni (Z,iq, Ymia) @ nasledné jsme po-
rovnavali vypoctené sinogramy se sinogramem ziskanym z méteni. Na obrézku (3.17)
je sinogram pro stred otaceni o soutadnicich x,,,q = 33 a ymiq = 230, ktery jsme
oznacili za velmi podobny a soutadnice stfedu otaceni jsme vyuzili pro rekonstrukei
krystalu LiNbOs.
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Obréazek 3.17: Upraveny sinogram z DHT (a) a sinogram funkce radont (b) se stiedem otaceni
mimo stfed transformovaného obrazu.

3.3.2 Rekonstrukce

Rekonstrukce doménové struktury krystalu jsme provedli pro funkce iradont,
iradontf a ART. Na zakladé rozmeéru krystalu a rozméru jednoho pixelu jsme
stanovili rozméry rekonstruovaného obrazu krystalu na 1000 x 1500 bodu. Daéle
jsme prepocetli soutadnice stfedu otdceni v zavislosti na poméru rozméru modelu
pro ktery jsme soufadnice ziskali v predchozim odstavci vuci rozmérum rekon-
struovaného obrazu krystalu. Soutradnice stredu otéceni jsou tedy w4 = 250 a
Ymia = 1151. Dalsimi vstupnimi informacemi do vypoctu jsou relativni index lomu
N = 2—}3, polovina sitky krystalu [ = 390, kterou jsme urcili z rozméru pixelu 638nm
a tloustky krystalu 0, 5mm. Na obrdzku (3.18) jsou rekonstrukce doménové struk-
tury pro metody zpétné projekce a filtrované zpétné projekce. Doménova struktura
rekonstruovaného obrazu metodou ART byla velmi malo zfetelnd, jak muzeme
vidét na obrazku (3.19), proto jsme na rekonstruovany obraz pouzili prahovani
tak, ze burnky, které dosahovaly hodnot mezi [—0, 5;0) jsme nahradili hodnotou —1
a burky, které dosahovaly hodnot v rozmezi [0;0,5] jsme nahradili hodnotou 1.
Vysledek prahovani muzeme vidét opét na obrazku (3.19).
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Ipétna projekce Filtrovana zpétna projekce
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Obrazek 3.18: Rekonstrukce doménové struktury krystalu metodou Zpétné projekce a Filtrované
zpétné projekce.
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Obrazek 3.19: Rekonstrukce doménové struktury krystalu metodou ART pro jednu iteraci.
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Zavér

Cilem této diplomové prace bylo seznamit se s Radonovou transformaci obrazu, ktera
je zakladem pro rekonstrukéni metody. Sezndmili jsme se s transformaci pro tzv. kla-
sickou tomografii a také jsme odvodili pottebné tpravy transformace pro tomografii
nehomogennich materialu. Déale jsme se seznamili s metodami pro rekonstrukei ob-
razu jako jsou Zpétna projekce, Filtrovana zpétna projekce, Projekéni teorém a Alge-
braicka rekonstrukéni metoda. Teoreticky jsme se seznamili s rekonstrukénimi meto-
dami pro klasickou tomografii a odvodili ipravy pro nehomogenni materialy. Dalsim
cilem prace potom bylo implementovat tyto metody a na vhodnych simulacich je
testovat a vzajemné porovnat. V prvni kapitole jsme definovali princip Radonovy
transformace a rekonstrukénich metod. V druhé kapitole jsme odvodili tipravy trans-
formace a rekonstrukénich metod nutné pro nehomogenni materialy. Ve treti kapitole
jsme simulovali implementované metody na prikladu snimku mozku pro klasickou
tomografii, dale jsme simulovali transformaci a naslednou rekonstrukei krystalu, kde
dochézelo pri pruchodu paprsku prostredim k refrakci z duvodu rozdilnych latkovych
vlastnosti prostiredi. Na zavér kapitoly simulaci jsme rekonstruovali obraz vnitini
struktury krystalu LiNbO3 ze sinogramu ziskaného pomoci digitdlni holografické
tomografie.

Implementace metod a néslednd jejich simulace probéhla v prostiedi programu
Matlab. Na rekonstrukénich metodach jsme vzajemné porovnali jejich presnosti
rekonstruovaného obrazu vhledem k origindlnimu obrazu, pokud byl k dispozici.
Ptesnost jsme mérili euklidovskou normou rozdilu mezi originalnim obrazem a rekon-
struovanym obrazem. Dale jsme mérili vypocetni ¢as jednotlivych rekonstrukénich
metod pomoci dvojice prikazu tic a toc. Pii implementaci metod v Matlabu jsme
se museli potykat s drobnym problémem, kdy program indexuje hodnoty v matici od
pravého horniho rohu matice smérem k levému spodnimu rohu, coz vede k prohozeni
kladné a zaporné c¢asti osy y a zaroven to vedlo k otdceni proti obvyklému sméru.
Tento problém jsme vyftesili jednoduchou transformaci, ihel 8 jsme nahradili —6 a
obdobné jsme upravili parametry v implementacich, kterych se to tykalo.

V simulaci klasické tomografie jsme snimek mozku vygenerovali piikazem phantom.
Jako prvni jsme porovnali sinogramy ziskané vlastni implementovanou funkci radont
se sinogramem ziskanym matlabovskou funkei. Vizualné se sinogramy shodovaly. Je-
jich rozdilnost nastala pouze v intenzité sinogramu. Pro normované sinogramy byla
jejich odchylka rovna ptiblizné 1. Nasledné jsme ze sinogramu nami vytvorené funkce
radont provedli rekonstrukci obrazu pro jednotlivé implementované metody. V
presnosti metod dopadla podle ocekavani nejlépe iteracni metoda ART nésledovana
filtrovanou zpétnou projekci. Ve vypocetnim case se jako nejlepsi ukazala metoda
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Projekéniho teorému néasledované metodami zpétné projekce. Pro zajimavost jsme
jesté provedli rekonstrukei obrazu pomoci matlabovské funkce radon a predevsim
vysledek ptesnosti metody je velmi zajimavy. Rozdilnost mezi Zpétnou projekci
a jeji filtrovanou verzi je predevsim v presnosti rekonstruovaného obrazu. Pridani
filtrace do metody nijak nezvysilo dobu vypoctu rekonstrukce a jak je z vysledku
patrné, pomérné zasadné zvysilo presnost metody. Algebraickd rekonstrukéni me-
toda je zakladem skupiny algebraickych iteracnich metod. Vypocetni ¢as metody
na jednu iteraci je pouze o néco malo vétsi, nez je vypocetni cas Filtrované zpétné
projekce. Se zvysujicim se poctem iteraci doslo k postupnému zpresniovani rekon-
struovaného obrazu i kdyz se objevila jista oscilace ptresnosti, jejiz puvod nebyl
odhalen. Vizudlni pohled na rekonstruovany obraz pomoci Projekéniho teorému ne-
vypada prilis presny i kdyz jeho vypoctend presnost je vyssi nez u Zpétné projekce.
Navic jeho vypocetni cas je vynikajici, ale je tfeba poznamenat, ze v metodé nebyla
pouzita interpolace, ktera by zvysila presnost obrazu, ale také jeho vypocetni cas.

Pro tomografii krystalu jsme vytvorili jednoduché schéma doménové struk-
tury krystalu, ktery jsme vlozili do prostoru. Vypocteny sinogram ukézal v tithlech
blizkych hodnotdm + — 7 /2 nespojitost sinogramu. Tato nespojitost byla zpusobena
nizkym poctem paprsku, které prosly krystalem pod témito thly. Opét byly tes-
tovany metody zpétné projekce a iteraéni metoda ART. Pro zajimavost jsme opét
zkusili rekonstruovat obraz i pomoci matlabovské funkce radon. Presnost metod do-
iteraci, pritom vypocetni ¢as ART byl pouze o néco méalo horsi nez pro metody
zpétné projekce. Obraz rekonstruovany piikazem radon se dokazal zrekonstruo-
vat pouze z poloviny, pticinou je pravdépodobné refrakce paprsku, ke které doslo
pruchodem mezi prostiedimi s ruznymi optickymi vlastnostmi. V itera¢ni metodé
ART se opét objevily oscilace v presnosti rekonstrukce a pro ptipad, kdy jsme na-
hradili rovnici (1.23) rovnici (1.24), v metodé doslo dokonce ke zhorsovani presnosti
rekonstrukce. Duvod zhorsovani presnosti nebyl odhalen.

Simulace tomografie krystalu byla jistou piipravou pro rekonstrukci doménové
struktury krystalu LiNbOs z meéreni digitalni holografickou tomografii. Pred sa-
motnou rekonstrukei bylo zapotiebi nalézt stied otaceni, ktery jsme nalezli pomoci
porovnavani sinogramu z meéfeni se sinogramem, ktery jsme pocitali pro ruzné po-
lohy stfedu otaceni. Zaroven jsme meéreny sinogram upravili. Odstranili jsme z néj
evidentné chybné zmérenou projekci a dale jsme odstranili nasobenim vhodné masky
okrajové casti sinogramu, které neposkytovaly vhodné informace pro rekonstrukei.
Vysledna rekonstrukce doménové struktury pro metody zpétné projekce dopadla ob-
stojné. Pro obé metody je zfetelnd doménova struktura krystalu a pro Filtrovanou
zpétnou projekci jsou zietelné i hranice jednotlivych domén. Pro iteracni metodu
ART na prvni pohled neni vidét zadna struktura krystalu. Doménova struktura v
rekonstruovaném obraze je velmi mélo ztetelnd, ale vhodnym prahovanim obrazu se
podafilo zvyraznit strukturu krystalu. Poznamenejme, ze vypocet rekonstrukce pro
velikost sinogramu a pocet uhlu byl ¢asové pomérné naroény. Vsechny tii metody
pocitaly rekonstrukci kolem osmi minut a tedy pro metodu ART se stal vypocet
vetstho mnozstvi iteraci casové neinosnym. Lze predpokladat, ze s dostatecnym
poctem iteraci by pro metodu nebylo zapotiebi prahovani obrazu.
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Zajimavym namétem pro dalsi praci by bylo odhaleni zdroje oscilaci v iteracni
metodé ART. Moznosti by mohlo byt implementovat jinou iteracni metodu a sledo-
vat jeji vyvoj presnosti rekonstruovaného obrazu pro simulované originalni obrazy a
tim odhalit minimalné, zda se jedna o néjakou implementaéni chybu v metodé ART,
nebo zda se jedna o vlastnost rekonstrukénich iterac¢nich metod. Dalsim zajimavym
tématem by mohla byt implementace Projekéniho teorému pro nehomogenni ma-
terialy.
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A Implementace tomografickych metod v
matlabu

P < funl ndexil indexXY

function [indexX,indexY] = IndexXY1(theta,s,z,ymid,xmid,imid,N,1)

hdefinovani pomocnych konstant

alfa=asin(N*sin(theta));

Ds=2*1*xsin(theta-alfa)/cos(alfa);

z0=-(ymid-imid+1) /cos(theta)+s*tan(theta);

z1=-(ymid-imid+1) /cos(theta)+s*tan(theta)+
+sqrt(
(2x1/cos(asin(N*sin(theta)))) ~2-
-(2x1*sin(theta-asin(N*sin(theta)))/cos(asin(N*sin(theta))))~2);

ToTo oo To oo To o To oo To o To o To Jo o Fo o To JoTo To o To o Jo fo o
%indexX
if (abs(theta)==pi/2 | theta==0 | z<z0)
indexX=xmid+s*cos(theta)+z*sin(theta) ;
elseif (z>=z0 & z<=zl)
indexX=xmid+ (-Ds*z/(z1-z0)+s+Ds*z0/(z1-z0) ) *cos (theta) +z*sin(theta) ;
else
indexX=xmid+(s-Ds) *cos (theta)+z*sin(theta) ;
end

hindexY

if (abs(theta)==pi/2 | theta==0 | z<z0)
indexY=ymid-s*sin(theta)+z*cos(theta);

elseif (z>=z0 & z<=zl1)
indexY=ymid-(-Ds*z/(z1-z0)+s+Ds*z0/(z1-2z0) ) *sin(theta)+z*cos(theta) ;

else
indexY=ymid-(s-Ds)*sin(theta)+z*cos(theta) ;

end
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A.1 Radonova transformace

Funkce radonovy tranformace radont

function [sinogram] = radont(img,theta,xmid,ymid,N,1)

ysteps=length(img(:,1));
xsteps=length(img(1l,:));

imid=round(ysteps/2);

alfa=asin(N*sin(theta));
Ds=2*1*sin(theta-alfa)/cos(alfa);

A=[abs(1-xmid) ,abs(1-ymid) ,abs(length(img(1,:))-xmid) ,abs(length(img(:,1))-ymid)];
a=max (A) ;

rmax=ceil (sqrt (2% (a+Ds) "2)+1);

s=-rmax:1:rmax;

Z=-Tmax:rmax;

oo 1o o To o JoToo o o ToTo o o o To o o o Jo o
sinogram=zeros(length(s),length(theta));

for k=1:length(theta)
vektor=zeros(length(s),1);
for i=1:length(s)
sum=0;
for j=1:length(z)
[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,1);
if (X>=1 & X<=xsteps & Y>=1 & Y<=ysteps)
sum=sum+img (round (Y) ,round (X)) ;
end
end
sum=sum/ (2*rmax) ;
vektor (i)=sum;
end
sinogram(:,k)=vektor;
end

imagesc(sinogram)

end
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A.2 Zpétna projekce

Funkce zp&tné projekce iradont

function [obrazl] = iradont(sinogram,theta,xpoints,ypoints,ymid,xmid,N,1)

% okrajove podminky
Z0=1;
Zl=ypoints;

Yoo ool oo To o To o ToToToTo o oo oo oo o o

imid=floor(ypoints/2);
rmax=floor (length(sinogram(:,1))/2);

S=-rmax:rmax;
Z=-rmax:rmax;

TooTo o oo oo To o fo oo To oo To o To fo o Jo o foFo o
hzpetne promitani
obrazl=zeros(ypoints,xpoints) ;

for k=1:length(theta)
A=zeros(ypoints,xpoints);
konv=conv(sinogram(:,k) ,ramp,’same’);
for i=1:length(s)
for j=1:length(z)
[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,1);
if (Z0<=round(X) & round(X)<=Z1 & ZO0<=round(Y) & round(Y)<=Z1)
A(round(Y) ,round(X))=sinogram(rmax+1+s(i) ,k);
end
end
end
obrazl=((k-1)*obrazl+A)/k;
end

imshow(obrazl)

end
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A.3 Filtrovana zpétna projekce

Funkce filtrované zp&tné projekce iradontf

function [obraz2] = iradont(sinogram,theta,xpoints,ypoints,ymid,xmid,N,1)

% okrajove podminky
Z20=1;
Zl=ypoints;

Yot To o o oo To oo o o To o o o o To o o o ToTo o o o

imid=floor(ypoints/2);
rmax=floor (length(sinogram(:,1))/2);

S=—rmax:rmax,
Z=—Irmax:.rmax,

Toloo oo oo oo oo o ToToToToToTo oo o 1o o fo o

Jramp filtr
ramp=zeros (length(s),1);
for ii=-floor(length(s)/2):floor(length(s)/2)
if (ii==0)
ramp(ii+floor(length(s)/2)+1)=1/4;
elseif (mod(ii,2)==0)
ramp (ii+floor(length(s)/2)+1)=0;
else
ramp(ii+floor(length(s)/2)+1)=-1/(ii*pi) ~2;
end
end

Yoo To o 1o oo o o o To o To oo o o o fo o ToTo o o o o o

hzpetne promitani
obraz2=zeros(ypoints,xpoints);

for k=1:length(theta)
B=zeros(ypoints,xpoints) ;
konv=conv(sinogram(:,k) ,ramp,’same’);
for i=1:length(s)
for j=1:length(z)
[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,1);
if (Z0<=round(X) & round(X)<=Z1 & ZO<=round(Y) & round(Y)<=Z1)
B(round(Y) ,round(X))=konv(rmax+1+s(i));
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end
end
end
obraz2=((k-1) *obraz2+B) /k;
end

imshow(obraz?2)

end

A.4 Algebraicka rekonstrukéni metoda

Funkce ART

function [obraz] = ART(sinogram,obraz0,theta,ymid,xmid,iter,N,1)
%hobraz0 -nulta aproximace

Z0=1;
Z1=length(obraz0(:,1));

imid=round(Z1/2);

rmax=floor (length(sinogram(:,1))/2);
S=-rmax:rmax;
Z=-rmax:rmax;

for it=1:iter Ypocet iteraci
for i=1:length(theta)
for j=1:length(s)
sumf=0;
nn=0;
vektor=zeros(length(z),1);
for k=1:length(z)
[xx,yy]l=IndexXY1(theta(i),s(j),z(k),ymid,xmid,imid,N,1);
if (Z0<=xx & xx<=Z1 & Z0<=yy & yy<=Z1)
sumf=sumf+obraz0 (round(yy) ,round(xx)) ;

nn=nn+1;
vektor (nn)=z(k) ;
end
end
if (nn>0)

oprava=(sinogram(s(j)+rmax+1,i)-sumf)/nn;
hoprava=sinogram(s(j)+rmax+1,i)/(length(s))-sumf/nn;
for m=1:nn
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[xx,yy]l=IndexXY1(theta(i),s(j),vektor(m),ymid,xmid,imid,N,1);
obraz0 (round (yy) ,round (xx))=obraz0 (round(yy) ,round(xx))+oprava;
end
end
end

end

end

toc

imshow(obraz)

end

A.5 Projekéni teorém

Funkce projekZniho teorému slicet

function [obraz3] = slicet(sinogram,theta,ysteps,xsteps)
obraz=zeros(ysteps,xsteps) ;

xmid=ceil (xsteps/2);
ymid=ceil(ysteps/2);
smax=length(sinogram(:,1));

s=—floor(smax/2) :floor (smax/2) ;

Yoo ToToTo o ToToo o o ToTo o o o To o o o To o
Jramp filtr
ramp=zeros (smax,1);
for ii=-floor(smax/2):floor (smax/2)
if (ii==0)
ramp (ii+floor (smax/2)+1)=1/4;
elseif (mod(ii,2)==0)
ramp (ii+floor (smax/2)+1)=0;
else
ramp (ii+floor(smax/2)+1)=-1/(ii*pi)~2;
end
end

Yoo To o o oo To o To o o To o o o Jo To o o o

for i=1:length(theta)
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konv=conv(sinogram(:,i) ,ramp,’same’);

pp=ifftshift (konv);

pp=fft(pp);

pp=fftshift (pp);

for j=1:length(pp)
xx=round (s (j)*cos(theta(i)));
yy=round (s (j)*sin(theta(i)));
if (abs(xx)<=(xmid-1))&(abs(yy)<=(ymid-1))

obraz (yy+ymid, xx+xmid)=obraz (xx+xmid, yy+ymid)+pp(j);

end

end

end

obraz2=ifftshift (obraz);
obraz2=ifft2(obraz2) ;
obraz2=fftshift (obraz?2) ;

imshow(abs (obraz3))

end
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