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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá implementaćı numerických metod
tomografie pro nehomogenńı materiály, zejména se potom práce
zabývá Radonovou transformaćı obrazu a jeho rekonstrukćı.

V prvńı části textu se seznámı́me s principy Radonovy transfor-
mace. Dále se seznámı́me s metodami rekonstrukce obrazu, jako
jsou zpětná projekce a filtrovaná zpětná projekce, které jsou in-
verzńımi metodami k Radonově transformaci. Dále se seznámı́me s
vybranými daľśımi rekonstrukčńımi metodami, jako jsou Projekčńı
teorém a Algebraická rekonstrukčńı metoda.

V druhé kapitole se seznámı́me s tomografíı pro nehomogenńı ma-
teriály. Seznámı́me se základńı rovnićı geometrické optiky tzv. Ei-
konálovou rovnićı pomoćı ńıž odvod́ıme š́ı̌reńı vlny v opticky ne-
homogenńım prostřed́ı a pomoćı které odvod́ıme Snell̊uv zákon.
Poté odvod́ıme zobecněnou Radonovu transformaci pro nehomo-
genńı materiály a rekonstrukčńı metody.

V třet́ı kapitole potom implementujeme v prostřed́ı programu
Matlab klasickou a zobecněnou Radonovu transformaci a také re-
konstrukčńı metody a sice zpětnou projekci, filtrovanou zpětnou
projekci, Projekčńı teorém a Algebraickou rekonstrukčńı metodu
pro klasickou tomografii a pro tomografii nehomogenńıch materiál̊u.
Zároveň u rekonstrukčńıch metod testujeme výpočetńı čas a jejich
přesnost rekonstrukce obrazu vzhledem k originálńımu obrazu.

V závěru potom diskutujeme źıskané výsledky jednotlivých rekon-
strukčńıch metod. Součást́ı práce jsou také skripty implemento-
vaných metod uvedené v př́ıloze.

Kĺıčová slova:

Radonova transformace; Zpětná projekce; Filtrovaná zpětná pro-
jekce; Algebraická rekonstrukčńı metoda; Projekčńı teorém; Kla-
sická tomografie; Tomografie nehomogenńıch materiál̊u
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Abstract

This diploma thesis deals with the implementation of numerical
tomographic methods for inhomogeneous materials, especially with
Radon transform of the image and its reconstruction.

In the first part of the text we get to know about the principles
of Radon transform. We will also talk about image reconstruction
methods such as Backprojection and Filtered Backprojection, which
are inverse methods to Radon transform. We will also get to know
other selected reconstruction methods such as Fourier slice theorem
and Algebraic reconstruction technique.

In the second chapter inform about tomography of inhomogeneous
materials. We will have a look at the basic equation of geometric
optics so-called Eikonal equation from which we can deduce wave
distribution an optically inhomoheneous enviroment and also Snells
law. Then we derive the generalized Radon transform for inhomo-
geneous materials and reconstruction methods.

In the third chapter, we implement the classical and generalized Ra-
don transform in the Matlab program as well as the reconstruction
methods, namely Backprojection, Filtered Backprojection, Fourier
slice theorem and Algebraic reconstruction technique for classical
tomography and for tomography of inhomogeneous materials. At
the same time, for the reconstruction methods we test the calcu-
lation time and their accuracy of image reconstruction in relation
to the original image.

Finally, we discuss the obtained results of each reconstruction me-
thods. Part of the thesis are also the scripts of implemented methods
mentioned in the attached documents.

Keywords:

Radon transform; Backprojection; Filtered Backprojection (FBP);
Algebraic recostruction technique; Fourier slice theorem; classical
tomography; tomography of inhomogeneous materials
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Ćıle diplomové práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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3.17 Upravený sinogram z DHT (a) a sinogram funkce radont (b) se
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θ úhel otáčeńı
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Úvod

Základ toho, čemu dnes ř́ıkáme Radonova transformace, položil v roce 1917 ve své
práci (6) rakouský matematik Johann Radon (1887-1956). Jedná se o významnou
metodu v oblasti rekonstrukce obrazu, která se dnes využ́ıvá v řadě odvětv́ı, jako
jsou např́ıklad medićına, astronomie, elektronová mikroskopie nebo optika. Princi-
pem transformace je źıskáńı projekćı transformovaného objektu. Jednotlivé projekce
jsou źıskány integraćı objektu podél paprsk̊u, které objektem procházej́ı ve směrech
určených úhly projekćı. Následná rekonstrukce obrazu je provedena jako inverze
transformace, tedy integrace projekćı přes úhly pod kterými projekce vznikly. Práce
J. Radona z̊ustala bez větš́ıho povšimnut́ı jednak z d̊uvodu toho, že byla psaná
německy a předevš́ım proto, že v té době nenašla využit́ı. V padesátých letech R.
Bracewell zabývaj́ıćı se radio astronomíı odvodil bez znalosti Radonovy transformace
vztah mezi Fourierovou transformaćı a Radonovou transformaćı, který je dnes znám
pod r̊uznými názvy, jako jsou např́ıklad Projekčńı teorém, Centrálńı řezový teorém
nebo Fourier̊uv řezový teorém. I tato práce nenašla ve své době využit́ı z d̊uvodu
velmi vysoké výpočetńı náročnosti, protože metoda obsahuje výpočet dvourozměrné
inverzńı Fourierovy transformace. Práce źıskala na významu až s př́ıchodem algo-
ritmu rychlé fourierovy transformace v pr̊uběhu šedesátých let. V sedmdesátých
letech s nástupem poč́ıtačové tomografie, která se stala revolućı v medićıně pro
jej́ı možnost prohĺıžeńı vnitřńıch orgán̊u se značnou přesnost́ı a minimálńımi ri-
ziky pro pacienta, se výrazněji zvýšil zájem o rekonstrukčńı metody. Principem
poč́ıtačové tomografie je pod zvolenými úhly vysláńı paprsk̊u rentgenového zářeńı,
které procházej́ı objektem a dopadaj́ı s jistou intenzitou na detektor, tak vznikaj́ı
jednotlivé profily daného objektu. Tomografie je tedy založena na stejném principu
jako Radonova transformace. Rekonstrukčńı problém je určeńı vnitřńı struktury ob-
jektu, či lépe řečeno, je to určeńı některých vlastnost́ı vnitřńı struktury objektu
bez jeho poškozeńı. Radonova transformace se stala středobodem široké škály re-
konstrukčńıch metod, které jsou obecně děleny do dvou základńıch skupin. Prvńı
skupinu tvoř́ı analytické metody, jako je např́ıklad inverzńı Radonova transformace
známá sṕı̌se jako Zpětná projekce, respektive Filtrovaná zpětná projekce nebo již
zmı́něný Projekčńı teorém. Druhou skupinu tvoř́ı iteračńı metody, které se dále
děĺı na algebraické metody, kam patř́ı např́ıklad Algebraická rekonstrukčńı metoda
nebo Simultánńı algebraická rekonstrukčńı metoda a na statistické metody, jako
jsou např́ıklad metody OSEM, MLEM či metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Ćıle diplomové práce

Ćılem diplomové práce je seznámeńı se s Radonovou transformaćı a vybranými re-
konstrukčńımi metodami, jako je Zpětná projekce, Filtrovaná zpětná projekce, Pro-
jekčńı teorém a Algebraická rekonstrukčńı metoda. Dále implementace těchto metod
pro klasickou tomografii a pro tomografii nehomogenńıch materiál̊u a následné tes-
továńı implementováńı metod.

Struktura diplomové práce

Diplomová práce je tvořena třemi kapitolami. Kapitola 1 je věnována klasické tomo-
grafii, respektive seznámeńı se s Radonovou transformaćı a následně seznámeńı se s
vybranými rekonstrukčńımi metodami. V Kapitole 2 jsou odvozeny nutné změny
transformace a rekonstrukčńıch metod pro tomografii nehomogenńıch materiál̊u.
Kapitola 3 poté obsahuje numerické simulace, kde simulujeme klasickou tomogra-
fii transformaćı a následnou rekonstrukćı obrazu sńımku mozku. Dále simulujeme
tomografii krystalu, který má odlǐsné látkové vlastnosti, než jeho okoĺı. Na závěr
kapitoly potom rekonstruujeme obraz krystalu z projekćı źıskaných digitálńı ho-
lografickou tomografíı. V závěru práce potom diskutujeme výsledky numerických
simulaćı pro jednotlivé metody.
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1 Principy tomografie

V této kapitole definujeme Radonovu transformaci v jej́ım integrálńım tvaru. Dále se
budeme v této kapitole zabývat zpětnou rekonstrukćı p̊uvodńıho obrazu. Uvedeme
zde několik metod pro rekonstrukci a sice Zpětnou projekci, Filtrovanou zpětnou pro-
jekci, Projekčńı teorém založený na vztahu mezi Radonovou a Fourierovou transfor-
maćı a také jednu ze základńıch iteračńıch metod a sice Algebraickou rekonstrukčńı
metodu.

1.1 Radonova transformace

Necht’ funkce f(x, y) definuje plochu na <2, potom Radonova transformace této
funkce je definována jako paprskový integrál přes všechny paprsky z. Tedy

f̂ =

∫ ∞
−∞

f(r)dz,

kde r je směrový vektor bodu o souřadnićıch (x, y). Přepǐsme směrový vektor r podle
obrázku (1.1) do tvaru

r = sξ + zξ′,

kde ξ je jednotkový vektor definovaný jako

ξ = (cos θ, sin θ)

a ξ′ je jednotkový vektor kolmý na ξ a je tvaru

ξ′ = (− sin θ, cos θ) .

Potom transformaci můžeme přepsat do tvaru

f̂ (s, ξ) =

∫ ∞
−∞

f(sξ + zξ′)dz, (1.1)

kde dvojice (s, θ) tvoř́ı souřadnice v Radonově doméně. Přes všechna s a fixovaný
úhel θ je potom dvojice (s, θ) projekćı obrazu f (x, y) . Uved’me ekvivalentńı zápis
transformace (1.1) s pomoćı Diracovy δ funkce, který je vhodný pro práci ve vyšš́ıch
dimenźıch a který využijeme při dokazováńı některých vlastnost́ı transformace

f̂ (s, ξ) =

∫ ∞
−∞

f(~x)δ (s− ~xξ) d~x. (1.2)

3



Obrázek 1.1: Schéma pro definováńı souřadnic Radonovy tranformace.

Daľśım možným zp̊usobem zápisu transformace je pomoćı maticového násobeńı[
x
y

]
= Aθ

[
s
z

]
, (1.3)

kde A je matice rotace definovaná jako

Aθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

Po roznásobeńı źıskáme

x = s cos θ − z sin θ (1.4)

a

y = s sin θ + z cos θ. (1.5)

Potom můžeme transformaci zapsat ve tvaru

f̂ (s, θ) =

∫ ∞
−∞

f (s cos θ − z sin θ, s sin θ + z cos θ) dz. (1.6)

Definice 1 (Radonova transformace). Necht’ f (x, y) je spojitá funkce definovaná
na <2 a ~r je směrový vektor bodu o souřadnićıch (x, y). Jestlǐze existuje f̂ (s, θ) pro
všechny dvojice (s, θ) , potom

f̂ (s, θ) =

∫ ∞
−∞

f(r)dz

je Radonova transformace funkce f (x, y) .
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Výstupem Radonovy transformace je matice projekćı pod jednotlivými úhly θ,
kde data z transformace se zobrazuj́ı jako množstv́ı rozmazaných sinusových vln s
r̊uznou amplitudou a fáźı a proto se také tento výstup nazývá sinogram. Pozname-
nejme, že existence, respektive jednoznačnost transformace záviśı na vlastnostech
funkce f (x, y) . J. Radon ve své práci (6) ukázal, že pro spojitou funkci s kom-
paktńım nosičem je transformace určena jednoznačně integraćı přes všechny pa-
prsky s. Zároveň limity integrace v transformaci (1.1), (1.6) mohou být konečné v
závislosti na omezenosti funkce f (x, y) . Poznamenejme ještě, že transformaci ob-
razu stač́ı poč́ıtat pouze pro úhly θ v intervalu 〈0, π〉 , respektive přes libovolnou
polovinu kruhu, protože projekce (s, θ) a (s, θ + π) jsou shodné.

1.1.1 Vlastnosti transformace

Uved’me některé vlastnosti Radonovy transformace.

Homogenita

Pro libovolné k ∈ < − {0} plat́ı

f̂ (ks, kξ) =

∫ ∞
−∞

f(~x)δ (ks− kξ~x) d~x = |k|−1

∫ ∞
−∞

f(~x)δ (s− ξ~x) d~x

a tedy

f̂ (ks, kξ) = |k|−1 f̂ (s, ξ) .

Linearita

Necht’ Rf je Radonova transformace funkce f. Necht’ existuj́ı funkce f a g a libovolné
konstanty c1 a c2. Potom plat́ı

R (c1f + c2g) =

∫ ∞
−∞

[c1f + c2g] δ (s− ξ~x) d~x = c1f̂ + c2ĝ = c1Rf + c2Rg.

Posun

Mějme transformaci Rf (x, y) = f̂ (x, y) . Potom pro libovolné a a b plat́ı

Rf (x− a, y − b) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f (x− a, y − b) δ
(
s− x~ξ1 − y~ξ2

)
dxdy

a tedy

Rf (x− a, y − b) = f̂ (s− aξ1 − bξ2, ξ) .
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1.2 Zpětná rekonstrukce obrazu

V této sekci se budeme zabývat rekonstrukćı obrazu funkce f (x, y) z projekćı
źıskaných Radonovou transformaćı. V závěru minulé sekce byla uvedena existence
jednoznačnosti transformace funkce f (x, y) za předpokladu, že funkce je spojitá a
má kompaktńı nosič. Je třeba poznamenat článek R. Marra (5), kde autor upo-
zorňuje na d̊uležitý fakt, že k jednoznačnosti transformace je nav́ıc zapotřeb́ı
nekonečného počtu projekćı. Tedy při aplikaci této metody pro řešeńı reálného
problému je třeba obětovat jednoznačnost transformace funkce f (x, y) . Je zřejmé,
že dobrá aproximace transformace může být nalezena s využit́ım stále větš́ıho počtu
projekćı, zároveň pro rekonstrukci obrazu je pomoćı znalost p̊uvodńıho obrazu,
tedy funkce f (x, y) . Dále poznamenejme, že inverzńı Radonova transformace, tedy
zpětná projekce, je špatně podmı́něný problém a tedy malá chyba v sinogramu zna-
mená velkou chybu v rekonstrukci. Protože sinogram je častěji výsledkem měřeńı a
nikoli výpočtu je potřeba co nejvyšš́ı možné dosažené přesnosti měřeńı pro zisk co
nejlepš́ı rekonstrukce obrazu. Pro rekonstrukci obrazu existuje řada r̊uzných metod.
V této sekci se budeme zabývat metodou klasické zpětné projekce a filtrované zpětné
projekce s použit́ım filtrace pomoćı konvoluce signálu nebo frekvenčńı filtraćı pro
zlepšeńı a k potlačeńı nežádoućıch vliv̊u na výsledek rekonstrukce. Dále uvedeme
metodu Projekčńıho teorému v anglicky psané literatuře pod názvem projection
slice theorem nebo central slice theorem, která vycháźı ze vztahu mezi Radonovou
a Fourierovou transformaćı. Na závěr uvedeme ještě jednu ze základńıch iteračńı
metod a sice Algebraickou rekonstrukčńı metodu.

1.2.1 Fourierova transformace

V tomto odstavci stručně zavedeme Fourierovu transformaci a jej́ı diskrétńı tvar,
který lze využ́ıt v rekonstrukčńıch metodách a sice ve Filtrované zpětné projekci,
respektive v Projekčńım teorému. Pro po částech spojitou a integrovatelnou funkci
f (t) je Fourierova transformace tvaru

F (s) =

∫ ∞
−∞

f (t) e−istdt.

Jej́ı inverzńı transformace je tvaru

f (t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (s) eistds.

Nevýhodou této transformace je stejně jako u ostatńıch integrálńıch transformaćı
nutnost znalosti předpisu funkce F (s) , která neńı vždy známa. Proto se v praxi
využ́ıvá diskrétńı Fourierova transformace, která je ve tvaru

D (s) =
N−1∑
t=0

d (t) e−ist2π/N ,
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kde n = 0, . . . , N − 1 a inverzńı transformace je ve tvaru

d (t) =
1

N

N−1∑
s=0

D (s) eist2π/N .

1.2.2 Zpětná projekce

Zpětná projekce, tedy rekonstrukce funkce f (x, y) , je inverzńı Radonovou transfor-
maćı ve tvaru

g (x, y) =

∫ π

0

f̂ (s, θ) dθ, (1.7)

kde f̂ (s, θ) je funkce definuj́ıćı projekce źıskané při transformaci. Zpětná projekce
je tedy potom integrál z funkce projekćı přes všechny úhly θ, pod kterými projekce
vznikly. Odvod’me z rovnic (1.4) a (1.5) souřadnice s a z. Nejprve vyjádř́ıme z rovnice
(1.4)

z = (−x+ s cos θ)
1

sin θ
(1.8)

a dosad́ıme do rovnice (1.5). T́ım źıskáme

y =
cos θ

sin θ
(−x+ s cos θ) + s sin θ.

Potom souřadnice s je tvaru

s = x cos θ + y sin θ. (1.9)

Po dosazeńı s do (1.8) je potom souřadnice z ve tvaru

z = −x sin θ + y cos θ.

Nyńı dosad’me v (1.7) za souřadnici s a źıskáváme zpětnou projekci ve tvaru

g (x, y) =

∫ π

0

f̂ (x cos θ + y sin θ, θ) dθ. (1.10)

Jak již bylo zmı́něno výstupem transformace je sinogram, který je obecně ve tvaru
matice, kde každý sloupec nebo řádek je tvořen souborem hodnot jedné projekce.
Tedy v praxi neńı znám tvar funkce f̂ a tedy nelze provést zpětnou projekci inte-
graćı. V algoritmu pro zpětnou projekci se integrace funkce f̂ nahrazuje pomoćı tzv.
zpětného promı́táńı. Algoritmus zpětného promı́táńı vyplńı podprostor každou jed-
notlivou projekćı pod úhlem, pod kterým byla projekce vytvořena a následně tyto
podprostory sečte. Neboli pro fixovaný úhel θ je př́ır̊ustek do zpětné projekce v bodě
(x, y) prostá hodnota funkce f̂ (s, θ) , kde do s ve tvaru (1.9) dosad́ıme souřadnice
bodu (x, y) . Tedy

g (x, y) =
1

n

n∑
i=1

f̂ (x cos θi + y sin θi, θi) , (1.11)

kde n je počet úhl̊u θ neboli počet projekćı. Poznamenejme, že součtem podpro-
stor̊u vyplněných projekcemi docháźı ke zkresleńı v d̊usledku superpozice paprsk̊u,
vzniká tzv. hvězdicovitý efekt. Rekonstruovaný obraz g (x, y) je nav́ıc neostrý a málo
kontrastńı. Tyto nedostatky obrazu lze potlačit či odstranit vhodnou filtraćı.
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1.2.3 Filtrovaná zpětná projekce

V této sekci poṕı̌seme možnosti, jak potlačit nebo odstranit vady zrekonstruovaného
obrazu g (x, y) , které vznikaj́ı při zpětné projekci. Jak již bylo zmı́něno v závěru mi-
nulé sekce, tyto vady lze potlačit vhodnou filtraćı. Pro metodu zpětné projekce
postupně uvedeme dva př́ıstupy filtraci a sice filtrováńı projekćı před zpětným
promı́táńım a filtraci po zpětném promı́táńı. V praxi se dnes v́ıce využ́ıvá prvńı
př́ıstup, tedy filtrováńı projekćı. Dále pro každý z př́ıstup̊u zkráceně odvod́ıme
dvě metody provedeńı filtrace a sice pomoćı Fourierovy transformace a následným
násobeńım filtrem a pomoćı konvoluce s filtrem.

Konvolučńı teorém

F (f ∗ g) = [F (f)] · [F (g)] = F ·G,

kde F (f) je Fourierova transformace funkce f, respektive g. Nyńı dokažme teorém.
Transformace konvoluce funkćı f a g je

F (f ∗ g) =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

f (x) g (z − x) dx

]
exp {−i2πωz} dz.

Zaved’me substituci y = z − x, potom dy = dz. Nyńı přepǐsme předchoźı vztah do
tvaru

F (f ∗ g) =

∫ ∞
−∞

f (x)

[∫ ∞
−∞

g (y) exp {−i2πω (y + x)} dy
]
dx.

A tedy

F (f ∗ g) =

∫ ∞
−∞

f (x) exp {−i2πωx} dx ·
∫ ∞
−∞

g (y) exp {−i2πωy} dy = F ·G.

Filtrovaná zpětná projekce

Tento př́ıstup nejprve filtruje každou jednotlivou projekci f̂ (s, θ) a teprve potom
se provád́ı zpětné promı́táńı. K filtraci docháźı bud’to ve frekvenčńı oblasti a tedy
projekci je třeba před filtraćı transformovat pomoćı Fourierovy transformace nebo
v prostorové oblasti konvolućı projekce s filtrem. Nejprve uved’me zpětné promı́táńı
odvozené v minulé sekci ve tvaru

g (x, y) = BF−1
1 F1f̂ (s, θ) , (1.12)

kde B je zpětná projekce, F1 je jednorozměrná Fourierova transformace a F−1
1 je

inverzńı Fourierova transformace. Definujme

¯̂
f (ω, θ) = F1f̂ (s, θ) .
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Tedy
¯̂
f (ω, θ) je Fourierova transformace projekce f̂ (s, θ). Dosazeńım do předchoźıho

vztahu (1.12) źıskáme zpětnou projekci ve tvaru

g (x, y) = BF−1
1

¯̂
f (ω, θ)

Nyńı funkci
¯̂
f (ω, θ) źıskanou transformaćı projekce násob́ıme korekčńım faktorem

|k| . Zapǐsme

f ∗ = F−1
1 |k|

¯̂
f (ω, θ) , (1.13)

potom po dosazeńı do vztahu (1.12) dostaneme filtrovanou zpětnou projekci ve tvaru

ḡ (x, y) = Bf ∗ =

∫ π

0

f ∗ (x cos θ + y sin θ, θ) dθ,

kde nyńı

ḡ (x, y) = f (x, y) .

Přepǐsme nyńı korekčńı faktor |k| do tvaru

|k| = F1c (t) ,

kde c (t) je funkce jej́ıž Fourierova transformace je rovna faktoru |k| . Vrat’me se k
tvaru (1.13) a dosad’me za faktor |k|

f ∗ = F−1
1

[
(F1c (t))

(
F1f̂ (ω, θ)

)]
.

Z konvolučńıho teorému pak plat́ı, že

f ∗ = c ∗ f̂ ,

respektive

f ∗ =

∫ ∞
−∞

f̂ (t) c (s− t) .

Po dosazeńı za s = x cos θ+ y sin θ dostaneme filtrovanou zpětnou projekci ve tvaru

f (x, y) =

∫ π

0

∫ ∞
−∞

f̂ (t, θ) c (x cos θ + y sin θ, θ) dtdθ.

Lepš́ım př́ıstupem je na mı́sto hledáńı funkce c, jej́ıž Fourierova transformace je
rovna faktoru |k| hledáńı funkce r̂ pro kterou bude platit r̂ ≈ |k| pro |k| < κ, tedy
funkce r̂ je aproximaćı faktoru |k| pro oblast specifikovanou κ. Obecně se r̂ definuje
jako transformace filtrové funkce r (s)

r̂ (k) = F1r (s) = |k|w (k) ,

kde w (k) je okenńı funkce. Upravme nyńı (1.13) do tvaru

f ∗ = F−1
1 |k|w (k)

¯̂
f (ω, θ) , (1.14)
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respektive

f ∗ = F−1
1 F1r (s)

¯̂
f (ω, θ) .

Využijeme opět na předchoźı vztah konvolučńı teorém a dostáváme

f ∗ (s, θ) = r (s) ∗ f̂ (s, θ) . (1.15)

Následně filtrovaná zpětná projekce je ve tvaru

f (x, y) =

∫ π

0

f ∗ (s, θ) dθ, (1.16)

kde za f ∗ (s, θ) můžeme dosadit z (1.14), potom je filtrace řešena ve Fourierově
doméně pomoćı násobeńı nebo můžeme dosadit (1.15) a filtrace je řešena konvo-
lućı projekce s filtrem. Poznamenejme, že výhodou filtrované zpětné projekce podle
(1.15) je, že neńı zapotřeb́ı fourierovsky transformovat projekce. Nicméně Fourierově
transformaci se úplně nevyhneme, protože filtr r̂ je třeba určit z rovnice

r̂ = F−1
1 [|k|w (k)] .

Ramp filtr

V tomto odstavci zkráceně odvod́ıme filtr, který je nazýván Ramp filtr nebo také
podle jeho autor̊u Ramachandrana a Lakshminarayana Ram-Lak filtr. Tento filtr je
jednou z možnost́ı jak nahradit funkci r̂ v (1.15). Nejprve je třeba převést spojitý
filtr na diskrétńı. Projekce f̂ (s, θ) jsou diskretizovány vzorkováńım se vzorkovaćı
frekvenćı 1. Následně může být s projekcemi nakládáno jako s omezenými s š́ı̌rkou
pásma 0, 5. Jak již bylo dř́ıve uvedeno filtr, respektive funkce r̂ je třeba omezit κ,
protože projekce jsou omezeny š́ı̌rkou pásu 0, 5 lze Ramp filtr ve Fourierově doméně
definovat jako

Ramp (ω) =

{
ω, |ω| ≤ 0, 5
0, |ω| > 0, 5

Do prostorové domény dostaneme Ramp filtr inverzńı Fourierovou transformaćı filtru
Ramp (ω) , tedy

ramp (n) =

∫ ∞
−∞

Ramp (ω) exp {i2πωn} dω = 2

∫ ∞
−∞

ω cos 2πndω

ramp (n) =
1

2

sin πn

πn
− 1

4

(
sin πn

2
πn
2

)2

. (1.17)

Potom diskrétńı tvar Ramp filtru (1.17) je

ramp (n) =


1
4
, n = 0

0, n je sudé
−1

(nπ)2
, n je liché

Zmiňme ještě, že jestliže projekce f̂ (s, θ) má délku N, respektive počet souřadnic
s v projekci je N a také Ramp filtr je délky N, potom konvolućı projekce s filtrem
dostaneme konvolučńı jádro o délce 2N − 1. Protože do zpětného promı́táńı je třeba
pouze N prvk̊u z konvolučńıho jádra, vezmeme pouze N centrálńıch prvk̊u.
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Filtrováńı po zpětné projekci

Jak název napov́ıdá, jako prvńı se v tomto př́ıstupu provede zpětné promı́táńı, kdy
źıskáme rekonstruovaný obraz g (x, y) , který obsahuje všechny dř́ıve uvedené chyby,
jako je neostrost nebo hvězdicovitý efekt. Teprve po zpětném promı́táńı je provedena
filtrace bud’to násobeńım filtrem ve Fourierově doméně nebo konvolućı s filtrem
v prostorové doméně. Nyńı stručně ukažme obě možnosti. Vyjdeme ze zpětného
promı́táńı podle rovnice (1.10) a následně budeme obraz g (x, y) transformovat

G (u, v) = F2 [g (x, y)] ,

kde F2 je dvourozměrná Fourierova transformace. Nyńı transformovaný obraz ve
Fourierově doméně filtrujme faktorem |k|

Ḡ (u, v) = |k|G (u, v) ,

kde faktor |k| je tvaru |k| =
√
u2 + v2. Na závěr provedeme inverzńı dvourozměrnou

Fourierovu transformaci Ḡ (u, v) a źıskáme

ḡ (x, y) = F−1
2

[
Ḡ (u, v)

]
= F−1

2 [|k|G (u, v)]

= F−1
2 [|k|F2 [g (x, y)]] (1.18)

= f (x, y) .

Nyńı obdobně jako u zpětné projekce filtrovaných projekćı definujeme filtrovou
funkci r̂ (u, v) = |k|w (u, v) . Poznamenejme, že tentokrát jsou r̂ a w funkcemi dvou
proměnných. Dosad’me za |k| v rovnici (1.18)

f (x, y) = F−1
2 [r̂F2 [g (x, y)]] ,

potom

f (x, y) = r (x, y) ∗ ∗g (x, y) ,

kde ∗∗ je dvourozměrná konvoluce a r (x, y) = F−1
2 [r̂] . Ještě poznamenejme značnou

nevýhodu tohoto postupu. Obraz g (x, y), který je obvykle matice s rozměry n× n
konvolućı s filtračńı matićı r (x, y) o stejných rozměrech, źıskáme konvolučńı jádro
matice o rozměrech (2N − 1)× (2N − 1) , tedy filtrovaná matice ḡ bude podstatně
větš́ıch rozměr̊u než originálńı obraz f (x, y) . Závěrem ještě zmiňme, tak jako v
předešlé sekci výpočet zpětné projekce využ́ıvaj́ıćı zpětného promı́táńı. Pro rekon-
strukci filtrovaných projekćı bude tvaru

f (x, y) =
1

n

n∑
i=1

f ∗ (x cos θi + y sin θi) . (1.19)

Pro metodu filtrováńı po zpětné projekci plat́ı tvar (1.11).
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1.2.4 Projekčńı teorém

Lze se setkat i s daľśımi možnými názvy pro tuto metodu jako Projekčńı řezový
teorém, Centrálńı řezový teorém nebo Fourier̊uv řezový teorém. Metoda je založena
na vztahu mezi jednorozměrnou Fourierovou transformaćı projekce f̂ (s, θ) a dvou-
rozměrnou Fourierovou transformaćı p̊uvodńıho obrazu f (x, y) . Nejprve definujme
teorém.

Definice 2 (Projekčńı teorém). Necht’ pro úhel θ a všechna s existuje projekce
f̂ (s, θ) . Potom plat́ı, že

S1F2f (x, y) = F1f̂ (s, θ) ,

kde F1,F2 jsou jedno-, respektive dvourozměrná Fourierova transformace a S1 je
řez dvourozměrné Fourierovy transformace obrazu f (x, y) pod úhlem θ procházej́ıćı
počátkem.

Uvedenou definici jednoduchým odvozeńım dokažme. Fourierova transformace
projekce f̂ (s, θ) je ve tvaru

F1 (ω) =

∫
f̂ (s, θ) exp {−i2πωs} ds.

Dosad’me za f̂ (s, θ) z (1.6) a dostaneme

F1 (ω) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(s cos θ − z sin θ, s sin θ + z cos θ) exp {−i2πωs} dzds.

Nyńı provedeme substituci souřadnice (s, z) , nahrad́ıme (x, y) . Nejprve spočtěme
jakobián∣∣∣∣∂ (s, z)

∂ (x, y)

∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣ ∂s
∂x

∂s
∂y

∂z
∂x

∂z
∂y

∣∣∣∣
= det

∣∣∣∣∣ ∂(x cos θ+y sin θ)
∂x

∂(x cos θ+y sin θ)
∂y

∂(−x sin θ+y cos θ)
∂x

∂(−x sin θ+y cos θ)
∂y

∣∣∣∣∣
= det

∣∣∣∣ cos θ sin θ
− sin θ cos θ

∣∣∣∣
= 1.

Potom

drdz =

∣∣∣∣ (s, z)(x, y)

∣∣∣∣ dxdy = dxdy.

Transformaci potom můžeme přepsat do tvaru

F1 (ω) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f (x, y) exp {−i2πωs} dxdy.
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Dosad’me za s z (1.9)

F1 (ω) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f (x, y) exp {−i2πω (x cos θ + y sin θ)} dxdy = F2 (ω cos θ, ω sin θ) ,

kde F2 je dvourozměrná Fourierova transformace obrazu f (x, y) . Poznamenejme,
že tato metoda obsahuje jisté nedostatky, pro které dnes neńı př́ılǐs využ́ıvána.
Před inverzńı dvourozměrnou Fourierovou transformaćı je nutná transformace z
polárńıch souřadnic (ω, θ) na kartézské (u, v) , kterou jsme naznačili u = ω cos θ
a ω sin θ. Zároveň, jak můžeme vidět na obrázku (1.2), většina transformovaných
hodnot źıskaných projekcemi je soustředěno kolem středu otáčeńı, neboli množstv́ı
hodnot je soustředěno v ńızkých frekvenćıch a se zvyšuj́ıćımi se frekvencemi počty
hodnot ubývá. Což vede k problému, protože vysoké frekvence zd̊urazňuj́ı detaily, o
které tedy přicháźıme. To tedy znamená, že před inverzńı Fourierovou transformaćı
je třeba ještě provést interpolaci.

Obrázek 1.2: Transformované projekce pod jednotlivými úhly.

1.2.5 Iteračńı metoda

Algebraická rekonstrukčńı metoda patř́ı do skupiny iteračńıch metod, které zvláště
v posledńıch letech źıskaly na oblibě při rekonstrukci obrazu. Iteračńı metody rekon-
strukce obrazu z projekćı vycházej́ı z řešeńı lineárńıch algebraických rovnic tvaru

Ax = b,

kde matice A se obecně nazývá matice tuhosti, b je vektor naměřených hodnot a x je
vektor neznámých. Překryjme originálńı obraz definovaný funkćı f (x, y) čtvercovou
śıt́ı. V každé buňce, respektive pixelu fij definujeme obraz f (x, y) konstantou, tedy
originálńı obraz je aproximován N konstantami fij. Nyńı budeme vyžadovat, aby
paprsky projekce měly určitou tloušt’ku τ, viz. obrázek (1.3). Potom integrál podél
paprsk̊u projekce f̂ (s, θ), který jsme definovali v předchoźım textu (1.1), (1.2), (1.6),
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Obrázek 1.3: Schéma iteračńı metody.

nyńı budeme definovat jako sumu konstant Fij podél jednotlivých paprsk̊u a přes
všechny úhly

p̂ (i, θj) =
m∑
k=1

m∑
l=1

wkl (i, θj)Fkl, (1.20)

kde i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n a wkl (i, θ) je váhový faktor jehož hodnotu můžeme
definovat jako obsah, který vyplńı v buňce Fij procházej́ıćı paprsek. T́ım źıskáváme
soustavu rovnic, kde matice A je

A =


w11 (1, 1) w12 (1, 1) . . . wmm (1, 1)

...
w11 (m, 1) w12 (m, 1) . . . wmm (m, 1)

...
w11 (m,n) w12 (m,n) . . . wmm (m,n)

 ,

tedy matici A naplńıme váhovými funkcemi. Vektor pravé strany b je

b =

 F11
...

Fmn

 .
Poznamenejme, že matice A je ř́ıdká, protože většina váhových faktor̊u wkl (i, θ) je
rovna nule. Za předpokladu, že śıt’, kterou jsme překryli obraz f (x, y) , bude ob-
sahovat pouze několik pixel̊u a bude naměřeno pouze několik projekćı, potom lze
soustavu Ax = b řešit standardńımi metodami jako např́ıklad Gaussova eliminace či
LU rozklad. Jak již jsme psali, přesnost aproximace transformace je př́ımo úměrná
počtu projekćı. Dále také reálný řešený problém má alespoň 256 × 256 pixel̊u a
tedy matice A má obecně rozměry v deśıtkách tiśıc hodnot, a tedy systém je př́ılǐs
velký na řešeńı pomoćı standardńıch metod. Dále počet rovnic (1.20) může být
menš́ı než počet neznámých ve vektoru x. Potom tedy dostaneme nekonečně mnoho
řešeńı. Nav́ıc ještě dodejme, že vektor naměřených hodnot b obsahuje chyby měřeńı,
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které by se projevily v řešeńı. Existuje řada iteračńıch metod jako např́ıklad Al-
gebraická rekonstrukčńı metoda nebo Bayesianova metoda. Ideou iteračńıch metod
je zvolit počátečńı odhad obrazu F 0

kl. Obvykle je počátečńım odhadem matice nul,
př́ıpadně se za počátečńı odhad bere výsledek źıskaný filtrovanou zpětnou projekćı.
Pro tento počátečńı odhad F 0

kl se spoč́ıtaj́ı projekce q podle (1.20). Následně jsou
tyto spočtené projekce q porovnány s naměřenými projekcemi p. T́ımto porovnáńım
źıskáme korekčńı faktory pro spočtené projekce, které o tyto faktory oprav́ıme a
následně provedeme zpětnou projekci a t́ım źıskáme nový odhad obrazu F 1

kl. Poté
znovu poč́ıtáme projekce q a porovnáváme s p. Takto postupujeme, dokud neńı
dosaženo požadované přesnosti rekonstruovaného obrazu, respektive dokud nejsou
korekčńı faktory menš́ı než zvolená mez, popř́ıpadě dokud neńı dosaženo zvoleného
počtu iteraćı. Matematicky tento postup můžeme zapsat ve tvaru

F 1
kl = F 0

kl −
F 0
kl ~wkl (i, θ)− p (i, θ)

~wkl (i, θ) · ~wkl (i, θ)
~wkl (i, θ) , (1.21)

kde ~wkl (i, θ) = (w11 (i, θ) , . . . , w1m (i, θ) , . . . wmm (i, θ)) a jmenovatel ~wkl (i, θ) ·
~wkl (i, θ) je skalárńı součin vektoru vah ~wkl (i, θ) sám se sebou. Přepǐsme (1.21)
do tvaru, který se již obecně využ́ıvá v implementaćıch

F i
kl = F i−1

kl +
p (i, θ)− q (i, θ)∑m
k=1

∑m
k=1w

2
kl (i, θ)

wkl (i, θ) ,

kde

q (i, θ) = F i−1
kl ~wkl (i, θ) =

m∑
k=1

m∑
l=1

wkl (i, θ)F
i−1
kl .

Neboli korekce buňky, respektive pixelu je

∆Fkl = F i
kl − F i−1

kl =
p (i, θ)− q (i, θ)∑m
k=1

∑m
k=1w

2
kl (i, θ)

wkl (i, θ) . (1.22)

Tedy oprava každého pixelu je źıskána z rozd́ılu mezi naměřenou projekćı p a
vypočtenou projekćı q, který je normalizován

∑m
k=1

∑m
k=1w

2
kl (i, θ) a každá korekce

ještě násobena př́ıslušnou váhou wkl (i, θ) .

Algebraická rekonstrukčńı metoda

Také se můžeme setkat s anglickým názvem metody Algebraic reconstruction tech-
niques (ART). V implementaci této metody se obecně v rovnici (1.22) aproximuj́ı
váhové faktory wkl (i, θ) konstantami 0 a 1 v závislosti na paprsćıch projekce. Pokud
paprsek projekce procháźı danou buňkou, potom je váhový faktor wkl (i, θ) aproxi-
mován jedničkou, v opačném př́ıpadě nulou. Ve jmenovateli rovnice (1.22) potom
dojde ke zjednodušeńı

∑m
k=1

∑m
k=1w

2
kl (i, θ) = N, kde N je počet pixel̊u jimiž paprsek

projekce projde. Potom rovnici (1.22) můžeme přepsat do tvaru

∆Fkl = F i
kl − F i−1

kl =
p (i, θ)− q (i, θ)

N
. (1.23)
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Tento krok výrazně zjednodušuje implementaci metody, ale zároveň může být zdro-
jem chyb, když N neńı dobrou aproximaćı jmenovatele rovnice (1.23). Tento zdroj
chyb můžeme omezit, když rovnici (1.23) přeṕı̌seme do tvaru

∆Fkl = F i
kl − F i−1

kl =
p (i, θ)

L
− q (i, θ)

N
, (1.24)

kde L je vzdálenost, kterou paprsek uraźı rekonstruovanou oblast́ı. Tato metoda
nab́ıźı poměrně snadnou implementaci, ale obsahuje také nedostatky v podobě apro-
ximaćı váhových faktor̊u wkl (i, θ) a také suma projekćı q (θ) neńı nejlepš́ı aproximaćı
odpov́ıdaj́ıćı měřeným projekćım p. Šum vznikaj́ıćı z těchto nedostatk̊u je možné re-
dukovat pomoćı relaxačńıho parametru α tak, že j́ım vynásob́ıme opravu pixelu
∆Fkl. Tedy oprava pixelu bude tvaru α∆Fkl, kde α < 1. Velikost relaxačńıho para-
metru α se obvykle snižuje se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı.
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2 Tomografie refraktivńıch materiál̊u

V této kapitole se budeme zabývat omezeńım klasické tomografie, kdy paprsek
procháźı mezi zdrojem zářeńı a detektorem prostřed́ım o r̊uzných optických vlast-
nostech, jej́ıž vlivem docháźı k lomu paprsku. Důsledkem toho, poloha paprsku do-
padaj́ıćıho na detektor neodpov́ıdá mı́stu, odkud byl paprsek vyslán. V této kapitole
odvod́ıme š́ı̌reńı paprsku v nehomogenńım prostřed́ı.

2.1 Eikonálová rovnice a Snell̊uv zákon

Před odvozeńım eikonálové rovnice uved’me Maxwellovy rovnice, které při odvo-
zováńı využijeme.

Maxwellovy rovnice

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(2.1)

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
(2.2)

2.1.1 Odvozeńı Eikonálové rovnice

V tomto odstavci odvod́ıme jednu ze základńıch rovnic geometrické optiky a sice
Eikonálovou rovnici. Rovnici źıskáme odvozeńım z Maxwellových rovnic. Necht’ in-
tenzita harmonické vlny je tvaru

~E (~r, t) = ~E0 (~r) exp {ik0S (~r)− iωt} , (2.3)

kde ~E0 je amplituda intenzity pole, k0 je vlnový vektor, S je eikonál a ω je frekvence.
Stejně zaved’me magnetickou intenzitu pole.

~H (~r, t) = ~H0 (~r) exp {ik0S (~r)− iωt} , (2.4)
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kde ~H0 je amplituda intenzity pole. Nyńı využijeme materiálový vztah pro indukci
D

D = εE, (2.5)

kde ε je permitivita materiálu. Dosad’me do Maxwellovy rovnice (2.2) za intenzitu
H z rovnice (2.4) a za indukci D z (2.5) a využijme vztah pro rotaci součinu vektoru
a skaláru

∇× (~vα) = α (∇× ~v) + (∇α× ~v) ,

potom źıskáme(
∇× ~H0

)
exp {ik0S}+ ik0

(
∇S × ~H0

)
exp {ik0S}+ iωε ~E0 exp {ik0S} = 0. (2.6)

Z definice vlnového vektoru k0c0 = ω upravme (2.6) do tvaru(
∇× ~H0

) 1

k0

+ i
(
∇S × ~H0

)
+ ic0ε ~E0 = 0. (2.7)

Prvńı člen rovnice (2.7) můžeme zanedbat, protože uvažujeme λ jdoućı limitně k
nule a potom tedy(

∇S × ~H0

)
+ c0ε ~E0 = 0. (2.8)

Stejným postupem můžeme z Maxwellovy rovnice (2.1) a z materiálového vztahu
B = µH odvodit rovnici(

∇S × ~E0

)
− c0µ ~H0 = 0. (2.9)

Nyńı z (2.9) vyjádř́ıme ~H0 a dosad́ıme do (2.8) a źıskáme

∇S ×

(
∇S × ~E0

)
c0µ

+ c0ε ~E0 = 0. (2.10)

Využijme vektorové identity

~a×~b× ~c = ~b (~a · ~c)− ~c
(
~a ·~b

)
na prvńı člen rovnice (2.10) a źıskáme

∇S
(
∇S · ~E0

)
− ~E0 (∇S · ∇S) + c2

0εµ ~E0 = 0. (2.11)

Prvńı člen rovnice (2.11) je roven nule, protože ∇S · ~E0 = 0. Potom rovnice (2.11)
přejde do tvaru[

(∇S)2 − c2
0εµ
]
~E0 = 0.

Položme n2 = c2
0εµ, potom Eikonálovou rovnici můžeme zapsat ve známém tvaru

(∇S)2 = n2. (2.12)
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Obrázek 2.1: Schéma Snellova zákona.

2.1.2 Klasické odvozeńı Snellova zákona

Snell̊uv zákon popisuje š́ı̌reńı vlněńı, které procháźı přes rozhrańı dvou prostřed́ı s
odlǐsnými optickými vlastnostmi. Ke klasickému odvozeńı Snellova zákona využijeme
schématu pr̊uchodu paprsku prostřed́ımi na obrázku (2.1). V mı́stě dopadu paprsku
A vztyčme kolmici k rozhrańı, také nazývanou kolmice dopadu. Úhel dopadu mezi
dopadaj́ıćı vlnou a kolmićı dopadu označme α. Úhel mezi procházej́ıćı vlnou a kolmićı
dopadu je úhel lomu a označme ho β. Čas potřebný k uražeńı vzdálenosti mezi body
A a B podle obrázku (2.1) je

t =
s1

v1

+
s2

v2

,

kde s1 =
√
a2 + x2, s2 =

√
b2 + (l − x)2 jsou dráhy v prostřed́ı 1, respektive 2 a v1 a

v2 jsou rychlosti š́ı̌reńı paprsku v prostřed́ıch. Podle Fermatova principu se paprsek
š́ı̌ŕı po extremálńı dráze, neboli hledáme dráhu s minimálńı t (x) . Tedy

dt

dx
=

x

v1

√
a2 + x2

− l − x

v2

√
b2 + (l − x)2

= 0.

Z obrázku (2.1) plyne, že sinα = x√
a2+x2

a sin β = l−x√
b2+(l−x)2

, tedy

sinα

v1

− sin β

v2

= 0.

Za rychlosti dosad’me podle definice v = c
n
, potom źıskáme Snell̊uv zákon ve známém

tvaru

n1 sinα = n2 sin β.
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2.1.3 Odvozeńı Snellova zákona pomoćı Eikonálové rovnice

Definujme směr š́ı̌reńı vlny pomoćı obecného vektoru (kx, ky) . Zároveň definujme
konstantu k tak, že k (kx, ky) je vlnový vektor. V prostřed́ı 1 muśı vlnový vektor
k
(
k1
xx, k

1
yy
)

splňovat eikonálovou rovnici ve tvaru(
∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2

= n2.

Dosad’me do eikonálové rovnice vlnový vektor v prostřed́ı 1 a dostaneme

k2
((
k1
x

)2
+
(
k1
y

)2
)

= n2
1.

Potom konstanta k je

|k| = n1√
(k1
x)

2 +
(
k1
y

)2
.

Rovinná vlna v prostřed́ı 2 ve tvaru
(
k2
xx, k

2
yy
)

muśı splňovat eikonálovou rovnici,

ale také muśı být spojitá s vlnou z prostřed́ı 1 na rozhrańı. Dosad’me vlnu
(
k2
xx, k

2
yy
)

do eikonálové rovnice((
k2
x

)2
+
(
k2
y

)2
)

= n2
2. (2.13)

Podmı́nka na rozhrańı prostřed́ı je

k2
xx = kk1

xx,

potom

k2
x = kk1

x.

Dosad’me za k2
x v rovnici (2.13)∣∣k2

y

∣∣ =

√
n2

2 − (kk1
x)

2.

Obecně je index lomu kladný a zároveň uvažujme kladné složky vektor̊u vln v
prostřed́ıch, potom můžeme odstranit absolutńı hodnoty pro k a k2

y. Pomoćı sinové
věty definujme úhel dopadu α, respektive úhel lomu β

sinα =
kk1

x√
k2
(

(k1
x)

2 +
(
k1
y

)2
) =

k1
x(

(k1
x)

2 +
(
k1
y

)2
) ,

sin β =
k2
x√(

(k2
x)

2 +
(
k2
y

)2
) =

n1k
1
x

n2

√(
(k1
x)

2 +
(
k1
y

)2
) .

Potom pro pod́ıl úhl̊u α a β dostáváme Snell̊uv zákon v klasickém tvaru

sinα

sin β
=
n2

n1

.
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2.2 Radonova transformace pro refraktivńı materiál

V této sekci odvod́ıme chováńı paprsku, respektive š́ı̌reńı paprsku procházej́ıćıho
prostřed́ım, ve kterém se měńı index lomu. K tomu využijeme z předešlé sekce uve-
deného Snellova zákona. Uvažujme prostřed́ı, jako je na schématu (2.2), kde mezi
vrstvy vzduchu 1 a 3 s indexem lomu n1 vlož́ıme krystal s indexem lomu n2. Paprsek
rozděĺıme do tř́ı část́ı a sice před krystalem, uvnitř krystalu a za krystalem. Hra-
nićı mezi prostřed́ımi 1 a 2 bude hraničńı podmı́nka z0 a hranićı mezi prostřed́ımi 2
a 3 bude hraničńı podmı́nka z1. V odvozeńı jednotlivých parametr̊u budeme často

Obrázek 2.2: Schéma modelu tomografie nehomogenńıho materiálu.

využ́ıvat sinovou větu a schéma modelu na obrázku (2.2).Nejprve odvod’me para-
metr ∆S, který využijeme při výpočtu daľśıch hodnot a který je zároveň posunem
paprsku ve směru osy s mezi prostřed́ımi 1 a 3.

∆S

sin (θ − α)
=

d

sin π/2
,

kde θ je úhel pod kterým vzniká projekce nebo také ze Snellova zákona úhel dopadu,

α je úhel lomu definovaný jako α = arcsin
(
n1

n2
sinα

)
a d je vzdálenost, kterou uraźı

paprsek v prostřed́ı 2 a je roven

d =
2l

cosα
,

kde l je polovina š́ı̌rky prostřed́ı 2. Potom parametr ∆S je

∆S =
2l sin (θ − α)

cosα
.

Nyńı definujme podmı́nky z0 a z1, které pro každý paprsek projekce f̂ (s, θ) , neboli
pro každé s definuje dvojici souřadnic z, ve kterých paprsek přecháźı z prostřed́ı 1 do
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prostřed́ı 2, respektive z prostřed́ı 2 do prostřed́ı 3. Parametr z0 nejprve odvod́ıme
pro paprsek f̂ (0, θ) , který procháźı středem otáčeńı. Parametr z0 v s = 0 je

z0 =
−l

cos θ
,

poznamenejme záporné znaménko před zlomkem, hodnota parametru se nacháźı v
záporných hodnotách osy z. Nyńı k z0 přičteme posun ∆z2, který představuje posun
ve směru osy z mezi paprskem procházej́ıćım počátkem a libovolným jiným.

∆z2 =
s sin θ

cos θ
= s tan θ,

potom z0 je

z0 =
−l

cos θ
+ s tan θ. (2.14)

Parametr z1 je

z1 = z0 + ∆z1, (2.15)

kde ∆z1 je vzdálenost, kterou uraźı paprsek v prostřed́ı 2 ve směru osy z a je tvaru

∆z1 =

√(
2l

cosα

)2

−
(

2l sin (θ − α)

cosα

)2

.

Potom z1 je

z1 = z0 +

√(
2l

cosα

)2

−
(

2l sin (θ − α)

cosα

)2

.

Původńı výpočet projekce f̂ (s, θ) např́ıklad podle vzorce (1.6) je nyńı třeba rozdělit
na součet tř́ı projekćı

f̂ (s, θ) = f̂1 (s, θ) + f̂2 (s, θ) + f̂3 (s, θ) ,

kde f̂i (s, θ) jsou projekce v jednotlivých prostřed́ıch a jsou př́ır̊ustkem do celkové
projekce f̂ (s, θ) modelu. Nyńı v jednotlivých prostřed́ıch odvod́ıme rovnice pro pa-
prsky projekćı f̂i (s, θ) . Pro rovnici paprsku využijeme dř́ıve uvedený maticový tvar
(1.3), respektive rovnice (1.4),(1.5).

Před krystalem

V prostřed́ı 1 před krystalem plat́ı pro souřadnici z podmı́nka z < z0. Zde plat́ı stejné
rovnice (1.4) a (1.5) jako v klasické tomografii, tedy projekci Radonovy transformace
lze psát ve tvaru

f̂1 (s, θ) =

∫ z0

−∞
f (s cos θ − z sin θ, s sin θ + z cos θ) dz.
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Uvniťr krystalu

Uvnitř krystalu, tedy v prostřed́ı 2 plat́ı pro souřadnici z podmı́nka z0 ≤ z ≤ z1.
Souřadnice s je zde definována jako lineárńı funkce souřadnice z ve tvaru s = Az+B.
Konstanty A a B urč́ıme z jednoduché soustavy rovnic

Az0 +B = s

Az1 +B = s+ ∆S.

Potom

A =
∆S

z1 − z0

(2.16)

a

B = s− ∆Sz0

z1 − z0

. (2.17)

Souřadnice s je potom ve tvaru s = ∆Sz
z1−z0 + s − ∆Sz0

z1−z0 . Rovnice (1.4) a (1.5) budou
nyńı tvaru

x =

(
∆Sz

z1 − z0

+ s− ∆Sz0

z1 − z0

)
cos θ − z sin θ, (2.18)

y =

(
∆Sz

z1 − z0

+ s− ∆Sz0

z1 − z0

)
sin θ + z cos θ. (2.19)

Potom projekce Radonovy transformace uvnitř krystalu je

f̂2 (s, θ) =

∫ z1

z0

f

(
∆Sz

z1 − z0

+ s− ∆Sz0 cos θ

z1 − z0

− z sin θ,
∆Sz

z1 − z0

+ s

−∆Sz0 sin θ

z1 − z0

+ z cos θ

)
dz.

Za krystalem

V prostřed́ı 3 za krystalem plat́ı pro z podmı́nka z > z1. Oproti prostřed́ı 1 dojde
v rovnićıch (1.4) a (1.5) pouze k posunu v souřadnici s, tedy s = s + ∆S a potom
rovnice (1.4) a (1.5) jsou tvaru

x = (s+ ∆S) cos θ − z sin θ, (2.20)

y = (s+ ∆S) sin θ + z cos θ. (2.21)

Tedy projekce transformace je

f̂3 (s, θ) =

∫ ∞
z1

f ((s+ ∆S) cos θ − z sin θ, (s+ ∆S) sin θ + z cos θ) dz.

Poznamenejme př́ıpad kdy projekce vzniká pod úhlem θ = 0 nebo |θ| = π/2. V
těchto př́ıpadech nedocháźı k lomu paprsku a tedy pro projekce plat́ı rovnice odvo-
zené v předchoźı kapitole o klasické tomografii.
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2.3 Zpětná rekonstrukce obrazu refraktivńıho ma-
teriálu

V této sekci uprav́ıme rekonstrukčńı metody, které jsme již dř́ıve odvodili. Tak
jako v minulé kapitole i nyńı potřebujeme ze souřadnic (x, y) odvodit souřadnice
(s, z) . Souřadnice (s, z) budeme odvozovat stejně jako v minulé sekci (x, y) pro
každé prostřed́ı, tedy před krystalem, uvnitř krystalu a za krystalem. Nyńı budou
okrajovými podmı́nkami mezi prostřed́ımi pevně zvolené souřadnice y0 a y1. Jejich
volba záviśı na p̊uvodńım originálńım obrazu a na rozd́ıl od parametr̊u z0 a z1 se
neměńı v závislosti na souřadnici x nebo y.

Prosťred́ı p̌red krystalem

Zde plat́ı pro souřadnici y podmı́nka y < y0. V tomto prostřed́ı plat́ı pro souřadnice
(s, z) rovnice (1.9) a (1.8) odvozené v minulé kapitole v sekci věnované Zpětné
projekci.

Prosťred́ı uvniťr krystalu

Uvnitř krystalu plat́ı pro y podmı́nka y0 ≤ y ≤ y1. Pro toto prostřed́ı odvod́ıme
souřadnice (s, z) z maticového tvaru[

x
y

]
= Aθ

[
Az + b
z

]
.

Nyńı obě strany rovnice vynásobme zleva matićı A−θ, která je tvaru

A−θ =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
.

T́ım źıskáme

A−θ

[
x
y

]
=

[
Az + b
z

]
a po roznásobeńı źıskáme rovnice

x cos θ + y sin θ = Az +B (2.22)

a

−x sin θ + y cos θ = z. (2.23)

Do rovnice (2.22) dosad’me za souřadnici z z (2.23) a za A a B z (2.16),(2.17) a
dostáváme

s = x

[
cos θ +

∆S sin θ

z1 − z0

]
+ y

[
sin θ − ∆S cos θ

z1 − z0

]
+

∆Sz0

z1 − z0

(2.24)
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Prosťred́ı za krystalem

Pro prostřed́ı za krystalem plat́ı podmı́nka y > y1. Souřadnice (s, z) odvod’me opět
z maticového tvaru[

x
y

]
= Aθ

[
s+ ∆S

z

]
,

potom[
s+ ∆S

z

]
= A−θ

[
x
y

]
a tedy

s = −∆S + x cos θ + y sin θ (2.25)

a

z = −x sin θ + y cos θ.

2.3.1 Zpětná projekce a filtrovaná zpětná projekce s refrakćı

Pro rekonstrukci pomoćı Zpětné projekce, respektive Filtrované zpětné projekce
využijeme již známých vzorc̊u (1.10), (1.16), tedy

g (x, y) =

∫ π

0

f̂ (s̄, θ) dθ

a

ḡ (x, y) =

∫ π

0

f ∗ (s̄, θ) dθ,

kde s̄ je

s̄ =


x cos θ + y sin θ, y < y0

x
[
cos θ + ∆S sin θ

z1−z0

]
+ y

[
sin θ − ∆S cos θ

z1−z0

]
+ ∆Sz0

z1−z0 , y0 ≤ y ≤ y1

−∆S + x cos θ + y sin θ, y1 ≤ y

2.3.2 Algebraická rekonstrukčńı metoda s refrakćı

Pro metodu plat́ı vzorce (1.23),(1.24) odvozené v předchoźı kapitole. Rovnice pro
výpočet projekćı (1.20) z̊ustává také v platnosti, ale pro paprsky procházej́ıćı
prostřed́ım plat́ı, že v prostřed́ı 1 před krystalem plat́ı rovnice (1.4) a (1.5). V
prostřed́ı 2 uvnitř krystalu pro souřadnice x a y plat́ı rovnice (2.18) a (2.19). V
prostřed́ı 3 za krystalem pak plat́ı pro paprsky rovnice (2.20) a (2.21).
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3 Numerické simulace

V této kapitole provedeme simulace metod, které jsme v předchoźıch kapitolách od-
vodili, tedy Radonova transformace obrazu s refrakćı i bez a následně rekonstrukci
obrazu pomoćı Zpětné projekce s i bez filtrace, Projekčńı teorém a Algebraickou re-
konstrukčńı metodu. Tomu jsou věnovány prvńı dvě sekce kapitoly. Následně ve třet́ı
sekci budeme rekonstruovat obraz ze sinogramu, který byl źıskán digitálńı hologra-
fickou interferometríı. Implementace metod proběhla v prostřed́ı programu Matlab.
V jednotlivých sekćıch stručně poṕı̌seme vytvořené skripty pro metody v matlabu.
Kompletńı vytvořené skripty metod jsou k nahlédnut́ı v př́ıloze této práce.

3.0.1 Změny nutné pro matlabovské skripty oproti teorii

K reprezentaci sinogramu originálńıho obrazu budeme využ́ıvat v matlabu matice.
Matlab má počátek č́ıslováńı prvk̊u matice v levém horńım rohu. Jednotlivé prvky
matice potom č́ısluje od levého horńıho rohu směrem k pravému spodńımu rohu viz
schéma matice (3.1).

 (1, 1) . . . (1,m)
...

...
(m, 1) . . . (m,m)

 (3.1)

To má za d̊usledek prohozeńı kladné a záporné osy y oproti klasickému souřadnému
systému, ve kterém jsme odvozovali vzorce. To následně vede k problému, kdy
docháźı k otáčeńı o úhel θ proti obvyklému směru. Je tedy třeba transformace úhlu
θ na úhel −θ. Zároveň zmiňme, že prohozeńı kladné a záporné osy y má vliv na směr
paprsk̊u, které se budou pohybovat opačně, než jak jsme uvedli v teorii, jak můžeme
vidět na schématu (3.1). Změna směru pohybu paprsk̊u znamená, že posun paprsku
mezi prostřed́ımi 1 a 3 ve směru osy s bude záporný, tedy ve vzorćıch dosad́ıme
−∆S. V následuj́ıćım odstavci poṕı̌seme stručně funkci indexXY, která v matlabu
bude poč́ıtat ze souřadnic (s, z) souřadnice (x, y) na základě rovnic odvozených v
sekci 2.3 a upravených o změny uvedené v tomto odstavci.
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Obrázek 3.1: Schéma modelu tomografie nehomogenńıho materiálu pro Matlab.

3.0.2 Funkce a konstanty pro implementaci skript̊u metod

Funkce indexXY

V tomto odstavci poṕı̌seme funkci indexXY jej́ımiž vstupńımi parametry bu-
dou úhel θ, souřadnice v prostoru (s, z) , souřadnice středu otáčeńı (xmid, ymid) ,
souřadnice ve směru osy y středu originálńıho obrazu imid, relativńı index lomu N
a polovina š́ı̌rky krystalu l. Výstupem potom budou souřadnice (x, y) . Vyjděme z
maticového tvaru[

x
y

]
= A−θ

[
s
z

]
+

[
xmid
ymid

]
,

kde jsme oproti (1.3) do rovnice přidali posun (xmid, ymid) , který definuje střed
otáčeńı a kde matice rotace A−θ je tvaru

A−θ =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
.

Nyńı obdobně, jako v sekci 2.3, naṕı̌seme rovnice pro souřadnice (x, y) pro jednot-
livá prostřed́ı a zahrneme do nich také nové členy (xmid, ymid) a také nutné změny
uvedené v předešlé sekci, tedy −θ, který jsme již ilustrovali v maticovém tvaru a z
této změny vyplývaj́ıćı změnu znaménka pro ∆S. Potom můžeme funkci indexXY
definovat následuj́ıćım zp̊usobem

x =


xmid + s cos θ + z sin θ, |θ| = π

2
∨ θ = 0 ∨ z < z0

xmid +
(
− ∆Sz
z1−z0 + s+ ∆Sz0

z1−z0

)
cos θ + z sin θ, z ≥ z0 ∧ z ≤ z1

xmid + (s−∆S) cos θ + z sin θ, z ≥ z1

(3.2)

y =


ymid − s sin θ + z cos θ, |θ| = π

2
∨ θ = 0 ∨ z < z0

ymid −
(−∆Sz
z1−z0 + s+ ∆Sz0

z1−z0

)
sin θ + z cos θ, z ≥ z0 ∧ z ≤ z1

ymid − (s−∆S) sin θ + z cos θ, z ≥ z1

(3.3)
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Protože jsme do funkce indexXY přidali volbu polohy středu otáčeńı, je nutné opravit
parametr z0, který jsme p̊uvodně odvozovali pro střed otáčeńı ve středu obrazu. V
rovnici (2.14) doplńıme čitatel zlomku o změnu polohy středu otáčeńı v souřadnici
y, tedy

z0 = −−ymid + imid+ l

cos θ
+ s tan θ.

Funkci budeme v matlabu volat předpisem

[x, y] = indexXY (θ, s, z, ymid, xmid, imid,N, l).

Rmax

Jak jsme uvedli v prvńı kapitole, limity integrace Radonovy transformace nemuśı
být nutně nekonečné. Zálež́ı na transformovaném obraze f (x, y) . My budeme trans-
formovat obrazy, které budou diskretizovány a popsány matićı. Parametrem Rmax
definujeme limity integrace a tedy transformace bude tvaru

f̂ (s, θ) =

∫ Rmax

−Rmax
f (x, y) dz.

Parametr definujme jako

rmax = ceil

(√
2 (a+ ∆S)2 + 1

)
,

kde ceil je matlabovské zaokrouhlováńı směrem nahoru, ∆S je posun paprsku ve
směru osy s a a je tvaru

a = max {|1− xmid| , |1− ymid| , |length (fx (x, y))− xmid| , |length (fy (x, y))− ymid|}

definuj́ıćı největš́ı vzdálenost obrazového bodu funkce f (x, y) od středu otáčeńı
(xmid, ymid) ve směru osy x, respektive y.

3.1 Klasická tomografie mozku

V této sekci budeme simulovat metody, které jsme odvodili v prvńı kapitole. Simulace
provedeme na vygenerovaném obrazu scanu mozku, který v matlabu źıskáme pomoćı
funkce phantom(n), kde n je rozměr obrazu, který jsme zvolili n = 201. Funkce
vytvoř́ı šedotónový obraz (3.2), respektive vytvoř́ı matici o 2012 prvćıch, ve kterých
je funkce definována konstantou. Ve skriptu pro Radonovu transformaci, ale i ve
skriptech metod rekonstrukce, využijeme funkci indexXY a také parametr Rmax.
Byt’ jsme oboje odvodili na začátku této kapitoly pro tomografii s refrakćı, stač́ı si
uvědomit, že pro klasickou tomografii bude platit, že relativńı index N = n1

n2
= 1.

Potom úhel α nebo také úhel lomu ze Snellova zákona bude roven θ a tedy z toho
plyne, že posun paprsku ∆S je roven nule, potom i hodnotu parametru l můžeme
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Obrázek 3.2: Scan mozku vygenerovaný funkćı phantom.

zvolit libovolně. Tedy ve funkci indexXY se v prostřed́ıch 2 a 3 rovnice pro souřadnice
x a y uprav́ı na známý tvar (1.4),(1.5), odvozený v prvńı kapitole. Transformace
a následné rekonstrukce proběhnou pro úhly θ ∈

[
−π

2
, π

2

]
. Úhly θ jsme lineárně

rozložili mezi koncové hodnoty intervalu pomoćı př́ıkazu linspace a jejich počet
stanovili na 80. Souřadnice středu otáčeńı jsou xmid = 101 a ymid = 101.

3.1.1 Transformace obrazu scanu mozku

V této simulaci budeme porovnávat námi navrženou funkci Radonovy transformace
radont s matlabovskou funkćı radon. Stručně poṕı̌seme skript funkce radont. Na
úvod poznamenejme, že integraci v definováńı transformace jsme aproximovali po-
moćı dopředných projekćı, tedy

f̂ (s, θ) =

∫ ∞
−∞

f (x, y) dz ≈ 1

Rmax+ 1

2Rmax+1∑
i=1

f (X, Y ) , (3.4)

kde souřadnice X a Y jsou výstupem z indexXY. Pro souřadnice (X, Y ) plat́ı
podmı́nka X ≤ n, respektive Y ≤ n. Tedy souřadnice jsou uvnitř obrazu ještě
dodejme, že obecně výstupem indexXY jsou reálné souřadnice a je tedy třeba
souřadnice zaokrouhlit pomoćı př́ıkazu round. Funkce si nejprve spočte pomocné
parametry a, ∆S a Rmax, pomoćı kterých se následně definuj́ı hodnoty souřadnic
(s, z) tak, že

s = −Rmax, . . . , 0, . . . , Rmax

a

z = −Rmax, . . . , 0, . . . , Rmax.

Nyńı pomoćı tř́ı do sebe vnořených for cykl̊u a pomoćı výše uvedené aproximace
(3.4) bude funkce poč́ıtat projekce. Vněǰśı for cyklus bude postupně dosazovat úhly
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θi. Do něj vnořený cyklus dosazuje do dopředné projekce (3.4) postupně souřadnice
s a do něj vnořený cyklus dosazuje souřadnice z. Pr̊uchodem přes všechna z źıskáme
jeden paprsek transformace procházej́ıćı obrazem, tedy jednu hodnotu v projekci.
Potom pr̊uchodem přes všechna s źıskáme celou projekci a nakonec pr̊uchodem přes
všechny úhly θ dostaneme celou transformaci obrazu. Na obrázku (3.3) jsou sino-
gramy obrazu (3.2) pro vytvořenou funkci radont a pro matlabovskou funkci radon.
Byt’ vizuálně vypadaj́ı sinogramy na obrázku (3.3) stejné, tak odchylka mezi sino-

Obrázek 3.3: Porovnáńı sinogramů vytvořených implementovanou funkćı radont a funkćı
matlabu radon.

gramy měřenou euklidovskou normou je

‖radont− radon‖2 = 2.3778e+ 03.

Poznamenejme, že zásadńım rozd́ılem mezi sinogramy je jejich intenzita. Jak si
můžeme všimnout na měř́ıtkách jednotlivých sinogramů pro normované sinogramy,
je jejich odchylka rovna 1, 0384. Funkci radont pro Radonovu transformaci budeme
volat př́ıkazem

[X, Y ] = radont (obraz, θ, xmid, ymid, N, l) .

3.1.2 Rekonstrukce scanu mozku

V této sekci budeme rekonstruovat obraz (3.2) z dat (3.3) źıskaných funkćı radont.
Pro rekonstrukci je výhodou znalost p̊uvodńıho obrazu, zejména jeho rozměry.
Zvětšeńı rekonstruovaného obrazu oproti originálu vede k vzniku nepřesnost́ı. V naš́ı
simulaci budou rozměry rekonstruovaného obrazu xpoints = 201 a ypoints = 201.
V rekonstrukci opět využijeme funkci indexXY.
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Klasická zpětná projekce

Při rekonstrukci obrazu nelze postupovat podle uvedené definice pro inverzi transfor-
mace, protože neznáme funkci f̂ (s, θ) , která popisuje sinogram (3.3). V rekonstrukci
využijeme zpětného promı́táńı, které je založeno na vyplněńı podprostoru projekcemi
pod úhly θ, pod kterými vznikly a následně jsou podprostory sečteny. Nyńı stručně
poṕı̌seme funkci iradont, kde vstupńımi hodnotami pro funkci jsou sinogram, úhly
θ, souřadnice středu otáčeńı (xmid, ymid) , N, l a rozměry rekonstruovaného obrazu
xpoints a ypoints. Výstupem je potom rekonstruovaný obraz. Funkce nejprve urč́ı
parametry imid, který je zapotřeb́ı do indexXY. A dále urč́ı rmax, který definuje
rozsah hodnot souřadnic s a z. Nyńı skript provede zpětné promı́táńı pomoćı tř́ı do
sebe vnořených for cykl̊u. Vnitřńı for cykly definuj́ı uvnitř rekonstruovaného ob-
razu procházej́ıćı paprsky pomoćı funkce indexXY, kde každý paprsek reprezentuje
hodnotu z projekce a tuto hodnotu přičte do každé buňky, respektive pixelu, kterým
projde v obraze. Na závěr každého jednoho promı́táńı je rekonstruovaný obraz ještě
pr̊uměrován tak, že

g (x, y) =
(i− 1) g (x, y) + f̂ (s, θi)

i
,

kde g (x, y) je současná hodnota buňky,f̂ (s, θi) je př́ır̊ustek z projekce i a souřadnice
s pro kterou plat́ı, že po dosazeńı do funkce indexXY źıskáme souřadnice (x, y) .
T́ım źıskáváme jedno zpětné promı́táńı. Vněǰśım for cyklem přes úhly θ zpětně
promı́tneme všechny projekce. Funkci iradont pro Zpětnou projekci obrazu budeme
volat př́ıkazem

obraz = iradont (sinogram, θ, xpoints, ypoints, ymid, xmid, N, l) .

Na obrázku (3.4) je rekonstruovaný obraz pomoćı Zpětné projekce a můžeme po-
rovnat s obrazem źıskaný Filtrovanou zpětnou projekćı.

Obrázek 3.4: Porovnáńı rekonstruovaných obraz̊u pomoćı Zpětné projekce iradont a Filtrované
zpětné projekce iradontf.
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Klasická filtrovaná zpětná projekce

Metoda má velmi podobný postup jako metoda Zpětná projekce uvedená v minulém
odstavci. Filtrovat projekce budeme pomoćı konvoluce s Ramp filtrem odvozeným
v kapitole 1. V matlabu konvoluci projekce s filtrem provedeme pomoćı př́ıkazu
konv s parametrem funkce ’same’, který do konvolučńıho jádra vezme pouze to-
lik prostředńıch hodnot konvoluce, jako je velikosti projekce. Jak jsme zmı́nili v
předchoźım textu, obecně má konvolučńı jádro velikost 2N − 1, kde N je velikost
projekce. Skript funkce iradontf, která bude poč́ıtat Filtrovanou zpětnou projekci,
je téměř totožný se skriptem funkce iradont. V popisu skriptu uvedeme pouze
část kódu, který je nav́ıc, respektive odlǐsný. Před zpětným promı́táńım je vy-
tvořen Ramp filtr podle jeho odvozeńı v kapitole 1. Pro sudé, respektive liché indexy
využ́ıváme funkci mod. Ve zpětném promı́táńı uvnitř rekonstruovaného obrazu nyńı
paprsky nereprezentuj́ı hodnoty z projekce, ale hodnoty źıskané konvolućı projekce
s filtrem, které jsou nasč́ıtávány do př́ıslušných buněk. Na obrázku (3.4) můžeme
porovnat rekonstruovaný obraz z filtrované zpětné projekce a nefiltrované zpětné
projekce. Závěrem ještě poznamenejme, že před zobrazeńım výsledného rekonstru-
ovaného obrazu byl obraz normován maximálńı hodnotou v obraze. Normován byl
obraz v obou metodách a to z d̊uvodu velmi ńızkých hodnot v pixelech obraz̊u, kv̊uli
kterým by se obrazy jevily jako celé černé. K velmi malým hodnotám v pixelech došlo
z d̊uvodu, že intenzity v sinogramu jsou velmi malé.

Algebraická rekonstrukčńı metoda (ART)

Metoda pracuje se vzorcem (1.23), který jsme odvodili v prvńı kapitole. Myšlenkou
metody je źıskat opravu aproximace obrazu porovnáńım naměřených projekćı s
dopřednými projekcemi vypočtenými z aproximace obrazu. Dopředné projekce jsou
ve tvaru

q (θ) =
1

n

n∑
i

g (X, Y ) ,

kde g (X, Y ) je aproximace obrazu, souřadnice (X, Y ) jsou spočteny funkćı indexXY
a n je počet buněk g (X, Y ) , kterými projde paprsek a jsou tedy započ́ıtány do
projekce. Jako počátečńı aproximaci obrazu jsme zvolili matici nul. Nyńı stručně
poṕı̌seme funkci ART, jej́ımiž vstupńımi hodnotami jsou sinogram, počátečńı aproxi-
mace obrazu, úhly θ, souřadnice středu otáčeńı (xmid, ymid) , N, l a počet iteraćı. Nej-
prve jsou určeny parametry imid a rmax, ze kterých je definován rozsah souřadnic s
a z. Následně začnou prob́ıhat jednotlivé iterace. V každé iteraci proběhne k subite-
raćı, kde k je počet úhl̊u θ. V každém subiteračńım kroku je dosazen jeden z úhl̊u θ
a pro něj je spočtena dopředná projekce přes všechny paprsky. Porovnáńım spočtené
dopředné projekce s měřenou projekćı źıskáme opravu každého spočteného paprsku,
kterou následně aplikujeme na odpov́ıdaj́ıćı buňky aproximovaného obrazu. Daľśı
subiterace poč́ıtá dopředné projekce z již nové aproximace obrazu. Jedna iterace je
ukončena po k subiteračńıch kroćıch a tedy po jedné iteraci projde aproximovaný
obraz k opravami. Tento postup vycháźı z Gauss-Seidlovy iteračńı metody. Funkci
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Algebraické rekonstrukčńı metody budeme volat př́ıkazem

obraz = ART (sinogram, obraz0, θ, ymid, xmid, iter,N, l) .

Obecně se pro iteračńı rekonstrukčńı metody voĺı jako ukončovaćı kritérium počet
iteraćı. Na obrázku (3.4) jsou porovnány výsledky rekonstruovaného obrazu s
počátečńı aproximaćı nulovou matićı pro počet iteraćı roven 1, 3, 6 a 10. V grafu
(3.6) je zobrazen vývoj přesnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k p̊uvodńımu
obrazu pro zvyšuj́ıćı se počet iteraćı. Přesnost mezi obrazy byla měřena euklidov-
skou normou rozd́ılu obraz̊u ‖f (x, y)− g (x, y)‖2 . Vzhledem k oscilaćım, které se

Obrázek 3.5: Rekonstruovaný obraz metodou ART po iter=1, 3, 6, 10.

Obrázek 3.6: Vývoj přesnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k počtu iteraćı.

objevily v grafu (3.6), jsme v metodě zkusili nahradit rovnici (1.23) rovnićı (1.24),
kde v prvńım členu ve jmenovateli jsme za L dosadili počet souřadnic s, tedy hod-
notu 2Rmax+ 1. V grafu (3.7) jsou potom porovnány vývoje přesnost́ı pro metodu
s rovnićı (1.23), v grafu označené jako data1 a metodu s rovnićı (1.24), v grafu
označenou jako data2. Jak si můžeme všimnout, druhý postup je pro nižš́ı počet
iteraćı přesněǰśı, ale se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı jeho přesnost roste pomaleji než
u prvého postupu, nav́ıc i zde došlo k oscilaćım.
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Obrázek 3.7: Porovnáńı vývoje přesnosti rekonstruovaného obrazu vzhledem k počtu iteraćı pro
ART podle vzorce (1.23) a podle (1.24).

Projekčńı teorém

Pro metodu využijeme matlabovské funkce fftshift a jej́ı inverzi ifftshift.
Tyto funkce posouvaj́ı ve Fourierovské doméně ńızké frekvence do středu spektra.
Dále využijeme funkci fft a jej́ı inverzi ifft, které prováděj́ı rychlou fourierovu
transformaci, respektive jej́ı inverzi. Stručně popǐsme funkci slicet, jej́ıž výstupem
je rekonstruovaný obraz pomoćı Projekčńıho teorému. Vstupem pro funkci jsou
sinogram, úhly θ, rozměry rekonstruovaného obrazu xpoints a ypoints. Funkce
opět nejprve urč́ı parametry imid a rmax. Následně vytvoř́ı Ramp filtr stejným
zp̊usobem jako pro funkci iradonf, poté skript bere jednotlivé projekce a docháźı
ke konvoluci projekce s filtrem. Dále je na již filtrovanou projekci aplikován po-
sun ifftshift a následně je posunutá filtrovaná projekce transformována rychlou
fourierovou transfromaćı fft. Po transformaci je filtrovaná projekce zpět posunuta
pomoćı fftshift a dosazena do pomocné matice obraz. Dosazeńı do pomocné
matice obraz prob́ıhá transformaćı polárńıch souřadnic, ve kterých je projekce na
kartézské souřadnice pomoćı transformačńıch vzorc̊u x = s cos θ a y = s sin θ.
Po dosazeńı všech transformovaných filtrovaných projekćı do pomocné matice je
matice frekvenčně posunuta pomoćı iffshift, následně je provedena zpětná dvou-
rozměrná rychlá fourierova transformace ifft2 a nakonec je transformovaná matice
zpět posunuta př́ıkazem ffshift.
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Obrázek 3.8: Rekonstrukce obrazu pomoćı Projekčńıho teorému.

Porovnáńı metod klasické tomografie

Na závěr sekce porovnejme jednotlivé metody podle přesnosti vzhledem k p̊uvodńımu
obrazu a podle výpočetńıho času. Přesnost metod jsme měřili euklidovskou normou
rozd́ılu originálńıho obrazu a rekonstruovaného obrazu a výpočetńı čas jsme měřili
pomoćı př́ıkazu tic a toc. Hodnoty přesnost́ı a výpočetńıch čas̊u metod vid́ıme v
tabulce (3.1). Nav́ıc pro zaj́ımavost jsme provedli ještě rekonstrukci obrazu pomoćı
matlabovské funkce pro inverzńı radonovu transformaci iradon, kterou můžeme
vidět na obrázku (3.9). Jenom poznamenejme, že zat́ımco implementované funkce
funguj́ı pro úhly θ zadané v radiánech, funkce iradon pracuje s úhly ve stupńıch.

Obrázek 3.9: Rekonstrukce obrazu pomoćı matlabovské funkce iradon.

36



Tabulka 3.1: Porovnáńı metod klasické tomografie

Metoda Přesnost metody Výpočetńı čas metody
Zpětná projekce 101,8229 3,70 s

Filtrovaná zpětná projekce 9,4983 3,70 s
ART1 13,5229 5,18 s
ART10 6,8001 51,99 s

Projekčńı teorém 27,4773 0,023 s
iradon 6,1697 0,019 s

3.2 Simulovaná tomografie refraktivńıho materiálu

V této sekci budeme simulovat paprsek transformace, který procháźı prostřed́ımi o
r̊uzných optických vlastnostech. Vyjdeme ze schématu (3.1), kde do prostoru vy-
plněným vzduchem prostřed́ı 2 a 3 vlož́ıme krystal prostřed́ı 2 o tloušt’ce 2l. Pro
tento model plat́ı index lomu prostřed́ı 1 a 3 je n1 = n3 = 1, index lomu prostřed́ı
2 je n2 = 2, 3. Model disktretizujeme matićı o rozměru 2012 bod̊u. Š́ı̌rka krystalu
je 2l = 80 bod̊u. Funkce, které využijeme k simulaćım v této sekci jsou shodné s
funkcemi, které jsme popsali v minulé sekci. Rozd́ıl oproti minulé sekci je ve funkci
indexXY, kde se nyńı projev́ı hodnota relativńıho indexu lomu N = n1

n2
= 0, 4348

a při pr̊uchodu paprsku rozhrańımi prostřed́ı dojde k refrakci a tedy předpisy pro
souřadnice x a y se budou měnit v závislosti na poloze paprsku v modelu, tak jak
jsme odvodili v (3.2) a (3.3).

3.2.1 Transformace krystalu

Model budeme opět transformovat pod úhly θ v rozmeźı θ ∈
[
−π

2
, π

2

]
. Počet úhl̊u θ

bude opět 80 a pro jejich vytvořeńı použijeme funkci matlabu linspace. Souřadnice
středu otáčeńı budou ve středu obrazu, tedy xmid = 101 a ymid = 101. Jak již
bylo řečeno, skript funkce radont je totožný s popisem skriptu, který jsme uvedli v
minulé sekci a nebudeme ho tedy znovu popisovat. Sinogram transformace modelu
je na obrázku (3.10). V sinogramu (3.10) si můžeme všimnout nespojitosti v úhlech
θ bĺızkých hodnotě −π

2
, respektive π

2
. Tato nespojitost je zp̊usobena malým počtem

paprsk̊u, které procházej́ı krystalem, jak můžeme vidět na schéma (3.11), kde jsou
zobrazeny paprsky projekce pod úhlem θ5 = −1, 4117 a pro lepš́ı viditelnost je
zobrazen pouze každý desátý paprsek.

3.2.2 Rekonstrukce krystalu

Nyńı budeme rekonstruovat obraz ze sinogramu (3.10). Rozměry rekonstruovaného
obrazu jsou xpoints = 201 a ypoints = 201. Úhly použijeme stejné jako při trans-
formaci stejně jako souřadnice středu otáčeńı.
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Obrázek 3.10: Sinogram Radonovy transformace modelu.

Obrázek 3.11: Pr̊uchod paprsk̊u projekce modelem.

Zpětná projekce a Filtrovaná zpětná projekce

Pro metody opět použ́ıváme zpětného promı́táńı a použ́ıváme funkce iradont

pro Zpětnou projekci, respektive iradontf pro Filtrovanou zpětnou projekci. Jako
počátečńı aproximaci obrazu použijeme matici nul. Na obrázku (3.12) jsou potom
zobrazeny rekonstruované obrazy. Jak si můžeme všimnout, stejně jako v klasické
tomografii je velký rozd́ıl v kontrastu obraz̊u.

ART

Metoda opět bude pracovat se vzorcem (1.23) a s funkćı ART. Rekonstrukce obrazu
ze sinogramu (3.10) pro ART po jedné iteraci, respektive po deseti iteraćıch, je na
obrázku (3.13). Na grafu (3.14) můžeme sledovat vývoj přesnosti rekonstruovaného
obrazu k originálu vzhledem k počtu iteraćı. Přesnost byla opět měřena euklidov-
skou normou rozd́ılu obraz̊u. V grafu je vývoj přesnosti pro ART podle rovnice
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Obrázek 3.12: Rekonstrukce modelu ze sinogramu pro Zpětnou projekci a Filtrovanou zpětnou
projekci.

Obrázek 3.13: Rekonstrukce modelu ze sinogramu pomoćı ART pro počet iteraćı 1 a 10.

(1.23) zobrazen jako data1 a vývoj přesnosti pro ART podle rovnice (1.24) zobrazen
jako data2. Můžeme si všimnout, že oscilace pro data1 jsou opět př́ıtomny, ale se
zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı roste přesnost rekonstruovaného obrazu. Pro data2 na-
opak docháźı se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı k nar̊ustáńı chyby a tedy tento postup
je nevhodný pro rekonstrukci obrazu tohoto typu.
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Obrázek 3.14: Vývoj přesnosti rekonstruovaného obraz vzhledem k počtu iteraćı pro ART podle
vzorce (1.23) a (1.24).

Porovnáńı metod tomografie refraktivńıch materiál̊u

Opět na závěr sekce v tabulce (3.2) je porovnáńı metod z hlediska přesnosti a
výpočetńıho času. Opět je přesnost měřena v euklidovské normě a výpočetńı čas
dvojićı př́ıkaz̊u tic a toc. Pro sinogram (3.10) jsme také zkusili rekonstrukci po-
moćı matlabovské funkce iradon a jej́ı rekonstrukce je na obrázku (3.15).

Obrázek 3.15: Rekonstrukce obrazu ze sinogramu (3.10) pomoćı funkce matlabu iradon.

Tabulka 3.2: Porovnáńı metod tomografie refraktivńıch materiál̊u

Metoda Přesnost metody Výpočetńı čas metody
Zpětná projekce 102,4977 3,68 s

Filtrovaná zpětná projekce 79,4915 3,68 s
ART1 28,7840 4,86 s
ART10 10,8571 48,65 s
iradon 83,6448 0,02 s
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3.3 Rekonstrukce krystalu z mě̌reńı digitálńı hologra-
fickou rekonstrukćı

Na závěr kapitoly numerických simulaćı budeme rekonstruovat obraz doménové
struktury krystalu LiNbO3 ze sinogramu źıskaného pomoćı 3D digitálńı holografické
tomografie (DHT). Měřeńı prob́ıhalo pro krystal LiNbO3 o rozměrech 5mm×5mm a
tloušt’ce 0, 5mm. Hologramy byly zaznamenávány na kameru s rozlǐseńım 2560×1920
pixel̊u s velikost́ı pixelu 638nm. Jednotlivé projekce byly měřeny pod úhly v roz-
meźı −65◦ až 62◦, celkem bylo naměřeno 128 projekćı. Protože se jednalo o 3D
DHT, každá projekce byla tvořena matićı, ze kterých byl zvolen řádek o souřadnici
z = 897µm tak, aby se projekce staly vektory o 2560 hodnotách. Na obrázku (3.16)
je sinogram źıskaný řezem maticemi projekćı.

Obrázek 3.16: Sinogram doménové struktury krystalu źıskaný z DHT.

3.3.1 Sťred otáčeńı projekćı

Na sinogramu (3.16) si můžeme všimnout jistého natočeńı doménové struktury krys-
talu. Toto natočeńı struktury bylo zp̊usobeno posunem středu otáčeńı. Zároveň si
můžeme všimnout chyby měřeńı pro úhel θ = 58◦. Tento úhel byl ze sinogramu od-
straněn a zároveň byly vhodnou maskou odstraněny některé daľśı části sinogramu,
které neposkytovaly vhodné informace pro rekonstrukci obrazu. Upravený sinogram
je na obrázku (3.17). Zároveň bylo zapotřeb́ı nalezeńı přibližného středu otáčeńı,
který jsme nalezli poč́ıtáńım funkce radont pro model (3.1) o rozměrech 201× 201
bod̊u pro r̊uzné dvojice souřadnic středu otáčeńı (xmid, ymid) a následně jsme po-
rovnávali vypočtené sinogramy se sinogramem źıskaným z měřeńı. Na obrázku (3.17)
je sinogram pro střed otáčeńı o souřadnićıch xmid = 33 a ymid = 230, který jsme
označili za velmi podobný a souřadnice středu otáčeńı jsme využili pro rekonstrukci
krystalu LiNbO3.
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Obrázek 3.17: Upravený sinogram z DHT (a) a sinogram funkce radont (b) se středem otáčeńı
mimo střed transformovaného obrazu.

3.3.2 Rekonstrukce

Rekonstrukce doménové struktury krystalu jsme provedli pro funkce iradont,
iradontf a ART. Na základě rozměr̊u krystalu a rozměru jednoho pixelu jsme
stanovili rozměry rekonstruovaného obrazu krystalu na 1000 × 1500 bod̊u. Dále
jsme přepočetli souřadnice středu otáčeńı v závislosti na poměru rozměr̊u modelu
pro který jsme souřadnice źıskali v předchoźım odstavci v̊uči rozměr̊um rekon-
struovaného obrazu krystalu. Souřadnice středu otáčeńı jsou tedy xmid = 250 a
ymid = 1151. Daľśımi vstupńımi informacemi do výpočtu jsou relativńı index lomu
N = 1

2,3
, polovina š́ı̌rky krystalu l = 390, kterou jsme určili z rozměru pixelu 638nm

a tloušt’ky krystalu 0, 5mm. Na obrázku (3.18) jsou rekonstrukce doménové struk-
tury pro metody zpětné projekce a filtrované zpětné projekce. Doménová struktura
rekonstruovaného obrazu metodou ART byla velmi málo zřetelná, jak můžeme
vidět na obrázku (3.19), proto jsme na rekonstruovaný obraz použili prahováńı
tak, že buňky, které dosahovaly hodnot mezi [−0, 5; 0) jsme nahradili hodnotou −1
a buňky, které dosahovaly hodnot v rozmeźı [0; 0, 5] jsme nahradili hodnotou 1.
Výsledek prahováńı můžeme vidět opět na obrázku (3.19).
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Obrázek 3.18: Rekonstrukce doménové struktury krystalu metodou Zpětné projekce a Filtrované
zpětné projekce.

Obrázek 3.19: Rekonstrukce doménové struktury krystalu metodou ART pro jednu iteraci.
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo seznámit se s Radonovou transformaćı obrazu, která
je základem pro rekonstrukčńı metody. Seznámili jsme se s transformaćı pro tzv. kla-
sickou tomografii a také jsme odvodili potřebné úpravy transformace pro tomografii
nehomogenńıch materiál̊u. Dále jsme se seznámili s metodami pro rekonstrukci ob-
razu jako jsou Zpětná projekce, Filtrovaná zpětná projekce, Projekčńı teorém a Alge-
braická rekonstrukčńı metoda. Teoreticky jsme se seznámili s rekonstrukčńımi meto-
dami pro klasickou tomografii a odvodili úpravy pro nehomogenńı materiály. Daľśım
ćılem práce potom bylo implementovat tyto metody a na vhodných simulaćıch je
testovat a vzájemně porovnat. V prvńı kapitole jsme definovali princip Radonovy
transformace a rekonstrukčńıch metod. V druhé kapitole jsme odvodili úpravy trans-
formace a rekonstrukčńıch metod nutné pro nehomogenńı materiály. Ve třet́ı kapitole
jsme simulovali implementované metody na př́ıkladu sńımku mozku pro klasickou
tomografii, dále jsme simulovali transformaci a následnou rekonstrukci krystalu, kde
docházelo při pr̊uchodu paprsk̊u prostřed́ım k refrakci z d̊uvodu rozd́ılných látkových
vlastnost́ı prostřed́ı. Na závěr kapitoly simulaćı jsme rekonstruovali obraz vnitřńı
struktury krystalu LiNbO3 ze sinogramu źıskaného pomoćı digitálńı holografické
tomografie.

Implementace metod a následná jejich simulace proběhla v prostřed́ı programu
Matlab. Na rekonstrukčńıch metodách jsme vzájemně porovnali jejich přesnosti
rekonstruovaného obrazu vhledem k originálńımu obrazu, pokud byl k dispozici.
Přesnost jsme měřili euklidovskou normou rozd́ılu mezi originálńım obrazem a rekon-
struovaným obrazem. Dále jsme měřili výpočetńı čas jednotlivých rekonstrukčńıch
metod pomoćı dvojice př́ıkaz̊u tic a toc. Při implementaci metod v Matlabu jsme
se museli potýkat s drobným problémem, kdy program indexuje hodnoty v matici od
pravého horńıho rohu matice směrem k levému spodńımu rohu, což vede k prohozeńı
kladné a záporné části osy y a zároveň to vedlo k otáčeńı proti obvyklému směru.
Tento problém jsme vyřešili jednoduchou transformaćı, úhel θ jsme nahradili −θ a
obdobně jsme upravili parametry v implementaćıch, kterých se to týkalo.

V simulaci klasické tomografie jsme sńımek mozku vygenerovali př́ıkazem phantom.
Jako prvńı jsme porovnali sinogramy źıskané vlastńı implementovanou funkćı radont
se sinogramem źıskaným matlabovskou funkćı. Vizuálně se sinogramy shodovaly. Je-
jich rozd́ılnost nastala pouze v intenzitě sinogramu. Pro normované sinogramy byla
jejich odchylka rovna přibližně 1. Následně jsme ze sinogramu námi vytvořené funkce
radont provedli rekonstrukci obrazu pro jednotlivé implementované metody. V
přesnosti metod dopadla podle očekáváńı nejlépe iteračńı metoda ART následovaná
filtrovanou zpětnou projekćı. Ve výpočetńım čase se jako nejlepš́ı ukázala metoda
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Projekčńıho teorému následované metodami zpětné projekce. Pro zaj́ımavost jsme
ještě provedli rekonstrukci obrazu pomoćı matlabovské funkce radon a předevš́ım
výsledek přesnosti metody je velmi zaj́ımavý. Rozd́ılnost mezi Zpětnou projekćı
a jej́ı filtrovanou verźı je předevš́ım v přesnosti rekonstruovaného obrazu. Přidáńı
filtrace do metody nijak nezvýšilo dobu výpočtu rekonstrukce a jak je z výsledk̊u
patrné, poměrně zásadně zvýšilo přesnost metody. Algebraická rekonstrukčńı me-
toda je základem skupiny algebraických iteračńıch metod. Výpočetńı čas metody
na jednu iteraci je pouze o něco málo větš́ı, než je výpočetńı čas Filtrované zpětné
projekce. Se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı došlo k postupnému zpřesňováńı rekon-
struovaného obrazu i když se objevila jistá oscilace přesnosti, jej́ıž p̊uvod nebyl
odhalen. Vizuálńı pohled na rekonstruovaný obraz pomoćı Projekčńıho teorému ne-
vypadá př́ılǐs přesný i když jeho vypočtená přesnost je vyšš́ı než u Zpětné projekce.
Nav́ıc jeho výpočetńı čas je vynikaj́ıćı, ale je třeba poznamenat, že v metodě nebyla
použita interpolace, která by zvýšila přesnost obrazu, ale také jeho výpočetńı čas.

Pro tomografii krystalu jsme vytvořili jednoduché schéma doménové struk-
tury krystalu, který jsme vložili do prostoru. Vypočtený sinogram ukázal v úhlech
bĺızkých hodnotám +−π/2 nespojitost sinogramu. Tato nespojitost byla zp̊usobena
ńızkým počtem paprsk̊u, které prošly krystalem pod těmito úhly. Opět byly tes-
továny metody zpětné projekce a iteračńı metoda ART. Pro zaj́ımavost jsme opět
zkusili rekonstruovat obraz i pomoćı matlabovské funkce radon. Přesnost metod do-
padla opět podle očekáváńı. Tentokrát byla metoda ART nejpřesněǰśı již po jedné
iteraci, přitom výpočetńı čas ART byl pouze o něco málo horš́ı než pro metody
zpětné projekce. Obraz rekonstruovaný př́ıkazem radon se dokázal zrekonstruo-
vat pouze z poloviny, př́ıčinou je pravděpodobně refrakce paprsku, ke které došlo
pr̊uchodem mezi prostřed́ımi s r̊uznými optickými vlastnostmi. V iteračńı metodě
ART se opět objevily oscilace v přesnosti rekonstrukce a pro př́ıpad, kdy jsme na-
hradili rovnici (1.23) rovnićı (1.24), v metodě došlo dokonce ke zhoršováńı přesnosti
rekonstrukce. Důvod zhoršováńı přesnosti nebyl odhalen.

Simulace tomografie krystalu byla jistou př́ıpravou pro rekonstrukci doménové
struktury krystalu LiNbO3 z měřeńı digitálńı holografickou tomografíı. Před sa-
motnou rekonstrukćı bylo zapotřeb́ı nalézt střed otáčeńı, který jsme nalezli pomoćı
porovnáváńı sinogramu z měřeńı se sinogramem, který jsme poč́ıtali pro r̊uzné po-
lohy středu otáčeńı. Zároveň jsme měřený sinogram upravili. Odstranili jsme z něj
evidentně chybně změřenou projekci a dále jsme odstranili násobeńım vhodné masky
okrajové části sinogramu, které neposkytovaly vhodné informace pro rekonstrukci.
Výsledná rekonstrukce doménové struktury pro metody zpětné projekce dopadla ob-
stojně. Pro obě metody je zřetelná doménová struktura krystalu a pro Filtrovanou
zpětnou projekci jsou zřetelné i hranice jednotlivých domén. Pro iteračńı metodu
ART na prvńı pohled neńı vidět žádná struktura krystalu. Doménová struktura v
rekonstruovaném obraze je velmi málo zřetelná, ale vhodným prahováńım obrazu se
podařilo zvýraznit strukturu krystalu. Poznamenejme, že výpočet rekonstrukce pro
velikost sinogramu a počet úhl̊u byl časově poměrně náročný. Všechny tři metody
poč́ıtaly rekonstrukci kolem osmi minut a tedy pro metodu ART se stal výpočet
větš́ıho množstv́ı iteraćı časově neúnosným. Lze předpokládat, že s dostatečným
počtem iteraćı by pro metodu nebylo zapotřeb́ı prahováńı obrazu.
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Zaj́ımavým námětem pro daľśı práci by bylo odhaleńı zdroje oscilaćı v iteračńı
metodě ART. Možnost́ı by mohlo být implementovat jinou iteračńı metodu a sledo-
vat jej́ı vývoj přesnosti rekonstruovaného obrazu pro simulované originálńı obrazy a
t́ım odhalit minimálně, zda se jedná o nějakou implementačńı chybu v metodě ART,
nebo zda se jedná o vlastnost rekonstrukčńıch iteračńıch metod. Daľśım zaj́ımavým
tématem by mohla být implementace Projekčńıho teorému pro nehomogenńı ma-
teriály.
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A Implementace tomografických metod v
matlabu

Pomocná funkce indexů indexXY

function [indexX,indexY] = IndexXY1(theta,s,z,ymid,xmid,imid,N,l)

%definovani pomocnych konstant

alfa=asin(N*sin(theta));

Ds=2*l*sin(theta-alfa)/cos(alfa);

z0=-(ymid-imid+l)/cos(theta)+s*tan(theta);

z1=-(ymid-imid+l)/cos(theta)+s*tan(theta)+

+sqrt(

(2*l/cos(asin(N*sin(theta))))^2-

-(2*l*sin(theta-asin(N*sin(theta)))/cos(asin(N*sin(theta))))^2);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%indexX

if (abs(theta)==pi/2 | theta==0 | z<z0)

indexX=xmid+s*cos(theta)+z*sin(theta);

elseif (z>=z0 & z<=z1)

indexX=xmid+(-Ds*z/(z1-z0)+s+Ds*z0/(z1-z0))*cos(theta)+z*sin(theta);

else

indexX=xmid+(s-Ds)*cos(theta)+z*sin(theta);

end

%indexY

if (abs(theta)==pi/2 | theta==0 | z<z0)

indexY=ymid-s*sin(theta)+z*cos(theta);

elseif (z>=z0 & z<=z1)

indexY=ymid-(-Ds*z/(z1-z0)+s+Ds*z0/(z1-z0))*sin(theta)+z*cos(theta);

else

indexY=ymid-(s-Ds)*sin(theta)+z*cos(theta);

end
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A.1 Radonova transformace

Funkce radonovy tranformace radont

function [sinogram] = radont(img,theta,xmid,ymid,N,l)

ysteps=length(img(:,1));

xsteps=length(img(1,:));

imid=round(ysteps/2);

alfa=asin(N*sin(theta));

Ds=2*l*sin(theta-alfa)/cos(alfa);

A=[abs(1-xmid),abs(1-ymid),abs(length(img(1,:))-xmid),abs(length(img(:,1))-ymid)];

a=max(A);

rmax=ceil(sqrt(2*(a+Ds)^2)+1);

s=-rmax:1:rmax;

z=-rmax:rmax;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

sinogram=zeros(length(s),length(theta));

for k=1:length(theta)

vektor=zeros(length(s),1);

for i=1:length(s)

sum=0;

for j=1:length(z)

[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,l);

if(X>=1 & X<=xsteps & Y>=1 & Y<=ysteps)

sum=sum+img(round(Y),round(X));

end

end

sum=sum/(2*rmax);

vektor(i)=sum;

end

sinogram(:,k)=vektor;

end

imagesc(sinogram)

end
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A.2 Zpětná projekce

Funkce zpětné projekce iradont

function [obraz1] = iradont(sinogram,theta,xpoints,ypoints,ymid,xmid,N,l)

% okrajove podminky

Z0=1;

Z1=ypoints;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

imid=floor(ypoints/2);

rmax=floor(length(sinogram(:,1))/2);

s=-rmax:rmax;

z=-rmax:rmax;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%zpetne promitani

obraz1=zeros(ypoints,xpoints);

for k=1:length(theta)

A=zeros(ypoints,xpoints);

konv=conv(sinogram(:,k),ramp,’same’);

for i=1:length(s)

for j=1:length(z)

[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,l);

if(Z0<=round(X) & round(X)<=Z1 & Z0<=round(Y) & round(Y)<=Z1)

A(round(Y),round(X))=sinogram(rmax+1+s(i),k);

end

end

end

obraz1=((k-1)*obraz1+A)/k;

end

imshow(obraz1)

end
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A.3 Filtrovaná zpětná projekce

Funkce filtrované zpětné projekce iradontf

function [obraz2] = iradont(sinogram,theta,xpoints,ypoints,ymid,xmid,N,l)

% okrajove podminky

Z0=1;

Z1=ypoints;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

imid=floor(ypoints/2);

rmax=floor(length(sinogram(:,1))/2);

s=-rmax:rmax;

z=-rmax:rmax;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%ramp filtr

ramp=zeros(length(s),1);

for ii=-floor(length(s)/2):floor(length(s)/2)

if (ii==0)

ramp(ii+floor(length(s)/2)+1)=1/4;

elseif (mod(ii,2)==0)

ramp(ii+floor(length(s)/2)+1)=0;

else

ramp(ii+floor(length(s)/2)+1)=-1/(ii*pi)^2;

end

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%zpetne promitani

obraz2=zeros(ypoints,xpoints);

for k=1:length(theta)

B=zeros(ypoints,xpoints);

konv=conv(sinogram(:,k),ramp,’same’);

for i=1:length(s)

for j=1:length(z)

[X,Y]=IndexXY1(theta(k),s(i),z(j),ymid,xmid,imid,N,l);

if(Z0<=round(X) & round(X)<=Z1 & Z0<=round(Y) & round(Y)<=Z1)

B(round(Y),round(X))=konv(rmax+1+s(i));
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end

end

end

obraz2=((k-1)*obraz2+B)/k;

end

imshow(obraz2)

end

A.4 Algebraická rekonstrukčńı metoda

Funkce ART

function [obraz] = ART(sinogram,obraz0,theta,ymid,xmid,iter,N,l)

%obraz0 -nulta aproximace

Z0=1;

Z1=length(obraz0(:,1));

imid=round(Z1/2);

rmax=floor(length(sinogram(:,1))/2);

s=-rmax:rmax;

z=-rmax:rmax;

for it=1:iter %pocet iteraci

for i=1:length(theta)

for j=1:length(s)

sumf=0;

nn=0;

vektor=zeros(length(z),1);

for k=1:length(z)

[xx,yy]=IndexXY1(theta(i),s(j),z(k),ymid,xmid,imid,N,l);

if (Z0<=xx & xx<=Z1 & Z0<=yy & yy<=Z1)

sumf=sumf+obraz0(round(yy),round(xx));

nn=nn+1;

vektor(nn)=z(k);

end

end

if (nn>0)

oprava=(sinogram(s(j)+rmax+1,i)-sumf)/nn;

%oprava=sinogram(s(j)+rmax+1,i)/(length(s))-sumf/nn;

for m=1:nn
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[xx,yy]=IndexXY1(theta(i),s(j),vektor(m),ymid,xmid,imid,N,l);

obraz0(round(yy),round(xx))=obraz0(round(yy),round(xx))+oprava;

end

end

end

end

end

toc

imshow(obraz)

end

A.5 Projekčńı teorém

Funkce projekčnı́ho teorému slicet

function [obraz3] = slicet(sinogram,theta,ysteps,xsteps)

obraz=zeros(ysteps,xsteps);

xmid=ceil(xsteps/2);

ymid=ceil(ysteps/2);

smax=length(sinogram(:,1));

s=-floor(smax/2):floor(smax/2);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%ramp filtr

ramp=zeros(smax,1);

for ii=-floor(smax/2):floor(smax/2)

if (ii==0)

ramp(ii+floor(smax/2)+1)=1/4;

elseif (mod(ii,2)==0)

ramp(ii+floor(smax/2)+1)=0;

else

ramp(ii+floor(smax/2)+1)=-1/(ii*pi)^2;

end

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:length(theta)
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konv=conv(sinogram(:,i),ramp,’same’);

pp=ifftshift(konv);

pp=fft(pp);

pp=fftshift(pp);

for j=1:length(pp)

xx=round(s(j)*cos(theta(i)));

yy=round(s(j)*sin(theta(i)));

if (abs(xx)<=(xmid-1))&(abs(yy)<=(ymid-1))

obraz(yy+ymid,xx+xmid)=obraz(xx+xmid,yy+ymid)+pp(j);

end

end

end

obraz2=ifftshift(obraz);

obraz2=ifft2(obraz2);

obraz2=fftshift(obraz2);

imshow(abs(obraz3))

end
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