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Pouzité symboly

R......... mnozina realnych ¢isel

R ... ... r - rozmérny vektorovy prostor

R ..o r - rozmérny, nezaporny vektorovy prostor
S piipustnd mnozina

Vf(x)....... gradient funkce f(x)

H(f(x))..... Hessova matice funkce f(x)

LFD(x). . ... mnozina linearizovanych ptipustnych sméra

Clx). ....... kriticky kuzel



Uvod

Cilem této bakalarské prace je nastudovani teorie o Lagrangeové funkei
a Lagrangeovské dualité v optimaliza¢nich tlohéch. Dale pak na prikladech pre-
zentovat jeji pouziti. Dualita obecné predstavuje matematickou koncepci feseni
spocivajici v tom, ze dané tuloze pfifadime jinou tlohu, kterd mize byt vyhod-
néjsi z hlediska vypoctu. Uvedeme predpoklady, za jakych je mozné pomoci dualni
tlohy Tesit danou tlohu. Tato prace je rozdélena do tii kapitol.

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a tvrzeni, se kterymi budeme
pracovat v nésledujicich kapitolach, a které jsou nezbytné pro uvedeni stézejnich
tvrzeni této bakalarské prace. Nejprve se budeme zabyvat tlohou nelinearniho
programovani a jejimi vlastnostmi. Také se zde setkdme s definici konvexni funkce,
pseudokonvexni a kvazikonvexni funkce. Zavedeme nutné a postacujici podminky
pro existenci lokalniho a globélniho minima tlohy nelinedrniho programovani.

Ve druhé kapitole se zamétrime na podminky optimality 2. fadu, které jsou
pifimym zobecnénim podminek optimality uvedenych v prvni kapitole. Dale defi-
nujeme Lagrangeovu funkci a uvedeme jeji diilezité vlastnosti, se kterymi budeme
pracovat v posledni kapitole této prace. Vlastnosti Lagrangeovy funkce demon-
strujeme nejprve na jednodussi tloze nelinedrniho programovani.

Posledni kapitola pojednava o teorii duality a dudlnich funkcich. Vymezime
si pojmy primarni a dualni tlohy a vztahy mezi nimi. Uvedeme také, za jakych
podminek je mozné k dané tloze sestavit tilohu duélni. V posledni ¢asti této prace
se budeme zabyvat jiz obecnou tlohou nelinearniho programovani.

Prace je doplnéna vlastnimi piiklady nebo priklady, které byly prevzaty z ne-
feSenych cvic¢eni v uvedené literature. K nékterym vypoctim byl vyuzit matema-
ticky software Matlab. Pokud to bylo nutné, vysledky byly zaokrouhleny na ¢tyfti

desetinnd mista.



1. Uvodni kapitola

1.1. Zakladni pojmy

Véty a definice uvedené v této kapitole poskytuji vysvétleni zdkladnich pojmii,
které jsou nutné k zadefinovani a uvedeni stézejnich definic a tvrzeni tykajicich
se tématu této prace.

Definice a véty jsou prevzaty z [6] a [2].

Definice 1.1 (Uloha (NLP))
Necht f(x) = f(z1,...,20),9i(®) = gi(x1,...,2,), i =1,..., m,
ahj(x)= hj(zy,...,2,),7 =1,...,r, jsou dané funkce n proménnych. Necht X

je oteviena podmnozina R”. Uloha

minimalizovat funkci f

za podminek Ji

se nazyva obecnou tlohou nelinearniho programovani (NLP).

Zapisy gi(x) < 0,i € a hj(x)=0,j € J, pfedstavuji omezeni dané tlohy tvaru
nerovnosti resp. rovnosti. Pouzivaji se rovnéz nazvy omezujici podminky, vazbové
podminky nebo kratce vazby.

V pripadé, ze m = 0, hovorime o tloze s omezenim tvaru rovnosti. Je-li » = 0,

mluvime o tloze s omezenim tvaru nerovnosti.

Definice 1.2 (Pripustni mnozina)

Pfipustnou mnozinou tlohy (NLP) budeme rozumét mnozinu
S={xeX: g(x) <0, h(x)=0}.

Poznamka 1.1 Funkcemi g(x) a h(x), jimiz jsme definovali pfipustnou mno-

zinu, budeme rozumét vektorové funkce

9(x) = (g1(x), ... gm(®))" 2 h(z) = (a(2), ..., h(2))".



Definice 1.3 (Konvexni mnozina)

Necht X C R"™. Mnozina X se nazyvia konvexni mnozinou, jestlize Vo, y € X
aVte[0,1], je te + (1 —t)y € X, tj. s libovolnymi dvéma body x,y € X lezi
v X celé tsecka spojujici tyto dva body.

Obrazek 1: Priklad konvexni a nekonvexni mnoziny

Definice 1.4 (Konvexni funkce)
Necht X C R™ je konvexni mnozina, funkce f(x): X — R se nazyva konvexni

na X, je-liVe,y € X aVte€|0,1]

fte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1—t)f(y).

vvvvvv

poznatki z matematické analyzy. Pokud se jedné o diferencovatelnou funkei f(x)
jedné proménné, pak je tato funkce konvexni na X, jestlize f”(x) > 0 Vz € X.
Jedné-li se o diferencovatelnou funkci n proménnych, tj. f(z1,...,z,), lze k ové-
reni konvexnosti funkce pouzit tzv. Hessovu matici, neboli matici tvaru

f(x) 0*f(x) 0% f(x)

ox? Ox10ze " Ox10xn

H(f(x)) = : : : :
Pf(x) *f(z) 9% f(x)

0rn0z1 Oxpdzy """ 012

Je-li tato matice pozitivné semidefinitni, tj. vSechny hlavni minory jsou neza-

porné, je funkce f(z1,...,x,) konvexni.
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Poznamka 1.3 Symbolem V f(x) budeme znagcit gradient fuknce V f(x),

T
. V@) = (%2, 4=)

Definice 1.5 (Pseudokonvexni funkce)
Necht X C R"™ je konvexni mnozina. Diferencovatelnou funkei f(z) : X — R

nazveme pseudokonvexni funkci, jestlize plati
Vi) (y—z)>20= f(y) > flx) Va,yeX.

Definice 1.6 (Kvazikonvexni funkce)
Necht X C R" je konvexni mnozina. Funkci f(x) : X — R nazveme kvazikon-

vexni funkci, jestlize plati
ftz + (1 - t)y) <max{f(z), f(y)}  Vx,ye X,Vtel0,1],
Lemma 1.1 Plat7
1. Je - li funkce konvexnt, pak je také kvazikonvernd.
2. KazZda diferencovatelnd konvexni funkce je také pseudokonvexni.

3. Kazda pseudokonvexni funkce je také kvazikonvexnt.

Dikaz: viz [6], strana 29.

Odlisnosti a vzajemné vztahy predchozich tii definic si pfiblizime na nasledujicim

prikladu.
Priklad 1.1 Uvazujme konvexni mnozinu X = R.

1. Funkce f(z) = 2? je konvexni funkei, nebot f”(z) =2 > 0 Vz € X. Je tedy
ziejmé, ze funkce f(z) = z? je diferencovatelna a konvexni funkce na X.

Podle lemmatu 1.1 je f(x) také pseudokonvexni a kvazikonvexni funkce.

11



fix)

Obrazek 2: Priklad konvexni funkce

2. Funkce f(x) = arctg(z) neni konvexni funkci, nebot napt. pro volbu z = 0,
y =2,t = 3 dostaneme f(tz + (1 —t)y) = f(1) = arctg(l) = T = 0.7854.
Ale tf(z)+ (1 —1t)f(y) = 5£(0) + 5 f(2) = sarctg(0) + sarctg(2) = 0.5535.

Pro vyse uvedenou volbu z,y, ¢ podminka z definice 1.4 neplati, nebot

flz+ A =t)y) £tf(z)+ 1 -1)f(y).

1

Funkce f(z) = arctg(z) je diferencovatelna funkce na X, f'(r) = .

Je ziejmé, ze f'(x) > 0 Vo € X. Platnost vztahu

Vi) (y—z)>0= f(y) > f(z)

je patrna, nebot funkce f(x) = arctg(z) je rostouci. Funkce f(z) je tudiz

pseudokonvexni funkce a podle lemmatu 1.1 je f(x) také kvazikonvexni.

S(x)

Obrazek 3: Priklad pseudokonvexni funkce

12



3. Funkce f(x) = 2* neni konvexni funkce, nebot nap¥. pro volbu x = 0,
y=—1,t = L mame f(tz + (1 - )y) = F(1(~1)) = f(~1) = —L.
Ale tf(z) + (1 —t)f(y) = 1f(0) + 3 f(—1) = —1. Podminka z definice 1.4,
pro nasi volbu z, y a ¢, neplati, nebot f(tx+(1—1t)y) L tf(x)+(1—1)f(y).
Dana funkce je diferencovatelna, avsak neni pseudokonvexni, nebot napft.
pro volbu « = 0,y = —1,¢ = 3, mame Vf(z)(y — x) = 3(0)*(—1+0) = 0,
fly) = f(=1) = —1. Ale f(z) = f(0) =0, tj. f(y) # f(x). Funkce

f(x) = z® nenf konvexni ani pseudokonvexni funkce.

Uvazujme nyni libovolnou tusecku s krajnimi body z,y € R a t € [0, 1],
pak v8echny body lezici mezi = a y, jsou dany vztahem tz + (1 — t)y.
Uvazujme libovolné z,y € R tak, Ze za x zvolime mensi z obou c¢isel, tedy
x < y. Je tedy ziejmé, ze plati x < tz + (1 — t)y < y. Navic je
f(x) = 2? rostouct, tudiz také plati f(z) < f(tx+ (1 —t)y) < f(y). Odtud
jiz plyne, Ze pro libovolnou volbu z,y € X,z < y at € [0, 1], plati podminka
kvazikonvexity, tj. f(tx + (1 —t)y) < max{f(z), f(y)}.

1

Obrazek 4: Piiklad kvazikonvexni funkce

Definice 1.7 (Uloha konvexniho programovani)
Uloha (NLP), v niz f(x) je konvexni funkce na S a pifpustnd mnozina S je

konvexni podmnozina R", se nazyva tiloha konvexniho programovani.

13



Definice 1.8 Bod € S nazveme Slaterovym bodem tlohy (NLP), jestlize

spliuje

Nasledujici definice uvadéji podminky, pfi jejichz splnéni mizeme bod x* po-

vazovat za bod lokalniho nebo globalniho minima tulohy (NLP).

Definice 1.9 (Lokalni minimum)
Bod z* € S nazveme bodem lokalniho minima tlohy (NLP), jestlize 3 6 > 0,
takove, ze

f(x") < f(=) Ve € SN B(x*,0),

kde B(x*,0) je d-okoli bodu x*.

Plati-li pro & # a* ostra nerovnost, hovorime o ostrém lokalnim minimu.

Definice 1.10 (Globalni minimum)

Bod x* € S nazveme bodem globalniho minima ulohy (NLP), jestlize
flx*) < f(x) Ve € S.
Plati-li & # x* ostra nerovnost, hovorime o ostrém globalnim minimu.

Véta 1.1 (Karush - Kuhn - Tuckerovy nutné podminky (KKT))
Necht x* € S je bod lokdlniho minima wlohy (NLP). Necht

I@)={iel:gx)=0}

a necht gradienty Vg;(x*),i € I(x*),a Vh;(x*),j =1,...,r, jsou linedrné nezd-

vislé. Potom existuje dvojice vektori (A*, p*) € R™ x R" takovd, Ze plati
o Vf(x*)+ EEAngi(w*) + ZI,LL’J'Tth(a:*) =0,
1= Jj=

e X' >0 Vi=1,...,m,

14



Dikaz: viz [6], strana 24.

Poznamka 1.4 KKT nutnymi podminkami optimality budeme rozumét tii pod-

minky na vektory A", u* a bod x* z pfedchozi definice. K témto podminkam ¢asto
pripojujeme tzv. podminky piipustnosti tj.

gi(x*) <0 Vi=1,....mahjxz*)=0 Vji=1,...,r

Podminky pfipustnosti ¢asto zjednodusi hledani feseni dané optimaliza¢ni tlohy.
Priklad 1.2 Pomoci podminek optimality analyzujte tilohu

minimalizovat funkci f(x) = (z; — 1)? + 23

za podminek g(x) =21 —2 <0
hiz) =22 — 29 =0
pro € X =R2

Danou tlohu budeme analyzovat pomoci KKT podminek uvedenych ve vété

1.1, tim si také ukazeme praktické uziti téchto podminek.

Obrézek 5: Priklad 1.2

Z obrazku je zfejmé, ze feSenim dané ulohy jsou body x} = (0,0) a x5 = (1,1),
pricem?z f(x}) = f(x3) = 1. Pfipustna mnozina S je pro tuto tulohu tvaru

S={x e X : x —1x9<0,2% — x5 = 0}. Je zfejmé¢, Ze oba body x},x; € S.

15



Nyni se budeme blize zabyvat KKT podminkami. Nejprve vypoéitame V f(x),
Vg(x) a Vh(x) tj.

viw= (25 Y) v = (). e ().

KKT podminky pro tuto talohu jsou tvaru

201 — 24+ A+ 2ux; =0
2.1‘2 — A= ou = 0
)\(Zﬂl - .CL’Q) =0
A>0,u € R,
Nagim tkolem je najit z1, x9, A a p, vyhovujici KKT podminkdm. Uvazujme rov-
nici A(zq — x2) = 0. Je ziejmé, ze A(r; — x2) = 0 <= A = 0 nebo x; — x5 = 0.
Pro tyto dvé moznosti vyfesime soustavu rovnic KK'T podminek, ke kterym pii-
pojime rovnostni podminku pifpustnosti 22 — xo = 0, nebot hledame body lezici
v pripustné mnoziné. Obdrzime tedy soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyrech neznamych,
jejiz Teseni lze snadno najit.
[. Necht A =0, pak z KKT podminek dostaneme
201 — 2+ 2pux; =0
200 —pu =10
r] — x5 = 0.
Upravime rovnice pro dalsi vypocet
201 — 24 2uxr; =0
200 =
I% = T9.
Za xo dosadime do predchozi rovnice
201 — 24 2pux; =0
222 = pu.
16



Nyni staci dosadit p do prvni rovnice
271 — 2 + 4% = 0.

Na levé strané rovnice ziskdme polynom tfetiho stupné. K nalezeni kofenu

tohoto polynomu vyuzijeme matematického softwaru Matlab, ktery nam

vypocet usnadni. Dostaneme jeden realny koten x; = %. Zbylé dva kofeny

jsou komplexné sdruzené. Hodnotu x, dopocitame ze vztahu 23 = 5, odtud

mame T, = %. Bod x; = (%, %) nenélezi do pripustné mnoziny S,

nemize byt tedy feSenim dané tlohy (NLP).

I1. Necht nyni 1 — 29 = 0 = 21 = x5. Dosadime do KKT podminek

a dostaneme
201 — 24+ A+ 2ur; =0
200 —A—pu =0
r]— 2 = 0.
Nyni vyuzijeme posledni rovnici z1(x; — 1) = 0 <= x; = 0 nebo x; = 1.
I1.1. Necht z; = 0, navic 1 = x4, je tedy zfejmé, Zze x5 = 0. Pak
—24+2=0
—“A—u=0.
Odtud jiz plyne p = —2 a A = 2.
Mame tedy @2 = (0,0),A =2 a u= —2.

I1.2. Nyni necht z; = 1, navic 1 = 9, odtud méame z, = 1. Poté ma

soustava tvar
2=24+XA+214=0
2—A—pu=0.
Rovnice upravime pro dalsi vypocet
A2 =0
2—A—pu=0.
17



Sedtenim téchto dvou rovnic dostaneme
2+ pu=0.

Odtud jiz plyne, ze p = —2 a A = 4.
Mame tedy 3 = (1,1),A\ =4 a u= —2.

KKT podminky jsou splnény v bodech x5 = (0,0) a « = (1, 1). Tyto body jsou
také fesenim dané tulohy (NLP).

Je ztejmé, ze body splhujici nutné KK'T podminky, jsou pouze kandidaty

vy

néjsi podminky. Uvedeme si nyni nejprve postacujici KKT podminky pro specialni

tlohu konvexniho programovéni, které pozdéji zobecnime.

Véta 1.2 (Karush - Kuhn - Tuckerovy postacujici podminky - specialni piipad)
Necht x* € S je pripustngm bodem tilohy (NLP) a necht existuji vektory
(A*, u*) € R™ x R" takové, Ze plati

o Vf(x*)+ Zl)\;‘Vgi(:c*) + Zlu;thj(w*) =0,
= ji=

o« A\ >0 Vi=1,...,m,
o Nygi(x*)=0 Vi=1,...,m.

Je - li f(x) pseudokonvexni funkce, g;(x), Vi = 1,...,m, jsou kvazikonverni
funkce, hj(x),Vj =1,...,r, linedrnt funkce a mnoZina X je konvexni podmnoZi-

nou v R™, potom x* je bodem globdlniho minima lohy (NLP).
Dikaz: viz [6], strana 30.

Poznamka 1.5 KKT podminky jsou tedy pro ulohu konvexniho programovani

nutnymi a postacujicimi podminkami optimality.

Nésledujici ilohu budeme fesit pomoci podminek optimality uvedenych ve vété

1.2.
18



Priklad 1.3 Analyzujte danou tlohu pomoci podminek optimality

minimalizovat funkci  f(x) = (71 — 1)? — 2

za podminek g(x)= (1 —1)3+22<0
hz)=x1—1—29=0
pro xe X =[0,00) xR

Nez zactneme danou tlohu fesit, analyzujme blize funkece f(x), g(x) a h(x).

Nejprve vypocteme V f(x), Vg(x), Vh(x) tj

Vf(z) = (2(35: 1>), Vo(z) = <3<x11_1)2>, Vh(z) = (_D

20
00

ze hlavni minory jsou nezaporné, tudiz se jedna o konvexni funkci a podle lem-

Vypocteme také Hessovu matici funkee f(x), tj. H(x) = ( ) . Je ziejmé,

matu 1.1 je f(x) také pseudokonvexni funkce. Déle g(x) je kvazikonvexni funkce,
nebot pro x < y plati vztah = < tx 4+ (1 — t)y < y navic je g(x) klesajici. Tudiz
plati f(x) > f(tx+ (1 —t)y) > f(y). Je tedy zfejmé, Ze pro x < y plati vztah pro
definici kvazikonvexni funkce, viz definice 1.6. Funkce h(z) je linearni a mnozina

X je konvexni. Piipustna mnozina je pro tuto tlohu tvaru
S={xeX:(r;—1)P°+2,<0,2y —1—xy =0}

Z obrazku je ziejmé, ze bod x* = (1,0) € S je globalnim minimem dané tlohy.

Obrazek 6: Piiklad 1.3

19



Nyni analyzujeme danou tlohu pomoci KKT podminek optimality a dokazeme,
ze tyto podminky jsou pro tuto ulohu nutné a postacujici. KKT podminky pro

danou tlohu jsou tvaru

21 — 1) +3\(x1 —1)*+pu =0

—14+A=p =20
Mg — 1) +29) =0
A>0,pe R

Najdeme tedy takova x1, zo, A a u, ktera témto rovnicim vyhovuji. Ke KKT pod-
minkdm pfipojime rovnostni podminku pfipustnosti, nebot hleddme feseni na S.

Tedy

201 — 1) + 3Nz — 1) +pu =0
—14+A=p=0
M(zy =1 +29) =0

Ty, — 1-— Ty = 0.
Z posledni rovnice mame x; — 1 = x5. Pak z KKT podminek dostavame

201 — 1) + 3Nz, — 1) +pu =0
—14+A=p=0
Mg =1 +2,—1) = 0.

Dale tpravou dostaneme

21 — 1)+ 3\ — 1) +pu =0
—14+A=p=0
Mzy — 1) (2] — 221 +2) = 0.

Odtud jiz plyne, ze A(z; — 1)(2? — 221 +2) = 0 <= X = 0 nebo z; = 1. Koreny
polynomu x7 — 21 + 2 jsou komplexné sdruZené. Reseni dané tlohy hleddme

na mnoziné S C R?, komplexni kofeny neuvaZzujeme.

20



I. Necht je tedy z; = 1, pak

20 —1)+3X\1—=1)*+pu=0

—1+A—pn=0.

7Z prvni rovnice je ziejmé, ze p = 0 a tedy z rovnice —1+A—pu = 0 dostaneme
A = 1. Hodnotu x5 dopoc¢teme ze vztahu zo = xy — 1, odtud plyne x5 = 0.

Tedy mame x; = (1,0), A=1, u=0.
II. Necht je nyni A = 0, pak

—1—pn=0.

Odtud je jiz zfejmé, ze p = —1. Dale méame
20z —1)—1=0,

Tudiz z; = 3.

Hodnotu x5 dopoc¢teme z rovnice xo = x1 — 1, tedy xo = % Odtud dosta-

neme @ = (2,1), A=0, p=—1. Bod @ = (3 1) ¢ S, nebot g(x;1) £ 0.

202
Bod x; = (1,0) KKT podminkdm vyhovuje a navic jsou splnéné predpoklady
véty 1.2, tudiz ¢ = «* = (1,0) je bodem globalniho minima ulohy (NLP).
Obdrzeli jsme stejny vysledek jako na zacatku prikladu, tudiz KKT podminky

jsou pro ulohu konvexniho programovani nutné a postacujici.

Véta 1.3 (Slaterova kvalifikatni podminka)

Predpoklddejme, Ze g;(x),i = 1,...,m, jsou pseudokonvexni funkce a hj(x),
j=1,...,r linedrni funkce. Necht x* je bodem lokdlniho minima lohy (NLP)
a necht Vhj(x*),j =1,...,r jsou linedrné nezdvislé a iloha (NLP) md Slateriv

bod. Potom KKT podminky jsou nutnymi podminkami optimality pro tuto ulohu.

Dikaz: viz [6], strana 39.
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Priklad 1.4 Analyzujte tlohu pomoci podminek optimality

minimalizovat funkci  f(x) = (21 — 1)* + (22 + 1)?
za podminek g(x) =211 —29—3<0
pro zcX =R

Na této tloze si predvedeme pouziti véty 1.3. Funkce g() je linearni, tzn. jedna
se o specialni pripad konvexni funkce. Podle tvrzeni lemmatu 1.1 je funkce také
pseudokonvexni. P¥ipustna mnozina S je pro danou tlohu tvaru
S ={{x € X :2x; —xy — 3 < 0}. Je zfejmé, Ze dana uloha ma také Slatertuv
bod, nebot jisté existuje & takové, ze & € S : () < 0. Takovym bodem je napf.
T = (—1,0). Je také zfejmé, ze f(x) > 0 Vo € R? tudiz minimum funkce f(x)
se nachazi v bodé, pro jehoz funkéni hodnotu plati f(x) = 0. A timto bodem je

x*=(1,-1).

Obrazek 7: Priklad 1.4

Ukazeme splnéni KKT podminek v bodé x* = (1,—1). Nejprve vypocteme
Vf(z),Vg(z), tj.
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KKT podminky pro danou tlohu jsou tvaru

201 — 2422 =0
200 +2—X=0
AN2ry —29—3)=0
A > 0.

Ukolem je tedy najit neznamé xq, z9, A, které vyhovuji témto KKT podminkam.

Z posledni rovnice plyne, ze A(2x; — x9 —3) = 0 <= A = 0 nebo 2x; = x5 + 3.

L.

I1.

Necht je A = 0, pak

2.T1—2:0

2090+ 2 = 0.

Odtud plyne, ze o = —1 a 1 = 1.
Mame tedy x; = (1,—1) a A = 0.

Necht je nyni 2z, = 25 + 3, pak

Ta+3—-24+2X=0
2090+ 2—-XA = 0.

Upravou téchto rovnic dostaneme

To + 20 = —1
2.%‘2 - A= -2
Nyni je jiz zfejmé, ze
5ZL‘2 = -5
Ty — —1.

Hodnotu A\ dostaneme dosazenim do rovnosti 2z +2 — A =0= A =0,

dosazenim do vztahu 2x, = x5 + 3 dostaneme hodnotu x; = 1. Mame tedy
xe=(1,-1)aA=0.
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V obou pripadech jsme tedy dostali stejné feSeni. Bod ©1 = x5 = * = (1, —1)
a \* = 0 vyhovuji KKT podminkam. Tedy bod * = (1, —1) je bodem lokalniho
minima dané tlohy. Pfedpoklady véty 1.3 jsou splnény a KKT podminky jsou

nutnymi podminkami optimality dané tlohy.
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2. Lagrangeova funkce a jeji vlastnosti

Tato kapitola se bude zabyvat zavedenim podminek optimality 2. fadu, pojmu
Lagrangeova funkce a Lagrangeovska dualita.

Definice a véty jsou prevzaty z [6], [7] a [3] .

2.1. Podminky optimality 2. radu

Nutné KKT podminky, viz véta 1.1, jsou nutnymi podminkami optimality
1. faddu. Tyto podminky v obecné tloze umoznuji najit pouze body, které jsou
kandidaty na teSeni dané tulohy (NLP). Vyjimkou je uloha konvexniho progra-
movani, kde KKT podminky jsou nutnymi a postacujici podminkami optimality
dané tdlohy (NLP). Podminky optimality 2. fadu blize specifikuji feSeni dané
ulohy (NLP). Pred uvedenim podminek samotnych zavedeme pojem Lagrange-
ovy funkce, ktera bude piisluset dané tloze (NLP) a je nezbytnym pojmem pro

formulaci podminek optimality 2. radu.

Definice 2.1 (Lagrangeova funkce)
Lagrangeovou funkci nebo lagrangianem pfislusejici obecné tloze nelinear-

niho programovani (NLP) nazveme funkeci
L(w A p) = f(x) + Y Nigilx) + Y phy(x) = f(x) + X g(@) + p"h(x).
i=1 Jj=1
Cisla \; > 0 jsou Lagrangeovy multiplikatory pifslusejici omezenim gi(x) <0
a Cisla p1; € R jsou Lagrangeovy multiplikdtory pfislusejici omezenim h;(x) = 0.

Poznamka 2.1 Pred uvedenim podminek optimality 2. fadu zavedeme pojmy a

oznaceni, které jsou nezbytné k formulaci nasledujictho tvrzeni.

e Symbolem V,L(x, A, u) budeme rozumét gradient funkce L(x, A, ), tj.

T
Vel(x, N\, p)= (3L(wv Ap) o OL(@ X u)) .

oz ) ) OTn
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e Symbolem V2 L(x, A, p) budeme rozumét matici

OPL(m, A, p) 92L(m, A, p) DLz, A, p)
8&:% Ox10x2 e 0x10Tn
2 _
OPL(m, A, p) 92L(m, A, p) Lz, \, p)
O0x, 071 0x,0T2 T ox2

e Mnozina LF D(x) oznacuje mnozinu linearizovanych pfipustnych sméra, tj.
LFD(z) ={p € R": Vgi(x)'p<0Viec I(x), p' Vh;(z) =0, Vi € J},

kde x € S, mnozina I(x) je indexovd mnozina aktivnich nerovnostnich
omezujicich podminek, tedy takovych podminek, které jsou v daném bodé

x rovny 0.

e O(x) = {p € LFD(z) : p"Vgi(x) = 0 Vi € I(x) : \; > 0} oznacuje
kriticky kuzel, kde & je bodem lokalniho minima dané ulohy (NLP). Vektory
A, i jsou vektory z Lagrangeovy funkce vyhovujici KKT podminkam.

Nyni jiz mazeme pfistoupit k samotné formulaci postacujicich podminek opti-
mality 2. fadu.

Véta 2.1 (Postacujici podminky optimality 2. Ffadu)
Necht x* € S a necht existuji vektory Lagrangeovijch multiplikdatori X* € R™
a p* € R" takove, Ze spolecné spliuji KK'T podminky

o Vo L(x* X", u*)=0,

e gi(x*) <0 Vi=1,...,m,
o hj(x*)=0 Vi=1,...,r,
e N >0 Vi=1,...,m,

o \Nygi(x*)=0 Vi=1,...,m.
Necht navic plati
p' V2 _L(x*, X\*, u*)p > 0 Vp e O(x*),p # 0.

Potom x* je bodem ostrého lokdlniho minima tlohy (NLP).
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Dikaz: viz [3|, strana 211.

Na nasledujicich prikladech si ukdZzeme pouziti podminek optimality 2. fadu. Pii-

klady jsou prevzaty z nefeSenych cviceni v kapitole 5 z [6].

Priklad 2.1 Analyzujte danou tlohu pomoci podminek optimality

minimalizovat funkci  f(x) = —z129 — xow3 — x173
za podminky hx) =21 +x0+23=3
pro xcX=R3

Nejprve uréime pfipustnou mnozinu, kteréd je pro tuto tlohu tvaru

S={xecX: -3+ +x9+ 23 =0} Vypocteme gradienty funkci f(x) a g(x),

tj.
—To — I3 1

Vix)=| —21—23 |, Vh(z)= |1

—To — X1 1

Sestavime KKT podminky pro tuto tdlohu, viz véta 2.1, ke kterym piipojime
podminku piipustnosti, nebot hledame body z mnoziny S. KKT podminky jsou

pro tuto ulohu tvaru

—$2—ZE3+[L:0
—$1—$3+M:0
—3:1—:1:2+u:0

J]1+ZE2+CL’3:3.

Nasim tkolem je najit xy, xs, x3, 1, vyhovujici KKT podminkam. Z posledni rov-

nice plyne, zZe x3 = 3 — 1 — x9. Ze zbylych rovnic tedy mame

—I2—3+ZL’1+$2+M:O
—1y =342 + a3+ p =0

—$1—I2+M:O.

27



Déle z posledni rovnice dostaneme p = x1 + x5, tedy

—3+$2+ZE1+.’E1:O

—3+$2—|—ZU1+332:0.

Upravenim vzniklych rovnic dostaneme jiz soustavu dvou rovnic o dvou nezna-

mych, tj.
21‘1 + Ty = 3
T+ 229 = 3.
Zde je jiz zfejmé, ze
3Ty =3 = 29 = 1.

Posledni neznamou dopocteme z rovnice 2x, + zo = 3, tedy
201+ 1=3= 2, =1.

Nyni stac¢i dopocitat posledni dvé nezndmé p = x1+x5 =2 a 3 = 3—x1—29 = 1.
KKT podminkdm tedy vyhovuje bod =* = (1,1,1)T a u* = 2. Odtud plyne, Ze
bod * € S.

Ovérime splnéni platnosti posledni nerovnosti z véty 2.1. Sestavime Lagrange-

ovu funkci, které je pro tuto tlohu tvaru
L(w, u) = —X1To — Xox3 — T1X3 + ,U($1 + 29 + 23 — 3)

Nejprve vypocteme VL(x, 1), tedy Vo L(x, u) = V f(x) + uVh(x), tj.

—Ty — T3+ U
Vel(x,p)=| —21 — 23+
—To —T1+ U

Pritom vime, ze VL(x*, p*) = 0, h(x*) = 0. Abychom ovéfili posledni predpo-
klad véty 2.1 uréime kriticky kuzel, tj.

C(x*)={pe LFD(z*) : p"Vg(z*) =0 Vi€ I(z*): X\ >0}, kde LED(x*)
je mnozina linearizovanych pripustnych sméri, tj.
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LED(xz) ={peR": p!'Vh(x) =0} = LFD(z*) = {p € R®: p1+po+p3 = 0}.

Dané uloha (NLP) je tlohou pouze s rovnostnimi omezenimi a proto plati
C(x*) = LFD(z").

Nyni ovéime platnost vztahu p” V2 _L(z*, u*)p > 0 Vp € C(x*),p # 0. Nejprve
vyjaditme V2_L(x, p) a poté vypocteme V2 L(x*, u*), tedy

0—-1-1 0—-1-1
VL@ = -1 0-1| =  ViL@.u)=[-1 0-1
~1-1 0 -1-1 0

Nyni vypocteme p? V2 _L(x*, u*)p pro p € C(x*), tj.

0—-1-1 P —P2 — D3
P’ Vi L@ i )p=(pipaps) | =1 0=1 || p2 ]| =(pip2ps) | —p1—ps
—1-1 0/ \ps —p1— P2

= p1(—p2 — p3) + p2(—p1 — p3) + p3(—p1 — p2).

Pro Vp € LFD(x*) plati p; +p2+ps = 0 = p1 +ps = —ps3. Tento tvar dosadime
do vyjadieni pT V2_L(x*, u*)p, aby bylo moZné rozhodnout, zda se jedna o bod
ostrého lokalniho minima dané ulohy (NLP).

Tedy po dosazeni dostaneme

p V2, L(x*, 1*)p = p1(—p2+p1+p2) +po(—p1 +p1+p2) +psps = pi+p3+ 3. Je
tedy zfejmé, Ze p? + p3 +p2 > 0 Vp € C(x*),p # 0. Piedpoklady véty jsou 2.1
jsou splnény a tedy bod * = (1,1,1) je bodem ostrého lokalniho minima dané

ulohy.

Priklad 2.2 Analyzujte danou tlohu pomoci podminek optimality

(minimalizovat funkci  f(z) = —2% — 222 + 10z, — 6 — 223
za podminek g1(x) = x129 < 10
{ g2(x) = —21 <0
g3(x) = 22 < 10
| pro zcX =R




Nyni mame tlohu se tfemi nerovnostnimi omezenimi a vypocet bude tudiz

tvaru S = {x € X : zy9 — 10 < 0, —z1 < 0,29 — 10 < 0}.
Nejprve vypocteme V f(x), Vgi(x), Vga(x), Vgs(x), tj.

Vi@ = (o g ) Vo = (1) Vo) = (7 ) Vante) = (1)

Sestavime KKT podminky, které jsou pro tuto tlohu tvaru

—31'% + 10 + /\11’2 — )\2 =0
—41’2 — 6I% + )\1.7}1 + )\3 =0
)\1(551272 — 10) =0

)\2(—1’1) = O
)\3(1’2 — 10) =0
A1, Az, Az > 0.

Nasim tkolem je najit x1, z2, A1, A2, A3 vyhovujici KK'T podminkdm této tlohy.
K feseni pouZijeme rovnici A\ (z;xe — 10) = 0. Odtud plyne A\ (z;22 — 10) =0
<= A\ = 0 nebo 129 — 10 = 0.

I. Necht A\; = 0. Pak dostaneme
—327 +10 =X =0
—4xy — 615+ X3 =0
)\2(—.131) =0
)\3(1‘2 — 10) = 0.
Déle z rovnice A\y(—2z1) = 0 mame, Ze A\y(—x1) = 0 <= Ay = 0 nebo x; = 0.
[.1. Necht tedy A\, = 0. Poté
—327+10 =0
—4x9 — 625+ X3 =0

)\3([1)2 - 10) = 0.
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Z prvni rovnice je ziejmé, ze xrq = %, moznost r; = —4/ % nevyho-

vuje podmince gs(x1) < 0. Z posledni rovnice je patrné, Ze

A3(z2 — 10) = 0 <= A3 = 0 nebo z, = 10.

[.1.a. Necht je nyni A3 = 0, tj.
—4xy — 615 = 0.

Upravou ziskdme rovnici xo(—4 — 6x9) = 0.

Odtud jiz plyne, Ze x5 = 0 nebo x5 = —%.

[.1.b. Necht x5 = 10, potom tedy obdrzime pouze jedinou rovnici
—40 — 600 4+ A3 = 0.
Jejiz TeSeni je zfejmé, tj.\3 = 640.
[.2. Necht je 1 = 0, pak

10—-X =0
—4xy — 625+ A3 = 0
)\3(332 — 10) = 0.
Z prvni rovnice je ziejmé, ze Ay = 10. Z rovnice Az(x2 — 10) = 0 plyne,
7e A3(x2 — 10) = 0 <= A3 = 0 nebo x5 = 10.
[.2.a. Necht je nyni A3 = 0, potom
—4xy — 625 =0

.TQ(—4 — 6&32) = 0.

Odtud je jiz zfejmé, Ze x9 = 0 nebo x5 = —

wiN

[.2.b. Necht je zo = 10, pak tedy
—40 - 6004+ A3 =0

Tudiz je zfejmé, ze A3 = 640.
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II. Necht z129 — 10 = 0. Odtud tpravou dostaneme xy = %. Obdrzime

10
—3$%+10+)\1x——>\2 =0
1

10 100
—4——6—2+)\1$1+>\3 =0
xl :Ul
)\2(—1'1) =0
10
>\3<— - 10) — 0.
gl

Z rovnice Ao(—x1) = 0 plyne, Ze Xo(—x1) = 0 <= Ay = 0 nebo x; = 0.

I1.1. Necht x; = 0. Pak obdrzime soustavu s nedefinovanymi vyrazy. Tudiz
je zfejmé, ze musi byt z;, # 0.

I1.2. Necht je Ay = 0. Pak dostaneme

10
=327 + 104+ \— =0
T
40 600
—_—_2+)\11‘1+)\3 = 0
.7;]_ xl
10
)\3<— _ 10) —0.
&1

Dale z rovnice Ag(;—? - 10) — 0 je zfejmé, Fe Ag(;—‘j — 10) —0
<= A3 = 0 nebo z; = 1.

I1.2.a. Necht x; = 1, poté obdrzime

-3+ 10+10A; =0
—6404+ A + A3 = 0.

7 prvni rovnice mame 10\; = =7 = \; = coz ale neni

_
10°
mozné, nebot \; ma byt nezaporné.
I1.2.b. Necht je A3 = 0, pak

10

322 410+ M — =0
T
40 600
____2+)\1.CE1 = 0.
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Odtud upravou, za predpokladu z; # 0, dostaneme

—32% + 10z, + 10A; = 0
—40z; — 600 + A\j25 = 0.

Z prvni rovnice méme A; = 15(3z% — 10z1). Dosazenim do druhé

rovnice obdrzime
I 5., 3
—40x; — 600 + Exl(?)xl — 10x;) = 0.

Tedy 32§ — 1021 — 400z, — 6000 = 0.

K uréeni kofenti polynomu 6. stupné pouzijeme matematicky soft-

3605

ware Matlab. Dostaneme dva realné koteny, tj. z; = 532

axr = 339 . Zbylé ¢tyti koreny jsou komplexné sdruzené. Resenf

dané ﬁlohy hledame v mnoziné R?, tudiz komplexné sdruzené ko-

feny neuvazujeme. Je - li 7 = —%, KKT podminka go(x;) <0
. X . _ 1(9.3 _ 3605

neni splnéna. Z rovnice \; = 15(377 — 10z;) pro z; = 5= do-

staneme \; = %. Posledni neznamou x5 dopocteme ze vztahu

1874

Ty = 10 Tedy Ty = or

Kandidaty na feseni tlohy jsou body

L@ = (\/%,0), A1 = (0,0,0), coz plyne z 1.1.a,
2. x5 = (y/ %, —%), A2 = (0,0,0), coz plyne z I.1.qa,

3. x4 — <\/§o, 10), Ag = (0,0,640), coz plyne z L.1.b,
4. x4 = (0,0), Ay = (0,10,0), coz plyne z 1.2.a,

5. @5 = (0,—2), Xs = (0,10,0), coz plyne z .2.a,

6. g = (0,10), Ag = (0,10, 640), coz plyne z 1.2.b,

7. @y = (352,81, A7 = (551, 0,0), coz plyne z I1.2.b.
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Sestavime Lagrangeovu funkci, ktera je pro tuto tlohu tvaru
L(z,A) = —23 — 225 + 1021 — 6 — 225 4+ A\ (2122 — 10) + Ao(—21) + A3(w2 — 10).

Ovéfime splnéni predpokladi véty 2.1. Nejprve vypocteme V,L(x, ), tj.

_ 32 _
Futfo) = (S )

—4xy — 623 + \x1 + A3

Predpoklad nezapornosti Lagrangeovych multiplikatori je splnény, tj. Aq, Ao, As,
A1, As, Xg, A7 > 0. Podminka g;(x),) <0,Vk e K ={1,...,7},Vie I ={1,2,3}
neplati pro bod x3, tedy g1(@3) £ 0. Tento bod tedy nebude fesenim dané tlohy.
Zbyvajici podminka \;g;(x) = 0 plati pro Vk € K = {1,2,4,5,6,7} ai € I.
Abychom ovérili posledni predpoklad véty 2.1, tj.

p"V2 Lz, A\)p >0 Vpe Clxy),p#0 Vk € K,

ur¢ime mnoziny kritickych kuzela. Tedy

C(xy) = {p € LFD(x}) : p"Vgi(zy) = 0Vi € I(x},) : A > 0}, kde LED(x},)
jsou mnoziny linearizovanych pfipustnych sméri, tj.

LFD(zy) ={p e R": p' V() = 0 Vi € I(x})}.

Nejprve ale uré¢ime aktivni podminky, tj. podminky g;(zx) =0 Vi ={1,2,3}
aVk € K = {1,2,4,5,6, 7}, které jsou nezbytné k uréeni mnoziny LF D. Pro body
@1 a x5 nenajdeme zadné aktivni podminky, tj. g;(xg) # 0,k = 1,2,¢ = 1,2, 3.
Mnoziny LFD(x), k = 1,2 jsou prazdné mnoziny. Pro bod x4 plati go(x4) = 0,
pro bod x; plati go(x5) = 0, pro bod xg plati g2(xs) = 0 a gs(xs) = 0 a pro
bod x; plati ¢1(x7;) = 0. Pro tyto body muZeme uré¢it mnozinu linearizovanych

smeért, tedy

LFD(:E4):{p€R2(p1p2)( 0> §0}={p6R2p:(pl,pg),plzo},
LFD(a:5):{p€R2(p1p2)( é) §O}:{p€R2p:(pl,pg),plz()},

LFD(zs) ={p€R*: (p1 p2) (_é> <0, (p1 p2) (?) <0} =



={peR*:p=(pi1p2),p1 >0,p> <0}

3605

937
LFD(x7) = {p € R?: (p1 p2) o | S0

o1

={peR:p=(5Pp + Tip:) <0}

Nyni uréime kritické kuzely C(xy), pro k = {4,5,6, 7}, t;.

C(xy) ={p € LFD(x4) : (p1 p2) (_é) 0}={peR*:p=(0,p)},

Clas) = {p € LFDG@): (n 1) (g ) =00 = D€ R ip = (0.0)),

O@wz{peLFD@@:unm)(

S =
N—
Il
\.O
—
=
ks
V)
SN—
VR
i)
N
Il
o
—

Il

3605
937
C’(w7) = {p c LFD($7) . (pl pg) . = O}
21
Tedy 28p; + £2py = 0 = p1 = —20py —>

Clw;)={peR’: p= (—%pzapz)}-

Dale spo¢teme V2_L(x, A), tedy

2 _ —6x¢ Al
vmmL(wu A) - ( )\1 —4 — 12%2

a dosadime do vyrazu p’ V2_L(xy, Ar)p pro k = 4,5, 6.
Pro x4 a Vp € C(x4),p # 0, plati

ssieninetom (3 2) (1) -(0n) () - o

P2
Je tedy ziejme, ze —4p2 < 0 Vp € C(x4),p # 0, nejedna se tedy o bod ostrého

lokalntho minima.
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Pro x5 a Vp € C(x5), p # 0, plati

P L= (0m) (04) () = 0m) (4, ) =3

Odtud plyne, ze 4p2 > 0 Vp € C(xs5),p # 0, jedna se tedy o bod ostrého
lokalntho minima.

Pro xg je kriticky kuZzel pouze jednobodova mnozina, tj. C'(x¢) = {p = (0,0)}.
Vyraz pt' V2 _ L(xg, XA¢)p uvazujeme pouze pro p # 0. TudiZ bod xg neni bodem
ostrého lokalntho minima.

Pro @7 a Vp € C(x7),p # 0, plati
11773 5401

T 506 510 408 _ﬁm
p' Vi L(xr, A7)p = (—mm pz) 9 =
5401 _ 949 P2
408 3
_ 506 4071 24721 18272
_ (8448, _ 24721 7aoP2 ) _ 2 _ 2 204l 9
( 203 P2 76 p2) ( D ) 209 P2 TIRE. 53 P2

Je tedy zfejmé, Ze —1%—237219% <0 Vp e C(x7),p # 0, nejedna se o bod ostrého

lokalniho minima.

2.2. Vlastnosti Lagrangeovy funkce

Zabyvejme se jednodussi lohou nelinearntho programovani, a to tilohou ve tvaru
minimalizovat funkci f(x)
za podminek gi(x) <0, iel=A{1...,m},

0
pro x e X CR™

Pro prehlednost bude tato tloha nelinedrniho programovani oznac¢ena symbolem

(NLP*). Lagrangeova funkce je pro tuto tlohu tvaru

L(z, A) = f(x) + Z Ngi(x) = f(x) + ATg(x)  Vxe X, AR

36



Definice 2.2 (Sedlovy bod)
Bod {z*, A"} € X x R nazveme sedlovym bodem Lagrangeovy funkce piislu-

Sejici tloze nelinearniho programovani (NLP*), jestlize plati
L(x*,A) < L(x", A") < L(x,A") VxeX AeRT.

Poznamka 2.2 Sedlovy bod Lagrangeovy funkce je bod, ve kterém Lagrangeova

funkce nabyva svého minima v proménné @ a maxima v proménné .

Véta 2.2 (Charakterizace sedlovych bodi)
Necht &* € X, A" € RT. Bod {x*, X"} je sedlovym bodem funkce L(x,X) tehdy
a jen tehdy, kdyz plati

1. L(z*, A*)= min L(z, \"),

zeX
2. gi(x*) <0 Viel,
3. Ngi(x*)=0 Viel.
Dikaz: viz [6], strana 55.

Poznamka 2.3 Hledame dvojici *, A*, vyhovujici podminkdm z pfedchozi véty.
Z prvni podminky plyne, Ze fesime soustavu rovnic V f(x*) + > \Vg;(x*) = 0,
i=1

coz muzeme zapsat ve tvaru Vg L(x*, A") = 0. VyfeSenim této soustavy dosta-

neme kandidaty na feSeni dané tlohy.
Predvedme si nyni, jak nalézt sedlovy bod Lagrangeovy funkce dané ulohy.

Priiklad 2.3 Dokazte, ze pro Lagrangeovu funkci dané tulohy

minimalizovat funkci f(x) = M +(rg+1)>—1

za podminek gi(x) =2(x1+ 1) — 25 <0
go(x) =11 <0
pro reX=R?

existuje sedlovy bod.
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Dokazeme, zZe jsou splnény predpoklady véty 2.2. Sestavime Lagrangeovu funkci

a najdeme adepty na feSeni dané tulohy.

g,(x) x,

Obrazek 8: Priklad 2.3

Lagrangeova funkce pro tuto tlohu je tvaru

(Il —+ 1)2

L(x,\) = 5

-+ (%2 + 1)2 -1+ )\1(2<5L’1 —+ 1)2 — fﬂg) + )\21’1.

Nejprve vypocteme V., L(x, A), tj.

V. L(z A) = ( (r1 4+ 1) + 4N (21 + 1) +A2> ‘

2(%2 + 1) - )\1

Piipustna mnozina je tvaru S = {x € X : 2(z; + 1) — 23 < 0,27 < 0}. Nyni
najdeme adepty na FeSeni tlohy. Tedy TreSime soustavu
(x14+ 1) +4 (1 +1)+ X =0
2wy +1) =X =0
M2+ 1) —25) =0
Aoz, = 0
A1 2> 0,2 > 0.

Z rovnice \ox1 = 0 je zfejmé, Ze Ay = 0 nebo xy = 0.
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I. Necht Ay = 0. Pak je soustava tvaru

$1+1+4)\1($1+1) =0
2($2+1)—)\1:0
)\1(2(1’1+1)2—$2) = 0.

7 posledni rovnice mame, ze A\ (2(x1 + 1) —x3) =0 <= \; =0
nebo 2(x; +1)? — zy = 0.

[.1. Necht tedy A; = 0. Poté obdrzime

CL’1+1=O

Odtud jiz plyne, ze 21 = —1 a x5 = —1. Ale bod ®; = (—1,—1) € S,

nebot g;(a1) £ 0. Tento bod nemuze byt feSenim dané tlohy.

1.2. Necht 2(z; + 1)2 — 25 = 0, tedy 25 = 2(z; + 1)2, pak

$1+1+4)\1($1+1) = 0
2[2(x1 +1)* +1] — A\ = 0.

Upravou téchto rovnic, dostaneme

(1 +1)(1+4X) =0
423 + 8z, +6 — A\ = 0.

Z prvni rovnice plyne, Ze (z1 +1)(1+4XA) =0 <= A\ = —1
nebo x; = —1.
[.2.a. Necht je nyni \; = —i. Dostavame ihned spor s podminkou neza-

pornosti Aj.
[.2.b. Necht je nynf z; = —1, tj. 4(—=1)2 +8(=1) +6 — A\, = 0.
Odtud je jiz zfejmé, ze A\; = 2.
Hodnotu zo dopocteme ze vztahu zy = 2(x; + 1)?, kde 7y = —1. Tedy
o = 0. Mame x2 = (—1,0) a A = (2,0).
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II. Necht je nyni x; = 0. Odtud mame
1 + 4)\1 —f- )\2 — 0
)\1(2 — [L’Q) = 0.

Z posledni rovnice plyne, ze A\;(2 — x2) = 0 <= \; = 0 nebo 25 = 2.

I1.1. Necht tedy \; = 0. Dostaneme tedy
I+X =0
209 +2 = 0.
Odtud jiz plyne, ze Ay = —1 a x5 = —1. Ale podminka Ay > 0 neplati.
I1.2. Necht je nyni z5 = 2. Odtud mame

1+4>\1+)\2:0
6+ =0= )\ =—6.

Dostavame se ke sporu, nebot multiplikitor A\; musi byt nezaporny.

Jediny kandidat na feseni dané tlohy je bod #* = x5 = (—1,0) a bod A* = (2,0).

Ovéfime, zda se je splnéna podminka L(x*, A*)= mig L(x, X*). Mame
xe

(21 +1)° + (2 4+ 1)% = 14 2(2(x1 + 1)* — 22).

L(@, ) =

Najdeme stacionarni body funkce L(x, A"), tj.

OL(x, X"
%:x1+1+8x1+8202>x1:—1
1

Lz, \*
OL@X) 9 90y =0,
8372

Sestavime Hessovu matici H(L(x,A")) a podle znamének jejich subdeterminanti

uréime, zda se jedna o bod extrému. Nejprve spoc¢teme druhé parcidlni derivace,t;j.

O’L(x, X)) O’ L(x, ") O?L(x,X")  9’L(x,X*) 0
83:% n 8ZE% N (91’181'2 n 81’281’1 -
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Hessova matice je tvaru H(L(x*,A")) = <g g) . Je zfejmé, ze oba subdetermi-

nanty jsou kladné, tudiz bod x* = (—1,0) je bodem minima funkce L(x, X¥).
Tii podminky véty 2.2 jsou splnény, tudiz bod {x*, A*}={(-1,0),(2,0)} je tedy
sedlovy bod Lagrangeovy funkce dané ulohy (NLP*).

Véta 2.3 (Postacitelnost sedlovych bodit)
Je-li {x*, X"} sedlovym bodem funkce L(x, X), pak x* je bodem globdlniho minima

odpovidagici ulohy nelinedrniho programovdni.

Dikaz: viz [6], strana 56.

Obracené tvrzeni véty 2.3 neplati, existence sedlového bodu neni v obecném pii-
padé zarucena. Z existence bodu globalniho minima neplyne existence sedlového

bodu.

Véta 2.4 (Existence sedlového bodu pro konvexni tilohu)
Necht (NLP*) je iloha konvexniho programovdni spliwugici Slaterovu kvalifikacni

podminku, tj. existuje bod © € X tak, Ze
g:(x)y <0 Viel.

Potom za predpokladu, Ze existuje reseni x* € X této ulohy, existuje vektor mul-
tiplikdtori X* > 0 takovy, Ze {x*, X*} je sedlovym bodem odpovidajict Lagrangeovy
funkce L(x, X).

Dikaz: viz [1], strana 270.

Nyni uvedeme dva pfiklady na existenci a neexistenci sedlového bodu a vyvodime

z nich praktické zavéry.

Priklad 2.4 Dokazte, ze pro Lagrangeovu funkci dané ulohy

minimalizovat funkci f(z) =z
za podminky glx)=2<0
pro re X =[-1,2]
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existuje sedlovy bod.

Jx)

Obrazek 9: Priklad 2.4

Jedna se o tulohu konvexniho programovéani, nebot funkce f(z) je konvexni.
Pripustnd mnozina je tvaru S = {z € [-1,2] : < 0} = [-1,0]. Mnozina S
je konvexni mnozina v R. Z obrazku je zfejmé, Ze existuje feSeni z* = 0 € X
dané tlohy. Tato uloha ma také Slateriv bod, nebot jisté existuje bod T takovy,
zexT € S : g(®) <0, timto bodem je napf. T = —1. Predpoklady véty 2.4
jsou splnény, proto tedy existuje takové A* > 0, ze {z*, A\*} je sedlovym bodem

Lagrangeovy funkce. Lagrangeova funkce dané tlohy je tvaru
L(z,\) = 2% + \z.

Zbyva tedy najit x*, \*, takove, ze {z*, A*} je sedlovy bod Lagrangeovy funkce.
Spoc¢teme V,L(z, ), tedy

VoL(z,\) = 22 + .

Resime tedy soustavu

20 +A=0
=0
A>0.
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Nasim tkolem je najit z a A, vyhovujici témto podminkdm. Rovnice Ax = 0

plati <= XA = 0 nebo x = 0. Soustavu vyfesime pro tyto dvé moznosti.
I. Necht A = 0. Pak méme 2x =0 = x = 0.
IT. Necht je nyni x = 0. Potom A\ = 0.

Regeni této soustavy je tvaru z* = 0,A* = 0. Bod {0,0} je jediny kandidat na

sedlovy bod Lagrangeovy funkce. Ovéfime vztah L(xz*, \*)= mi)r(l L(z, \*). Funkce
TE

L(z, \*) = 2? je konvexni funkce proménné x, nebot V2 L(x, \*) =2 > 0.

K uréeni minima této funkce staci polozit prvni derivaci rovnu 0. Tedy

V.L(z,\*) =22 =0= 2" = 0.

Bod z* = 0 je bodem minima funkce L(x, A*). Odtud jiz plyne mi)I(l L(z,\*) =
Te

L(z*, \*) = 0. Predpoklady véty 2.2 jsou splnény a tudiz bod {0,0} je sedlovym

bodem Lagrangeovy funkce.

Priiklad 2.5 Dokazte, ze pro Lagrangeovu funkci dané tulohy

minimalizovat funkci f(x) = —23
za podminky g(x)=—42-2<0
pro re X =(-2,0)

neexistuje sedlovy bod.
Nasim tkolem je tedy dokazat, ze neexistuji zadna x* a A* takova, ze bod

{z*, \*} je sedlovym bodem Lagrangovy funkce. Pfipustnd mnozina je pro tuto

tlohu tvaru S = {x € (—2,0) : =4z —2 <0} = [—%,O).
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fix)

N

Obrazek 10: Priklad 2.5

Sestavime Lagrangeovu funkci dané tulohy, tj.
L(z,\) = —2° + \(—4x — 2).

Nyni spocteme V,L(z, \), tj. VoL(z, \) = =322 — 4)\. Resime soustavu tvaru

322 -4\ =0
AM—4z—-2)=0
A > 0.

Z rovnice A(—4x — 2) = 0 plyne, ze \(—4x —2) =0 <= A =0 nebo z = —

N[

I. Necht A = 0. Pak mame —32? = 0. Odtud je zfejmé, Ze x = 0. Bod x = 0
neni kandidatem na FeSeni, nebot 0 & [ — %, 0). Nejedna se o sedlovy bod

dané tlohy.
IT. Necht je nyni z = —%. Pak obdrzime

3 3
—— —AA=0= A= ——.
4 0 16

. 1 _ 3
Odtud mame z = —5a A= —16-

1

Je ziejmé, ze ani bod {—3, —1%} neni kandidatem na feSeni dané tlohy, nebot A

ma byt nezaporny multiplikator. Sedlovy bod pro Lagrangeovu funkci dané tlohy

(NLP*) neexistuje.
44



Poznamka 2.4 Na prikladech 2.4 a 2.5 jsme ilustrovali rozdil mezi ulohami kon-
vexniho a nekonvexniho programovani. V tloze konvexnitho programovani je exis-
tence sedlového bodu zarucena, ale v tloze nekonvexntho programovani tento
zavér neplati. Prestoze dana optimaliza¢ni tiloha mé FeSeni, sedlovy bod Lagran-

geovy funkce existovat nemusi.
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3. Dualni Gloha a jeji vlastnosti

Zavedeni dualni funkce a formulace duélni ilohy nam poskytuje prostiedky pro
vyrazné zjednoduseni a zkraceni vypoctu reSeni optimalizacni tlohy.

Véty a definice jsou prevzaty z [1] a [6].

3.1. Uloha s nerovnostnimi omezenimi

Ulohu nelinearniho programovéani (NLP*) budeme déle nazyvat primarni tlo-
hou nelinearniho programovani. Primarni ulohu budeme znacit (P) a budeme
uvazovat tlohu tvaru

minimalizovat funkci f(x
(P){ za podminek gi(x) <0, 1el={1l,...,m},
pro xec X CR™

Definice 3.1 (Duélni funkce)
Funkci
O(N) = inf L. X) = inf {/(z) + N'g(z))

reX

budeme nazyvat lagrangeovskd dualni funkce k tloze primarni (P).

Definice 3.2 (Dualni uloha)
Ulohu

maximalizovat  6(X)
za podminek A\, >0 Viel={l,...,m}

budeme nazyvat lagrangeovskou dualni ilohou k tloze primarni.

Véta 3.1 (Konkavnost dualni funkce)
Dudln? funkce 6 je konkdvni funkci proménné X a mnoZina, na niZ tato funkce

nabyvd konecénijch hodnot, je konvexni.

Dikaz: viz [6], strana 59.
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Dusledek 3.1 Dudlni iloha prepsand na tvar

minimalizovat — — 6(X)
za podminek A>0

je uloha konvexniho programouvdani.

V této Casti prace se zamérime na vztahy a souvislosti mezi dudlni a primarni

tlohou (NPL¥).

Véta 3.2 (Véta o slabé dualité)
Necht x* € S je FeSenim primdrni ulohy a necht X* > 0 je FeSenim odpovidagjici
dudlni ulohy. Potom plati

O(X) < fl=z").

Diikaz: viz [6], strana 60.

Definice 3.3 (Dualitni mezera)

Rozdil f(x*) — 6(A") nazveme dualitni mezera nebo skok.

Zadani nasledujiciho piikladu je pievzato z nefeSenych cvi¢eni v kapitole 6 z [6].
Priklad 3.1 Dokazte, ze pro tlohu

minimalizovat  f(x) = 10 — 3x; — 225 — 3
za podminky  g(@) = 2x; + 329 + 4xg < 4
pro X ={0,1} x {0,1} x {0,1}

existuje dualitni mezera.

Hledame tedy x* : f(x*) = I;lelglf(w*), kde S = {x € X,2x, + 3x9 + 423 < 4}
je pripustnad mnozina dané tlohy. Z tvaru mnoziny X je zfejmé, Ze feSeni dané
tlohy hledame ve vrcholech jednotkové krychle. Oznacme si tedy body z mnoziny
X naésledujicim zptusobem, tj. &; = (0,0,0), 2, = (0,0,1), 23 = (0, 1,0),
xy = (1,0,0), 25 = (0,1,1),x¢ = (1,0,1), 7 = (1,1,0),xs = (1,1,1). Ovéfime,
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zda vS8echny tyto body nalezi do pripustné mnoziny. Tedy dostaneme
S = {33 S X, 211 + 324 +4ZE3 < 4} = {331 = (0,0,0),CBQ = (O, O, 1),(133 = (O, ].,O),
x4 = (1,0,0)}. Zbylé body z mnoziny X nenélezi do S, nemohou tedy byt feSenim

dané dlohy. Uréime funkéni hodnoty v bodech patticich do piipustné mnoziny, tj.

Odtud je jiz zfejmé, 7e x4 = * = (1,0,0) a tedy glelglf(w) = f(z*)=T.
Uréime dualni dlohu k dané tloze. Najdeme duélni funkci () = ;g}f{ L(x, \).
Nejprve ale sestavime Lagrangeovu funkci, kterd je pro tuto tlohu tvaru
L(xz,\) = 10 — 31 — 229 — x3 + (221 + 322 + 425 — 4).

Z definice dualni funkce 3.1 je zfejmé, Zze hledame =z € X takové, ze Lagrangeova

funkce v tomto bodé nabyva svého minima v proménné z. Tedy

OL 3
— =-34+22=0= A=
(91:1 + 2
oL 2
— =243\=0= A=
8ZE2 * 3
oL 1
— =—1+4A=0=\=-.
0x3 + 0 4

Dosadme x; € X, i = {1,...,8}, do L(x, \), nebot mnozinu X, na které hledame
reSeni, mame zadanou pomoci osmi bodu x4, ..., axs. Po dosazeni téchto bodu do

Lagrangeovy funkce mame

Lz, \) = 10 — 4, Lz, \) = 9,

L(xs, \) =8 — L(xy, \) =7 —2),
L(zs, ) = 7+ 3, L(xg, \) = 6+ 2,
L(x7, ) =5+ A, L(xs, A) =4+ 5\

Nyni hleddme dualni funkci, tj. funkci

O(N\) = m1}1{1 L(x,\) = mi)rg (10 — 3xy — 2x9 — 3 + (221 + 322 + 423 — 4)).
xe e
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Hodnoty A, které jsme nasli, dosadime postupné do Lagrangeovy funkce L(x;, A)
i=1I={1,...,8}. Kazdému nalezenému A ptifadime Lagrangeovu funkci L(x;, \)

i={1,...,8} s nejnizsi funkéni hodnotou. Dostaneme tedy duélni funkei tvaru

4+ 5\ pro)\g}1

A A
o()) = 5+ pro A € |
7T—2A pro A € |

10 — 4\ pro)\Z%.

CLOIND i [

Nasim tkolem je tedy najit \* takové, ze plati max O(N\) = 6(\*), viz definice 3.2.

"k\\.
wlio
(ST[ov I
>
A,

Obrazek 11: Dualni funkce ptikladu 3.1

7Z obrazku je ziejmé, ze max O(N) =0(\) =0(3) =

e

Tedy f(z*) — (") = 7— 4 >0, odtud jiz plyne existence dualitnf mezery.

Véta 3.3 (Véta o silné dualité)
Necht X je neprdzdnd konvexni mnozZina a necht f a g; jsou konvexni funkce na
X. Ddle necht optimdlni hodnota f(x*) je koneénd a uloha md Slateriv bod, tj.

ezistuje T € S takové, Ze g;(€) < 0 Vi € I. Potom plati
O(A") = f(z").
Dikaz: viz [1], strana 267.
49



Priklad 3.2 Analyzujte tlohu

minimalizovat  f(z) = 22
za podminky  ¢g(z) =2x+2<0
pro reX=R

pomoci ulohy k ni duélni.
Funkce f(z) je konvexni. Funkce g(z) je linearni funkce, tj. jedné se o specialni

pripad konvexni funkce.

S(x)

Obrézek 12: Priklad 3.2

Pripustné mnozina je pro tuto alohu tvaru S = {x € X = R : 2z + 2 < 0}. Je
tedy zfejmé, Ze se jedna o konvexni mnozinu. Navic pro tuto tlohu existuje bod
T € S takovy, ze ¢g(T) < 0. Timto bodem je napt. T = —2. Z obrazku je patrné,
zex*=—1la f(z*) =1

Najdeme nyni duélni funkei, tj. funkci

O(X) = inf L(z,\) = inf {f(z) + X g(x)}.

xreX xeX

Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci, kterd je tvaru
L(x,\) = 2* + A\(2z + 2).

Funkce L(z,\) je konvexn{ v proménné x, nebot V2 L(z,\) = 2 > 0. Svého mi-
nima tedy nabyva ve stacionarnim bodé. Najdeme stacionarni body Lagrangeovy

funkce
OL@ ) g oy w = .
ox

20



Hodnotu x = —\ dosadime do dualni funkce, tedy

O(N) = inf L(z,\) = (=A)* + A(=2A +2) = —=\* + 2.

xeX

Duélni tloha je pro tuto tlohu tvaru

maximalizovat () = —A\% + 2\
za podminky A > 0.

Predpoklady véty 3.3 jsou splnény, mame zarucenou platnost vztahu

Zbyva najit maximum duélni funkce. VySetfované duélni funkce je konkavni, viz

véta 3.1, tudiz k nalezeni maxima staci polozit jeji prvni derivaci rovnu 0, tj.
O(N)=-2A+2=0= \"=1.

Dosazenim do vztahu x* = —\* dostaneme feseni tlohy z* = —1. Odtud jiz plyne

min f(z) = f(2*) =1 =0(X") = max 6(A).

Véta 3.4 (Sedlové body a silna dualita)
Plati

(i) Mad-li uloha (P) sedlovy bod {x*, X\*}, potom

max O(A) = 0(A") = f(x*) = min f(x).

A>0 zes
(ii) Naopak, jestlize existuji takové FeSeni x* ulohy (P) a takové X* > 0, Ze plati
O(N) = f(z),
pak md loha (P) sedlovy bod a timto bodem je {x*, X*}.

Dikaz: viz [7], strana 160.
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Priklad 3.3 Analyzujte tlohu
minimalizovat  f(x) = % + 7
za podminek  gi(x) = —21 + £ <0

ga(@) = —x2 <0
pro recX=R?

xr

pomoci tlohy k ni duélni.
K analyze této tlohy vyuzijeme tvrzeni (2) véty 3.4.

Nejprve tedy dokazeme, ze pro Lagrangeovu funkci dané tlohy existuje sedlovy
bod. K nalezeni sedlového bodu uzijeme tvrzeni véty 2.2. Uréime piipustnou

mnozinu, ktera je pro tuto ulohu tvaru S = {x € X : —x; + % <0,—mz9 <0},

/,//f(X) ol

Obrazek 13: Priklad 3.3

Sestavime Lagrangeovu funkci, tj.

x? 22 18
L ) =2 —2)\<— —>—>\ .
(x,A) 9+4+1 $1+5 2T2
%I‘l — /\1
A spocteme V,L(x,N), tj. V,L(x,A) = . Nagim tkolem je najit
2
sz — /\2
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1, T2, A1 & A9, vyhovujici podminkidm

2
5371—)\1 :O

2
ZLEQ_)\Q:O

18

)\1<—$1+€> =0
—/\2272:0
A >0,A > 0.

Z posledni rovnice mame, ze —Aoxo = 0 <= Ay = 0 nebo x5 = 0.

I. Necht Ay = 0. Soustava je tvaru

2
51'1—)\1:0

—1'2:0

4
18

)\1(—3714-?) = 0.
Ze druhé rovnice mame x5 = 0. Z rovnice \; ( —x1+ %) = 0, je zlejmé, ze

A1 = 0 nebo z; :%.

[.1. Necht je \; = 0. Poté obdrzime %xl = 0. Odtud jiz plyne, ze x; = 0.
Mame tedy x; = (0,0) a A; = (0,0). Bod x; = (0,0) ¢ S, nebot
g1(@1) £ 0.

1.2, Necht 2y = 28, pak + — A\; = 0. Odtud dostaneme X; = %.

Mame @5 = (1£,0) a A, = (4,0).

IT. Necht je nyni x5 = 0. Tedy

2
§LE1—)\1:0
—)\2:0
18
)\1(—.7714—?) = 0.
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Je zfejmé, ze )\2:()&)\1(—:1:1—1—%) =0\ :0nebox1:%.

IL.1. Necht je A\; = 0. Pak mame 2z, =0 = z; = 0.
Mame tedy x3 = (0,0) a A3 = (0,0). Bod 3 = (0,0) ¢ S, nebot
g1(xs) £ 0.

I1.2. Necht je 2y = 2. Tedy 2 — A\ = 0. Odtud plyne, Ze \; = i. Méme

Ty = (1—58,()) a A4 = (%,O)

Kandidatem na sedlovy bod Lagrangeovy funkce je bod &y = x4 = * = <%, 0>

ad =X =" = (%,O). Ovéfime platnost vztahu L(x*, A*)= mi)r(l L(z, X").
Te

Tedy

2 2 4 18

Najdeme tedy stacionarni body funkce L(x, A") , tj.

OL(x,X*) 2 4 18 OL(z,X*) 2 B
a—xl—§xl_g—0:>$1—€a a—m_4x2_0i$2_0

2
Hessova matice je pro Lagrangeovu funkei tvaru H(L(x, X*)) = (8 g) . Hlavni
1
minory jsou kladné, tj. H(L(x, X*)) je pozitivné definitni a proto je bod

Tt = <%, O) bodem ostrého lokalniho minima funkce L(x, A*). VSechny tii pod-
minky véty 2.2 jsou splnény, tudiz bod {(%, 0), (%, O)} je sedlovy bod Lagran-
geovy funkce dané tlohy.

Nyni vyfesime tlohu pomoci tlohy k ni duélni. Podle tvrzeni (2) véty 3.4 plati

max O(A) =0(X") = f(z*) = migl f(x). Z definice 3.1 dualni funkce plyne,
= xe

ze hledame ing L(x, ). Sestavime Lagrangeovu funkci dané tulohy, tj. funkci
xc

2 2
T] T 18

L(w,)\>:§+z+)\1<—x1+g> _)\sz.
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Funkce L(x, A) je konvexni v proménné x, svého minima tedy nabude ve stacio-

narnim bodé. Najdeme stacionarni body Lagrangeovy funkce

OL(x, \ 2 9

a(—arl):§$1—>\1:0:>251:§)\1
L 2

M:—xg—/\2:0:>x2:2)\2.
81'2 4

Hodnoty ziskané z parcidlnich derivaci dosadime do defini¢niho vztahu pro duélni

funkei,
. 1,9, V2 1 2 9 18
0(A) = glﬂlelgL(e’B, A) = §(§>\1> + Z<2)\2> + >\1< - 5)\1 + ?) —X2(2)) =
9 9 18 9 18
= ZA% + 23— §A§ + M- 2\; = —Z)\f + =N - A5

Dualni tloha je tedy tvaru

T

maximalizovat  §(A) = —IA} + BN — A3
za podminky A, Ay > 0.

Dualni funkce je funkce konkavni, viz véta 3.1. K nalezeni jejitho maxima staci

polozit jeji prvni derivace rovny 0. Tedy

26N 9. 18 4
8)\1 ——2/\1+ 5 —O:>)\1—5
0(A)

=22 =0= Ay =0.
g 2 2

4

Dualni funkce nabyva svého maxima v bodé A* = (5, O). Dopocteme neznamé

I =

M=2ar=20=0=2"= (%,0). Tedy f(x*) = 32 = 0(X").

N[©

Na prikladu 3.3 jsme ukéazali, Ze sedlovy bod dané tlohy je feSenim primarni i
duélni dlohy. Pokud v nasledujicich piikladech budeme mit zaru¢enou existenci
sedlového bodu, nebudeme jiz teto bod hledat. Vyuzijeme tvrzeni (¢) véty 3.4

a najdeme TeSeni duélni ulohy.
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Zadani nasledujicich dvou prikladu je prevzato z nefeSenych cviceni v kapitole 6

z |6]. UkaZeme si vyhodnost pouziti dualni ulohy pfi FeSeni primarni tlohy.
Priiklad 3.4 Analyzujte tlohu

minimalizovat  f(x) = 23 + 23
za podminky  g(x) =z, + 20 >4
pro xeX={xecR?: 2,15 >0}

pomoci tulohy k ni duélni.

Nejprve upravime nerovnostni omezujici podminku na tvar odpovidaji tloze

(NLP*), tj. g(x) = —x1 — 2o + 4 < 0.

8(x) 2

Obrazek 14: Priklad 3.4

2131

Nyni spoé¢teme V f(x), tedy Vf(x) = (21‘
1

) . Vypocteme také Hessovu ma-

tici funkce f(x), tj. H(f(x)) = (g g) . Tedy je zfejmé, Ze hlavni minory jsou

nezaporné, tudiz se jedné o konvexni funkci. Pfipustnd mnozina je pro tuto tlohu
tvaru S = {x € X : —x1 — 29 +4 < 0}. Funkece f(x) je konvexni a mnozina S je
konvexni podmnoZinou v R?, je ziejmé, Ze se jedna o tilohu konvexniho programo-

vani. Pro tulohu konvexniho programovani mame zarucenou existenci sedlového

26



bodu, viz poznamka 2.4, tedy bodu, v némz Lagrangeova funkce nabyva svého
minima v promeénné .
Déle vyuzijeme tvrzeni (¢) véty 3.4. Sestavime Lagrangeovu funkei, tj.

L(z,\) = 27 + 25 + M(—21 — 22 + 4).

Lagrangeova funkce je konvexni v proménné x. Svého minima nabyva ve stacio-

narnim bodé. Najdeme stacionédrni body Lagrangeovy funkce, tj.

OL(x, \ A
8(33-1 >:2[I§'1—)\:O:>£B1 §
L(x, A A

M22$2—>\—0:>562 —
3@ 2

A xy = % dosadime do defini¢niho vztahu pro dualni funkci.

Hodnotu z; = §

Dualni funkce je pro tuto tlohu tvaru

A 22
Sa) =2 pan
)=

A2 N2 A
o) = k@) = F + T+ (-5 -

Duélni dloha je pro danou tlohu tvaru

maximalizovat 0(\) = —)‘72 + 4\
za podminky A>0.

Zbyva najit maximum dualni funkce. VySetfovana duélni funkce je konkavni, viz

véta 3.1. Tudiz k nalezeni maxima staci polozit jeji prvni derivaci rovnu 0. Mame
O(N)=-A+4=0= \*"=4.

Dosazenim do vztahu 2] = 235 = ’\7 dostaneme feSeni tlohy xj = x5 = 2. Odtud
jiz plyne f(z*) =8 = 6(\*).

Priklad 3.5 Analyzujte tlohu

minimalizovat  f(x

)=
) =

za podminek g1z —2x1 +1<0
go(x) =223+ 23 —1<0
pro reX=NR?
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s ohledem na platnost KKT podminek v bodé feSeni a existenci sedlového bodu.

Napiste a analyzujte tlohu k ni dualni.

—— 5

WN
<

Obrazek 15: Priklad 3.5

K analyze této ulohy vyuZijeme tvrzeni (¢) véty 3.4. Ze zadani dlohy je ziejmé,

ze existuje sedlovy bod dané tulohy, plati

max 0(A) = 0(A*) = f(x*) = min f(x).

A>0 xeS
Piipustna mnoZina je rovna mnoziné S = {z € X : —2z;+1 < 0, 2z24+r3—1 < 0}.
K urceni dualni funkce nejprve musime sestavit Lagrangeovu funkci, tj.
L(z, A) = 25 + A\ (=271 + 1) + A\p(227 + 23 — 1).

Hledame tedy o € X takové, ze Lagrangeova funkce v tomto bodé nabyva svého
minima v proménné x. Vyuzijeme poznatkll z matematické analyzy, najdeme

mozné adepty na feSeni, tj.

8L($,A) Al
— = 2\t =0—= 121 = —
9z, 1+ 4712 1 g
OL(x, ) 1
T =14 20 =0 =1y = ————.
O + 27979 ) My
Hodnotu z; = 2’\712 a Ty = —i dosadime do defini¢niho vztahu dualni funkce, tj.

9()\)2—2%2+>\1<—;—i\;+1>+)\2[2<2)\—)\12>2+<—2—§2>2_1} _
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1 A2 A2 1 —2 — AN 4 AN Ay 4 222 + 1 — 4N

S S 4 G W SR S
Dy o T, T, T Iy

N AN 4N 1

N 4N, '

Duélni tloha je pro danou tlohu tvaru

. . =223 +4A1 X0 —423 -1
{mammahzovat O(A) = ——5—2

za podminky Ay, Ay > 0.

Dualni funkce je funkce konkavni, viz véta 3.1. K nalezeni jejitho maxima staci

polozit jeji prvni derivace rovny 0.

00(N) 1 A1
AN +4X) =0 ——+1= A=A
o~ g = 0= T =0 = A =,
00(N) _ (4A1 — 8XA9)d4Ng — 4(—=222 + 4\ Ay — 42 — 1) _ 82 — 16A3 + 4 _
Oy 1672 1672
Dosazenim \; = Ay je zfejmé, zZe 8’\%%2‘%% =0 A\ = \/Li nebo )Tg = —\/Lﬁ.
Je-li )Tg = —i dostavame se ihned ke sporu, nebot Ay musi byt nezédporné. Ze
vztahu A\ = Ay plyne, ze \; = 7 Dopocteme z; = % a Ty = —ﬁ = _\/Li'
. . - 1
Odtud mame, zZe max O(A) = 0(X") = f(z*) = Iﬂlclelgl f(x) = 7

3.2. Obecna dloha nelineArniho programovani

V této kapitole se budeme zabyvat obecnou tlohou nelinearnitho programo-
vani, tedy tlohou, jejiz omezujici podminky jsou ve tvaru rovnosti a nerovnosti.

Uvazujme obecnou tlohu (NLP)

minimalizovat fukei  f(x)

za podminek gi(x) <0, iel={1,...,m}
hj(w):O, jGJ:{l,...,r}
pro T e X.

Lagrangeova funkce je pro tuto tlohu tvaru

L(z, A, p) +ZA192 )+ nhy(@) =
j=1
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= f(z) +A"g(z) + p"h(x) Vz € X,AeRT,ueR"

Podminky s rovnostmi h;(x) = 0 pfetransformujeme na soustavu dvou nerov-
nosti, tj.

hij(x) <0 a —hj(x) <0, je

Touto tpravou tedy z rovnostnich omezeni dostaneme opét tilohu s nerovnostnimi
podminkami, tedy alohu (NLP*). Podminkam h;(z) < 0 pfifadime hodnoty s
a podminkdm —h;(x) < 0 hodnoty 4. Pokud

Al >0, Viel,

phopy >0 Vjel

a pokud (dle véty 1.1) plati

reX

f(@") = min {f(x) £ Ni@) + D - Mj-)hj(:c)},

j=1
pak je vektor Lagrangeovych multiplikatort dan jako
( T?"‘)\:n?u:—l‘r?ul_?"'?/’é:_?/’l/;)'

Tvar vektoru multiplikidtort je zde dén timto rozsifenym vztahem diky pridani
pretransformovanych podminek tvaru rovnosti. Polozime nyni u; = /L;_ —p; . Pak

je mozné definovat Lagrangeovu funkci
i=1 j=1

Hodnoty Aj,..., A%, ui, ..., budou predstavovat optimélni hodnoty Lagrange-
ovych multiplikatort, pokud A > 0 Vi € I, a bude-li platit

f(a") = min {f(w) + Z; Argi(e) + Z;u}fhj(w)}-
i= j=
Nyni jiz muzeme definovat dualni funkci

O(A p) = inf L(z, A, p)
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a dualnf ulohu

maximalizovat  6(\, p)
za podminek A € R}, p e R".

Nyni si na piikladech ukazeme pouziti predchozich tivah. Nasledujici priklad je

prevzat z 1], strana 265, kde je uvedeno pouze struéné feseni.

Priklad 3.6 Dokazte, ze pro tuto ulohu

minimalizovat  f(x) = —2x; + 23
za podminky  g(@x) =x; + 22 =3
pro X ={(0,0),(0,4),(4,4),(4,0),(1,2),(2,1)}

existuje dualitni mezera.

Hledame x* : f(x*) = miglf(a:*), kde S = {x € X,z + xo = 3} je pfipustna
xE

mnozina. 7 tvaru mnoziny X je zfejmé, ze feSeni dané tlohy hleddme na mnoziné
bodu {x; = (0,0),x5 = (0,4), x5 = (4,4), x4 = (4,0), x5 = (1,2), x5 = (2,1)}.
Ovérime zda vSechny tyto body nalezi do pripustné mnoziny. Tedy dostaneme
S={x e X,x1 +22 =3} ={x5 = (1,2), 6 = (2,1)}. Urc¢ime funkéni hodnoty

v bodech piipustné mnoziny, tj.

f(xs) =0, f(xg) = —3.

Odtud je jiz zfejmé, 7e * = x5 = (2,1) a tedy mig f(x*) = f(xg) = —3.
xre
Nyni se podivame na duélni funkci dané dlohy. Uréime dualni dlohu. Nejprve
ale sestavime Lagrengeovu funkci, tj.

L(x, p) = —2x1 + x5 + pu(21 + 22 — 3).

Funkce L(z, 1) je konvexni funkce v proménné x. Svého minima nabude ve sta-

cionarnim bodech. Najdeme tedy stacionarni body funkce L(x, p1). Tedy

OL(w, p)

=24+pu=0=p=2
&cl
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OL(x, 1)

=1l4+pu=0=pu=-1.
(91’2

Dosadme x € X do L(x, 1), nebot mnozinu na které hledame feSeni, méame zada-
nou pomoci Sesti bodl @y, ..., xg. Tedy po dosazeni téchto bodi do Lagrangeovy

funkce mame

Lz, 1) = =3p, L(za, p) =4+ p,
L(z3, p) = —4+ 5p, L(zy, p) = =8+ p,
L(zs, 1) =0, L(zg, 1) = —3.

Hodnoty p, které jsme nasli, dosadime postupné do Lagrangeovy funkce L(x;, )
i=1=1{1,...,6}. Nyni hledame duélni funkci, tj.

0(p) = minL(z, p) = min{—2z, + 2 + p(z1 + 22 = 3)}.

vy

hodnotou. Dostaneme dualni funkci tvaru
—44+5u prop < -1

O(n) § —8+p  prope [-1,2]
—3u pro pu > 2.

Nasim ukolem je tedy najit u* takové, ze plati max O(p) = 0(u*).
ne

o)

Obrazek 16: Dualni funkce prikladu 3.1
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Z obréazku je ziejmé, Ze max O(\) = 0(\*) = 0(2) = —6. Odtud jiz plyne existence
pe

dualitni mezery, nebot f(x*) —0(u*) = -3 — (—6) > 0.

Priiklad 3.7 Analyzujte tlohu

minimalizovat  f(x) = 2? + 22

za podminky g(x) = —z; <0
(x)

pro reX =R

pomoci ulohy k ni duélni.
Na tomto prikladu si ukazeme jak postupovat v piipadé rovnostnich podminek,

nebot z obrazku je ihned zfejmé, ze feSenim dané tlohy je bod x* = (0,0).

e h(x)

Obrazek 17: Priklad 3.7

Jedna se o ulohu (NLP). Nejprve rovnostni omezujici podminku pretransfor-
mujeme na dvé nerovnostni podminky, tj. z; —xs <0 a —z; + 29 < 0. Témto ne-
rovnostnim podminkam pfifadime hodnoty multiplikatori po fadé p, 4. Trans-
formaci jsme tedy z obecné tlohy (NLP) ptesli na ulohu (NLP*). Muzeme tedy

vyuzit definice a tvrzeni z predchozi kapitoly.

Nyni blize analyzujeme danou tlohu. Spoc¢teme V f(x), tedy V f(x) = ( ;il ) :
2

Vypocteme také Hessovu matici funkce f(x), tj. H(f(x)) = (g g) . Je zfejmé,
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ze hlavni minory jsou nezaporné, tudiz se jedné o konvexni funkci. Pripustna
mnoZina je pro tuto ulohu tvaru S = {& € X : x; — 29 < 0, -1 + 29 < 0}.
Funkce f(x) je konvexni a mnoZina S je konvexni podmnoZzinou v R?, jedn4 se
o tlohu konvexniho programovéani. Pro ulohu konvexniho programovani mame
zarucenou existenci sedlového bodu, viz poznamka 2.4.

Ozna¢me nyni g = p* — p~. Mizeme sestavit Lagrangeovu funkci, ktera je

tvaru L(z, A, ) = f(x) + Ag(x) + ph(w) tj.
L(z, A\, p) = 27 + 25 + A(—21) + p(x1 — 22).

Lagrangeova funkce je konvexni v proménné z. Svého minima nabude ve stacio-

narnim bodé. Najdeme stacionarni body Lagrangeovy funkce

OL(x, \, 1
%zQxl—)\+u:0:x1:§()\—,u)
L
OL(z, A 1) =20 —pu=0=19=—=p

81’2

Hodnotu z; = $(A — p1) a 2o = 111 dosadime do dudlni funkee, tj.

O\ 1) = (%(A—u))2+ (%M)Q - %(A—u) +u(%(k— ) — §u) =

s Au+u2+u2 T A N G
402 44 202 2 2 2
Y
4 2 2

Duélni dloha je pro danou tlohu tvaru

maximalizovat (A, u) = ’\4—2 — A _ L
za podminky A >0,u € R.

Dualni funkce je funkce konkavni. K nalezeni jejtho maxima stac¢i polozit jeji

prvni derivace rovny 0. Tedy

B a0\, i) A B
=0 o~ 2 w=0.

O

0 _ 2\ p
4 2
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7 parcialnich derivaci dostaneme soustavu dvou rovnic, kterou vyfesime, t;j.

2N u
7 20
A

Z prvni rovnice je ziejmé, ze % — 5 =0= A= p. Odtud méame
—L — 1 =0= p=0. Tudiz p* = X\* = 0. Dopocteme z; = —3(A — ) =0
a xy = spu=0. Tedy &* = (0,0) a tudiz f(z*) = 0 = O(X*, 7).

Je tedy zfejmé, ze transformaci rovnostnich podminek dostaneme opét tlohu
(NLP*), se kterou jsme se naucili pracovat jiz v predchozi kapitole. Odtud jiz

plyne, Ze pii feseni tiloh s rovnostnimi omezenimi muzeme vyuzit tvrzeni z pred-

chozi kapitoly.
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Z.Avér

Primarni ulohou této bakalarské prace bylo nastudovat teorii Lagrangeovy
funkce a Lagrangeovské duality v optimalizacnich tlohéch. Prace byla napséna
tak, aby mohla slouzit jako studijni material studentim, ktefi maji o tuto proble-
matiku zadjem. Dalsim dilezitym cilem této prace bylo ukazat, ze prevedeni tlohy
primarni na tlohu k ni dualni vyrazné ulehéi vypocet tlohy priméarni. Pokud je
ovSem pouziti dualni ilohy mozné.

V prvni ¢asti této prace jsme se zaméfili na vysvétleni zakladnich pojmu. Kapi-
tola byla doplnéna piiklady, na kterych bylo ilustrovano praktické vyuziti novych
pojmii.

Stézejni ¢ast této prace tvori druha a treti kapitola. Zde je uvedeno zobec-
néni podminek optimality definovanych v prvni kapitole. Déle jsme se zabyvali
Lagrangeovou funkci a jejimi zékladnimi vlastnostmi, které umoznuji v nasledu-
jici kapitole zavést dualni funkci a formulovat dualni tlohu. V praci jsou také
uvedeny dva priklady, které jsou zaméreny na chybné pouzité dualni ulohy.

Prinosem pii tvorbé této bakalaifské prace pro mne bylo seznameni s teorii
duality a dualnich funkci, prace se zpracovavanim odborné literatury nejen v
¢eském ale i v anglickém jazyce. Déle jsem také zlepsila své dovednosti s praci
v typografickém programu IXTEX, ve kterém je préace vysazena. Obrézky byly
nakresleny v matematickém softwaru Matlab, ktery byl pouzit i pii nékterych

vypoctech v této préci.
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