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Abstrakt

Prace se zabyva modelovanim problému kontinuélniho liti oceli. Tento proces vyroby oceli
ziskal nejen v Ceské republice v poslednich letech faktickou dominanci. V préci je fesen
sochor s kruhovym prifezem, ktery byva casto nepravem opomijen. Pro vypocet teplot-
niho pole je nejprve vytvoren numericky model odlitku pouzitim diferenc¢ni metody pti
cylindrickych soufadnicich. Nasledné jej vyuzivame pii optimalizaci. ReSeny optimaliza-
¢ni problém reprezentuje fizeni soustavy pii skokové zmeéné lici rychlosti. Hlavnim cilem
prace je prozkoumat moznost paralelizace vypoctu jak numerického modelu, tak opti-
malizacni ilohy pomoci prostorové dekompozice. K tomu byl pouzit nastroj stochastické
optimalizace Progressive Hedging Algorithm.

Summary

This thesis deals with modelling of continuous casting of steel. This process of steel ma-
nufacturing has achieved dominant position not only in the Czech Republic but also
worldwide. The solved casted bar cross-section shape is circular, because it is rarely stu-
died in academical works nowadays. First part of thesis focuses on creating numerical
model of thermal field, using finite difference method with cylindrical coordinates. This
model is then employed in optimization part, which represents control problem of abrupt
step change of casting speed. The main goal is to find out, whether the computation of
numerical model and optimization both can be parallelized using spatial decomposition.
To achieve that, Progressive Hedging Algorithm from the field of stochastic optimization
has been used.
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1 TUvod

Ocel patii jiz pres stoleti mezi nejpouzivané€jsi konstrukéni materidly na svété. Jeji
vyroba prosla mnoha obménami, od ru¢ni ve stfedovéku pres ingotovani az po dnesni
plné automatizovanou pomoci kontinudlniho odlévdni.

Tento proces v soucasnosti produkuje pres 90% svétové oceli. Jedné se o vyrobu poloto-
vart pfedem daného tvaru. Tekutd ocel vstupuje do tvarovaciho zafizeni (krystalizdtoru),
kde se vytvori na okraji tenké ktira. Z tohoto zafizeni se odlitek neustale vysouva ven,
do z6ny chlazeni. Zde je ostfikovan chladicimi tryskami, aby dochéazelo k optimalnimu
tuhnuti stale tekutého stredu. Schéma procesu lze nalézt na obrazku 2.6.

Na Energetickém tustavu FSI VUT v Brné se uz po nékolik let touto problematikou
zabyva skupina spolupracovnikti doc. Ing. J. Stétiny, Ph.D. Tato skupina postupem ¢asu
vyvinula fidici systém pro odlitky obdélnikového prifezu [22, 19]. Ukézalo se, Ze pro pou-
zitelny model jsou nutné vypocetni sité velkého rozsahu, které zpiisobuji velkou vypocetni
naro¢nost. Pro optimalni fizeni musi byt systém ale schopen odpovidat nejlépe v realném
case. Proto se nabizi otazka, jak tohoto docilit.

Jako nadéjny pristup se ukazala paralelizace tlohy. Princip spoc¢iva v rozdéleni pro-
blému na nékolik dostatecné nezavislych casti, které se pocitaji simultanné na jednotlivych
vypocetnich jednotkach. Paralelizaci lze zavést nékolika zptisoby. Ten, ktery byl vybran
pro tuto praci, se nazyva prostorovd dekompozice. Stru¢né feceno jde o rozdéleni vypocetni
oblasti na nékolik ¢asti, které se pocitaji paralelné. Kviili zajisténi konvergence a zamezeni
skoki v feSseni musime dodat podminky, které tyto ¢asti propoji.

Tato prace se zabyva aplikaci prostorové dekompozice na problém skokové zmeény
lici rychlosti vyuZitim Progressive Hedging Algorithmu (PHA ), dekompozi¢niho algoritmu
stochastické optimalizace. Soucasti zadani je vytvoreni numerického modelu pro kruhovy
prufez odlitku, ktery na Energetickém tustavu fesen nebyl.

Nejprve se v kapitole 4 vénujeme numerickému feseni problému pomoci metody konec-
nych diferenci. Pfirozené se pro diskretizaci jevi pouziti cylindrickych soufadnic. Sesta-
veni modelu komplikuje slozité chovani materidlovych vlastnosti. Ty jsou silné zavislé na
teploté. Navic tuto zavislost nelze popsat analyticky ¢i aproximovat kifivkou dostatecné
presné a musime pouzivat experimentalné namétrend data. Dalsi komplikace vznikly z di-
vodu pfitomnosti fazovych pfemén, které znemoziuji pouziti implicitni metody (z dtivodu
vypoctu fazovych pfemén metodou entalpii).
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Obrazek 1.1: Vizualizace teplotniho pole - spodni polovina podélného fezu

V dalsi ¢asti (kapitole 6) se vénujeme problému optiméalniho Fizeni. Reprezentujeme
jej ulohou nespojitého skoku parametru - lici rychlosti. Snazime se najit takové rozlozeni
intenzity chladici soustavy, aby bylo nové teplotni pole co nejvice podobné tomu pred
zménou. Rozdélime odlitek na nékolik ¢asti, z nichz kazdd ma vlastni fiditelny okruh
chlazeni. Kazdou ¢ast pocitame nezavisle a snazime se minimalizovat rozdil mezi ptivodni
a novou teplotou na jednotlivych elementech.



Zde se ukéazala velka slabina PHA, pomalé celkova konvergence. Pro zrychleni vy-
poc¢tu bylo nutné tento algoritmus upravit. Porovnani ¢isté paralelni implementace PHA,
upraveného PHA a sériové implementace tlohy popsané tabulkou 6.1 je v nasledujici
tabulce 1.1.

Tabulka 1.1: Porovnani délky vypoctu modelt

Paralelné Pocet iteraci Cas vypoctu
Upraveny PHA ano 16 68, 72 min
Sériovy vypocet ne 8 113,95 min

Paralelizace vypoc¢tll na vice vypocetnich jader pomoci OpenMP prinesla podstatné
zrychleni celého algoritmu. Pomoci prostorové dekompozice naprogramované paralelné
jsme pomérné rychle vyftesili vypocetné narocny problém optimalniho fizeni. Vedlejsim
produktem prace je zjisténi moznosti pouziti prostorové dekompozice pfimo pro vypocet
numerického modelu. Nevyhodou prostorové dekompozice je vznik artefakti na pocatcich
jednotlivych elementti zapii¢inény opatienimi vedoucimi k urychleni konvergence.



2 Kontinualni odlévani oceli

Kontinudlni liti oceli (zkracené kontiliti) je v soucasnosti nejpouzivanéjsi technologicky
proces vyroby oceli. Radi se k pomérné mladym procestim. Jeho vznik datujeme nékdy do
50. let 20. stoleti, ovSsem ve vétsi mite se zacal vyuzivat az v sedmdesatych a osmdesatych
letech. V dnesni dobé se pouziva pii vyrobé zhruba 90% veskeré svétové oceli [29].

Hlavnim znakem kontiliti je nepretrzita vyroba. Z nadoby s roztavenou oceli se po-
malu vysouva odlévany polotovar, ktery vlivem prirozeného ochlazovani a také ostfikovani
vodnimi tryskami chladne. Po urcité vzdalenosti uz veskera tekuta faze ztuhne. Od této
vzdalenosti mizeme odlitek ufiznout a dale zpracovavat.

Ocel se vyréabi z zeleza, které je pro nékteré své vlastnosti (zejména kiehkost) pro
pouziti v primyslu nevhodné. Pfi jeho primyslové vyrobé redukci pomoci koksu a C'O
ziskavame surove Zelezo, bohuzel stale velice kiehké.

Tyto nevyhovujici vlastnosti byvaji zptisobeny necistotami, riznymi primésemi a zej-
ména pili§ vysokym obsahem uhliku. Ocel ziskdme, pokud koncentraci uhliku v Zeleze'
snizime zkujriovdnim pod 2, 14%.

2.1 Historie vyroby oceli

Prvnim procesem, ktery dovoloval vyrobu oceli v masovéjsim méritku, je tzv. besseme-
rovani. Tato technologie se jmenuje po svém zakladateli, Henrym Bessemerovi, ktery si
ji nechal v roce 1856 patentovat. V principu jde o odstranovani uhliku oxidaci na smés
plynnych oxidd. Toho se dosahne v tzv. konvertorech profukovanim taveniny vzduchem.
Metoda se postupné vylepsovala pridavanim rdaznych prisad, napiiklad vapence, nebo
riznorodou vyzdivkou konvertoru. Diky nim se dafilo zbavovat porad vétstho mnozstvi
piimési a tedy zlepsovat vlastnosti oceli. Spole¢né se zdokonalovanim vyrobniho procesu
se také snizovala cena oceli, ktera mezi lety 1890-1900 klesla az na sedminu ptvodni
hodnoty [3].

Na zacatku poté byl tento proces déale vylepsen W. Siemensem pouzitim Siemens-
-Martinovy pece. Umoznuje snadnéjsi regulaci slozeni oceli a jeji provoz (vytapéni) je
mnohem hospodéarné;jsi.

Kontinualni liti oceli nahrazuje ptimé liti roztavené oceli z konvertoru (pozdéji krys-
talizatoru) do forem nebo ingot.

Prvnim zafizeni, které pripominalo kontinualni liti, bylo zkonstruovano ve Spojenych
statech roce 1901 vlastnikem ocelarny Benjaminem Athou. OvSem prvni opravdu rozsitené
zafizeni zkonstruoval v roce 1915 John. T. Rowley rovnéz v USA. Podrobné popisy téchto
stroju lze nalézt v [3].

A7 do zacatku padesatych let bylo kontiliti az na vyjimky pouzivano pro nezelezné
kovy. U oceli totiz veskeré pokusy ztroskotavaly na prili§ vysokém tfeni odlitku o stény
pece, které se dalo omezit pouze pomoci pomérné drahych technologii. Z téchto divodu
se v nasledujicich letech vyvijely technologie kontiliti pouze pro specialni typy oceli, kde

Vv

LV technické praxi rozumime pod pojmem Zelezo pouze &isté Zelezo bez obsahu uhliku. Smés Zeleza a
uhliku nazyvame podle koncentrace uhliku vzdy bud litina nebo ocel. Hrani¢nim bodem je 2,14%. Nad
touto hranici se bavime vzdy o ocelich, pod ni o litinach.



2.2. ZARIZENI NA KONTINUALNI ODLEVANI OCELI
2.2 Zarizeni na kontinualni odlévani oceli

2.2.1 Typy

Podle své konstrukce se zafizeni na kontinualni liti oceli (ZKO) déli na vertikalni, hori-
zontalni a radialni.

or @E@M@E@E@ = o
10 - Lo .‘.\ \\\\ l
c| o e —
H o o )
I -+ -0 —
LA
30 L ‘—

(m)

— Délici zafizeni
----- Pfitomnost tekuté faze
—— Kompletné solidifikovano

Obréazek 2.1: Jednotliva konstrukéni provedeni ZKO, prelozeno [3]

Vertikalni typ je nejstarsi. K odlévani dochézi samovolné vlivem gravitace, ktera také zaru-
¢uje symetricnost odlitku podle vertikalni osy. Nicméné obrovskou nevyhodou je omezena
délka odlévanych polotovarti danéd vyskou zarizeni.

Horizontalni typ se pouziva jen v omezené mire a zejména u nezeleznych kovi. Obrov-
skym problémem je totiz potencialni vznik nerovnomérného slozeni a tvarové asymetrie
vlivem gravitace.

Nyni nejcastéji pouzivanym typem je radidlni zafizeni. Jednd se o kombinaci pred-
chozich dvou typi. Cast u nadoby s roztavenym Zelezem byva ve vertikalnim sméru, coz
umoznuje rovnomérné tuhnuti a symetrické slozeni. Od urcité vzdalenosti se za¢ind po-
stupné zakfivovat do horizontalniho smeéru. Zde uz se vyskytuje minimum tekuté faze
a tedy nehrozi nepravidelnosti ve slozeni a tvaru vlivem gravitace. V horizontalni ¢asti uz
nejsme tak omezeni v maximalni délce odlitku, coz zvysuje produktivitu.

Dalsim parametrem, ktery je nutné pfi rozliSovani typt ZKO brat v tvahu, je tvar
odlévané soucésti. Odlitky s kruhovym a ¢tvercovym profilem nazyvame sochor (anglicky
billet), s obdélnikovym profilem brama (slab). Existuji dalsi specidlni typy, naptiklad ko-
lejnicové ¢i ¢tvercové profily.

2.2.2 Konstrukce

Konstrukce ZKO je nesmirné komplikovana. Pro prehled si zde uvedeme pouze z hlediska
funkce nejzasadnéjsi casti, které ilustrujeme na nejpouzivané€jsim radidlnim ZKO.

6



2.2. ZARIZENI NA KONTINUALNI ODLEVANI OCELI
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Obrazek 2.2: Nejdtlezitsjs casti ZKO [2]

Vstupem do ZKO je roztavena ocel. Z tzv. kolébek se lije do panve (laddle), které slouzi
jako jeji zasobnik. Casto se zde také zbavuje necistot, k éemuz slouzi specidlni vyzdivky
[15].

Z pénve ocel pokracuje do nalevky (mezipanev, angl. tundish) Hlavnim téelem mezi-
panve je zajistit rovnomérny tok oceli do dalsich ¢asti zafizeni napi. v pripadé poruchy
davkovani oceli z panve. Obé tyto ¢asti ZKO byvaji vyhrivany, z toho duvodu, aby se roz-
tavena ocel drzela na optimalni teploté. Konstrukce panvi ma zasadni vliv na chemické
slozeni oceli.

Nasleduje krystalizator (mold), jenz slouzi k vytvarovani odlévaného polotovaru. Jeho
hlavni kol spoc¢iva v ochlazovani svrchnich ¢asti sochoru hluboko pod teplotu likvidu, aby
se vytvorila skorepina®. Konstrukce byva riizné, zejména se oviem jedné o materidly velice
dobfe odvadéjici teplo (méd) [29]. Velice dilezitou vlastnosti krystalizatoru je schopnost
odvadét teplo a pomoci mazani (v nynéjsi praxi zejména mazacimi prasky) ¢i jemnych
vibraci minimalizovat tfeni nebo vznik nartstkd. Zasadnim zptsobem ovliviiuje kvalitu
povrchu odlitku. O krystalizatoru se také hovoii jako o oblasti primarniho chlazeni.

V krystalizatoru se nam zacina formovat predlitek. V dalsim tseku uz jej ale opousti
a dostava se vné zarizeni. Zde vstupuje do sekundarni zony chlazeni. Ta je tvofena sousta-
vou vodnich chladicich trysek a vodicich valci. Jejich ticelem je zchladit odlitek do takové
miry, Ze v misté fezdni uz nebude jadro tekuté®. Na druhou stranu nesmi byt chlazeni
prili§ intenzivni, nebot v tom piipadé dochazi ke vzniku prasklin a trhlin. Sestava trysek

2Skotepina (ktira)je nepravidelnd tenka vrstva na povrchu predlitku, kterd vznikd v krystalizétoru.
Jedna se vlastné o jakousi skorapku, ktera obklopuje stale tekuty vnitiek sochoru.
3Vzdalenost, do které je jadro tekuté, se nazyva metalurgickd délka



2.3. PARAMETRY KONTINUALNIHO LITI

a valct byva velice komplikovana. Typicky se v jednom ZKO vyskytuje vice nezavislych
okruhii s riznymi typy trysek [29].

Rozlisujeme také tercidini zonu chlazeni. Zde uz odlitek chladne pouze pfirozenou
konvekci a radiaci.

Dale nésleduje delici zarizent, které oddéli jiz bezpecné ztuhly odlitek. Ten je nasledné
pomoci dopravnikt presunut k dochladnuti.

Dostatecné ochlazené odlitky poté putuji k oznaceni a do skladu, kde ¢ekaji na prodej
nebo ptipadné dalsi zpracovani.

2.3 Parametry kontinualniho liti

7 hlediska optimalizace procesu kontinualniho odlévani oceli je dilezité znat parametry,
kterymi tento proces muzeme ovliviiovat. Mezi tyto patri

e Lici rychlost,
e Lici teplota,

e Chladici systém.

Lict rychlosti rozumime rychlost pohybu predlitku v oblasti sekundarniho chlazeni,
nejcastéji meérenou primo u krystalizatoru. Ma zasadni vliv na metalurgickou délku, tedy
vzdalenost, do které je jadro sochoru ¢i bramy tekuté. Prirozené chceme z hlediska pro-
duktivity co nejvétsi moznou lici rychlost. Vzhledem k metalurgické délce jsme omezeni
konstrukei (délkou) ZKO. Lici rychlost také zasadné ovliviiuje kvalitu predlitku, pfilis
rychlé tuhnuti vede ke vzniku prasklin. Pro rtzné typy predlitkti a materiali se vyrazné
lisi, obecné se pro oceli pohybuje v rozmezi 2-8 m/min. U sochorti s kruhovym prifezem
dosahujeme maximalné 2-3 m/min?.

Lici teplota je teplota tekuté oceli, ktera vstupuje do krystalizatoru. Logicky je nutné,
aby byla nad horni teplotou fazovou piemény (teplota likvidu)®.

Chladici systém tvori soustava chladicich trysek. Dopliuje jej nékolik vodicich valet,
jejichz priméarnim tucelem je sice uchyceni pfedlitku, nicméné vedenim také vyznamné
odvadeéji teplo. Chladici soustava naprosto vyznamné ovliviiuje celkovou kvalitu vyrobku
rychlosti tvoii také nejvyznamnéjsi regulacni prvek. Rizenim priitoku chladici kapaliny
v tryskach, nebo alespon jejich spindnim miiZzeme vyznamné ovlivnit teplotni gradienty
a metalurgickou délku odlitku. Jednotlivé trysky délime na vodni a vodovzdusné. Ty se
lisi dodatecnym pfivodem stlaceného vzduchu, ktery umoznuje rovnomeérnéjsi rozlozeni
chladiciho tc¢inku.

Cinnost ZKO lze popsat spoustou dalsich parametrii, které ale nejsou pro téely této
prace dtlezité.

2.4 Vady predlitku

Jakost predlitku miizeme rozdélit na ¢tyri kategorie

4U standardnich oceli
5Teplota tuhnuti a tani neni u oceli stejni. Existuje jakési teplotni rozmezi krystalizace. Teplota
zaCatku tuhnuti kapalné faze se nazyva teplota likvidu a teplota tani pevné faze teplota solidu
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2.4. VADY PREDLITKU
e Spravné chemické slozeni,
e Jakost povrchu,
e Absence vad uvnitt predlitku,
e Geometrické vady.

Spravné chemické slozeni ovliviiuje zejména tekuta ocel vstupujici do panve. V té lze jeste
navazanim na jeji vyzdivku mirnym zptisobem vylepsit slozeni oceli. V pripadé ptitom-
nosti nadlimitnich koncentraci nezadoucich pfimési muze mit ocel nevhodné vlastnosti
(zejména zvysend kiehkost a tinosnost). Krystalizaci mohou v tomto pfipadé vznikat také
loziska vétsi koncentrace dané primési a kvili tomu mizeme skoncéit s vyrazné nehomo-
gennim materialem.

Jakost povrchu urcuje zejména kvalitni konstrukce krystalizatoru. Pokud neni za-
jisténo dostatecné mazani mazacim praskem ¢i popilkem, miize dochazet k ulpivani mate-
rialu na sténé krystalizatoru. Disledkem jsou pri¢né praskliny na povrchu odlitku. Dalsim
typem vady jsou propady (v Ffadech milimetrt).Jedné se o vady mistni, vétsinou centi-
metrového rozsahu a nepravidelného tvaru, které zpiisobuje nedostatecné mazani ¢i ex-
trémni odchylka chladiciho systému v oblasti sekundérniho chlazeni (napf¥. vadné tryska).
Spoustu rozliénych vad byva zptsobena byt jen lokdlnim protrhnutim skorepina. Muze
dojit k vyliti tekutého materialu na povrch, které zptsobi vznik narustku. Zavaznéjsim
problémem ale je, pokud se ztuhla ¢ast ulomi a ztstane v krystalizatoru, kde miize zpi-
sobit ryhy po celém povrchu predlitku, coz zpiisobi neopravitelnou chybu a casto také
zastaveni celé linky. Pti dalsi varianté se ulomené kusy postupné z krystalizatoru samo-
volné uvolnuji a ulpivaji na povrchu predlitku.

Obrazek 2.3: Podélna trhlina v rohu predlitku zptsobena chybnym navrhem chladici sou-
stavy [5]



2.4. VADY PREDLITKU

Obrazek 2.4: Podélna trhlina zptsobena konkavnosti a chybnou geometrii krystalizatoru

B

Vnitini vady predlitku byvaji zptisobeny prakticky vyhradné pouze bud nevhodnym che-
mickym sloZzenim anebo prilis intenzivnim nebo nehomogennim chlazenim. V prvnim pii-
padé se jedna pouze o nepravidelné drobné trhliny vyskytujici se v celém objemu pied-
litku. V tom druhém mluvime o pfi¢nych ¢i podélnych trhlinach (nebo jejich soustavach),
vznikajicich v oblastech s vyskytem prilis vysokych teplotnich gradientii.

Obrazek 2.5: Hvézdicové trhliny vzniklé z davodu prilis intenzivniho chlazeni [5]

Tvarové vady jsou ze vSech zde uvedenych nejméné zavazné. Ttiskovym obrabénim by-
vaji velice lehce napravitelné. Kritickymi jsou pouze u tvarové slozitéjsich prufezii, napr.
kolejnicovych ¢i nosnikovych. Pri¢inou téchto defektti byva nevhodné konstrukce ZKO
(nevhodnd rozte¢ ¢ poloha vodicich valei) nebo nevhodné rozmisténi prvki chladiciho
systému. Tyto chyby pak zptsobuji prihyby predlitku ve sméru lici rychlosti, zménu
prifezu (z kruhového na elipsovity, z obdélnikového na lichobéznikovy). Vaznéjsimi pro-
jevy jsou konkavnost (konvexnost). Samy o sobé problémy nezpiisobuji, nicméné muze je
doprovéazet vznik trhlin uvniti predlitku.
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2.5. SHRNUTI RESENEHO PROBLEMU

V redlném provozu se samoziejmé vyskytuji zejména kombinace vice druhii vad. Casto
se také stava, Ze jedna vada zpusobuje druhou (napiiklad konkévnost povrchové trhliny,
viz 2.4).

2.5 Shrnuti rfeSeného problému

Ustav energetiky Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Brné se dlouhodobé zabjva pro-
blémem optiméalni fizeni kontinualniho liti oceli. Na toto téma bylo vypsano a tspésné
obhéjeno nékolik diplomovych a dizerta¢nich praci [18, 19, 22]. V téchto pracich se fesila
zejména tloha kontinualniho liti oceli pro ¢tvercovy, pripadné obdélnikovy profil odléva-
ného polotovar). Dal$im zkoumanym parametrem byl typ liti oceli. Zkoumalo se, zdali je
vyhodnéjsi pouzit pfimou (vertikalni) nebo radialni soustavu. Timto se zabyvala zejména
dizerta¢ni prace Ing. Tomase Maudera, Ph.D. [22].

Kone¢nym cilem je ziskat fidici software, ktery dokaze v redlném case fidit rychlost
posuvu sochoru tak, aby byla ziskana ocel co nejkvalitnéjsi. Tedy aby byly pii jejim ochla-
zovani teplotni gradienty co nejmensi. Na druhou stranu je také dulezité, aby se sochor
odléval dostatecné rychle z dtivodu ekonomické efektivity provozu. Zasadnimi kritérii pro
kvalitu fidiciho softwaru jsou tedy

e Vypocet v redlném cCase

e Schopnost optimalizovat lici rychlost vzhledem k teplotnimu poli

e Dostatecné presny model kontiliti

Mym tkolem je

e Sestavit numericky model pro sochor kruhového priifezu pii horizontalnim kontiliti,

e Prozkoumat, zda by se dal pro numericky vypocet a naslednou optimalizaci pouzit
dekompozi¢ni model z oblasti stochastické vicestupnové optimalizace,

e Provést analyzu vysledki a rozhodnout, zda je tento ptistup v dané tiloze z hlediska
vypocetni rychlosti vhodny ¢i nikoliv.

Resenou tlohu lze nejlépe popsat na schématu 2.6.

Z nédoby s roztavenym Zelezem (pénvi) o teploté T;,, se rychlosti v, neustale vysu-
nuje sochor o kruhovém prufezu (ty¢). Jeho teplota se vlivem samovolného ochlazovani
vlivem nizsi okolni teploty T,, a umeélého vodniho chlazeni se vzristajici vzdalenosti od
krystalizatoru snizuje. Nejvice se sochor ochlazuje na povrchu, v ose tyce teplota klesa
jen pomalu a material zistava do ur¢ité vzdalenosti tekuty (teplota solidu na obrazku 2.6
naznacena teckovanou ¢arou). Tato oblast mé za krystalizatorem v idedlnim p¥ipadé tvar
kuzele. Vodni chlazeni je realizovano soustavou trysek s proménlivou intenzitou chlazeni.
Pro jednoduchost uvazujme, ze trysky maji rovnomérné rozlozeni chladiciho ti¢inku a jsou
rozmistény symetricky podél osy valcového sochoru. V krystalizatoru se nachézeji desky
chlazené vodou na teplotu 7}, a koeficient prestupu tepla v krystalizatoru ozna¢me htc;°.

6Budeme piedpokladat, Ze htcy je konstantni. Vymodelovat redlné chovani je velice technicky naroéné
a nad rdmec této prace. Lze nalézt naptiklad v [29, 22]
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2.5. SHRNUTI RESENEHO PROBLEMU

Ty, htcy, trysky
Tin, V2 e Uz
RS eR Tt bR —
trysky
krystalizdtor sekunddrnf chlazenf tercidlni chlazen{
z
—

Obrézek 2.6: Schéma kontiliti

Vzhledem k tomu, zZe celé problém je tloha optimalniho fizeni, uvazujeme tzv. vy-
pocetni okno. Nezajima nas tedy jedna fyzickd ¢ast sochoru, ale oblast v prostoru, do
které material na jedné (zde levé) strané neustéale vchazi. Na protéjsi strané zase vystu-
puje. Ulohu nam zjednodusi fakt, Ze ji lze chapat jako ustéleny, staciondrni stav, tedy ze
lici rychlost a priibéh teploty v daném misté prostoru jsou konstantni. Velikost vypocet-
niho okna ve sméru lici rychlosti uré¢ime na zakladé vysledk. Dulezité je, aby se na jeho
konci uz teploty nijak dramaticky neménily. V opa¢ném ptipadé bychom dostali nepfesné
vysledky. Vice na toto téma v kapitole 4 zabyvajici se numerickym modelem.

Na tloze nés nejvice zajimaji maximalni hodnoty teplotnich gradienti [3]. Je zfejmé,
ze ty budou pfimo na povrchu, kde je ochlazovani nejintenzivnéjsi. Otazka polohy v po-
délném smyslu uz tak jednoducha neni. Nabizeji se ovSem zjevna mista, kde lze tyto ma-
ximalni gradienty nalézt. Mezi kandidaty patii urc¢ité zacatek sochoru, tedy misto piimo
u krystalizatoru, nebo oblasti rozhrani vodniho a samovolného chlazeni. Pfesné poloha
zalezi na nastaveni systému trysek. Pokud budou chladit velice intenzivné, mohou svym
efektem prekonat velikost gradient u pocatku tyce.
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3 Matematicky model

Problém kontinuélniho liti oceli popisuje tzv. Kirchhoffova rovnice [19, s. 32], [22]. Jedna
se o parcialni diferencialni rovnici druhého ¥adu. Uloha vedeni tepla patii mezi parabolické
tlohy [9]. Pro kartézské soutadnice (x,y, z) ma tvar
0 (pcT) = k(T)AT + 0 (vpcT) + ¢ (3.1)
— (pcT) = — (v,pc , .
ar ¥ ar P 1

kde A znaéi Laplaceuv operator, funkci T'(x,y, z,7) chapeme jako teplotu zavislou na
poloze a ¢ase, ¢ oznacime vyvin tepla vlivem skupenskych pfemén, p [kg m~3] hustotu,
¢ [Jkg ' K~'] mérnou tepelnou kapacitu a k [Wm~'K~'] tepelnou vodivost. Tyto materié-
lové vlastnosti musime vzhledem k velkému rozpéti teplot a fazovym preménam uvazovat
jako zavislé na teploté. Material navic povazujeme za homogenni, tedy materidlové vlast-
nosti mizeme ,vytknout* pred derivace.

Rovnice nam 1ika, ze zména teploty v case je rovna souctu preneseného tepla z okoli,
tepla dodaného materidlem z mezipanve vlivem posuvné rychlosti v, a tepla ze skupen-
skych premén. Méjme na pameéti znaménkovou konvenci. Pro dodané teplo pouzivame
kladnou hodnotu a pro odebrané zapornou.

V nasi tloze je nutné tuto rovnici transformovat do cylindrickych soutadnic (7, ¢, z).
S vyuzitim vySe popsanych zjednoduseni a [19] pak dostaneme

O 10 (TN 1o (oT\ o (o] o
Por =" rar \"ar r2 0o \ Op 0z \ 0z e '

3.1 Pocatecni, okrajové podminky

Pocéte¢ni a okrajové podminky ndm v prostoru (r, ¢, z, 7) umoziuje popsat oblasti, které
zname a diky kterym méame vypocet kde zacit.

Pro vyfeseni rovnice je nutnd pocateéni podminka, ktera charakterizuje stav télesa
na za¢atku vypoctu, tedy pro 7 = 0. Ulohu kontinuélniho liti charakterizuje pocateéni
podminka

T(r, ¢, 2,0) = T, (3.3)

kde T;, je teplota tekuté oceli v mezipanvi.
Okrajové podminky omezuji chovani popisovanych veli¢in na okrajich télesa. V tloze
kontinualniho liti pfipadaji v ivahu zejména nésledujici podminky:

e 1. druhu (Dirichletova) - pfedepisuje hodnotu teploty v bodé T'(-, 1),

e II. druhu (Neumannova) - piedepisuje derivaci veli¢iny. V tomto ptipadé se jedna
o hustotu tepelného toku ‘Z—f = —% . Pro specialni pfipad ¢. = 0 dostaneme %—Z =0.

Pro povrch sochoru T'(R,-,-) pouZijeme okrajovou podminku druhého druhu, tedy

predepiseme
o _ g

ok
Povrch tyce je ochlazovan tfemi typickymi zptsoby pfenosu tepla: vedenim (advekei),
proudénim (konvekei) a zafenim (radiaci). Vzhledem k tomu, Ze ocel na povrchu sochoru
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3.2. METODA ENTALPII

je uz dostatecné tuha, tak se zde proudéni nevyskytuje. Intenzitu chlazeni nam popisuje
koeficient prestupu tepla (htc; heat transfer coefficient), ktery je pro kazdy zptsob ochla-
zovani jiny. Oznacme htc, a htc, po fadé koeficienty prestupu tepla pro vedeni a zafeni.
Jejich hodnoty jsou dany vztahy [29, 15]

htcy, = 0.84(T(R, ¢, 2) — Tins) + hCeooting,

htC,« = €0 ((T<R7 2 Z) + 2737 15)2 + ,'Z—;flf) ((T(R> ¥, Z) + 2737 15) + ,—Tznf) )

kde htccooiing je koeficient piestupu tepla reprezentujici chladici t¢inek vodnich trysek, 75, ¢
teplota okoli, T'(R, ¢, z) povrchovéa teplota, € relativni emisivita a o Stefan-Boltzmannova
konstanta (5.87 - 1078 W - m~2 - K™!). Emisivitu dostaneme pomoci regresniho modelu
[15]*
0.85
(1 + exp(42.68 — 0.026827))0-0115"

kde T dosazujeme v Kelvinech. Tepelny tok ze sochoru do okoli je pak roven

¢ = (htey, + htey)(Ting — T(R, ¢, 2)). (3.4)

V pripadé ¢asti uvniti krystalizatoru se bude situace trochu lisit. Presna reprezen-
tace tepla odebraného z bramy je pomeérné slozita. Nicméné pro fesenou ulohu postaci
aproximace pomoci

q.r = (htckka - T(Rv ®, Z))7 (35)

kde T}, = 80°C je teplota desek krystalizatoru a htc;, = 2000 Wm 2K~
Na konci sochoru uvazujeme volné navdzani ndmi uz nezkoumaného objemu (tzv.
volny konec. Predpokladame, Ze v téchto mistech jsou uz teplotni zmény zanedbatelné.
Tuto skutecnost nam reprezentuje okrajova podminka
aor g

3.2 Metoda entalpii

Nyni musime v rovnici (3.1) popsat ¢len ¢, ktery zna¢i vyvin tepla vlivem skupenskych
premén. K matematicko-fyzikalnimu popisu fazové pfemény se pouziva vice metod [22, 19].
Pro tlohu kontinualniho liti se pouziva zejména tzv. metoda entalpii. Principem metody je
ptrevedeni rovnice (3.1) tak, abychom misto s teplotou po¢itali s entalpii. To ndm umozni
velice zjednodusit vypocet. Entalpie v zavislosti na teploté nebo dodaném teple je totiz
v kontextu této tlohy ryze rostouci funkce. Pro teplotu toto naopak platit nemusi (3.1).

Jednoduchym prikladem jsou veskeré skupenské premény. Napriklad pokud dodavame
latce v pevném stavu blizko bodu tani teplo, zac¢ne se toto teplo spotrebovavat na zménu
skupenstvi a teplota po néjakou dobu nebude rist (a v jistych piipadech muze i klesat).

Tato metoda nam ale prinasi jedno zasadni omezeni. Prakticky ndm znemoznuje pouzit
jakoukoli implicitni numerickou metodu, protoze by zasadnim zpiisobem zkomplikovala
sestavovani matice soustavy. Jednotlivé prvky této matice prakticky nelze vyjadrit. Proto

1V citovaném textu se vzorec objevuje s chybou. Zde uz je v poradku.
2V grafu jsou znazornény pouze zavislosti H(T) a k(T'). Je to z toho diivodu, Ze pii vypoétu nebudeme
c a p potfebovat.
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3.3. MATERIALOVE VLASTNOSTI

1.60E+09 45,00

140E+09 40,00

120E+09 35,00
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Obrazek 3.1: Zavislost entalpie H a tepelné vodivosti k£ na teploté T

se k Teseni takto slozitych tloh pomoci metody konecnych diferenci pouziva vyhradné
explicitnich metod.
Aplikaci metody entalpii dostaneme pro kartézsky souradny systém upravenou rovnici

[22]

oH oH

— =k(T)AT + v,—, 3.7

5, = RIT)AT + v, —- (3.7)
kde hlavni proménou je objemovéa entalpie H [Jm™3]. Teplotu zpétné dopocitdme pomoci

vztahu i
H=pl'=T=—,
pC
kde vzdy p > 0 a ¢ > 0. Pro nasi tlohu ziskdme piepisem rovnice (3.2) pomoci metody
entalpii nasledujici vztah

OH _ [10( 01\ 10 (01 0 (01\], o .o
or  |ror \ or r20p \ Oy 0z \ 0z 0z '
3.3 Materialové vlastnosti

Jak uz bylo zminéno vyse, materidlové vlastnosti jsou silné€ zavislé na teploté. Tato vlast-
nost tilohy dosti komplikuje nalezeni feseni tilohy. V ramci vyzkumu na Ustavu energetiky
FSI VUT se zkoumala moznost aproximace pribéhti jednotlivych veli¢in pomoci poly-
nomt. Nanestésti uspokojivé aproximace byly nalezeny az u polynomu fadu vyssiho nez
dvacet pét, coz toto feseni ¢ini ponékud nepraktickym.

Resenim se nakonec ukézala byt experimentalné naméfena data. Vzorek osazeny &idly
pro méfeni jednotlivych vlastnosti se postupné zahtival v peci a po deseti stupnich Celsia
se odecitaly hodnoty méricich pfistroji. Vysledky se zanesly do tabulky, ktera se nyni
pouziva jednak k ziskani hodnot materidlovych vlastnosti pro danou teplotu, tak k pie-
poctu entalpii na teploty a naopak. Postupem c¢asu se tyto experimenty pro rizné typy
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3.3. MATERIALOVE VLASTNOSTI

oceli zanesly do databaze a zacal vznikat software, ktery je schopen pfi zadani ¢isla oceli
hodnoty pfislusnych materidlovych vlastnosti vracet. Na Energetickém tstavu se k tomuto
pouziva finsky software IDS [22, 19] Mezi naméFenymi hodnotami je nutno interpolovat.
Vzhledem k nutnosti c¢astého pristupu k hodnotam v tabulce je vhodné interpolovat ve-
li¢iny pro teploty mezi jednotlivymi kroky experimentu dopfedu. Jako optimalni varianta
byla zvolena interpolace po jednom stupni Celsia. Vzhledem k malym zménam hodnot
veli¢in v tak malém rozsahu se tento interval ukéazal jako dostatecné maly.

Navic nam tato interpolace umozni snizit vyrazné pocet operaci. Pokud tabulku bu-
deme chéapat jako matici, kde sloupce tvofi jednotlivé veli¢iny, a interpolaci pro teploty
provedeme od jednoho, pfip. nula stupnia Celsia, mizeme hodnotu teploty chapat jako
rfadkovy index a nemusime tedy pouzivat vypocetné naro¢né vyhledavaci algoritmy.

16



4 Numericky model

Tuto tdlohu nelze fesit analytickymi metodami. Problémové je zejména chovani mate-
rialovych charakteristik, které jsou silné zavislé na teploté. Pro spoustu z nich ale ani
nemame tuto zavislost analyticky urcenou. Veskeré pokusy o aproximaci nebo interpo-
laci téchto vlastnosti, a tim umoznéni pouziti analytickych metod, bud selhaly, nebo byly
velice nepraktické. Dalsi problém pfestavuji pomérné slozité okrajové podminky. Jejich
nespojitost vylucuje ziskani klasického teseni. Ve spousté pripadii ale miizeme nespoji-
tost vyfesit pomoci tzv. slabého feseni [21, 9]. Nicméné ani v ptipadé jeho pouZiti nés
kvili silné zavislosti materidlovych charakteristik na teploté nezbavi nutnosti feseni tlohy
pomoci numerickych metod.

4.1 Numerické metody

Pro feseni modelu lze pouzit né€kolik numerickych metod, které zde budou v kratkosti
predstaveny.

Metoda koneénych objemu

Anglicky znama4 jako Finite Volumes Method (FVM). Tato metoda se pouZziva nejcastéji
v hydromechanice k vyfeSeni iloh proudéni. Jedné se o sitovou metodu, objem FeSeného
télesa se rozdéli na elementy. Prakticky vyhradné se pouzivaji tzv. primarni a sekundarni
sité. Primarni sif pokryje téleso nejcastéji soustavou trojuhelnikt (resp. ¢tyfsténi). Jejich
vrcholy hraji roli stfed sekundéarnich elementii (tzv. bunék). Vrcholy téchto bunék jsou
primarni sit dostaneme Sestitthelnikovou sekundérni sit. Poté se pozaduje, aby rovnice
(3.7) platila pro kazdou tuto buriku.

Jednou z dulezitych vlastnosti této metody je princip slabych reseni. Na rozdil od téch
klasickych ndm dovoluji popsat i nespojité okrajové podminky [21].

Dalsim vyzna¢nym konceptem metody jsou tzv. numerické toky, které nam umoznuji
vyjadrit v tomto piipadé tepelné toky v jednotlivych smérech. Existuje vice typd nume-
rickych toki. Volba spravného toku je velice dtilezita a ne vzdy trivialni. Kvili tomuto je
v pripadé pouziti metody konecnych objemt dilezité mit k dispozici patfi¢nou testovaci
tlohu. Tato metoda je dopodrobna rozebirana v [21].

Galerkinovy metody

Nejznaméjsim zastupcem této skupiny metod je Metoda konecnijch prvki (MKP; Finite
Elements Method (FEM)). Princip je podobny jako u metody koneénych objemi. Zavadi
se ale pouze primarni diskretizace. Navic také vynasobime rovnici tzv. testovaci funkci
a pozadujeme, aby byla takto upravena rovnice splnéna na kazdém elementu. Podobné
jako konecné objemy pracuji Galerkinovy metody se slabymi fesenimi.

K rozvoji FEM vyznamnou mérou ptispél také brnénsky rodak prof. RNDr. Milo$
Zlamal, DrSc [13].
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4.1. NUMERICKE METODY

Oblast pouziti téchto metod je pomérné siroka, viz [9]. Pomérné dominantni postaveni
si vybudovaly v mechanice, pevnostnich a tepelnych vypoctech nebo akustice. Casto se
také pouzivaji pti vypoctech proudéni kapalin a plyni.

Metoda kontrolnich objemu

Tato sitovd metoda je odvozena z diferenéni metody, tedy derivace v rovnici (3.7) na-
hradime koneénymi diferencemi. Kazdému bodu diskretizace se ale navic pfifazuje tzv.
kontrolni objem, na ktery potom klademe podminku, ze zména teploty v daném objemu je
umérnd tzv. tepelné bilanci, tedy (mérnym) teplim podle jednotlivych soutadnic (¢, 7, 2)
a zméné vnitiniho tepla (napf. pFfeména skupenstvi) [19, s. 38].

S touto metodou jsou na Energetickém tstavu bohaté zkuSenosti [19]. Je ovéfeno, Ze
dava v pomeéru presnosti a rychlosti vypoctu velice dobré vysledky. Nevyhodou je pomérné
slozité pouziti v pfipadé komplikovanéjsich okrajovych podminek (rizné velikost kontrol-
nich objemd, vice druhii okrajovych podminek na hranicich jednoho objemu apod.).

Metoda koneénych diferenci

Znédma také pod zkratkou FDM (Finite Difference Method) nebo jako metoda siti. Uz
podle posledniho nazvu je jasné, ze zakladem je déleni vypocetni oblasti nebo domény.
Metoda pracuje s délenimi ekvidistantnimi i obecnymi.

Hlavni princip metody spociva v nahradé derivaci v jednotlivych bodech sité tzv.
konecngmi diferencemi (nebo také diferencnim podilem) [9, s. 35-37]. Tato nahrada je
odvozena z Taylorova rozvoje. Uvedeme zde ptiklad pro vyjadieni druhé derivace.

Vezmeme-li funkci v = u(z), interval (a, b), jeho rovnomérné déleni oznacime x1, . .., z,
s krokem h = (z; — z;_1), i = 1,...,n takové, ze 1 = a a x, = b. Déle u(x;) oznacime
pro prehlednost jako w; , dostaneme pro prvni derivacit

_ du(z)  (wiy1 — uz)

/
u'(x S
(z) dx h
Déle zavedeme vyraz z,,1 = z; = %h Pak ziejmé
2
r U — Ui s
ui—% - h a ui+% - h )

po_ iy i—% Uil — 22U+ Ui

: h N h?2

Uvedena aproximace je pro jednoduchost zavedena pro funkce jedné proménné. U
funkci vice proménnych a zejména parcialnich derivaci je odvozeni analogické.

Body na tzv. hranici nebo okraji (i = 0 a ¢ = n) budou zfejmé ¢init potize, protoze
bychom pottebovali i pro hodnoty : = —1 a ¢ = n + 1, které nemame k dispozici. Proto
je nutné na okrajich zadat tzv. okrajovou podminku.

1 Je tfeba si uvédomit, Ze miiZzeme tuto aproximaci zavadét zleva (tedy ¢leny z;_1 a z;), ale také zprava
(zi+1 a x;). Dostavame pak po Fadé zpétnou a doprednou diferenci[l0, s. 62-64].
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4.2. APLIKACE NUMERICKYCH METOD NA MODEL KONTILITI

Tato metoda byla na Ustavu energetiky FSI VUT rozpracovina v ramci dizertacni
prace Ing. Tomase Maudera, Ph.D. [22] pro ¢tvercovy (resp. obdélnikovy) prifez bramy
véetné zpusobu, jak Fesit problémy v oblastech fazové premény. Jeji spravnost byla také
ovérena praktickymi méfenimi. Z téchto diivodi jsem si ji vybral jako zéklad pro numerické
feseni tlohy. Na druhou stranu je tfeba si uvédomit, ze vzhledem k tomu, ze v illoze fesime
valcovy odlitek, dostaneme tplné jiné rovnice a odlisné okrajové podminky.

4.2 Aplikace numerickych metod na model kontiliti

4.2.1 Diskretizace

Vzhledem k valcovému tvaru sochoru se jako nejprirozenéjsi volbou systému soutadnic
jevi cylindrické (vélcové) souradnice (viz 4.1).

P1i odlévani oceli je nutné zarucit co nejrovnomérnéjsi ochlazovani. Pokud by bylo
prilis rychlé, dochazelo by ke vznikiim nehomogenit a v nejhorsim piipadé i prasklin
v materidlu, které zasadnim zptisobem zhorsuji kvalitu odlévané sochoru. Tento problém
se zde nejvetsi tepelné gradienty. Proto je nutné v blizkosti povrchu znat teplotni pole s co
nejvétsi presnosti. V feci numerickych metod to implikuje nutnost velice jemné sité v okoli
povrchu. Jemné sif ale zase znamena vyssi vypocetni naroénost. Rozumnym kompromisem
je v tomto pripadé pouziti nekonstantnich intervalt diskretizace v radialni souradnici.
Ostatni soufadnice diskretizujeme rovnomérnym délenim.

Zavedeme tedy nasledujici znaceni soutradnic:

1. r - vzdalenost bodu od podélné osy soumérnosti sochoru ve sméru vnéjsi normaly,
2. ¢ - velikost tthlu bodu od svislé podélné fezné roviny,

3. z - vzdélenost bodu od zac¢atku sochoru (konce krystalizatoru).

4. 7 - Casovéa diskretizace

3

Obrazek 4.1: Ilustrace diskretizace

Pro vétsi prehlednost také pritadime jednotlivym soufadnicim po fadé ¢itaci indexy
1,7, k,p ajejich mnoziny I, J, K, P. Oznaceni Tizjj,k pak znaci i, j, k—ty element v Case p- 7.
Daéle oznacime

Ari=r;—ri

jako i-tou diferenci vzhledem k soutadnici r a Ar jako vektor téchto diferenci.
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4.2. APLIKACE NUMERICKYCH METOD NA MODEL KONTILITI

Pfi numerické aproximaci nahrazujeme derivace tzv. diferencemi, tedy naptiklad pro
T a souradnici z aproximujeme prvni derivaci zpétnou diferenci

o T — Ty
0z~ Az,

Druhou derivaci aproximujeme centralni diferenci

Tt1—Ty Tp—Tk—1
2 —
o°T ~ Azy Azp_1
822 ~ Azp—Azp 41

2

Rovnici (3.8) poté mizeme v soufadnicich r, ¢, z aproximovat obdobné jako v [22, s.
45-47] nasledujicim zpiisobem:

Tiprjko=Tigr . Tige=Ti—1jk
Q ot Ar; ¢ Ari_q
r Ari+Ar; g ’
ri——

Tijrr6—Tige  Tige—Tii—1k

Q o riAp; i Apj_1
L Apj+Apj—1 ’
7
Tijk+1—Tige  Tije—Tijk—1
_ Azk Azk,1
QZ - AZ}C—‘,-AZ]C,l ’

2
Nakonec aproximujeme i entalpii a ¢as. Na rozdil od prostorové diskretizace pouzijeme
rovnomérné déleni vypocetni domény:

P P
P — g Atk (TP )] ] A Mg = Higin (4.1)
ijk ik + AT z,j,k( i,j,k) Qr + ng + Q. + v.AT Az ) ’

Rovnice ma zcela jasny vyznam. Vidime, Ze entalpie v ¢ase p + 1 se rovna souctu
entalpie v Case p, zmény entalpie vlivem tepelnych toki mezi sochorem a okolim a nakonec
zménou entalpie ve vypocetnim okné zptisobenou prisunem materidlu z krystalizatoru
o vysoké teploté vlivem lici rychlosti v,.

4.2.2 Pocatecéni a okrajové podminky

Pro tispésné feseni je samoziejmé nutné dodat k tiloze pocatecéni a okrajové podminky.
V této casti se budeme zabyvat pouze numerickou reprezentaci podminek urcéenych v od-
stavel 3.1.

Pocate¢ni podminku (3.3) reprezentujeme

7—;:,j,k: - ﬂn7

kde T;, je teplota v krystalizatoru.

Pro nésledné vypocty je z numerického hlediska vyhodné si tlohu predpocitat na
hrubé siti. Tim dostaneme nepresné feseni, které poté po vhodné interpolaci pouzijeme
jako pocéateéni podminku pro jemné&jsi vipocetni sif. Velice se tim snizi vypocetni ¢as. Je
ale nutné si uvédomit, ze timto krokem ménime povahu problému, a tedy tento postup
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4.2. APLIKACE NUMERICKYCH METOD NA MODEL KONTILITI

musime aplikovat s rozvahou. V této tloze je to v poradku, protoze nas zajima pouze
rovnovazny (stacionarni) stav a ne ,cesta“ popf. rychlost, kterou se do néj postupnym
ochlazovanim dostaneme.
26 rtznych okrajovych podminek. Pro jednoduchou ilustraci si lze predstavit vypocetni
oblast soutradnic (7, ¢, z) jako kvadr a uvédomit si, Ze pro kazdou sténu, hranu i bod
potfebujeme samostatnou okrajovou podminku. V pfipadé sochoru kruhového prifezu
zustava pocet teoreticky nutnych okrajovych podminek stejny. Nicméné diky pouziti dife-
rencni metody lze spoustu z nich zanedbat anebo popi. zahrnout v jiné okrajové podmince
(na rozdil od metody kontrolnich objemil). Timto krokem samoziejmé snizujeme presnost
numerického modelu. V nasi zjednodusené tloze jsou ovSem tyto chyby naprosto zane-
dbatelné.

Vybrané okrajové podminky reprezentuje obrazek 4.2. Z néj vycteme nasledujici pod-
minky:

1) Pocatek sochoru. Teplota tedy odpovida teploté roztavené oceli, T; ;1 = Tj,.

2) Volny konec. Pfedpokladame, Ze teplota uz se dale vyrazné neméni, tedy ¢ = 0, coz je
ekvivalentni s T ; ,, = T} jn,—1-

3) Oblast stfedu sochoru. Diskretizaci se ,blizime* stfedu sochoru a predpokladame, ze
zanedbana oblast uz na zbytek sochoru neméa vliv. Podminku reprezentuje rovnost
T = Tk

4) Cisté numerickd podminka navazani prvniho a posledniho elementu v soufadnici ¢.
Nutno napsat z obou stran, tedy T;1x = Tiok, Tin;x = Tin;—1.-

5) Vnéjsi povrch sochoru. Body na povrchu budeme pocitat stejnym zpuisobem, jako
body uvnit¥, tedy dle rovnice (4.1). K tomu ale budeme potfebovat tzv. fiktivni body
T, 41,5,k Teplota v téchto bodech se spocita jako

21y, Ay,
Tot1jk = S Qr,

kde @, spocitame podle (3.4). Povrch chlazeny tryskou (v obrazku znaceny s ¢arkou)
a povrch se samovolnym chlazenim se pocitaji stejné, zméni se jen velikost koeficientu
htc.

6) Krystalizator. Zde dochézi k silnému pfestupu tepla mezi formujicim se sochorem a vo-
dou chlazenymi deskami. Postupujeme shodné se zbytkem povrchu, ale (), spocitame
dle (3.5).

Z hlediska numerického vypoctu je vyhodnéjsi reprezentovat podminky 2), 3), 4) ana-
logicky pomoci entalpii. Ve vypoctu si tak usSetiime spoustu prepoctil mezi entalpiemi
a teplotami, které jsou c¢asové velice narocné.

Hlavnim tématem této prace je optimalizace teplotniho pole. Matematicky model
v této kapitole je proto pomérné jednoduchy a lze vylepsit naptiklad presnéjsi reprezen-
taci oblasti okolo osy tyce. V pristupu vyse predpoklddame, ze diskretizace je dostatecné
jemna na to, aby chyba zptisobenéd zanedbanim objemu materidlu okolo stfedu tyce byla
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Chlazeni tryskou

Obréazek 4.2: Okrajové podminky

nevyznamna. To samoziejmé nemusi platit vzdy. Pokud bychom uvazovali silné nesy-
metrické chlazeni, timto pristupem bychom ztratili informaci o pfenosu tepla pres stfed
sochoru.

V ramci testovani byla naprogramovana reprezentace singularni ¢asti diskretizace, tedy
sttedového elementu, jako vektor M. Prvek M, reprezentuje kruhovou c¢ast o poloméru
ro v prufezu k (v soufadnici z). Zastupuje tedy body T(0, j,k),Vj € J. Jeho tepelnou
bilanci pak spocitdme analogickym zpusobem jako u stfedovych boda. Body T'(1, 7, k)
pak chapeme jako vnitini.

Vysledkem porovnani pivodni implementace s implementaci se stifedovymi elemente
bylo potvrzeni zjisténi, ze jejich nezavedeni nezptsobi zavazné zmény feseni. Odchylky
navic s rostouci jemnosti sité klesaly. V pocitacovém programu, konkrétné v metodé pro
numericky vypocet, je mozné prepinat mezi témito modely pomoci logické proménné
use_middle.

4.2.3 Stabilita

Stabilita ma v matematice obecné mnoho vyznami. V tomto piipadé nas zajiméa stabilita
algoritmu. Jedna se o schopnost iteracniho algoritmu konvergovat ke spravnému feseni.
Nestabilni chovani algoritmu se vétSinou velice snadno pozné, byt obecné byva rtzné.
Od urcité iterace mize feSeni riist az nad vsechny meze. Casté byva také rozkmit4ni
feseni mezi —oo a oo, prip. nulou. Toto je také pfipad nestabilniho chovani fesené tlohy.
Konkrétné zacne kviili chybé pii vypoctu teplotniho toku, ktera vede k jeho nasobnému
zvétseni, rychle rist teplota jeho sousedii. To zase vyvola razantni snizeni teploty dalsi
vrstvy bodu. Tyto chyby se v kazdém kroku prohlubuji, az dosdhneme dokonce zapor-
nych hodnot. Je ziejmé, Ze nejvétsi vliv na stabilitu lohy bude mit velikost krokd pro
prostorovou (dr, dp,dz) i ¢asovou diskretizaci (dr). Z toho diivodu, Ze maximalni mozna
velikost dr, dy,dz je omezena kvili pozadované presnosti modelu, miizeme stabilitu ovliv-
nit zejména volbou dr. ProtoZe nam ale d7 uréuje zdsadnim zpisobem pocet iteraci (¢as,
po kterém se dostaneme do stacionarniho stavu je vzdy stejny, ale velikost dr ovliviiuje
pocet iteraci, které potiebujeme, abychom se do néj dostali) a tedy rozhodujici mérou i ¢as
vypoctu. Nastésti lze pro nasi tlohu odvodit podminky stability, které zarucuji stabilni
chovéani algoritmu. Lze je najit v [22] (pro kartézsky soufadny systém). V cylindrickych
soufadnicich musime brat v tvahu, ze radidlni a thlova délka elementti konverguje ve
sméru ke stfedu osy soumérnosti k nule.
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Bohuzel, vzhledem k tomu, Ze spoustu materidlovych konstant aproximujeme ¢i in-
terpolujeme, jsou tyto podminky pouze orientacni a presné nastaveni parametrtit musime
odzkouset. Pro nas model vychdzi ¢asovy krok dr v zévislostech na jemnosti sité 10°—107>.
Bohuzel, u velkych siti takto maly krok zptisobuje, Ze k dosazeni stacionarniho stavu je
nutny extrémné velky pocet iteraci. Bez pfedpocitané pocatecni podminky byva u téchto
siti z vlastnich zkuSenosti délka vypoctu v fadech dni.

4.3 Implementace modelu

Numericky model byl nejdiive naprogramovan v softwaru Octave [11]. Jedna se o open-
-source variantu znamého numerického softwaru Matlab. Obé prostiedi maji spolecny pro-
gramovaci jazyk (lisi se pouze v malickostech, Octave ma vétsi podporu standardni syntaxe
,C“ jazyku, lisi se také nazvy nékterych funkei). Vyhodou Matlabu je oproti Octave jeho
rychlost (zhruba dvakrat az desetkrat). Jejich obrovskou vyhodou je velice jednoducha
syntaxe jazyka, kterou se lze velice snadno naucit. Také maji rozsahlé knihovny jiz na-
programovanych funkci, vyborné prostiedky pro vizualizaci vysledkl a zejména opravdu
extenzivni manudly. V pfipadé Matlabu existuje Sirokd komeréni podpora. Octave ma
zase na druhou stranu velice ochotnou komunitu. Z hlediska vykonu ve své specializaci,
tedy maticovych operacich, patii tyto programy ke Spicce.

Najdou se ale i nevyhody. Mezi né patii zejména relativni pomalost pii praci se soubory
a také nizky vykon pfi cyklickych operacich, které nejsou volany vnitiné (cykly typu for,
while, repeat apod.).

Bohuzel, pro implementaci explicitniho numerického solveru se pouziti cykli neda
vyhnout. Pro feSeni tilohy diferenéni metodou uZ na siti s fddové 105 elementt trval
vypocet v prostiedi Octave pres hodinu. Vzhledem ke snaze ziskat software pro vypocet
v realném cCase je jeho pouziti absolutné nemozné.

Po prozkoumani dalsich alternativ se jako nejvhodnéjsi prostiedek ukézal jazyk C++.
Jedna se o nizkouroviiovy, velice efektivni programovaci jazyk. Patii k dnes mezi nej-
pouzivanéjsi programovaci prostiedky vibec. K jeho vyhodam patii rychlost, vSestran-
nost, nezavislost na platformé (s vyjimkou MacOS, kde musime pouzivat pouze Objective
C) a existence mnoha riznorodych knihoven. Z nizkouroviovosti ale vyplyvaji i nejvétsi
nevyhody. To je zejména slozitd syntaxe, nutnost chapat principy fungovani hardwaru
(memory management, ukazatele - adresy proménnych, prvkia poli, destruktory), slozity
debugging a také neexistence nastroji pro vizualizaci (ve velice omezené mite lze potlacit
vyuzitim riznych knihoven). I pfes tyto nevyhody je ve své oblasti tento jazyk naprosto
bezkonkurenc¢ni, co se tyka vykonu, tak i rozsirenosti.

Nejdrive bylo odzkouseno naprogramovat tilohu pomoci vlastni implementace matic
a vektori v prostiedi Microsoft Visual Studio. Bohuzel, jeji vykon byl také pomérné
nizky, i kdyz se dosédhlo zhruba pétinasobného zrychleni. Dale nasledovala implementace
maticovych struktur pomoci open-source C++ knihovny pro linearni algebru Armadillo
[26]. Tato knihovna byla inspirovéna prostiedimi typu Matlab a snazi se pfevést syntaxi
a zpusob prace s prvky linedrni algebry do C++, a tim spojit vyhody obou prostiedi -
rychlost C++ a jednoduchost a Sirokou skalu metod Matlabu. A opravdu, naprosté vétsina
zékladnich matlabovskych funkci, véetné jednoduchého nacitani a zapisovani soubort je
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piitomna? [27]. Nevyhoda horsiho debuggingu byla sice v této knihovné zmirnéna, ale stale
je na mile vzdalena vysSe zminénym prostfedim. Nicméné pouzitim této implementace
se dosahlo az stondsobného (!) zrychleni oproti Octave. Nékteré piiklady pouziti jsou
v priloze B.

4.4 Vysledky

Vysledky numerického modelu znazornime vizualizaci Fezi v roviné (r, z) (tedy jako po-
délny prifez sochorem). Parametry modelu jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o model symetricky podél podélné osy, je kvili zrychleni
vypoctu volen dostatecné velky krok v thlu ¢. Model je pfipraven i na nekonstantni déleni
vypocetni oblasti.

|
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Obrazek 4.3: Vizualizace teplotniho pole

=)
« 10
15
20 B
1loo

200 200 400
z

Obrazek 4.4: Vizualizace fazi v sochoru

Na obrazku 4.3 vidime pribéh teploty pfi stacionarnim stavu ve spodni poloviné po-
délného fezu. Osy obrazku maji vyznam indexu elementu diskretizace v dané soutadnici.
Velice dobte lze vidét formovani skofepiny v krystalizatoru, teplota na okraji sochoru zde
klesa az k 1300°C. Méné zfetelné mizeme identifikovat rozhrani sekundarniho a tercial-
niho chlazeni v okoli 300. elementu - teplota v tercialni ¢asti po omezenou vzdalenost
v ose z mirné stoupa, protoze diky nahle absenci umélého chlazeni prevazuje teplo do-
dané lici rychlosti nad teplem odebranym pfirozenou radiaci a konvekci. Na obrazku 4.4
je zobrazena reprezentace fazi v sochoru, tekuta ocel ¢ervenou barvou, ocel v pevném
stavu modrou a ta nachézejici se v pfechodovém stavu (mezi teplotou solidu a likvidu) je
znazornéna oranzove.

Vidime, ze veskera ocel krystalizuje v oblasti okolo 6 m od zacatku soustavy. To je
pomeérné nizka vzdalenost, idealni byva v praxi kolem 10 m. Toto je zptisobeno zejména
jednoduchosti modelu, v realném pripadé neni chlazeni tryskami kontinualni, ale sttidaji
se kratké tiseky tryska - vodici valec. V mistech styku s vodicimi valci navic nevyzaiujeme
teplo radiaci, ale pouze konvekci. To vede k dalsimu snizeni odvodu tepla a zvyseni rozdilu
mezi realitou a timto modelem.

2Pomérné elegantné lze vytesit i nedostatek nastroji pro vizualizaci. Staci ulozit ziskana feSeni ve
formé ASCII souboru, které je Citelny Matlabem ¢i Octave. Pak pouze staci tento software spustit, nacist
soubor a provést vizualizaci. Tyto kroky byly nakonec také zautomatizovany.
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Tabulka 4.1: Parametry vizualizace numerického modelu

Technické parametry Numerické parametry

Polomeér sochoru 0,1m Délka vypocetni oblasti 20m
Délka krystalizatoru 1m drg 0,005 m
Délka tercialniho chlazeni S5m deo 3
Lici teplota 1550°C dz 0,05 m
Teplota okoli 25°C dr 0,1s
Lici rychlost 1,2mmin~" Pocet iteraci 12000
Htc trysek 250 Wm 2K ! Cas vypoctu 7,62 min

Zavedeni vodicich valcti do modelu samoziejmé neni viibec slozité. Nicméné nema cenu
se tim zabyvat, pokud netvofime model na miru realné soustavy, coz ale neni tikolem této
prace.

Dalsim dtivodem je to, ze konstrukce redlného chlazeni tryskami nebyva kolem podélné
osy symetrickd. Vétsinou se chladi pouze jedna strana sochoru. Toto zptsobuje dalsi
odchylky v modelu.

Numericka implementace byla srovnavana se solvery vyvinutymi na Ustavu energetiky
v ramci praci [19] a [22]. Jedné se o modely FeSené pro obdélnikovy piip. ¢tvercovy tvar
télesa, takze veskera srovnani jsou pouze priblizna.

Vzhledem k vySe zminénym poznadmkam doslo k pfedpoklddanému ,,prili§ intenziv-
nimu“ chlazeni. Na druhou stranu, i pres svou jednoduchost se tato implementace chova
v souladu s ocekavanimi a rozdily v teplotnim poli nejsou tak velké, aby implikovaly
zévazné chyby.
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5 Matematické programovani

Matematické programovani (nebo také optimalizace) je matematickym oborem, ktery se
zabyva hledanim extrému (lokalnich ¢ globalnich) funkei. Optimalizace se v praxi vyuziva
ve vSech myslitelnych souvislostech, od ekonomie pres védu a primysl az po lékaistvi, viz
napf. [0].

V této kapitole se zaméfime zejména na definovani pojmi a principt nutnych k tomu,
abychom mohli Gspésné pouzivat a zejména interpretovat vysledky rtznych optimalizac-
nich algoritmti. Cela kapitola vyvrcholi tzv. Progressive Hedging Algortihm (PHA), ktery
poté v nasledujici kapitole aplikujeme na fesenou tilohu. I kdyz v této tiloze nahodu neuva-
zujeme, budeme se také zabyvat stochastickou optimalizaci. To je nutné z toho divodu, ze
PHA byl jako dekompozi¢ni algoritmus ptivodné odvozen pro tlohy stochastické optima-
lizace. K jeho pochopeni jsou alespon zakladni znalosti z této oblasti naprosto nezbytné.

5.1 Deterministicka optimalizace

Pojmem deterministickd optimalizace rozumime tlohy, ve kterych se nevyskytuji ndhodné
veliciny. Na rozdil od stochasticke optimalizace nabyvaji vSechny proménné a parametry
pouze jedné hodnoty (resp. posloupnosti hodnot). Pfidavné jméno deterministickd se zpra-
vidla vynechava.

Zjednodusené lze optimalizaci popsat jako hledani pfislusného extrému tcelové funkce
na mnoziné dané jistym poctem omezeni. Jednim z jednoduchych priklad optimalizace
je naptiklad problém vazanych extrému funkce z oblasti matematické analyzy [20].

Vzhledem k tomu, zZe problémy, které musi optimalizace Tesit, jsou ziidkakdy tak
jednoduché jako skolni piiklady, byva zvykem zapisovat je v tzv. zdkladnim (standardnim)
tvaru, ktery vypada nasledovné:

mm f(x, ) (5.1)
g( ,p) < (5.2)
h(x,p) = (5.3)

X € X. (5.4)

Funkci f(x,p) vektorové proménné x a vektoru parametri p nazyvame ucelovou funkci
(objective function). Vyraz miny - chdpeme ve smyslu ”minimalizuj t¢elovou funkci - pfes
vektor proménnych x”. Vektorové funkce g(x,p) a h(x, p) zna¢i omezeni (constraints)’.
Je zvykem znacit funkci omezeni ” <”pismenem ¢ (v anglické literatufe se nicméné casto
vyskytuje f, pfipadné f.) a omezeni rovnosti h. Omezeni tykajici se samotného vektoru
x se zapisuji obecné x € X, kde X je mnozina "vhodnych”x (v anglické literatute ¢asto
jako bounds). Casto se takto vymezuje oblast, ve které hodnoty vektoru x hledame, tedy
se ur¢uje maximalni a minimalni mozné hodnota (napt. x > 0).
Mnozinu

Cx) = {x € X,g(x) <0,h(x) = 0},

1Omezeni uvedena v 5.2 a 5.3 piSeme pro obecny piipad jako vektorové funkce. Pro danou tilohu miize
totiz existovat vice omezeni daného typu.
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5.1. DETERMINISTICKA OPTIMALIZACE

tedy vSech x spliiujicich podminky (5.2)-(5.4) nazyvame oblasti pripustngch TeSeni (set of
feasible solutions, feasible region). Pokud je tato mnozina prazdna, tloha nemd piipustné
(optim&lni) feSeni.

V optimalizaci ¢asto fesime ulohy, ve kterych chceme tcelovou funkci maximalizovat.
Maximalizaci max, f(x) pfepiSeme na minimalizaci miny — f(x). Podobné mezi sebou
prevadime omezeni kladnosti a zapornosti u omezeni danymi vektorovou funkci g.

Velkou vyhodou standardniho tvaru je skutecnost, ze spousta tloh z riznych aplika-
¢nich oblasti lze pfevést na podobny tvar, coz ale na prvni pohled nebyva ziejmé. Diky
tomu se mizeme pfi feSeni spousty tloh opfit jiz o existujici pristupy a usettit si tak velké
mnozstvi prace.

Pfi hledéani feseni nelinearni tlohy se opirdame zejména o Karush-Kuhn-Tuckerovy pod-
minky (KKT)[2, s. 188]. Zobectiuji za urcitych podminek metodu Lagrangeovych multipli-
katori i na problémy s omezenimi ve tvaru nerovnosti. Jedna se o nutné podminky opti-
mality (ve specidlnich pfipadech i postacujici). Na KKT je zalozena velké ¢ast nelinearnich
optimaliza¢nich solveri?.

Specialni typem deterministické optimalizace je tzv. linedrni optimalizace. Ucelova
funkce a omezeni jsou linearni a lze je tedy vyjadrit nasledujicim zptisobem:

min ¢’ x, (5.5)

Ax < b,
x € X,

kde c je sloupcovy vektor m x 1 a x sloupcovy vektor n x 1. Matice A ma rozméry k xn. X
znad¢i polyedrickou mnozinu [1]. Ze standardniho tvaru vidime, Ze omezeni (5.6) nam da-
vaji soustavu vzajemneé se protinajicich poloprostori. Jednoduse lze ukazat, ze neprazdna
mnozina ptipustnych feSeni je v tomto pfipadé konvexni mnohostén (obecné neomezeny).
Mozné nas zarazi, ze v ucelové funkci nefesime posunuti o konstantu. Ma to vSak jed-
noduché vysvétleni. Konstanta pouze zvysi ¢i snizi hodnotu funkce, ale nezméni polohu
extrému vzhledem k x. ProtoZe priméarné néas zajima optimalni hodnota x, nemusime
se timto posunutim vibec zabyvat. Omezeni (5.7) byva v tlohach linedrni optimalizace
nejcastéji ve tvaru x > 0. V tomto pripadé tedy pozadujeme pouze nezaporna reSeni.

Pro linearni optimalizaci plati spousta vét, které velice zjednodusuji hledani optimal-
niho feseni. Jednou z nejdilezitéjsich je véta o optimalité pro linedrni ulohu, kterd nam
iika, Ze optimalni feSeni, pokud existuje, nastava vzdy ve vrcholu (vrcholech) konvexniho
mnohosténu, ktery tvoii oblast piipustnych feseni [1, s. 81-85].

Nejznaméjsim zpusobem feseni je simplezovd metoda [1, s. 81, pFip. s. 108], [6, s. 370].
Jedna se o iterac¢ni algoritmus, ktery vyuziva maticovy tvar ilohy. Tu pomoci volnych pro-
ménnych pfevadi na FeSeni systému linearnich rovnic pomoci elementarnich sloupcovych
a Ffadkovych tprav (pouziva se Gaussova eliminacni metoda).

2KKT podminky jsou zaloZeny na analjze staciondrnich bodé. Ovsem pokud jsou omezeni g & h
nediferencovatelné nebo nemaji derivace, nemuzeme KKT pouzit. Tento fakt zna¢né komplikuje feseni
takovychto tloh, protoze numerické feseni KKT je zdkladem nejpouzivanéjsich algoritmu na feseni opti-
malizacnich tloh
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5.1. DETERMINISTICKA OPTIMALIZACE

K linearni optimalizaci se casto pridava tzv. kvadratickd optimalizace. Podobné jako
linearni lloha ma sviij vlastni specificky tvar:

min x” Hx, (5.8)
Ax < b, (5.9)
x € X, (5.10)

kde H je symetrickd a pozitivné semidefinitni matice. Pro feseni téchto tloh existuji
specialni algoritmy. Lze je také TeSit algoritmy pro nelinearni optimalizaci.
Na zavér tohoto odstavce si uvedeme jednoduchy piiklad z nelinearni optimalizace.

Piiklad (Nelinearni optimalizace)

Uvazujme nyni pro ilustraci pripad nelinearni optimalizace v roving, tedy n = 2, v nasle-
dujicim tvaru:

min (z; — 2)® + (73 — 3)?, (5.11)
1

§$1 + T Z 1, (512)

T+ o S 4, (513)

T — 29 < —1, (5.14)

T1,T9 Z 0. (515)

P1i pohledu na tucelovou funkci vidime, Ze se jedna o rota¢ni paraboloid s minimem
v bodé [2, 3]. Linearni omezeni (5.12)-(5.15) nam v roviné z;, xo uréuji nasledujici oblast
pripustnych feseni:

7 obrazku je zfejmé, ze minimem bude hrani¢ni bod oblasti, ktery je "nejblize” primétu
vrcholu paraboloidu [2,3]. Elementarnimi vypoéty dostaneme soutadnice bodu optima.
Taky vidime, ze oblast pripustnych feseni odpovida konvexnimu mnohothelniku. Toto
ovsem plati pouze pro linedrni omezeni. Tuto tlohu lze také chapat jako problém nalezeni
vazaného extrému funkce (5.11) s omezenimi (5.12)-(5.15).
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5.2. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

5.1.1 Optimalizace s vice ucelovymi funkcemi

V mnoha tlohach optimalizace se objevuji problémy, ve kterych nam pouze jedna tcelova
funkce nestaci. Jako jednoduchy ptiklad miizeme uvést situaci, kdy chceme naptiklad na
vyrobnim stroji maximalizovat rychlost vyroby a zaroven minimalizovat pocet neshod-
nych kust. Ulohy tohoto typu se pfevadéji do standardniho tvaru pomérné jednoduse
pouzitim vah. Vahami rozumime posloupnost nezapornych (redlnych) ¢isel {w;}, tako-
vou, Ze y ., w; = 1. Pro nas pifklad plati n = 2. Pokud oznacime ucelové funkce tlohy
po fadé f(x) a g(x), dostaneme

mxin —wy f(x) + wag(x).

Funkce f(x) je brana se znaménkem minus, protoze prevadime maximaliza¢ni tlohu
na minimaliza¢ni. V obecném tvaru ma celkova ucelova funkce tvar

min i w; fi(x).
i=1

Névod jak urcit hodnoty vah obecné neexistuje. V lepsim pfipadé byvaji zfejmé ze
zadani tlohy nebo technicko-fyzikalnich zakonitosti. Casto je ale musime uréit bud testo-
vanim, nebo musime mit k dispozici odhad experta (napi. [0, s. 73-74])
nam umoznuji ovliviiovat rychlost konvergence tlohy. Velky vyznam maji také ve sto-
chastické optimalizaci, napt. u tloh, kdy chceme v ur¢itém poméru maximalizovat stfedni
hodnotu a minimalizovat rozptyl ndhodné veli¢iny [0, s. 73-74].

5.2 Stochasticka optimalizace

Velkou casti tloh matematického programovani tvori problémy, ve kterych hraje urcitou
roli ndhoda. Jednoduchym a snadno srozumitelnym motiva¢nim piikladem je naptiklad
tloha optimalniho investi¢niho portfolia [0, s. 530].

Ulohou stochastického programovani ve standardnim tvaru rozumime:

kde ¢ € = je ndhodna veli¢ina z mnoziny =. Ostatni veli¢iny byly definovany v piedchozi
c¢asti. Tato tloha je definovana obecné. Ve vétsiné aplikaci se ndhodna velic¢ina vyskytuje
pouze v nékterych omezenich nebo nemusi byt pfitomna v tcelové funkci.

V tlohéach s ndhodnosti v tcelové funkci lze také rozsitit moznosti, jak definovat Gcelo-
vou funkci. Mizeme tedy zejména maximalizovat stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny nebo
minimalizovat jeji rozptyl. V souvislosti s ptrikladem optimalizace investi¢niho portfolia si
to Ize predstavit tak, ze maximalizaci stfedni hodnoty se snazime dosahnout maximalniho
zisku (ale uz nespecifikujeme rozptyl!), zatimco minimalizaci rozptylu dostaneme néjakou
hodnotu (nefesime jeji vysi), kterd se ale objevi s vysokou pravdépodobnosti.
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5.2. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

Néhodnost si lze velice jednoduse predstavit na pfikladu (5.11). Uvazujme nyni né-

hodnost v Gcelové funkei:

min(z; — 2)% + (zp — 3 — €)%

1,22

Tato zména se projevi v ndhodné velkém posuvu stredu paraboloidu. VSimnéme si, ze
miizeme, ale nemusime dostat ve srovnanim s vysledkem z pfikladu (5.11) stejné vysledky.
Posun je zndzornén sipkou. Cernou teckou je ozna¢eno piivodni Feseni a bilou te¢kou nové.

T2

Obréazek 5.1: Nahodnost v a¢elové funkei

Priméty vrstevnic neposunutého paraboloidu nejsou pro prehlednost zakresleny.

vV

formaci oblasti pfipustnych feseni. Zase muzeme, ale nemusime dostat rozdilné vysledky
ve srovnani s (5.11) Nédhodné veli¢iny zfejmé predstavuji pomérné velkou komplikaci.

Z2

Obrazek 5.2: Nahodnost v omezenich
Existuji dva zakladni zptisoby, jakymi mizeme nahodnost odstranit. Obecné se nahra-
zeni ulohy s ndhodou fika deterministicky prepis (Underlaying Programme, Deterministic
Equivalent). Existuje vice zpusobi, jak toho docilit. Dopodrobna jsou popsany napiiklad
zde [24]. ZaméFime se zde v kratkosti pouze na par z nich, které jsou pro nas dulezité.
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5.2. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

5.2.1 Wait-and-See

Tento piistup funguje presné podle svého nazvu. Do c¢estiny ho miizeme ptelozit jako
,Pockej a uvidis“. Funguje na podobném principu jako regresni analyza. Tedy na za-
kladé predchozich realizaci ¢ vypocteme pro kazdou z nich optimalni feseni podobné jako
kdyz pro méreni v regresi ur¢ujeme metodou nejmensich ¢tvercii bodové odhady regres-
nich koeficientii. Z tohoto ale vyplyva omezeni pouziti Wait-and-See (WS). V nékterych
problémech jednoduse nemtizeme odhadnout hodnotu ¢ nebo nemame k dispozici histo-
rii jejiho chovéani, pfipadné je nemozné zkoumat chovani této veli¢iny pomoci pokust.
Dilezité je to, ze o hodnoté £ miizeme rozhodnout uz pred aplikaci optimalizace a je na
piedchozim chovéni & zévislé. Toto rozhodnuti tedy oznac¢ime jako x(&). Uéelova funkce

pak méa tvar z = f(x(§),&).

5.2.2 Here-and-Now

Zde se musime rozhodnout dfive nez o realizaci ndhodné veli¢iny £ miizeme viibec néco
zjistit. Na rozdil od WS neméame k dispozici historii jejiho chovani ani nemtizeme prova-
dét experimenty. Navic rozhodnuti musi pro kazdou realizaci £ byt naprosto stejné, tedy
feSeni. Vétsina z nich je navic iteracni. Proto zptisobuji velké a komplexni Here-and-Now
(HN) tlohy spoustu problémi a jejich feseni trva fadové delsi dobu. Proto, je-li to mozné,
uprednostnujeme WS piistup. Obecné lze tcelovou funkci HN modelu popsat jako

= eéf(xag)a

kde ¢ je vhodny funkcionél ,odstranujici“ ndhodnost z funkce f.

5.2.3 Expected Value

Do cestiny se da prelozit jako ocekdvand hodnota. Nicméné i v Ceské literature se vétsinou
pouziva anglicky nazev. Jedna se o bezesporu nejcastéjsi zpisob urceni funkcionalu e.
Ocekavanou hodnotu urc¢ujeme riznymi zptisoby, nejcastéji ze zkusenosti nebo expertnim
odhadem. Pokud vime, Ze veli¢ina ¢ ma normalni rozdéleni, mizeme také pouzit stredni
hodnotu. O¢ekévanou hodnotu & ozna¢me £V, Uelova funkce pak mé obecné tvar

V= [PV (x) = fx,Ee(€PY)).

Rozlisujeme také Ezpected Value Objective (EO), ktery popisuje o¢ekavanou hodnotu

ucelové funkce:
2P0 = fPO(x) = Ee f(x,£79).

5.2.4 Scénarovy pristup

Jednim z dalsich pfistupi, jak dany problém fesit, jsou tzv. scéndrové dlohy (Scenario
Programmes). Uréime si z néjakého divodu dilezité realizace nahodné veli¢iny € a tyto
realizace ocislujeme. Jejich dosazenim do problému dostaneme skupinu scénaiti. Budeme
je oznacovat indexem s z indexové mnoziny S. Budeme chtit, aby ziskané celkové optimalni
feseni bylo splnéno na vSech scénérich.
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5.3. DVOUSTUPNOVE STOCHASTICKE PROGRAMOVANI

Ulohu stochastického programovani nejdiive preformulujeme nasledujicim zptisobem

IS|
min ) p, f(x, €, (5.16)
s=1
g(x,£°) <0VseSs, (5.17)
h(x,£%) =0Vs € S, (5.18)
xe (s Vs €S, (5.19)
kde nezdporna realna ¢isla p, € (0, 1) jsou pravdépodobnosti nastani jednotlivych scénaii,
15|
tedy ps = P(§ = £°). Budeme také potiebovat, aby >  ps = 1. Pak p, oznacujeme jako
s=1

vahy.
Jednotlivé individudlni scénare (Individual Scenarios Approach, Individual Scenario
Programme) pak maji nasledujici tvar

min f(x, &%), (5.20)
g(x,¢%) <0, (5.21)
h(x, &%) =0, (5.22)

x € (s, (5.23)

kde &° znadi realizaci ndhodné veli¢iny £ ve scénari s. Vidime, Ze se nam tuloha rozpadne
na sérii deterministickych problémii, které se lisi hodnotou £°. Jejich vyfesenim dosta-
neme s optiméalnich feSeni x®. V§imnéme si, ze oblasti pfipustnych feseni mohou byt pro
rizné scénare odlisné. Tedy optimalni feSeni scénéafe s; nemusi byt v scénaii s, viibec
pripustné! Ziejmé se chceme témto situacim vyhnout a proto zavadime pripustné resent
ulohy scendrove ulohy x* takové, ze

1) x* =% =) psz*,
sesS

2) x* € ﬂ Cs.
s€S

Prvni podminka nam 1ika, ze x* musi byt v jistém smyslu , primérnym* fesenim tlohy
(implementable). Druha ¥ika, Ze musi lezet v priniku oblasti pfipustnych Feseni jednot-
livych scénait (admissable). Nastava ovSem otézka, jestli nds podminka ¢islo dvé prilis
neomezuje. Nebylo by mozné v nékterych méné pravdépodobnych nebo nedtlezitych scé-
natich dovolit jistou neptipustnost celkového feSeni a tedy pfislusné omezeni relazovat?
Ukéazalo se, ze toto opravdu lze udélat. Jako nastroj ndm poslouzi penalizace, kterou
popiseme v nasledujici kapitole.

5.3 Dvoustupnové stochastické programovani

V angli¢tiné pod nazvem Twostage Stochastic Programming. Hlavni myslenkou je nasledu-
jici princip. Rozhodnuti, které pii volbé realizace u¢inime, je vzdy do urc¢ité miry chybné.
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5.3. DVOUSTUPNOVE STOCHASTICKE PROGRAMOVANI

Pokusime se jej tedy v kroku ¢islo dvé, poté, co se tato veli¢ina uz jistym zptisobem re-
alizovala, néjakym zpusobem opravit. Jednotlivé proménné a funkce ve stupni ¢ = 1,2
budeme znacit hornim indexem. Rozhodnuti v prvnim stupni oznac¢ime x a v druhém y.
V této casti uvedeme strucné pouze pojmy nezbytné pro zavedeni Progressive Hedging
algoritmu. Problematika je podstatné $irsi a lze ji najit napt. v [4, 18, 23].

5.3.1 Penalizacni tlohy zaloZené na scénarich

V angli¢tiné pod pojmem Scenario-based programmes with recourse.

V kazdém scénari urcujeme ,dtlezitou” nebo ,pravdépodobnou® realizaci £° ndhodné
veli¢iny €. OvSem timto ndhodné chovani zcela nepostihneme a mutze dojit k chybam ¢i
dokonce poruseni oblasti pfipustnych feseni. Pro nédpravu zavadime penalizaci (recourse)
Q(x). Je zfejmé, Ze penalizace musi zaviset také na ndhodné veli¢ing £ a tedy pouhé Q(x)
nestaci

Q(x,8): RxZ+— RU{oo}.

Funkce Q(x,§) se nazyva cena (mira) penalizace (recourse cost function). V optimali-
zacni tloze bychom ale znovu zavedli nahodnost, které jsme se pouzitim Here-and-Now
zbavili. Proto musime zavést deterministicky ekvivalent penalizacni funkce. Nejpouziva-
néjsim zpusobem je pouziti Expected Value objective (EO) (viz odstavec 5.2.3)

Q(X> = E£Q<X7 6)

Vracime se tedy ke znaceni Q(x) a tuto funkci nyni pojmenujeme funkci primeérné ceny
penalizace (average cost recourse function). Penalizaci lze dale v mnohém rozsifit a zo-
becnit, viz [23, 2, 18].

Penalizace nam reprezentuje chybu, které jsme se dopustili ,,potlacenim* nahodnosti &.
Logicky tedy chceme jeji velikost minimalizovat. Penalizacni funkce také mtze mit mnoho
ruznych tvari (zejména linedrni, kvadratickd). Také ji lze aplikovat riznymi zptsoby
(nejcastéji aditivné, multiplikativng). V nasem pfipadé individualniho scénéfe nas bude
zejména zajimat aditivni pouziti.

Soucéasti penalizacni funkce byvaji casto rozlicné vahy, které ndm umoznuji rozhod-
nout, jak velkou nepfipustnost feseni budeme chtit tolerovat. Jejich nastaveni byva ob-
vykle predmétem zkouseni a ladéni.

Penalizace se pouziva nejcastéji jako linearni funkce. V tlohach, kde by méla smysl
kvadratickd, se penalizace nahrazuje pomoci rozgireného langrangianu (augmented lagran-
gian). Principem tohoto pfistupu je, Ze tcelovou funkci nahradime Lagrangeovu funkci
(langrangidnem) v rozsifeném tvaru. Uloha se pak Fesi iteracné, odhad v nasledujici ite-
raci je vzdy lepsi nez v té pfedchozi. Vice o tomto pfistupu v [2, s. 485].

Velkou vyhodou rozsiteného lagrangianu oproti obycejné penalizaci je rychlost konver-
gence [2]. Pfipomerime, Z%e penalizace mize nabyvat az hodnoty nekonecno, coz znaci, ze
dané tloha za pouziti dané realizace £ nema feSeni). Dalsi velkou vyhodou je diferenco-
vatelnost lagrangianu, coz nam umoznuje vyuzit pro feSeni tloh velice Siroké spektrum
algoritmii, které ke spravné funkci informaci o derivaci ucelové funkce vyzaduji.

Hlavni myslenkou scénarového pristupu je uvazovat ¢ jako nahodnou veli¢inu konec-
nym diskrétnim rozdélenim, tedy |{| < oo. Chovani veli¢iny & reprezentujeme scéndri,
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které znac¢ime indexem s, s € S. Kazdy scénar nam reprezentuje realizace £°. Dale ozna-
¢me rozhodnuti v druhém stupni y, = y(£®). Pak lze penalizaci pomoci EO prepsat jako

S
BeQ(x,6) = > pQ(,8).
s=1

Prislusny deterministicky ekvivalent scénarové tlohy s penalizaci pak dostaneme v nasle-
dujicim tvaru

S
mxin f(X) + ZpsQ(Iv 58)7
s=1

gl(x) S O\V/S S Sa
hi(x) =0Vse S,
x e (s VseS,

kde Q(z,&*) ziskdme vyFeSenim
Qx, &) = minq(x,ys, £°).

t1(x, %) + 2y (£),€7) <0,
t2(X7 fs) + h2(Y(§S>a fs) =0

Vektor q popisuje ,cenu® penalizace v druhém stupni (podrobnéji v [18, 23]).

5.3.2 Struktura dvoustupniovych tuloh

Dvoustupriové ulohy, jak byly zavedené vyse, maji pfesné danou strukturu.

rozhodnuti x; realizace §° rozhodnuti y (&5, x1)

Vsimnéme si, ze rozhodnuti x a y jsou zavislé pouze na realizaci veli¢iny ¢ v predchozim
stupni. Tato velice dilezita vlastnost se v angli¢tiné nazyva nonanticipativity, coz lze do
Cestiny prelozit jako nepfedvidatelnost. Rikd nam, Ze rozhodnuti ve stupni ¢ provadime
vzdy dfive, nez mizZeme pozorovat realizaci nahodné veli¢iny &;.

Jednotliva rozhodnuti nam také vytvareji specifickou strukturu. Nazyvame ji strom
rozhodnuti (decision tree). Napiiklad pro |S| = 2 ziskdme strom na obrazku 5.3.2.

Pokud pouzijeme podminku neocekéavatelnosti jako omezeni (explicit nonanticipativity
constraints), muzeme strom rozhodnuti pfepsat na nasledujici tvar split-variable formu-
lation znazornény obrazkem 5.3.2.

Tato vlastnost je velice diilezita, protoze nam dovoluje Uplnou separaci scénaiid a tim
padem umoznuje jejich paralelni vypocet. Podminku neocekavatelnosti zde reprezentuje
tenka svisla cara, ktera ,svazuje“ navzajem si odpovidajici proménné.
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Obrazek 5.3: Dvoustupnova uloha - strom rozhodnuti
i=1 i=2
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Obrazek 5.4: Dvoustuptiova tloha - strom rozhodnuti (split-variable)

5.3.3 Progressive Hedging Algorithm

Progressive Hedging Algorithm (PHA) je algoritmus pro vicestupiiovou stochastickou op-
timalizaci se scénafovou dekompozici. PouZiva se k feSeni zejména nelinedrnich tloh (pro
linearni problémy lze vyuzit také, nicméné pro né je z diivodu rychlejsi konvergence vhod-
néjsi pouzit L-Shaped metodu [0, s. 555]). Tento algoritmus byl navrzen v roce 1989 (resp.
1991) R. Tyrrellem Rockafellarem a R. J-B Wetsem [25]. Algoritmus pracuje na zakladé
dekompozice tlohy na scénare. V kazdé iteraci se nezavisle na sobé spocitaji jednotlivé
scénéte (viz 5.2.4)a jejich FeSeni se z hlediska pravdépodobnosti nastani danych scénéii
zprumeéruji. Do ucelové funkce scénari se pridava penalizace, kterd zvysuje jeji hodnotu,
pokud se dané lokélni feSeni lisi od pramérného feseni (5.2.4). Chova se tedy jako met-
rika. Dale se kazdému lokalnimu feseni prirazuji v kazdé iteraci vahy, které tikaji, jak moc
je toto feseni ,hodnotové“ blizko primeérného feseni. Algoritmus iteruje az do té doby,
nez je splnéna ukoncovaci podminka. V té je pomoci konstant zahrnuto, do jaké miry se
lisi primérna feSeni mezi dvéma iteracemi a rozdil mezi primérnym feSenim a lokalnim
feSenim ve scénafrich.

PHA se diky své robustnosti pomérné intenzivné pouziva v rozli¢nych aplikacich. Do-
voluje nam totiz pouzit nejen nelinearni ucelovou funkci, ale zejména nelinearni omezeni
ve formé nerovnosti. Pokud také mame k dispozici optimalizacni solver, ktery nevyuziva
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informaci o gradientech tucelové funkce a omezeni, nemusi byt dokonce tyto ani diferen-
covatelné! To nam dava obrovskou svobodu pfi formulaci tloh.

Pro jednoduchost uvedeme algoritmus ve formé pro dvoustuprovou tlohu. Obecné lze
nalézt v [1, 25, 23].

Dvoustuprniovy PHA

7 duvodu vétsi prehlednosti a nazornosti provedeme nasledujici preznaceni. Oznacme jed-
notlivé scénare indexem s, s € S, iterace algoritmu znac¢ime j. Déle x oznac¢me rozhodnuti
v prvnim stupni a y rozhodnuti v druhé stupni. Vektorem w’(s) ozna¢me vahy. Matice
X je n x 2 matice primérnych feseni, ps, s € S vahy scénéart z hlediska jejich pravdépo-
dobnosti.

Inicializace
Zvolme parametr penalizace p > 0 a ukoncovaci kritérium ¢ > 0. Ozna¢me |S| = L.
Nastavime °(s) = w’(s) = 07 Vs € S a itera¢ni index j = 1.

Hlavni algoritmus

1. Pro kazdé s € S spocitejme

. 1 :
min f(x,y, ) + Wi (s)Tx+ Splx =% s) |, Xy € €

X,y

a ozna¢me feSeni jako X7(s) = (x7(s), y’(s)).

2. Pro kazdé s € S spocitejme X/ (s) = (%7, 37(s)):

X(s) =% = Zpsxj(s),

SES

y(s) =y(s).
Pokud ukoncovaci podminka
0= <L|!5<j1 =[P4l s) = S )P+ D pallX(s) - ﬁj\|2) <e,
ses ses

pak algoritmus zastavime a X7(s) = (%7, §7(s)) je FeSenim problému s chybou mensi
nez . Jinak Vs € S spocitejme

w/(s) = w7l (s) + p(x(s) — %/ (s)),
nastavime j = j 4+ 1 a pfejdeme na dalsi iteraci.

K algoritmu uvedeme par komentaii. Pro jeho chod je nesmirné dilezité vhodné zvo-
lit nastaveni parametrii p, které ovliviiuje velikost penalizace, a ¢, zadsadnim zpisobem
rozhodujici o presnosti vysledku a poctu iteraci. VSimnéme si také, ze penalizace ma tvar
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rozsireného langrangianu zminéného v kapitole 5.3.1. To je velice duleZité, nebot pravé
tento langrangian je diivodem, proc¢ lze pristoupit k tplné dekompozici scénari. DalSim
dilezitym poznatkem je, Ze optimalizacni algoritmus volame nezavisle pouze na jednotlivé
scénére. Diky tomu mtizeme, pokud jsou funkce f(x,y,s) a jednotlivd omezeni diferenco-
vatelnd, pouZivat k jejich vyfeSeni Sirokou skalu (rychle konvergujicich) optimalizacnich
algoritmi. Nevyhodou algoritmu je velice pomalé celkova konvergence. Diky tomu se prak-
ticky nepouziva pro linearni problémy. Zde upfednostiiujeme zejména na linearni modely
specializujici se L-Shaped metodu, kterd poté vede na Bendersovu dekompozici [23].

Hlavnim cilem préce je aplikace PHA na deterministickou tlohu, ve které se jistym
zpusobem objevuje analogie ndhodnosti. Nicméné stale bude tato analogie determinis-
ticka, a tedy nebude diivod ,opravovat® feSeni v dalsim stupni tlohy z hlediska nahod-
nosti. Proto si bohaté vystacime pouze s jednostupnovym PHA algoritmem, ktery ma
nasledujici tvar.

Jednostupnovy PHA

Inicializace
Zvolme parametr penalizace p > 0 a ukoncovaci kritérium € > 0. Nastavime pocatecni
hodnoty #%(s) = w’(s) =0 Vs € S a iteraén{ index j = 1.

Hlavni algoritmus

1. Pro kazdé s € S spocitejme
: i—1( \T 1 Li—12
mmf(x, S)+WJ (3) 'X—|—§p||X—XJ || y X € Csa

a ozna¢me FeSeni jako x7(s).

2. Spocitejme X/ = Zpsxj(s).
sES
Pokud ukoncovaci podminka

0= (ilﬁ”“l =P+ pl%(s) —fa‘n?) <e
sesS

pak algoritmus zastavime a %X/ je feSenim problému s chybou mensi nez e. Jinak
Vs € S spocitejme ‘ ‘ ‘ '
w(s) = w7 (s) + p(x! (s) — %),

nastavime j = 7 + 1 a pfejdeme na dalsi iteraci.

Pro ilustraci toho, jak PHA funguje, uvazujme nasledujici jednoduchy ptiklad se dvéma
scénari
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Piiklad (Jednostupniovy PHA)

Vyfteste pomoci jednostupnového PHA algoritmu tlohu

min py f1(z1, 22) + pa2fo(z1, 22),

T1,T2
fi(z1,@e) =221 + 19, 0 <27 <2, 1 <2y <3,
fa(x1, @a) =21 4+ 229, 1 <27 <3, 0 <2y <2,

kde ps jsou vahy ve scénari s. Uvazujte p; = po = 0.5.

Reseni. Nejprve oznac¢ime oblasti piipustnych feseni na scénéii s jako Cy. Déle apliku-
jeme algoritmus pro jednostupniovy PHA, takZze mame pouze rozhodnuti prvniho stupné,
které ovSem uvazujeme ruzné pro kazdy scénaf s a dle predchozich odstavet znacime x(s).
Mame dva scénare s € S = {1,2}. Graficka reprezentace je na nasledujicim obrazku. Ob-
lasti pfip. feseni Cy zde tvori ¢tverce. Funkce f; a fy jsou vyznacCeny jako fezy rovinou
(71, 79). Déle —V f(s), tedy spadové sméry, naznacuji Sipky. Reseni na scénaiich ve vy-
znamnych iteracich jsou vyznacena kolecky. Posloupnost odpovidajicich feseni X oznacuji
k¥izky. Tato primérnd feseni x jsou vzhledem k p; = p; = 0.5 na ose mezi prazdnymi
kolecky znazornénymi fesenimi x(s)7.

Vidime, ze algoritmus se snazi minimalizovat G¢elovou funkci nad jednotlivymi C ne-
zavisle na sobé. Algoritmus skon¢i v misté k priniku oblasti C, protoze zde dostavame pro
oba scénaie nulovou penalizaci. Také je naznaceno, Ze u x(s)’ vzdéalenégjsich od ziskaného
opt. feseni je rozdil [x(s)? — x(s)?~1| vétsi. Zde se pravé projevuje vliv penalizace, ktera
hodnotu tcelové funkce pro neptipustna feseni timérné s mirou této nepripustnosti zvy-
suje. Cim bliZe jsme pFipustnému optimalnimu feseni, tim je vliv penalizace na hodnotu
ucelové funkce mensi a blizime se k nému pomaleji.
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Obrazek 5.5: Vizualizace ulohy jednostupniového PHA se dvéma scénari
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6 Optimalizace kontinualniho liti
pomoci dekompozice

Hlavnim tkolem této prace je prozkoumat, zda lze Progressive Hedging Algorithm pou-
zit pro zefektivnéni vypoctti nutnych pro optimalni fizeni kontinudlniho odlévani oceli.
Optimalni fizeni zde budeme reprezentovat tilohou reakce systému chlazeni na nespojity
skok lici rychlosti v,. Tento problém ndm umoznuje velice pfirozené navazat na predchozi
kapitoly. Samoziejmé se nabizi spousta variantnich tloh. Nékteré z nich, véetné postupt
k jejich feSeni, jsou k nalezeni v [3].

6.1 Formulace ulohy

Jednou z optimalizac¢nich tloh, kterou potfebujeme pii fizeni procesu kontiliti Tesit, je
ndhla zména lici rychlosti v,y. Diky této zméné se zacne teplotni pole uvnitt sochoru
ménit, az se ustali v novém stacionarnim stavu, odpovidajicimu nové lici rychlosti v.;.
Tato udalost mize mit katastrofalni nasledky. Mohou nastat dva scénafte:

1) v,1 > v, tedy dojde ke zvysSeni lici rychlosti. V tomto pfipadé muze dojit vlivem
prilis rychlého chlazeni ke vzniku prasklin uvniti i na povrchu sochoru. Tyto vady jsou
neopravitelné a vedou tedy ke znacné ekonomické ztraté (2.4).

2) v,1 < v,0, kdy sochor zpomali. Zde hrozi hlavné prodlouzeni metalurgické délky so-
choru az za hranici oblasti sekundarniho (pfip. tercidlniho) chlazeni. Tekuté jadro se
muze dostat az k délicimu zafizeni, coz ma za nasledek jednak jeho poniceni ulpivaji-
cim materidlem, tak také znehodnoceni celého tiseku sochoru. Po ufiznuti totiz dojde
k extrémné rychlému ochlazeni jadra, coz mé za nésledek vznik prasklin a dokonce
vede k zméné geometrie sochoru. Znovu se jedna o neopravitelné vady, i kdyz nyni
lze alespon c¢asti sochoru, které jsou dostatecné vzdaleny od konct rozdéleného tiseku,
zachrénit.

Nastésti lze v omezené mire vychylky v lici rychlosti kompenzovat. Jednim z nejjed-
nodussich Teseni je reagovat zménou intenzity vodniho chlazeni. V prvnim ptipadeé, tedy
V,1 > U0, bychom chlazeni zintenzivnili. V druhém pripadé ptichazi v ivahu samoziejmé
sniZeni intenzity. Otazkou zbyva, jak zjistit presné (optimélni) hodnoty chladiciho systému
po zméné soustavy. Na ni se pokusime dat v nésledujicich odstavcich odpovéd.

Logicky tedy budeme chtit, aby se teploty v mistech snimani pfed a po zméné rychlosti
rovnaly. Oc¢islujme-li jednotliva ¢idla indexy n, n =1,..., N a zavedeme funkci

N
f(vz0,v21) = Z T, = T,
n=1

kterou chapeme jako soucet rozdili ve vSech kontrolnich bodech v absolutni hodnoté.
Ziejmé pozadujeme, aby tento soucet byl co nejmensi. Piirozené nam vzniké minimaliza-
¢ni tloha s ucelovou funkei f(v,q, v,1). Dale vime, Ze teplotni pole zavisi nejen na lici rych-
losti, ale také intenzité chlazeni. Jednotlivé samostatné regulovatelné celky tohoto chlazeni
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muzeme reprezentovat parametrem prestupu tepla. Oznacme jej htc,,, m =1,..., M, kde
M je celkovy pocet chladicich celkti. Tedy mizeme zapsat

f = f(vw0, htcrg, . .., htcaro; v, htern, ... htean).

Tento zapis je ale velice dlouhy a neprakticky. Uvazujme tedy vychozi stav jako pevny
a omezme se prozatim pro jednoduchost na piipad M = N = 1 (Asek s jednim ¢idlem
a jednou soustavou trysek). Dale zrusme nyni zbytecnou indexaci dle m a n. Dostaneme
ucelovou funkei f(v.1, htc), kde v,; chapeme jako parametr a htc jako proménnou.

K formulaci tlohy nam chybi omezeni. Prvni jejich ¢ast tvofi fyzikalni a technicka
omezeni. V tomto pfipadé se jednd zejména o intenzitu chladiciho Gcinku trysek, kterou
ohranic¢ime

htcmin < hte < htcpax.

Pro dolni omezeni zpravidla volime htcpy, = 0 Wm™2K ™!, jenZ popisuje vypnutou trysku.
Shora htc omezime htcpae = 1000 Wm 2K 1.

Dalsi ¢ast omezeni tvori zavislosti teplot na dvojici (v,., htc.). Bohuzel, tuto zavislost
nelze vyjadiit funkei, protoze T dostéavame jako vysledek numerického (iterac¢niho) algo-
ritmu 4.2. To pusobi zna¢né komplikace zejména pii vybéru algoritmt pro feSeni tlohy
(5.3.3).

Celou tlohu lze tedy zapsat v néasledujicim tvaru:

Hf}tin |Tvzo - T'Uzl (Uzlv htC)|, (61)

T,., - NUM.MODEL(uv.,1, htc),
htcmin S htc S htcmaxu

kde teplotu v ¢idle T,.; ziskdme spocitanim numerického modelu 4 pro konstantu v,;
a parametr htc. Jedné se o omezeni ve tvaru rovnosti. Tato tloha vypadé na prvni pohled
velice jednoduse. Nicméné musime si uvédomit, Ze teplota v ¢idle je obecné zavisla na
teplotach v celém okoli. Pro ziskéani jeji hodnoty musime vzdy piepocitat cely model,
coz vede k vysoké vypocetni narocnosti. Navic optimalizac¢ni algoritmus fesici ilohu musi
yzkouset® jednotliva htc a sledovat, jak se zméni velikost c¢elové funkce. Pii kazdé nové
hodnoté htc se musi cely vypocet znovu prepocitat.

Rozsifme si nyni tuto tlohu na problém popsany obrazkem 2.6. Nejprve vytvoime
primarni delent, stejné jako v numerickém modelu. Déle rozdélme sochor podélné na
Netem Casti a toto déleni nazvéme sekunddrnim délenim. 7Z dtvodi, které jsou vysvétleny
v odstavci 6.2, pouzijme presazenou sit - ve sméru osy z se budou elementy prekryvat.
Pocet priifezii, které elementy s a s + 1, s = 1,..., Neem sdileji, oznacme ny¢ et

Predpokladejme, ze kazdy element s mé sviij vlastni chladici okruh reprezentovany ko-
eficientem prenosu tepla htc,'. Pfedpokladejme, ze uvnitt kazdého elementu bylo umisténo
teplotni cidlo.

Kazdy z nich pak miizeme reprezentovat sloupcovym vektorem x,, jehoz prvky jsou

e vektorizované prvky primarniho déleni T(r, ¢, z) elementu s,

17Zde oviem nastava problém v oblasti pfekryvu, kterd patii doc dvou elementt. Situaci vyfesime tak,
7e v presahu prvki s a s + 1 pouzijeme htc,. Za touto volbou je hlubsi v§znam. Uloha zndzornéné 2.6
patii mezi tzv. dlohy s volnym pravgm koncem. Na levém okraji ve smyslu soufadnice z zname teplotu
presné. Vlivem OP na plasti sochoru dochézi k jejimu snizeni, coz ovliviiuje teplotu na pravém konci.
Proto ma vétsi smysl ztotoziovat htc v presahu s levym elementem nez naopak.
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e vektor parametria Param = (htc,,v,).

Symbolem x pak ozna¢me sloupcovy vektor vznikly slozenim vSech x,. Strukturu déleni
a X popisuje obrazek 6.1.

Nof fset
Element 1
L] L] L] [ ] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
T = ["I/'Ll,l; ey Tnr 1y Tarmp,ly - - - -,mnr,n'\o,nz—noffs“-,"I/'nr,ngo,nz—noffsgt+lu <oy Tnrne,nzs P(I,T’(Lﬂl(l) cee ,P(LT(I,TI’L(HP), Z1,1,15-- }
oblast prekryvu parametry elementu 1
(hte, v,)
Reprezentace elementu 1
Pokracuje elementem 2
Obrazek 6.1: PHA struktura vektoru x”
Zadani problému tedy také rozsifime. Hleddme vektor htc = (htcy, ..., htc,,,. ) re-

prezentujicich chlazeni takovy, ze teplotni pole po ndhlém vykyvu z idealni lici rychlosti
V50 na v,1 se zméni co nejméné.

6.2 Prostorova dekompozice uzitim PHA

Hlavnim cilem prace je prozkoumat moznost aplikace prostorové dekompozice na tilohu op-
timalizace teplotniho pole pii kontinualnim odlévani sochoru kruhového prirezu. Budeme
se zabyvat zejména otazkami, zda tato dekompozice ma z hlediska vypocetni efektivity
smysl. Prakticky to znamena, jestli casova tspora, kterou paralelizaci ziskame, prevazi do-
datecné rezijni naklady, které jejim pouzitim vzniknou. Prace navazuje na prvotni snahu
aplikovat prostorovou dekompozici pti vypoctu napéti v nosniku, kterou ve své diplomové
praci tispésné obhajila Ing. Sabartova [25]. Aplikaci Progressive Hedgingu dokézala vyhod-
nost paralelizace u tohoto problému. Na tuto diplomovou praci navazujeme a vyuzivame
ziskané vysledky. V urcitém smeéru ji také rozsifujeme, predevsim rozsitenim tlohy na vice
dimenzi a také aplikaci na vylozené deterministicky problém. Na rozdil od Ing. Sabartové
se zabyvame explicitnim numerickym algoritmem (na rozdil od metody kone¢ngch prvki
pouzité v [28]), coz m4 pro aplikaci PHA veliky vyznam.

Zopakujeme zde nékteré definice z minulého odstavce. Je to ¢isté z toho divodu,
abychom je nyni uvedli do souvislosti s PHA.
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Jak uz bylo feceno, hlavni myslenkou prostorové dekompozice je rozdéleni vypocetni
domény na nékolik ¢asti (sekunddrni délend). Primarnim délenim oznacujeme diskretizaci
pouzitou v numerickém modelu. Z vysledku [28] ale vyplyva, Ze to samo o sobé nestadi.
Kvili konvergenci PHA je nutné vytvotit sekunddrni sit s prekryvem (presazenou sit).
Kazdy ze sekundarnich elementd poté povazujeme za scendr. V této tloze se objevuje
jedna specifickd vlastnost. Pocet scénaiti neni pro vSechny body stejny. U elementii mimo
oblast presazeni existuje scénaf pouze jeden, naopak pro prvek z oblasti prekryvu existuji
scénéfe dva (reprezentace levym a pravym elementem).

Pokud bychom se na problém podivali z pohledu stochastické optimalizace, mame
vlastné nékolik tyci o velikosti jednoho sekundarniho elementu, na které mame nahodné
teplotni pole. Jednotlivd data na elementech (teploty v bodech primarniho déleni) jsou
realizacemi této nahodné velic¢iny.

Pro nasi tlohu je zdaleka nejvyhodnéjsim zptisobem sekundéarni diskretizace déleni ve
sméru souradnice z. Kazdy element, az na prvni, bude mit stejné okrajové podminky v ose
z. Vime, zZe se jednd o tlohu s volnym pravym koncem, takze i ziskavame vypocetni smér,
ze kterého bude tloha nejrychleji konvergovat. Navic kazdy element, s vyjimkou prvniho
¢i posledniho, bude mit stejnou velikost. Vyrazné nestejny rozsah elementi by zptisoboval
zpomaleni vypoctu.

P¥i aplikaci jednostupniového PHA je nutné pracovat s vektorem proménnych (obré-
zek 6.1). To je celkem nepifjemné komplikace, protoZe pro teplotni vypocet zase potie-
buje reprezentaci problému jako tfidimenzionalniho pole. Neda se tedy mezi numerickym
vypoctem a PHA vyhnout prevadéni proménnych z jedné formy do druhé. Budeme se
drzet znaceni z odstavce 5.3.3 s malymi apravami. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o jed-
nostupnovou ulohu, nebudeme pouzivat dolni index ke znaceni stupné, ale ke znaceni
scénare. Toto TeSeni umozni znaceni zpiehlednit. Elementy sekundarniho déleni budeme
indexovat s, s = 1,..., Neem. Optimalizacni tloha bude mit tvar velice podobny tvar jako
(6.1). Diky penalizaci v ucelové funkci je ale nutné pracovat s vektorizovanou primérni
diskretizaci. Kontrolni body elementu s ozna¢ime pro prehlednost x7 s ,..:

mgl |xT,s7v20 - xT,s,vzl| + szs + g”xs - )A(s||2a (64)

ht
27,5021 < NUM.MODEL(v,1, htcy),
htcs min < htcs < hicsmax,

kde wl zna¢i vahovou funkci PHA pro element s, x, je vektor proménnych odpovidajici
elementu s (popsan na obrazku 6.1) a x, vektor primérnych feSeni. Parametr p urcuje
,miru‘ penalizace. Algoritmus sestava ze dvou casti. Jako prvni musime v kazdé iteraci
spocitat nové optimalni numerické pole, zalozené na datech ziskanych z predchozich iteraci
(obréazek 6.2).
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2=0 T, j, k) :

j=m

Pro kazdy scénai (element) spocitdme optimdlni teplotni pole.

l
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l 1. Vypocet scénaru
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|
|

|
|
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Element 1 :
|
|
L

Element 2

Element 3

2. Progressive Hedging

Obrazek 6.2: Prvni vypocetni faze PHA - diskretizace, scénare

Déle po vypoctu jednotlivych scénaiti postupujeme dle algoritmu 5.3.3. Spocitame pro
kazdou oblast pfekryvu %,2 a dosadime je na piislusna mista vektoru x. Upravime vahy,
vyhodnotime ukoncovaci kritérium a provedeme aktualizaci vektorti predchozi iterace.
Musime uvédomit, Ze algoritmus pocita numericky vypocet a zaroven optimalizac¢ni tilohu.
Proto budou ze zacatku teplotni rozdily v ¢idlech v fadu desitek az stovek stupit, nez se
dostaneme na odpovidajici hodnoty teplotniho pole pro rychlost v.; a optimalizace za¢ne
davat smysluplné vysledky..

6.3 Paralelizace

Jak uz bylo Teceno, tato optimaliza¢ni tloha je z divodu prepocti teplot pri optima-
lizaci velice vypocetné narocna. Prirozené vyvstava otazka, zda by neslo vypocet néjak
zefektivnit. Zde se nabizi dvé cesty:

e Zvyseni efektivity numerického vypoctu.

e Zvyseni efektivity optimalizace.

2Musime si uvédomit, Ze lici rychlost ve viech elementech je stejna. V PHA to musime zarucit vynétim
z optimalizace na scénafich a poté sdruzenim vsech rychlosti z jednotlivych scénait do jednoho mista
vektoru x. Nejlogictéjsi volbou je jeho konec. Pokud bychom to neudélali, dostaneme naprosto odlisné
a samoziejmé chybné vysledky.
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|
|
|
|
|
Nof fset

|
|
|
Element 1 :
|
|
.

Element 2

oblast PHA

Element 3

oblast PHA

T
|
|

. |
j=m+1 |
|

|

|

Obrazek 6.3: Druhé vypocetni faze PHA

Efektivité numerického vypoctu se vénujeme v 4.2. Zvyseni rychlosti optimalizace lze do-
sahnout zejména dobrou volbou optimaliza¢niho algoritmu. Dilezitad neni pouze rychlost
vypoctu (u iteracnich solverti konvergence), ale i vhodnost pro danou tlohu (specializo-
vané algoritmy).

Pti zvysovani efektivity vypocti ale existuje i dalsi cesta. Jde o myslenku paralelizace.
Struc¢né feseno, se jedna o pristup, kdy se snazime rozdélit celkovy objem vypocti na né-
kolik c¢asti, které poté pocitame zaroven. Teoreticky lze tedy dosahnout pro n vypocetnich
jednotek n-nasobného snizeni ¢asové narocnosti.

Tento pristup je ale ze své podstaty z hlediska aplikace vyznamné omezen. Ma smysl
jej pouzit pouze pro tlohy, ve kterych se vyskytuji svou strukturou navzajem identické
podulohy (dil¢i problémy), které se 1isi pouze daty. Nutnym predpokladem je také uréita
izolovanost, dil¢i problémy nesmi byt provazané.

Idealnim prikladem, na kterém miizeme demonstrovat potfebné vlastnosti, je nasobeni
matic Méjme néasledujici matice A(m x n), B(n x p), C(m X p).
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Nasim tkolem je spocitat soucin C' = A - B. Prvek soucinové matice c;; dostaneme dle

n
Cik = E ajibika
i=1

Vidime tedy, Ze pro prvek cj; potfebujeme znat pouze j-ty fadek matice A a k-ty
sloupec matice B. Nepotifebujeme pro jeho vypocet znat celou matici. Tim padem lze
cely vypocet C rozlozit na nekolik subproblémii, které po svém vyteseni slozi matici C'.
Toto ma obrovsky vyznam, protoze prakticky veskera numerickd matematika vyuziva ve
formulaci tloh nasobeni velkych matic. Paralelizace maticového nasobeni je implemento-
véna prakticky ve v8ech softwarech, at uz implicitné (Matlab) ¢ pomoci riiznych knihoven,
¢asto zaloZenych na Fortranu (LAPACK, BLAS, OpenBlas...).

Toto je jeden z diivodii, proc se také snazime pii numerickych vypoctech uprednostio-
vat implicitni feSeni ¢i skladani linearnich zobrazeni. Tyto tlohy se totiz daji pfevést na
nasobeni matic.

Lze ale paralelizovat i vybrané tulohy, které nejsou uplné dekomponované. Pokud ta-
kova provazanost existuje, pak ji musime néjakym zptisobem obejit. Zde se ukazuje velika
sila PHA, ktery nezavislosti scénait dosahuje pomérné jednoduchym zpiisobem.

Predpokladame, Ze nastanou scénare 1 a 2. Kazdy z téchto scénaii ma pravdépodob-
nost realizace. Predpokladejme, ze vyTesenim optimalizac¢ni ilohy na scénarich dostavame
rizné vektory x; a x. Vypocitame primérné feseni X. Spocitame pro kazdy scénai va-
hovou funkci, kterda nam fika, jak moc se lisi od primeérného feseni. Ty =z, které jsou
hodnotami k x nejblize, maji hodnoty vah nejvyssi. Timto zptsobme iterujeme porad do
té doby, nez je splnéna ukoncovaci podminka, ve které se vyskytuje velikost zmény prameér-
ného Teseni mezi iteracemi a také rozdil feseni primérného a téch na scénarich. Provaza-
a tim zpusobem muzeme jednotlivé scénare paralelizovat. Vypocty PHA algoritmu jsou
v porovnani s optimalizaci trivialni.

Nésobeni matic je typickym pfikladem prostorové dekompozice (spatial decomposi-
tion), jejimz hlavnim principem je déleni oblasti, se kterou pocitame. V optimalizaci se
¢asto pouziva scéndrovd dekompozice (scenario decomposition) [18].

6.3.1 MozZnosti paralelizace

7 hlediska moznosti volby typu hardwaru, ktery budeme chtit pouzit, se nabizi zejména
grafické karty (GPU) a procesory (CPU). Grafické karty se skladaji ze stovek jednodu-
chych vypocetnich jednotek. Diky tomu se hodi zejména pro vypocty, ve kterych se vy-
skytuje spousta jednodussich dil¢ich tloh. Oproti tomu procesory maji pouze jednotky az
desitky jader. Jejich vykon je oproti vypocetnim jednotkdm GPU tadové vyssi. Hlavnim
rozhodovacim parametrem je tedy zfejmé narocnost dil¢i tlohy.

K praktické implementaci paralelizace si lze vybrat nékolik druhii softwaru. Pro gra-
fické karty (dnes uZ i procesory) se nej¢astéji pouziva programovaci jazyk OpenCL. Jedna
se o obdobu jazyka C, resp. C++, kterd je pfizptsobena architektuie grafickych karet
(speciélni typy proménnych, struktura programovani, extenzivni podpora zpracovani ob-
razu apod.). Velkou jeho vyhodou je nezavislost na platformé a hardwaru. Jeho variantou
je CUDA od spolecnosti NVidia. V mnohém je tento jazyk lepsi, nicméné jeho podpora
je omezena na grafické karty od této spole¢nosti.
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Pro procesory se nabizi hlavné protokol MPI (Message Parsing Interface), resp. jehoZ
open-source implementace OpenMPI. Strukturou je také podobné jazyku C++. Nabizi
opravdu Siroké moznosti synchronnich i asynchronnich vypoctt na vice jadrech ¢i CPU.
Dalsi zndmé platforma se nazyva OpenMP [11], jejiz vyhodou je velice jednoduché pou-
zivani. Za to se ale plati omezenim na vypoéty pouze na jednom poéitaci (pracuje totiz
se sdilenou paméti (shared memory). Pro demonstrac¢ni ptiklad v této préaci ale OpenMP
plné dostacuje a proto byl vybran jako prostfedek, kterym budeme tlohu paralelizovat.

6.4 Vysledky

Resens tloha byla naprogramovana v jazyce C-++ vyuzitim knihovny Armadillo (B).
Z divodu snazsi kompilace knihoven jsme jako vhodnéjsi systém vybrali linuxové prostiedi
Linux Mint zaloZené na Ubuntu®. Program je podrobn&ji popsan v piiloze D.

Tabulka 6.1: Parametry dekompozi¢ni tilohy

Technické parametry Numerické parametry

Polomeér sochoru 0,1m Délka vypocetni oblasti 20m
Délka krystalizatoru lm drg 0,01m
Délka tercialniho chlazeni dSm  dypy 5
Lici teplota 1550°C  dz 0,1m
Teplota okoli 25°C  dr 0,58
Rozsah htc trysek 250 — 1000 Wm—2K~!  Pocet iteraci 5000
Parametry dekompozice Optimaliza¢ni parametry

Lici rychlost v,q 1,0mmin~t Krok htcsiep OpE. alg. 50
Lici rychlost v, 1,2mmin~'  Pocet iteraci PHA dle typu
Piv. htc trysek 500 Wm—2K~!  Penalizace p 0
Podet scénaft nejem 4 Ukoncovaci parametr & 0
Pocet Tezti z v elementu 60

Piekryv elem. s a s + 1 25%

Pro vypocet optimalizacni tlohy na elementech (konkrétné omezeni danych diferen-
cialni rovnici vedeni tepla) se vyuziva t¥ida pro vypocet numerického modelu, ktery byl
odvozen v kapitole 4. Pro optimalizaci potfebujeme pouze mirné odlisné parametry metod.

Parametry optimaliza¢ni tlohy shrnuje tabulka 6.1. Nejprve si pro parametry ,ide-
alniho“ nastaveni systému vygenerujeme n.,, kontrolnich bod@i umisténych po jednom

3Defaultné je pritomen kompilator gecc. U Windows je bud nutné nainstalovat MinGw, nebo pouzit
zpoplatnénou verzi Microsoft Visual Studio.
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v kazdém elementu tésné pod povrchem®. Béhem vypoétu PHA se snaZime na jednotlivych
scénarich minimalizovat odchylky teplot vzniklé po skokové zméné v,y — v,;.

Po spocteni llohy dostavame optimalni parametr chlazeni, které jsou spole¢né s rozdily
teplot v ¢idlech shrnuty v tabulce 6.2.

Tabulka 6.2: Vysledky pro tlohu 6.1

Model ‘ Paralelni Sériovy

Cidlo 1 2 3 4 1 2 3 4
htc 600 700 600 250 | 600 700 600 250
AT -3 4 -1 41 =3 3 =2 3

Vidime, Ze pro parametry 6.1 dosahujeme v 6.2 rozdilu teplot mezi stavy 0 a 1 v fadu
jednotek. Vyjimkou mtze byt posledni element, jez se nachazi vétsinou v zoné tercialniho
chlazeni, a tedy nemiizeme jeho chlazeni ptilis regulovat. Musime si navic uvédomit, ze
zvysenim lici rychlosti nedochazi pouze k posunu teplotniho pole, ale spise k deformaci.
Proto i nulovy rozdil teplot v misté ¢idel nebude znamenat, ze je metalurgicka délka stejna.
Vzdy dojde k jeji zméné, kterd ovsem stale zavisi na teploté v okrajich. Ke zjisténi této
zavislost by bylo mozné vyuzit naptiklad regresniho modelu zaloZzeného na numerickych
simulacich.

Jednou z otazek, které ma tato prace za cil zodpovédét, je moznost aplikace PHA
na deterministicky problém prostorové dekompozice. Na tuto otazku nyni mizeme odpo-
védét kladné. Algoritmus bylo ale nutné kvili pfitomnosti vice oblasti dekompozice mirné
upravit (6.2).

V pripadé pouziti PHA se projevila velice pomald celkova konvergence feSeni. Ani
po 40 iteracich jsme nedosadhli pozadovaného stavu. OpenMP nam sice umoziuje pro
nFElem = 4 pocitat na pocitaci s ¢tyfjadrovym procesorem jednotlivé scénafe zcela pa-
ralelné, nicméné stale jsme vypocet nedokoncili. Velkym problémem byl vznik oscilaci
v posloupnosti spocitanych feseni v jednotlivych iteracich. Dale se objevilo velice proble-
matické chovani vah PHA. Zpiisobovaly nestability v numerickém feSeni.

Vzhledem k tomu, Ze vime, Ze nami resena tloha je ulohou s volnym pravym koncem,
nabizi se otazka, zda by neslo PHA upravit tak, aby tuto vlastnost bral v tvahu. Ukazalo
se, Ze pokud pfedepiSeme na levou OP elementt hodnoty ziskané PHA (jako Dirichletovu
podminku) misto podminky nulového toku, konvergenci algoritmu podstatné urychlime.
Reseni jsme dostali uz po 10 az 20 iteracich. Vyse zminéné oscilace prakticky vymizely.
Stale byl program pocitan paralelné. Nevyhodou je vznik nepfesnosti na hranicich ele-
mentl (viz obrazek 6.4).

Posledni testovanou variantou se stala sériova verze, kdy jsme pro levou OP elementu
s pouzili pfislusnou hodnotu z elementu s—1 z té stejné iterace PHA. Nepouzivame uz tedy
priameérnych feseni, ale pfimo hodnoty ,zleva“. Takto upraveny algoritmus uz prestava byt
PHA. Nicméné testovani ukazalo, ze algoritmus konverguje velice blizko k feSeni uz ve
3. iteraci, bez jakychkoliv oscilaci. kone¢ny vysledek dostavame v 8. iteraci. Na druhou

4V praxi se ¢idla neumistuji na povrch, protoze by velice silné ovlivnila pritbéh chlazeni, dochézelo by
zde ke skokové zméné mat. vlastnosti. Navic by diky omyvani chladici kapalinou dochézelo ke zkreslovani
vysledkt. V realnych provozech se pak k méfeni pouzivaji odlisné metody, které jsou naptiklad popsany

v [19].
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stranu vypoc¢ty musi probihat sériove, a proto zabere kazda iterace mnohem vice ¢asu nez
v predchozich pripadech. Tato vlastnost nam také umoznuje snizit pro tuto tlohu prekryv
elementii az na singularni (jeden fez v soufadnici z)°.

Porovnani jednotlivych metod 1ze nalézt v tabulce 6.3.

Tabulka 6.3: Porovnani délky vypoctu modelt

Paralelné Pocet iteraci Cas vypocétu
Upraveny PHA ano 16 68, 72 min
Sériovy vypocet ne 8 113,95 min

V pripadé takto rychlé konvergence se ukézalo, Ze penalizace formou rozsifeného
lagrangianu je v uloze vlastné naprosto zbytecna, protoze konvergenci nijak neurychli.
Naopak, mtze se stat, Ze tento ¢len ovlivni vypocet negativnim zpusobem (rozkmitani).
Proto volime parametr p = 0.

Na obrazku 6.4 je vykreslen rozdil prafezt 7, , — T,,,. Vidime, Ze naSe domnénky
o tom, ze zménou rychlosti nedojde pouze k posunuti, ale i zméné tvaru teplotniho pole,
se potvrdily. I ptes velice dobrou shodu v kontrolnich bodech se nam znatelné prodlouzi
metalurgicka délka odlitku. Na obrazku si lze vS§imnout i ,,pfechod@* v oblastech navazani
elementii. To je zptisobeno aplikaci Dirichletovy okrajové podminky na zacatku elementi.
Tato chyba vSem nastava pouze pro jeden z fez v elementu a proto celkovy vysledek
prilis neovlivni. PTi vypoctu detailnéjSich modelti s jemnéjsi siti by pak byla naprosto
zanedbatelna. Chybu lze velice snadno odstranit interpolaci z okolnich teplot.

Omezeni htc na rozpéti 250 — 1000 Wm2K~! se ukazalo byt jako dobrou volbou
v zamezeni ziskani extrémnich htc v navazujicich elementech (misto situace 0 — 1000 — 0
dostaneme naptiklad 250 — 700 — 250). Pokud bychom toto neudélali, mtize na rozhrani
elementit dojit ke vzniku mist s vysokymi gradienty teplot a tim numerickym chybam
(lokélni ztraty stability numerického Feseni).
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Obréazek 6.4: Rozdil teplotnich poli stavii v, a v,; (bez postprocessingu)

Vypocet probihal na stolnim pocitaci s ¢tyfjadrovym procesorem Intel Core i5-3470,

3.20 GHz.

5V [28] se prostorovd dekompozice pouziva pro metodu koneénych prvki a zejména pro model s
obéma konci pevnymi. V tomto modelu je nutny dosti veliky presah, protoze feseni v jednom bodé zavisi
na okolnich hodnotach ve vSech smérech prakticky stejné silné. V tloze s volnym koncem toto neplati.
U implicitnich metod je tato zéavislost jesté silnéjsi.
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7 Zavér

V této praci byl ukazan priklad vyuziti prostorové dekompozice na tilohu optiméalniho
fizeni procesu plynulého odlévani oceli. Za timto Gcelem byly propojeny rozlicné casti
aplikované matematiky: numerické metody, optimalizace a v mensi mife statistika.

Prvni ¢ast prace se zabyva modelovanim teplotniho pole kontinualniho odlévani oceli
a prislusnym numerickym feSenim pomoci metody konec¢nych diferenci. Pro mnoho apli-
kaci miize byt zajimavé pouziti cylindrickych souradnic pro nekonstantni déleni vypocetni
domény. Velkou hodnotu ma také naprogramovany software pro vypocet modelu, ve kte-
rém je nékolik zajimavych technickych feSeni zvysujicich vypocetni efektivitu algoritmu.
Software zvlada simulaci plné trojrozmérného nesymetrického problému.

Ukéazali jsme, ze pro popis daného problému lze diferencéni metodu s velice dobrymi
vysledky pouzit. Efektivni implementaci v jazyce C++ se dosahuje vysledk srovnatelnych
s pokrocilym softwarem.

V druhé c¢asti praci se vénujeme prostorové dekompozici. K jejimu provedeni pou-
Zivame nastroj stochastické vicestupnové optimalizace, Progressive Hedging Algorithm.
Jeho aplikaci jako heuristiky na deterministicky problém jsme ukéazali moznost rozdéleni
vypocetni domény na vice ¢asti a nasledné paralelizace vypoctil, ktera umoznuje casové
zefektivnéni celé tlohy. Podarilo se nam danou tlohu tGspésné vyftesit a navic také ukazat,
ze do jisté miry upraveny PHA lze pouzit.

Vedlejsim vysledkem je moznost pouziti prostorové dekompozice pfimo pro vypocet
numerického modelu.

Problematika kontinualniho odlévani oceli se stale intenzivné studuje na Energetickém
ustavu Fakulty strojniho inzenyrstvi VUT v Brné. V soucasnosti je predmétem dalsich
vypsanych diplomovych a dizertac¢nich praci.

Na tuto préci lze navazat vice zptisoby. V numerickém modelu se jedna zejména o za-
zentaci chladicitho tcinku trysek ndhodnym rozdélenim ¢i rozsifenim programu pro vy-
pocet o grafické rozhrani. V pripadé dekompozice se jedné o naprogramovani paralelizace
na vypocetnich clusterech ¢i grafickych kartach.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolt

Symbol Jednotka Popis

Az, Ap, Az m Vektor prvki déleni v souradnici x, ¢, z

€ - Pomérnd zafivost (emisivita)

H Jm™3 Mérné entalpie

htc Wm2K™! Koeficient prestupu tepla

htc,,, htc, Wm2K~! Koeficient prestupu tepla konvekce, radiace
htcy, htc, Wm2K~! Koeficient prestupu tepla v krystalizatoru, ve scénaii
k WmK™! Tepelna vodivost

L m Délka vypocetni oblasti

Ny Ny Ny — Pocet prvkt vypocetni sité

o Wm2K~! Stefan-Boltzmannova konstanta

© rad Uhlova soufadnice

q Wm—?2 Hustota tepelného toku

Q W% Tepelny tok

r m Soutradnice vzdalenosti od osy sochoru

R m Polomeér sochoru

T °C,K Teplota

T °C,K Teplota okoli

Tin, Ty °C,K Teplota v mezipanvi, v krystalizatoru

T S Casovy krok

v, ms~! Lici rychlost

z m Soutadnice vzdalenosti od zacatku krystalizatoru
C. — Mnozina piipustnych feseni

f) — Uéelova funkce proménnych -

g — Vektor omezeni ve tvaru nerovnosti

h — Vektor omezeni ve tvaru rovnosti

P — Vektor parametrti optimalizace

Ds — Vahy ve scénafi s

Q(x) — Penalizace (priamérné cena penalizace)
Q(x,¢) — Cena penalizace

p — Penaliza¢ni parametr

w — Vektor vah

X — Vektorova proménna opt. tlohy

X — Rozhodnuti v prvni fazi dvoustupnové opt.
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Symbol Jednotka Popis

X — Primeérné feseni

x* — Pripustné feseni scénarové tlohy

19 — Nahodna veli¢ina

y — Rozhodnuti v druhé fazi dvoustupnové opt.

s °C,K Teplota v n-tém cidle

X (rtizné) Vektor proménnych odpovidajici s-tému elementu
T 5,0, °C,K Teplota v ¢idle v elementu s
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SEZNAM POUZITYCH ZDROJU

Zkratka Popis

ZKO Zarizeni na kontinualni odlévani
FDM Metoda konec¢nych diferenci
FEM, MKP Metoda kone¢nych prvka

FVM Metoda kone¢nych objemi

oP Okrajova podminka

EO Expected Value Objective

EV Expected Value

HN Here and Now

KKT Karush-Kuhn-Tuckrovy podminky
PHA Progressive Hedging Algorithm
WS Wait-and-See

MPI Message Parsing Interface
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A Optimalizacni algoritmus

Optimalizacni tloha (6.1) resp. (6.4) je z hlediska Teseni velice problematickd. Na prvni
pohled je patrna zjevna nelinearita omezeni a tcelové funkce. Musime se tedy omezit na
pouziti nelinearnich solvert.

Jedna se o tzv. opt. problém s omezenimi danymi diferencidlni rovnici. V pripadé, ze by
tuto rovnici bylo mozné resit analyticky, nenastava zadny problém a mtizeme pouzit stan-
dardni solvery. OvSem ve spousté pripadu analytické feseni z riznych divodd neni mozné
(nekonstatni materidlové vlastnosti, slozité okrajové podminky apod.) Musime tedy pou-
zit numerické metody. Tim padem ale ztracime velice dilezitou vlastnost, na které stoji
naprosta vétsina solvert - diferencovatelnost, a tedy znalost spadovych smért. Tento fakt
vylucuje pouziti naprosté vétsiny opt. algoritmuti. Svétlymi vyjimkami jsou napriklad algo-
ritmy CONOPT z prostiedi GAMS ¢ COBYLA z balicku NLOpt [17]. Bohuzel, ztratou
informace o spadovych smérech ztracime podstatnou informaci o poloze opt. feseni. Vyse
zminéné algoritmy riznymi zptisoby tento deficit obchéazeji. Nelze se ale vyhnout alespon
castecné full-enumeraci® - vypoctu na urcité mnoziné bodi uvniti oblasti pfipustnych
feseni, ze které se poté snazime interpolaci ¢i jinymi, sofistikovanéjsimi, zptisoby zjistit
polohu opt. feseni. Tyto solvery ale budou vzdy pomalejsi nez ty standardni, vyuzivajici
spadové smeéry.

Nejvaznéjsi problém ale nastava v tom, ze vSechny fesice predpokladaji lohu v stan-
dardnim tvaru. To naSe uloha bezesporu je, ale ma také jednu zvlastni vlastnost. Ne
vSechny proménné, které se vyskytuji v omezenich a tic¢elové funkci, jsou nezavislé. Vsechny
teploty uvnitt modelu totiz zavisi ¢isté pouze na meénicich se parametrech kontinualniho
liti - lici rychlosti a intenzité chlazeni, pficemz lici rychlost uvazujeme po nespojitém
skoku za konstantni. Tedy pro kazdy element mame pouze jednu nezavislou proménnou.
Nicméné v tcelové funkci se musi z divodu penalizace objevit cely vektor x;. V omeze-
nich se analogicky vyskytuji veskeré teploty (i kdyZ z nich pak vybirame pouze teplotu
u ¢idla). Optimaliza¢ni algoritmus tedy pracuje s celym vektorem xg, ktery mé rozsah
tisicti prvki. Ziejmé, metody zaloZzené na vypoctu v nékolika bodl v prostoru tak vysoké
dimenze, budou neskuteéné pomalé a navic s velice nejistou konvergenci. P1i testovacich
vypoctech s algoritmem COBYLA [17] se tyto obavy potvrdily a redlnou tlohu nebyl
viibec schopen vyftesit.

7 téchto dtvodu byl autor prace prinucen naprogramovat si vlastni opt. algoritmus,
ktery by byl schopen tlohu vytesit. Ve své podstaté pracuje metodou ,full enumerace®.
Tedy v ramci zvoleného kroku vypocita pro vechny varianty nezavislé proménné (htcg
reprezentujici chlazeni) tcelovou funkei a vrati index a hodnotu toho hte, u kterého se
dosahlo minima. Jedna se o pomérné jednoduchou metodu. Nicméné v této aplikaci je
nesmirné uc¢inna a porazi s prehledem obecné solvery. Jednou z moznosti navazani na
tuto praci mize byt také nalezeni sofistikovanéjsiho algoritmu.
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B Knihovna Armadillo

Jedna se o open-source knihovnu pro linearni algebru [26]. Jeji vyhodou je snaha o pfene-
seni programovacich postupi z prostiedi Matlab do C++, Pythonu, R a dalsich. Priklady
nékterych typickych operaci:

e Vytvoreni matice C,,«,: mat C(m,n);
e Pocet radku a sloupcit C: C.n_ rows;C.n_ cols;
e Naplnéni matice ¢islem k: C.£i11(k) ;

e Vybrani prvniho fadku C: C.rows(0) ; nebo C(0,span::all);

Armadillo také podporuje t¥idimenzionalni pole (cube) a ,cell arrays“:
e Vytvor tfidimenzionalni pole T}, xnxx: cube T(m,n,k);

e Zobraz posledni fez T T.slice(T.n_ slices);

e Vytvor pole F' pro n vektori: field<vec> F(n,1);

Knihovna podporuje spoustu maticovych operaci, (pseudo)inverze, rozklady, fidké ma-
tice, zaklady statistiky nebo feSeni soustav. Vice informaci 1ze nalézt v dokumentaci [27].
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C Program pro vypocet teplotniho
pole

Program je napsan v C++ jako tfida HeatComp. Obsahuje nasledujici (vybrané) pro-
ménné a metody

e cube T: Tridimenzionalni pole pro ukladani dat.

e mat ConstT: Matice reprezentujici tabulku zavislosti mat, vlastnosti a entalpie na
teploteé.

e mat CoolM: Matice mapujici rozlozeni htc na povrchu sochoru.

e HeatComp(-): Konstruktory.

e ~HeatComp(void): Destruktor.

e void SetConstM(char *filename): Preprocessing matice konstant.

e void SetDisc(double dr0O, double dzo, double phi): Nastaveni déleni domény.

e void SetSqR(double dr0 ,double pR): Mozné nastaveni nekonstantniho déleni
podle funkce v/dr.

e double getConstT(double &7, char c): Najde hodnotu mat. vlastnosti ¢ pro
teplotu 7.

e double getConstH(double &H, char): Analogicky v zavislosti na entalpii H.
e cube TempToEn(cube &T'): Prepocitej pole teplot na entalpie.

e cube EnToTemp(cube & H): Piepocitej pole entalpii na teploty.

e Compute(int pmax, char swtch): Spocitej teplotni pole s pmax iteracemi.

e ComputeOpt(int pmax, char swtch, cube 7_f): Spocitej teplotni pole s levou
OP T}. Vyuziva se pro optimalizaci.

Vypocetni metoda se nazyva Compute. Jeji hlavni ¢asti je cyklus while p < pmax repre-
zentujici iterace feseni v ¢asovém kroku dr. Uvnitf méme hlavni vypocetni trojndsobny
cyklus for, ktery probihé celé pole T'(i, j, k). Pokud se nachazime uvnitf sochoru (tedy
i,7,k # 0 a zaroven i < ndr,j < ndphi,k < ndz), prepoc¢itdvame zmény entalpii podle
(4.1). Pro body s k = 0, mame 7'(+,-,0) = Tj,. U ostatnich okraji postupujeme podle
prislusnych OP popsanych v 4.2.2. Ke konci iterace p prepocitavame matici H zpét na T
Pro usettfeni pameéti nepouzivame indexaci dle iterace, ale pamatujeme si pouze matice té
predchozi, které pak znacime indexem -_old.

Lze také zapnout vypocet pomoci reprezentace osy sochoru vektoru nastavenim boo-
lovské proménné use_mziddle na true.
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D Program pro vypocet PHA

vvvvvv

proto zde bude popsan velice strucné.

e Optimise(-): Konstruktor nastavujici pocet elementi, parametry tlohy apod.

e Metody ToVect, DeVect, DeVectM,: Prevadéji vektorovy zapis elementii na mati-
covy resp. ,cube“ a naopak.

e SetElements(void): Vytvari dle nElem pole elementti a prekryvajicich se ¢asti.

e CompScen(int ind, cube & T_old, vec Param, vec & W.old,vec & X av_ old,
cube & Tf, double htcl): Pocita jednotlivé scénare.

e OptimiseScen(int ind, vec & pElemi, double v_z, double htcO, arma::vec
& Wi, vec & X_av_oldi, cube & Tf,double htcl): Optimaliza¢ni algoritmus po-
psany v piiloze A.

e ControlPoints: Ttida popisujici kontrolni body. Jsou uchovavany jako radky ma-
tice, kde je popsana jejich realna poloha a hodnota teploty.

Po spusténi tlohy a nac¢teni parametrit dochézi k nadéleni vypocetni oblasti na nElem
elementid. Pak vstupujeme do hlavniho itera¢niho cyklu while PHA. Na jeho zacatku
se vyskytuje paralelizovany cyklus for, ve kterém se pocitaji jednotlivé scénafe. Dale
nasleduje samotné prumeérovani feseni PHA. Z divodu vyssi efektivity se kazdy presah
priuméruje zvlast (pole X_av(nElem,1) a az po provedeni vSech nezbytnych operaci se
zasadi zpatky do celkového vektoru primeérnych feseni X_s_av. Cely proces pokracuje do
té doby, nez dosdhneme pevné nastaveného poctu iteraci.

Paralelizace se povoluje (zakazuje) odkomentovanim (zakomentovanim) piikazu fpragma
parallel for uvnitf metody ComputePHA. Nutné je také spravné nastavit hodnotu pte-
pinace parallel na true (false).

V pripadé sériového vypoctu se primérovani obchéazi tim, ze jako levostrannou OP
s-tého elementu dosadime prvni fez v daném presahu, ale z elementu s — 1. Podstatné se
tim zrychli konvergence, ale ztratime moznost paralelizace.

P1i pouzivani programu musime nejdiive nastavit pocet nElem. Idealni je pocet 4 —
5. Poté musime do souboru ControlPoints.mat napsat odpovidajici pocet kontrolnich
bodi, které nesmi byt v oblastech prekryvu. Pro zjisténi spravnych teplot je vhodné
provést simulaci numerického modelu pro rychlost v,q. Dale je nutné nastavit pocet iteraci
algoritmu.

K vizualizacim pouzivame program Octave. Pokud neni na systému nainstalovan, nelze
vykreslovat obrazky. Nicméné program bude fungovat.

Veskeré programy vznikly v uzitim prostfedi Eclipse CDT [12] pro systémy zalozené
na linuxu. Potiebné balicky ke spusténi programu a kompilaci jsou popsany v souboru
yreadme.txt” v elektronické priloze. Vzhledem k pouziti paralelizace je vhodnéjsi program
kompilovat ze zdrojového kédu, nez pouzit program vygenerovany na jiném pocitaci.
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E Obsah prilozeného CD

Na CD je ptilozeno néasledujici
e Elektronicka verze prace
e Program pro vypocet numerického modelu diferen¢ni metodou
e Program pro vypocet tlohy optimalniho fizeni pomoci upraveného PHA

e Soubor readme.txt popisujici postup pro spusténi a kompilaci programt
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